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Abstract

Grover’s algorithm is a quantum algorithm for searching in unstructured
databases. Due to the properties of quantum mechanics, it provides a quadratic
speedup over their classical counterparts. Using the Geometric Algebra, we
present a new way to understand and simplify the operators of Grover’s algo-
rithm.
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Resumo

O Algoritmo de Grover é um algoritmo quéntico de busca em um conjunto
desordenado. Com o uso de propriedades da mecanica quantica, ele apresenta
um ganho quadratico em relacao a um algoritmo classico. Neste trabalho, ap-
resentamos uma outra visao deste algoritmo, através da Algebra Geométrica,
motivados pela interpretacao geométrica dos operadores, e verificamos que é
possivel escrevé-lo com uma nova linguagem, e ainda apresentar uma expressao
mais simples para o operador de Grover (G) além de expressdes gerais para
estados resultantes de aplicagoes sucessivas deste operador.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, apresentamos uma nova visao do Algoritmo de Grover usando a Alge-
bra Geométrica, com o objetivo de simplificar o operador G de Grover. Para isso, nos

baseamos na interpretacao geométrica dos operadores do algoritmo e nas propriedades do
produto de Clifford.

No algoritmo de Grover, um algoritmo quéntico de busca proposto por Lov K. Grover
em 1996 [5], descrito no Capitulo 2, fazemos uso de um operador oraculo. O algoritmo
¢ aplicado a dois registradores, o primeiro com n g-bits e o segundo com apenas 1 q-
bit. Antes da a¢ao do oraculo, utilizamos a porta Hadamard (H), descrita mais adiante,
para criar uma superposi¢cao uniforme, no primeiro registrador, de todos os elementos
da base computacional, formada (em sua forma decimal) pelos indices dos elementos da
lista. No segundo registrador, a acao de H retorna um estado que sera fundamental para
o reconhecimento da solugdo. Nesse momento, serd aplicado o operador U (descrito na
Sec¢ao 2.2), um operador linear unitario que realiza o papel do oraculo. A solugao do
problema (consideraremos que o problema contém apenas uma solugao) teve o sinal de
sua amplitude invertido, dessa forma conseguiremos identificar a solu¢gao. Como veremos,
a probabilidade de encontrarmos o elemento fazendo uma medida (processo realizado
para trazer a informagao para o nivel classico) nesse momento é pequena, devido ao
modulo dessa amplitude ser “pequeno”, e para aumenté-lo, utilizamos outro operador
linear unitério, descrito também na Secao 2.2. A composicao dos dois ultimos operadores

é chamada de operador de Grover G.
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Na Secao 2.3, demonstramos que o computador quantico, através do algoritmo de
Grover, oferece um ganho quadratico em relagao ao computador classico na solugao de
problemas de busca em listas desordenadas. A complexidade do algoritmo diz respeito
ao numero de vezes que GG deve ser aplicado, chamamos esse niimero de k£ e mostramos
que ele é da ordem de v/N. Mais do que isso, mostramos que a cada aplicacdo de G,
de fato ficamos mais proximos da solucao e ainda, do ponto de vista geométrico, cada
aplicacao de G gera uma rotagao em diregao ao vetor corresponde a solugao sempre do

mesmo angulo.

No Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos da Algebra Geométrica ( [7], [11]). As

consideracoes sao feitas em R? mas podem ser estendidas para dimensdes maiores.

Seria tutil termos um produto de vetores que satisfizesse os mesmos axiomas da mul-
tiplicagdo de nuimeros reais (distributividade, associatividade e comutatividade) e ainda
preservasse a norma na multiplicagao. Como para n > 3 isso é impossivel, consideraremos
um produto de vetores que nao satisfaga a comutativadade. Fazendo exigéncias sobre esse
produto, definiremos uma nova estrutura, chamada de bivetor, e esse novo produto entre
vetores é representado pela soma de um escalar e um bivetor, e serd chamado o Produto
de Clifford. Como veremos, esse escalar é o produto interno usual entre os vetores e o
bivetor serd chamado de produto externo. Como sabemos, para os reais, o produto interno
é comutativo, mas o produto externo nao tem essa propriedade. Esse fato determina o

significado geométrico para a nao comutatividade do Produto de Clifford.

Na Secao 3.2.2, discutimos sobre projecao e reflexao de vetores. Na algebra geométrica,

L tal que vo! = 1 (esse

podemos definir o elemento inverso de um vetor v, como v~
produto é o produto de Clifford). Esse elemento aparece nas componentes paralela e
perpendicular (em relagdo a projegao) de um vetor a projetado sobre um vetor b. Vemos
também que podemos definir a reflexao de a sobre b de forma simples como o’ = aba™".

Essa operagao sera fundamental no desenvolvimento do Capitulo 4.

Iniciamos o Capitulo 4 com uma interpretacao geométrica dos operadores do algo-
ritmo, e concluimos que a acao de cada operador que compde G é dada por uma reflexao,
portanto G é uma composicao de reflexoes. Na verdade, uma iteracao de Grover pode
ser interpretada como uma rotagao em um espaco bidimensional gerado pelo vetor inicial
e pelo vetor que representa a solugao do problema. (Uma interpretacao geométrica do

algoritmo também pode ser encontrada em [9]). Nesse sentido, “substituimos” os operado-
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res originais do algoritmo de Grover pelas operagoes de reflexao da Algebra Geométrica
e dessa forma reescrevemos o algoritmo. Por tltimo, apresentamos expressoes para os

elementos G*¥ e G*, o estado resultante de k aplicacdes de G.



Capitulo 2

Algoritmo de Grover

2.1 Introducao

Suponhamos que temos um lista nao ordenada com N elementos e procuramos por um
elemento especifico. Classicamente, terfamos que testar elemento a elemento até encon-
trarmos o elemento procurado, o que, no pior caso, requereria O(N) testes. Usando
propriedades da mecéanica quantica, o Algoritmo de Grover (ver, por exemplo, Bennett et
al. [3], Boyer et al. [4], Grover [5,6]) necessita apenas de O(v/N) tentativas.

A seguir, descrevemos alguns conceitos basicos da mecénica quéantica necessarios para
a compreensao do algoritmo. A Secao 2.2 apresenta uma revisao do Algoritmo de Grover e,
na Secao 2.3, falaremos sobre a complexidade do algoritmo, baseada em conceitos de alge-
bra linear (mais informagoes sobre computagao quantica assim como outras demonstragoes
da complexidade do algoritmo de Grover podem ser encontradas em Benenti et al. [2],
Hirvensalo [8], Kitaev et al. [10], Nielsen e Chuang [12], Pittenger [14], ¢ Preskill [16]).

Em computadores quanticos, os valores 0 e 1 dos bits sao substituidos pelos bits quan-
ticos (g-bits) |0) e |1) (notagao de Dirac). A diferenca entre bits e g-bits, é que um g-bit

genérico |1)) pode ser também uma combinagao linear dos g-bits |0) e |1),

[¥) = al0) + B1), (2.1)

onde « e [ s3o numeros complexos. [1) é dita uma superposi¢ao de |0) e |1) com amplitudes
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a e (. A representacao matricial dos g-bits |0) e |1) ¢ dada por:

a-[3] + w-[2)

Dessa forma, [¢)) é um vetor em um espago vetorial complexo de duas dimensoes, com

{]0),|1)} formando uma base ortonormal, chamada base computacional. Em mecanica
quantica, vetores sao também chamados de estados. A interpretacao fisica de [¢), em
(2.1), & que ele existe simultaneamente nos estados |0) e |1). O estado |¢) pode armazenar
uma quantidade infinita de informacao em seus coeficientes « e (3, mas esta informagao
esta acessivel apenas em nivel quantico. Para trazé-la ao nivel classico, precisamos fazer
uma medida no g-bit. A mecénica quéntica nos diz que o processo de medida altera o
estado de um g-bit, fazendo-o colapsar para o estado |0), com probabilidade |a|?, ou para
o estado |1), com probabilidade |3]>. Como a soma das probabilidades deve ser igual a

um, temos

o + 18* =1, (2.2)

e usando essa informagao, calculamos a norma de [¢)):

) [l = Vl]el? +18]2 = 1.

Se nao for através de uma medida, a evolucao de um estado se d4 por uma transfor-

macao linear unitaria, isto é, uma transformacao linear com a seguinte propriedade
Ul =U0U" =1,

onde Ut = (U")T (* indica conjugacdo complexa e T indica transposicao) e I é a matriz

identidade de ordem 2.

Se quisermos considerar estados com mais de um g-bit, precisaremos empregar o con-

ceito de produto tensorial. Para nossos propositos, sera suficiente a seguinte definicao.
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Dados os estados |v) € C™ e |w) € C", o produto tensorial [v) ® |w) é dado por

v1|w)
) ® |w) = : ,
V| W)
onde vy, ...,v,, sdo as coordenadas do vetor |v). Para o produto tensorial, também sao

usadas as notagoes |v)|w) e |[vw). Por exemplo, se tivermos um computador quantico de
2 g-bits e o primeiro g-bit estiver no estado |0) enquanto o segundo estiver no estado |1),

o computador quantico estara no estado |0) ® |1), dado por

pon=[1]o[2]-

o O = O

Em geral, o estado [¢)) de um computador quantico de n g-bits é uma superposicao

dos 2" estados {|0), |1), ..., [2" — 1)},

2" —1

v) = > aili)

com amplitudes «; restritas a
21

D =1
=0

Como feito antes, uma medida de um estado genérico |¢) produz o estado |ig) com proba-
bilidade |a;,|?, para 0 < iy < 2" (a base ortonormal {|0),...,|2" — 1)} é a base computa-
cional na notac¢ao decimal). Geralmente, a medida é realizada q-bit a g-bit produzindo

zeros ou uns formando o elemento ig.

Finalizando a se¢ao, daremos duas defini¢oes que serao usadas a frente. Dados dois
vetores |p) e |¢)) em um espago vetorial V| além do produto interno usual, escrito na

forma (p|v), também usaremos o produto externo |¢){p|, definido como o operador linear
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sobre V satisfazendo

(I} (@Dlv) = (plv) ), V]v) € V.

Assumindo que |||¢)]| = |[|£)|| = 1, o angulo 6 entre |1)) e |¢) é definido como

0 = arccos ({p|1)) .

Note que se (p|y) € R, entao 6 € [0, 7] (para mais detalhes, ver Apostol [1], p.458). No
algoritmo de Grover, todas as amplitudes sao niimeros reais. Como veremos, este fato

serd fundamental para comparar angulos entre estados.

2.2 Operadores do Algoritmo de Grover

O algoritmo de Grover usa n ¢-bits no primeiro registrador e 1 g-bit no segundo (Fig.
2.2-1). O primeiro passo é criar uma superposi¢ao dos 2" estados da base computacional
{]0),...,]2" — 1)} do primeiro registrador, realizada da seguinte forma. Inicializamos o

primeiro registrador no estado |0) ... |0) e aplicamos o operador de Hadamard H,

|

em cada g-bit |0). Podemos verificar que

0) + 1)

H|0) = =5

Entao, se a entrada for |0), o operador de Hadamard cria uma superposigao dos estados
|0) e |1) com mesma amplitude. Generalizando, para um estado de n q-bits |0)...|0), o

operador de Hadamard produz

~J
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|1 e [Vaz) [t}

0)— H [ A 3
Primeiro } .
registraclor : : : i : G : G
(n g-bits) % ! * 1 1

0y— H EEY ,f':
Segundo
registrador |1:> — H *‘ i L @ 8 —‘_>
Wbt -) =) =)

Figura 2.2-1. Esquema genérico do Algoritmo de Grover. Ao final, cada g-bit do primeiro
registrador é medido, produzindo o indice do elemento procurado na notacao binaria.

Note que [¢)) é uma superposigao de todos os estados da base com amplitudes dadas
1
por —. O segundo registrador (Fig. 2.2-1) é iniciado com |1) e apo6s a aplica¢do do

NG

operador H, ele muda para o estado |—), dado por

0) — 11).

o =al = S

(2.3)

Identificamos os elementos da lista com niimeros inteiros de 0 a N — 1, e assumimos

que N = 2" para algum inteiro n > 2 (o algoritmo néo funciona para n = 1).

Seja f : {0,...,N — 1} — {0,1} a fungdo que reconhece o elemento procurado, dada

por:

1,sei=1
fi) = ’

0, caso contrario,

onde i é o indice do elemento procurado. Ao invés de usar f, o algoritmo de Grover usa

um operador unitario Uy, que depende de f, definido por

Up (i) 13)) = liyl7@ £ (i) ,

onde |i) representa o estado do primeiro registrador (i € {0,..., N —1}), |j) é o estado
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) ) V)
0)— H 3 A

U; | ) (| — I

=) =)

Figura 2.2-2. Uma iteracao de Grover.

do segundo registrador (j € {0,1}), e & é a soma modulo 2. Usando o fato de que

0 se i =1

1 se i # 1o,

1@ f(i) =

podemos ver que

Us (i) |-)) = Uy (I49) |0>)\;§Uf (|2) [1))
0 (@) — [0} [L @ f(4))
V2
= (C)OLp]-). o)

Usando esse resultado e aplicando Uy & superposic@o gerada no primeiro passo (Fig. 2.2-

2), concluimos que podemos manter o segundo registrador constante. Chamaremos de
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|11) o estado resultante do primeiro registrador:

) =) = Ur(l9) =)

| N1 .
= (ﬁ izo(—l)f”!w) =) (2:5)

|¢1) também é uma superposi¢ao de todos os elementos da base, mas agora o elemento
procurado estd marcado por um sinal de menos. Note que a funcao f foi aplicada aos N
pontos através de uma unica aplicacdo do operador Uy (isso é chamado de paralelismo

quéntico).

No nivel quéantico, é possivel identificar o elemento procurado, pois é o tinico com
amplitude negativa. Entretanto, essa informacao nao esté acessivel classicamente. Uma
informacao classica de um estado quéantico é obtida através de medidas, e, nesse caso,
nao ¢ interessante medir o estado do primeiro registrador, pois é muito provavel que
nao consigamos identificar o elemento procurado, devido ao médulo de sua amplitude
ser pequeno. Antes de realizarmos uma medida, precisamos aumentar a amplitude do
elemento procurado enquanto diminuimos a amplitude dos demais. Isso é feito utilizando-

se outro operador unitario, definido por (2|) (| — I) (Fig. 2.2-2).

O estado [¢1), em (2.5), pode ser escrito como

2
1) = [¢) — \/—N!lo% (2.6)
onde
) = L S |7) (2.7)
VN i=0 Z .

e ip ¢ o indice do elemento procurado. Vamos calcular o estado |1)¢) (Fig. 2.2-2), resultado

10
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da aplicagao do operador (2|¢) ()| — I) sobre o estado |¢1). Usando (2.6), teremos

[ba) = @) =1)[¢)

= 2l - 1) (10} -l

— (o) ) - (%wm) )~ 14) + o). (2.8

De (2.7),
(o) = — i = —ili) = —= 29)
O_\/_Z:OO_\/NOO_\/N7 :
e, substituindo (2.9) em (2.8), obtemos
v} =~ + —=lio) (2.10)

VN

Os vetores |ig) e |1) sao mostrados na Fig. 2.2-3. Eles formam um &dngulo menor que g,
ja que 0 < (Ylig) < 1. Se N for grande, esse angulo se aproximara de g Podemos pensar
em [¢) como o estado inicial do primeiro registrador e nos passos computacionais como
as aplicacoes dos operadores unitarios Uy e (2|¢)(y| — I) (Fig. 2.2-2). Consideraremos
apenas a agao da composicao desses operadores, chamada de operador de Grover G (Fig.
2.2-1). De (2.10), podemos ver que a amplitude de [ig), em [¢)g), aumentou enquanto
a amplitude de |i), i # iy, diminuiu em rela¢do aos seus valores iniciais em [¢)). Uma
medida, nesse ponto, retornara |ig) com uma probabilidade maior que antes. Isso nos leva

a duas questoes:

1. A cada aplicagao de G, o estado resultante esta “mais proximo” de |ig)?

2. Nesse caso, quantas aplicagoes de GG seriam necessarias para “obtermos” |ig)?

Essas questoes sao tratadas a seguir. O Teorema 1 responde a primeira pergunta enquanto

o Teorema 2 responde a segunda.

11
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Ly

Figura 2.2-3. Efeito de aplicagoes sucessivas de G.

2.3 Complexidade do Algoritmo de Grover

Inicialmente, veremos que a aplicacdao de G* (k € N) produz um rotacao de |¢) em direcdo
a |ip), de kB graus, no subespago gerado pelos vetores |¢) e i), onde 6 é o angulo entre
1Y) e G |¢) (Fig. 2.2-3). A demonstragao é dividida em quatro lemas. O Lema 1 diz que
G* |¢) pertence ao subespaco gerado por |1) e |ig), para todo k € N. O Lema 2 estabelece
que o angulo entre G* |¢) e G**1|1)) também é 0, para todo k € N. No Lema 3, é dito
que G rotaciona [¢) em diregao a [ig). Finalmente, no Lema 4, é provado que o sentido
da rotagdo produzida quando G ¢ aplicado sobre G¥ |¢), para todo k € N, é o mesmo
obtido quando G é aplicado sobre [¢). O subespaco gerado por [¢) e |ig) serda denotado
por € e o estado do primeiro registrador de G* 1)) sera denotado por [tgx). O estado do

segundo registrador (|—)) sera omitido, pois ele é constante durante todo o processo.

Lema 1. G |[¢)) € Q, para todo n € N.

12
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Prova. A demonstragao é por indugao. De (2.10), sabemos que

Gl = ) + T—'W (2.11)

Assim, para n = 1 esta provado. Agora suponhamos que G*|¢) € €, para um k dado.

Isto é, existe a, 3 € R tal que

G*[y) = al) + Blio).

Temos que provar que GF ) € Q. A aplicagdo do operador G nos dois lados da

expressao acima resulta em

GH11) = aGlu) + GG lio). 2.12)
Vamos calcular Glig). Da definigdo de G, temos

Glio) = (2|¢)(¢[ = I) Uglio)- (2.13)

De (2.4), obtemos
Uylio) = —lio).
Substituindo esse valor em (2.13) e usando (2.9), teremos
Glio) = Q)| = 1) (=lio))
= —QWWJOHW + |io)
)+ lio)- (2.14)

flw

Como tanto G¢) quanto Glip) sdo estados em €2, de (2.12) concluimos que

Gmyp) € Q, Vn € N.

13
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Lema 2. O dngulo entre G* [1b) e G |)) € 6, para todo k € N.

Prova. Utilizando a definigao de angulo entre dois vetores dada no final da Segao 1, a

afirmacao deste lema ¢é equivalente a
(Var|tgre1) = cos B, Yk € N.

Usando o fato de que

(G ) = (GG [0) = [),

obtemos (para todo k € N)

(Yerlgrn) = (Yer|G*lYe)
= (¥|ve)

= cosf.

Lema 3. O operador G rotaciona [1p) em diregio a |ig).

Prova. Como sabemos que |1)g) € 2, para demonstrar este lema ¢é suficiente provar que

arccos({tglip)) < arccos({1]ig)),

que é equivalente a

(Walio) > (Y]io)-

14



Algoritmo de Grover

Complexidade do Algoritmo de Grover

De (2.9) e (2.11), temos

Uma vez que

chegamos a conclusao.

Lema 4. A aplicagao de G sobre |gn), para todo n € N, mantém o mesmo sentido de

(Valio)

N —4 . 2 .
T<¢|Zo> + —N<Zo|lo>
N-4, 2

NVN VN

3N —4

rotagdo de quando G € aplicado sobre |1)).

Prova. Usando os Lemas 1, 2, e 3, nao é dificil ver que para demonstrar este lema é

suficiente porvar que

G (G"|¢)) # G" '), ¥n €N,

A demonstragao é por inducao. Primeiro, provamos que

isto é,

G (G'[¥)) # G lv),

Gla) # |¢).

15



Algoritmo de Grover Complexidade do Algoritmo de Grover

Usando (2.11) e (2.14), podemos calcular G|¢g):

Clve) = G<u|¢>+T|ZO>)
N —4

= — Glv+ TGIW

- Nj;‘*( 2]; |¢>+\/—_|¢0>>+\/i_<—%_l¢>+!io>)
= (557) W+ A -yl + ol

- () -5 T

Para N > 2, este estado é diferente de |¢)). Agora suponha que, para um k dado,

G (G*[)) # G '[w).

Ja que G é um operador unitario, podemos aplicé-lo nos dois lados da expressao acima,

produzindo

G (GM)) # GHy).

Isso conclui a prova.

As demonstragoes dos lemas acima podem ser encontradas em [15]. O resultado abaixo

segue imediatamente dos Lemas 1, 2, 3, e 4.

Teorema 1. G* rotaciona |1) em dire¢do a lig) de kO graus, no subespago gerado por 1))

e |ig), para todo k € N.

Agora, consideraremos a complexidade do algoritmo de Grover. Inicialmente, vamos

16



Algoritmo de Grover Complexidade do Algoritmo de Grover

calcular o angulo 6 entre os vetores [¢)) e G |¢). De (2.9) e (2.10), temos

cost = (Pla)
N -4 2
= —x—Wly) + N

_N—4+2(1)
-8 TWW\WN
N -2
N?

(]io)

=

isto é,

N-2
f = arccos (T) . (2.15)

Do Teorema 1, sabemos que G* rotaciona [1)) em direcio a |ig) de kf graus, no subespaco
gerado por [1)) e |ig), para todo k € N. Dai, para determinar a complexidade do algoritmo
de Grover, temos que calcular o valor de k, o nimero de vezes que o operador de Grover
G deve ser aplicado tal que o dngulo entre |ig) e G¥ 1)) se torne zero. Matematicamente,

0 que queremos € encontrar o valor de k que satisfaca
arccos((¢]ig)) — k# = 0.

De (2.9) e (2.15), obtemos

1 N —2 arccos <
arccos <—> — k arccos (T) =0=k=

)
VN 2y

arccos ( N )

S

(2.16)

|
N

Comparando k£ com v N, quando N é grande, deduzimos que

lim

ko
Nﬂoo\/N_Zl’

17



Algoritmo de Grover Complexidade do Algoritmo de Grover

o que implica que

k=O(VN).

A discussao acima nos conduz ao seguinte resultado:

Teorema 2. A compleridade do algoritmo de Grover é O(v/N).

18



Capitulo 3

Algebra Geométrica

3.1 Introducao

Nesse capitulo sdo apresentados os conceitos da Algebra Geométrica (AG) que serdo
necessarios para o desenvolvimento do proximo capitulo, como produto de Clifford, pro-

dutos interno e externo, bivetores, projecao e reflexao de vetores, entre outros.

3.2 Produto de Vetores na AG e o Bivetor

Vamos considerar em R? um produto de vetores que satisfaz a distributividade e a asso-
ciatividade, mas nao satisfaz a comutatividade, e daremos um significado geométrico para

a nao comutatividade.

Considere os vetores unitarios e ortogonais e; = (1,0) e ez = (0,1) em R% O com-
primento do vetor r = xe; + yeqs é |r| = \/2? + y%. Se multiplicarmos r por ele mesmo,
rr = r?, exigirmos que 7? = |r|? e olharmos para a forma de coordenadas, estaremos

introduzindo um produto de vetores tal que

(ze1 + yeq)? = 2 + o> (3.1)

19



Algebra Geomeétrica Produto de Vetores na AG e o Bivetor

Y

€12 —

—
(&)
Figura 3.2-1. Bivetor es.
Usando a distributividade e nao assumindo a comutatividade, obtemos
z2e? + yPes + zyleres + eser) = 22 + o (3.2)

Isso é satisfeito no caso de ey e e; obedecerem as seguintes condigoes:

e2=e2=1 e ey = —egey, (3.3)

que corresponde a ( [11])
ler] =|ea] =1 e ejley (vetores perpendiculares). (3.4)
Isso quer dizer que (eje9)? = —e2e3 = —1. Isto é, o quadrado desse produto ¢ negativo,

o que implica que nao podemos dizer que eje; é um escalar e nem um vetor. Esse produto
é um novo tipo de unidade, chamada de bivetor. Nesse caso, um bivetor representa um
quadrado formado pelos vetores e; e e;, com uma orientagao dada pela "regra da mao

direita" (Figura 3.2-1). Usaremos a notagao ejs = e€s.

Definimos entao o Produto de Clifford de dois vetores a = aje; 4+ ases € b = bieqg + boes

CcOomo

ab = a1b1 + a2b2 —+ (a1b2 — a2b1>€12, (35)

20



Algebra Geométrica Produto de Vetores na AG e o Bivetor

i a A\ b

Figura 3.2-2. Bivetor a A b.

dado pela soma de um escalar e um bivetor.

3.2.1 Produto Externo

Percebemos que o escalar dentro do produto ab, dado em (3.5), é exatamente o produto
interno usual entre a e b no R?, denotado por (alb). A outra parte serd chamada de

produto externo entre a e b, denotado por a A b. Logo,

ab = (alb) +a ND, (3.6)
onde
<a]b> = Cllbl + a2b2 (37)
€
alNb= (Cleg — agbl)elg. (38)

O bivetor a Ab representa um paralelogramo definido pelos vetores a e b (Figura 3.2-2),

também com uma orientacao dada pela "regra da mao direita". A area do paralelogramo
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Algebra Geomeétrica Produto de Vetores na AG e o Bivetor

Figura 3.2-3. aAb=—(bAa).

¢ |a1by — agby| e diremos que essa area ¢ o modulo do bivetor, ou seja,

|CL A b| == |a1b2 - a2b1|. (39)

Na Figura 3.2-3, vemos que a Ab e bAa tém o mesmo modulo, mas sentidos de rotagao

opostos.

Essa diferenca pode ser descrita da seguinte forma:

aANb=—(bAa). (3.10)
Como (a|b) = (b|a), teremos
ba = (alb) —a N, (3.11)
o que implica que
ab=ba <= aNb=0 <= ab= (a|b) (3.12)
e
ab=—-ba <= (alb)=0 <= ab=aAb. (3.13)
Ou seja,
ab=0ba <= a| b (vetores paralelos) (3.14)
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a,

= = |)

('I||

Figura 3.2-4. Projecao de a sobre b.

ab=—ba <= aLlb (vetores ortogonais). (3.15)

3.2.2 Projecao e Reflexao

Consideremos dois vetores em R?, a e b. Vamos calcular as componentes paralela e

perpendicular de a, em relagao a b (Figura 3.2-4).

Sejam a) a componente de a paralela a b e a; a componente de a perpendicular a b,

onde ¢ é o angulo entre a e b. Entao,

a| = |a| cos <,0|%| = |a||b| cos @W. (3.16)
Como |a||b| cos ¢ = (a|b) e definindo o inverso de b, b=, por
b
bl = 17
= (3.17)
pois bb~! = 1, obtemos
a = (albyb~". (3.18)
Com isso, temos ainda
ar=a—ay=a—{(alb)b™" = (ab— (a|b))b™" = (a Ab)b". (3.19)
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—=t

a’

Figura 3.2-5. Reflexao de a sobre b.

Ou seja,
a; = (aAb)b . (3.20)

Agora, definindo um vetor o', dado pela reflexdo de a sobre b (Figura 3.2-5), teremos
a=ay—aj. (3.21)

Usando a = (a|b) b e a; = (a Ab)b~?, obtemos:

ad = {alb)b' — (anb)b! (3.22)
= ({a|b) —a Ab)b! (3.23)
= ((bla) +bAa)b? (3.24)
= bab . (3.25)

A composicao de duas reflexdes de um vetor r, primeiro sobre a depois sobre b, é dada
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a
Figura 3.2-6. Composicao de reflexdes.
por (Figura 3.2-6):
r—1r = ara™’ (3.26)
=" = b, (3.27)
o que implica que
7" = blara” )b (3.28)
7" = (ba)r(ba)~! (3.29)

Essa composigao gera uma rotagao de r de duas vezes o angulo entre a e b (ver [11] p.13).
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Capitulo 4

Reformulacao do Algoritmo de Grover

4.1 Interpretacao Geométrica dos Operadores

N-1
Para |v) = Z a;|i) + g, |ip), um vetor unitario qualquer, gerado pela base

=0
i

{]0),...,IN = 1)},
pode-se mostrar que (Capitulo 2):

N-1

Uplo) |=) = | D auli) — s lio) | |-)-

(4.1)

Analisando bem esse resultado, podemos interpretar geometricamente a a¢ao de Uy sobre

o primeiro registrador. A aplicacao de U; sobre um vetor unitario qualquer, gerado

pelos elementos da base computacional {|0) ,|1),...,|N — 1)}, resulta numa reflexao desse

vetor em relagao ao subespago ortogonal a |ig), gerado por todos os outros elementos da

base.

Para visualizar essa reflexao, podemos considerar que ela ocorre em relacao a projecao

de |v) sobre o subespago ortogonal a |ig) (Figura 4.1-1). Denotando o vetor unitario dessa
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/

,> — Lf'f

¥)

Figura 4.1-1. Agao do operador Uy.

projecao por |u), temos:

1 N-1 .
lu) = \/ﬁ ZO |4)

i#ig

(4.2)

Para completar a visualizagao geométrica, vamos calcular os produtos internos entre

L N
— i) e |ig) e entre |u) e |ig):
(olie) = = 3 (ilie) = — {iafo) = - (1.3
/3 = 217 = 1017 = s .
0 \/N pa 0 \/N 010 \/N
e
(ulig) = Z ilig) = (4.4)
1#10
Ou seja, o angulo entre [¢) e |ip) ¢ menor que 5 e o angulo entre |u) e |ig) ¢ exatamente
5
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Reformulacao do Algoritmo de Grover Interpretacao Geométrica dos Operadores

T N - D)

)

Figura 4.1-2. Reflex@o de |11) em relacdo a [¢)).
Podemos escrever |u) em fungao de ) e |ip), com uma pequena manipulagao em (4.2):

1 N-—1 ‘
lu) = W;M

- o= <iwi>—|io>>

1 N-1 . 1 .
\/ﬁ;h)_ \/ﬁ|20>‘

Ou seja,

VN 1 .
TN ) — TN o) - (4.5)

|u) =
Agora, com os resultados de (4.3), (4.4), e (4.5), obtemos uma representagdo ge-
ométrica para a agao de Uy, através da Figura 4.1-1

Olhando a Figura 4.1-1, percebemos que se refletirmos |1);) em relagao a |¢), teremos
um vetor “mais proximo” de |ig), isto é, aumentariamos a amplitude do elemento procurado

lig) em relagdo & sua amplitude no estado [¢) (Figura 4.1-2).
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Reformulacao do Algoritmo de Grover Reescrevendo o Algoritmo de Grover

2 (v

Un) [¥) — Y1)

Figura 4.1-3. Reflex@o de [11) em relacdo a [¢)).

A projegao de |¢q) sobre [¢) é dada por (]1)1) |10). A partir dai e observando a Figura
4.1-2, obteremos o operador que realiza essa reflexao e veremos que o vetor resultante da

reflexdo de [i1) em relagao a |¢)) é:

(2 (W) [¢)) = lebn) (4.6)

Usando propriedades dos produtos interno e externo, podemos reescrever a expressao

acima:

2 @lea) [9)) = [91) = @) WD) [v1) = [n) = )¢ = 1) [¢h1) - (4.7)

Dessa forma, o operador que realiza a agao sobre |¢1) é dado por

que é justamente o segundo operador usado no Algoritmo de Grover.

4.2 Reescrevendo o Algoritmo de Grover

A partir de agora, nao usaremos mais a notacao de Dirac, para nao causar inconsisténcias

com a Algebra Geométrica.
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Inicialmente, definimos os vetores

1 N
V= Vi >oe (4.9)

=1
e
N
1
U= — E e, (4.10)
N —1 4
j=1
J7i0
onde e;, j =1,..., N, sao os vetores da base canonica do RY e ¢;, ¢ o vetor associado ao
elemento procurado.
Como % e u sdo unitarios, ¥y = ™! e u = u~!. Usando a operacao de reflexao

apresentada em (3.25) e a interpretagao geométrica dos operadores do algoritmo de Grover,

dada na secao anterior, obtemos:

P = uhu

Ve = Py = Ppupu),

onde ¥, e Y¢ sdo os vetores associados aos estados [1);) e |[tg).

Definindo g como o produto Yu,
g9 =u, (4.11)
e reescrevendo ¢, obtemos:

Ve = ggv = g*1p. (4.12)

Ou seja, o produto gg esta fazendo o “papel” do operador GG. No lema abaixo, provamos

que Yer = 2%, Vk € N, onde 1gr é o vetor associado ao estado [thgr).

Lema 5. ¢gr = ¢?*, Vk € N.

Prova. Vamos demonstrar por indugao. De (4.12), ¢ = g%, isto &, o resultado é valido
para k = 1. Agora, supomos que o resultado também seja valido para k = t e verificamos

se vale para k =t + 1.
Ve = Ghar = ¢,
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mas por hipétese, g = g*'1p. Entao

th_H _ gQQth _ g2(t+1)w'

Obs: Na demonstracao acima, note que definimos
G=g"
Usando essa defini¢ao, vamos obter G' em funcao de N e dos elementos e;.

De (4.9), (4.10) e (4.11), temos que:

1 & R
g=vu = (\/—N;%)(ﬁ;%)

J#i0

= —(61—|—...—|—€i0+...+€N)(61+...+€i0,1+€,L'0+1+

VNN =1
1 N N N
— W(Zelej—{——i—Zemej—l——i—ZeNej)

J#io J#io J#io
1

= —\/N N 1[(N— 1) + jzzl:eioej].

J#iQ

Ou seja,

N
= N—l +€i el
J#ig
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Reescrevendo o Algoritmo de Grover

Calculando agora g2, obtemos:

Ou seja,

N N
1 1
== N =1 +ei ) el =7=—=I[N—-1)+e ) ¢
VNVN =1 °§ VNVN =1 °;
J7F0
1 N N
————[(N = 1)+ 2(N — 1)e; e; + (e; e;)?]
N(N N 1) 0 ]Zl J 0 — J
J#ig J#ig
—_——
=—(N-1) (%)
N-1 2 1
N TR LGy
N-2 2
RS DI
N
N-2 2
QQZG:T N%jzlej
J#iQ

N N
€io E €€ E €
Jj=1 J=1

J#ig J#ig
N
—(ein)’ (> &)
j=1
KESN)

(N —1)=—(N—1)
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4.3 Exemplos

4.3.1 Exemplo N =4

Como vimos na pagina 17, para esse valor de N, apenas uma aplicacao de GG nos retorna

o elemento procurado com probalidade de 100%. Ou seja,

arccos(==)
k= ——F5-=1.
arccos(*2)

Sl-

i
N

%|

Para N =4, (4.15) nos fornece:

Desenvolvendo, teremos:
ov = Tortad e[ Yara |
= = —€; e, €, (& f—
2 2 0 — J — J 0 \/Z
J#ig KEN)
1 1 4 4 1A
= §¢—|— 4620 26]26] +126106]610
N Jj;t j];it) J];t)
€03
Lo 1 i
= = €iy — — €ioCig €
2 4 0 4 = 00, -]
i#ig =1
1 3 1 1
= VT T (w 5)
4
= 167;0 = Gio.

Fazendo uma medida desse estado, obtemos o elemento procurado com probalidade de
100%.
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Exemplos

4.3.2 Exemplo N =8

Seré utilizado o exemplo da Segao 3.4 de [15], onde

i) = o1} = |

0
1

||

1
0

||

1

]:

SO = OO O o o

def

5) -

Como vimos, |ip), nesse caso, serd equivalente a eg. Para vermos quantas vezes devemos

aplicar GG, calculamos k& novamente como em (2.3), ou seja,

)
)

arccos(

B

~ 1,67,

00
[\

arccos (%

m|

o que implica que devemos aplicar G duas vezes. Aplicando G a primeira vez:

N
N -2 2
Gh=vc = |~ + 3 Z;ej Y (4.17)
]J¢20
6 2 < 1
= |3 + g Z e; 7 Z e; + €4 (4.18)
j];'t) J#m
8
= - —e; € e; + € €iCi (4.19)
T I Wy
77310 J#lo J#ig
8
6 2 2
= 2+ 276, — 4.20
J#ZQ
4
— § 8\/_ € (4.21)
) 2
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onde a amplitude de e;, é o que nos da uma probabilidade de aproximadamente

5
2\/8’

78% de obtermos o elemento procurado. Aplicamos, entdo, G pela segunda vez:

Goo = G(v)+G(2cy)

2 V38
1 2
- - Z Ge;
2¢G+\/g €ig
N
1 2 N —2 2
= _¢G+_ AT €; € €;
2 \/g N N 0;] 0
J#ig

J#ig
N
1 2 6 2
= Yot p sl
J#iQ

N
1 2 6 2
— §¢G+_8 geio—é <;6]’—6i0>>

1¢+1 4¢+(12+4)
= - —=€iy — 3 —=t =&
V8 8 8v8 88/

Logo,
Va2 = _—1w+ i ; (4.23)
G2 — 1 \/gelo. .
—1 n 3 1
EVERRCIIENE

= 94, 53%, o mesmo resultado que

Esse resultado mostra que a amplitude de e;, agora é , € a probabilidade

de termos encontrado o elemento passa a ser

11
48

aparece em [15].
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4.4 Forma geral para G* e G*v

Nesta secdo, encontramos uma expressao geral para G¥, onde k é o nimero de iteracoes

que o algoritmo deve realizar. O operador GG, como vimos, é definido como

N

N-2 2

G = T + Neio E €j. (4.24)
j=1

J#io
Para simplificar o desenvolvimento, faremos a seguinte identificagao:
N

N -2 2
—:A’ —:B7 €Z'OZGJ‘ZX.

j=1
J#i0

Os elementos A e B s@o numeros reais, a dificuldade esta no elemento X. Vamos ver o

que acontece quando mudamos a poténcia de X:

X? = (e ) €)=—(N-1)=1-N de (4.16)

Xt = (1-N),

X = (1-N)X,

e assim sucessivamente. Portanto, temos

Lema 6. Para todo i € N, temos

X% =(1-N) (4.25)

36



Reformulacao do Algoritmo de Grover Forma geral para G* e G¥

X = (1-N)'X (4.26)
N

= (1=N)ey > e (4.27)
j=1
J#i0

Prova. A demonstragao de (4.25) é por indugdo. Para i = 1, como ja vimos, temos

X% = 1 — N. Suponhamos que seja valido para i = k, e provamos que ¢ valido para

i=k+1.

X2(k+1) — XQkXQ

XD — (1 - N)*(1—N) (pela hipotese de inducao)

XD — (1 — N)RHL (4.28)
Portanto a equagao (4.25) ¢ valida e (4.26) segue imediatamente desse resultado. n

Considerando G = A + BX, G* ¢ dado por:

k
k
GF=(A+BX)F=>" AFTBrXT (4.29)

r=0 r

Obtemos entao

5]
k k
Gk _ § Ak72rB2r(1 . N)r + Akf(2r+1)32r+1<1 . N)TX 7
r=0 2r 2r+1

(4.30)

onde |z] representa a fun¢do “maior inteiro menor ou igual a x”.
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Substituindo os valores de A, B e X, obtemos finalmente:

o) O @) 0o

r=0
(4.31)
k <N . 2>k—(27"+1) < 9 )2r+1 N
+ — — (1—=N)"e; €;
2 +1 N N i Z !
J#i0
Agora, vamos encontrar o estado resultante de k aplicacoes de G, G¥
1£] k—2 2
k N —2 "2\
k . - _ T
¢hv =2 2 (N) (N) =)
r=0 r
(4.32)
k <N . 2>k—(2’r+1) < 9 >2r+1 N
+ — — (1—-N)"e; e | .
2+ 1 N N ’ ]Z !
J#i0
| N
Para ¢ = — e;, teremos
P
3] - 2 N
k N —2 "2\ 1
[ [ R s 3
0 )U ) s R
k (N i 2>k(2T+1) ( 2 >27‘+1 1 N N
+ —_— — (1-N)"—=¢; ey e
2r+1 N N VN JZ:; ! lzzl:
JI70
(4.33)
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Logo,

B[ (1) TG g

k N _9 k—(2r+1) 9 2r+1 ) 1 N
+ (T) (N) (1 — N) _N (N — 1)€i0 — Z 6]'

2r+1 =1
FE)
(4.34)
Essa expressao ainda pode ser escrita como
3] k2 2
k N —2 T2\
Gryp = —_— — 1—-N)"
x|l ) 5 G) e
(4.35)

L N — 2 k—(2r+1) 9 2r+1 N
()G e (e
2r 4+ 1 N N VN

Refazendo o exemplo N = 8 usando (4.35), teremos

oo = () O (D) O o) (3) @ e

64 64 64 83
1 3
_Z¢ -+ ﬁeio’

o mesmo resultado obtido em (4.23).
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma nova alternativa de leitura do Algoritmo de Grover,
através de conceitos da Algebra Geométrica, motivados pela interpretacio geométrica de

cada operador envolvido.

Os principais resultados da dissertacao sao descritos no Capitulo 4, onde reescreve-
mos o algoritmo, usando uma linguagem e uma notacao alternativas ao uso da notacao
de Dirac e da liguagem da mecanica quantica. Descrevemos as operacoes do algoritmo,
essencialmente através de operacoes de reflexdo da Algebra Geométrica, operacoes repre-
sentadas de forma simples por produtos de vetores. Com a notacao da mecanica quantica,

a expressao para o operador de Grover G é

G = @)yl - 1)@ Uy,

onde [¢)) é a superposicdo inicial dos estados da base. Com a notacio da Algebra Ge-

ométrica essa expressao pode se reduzir a

G = (Yu)’,

onde 1 representa o estado inicial do primeiro registrador e u o vetor unitario da projecao
de 1 sobre o subespaco ortogonal a e;,, vetor que representa a solu¢ao do problema de
busca. Na Secao 4.2 essa expressao foi escrita em fun¢ao de N (o tamanho da lista) e dos

elementos da base, e é representada pela soma de escalar e um bivetor.
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Conclusao

Outros resultados importantes apresentados nesta dissertagao sao as expressoes gerais
para os elementos G* e G¥1). O objetivo era reduzir o trabalho de aplicar sucessivamente
o operador G, e ja ter uma expressao pronta para o estado resultante de k iteragoes do
algoritmo. As dedugoes dessas expressoes foram detalhadas na Segao 4.4 e elas sao escritas
em fungao apenas do tamanho da lista (N), do nameros de vezes que G é aplicado (k,
que depende de N) e dos vetores da base. Através dessas expressoes, foi possivel resolver

novamente o problema para N = 8 (resolvido na segao 4.3) de forma mais rapida e direta.
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