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Resumo

Neste trabalho tratamos de identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Obte-
mos novas identidades utilizando o software “Axiom” e o conceito de par de Bailey.
Introduzimos o conceito de u-particdo que nos permitiu diversas interpretacdes com-
binatorias. Descrevemos, também, um método que possibilita a obtencao de inter-
pretagdes combinatodrias de certas séries, através da andlise de equagdes funcionais.

Este método permitiu a obtencdo de uma nova interpretacido combinatéria para as

identidades de Rogers-Ramanujan.



Introducao

Historicamente este trabalho se originou com as famosas identidades de Rogers-

Ramanujan
1 + i qn2 = ﬁ ! e
o (1=l —g?) - (1 —g7) o (1 — g1 — gonte)
[+ 'n2—|—n o
q 1
1+ . = — -
;(lmq)(lﬂqz)”-(l—q“) ,g(l—sf““)(l—q““”)

Estas férmulas foram descobertas, primeiramente, por Rogers em 1894. Ra-
manujan conjecturou estas formulas antes de 1913 e ele ndo possuia, na época,
nenhuma prova para elas. Hardy, que as conheceu por intermédio de Ramanujan.
afirma que nenhum matemdtico, a guem mencionou estes resultados, foi capaz de
fornecer uma demonstragao. Elas aparecem, sem demonstra¢go, no segundo volume
do livro Analise Combinatdria de MacMahon. Este mistério foi resoivido somente em
1917 quando, acidentalmente, Ramanujan encontrou o trabalho de Rogers, pesqui-
sando velhos volumes do “Proceedings of the London Mathematical Society” (veja
Andrews [T] p. 176).

Entre os muitos resultados que se seguiram destacamos como ponto inicial.
Slater [17] e Slater [18], escritos por sugestao de W. N. Bailey. Nestes papers encon-
tramos mais de uma centena de identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Observamos
que a obtencdo de tais férmulas, nos trabalhos de Slater, utiliza somente resultados
de analise.

Posteriormente encontramos em Andrews [4] interpretagdes combinatérias para
diversas identidades obtidas por Slater.

A utilizacdo de uma idéia introduzida por Andrews em 1985 (conside-
rar fungdes com certas propriedades, associadas a uma identidade conhecida em
principio) permitiu que Santos [15] obtivesse novas identidades, apresentasse pro-
vas alternativas para alguns dos resultados de Slater e listasse diversas conjecturas

auxiliado pelo pacote de élgebra simbdlica “Macsyma™.



Este trabalho esta dividido em 6 capitulos, cujos conteddos estio, sucintamente

descritos a seguir.
No capitulo (1) introduzimos as notagdes e apresentamos os resultados classicos

que utilizamos nos demais capitulos.
No capitulo (2) fazemos uso do conceito de Par de Bailey e do software “Axiom”
para obter novas identidades.

No capitulo (3) apresentamos provas alternativas para identidades ja conheci-

das.

Os capitulos seguintes sdo caracterizados pelo enfoque dado as interpretacdes
combinatorias. No capitulo (4) obtemos novas interpretagdes seguindo as mesmas
1déias vistas na literatura.

No capitulo (3) apresentamos dois novos conceitos que permitem interpretacdes
combinatorias que ndo sdo possiveis somente com as idélas anteriores.

Finalmente, no capitulo (6), conseguimos a construgao de um “conjunto de
particoes” através da analise de certas equacbes funcionais. Isto nos possibilita

a obten¢do de uma nova interpretacdo combinatoria para as duas identidades de

Rogers-Ramanujan.



CAPITULO 1

Notacoes e resultados basicos

Introduzimos, neste capitulo, notagées e definigbes além de varios resultados
importantes que serdo utilizados, para os quais fornecemos referéncias.

No que segue ¢ € um ntimero complexo tal que |¢| < 1. Sejam a € T;k €
Zi.n€cZ,.

Nestas condigdes definimos

(a' k) . 1 h = 0
14 n = (1—a)(1—ag)---(1—-ag™ 1) n>0
(656" )0 = lim(a; "), e
(a)n = (a;¢)n no caso em que k = 1.
Também se define para A € IR
™
(64" = =5
(441 ¢%)o0
Desta uitima definigao destacamos a seguinte conseqiiéncia

I

S S 1.0
(g, q%) (1.0)

que vale para todon =1,2,3,...
Os g-analogos dos nimeros binomiais ou polinémios de Gauss sao definidos

por:

k. ok
" = {q";q"g?n(‘:*;]qr;‘)n—m 0smsn
mo, 0 ,nnoutros casos

e para k = 1 escrevemos

[m}_{JL A< m<n

{a}m{a)n—m

n 0 , NOULTOs casos



Fixadas as notagdes listamos, a seguir, propriedades fundamentais dos po-

lindmios de Gauss, cujas demonstragdes podem ser encontradas em Andrews [1], p.

35

n ! n
lﬂ[m]=m=(m) (13)

Prosseguimos apresentando um conceito fundamental neste trabalho: dadas
duas sequéncias o, € 3, de numeros complexos, diz-se que (a,,8,) é um par de

Bailey se
T

B = X i (adm (1.6)

para todo n > 0, onde a € .

Obs. Fixado a e dada a sequéncia «,, os g, dados por (1.6) ficam completamente

determinados. A inversa também é valida conforme Andrews [3], p. 278, onde

encontramos s
2 (ag)uss_1(=1)"7g\"?)

e, = (1 —aqg“)z

i=0 (@n-;
Acompanhando esta definicdo apresentamos a seguir um resultado devido a

Bailey (1949) que tem permitido a obtenc¢do de novas identidades do tipo Rogers-

B; (1.7)

Ramanujan.

Lema 1.1. (Lema de Bailey) Se «, e 8, sio segiiéncias que formam um par de



Bailey entdo of, e ! dadas por

j=0 aq/pl)ﬂ-(GQ/pZ)n( )ﬂ-—j

' (p1)-(p (GQ/F)IPZ)TQ
= ag/pr)(aalps), (19)

Z (p1) JEP2)J(GQ/PIP2)R—J(GQ/PIPQ)J 8, (1.8)
2)r

também formam um par de Bailey, isto é,

; ( g)ﬂ+r

{p1 e p2 s&o0 nimeros complexos para os quais as expressées (1.8) e (1.9) ficam bem

definidas}.

Para compietar as informagoes dadas pelo Lema (1.1), acrescentamos que a
sequéncia que se obtém por iteradas aplicacdes deste resultado, pode também ser

estendida para a esquerda sempre que os valores de p; e p; assim permitirem
= (af™,8077) — (ol B7Y) — (an, Ba) = (e, 8,) —

pois de (1.9) temos
(aq/p1)-{ag/ps)-(prp2]/ag) o

al-1 = ’

’ (p1)-(p2)-

e conforme Andrews [6] temos que

2n—3

1 _ o (29/p1);(aq/p2)i(p1p2] @q)n—; (p1p2] ag)
5= 2 (0 (P2)2 (@)

Completamos nossos dados sobre os pares de Bailey com mais duas relagoes

envolvendo a,, e f,, que possibilitam a obtencdo de novas identidades:

iaiqﬁ-ﬁﬁ l iajqfa; (L.11)
(ag)
J=0

00 =0

3] (1.10)

(—1) (o) a?qF oy (1.12)

(1) (py ) pigUH) g, = (99 1)
;=Zo( imlsee (29)o jz 09‘/91)

5



cujas demonstragbes podem ser vistas em Santos [15].

A seguir exibimos um importante teorema que permite passarmos de so-

matdrios para produtérios.

Produto Triplo de Jacobi: Para nimeros complexos z # 0, |¢] < 1 vale que

Z H (L 4 2g? (1 + 2L, (1.13)

= —x =

Finalizamos este capitulo com trés tteis identidades. um resultado devido a

Abel e um teorema elementar em teoria de partigoes.

i[”ﬂ—l]u (1.14)

(z :‘i")n §=0

(2)n = i(*l)wq(%) [ ;’ ] (1.15)

=0
as quais podem ser encontradas em Andrews [1], p. 36,

) In+k 1
] = e, f 1.16

que pode ser obtido, diretamente, pela definicio de polindomio de Gauss.

Lema de Abel: Se im a, = L entao 11111(1 — ¢ Z ant” = L.

o0
n=0

(veja em Andrews [1], p. 190)

Teorema (1.1): O nimero de particbes de n em no maximo m partes & igual ac

ntimero de particoes de n em partes que ndo superam m.
Uma demonstracio deste 1iltimo resultado, utilizando-se representagao

geométrica de parti¢do, pode ser encontrada em Andrews [7], p. 152.



CAPITULO 2

Novas identidades via pares de Bailey e “Axiom”

Neste capitulo obtemos duas novas identidades. Utilizamos para isto o software
“Axiom” e o importante conceito de Par de Bailey introduzido no capitulo anterior.
O Lema (1.1), que relaciona pares de Bailey, é conseqiiéncia de uma simples, porém
crucial observacdo feita por Bailey [9] em 1944, conhecida por transformada de
Bailey, a saber,

“Sob convenientes condicoes de convergéncias, se

n

]
an = z Grlin—yVngr € Tn = z 5rurw—nvr+n entao

»=0 r=n

Z UnVn = Z By
n=0 n=0
(veja Andrews [6], p. 24-29).
Apresentamos também neste capitulo, uma interpretacao combinatoria para a
primeira identidade obtida.
Iniciamos definindo uma funcdo de duas varidveis que esteja bem definida

numa regiao de & x (. Esta funcdo estara associada a alguma identidade a qual

indicaremos. o 2 b 4
SR A G T
Seja fas(g,t) = !
’ ,;, (1 —£)(t%q)2n41

funcao associada a equacao 28 de

Slater.
Como |g| < 1 vemos, pelo teste da razdo, que fis(g,?) estd bem definida para
todo ¢t # 1. .
Consideremos agora fis(q,t) em t = —1. Temos

1y = n n2(_q2:q2)n
fo = L0

onde desconsideramos o fator 5



Comparando este somatério com o lado esquerdo da equagao (1.11), identifi-
camos ¢ = g,
(=% ¢")n
(9)2n+1

e substituimos estes valores em (1.7).
Avaliando «, para alguns valores de n, com o auxilio do software “Axiom”,

encontramos

3

O:'}_ZL Qg = q
g—1 g—1

__ .8 10

g = c gy = g
g—1 g—1

15 21

g = g g = g
g—1 g—1

__ g8 _ 36
a7 = 9 g = g .
g—1 g—1

Observando estas avaliagoes, é facil conjecturar que para n = 0,1,2, ...

(__1 )nq2n2+3n+1

a(2n+1) = q _ 1 c
e
(_l)nq2n +3n+3 o
Ofan42) = P (2.2)

A seguir apresentamos uma prova de que «,, ¢ 5, dados em (2.2) e (2.1), com

ap = T formam um par de Bailey.
-4
1

l—gq

Lema 2.1: O par (a,, 8,) obtido de (2.1) e {2.2) com oy = e a=g¢ éum

par de Bailey.



Demonstragao:
Efetuando, no lado direito da defini¢do (1.6), com os dados de nossa hipétese

temos, paran > 1

1/(l-q ¢ a,
+2
(g)ﬂ(qz)ﬂ r=1 (g)nmr(qz)n+r
I S OV F inacaad (Rt W o Vi sl U
B (9)n(g)nt1 N FZQ (9)a2j-1{q%)n+2j—1 * J-___Zo (@In—2i-2(9*)ns2i42

1 (252 (—1)i+1 g2 43541 25 (—1)i+1 g2 45743
=+ Z
(9)n(q)ne1 =0 (‘I)n—2j—1(9)n+2j+2 =0 (@)n—2;—2(@)n+2+3

_ 1 N L2544+ (—1)ig"-i N (252141 (—1) g%+
(@)n(q)nt1 =1 (¢)n—2j41(q)n+2; j=1 (Q)n-z_;f(ff)n.+2j+1
1 —1255H -1 (=1 g*7+s (%5 +1 (—1)igt™+i
N (@) (@)nh j=—1 (Q)n+2j+I(Q]n—2j * ; (Q)n—ﬁj(‘?)n+2j+1
Raten (—1)ig%*+

>

j=—1854 -1

(@25 (@nt2j:1
1 (24 (—1)ig2+s
(9’)2n+1 j=—|221p (Q)H—Qj(Q)n+2j+1

N i (1) g2+ [ 2n +1 }

(@)2n+1 j=<n n—2j

' (9’)2n+1

(pois pela definicdo dos polinémios de Gauss temos que todas as parcelas sio nulas
fora do intervalo —I_"T_IJ ~1<j< 2 +1).
(_qz; ‘f)n 2 ) 3
Como fn = ~———=, fo=—— e (=¢1¢")n = (1 + ¢"")(~¢* ¢*)nmr,

. (Q)Zn-l—l 1- q
segue que definindo

nossa prova estard completa se mostrarmos que
An = {1+ ¢*")A,—; para todo n > 1.

9



Seguindo neste intuito temos

L = ST (_pygiti |
A = Y (~1¥g {nu%

J=-n

(1.3} ” it .2:-‘1, : 2n
= 22“4nyﬂ([nmzj}+¢WMH{nm2jwz])

{1.4) = 2 2 — 1 ;) 2n—1 +2541 2n—1
= Z(“l)}qqun~2j-1}+qn j{n-—?j AR R

Juren

'y 2n—1
e {nnzj—&

- ya o N (qyigts [gemen | 2R L i | 20—
= (1~§~q ).4.,;_“1'?' Z( 1)@' (Q‘ [ﬁwz‘?} ] [H—J,}—-J .

j=—n

Agora resta mostrar que o tltimo somatdrio € nulo.

Desenvolvendo em duas somas, temos

Z (—1)1gn+7=d { 2n -1 } 3

R

VR 2n —1
(=17 [n+2;-1}

S ¥
=t n H‘} j=—n
ot o G id oy S P 2?1 — 1
J:J Z(_l}jqﬁ—%ﬁ-}[nmg‘}_ﬁlil
_;rx'-—‘ﬂ,
&
R on — 1 ntl sz | 2m—1
1y neb 25543541 ‘ - IR AP SV Ee L
J;n( rq n—25—2 3'_-=_.Zn:+1( Ve -2
n+1 [
- i (_l)jqwzﬁﬂ' 2n — 1
Pl | n+ 2
A1 F K
{1.2 E { l)‘? 425343 2n —1 }
= _ _— (}‘ as
J=—ndl . n H'j l
7 _ b I — 1
- . EERY ;z+2}21-j <1
- J;n( LY [ n—25—1 J '

{pois para j = n+ 1 ou j = n a expressio do somatério ¢ nula). Portanto nossa

prova esti completa. 0

10



Este resultado nos permite, com o auxilio de {1.11), a obtencgao de uma nova
identidade. Como (1.11} é satisfeita por todo par de Bailey, temos pelo Lema (2.1)
que

(—¢* L (1 L et gamnip
" - __g_. ; q n .q( " }
,; (q Y2041 (e \l—q  ¢—1 g(
( I)HQEn +3n41 +QZ?:+2q(2n+2} ( l)n 2n +:m4-«5))

oG

1 1 1 . 2 :
- + 1 n+$l Bt 4 Bntd
(qz)m(l““‘] l-q?;)(( e i

‘(#l)n-{—lqﬁne-!-l.‘in-{ng))
- 1.2(—q3) (¢%)

Q)O-Z) T K

1.13) 1 i ) fi+t I3
{11 e H(l-qm +12)(] . g12 H)(luql 3y
r={}
1 ad n an- 2n—
— (q) H(l 12 QI.Q 3)(1 . ql- 9)

Portanto a nova identidade obiida é a igualdade

Z( 7 1"—“’[ (1 — ) (1 B gzzn-s) (i mqlzn-—g) (2.3)

el (? Jant1 - (D)oo p
Para uma interpretacao combinatoria de (2.3) definimos:

Eanans

n+n

Definicio: Uma pa,rtlga,o de n do tipo & com duas cores é uma parti¢ao da forma
2k41

= k{k+ 1)+ Zaj(sz + > bijcoma; = 0oulebd >4, onde as parcelas
=1 3=1
relativas & 1% soma sdo denominadas de partes amarelas e as parcelas pertencentes

& 2% soma sdo chamadas de partes beges.
Esta definigao foi sugerida pelas expressies
(—¢:¢*)ng
(¢)2n+1

n2+n

11



ue aparecem no lado esquerdo de (2.3}, No capitulo (5), apresentamos uma genera-
. . AP &

lizagao deste conceito que torna possivel a obtencdo de muitas outras interpretagées

combinatdrias,
Observamos ainda que com esta definicdo, hé necessidade de introduzirmos

uma nova notacao, a saber,
no=kk+1)+ a2+ + a2k + {1l + -+ g {20+ 1)}

onde fica claro a procedéncia de cada parcela.

Assim, j4 temos provado o seguinte teorema:

Teorema 2.1. O nimero de particdes de n do tipo & com duas cores € igual ao
mimero de parti¢bes de n em partes Z 0, £3{mod12).
Para ilustrarmos o resultado anterior apresentamos as partigdes de n = 8 que

satisfazern o enunciado.

00+ 1)+ {1+---+1} 8

I+ 1+ 2+ {3+1} T4+1

{1+ 1+ 2+ {2+2} 6+ 2
i+ + R+ {24+1+1} 6+1+1
M+ +2+{1+1+14+1} 54+241
{1+ +{3+3} 5414141
I+ D +{3+241} 4+4
1(1+1)+{3+1+1+1} 44+2+2

{1+ )+{?+}+2} 44+2+141
I+ +{24+24+1+1} 4+1+14+1+1
1(1+1)+{?+1+ -+ 1} 2424242
1(1+1)+{1+ -+ 1} 24+242+1+1
2(2 4 1) + 2] 24241414141
(2+1j {2} 241441
22+ 1)+ {141} P14+ 1+1

De forma semelhante ac que acabamos de fazer com a equacdo de nitmero 28

de Slater [18], definimos agora uma fungdo de duas varidveis associada a identidade

12



(80) de Slater [18].

Seja a funcio

fuolget) == 3

Temos que

n{nti} nfntl)
i

(.““Q)n A

f?)?m—l

o~ {—g)n nint1)

fSG(Q': Q) = Z g

=] {Q)Qn-{-l

Comparando esta soma com o lado esquerdo da equacdo {1.11) onde a =g e

(“‘Hﬂ
B = —
' (§)2ns1

(2:4)

e usando o software “Axiom” para avaliar o, para alguns valores de n, por meio de

(1.7} obtemos

¥y = qz
1 g —1
o (}24
1} i_?‘—‘-}_
l?70
fxg =
g—1

Qg =

_ ¢ - —gl® - gt
¢—1 = gq—1 T g-—1
g% B — gt g
q -1 g—1 g—1
80 T 102 o gt
71 11 71 12 g —1

Apds urna obsevacio destes dados fo1 possivel a obtencdo da seguinte conjec-

fura.

g12n.?+m-n+2
Qfgn41) = g —1
q12n2+14n+4
Qfantz) = ° 7 —1
_q1zn2+22-n+1a
fdnagy = (2:))
{4n+-3) g —1 .
___q'l 0 +26n+14
Dfdnt4) = g1

13



paran =0,1,2,....

No lema seguinte provames que o par (a,, %) formado por (2.3} e (2.4) é de
fato wn par de Rakley.

Lema 2.2: As seqliéncias dadas em (2.4} e (2.5) com ap =

e o= ¢ formam

I—yg
um par de Bailey.
Demonstragao: Temos que
P
re=f} (({)-n—r(ag)n+f
- 1 L= ) — 2105+ . =52 g2
(Q)R 4 )nt =0 (Q)n~4.j~-1 (¢)niajte =0 (QJn.—4j—z(§*.)-n+4;'+3
fod) g2 224410 At 127 265414
+ + (2.6}
;;5 -4J~3(4Jn+4;+4 = (Dn-gi-a{@nsajes |

0 19 somatério, apos fazermos a mmdanca de varidvel j = 7 — 1, fica sendo

igual a
L%H qu;‘s_mjw - —ilfzﬂ-—l _q12j°*’+14j+4
=1 (Q)anj+3(*2)n.+4j—2 Gt (‘I)n+4j+3(‘})nw4j—2 "

que juntando ao 29 sornatdrio nos da

{252 ] 12721444 n 25 e
2 - =3 =
ey 1( )w+z;+3 ‘I)n —4j-2  j=—_p (Q)n+4,;‘+3(§’]n—4j~2'

{desde gue por (1.0} as parcelas sdo nulas fora do intervalo — lﬂi—l—J —1<;< lLL—_—J J.

Analogamente as demais parcelas de (2.6) resultam em

L5t )+1 G n PR

~{,§J_1 (g)n“4j(Q)'ﬂ-+4‘}"+1 B j=—n (q)ﬁ=“4_?'({})?1+"4j+1

14



{desde que por {1.0) as parcelas sio nulas fora do intervalo — [“:3J -1 <5 <

e
122t 4 1),
Asstm vemos que
12;?4_1434,.4 7 9123'2-5-23'

T QT
T T +
j_.;{} {@)n-r(CGIntr 3;11 {@}n- 43—-1(*}’)77-{-43‘4—2 - Q)ﬁ—ﬁj(‘?)n-f_é;-l-l

5

. Z qlz.f2+2}

+
n—4 .:MQJ (D 2=,

a1 2n 41
+ qmizﬂj { N -—T4j }

ﬂ.
1 RERIES 2n -+ 1

(2)an+r J,__n

" N g | et
56"1&8”%2 —1 {n—~43~2

P
Temos que By = 1 e corno

[ Zn 4+ 1 } (13) ! n :lﬁ*gnHH‘i[ 2n J

n—d4y—2 | n -4y —2 n—47; —3
w [ -l petmr [ 2= s | 2n
N n——cﬁi]~—3]+q n-43—7 T n—4j —3

2n+1 {1.3)  2n nebdj+1
[n-—=ii} - n"43}+q **‘43“1

{%_fl; i gﬂ, - 1 n—dj '2?% - i ndd 41 ?,ﬂ-
= *-1J+q [n“ T n—4j -1

efetuamos primeiramente com as respectivas 2% parcelas, obtendo

i q12j2+14j+4_qn~—4j-—2 [ I — 1 } " qmizﬂi_qﬂmlj { I — 1 }

jm=—n n—4y 2 n — 43
M Tf I 2 L,&l . - + i g1 Fon — 1 }
AL a n 4'} + 2 - J=—n n _L ’;‘f
. . X n—1 - ) ~
remglt2) T it I i I
j=—n-1 ] 1 - 4] ot 2 ] P ] 11— _I_J . 1
(2 ﬂi gt -1 i gt | =l ]
=l R | i —p | |
= nil _gn+12j?+14j+4 I 9n—1 . g”‘*"”jz“j I — 1
st (A= n—d4j 1
= qﬂBn-—l-
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Assim podemos ver que

s S vas n 2 e 2n
.B,— mm (] 4 g® Bn_; 1257184 T ’ apl27° 4851 ‘
= (144" 1+Z 9 n—47—3 T4 o4z =1
(2.7}

Fueen

Desde que

B, = (;")“ijl e (=) = (L + ¢} ~qnors (~lo = 1

teremos completado a prova se mostrarmos que a ultima soma que aparece em (2.7)

& nula. De fato,

n +1
Z ___qn+12j9+18j+‘? in - nz: _q-n+12ﬁ+sj+.1 2n
jm—n K 4"} -3 j=m—n1 L 4‘? + 1 4
Pl 1 B 7
— z nt 127746541 { 2n
Plned ne—43+ 1
~1 b
(1:;'2} nz _Hgvk+12j’+6_:f+1 an
jm n—47 —1 |

ke

= 3 IR E n
n—47—1

j=—n

i

e isto conclul a prova.

Tendo provado o Lema {2.2) podemos substituir nossos atuais valores de a, 3,

e o, em (1.11) e fazendo uso do teorema do Produto Triplo de Jacobi abtemos

=~ {1} LN ( 1@ 56 fn+6 Bn—62)
qn e — (1 n 1+‘?0?‘I‘1~)1_§_q3n
?g; (@)znt (q)m J::[l
+ H(1 Sﬁn l-‘|* qaﬁn 22)(1 -+ q&’:ﬁn 31)) (28)
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CAPITULO 3

Provas alternativas para certas identidades de Slater

Em [15] Santos apresenta, no capitulo 6, diversas conjecturas. A prova de cada
conjectura constitui uma demonstragio alternativa para a identidade que utilizamos
na obtencao da referida conjectura.

O método utilizado é devido a Andrews [6] e implica na busca de polindmios
F,(g) que satisfazem algumas condicoes dadas abaixo. O exemplo seguinte se encon-
tra em Santos [15]: dada uma identidade, por exemplo, a 22 identidade de Rogers-

Ramanujan

1P dn 1

20 g 3 o]
Z - H (1 o {2,5?1—2)(1 — q5n~3) *

A} (Q)n n=1

considera-se uma funcio polinomial em duas varidveis, f(q,t), associada a identi-
dade que se quer provar e com as seguintes propriedades:
() flg.t) = Z P.(g)t" onde P,(gq) sdo polinomios,
nw=0
— 1

(i) _niiﬂoﬁj Folg) = H (1 — @n3)(1 — gn=3)

=z}

e
(1it} f{g,1) satisfaz uma equagdo ndo-homogénea de primeira ordem em g¢.

A obtengio de f{q.t), em geral, ndo ¢ dificil, e se consegue pela introducio da
variavel ¢ na identidade dada de modo que possamos relacionar f(g¢,1) com f{g.{g).

Para o exemplo dado, definimos

oo 2ngng+‘n.
00 =2 T e

e justificamos o fator {1 — f) que aparece no denominador como nm fermo gue

garantira a validade da condigdo (ii).

17



Temaos

1 ) tzﬂgﬂ2+ﬁ
Het) = T+ L moa
(g,1) 1—t =g
1 t2q2
_ .t
- _tqf(q‘ g)

ou equivalentemente
(1—1)f{g,1) = 1 + %" (g, tq)-
Agora, exigindo que

Flg.t) =3 Bg)t" para P,{g) polindmios em ¢

FrE=1}}
temos
ST P =14 > Poca( @t + 3 Pacalg)g™t”
n=={ n=1 ned

Comparando os coeficientes de " em ambos lados desta igualdade vemos que

Folg} =1
Pilg) =1
Pﬂ(g) = Pn——l(g) + ann_:a(ﬁ'}

Neste ponto, fazendo uso do software “Macsyma”, Santos [15] conjecturou (e apds
provou) gue
[

~ wp4s | 2nkl ]~ qepamea]  2ntl
Pr= 3. 4 {nmi}j 2. n—5j —3

Fe— T — 0

P = i q10j2+3j 2n _ i q1032+}3j+4 2n
-1 7 — 5} -3 1"

Jae o L a} - 1 TR

Este fato, juntamente com

. . = VY 2n -+ 1
lim P, = lim —1ygaitad { 5. }
o (Q) =00 j:-;tx:( ) 1 7 — LE} + :I;_J

18



{1.16) 1 - n {(5r243n
= —-(q) . E (_,._1) g( F3n)/2
1 ™ - Sn— ’ Srg—
IT( = ™)1 =g H(1 - ¢

(9)oc n=1

implica pela aplicagdo do Lema de Abel que

ES IR A IS I i

gk
]
|
E,
|

hm (1 —1)f(g.1) =

PR

il

[l
p—
]
e
=]
———
Lo
Strpaaes”
&

3

i

(e

kiz

que € a 2% identidade de Rogers-Ramanujan.

Neosso préxime resultado € uma demonstragdo alternativa para

O M G X0 T e ML W U
= (@ener (%6 )

{identidade {9} de Slater [18], p. 153)
Seguindo o mesmo método utilizado no exemplo anterior, ¢ definindo

o0 i?.nqiﬂ?‘i-n.

falg. 1} = % (6 9% )41 (tg: ¢%)nia

Santos [15] encontrou

e conlecturou que

_ - 2 2+ EA L ] ; .
Pus= G = 3 # [ OL ] a2t e
Com o auxilio do software “Axiom” completamos a conjectura para P, com
Py = Cp{n) = Z qhzﬂ {: , j’} } > 0. (2.11)
e : 2

19



Observamos ainda que (2.10) e

a saber,

i 923 +7

e

onde |z] € a fungdo maior inteiro.

Lema 3.1 As conjecturas (2.10) e
m {2.9).

(2.11) podem ser escritos numa nnica expressao,
T
L5171,

(2.11) satisfazem a relagdo de recorréncia dada

Demonstragao. Primeiramente escrevemos (2.9) em funcao de Co(n) e C.(n}, isto

€.
Coln) = (14 ¢)Co(n) ~{g ~ ¢ )Ce(n — 1) (2.12)
e
Cofn) = (14 q)Celn ~ 1) = (g = ¢""%)Colr — 1) (2.13)
Devemos demonstrar (2.12) e {2.13). Comecemos com {2.12).
[l v
2y s 2n 2 20— 1
Codn)— Cnfn) = 25%+j - 2j5 4y -t
o7} = Cofm) jgooq il j;mq pejo1]
- - B 06
j2j2i-1 IO i 2n + B -84 2n
' n—251 " n -1+ 2]
Fm—on 2 2
_ i grre| 2m—d L
2 pe1-2 no142j
FE—00 2
{1.4) o 2 2n—1 Zn
- I8y 2y - In+85 410543 SRTE
= j_;mg [nmng + g {n-zgsz (2.14)
(1.4),{1.3) 204853 ~2j 2n -2 dn+8it-p; | 2N =2
= ng‘? n-2j-1] T4 n-2j "
24857 L1043 2n =2 dntBjT414545 2n-2 |
+e {n-—?j«—?J +e [n.mQj-—S 2
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O

Jre— gy =l Z Irb8 425 [ 2n — 2 } A 852 167 !' 2n - 2 J
= g . +4q a +
e n+ 271 s n+ 2] R
Ind8i2 8541 | 4N — 2 An+872 4251 2n — 2
i [ } i { nt2-1],
{1.2) e o 2H+3j2+2j 2n ~ 2 AR 467 2n -2
j_};mq te noa)

n4 2y
= Cn =D+ Cln - 1)

+q2n+8i2+63'+1 [ 2n —2 } + q4n+aj9—‘zj—1 { 2n — 2 J
2

- . SN gpag | -1 SN ggei | 2m -2
q(Cg(ﬂ)—-C&(nml))mg( Z ngz,;[nialuth Z ¢+ [ nfluj]?)

Fom e JE—

j+--+2‘;£2j~——1 Oo_ 8% 423 2n—1 857 w6541 2n—1 _
q(z 9 [n——l-?j 2+q n—1-+27 |

JE
_ = BJ2+2} 2’1?: = 2 8\}'2—'6}--1-1 2??, - 2

Zq ;:nml—-‘Zj + e n—242j 5
+{}2n+8j2+2j { 2n -2 }
2

(1,3!;-43.4} i q2n+8j2+8j+1 { 2n — 2

j::-oG
n—2f-2 n—2j—1

jz»——m

= g Co(n — 1) (2.15)

Assim vemos que
(2.14) — (2.15) = g** 1 (C,(n ~ 1)

e isto demonstra que {2.12) é verdadeira, supondo as conjecturas (2.10} e {2.11),

De modo similar podemos obter {2.13) o que completa a demonstracido. O

Alnda seguindo o mesmo método aplicado nos casos precedentes neste capitulo.

vamos demonstrar a igualdade

oG gan(n-+})[2 (qz; qm)m(qS; qm)m{'_qm; gm)w

n=0 (41 92)'!1“}-1(?)?1 ((JT)QC
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{identidade {44} de Slater [18], p. 156)

Encontramos em Santos [15]

; ( ) i tSan-n(n—l—l} i P ( )
qalg, l)= ; - = 2£g)t"
S, (t)'(ﬁ qz)ﬂ-+1 (_f§<})~n.+1 n=il
satisfazendo
P{; = P1 = ]
Po=1+¢q (2,16}

Pﬂ = -Pn-l + an—‘}.‘- . (q - (z"'n.)ﬁn-—Sr # 2 3

COM & conjectura,
_ b 2ei | 2n 41 2 2y 2n 41
Py, = (. o 2054465 L 2068 j .
2 (n)= 3 ¢ n — 5 1 n—>a7—3

JuEreon
A partir destas informacdes fazemos uso do software “Axjom” ¢ adicionamos

a conjectura

t ok Iy A2 . 2?’3 ;- / 2?’?-
.P}n“l — C@(n) — Z q,ﬂj +67 { jf » q2033+28}+8 Ii - 5} _3 } .

— 1 - 5f — 1

Observamos que (,{n) e Cp(n) podem ser escritas numa dnica expressio, a

saber,

> ;2 - i “f-"l s N 'r1+1
-Pn j== Cf = 2057467 l: r."l . } — PO 0 E { n - p } .
(n)= 39 [2] - 5j q i) —5; -3

JE=oo
Lema 3.2 As conjecturas C.{n) e Cp(n) satisfazem as relacoes dadas em (2.16).
Pemonstragio. Devemos vernficar

Celn) = Coln} + ¢Culn = 1) — (g — ¢"")Co(n — 1) (2.17)

[
[R]



Co(n) = Con — 1) + ¢Cy(n — 1) = (¢ — §*")C.(n — 2) (2.18)

sao validas para todo n.

Temos que

Co{n) — Coln) = Z 2073465 2n+1 2032+26;+8 2n 41
P n - 5j n—5i -3
— Z ( 2057 +67 [ % _ _ qzoﬁ_{_zsj_;_g 2n
et — By -1 n 37 —3
. fe
S no— Gj T — 5} 4 }
e
. kiod 2 ) : :
g(Culn—1)~Cy{n—1}) = Z g0 ne R0 2n -2
j=—co n—9 =1 n—5j—5 |
Mas
o
Z gy;.+za;'2+j { an - qn+203'7+31j+1z 2n
e n—aj n—hy —4
m *
(1.3) (14) PN cadas n ~1 + 2207~ 2n -1
P n—57 ~1 n— 37
204815412 2‘”-*“’" [ g2t T07 4361416 2n—~1
n-=5y 4 n 57 —5
(.;.3):(1.4} i qn+20}'2+j [ 2n -2 + ggn+29j2+ej 2n -2 .
il j=—ce n-=3j -1 n—5j -2
+q2n+20,?'2+36j+16 { 27?-_‘." 1 _ gn.+203'2 $31j+12 n — 2 1 B
n—233—2> n-—37 —5 |
2 - 1

_qzn-{-znﬁ-{uzﬁ;‘% { 2n — 2 } _ q2ﬁ+2{}j2+36j+16 {

n—235 —4 n—357—3 |

o
. o Py - D 2 i’ )
= g Coln — 1} + E g e — gt -
Fumes g n—a}— Z it Y] 3

Assim fica facil ver que
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Ce(n) = Cofn} ~ g Ce(n — 1) — Co{n — 1)) = ¢ Co(n — 1)

& isto € a equacdo (2.17}.
Para obtermos {2.18) procedemos de modo similar, completando a demons-
tracao.
[

Finalizamos este capitulo apresentando mais uma demonstragdo alternativa.

Apgora obteremos a 1gunaldade

S KA C Y i P el P ot
w0 (4 7l {¢)eo

(identidade (46) de Slater [18] , p. 136)

Aproveitamos a conjectura (6.26) de Santos [13]:

ac $3n {3n~1}

Juslg.t) =" i = i P.{g)t"

= (tzq; q"l)n(f; (Z)ﬂ-i—l oy

COm

.Pﬂ - Pj_ = PE == 1
Po=P, 4 qPis—(qg=q NP5 nx3 (2.19)

s 2.1 2n—1 202 1215 2n — 1 o
P, = Coln) = Z qzo; +27 [ o5 } —q 077 4+ 225+8 { n 553 J X (2.20)

J=—en

completando-a com

. 0240 | 2m—2 wisees | =2 | o
Fopy = Coln) = Z g R (2.215

P n—>ay—1 n-—05)—4
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Em virtude da grande semelhan¢a na demonstracido dos resultados neste
capitulo vamos somente enunciar o seguinte lema o gual implhica na vahdade da

equagio de ndmero 46 em Slater [18].

Lema 3.3 As conjecturas apresentadas em {2.20) e {2.21) verificam as condigGes

dadas em (2.19}.



CAPITULO 4

Teoremas combinatorios sobre particces

Interpretacdes combinatérias para identidades do tipo Rogers-Ramannjan tém
sido procuradas por diversos especialistas. Tais fatos podem ser encontrados, por
exemplo, em Andrews [4] e Hirchhorn [13] entre outros.

Neste capttulo exploramos o aspecto combinatorio das expressdes que aparecem
no somatério das identidades. Tivemos como referéncia principal, as idéias que
encontramos em Hirchhorn [13].

Iniciamos com o

Teorema 4.1 Se A{n} ¢ ¢ conjunto das partigées de n do tipo #¢{n) = ay+-- -+ o
onde a;—a;4; > dparal <7 <s5—1coma,—a > 3set=2s~1oua,;—a, >4
e &y > ay4q %€ t = 25, B{n} o conjunto das parti¢Ges n em partes impares distintas
ou partes pares = 2{mod4},C(n) o conjunto das particoes de n em partes impares
D{n) o conjunto das particdes de n em partes distintas entdo A(n}), B(n}.C{n) e

D{n} tém mesma cardinalidade.

Demonstracéo: Consideremos uma particio de n, #,{n} = a1+ - -+a, que pertence

a0 conjunto A(n)
Existemn duas possibilidades para ¢:

Caso t = 2¢: Nestecaso n = ay + -+ + @g1 + @y + -« + Gz, COM
as+i_>_as+22"’2a252 1, @ 2 2,651 2 6,...01 2 ds — 2.

Subtraimos 2.6,...,4s — 2 de a,,a,_4,...,a; respectivamente e 1 de rada uma das

s partes restantes. Isto nos dd uma particao de

R (246+10+ - +45—2) = (14 +1)=n— (2 +3)
i —————

& parcelas



em no maximo 2s partes. Assim vemos que as particdes do tipo my,{n) sio geradas

por

Caso f = 2s—1: Escrevemos n = ay-+ +as_1+as+ +aa;onde g, ; > 4, 4,5 >
8. .ay 2 8s—~1jea, 2 ayy > 2 agny = 1. Subtraindo 4,8, ... .45 — 1 de

Gge), gz, - - . . 0 TESPECtivamente, obtemos uma particic de

33

n—41+2+ +(s=1)~(14+ - +1)=n— (2 ~3s)

s parrelas

em no maximeo 2s — 1 partes. Portanto as particbes do tipo mg,_1(n) sdo geradas por

q252-3
para g = 1.
(9)25-1
Isto nos diz que
oG o q252+3 o q252-~s
Alnilg™ = 1+ - + :
7§[ . ; (Q)23 s=1 (QJZS"I
252 4g o q232-s

(q)23 g1 ({I)ZS‘"]
satl i g = qzs%‘?’”ﬁ
=0 (q)23 £==0) (Q)Qﬂ'i'z
2s% 45 {1~ g'_zsﬂ) oo q232+33+1

!

w9
- Z(Jg;(zwqwﬁ“

s=0 (Q)25+1

Por outro lado sabemos que

AR T ) Y e T PR C T
ma (@Qzna (4% ¢ oo

27



{identidade {9) de Slater {18], p. 153]

O lado direito desta ignaldade pode facilmente ser reescrito como

(=210 )o(g*1 o _ (=8¢%)es (4.2)
(@ ¢%)elgi tlee  {6F14%)es

ou
(—¢: ) (~4% ¢
(% ¢*)
que nos da os elementos de [){n) para todo n.
A identidade {9} dada acima, juntamente com (4.1}, {4.2) e {4.3) nos permitem
afirmar que A{n). B{n) e D(n) sido conjuntos equivalentes.
Finalmente fazemos uso da igualdade

(identidade (84) de Slater [18], p. 161)

2 2., 2
)oo(q 4 )00 — (“‘{?g qz)gm(“qz;gz)w = (“Q)m (43)

[s]

2ot (0 080 (6550800 0, 0" )oo (7% 6% )0 (6% 0% )0
Rl (7)2nia - (g)oo
_ (80000 %) (61 8 ool @ 0% o (41 )0 (8% 8% )oo (%1 0%} (2% ¢
(¢)eo
1
T (46w

para obter #A(n) = #C(n) e concluir o teorema. 0

Lembramos que a ignaldade #C(n) = #D(n), contida no teorema anterior, é
um resultado muito conhecido que é devido a Euler.

Para ilustrar o Teorema (4.1) apresentamos, a seguir, as partigdes de n = 0
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correspondentes a cada um dos conjuntos considerados:

A(9) B(9) C(9) D(9)
9 9 9 9
TAl4l TH2 T4+141 8+ 1
6+2+1 643 5+ 341 T+2
S5+ 242 64241 S+ 1414141 6+ 3
8§+1 543+1 3+3+3 6+2+1
T4+2 54242 3+34+1+1+1 544
643 3+24+2+2 J+14+ 4141 H4+3+1
544 242424241 L4+ld k141 44342

E devide a 1.J. Schur uma prova combinatéria para as duas identidades de

Rogers-Ramanujan, assim enunciadas:

“0Q ndmero de particées de n = a3+ - -+a  tal quea;—a;yy > 2paral <j <
e a, > A € igual ao ndmero de particdes de n em partes = (A + 1){mod3)

onde A = 0 ou 1, respectivamente”.

Vale mencionar que as interpretacOes combinatérias, para os casos A = 0 ou
A = 1, do resultado acima, podem ser obtidas seguindo-se os mesmos argumentos
que temos usado neste trabalho.

Apresentamos, no seguinte teorema, interpretacdes distintas destas, cuja
mencao ao resultado pode ser encontrada em MacMahon [14].
Teorema 4.2 O nmuimero de particées de n da forma n = a; + -+ + a, onde
a, = s+ (A = 0 ou l}éigual ao miimero de particoes de n em partes = (A4 1)mod3

onde A respectivamente € igual a 0 ou 1.

Demonstracac: Consideremos uma particdo den = a1+ --- 4+ a, com a; > s + A,
sSubtraindo (s + A) de cada uma das partes, obtemos uma particio de n — s(s + A)
em no maximo s partes. Vemos assim gue

s{zb A}
g s> 1

(g)s T
29




geram as particoes do tipo considerado.
As identidades de Rogers-Ramanujan

o nlndd)
g == ! A=10 ou 1

= @e W@l (6 6 e

permitem a conclusdo do teorema. O

Hustramos o resultado anterior para n = 10 no caso da 12 identidade (X = D)
e para n = 16 no 22 caso (A = 1). Na primeira coluna listamos as particdes de

n=ay 4o tas tal que gy —aj 2 2paral < j <sea, > A

A=10:

10 10 941

941 B4 2 644

842 T4+ 3 4141411
T+3 6-+4 4444141
6+4 545 441441
G+3+1 +4+3+3 I1+14--+1+1
A=

16 16 1343

14 +2 1343 124942

1343 1244 3+8

1244 1145 8+3+34+2
1145 10+6 8+24+24+242
1046 G+ 7 T+T7T4+2
104442 8+ 8 T4+34+3+3
947 84444 T+3+24242
Q4+ 542 T4+54+4 34+34+34+34+242
S+ 642 6+6+4 34+3+2+---4+72
B+ 543 6+54+5 2424+ 242
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As mesmas identidades gue usamos nas demonstracdes dos seguintes teoremas.

4 haviam sido usadas por Hirchhorn {13}, sendo que 14 ele dd interpretagdes distin-

tas das apresentadas aqui.

Teorema 4.3 Se A{n) é o n® de partigdes de n em um ntmero impar de partes,
digamos, m = gy + g+ o0 b Qgypq Onde Gy 2 S 1 dgepr 2 S €8, > Qupy. Bin} o
numero de particdes de n em partes impares distintas = il(modS].ou partes pares
Z ({mod8}, C{n) o mimero de particdes de n em partes impares £ 3, £5{mod16}
ou partes pares Z 0, +2, 8{mod16) entdo A{n) = B(n) = C(n).

Demonstragio: Sejan = a; +-- -+ a, -+ - -+ @y,41 uma particao de n associada a
Aln). Como a, 2 s+ 1,az,41 = 5 € a; > tgyy podemos subtrair s + 1 de cada uma

das primeiras s partes e tirar ¢ de cada uma das partes restantes e obtendo uma
partigdo de
{ay —{s+ 1)+ +a, —{s+ 1))+ {amui ~ s+ + areg1 —§) =70 —25{s + 1)

em no maximo 2s -+ 1 partes. Assim vemnos que as particoes de n do tipo acima sao

geradas por

q.Zs(s—i—i}

, s >0
(@)241
Isto significa que
o0 3 Q23(5+]')
YN AR = onde A{0):=1 (4.4)

==t} F=—=i (Q)ES"i“l

Pelas identidades
(identidade (38} de Slater [18], p. 155)

E gt (=g 0%)0o (07070851 € o

ne=l (_’?)2-n+1 N (Q% 4% Joo
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{identidade {86) de Slater [18], p. 161)

0% 6200686800 (0% 7)eo (01 ') ol 4 €)oo
Pty ] {g)ﬁ‘n.-}-l (Q)oo

cujos lados direitos sdo, facilmente vistos, como

fizs]
n@Eoi4}

I T B - ______E____
( ‘.7-9’ )oc;( q 1q )'—30‘ H (1 __qﬁn)

= 1

Il

]

nED, k7, k3, k0,80 16)
Desde que estas duas 1ltimas expressées sdo respectivamente fangoes geradoras

para as particbes enumeradas por B{n} e ('(n}, nossa demonstracio esta completa.
f

1 n) . respectivamente.
g

Com o objetivo de 1lustrar o teorema anterior listamos abaixo os elementos de

A(n}, B(n) e C{n) no caso n = 10

A(10) =8 B(10) = § C(10) = 8
10 19 10

B 11 91 91

T+2++1 74241 T 1141

62+ 2 6+ 4 6-+4

6+3+1 6+2+2 6+14+14+1+1

Bt 1 44442 A+d+1+1

54342 424242 4+1+14+1+1+1+1
44+3+3 242424242 14+14--4+1+1

Teorema 4.4 Se A(n) ¢ o nimero de partigbes de n da forman = a3 +us+ - +ay,

tal que as, > s,
B{n) o mimero de partigdes de n em partes impares distintas = £3{mod8) ou pares
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# 0{mod8)
C'{n} o numero de partigbes de n cujas partes Z 0, %1, £6, 7, 8{mod16) entdo

A(n) = B{n) = C{n).

Demonstracao: Consideremos a particdoc n = ay + - - - + gy, onde ay, > 5. Sub-
traindo s de cada uma das partes obtemos uma parti¢do de n — 25% em no méximo

2s partes. Portanto as particbes do tipo considerado acima sao geradas por

25%
., o5 > 1
9)23
Deste modo vemos que
i i q232 i q233
Alnlg" =1+ =3 (4.5
yra=f} =] (9)25 s={} (Q)zs

Hado resultados conhecidos que

&, F (=0~ 67 (€ )
nwmi} (‘?)2?3 (qz qi)oo

{identidade (39) de Slater [18], p. 157}
€

10,

] \ - , o
0148007 680065, ") (7% ) a (675 0% e

e qi! B
g‘e (@)an (¢)eo

(identidade (83) de Slater [18], p. 160)

Reescrevendo os lados direitos destas identidades convenienternente, ou seja,

Loz 1
(~¢"1 0" ool 0" P)oe ]] (Il_,qzﬂ)

nurl

nFE4)

el
H - respectivamente,
I —gn

=1

ng0,41,48, £7(16)
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fica facil concluir o teorema.

Como ilustracgo do Teorema (4.4) exibimos as particbes que sio consideradas

referentes a n = 12:

A(12)

4434342
3+3+3+3

B(12)

12

10+2

6+6

6+442
6+24+242
S+4+3
D3+ 242
44444
4+44+2+2
442424242
2242424242

34

C(12)

12

b+E+2
d4+4+3
5434242
4+ 444
d+4+242
443342
442424+242
3434343
343424242
24242424242



CAPITULO 5

Interpretacoes alternativas com uso de cores
e o conceito de u-particao

Dividimos este capfiulo em duas partes. Cada uma delas esta baseada em um
conceito que possibilita estender o método de se obter interpretagbes combinatérias,
anteriormente utilizado. Na primeira parte utilizamos o conceito de partigio de n
com r cores e na segunda introduzimos e exploramos o conceito de u-particio.

No capitulo 2 fizemos uso do software “Axiom” para demonstrar a identidade

— (qu! qz)ﬂ n? 1 O 12ny 4 12n-3 Pin—9
ey (12n+1 [

Apds, definimos particdes de n do tipo &k com duas cores. Utilizando este conceito
fol possivel fazer uma interpretagao combinatdria da identidade acima.
Aqul estenderemos ¢ conceito mencionado acima, possibilitando a inter-

pretagao combinatdria de muitas das identidades obtidas em Slater [13].

Definigao 5.1: Uma particio de n do tipo & com r cores relativas ao retangulo
k.{ak -+ b) é uma partigio de n da forma

Ty

iy
n=k(ak+8)+ 3 al) ++ Y al)
== =1
onde b€ Z e a,ci(f),...,¢{j} sdo inteiros ndo-negativos.
Também usaremos a notacdo n = k{ak + 8 + (a(l)+ -+ aln)) + - +
{(e(1) + -+ + ¢ (n. )}, para indicar particoes de n do tipo & com r cores.
Ohservemos que quandoe 7 = 1 ndo é necessario distinguir parcelas com cores.
conforme pode ser visto em Santos e Mondek [16] onde a definicio acima aparece

particularizada para se dar uma demonstragdo combinatdria para

o (__,I)ngﬂz"“’n

2

- = (.
— g% d%),
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Naguele trabalho aparecem as particdes de n do tipo & da forma

k
=k(k—1)+D m;(25).
=1
Um outro exemplo para o caso r = 1 pode ser dado pelas duas identidades

de Rogers-Ramanujan. Utilizando este conceito podemos enuncia-las do seguinte

modo:

“0 nimero de particdes de n do tipo k relativas ao retangulo £.(A+a} (¢ =0
ou 1} é ignal ac nimero de particbes de n em partes = {a + 1)mod3, para ¢ =0

ou 1 respectivamente”.

Em virtude da similaridade das demonstra¢des dos seguinies resultados, vamos

apresentar a demonstragio de dois deles e indicar uma prova para os outros dois.

Teorema 5.1 O nidmero de particdes de n do tipo & em 3 cores rela,twas ao retangulo
k41

k.(2k +2) da forma n = k.{2k + 2) +ij(23 ~1) +Zﬂ} 27 m1)+ZE§ {47) onde
=1 i=1 g=1
g; ={oul paratodo j e q;, by € Z, ¢igual ao n:imero de partigbes de n em partes

impares distintas = +1 {mod6} ou partes pares # { {mod86).

Demonstracao. Consideremos a particac

k &1
n o= k{2k + 2) —}~ch 3——1)+Z ‘33—-1)+Z?) (47}
I=1 =1 i=1

nas condicbes do enunciado. Denotando esta particao como
1 o= k(?fc "%‘“ 2) "%’" (51.1 —§-52.3 + - 5;\(21(’ b 1))1 -+ (G}.l A+ -akﬂ.(?fc e 1))3
+ {4+ -+ bp(4k))s

vemnos que as contribuicdes das cores 1, 2 e 3 nesta soma sac com partes {mpares
distintas < 2k — 1, com partes impares < 2k + 1 e com partes mualtiplas de 4 < 4k

respectivamente, para cada & > 0. Assim temos que as expressoes
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e
g 7 9 i k>0
(4 ¢ e (g% 4* e
geram as partigdes de n do tipo & com 3 cores relativas ao retangulo k(2% + 2).
Agora fazemos uso da identidade de nimero 27 em Slater [18], p. 154
Z (4 g™ (=6 670 (=01 450 (d%1 O )ec
g (g% ¢%)eo

n.mO 4 4q )

para completar a demonstracio.

Apresentamos abaixc as particées de n = 11 referentes ao resultado anterior:

(’0+°) (L1, 11

H21+2)+ (1) + (3+3)Ja 16+1
H214+2)+(Ih+(B+1+141); §4+241
214+2)+ (1) +{1+ 1)+ (4)a 744

21+ 2+ {1+ +---+1) T+2+42

2.1+ 2) + ()2 + {4)s 5442
21420+ (3+3+1) 54+2+242

121 42)+(B+14+14+1+1) 44+442+1

21 +2) (14 -+ 1)+ (4)2 442+24+2+1
21 +2)+ (14 -+ 1) 24242424241

Teorema 5.2 O numero de partiches de n do tipo & com 3 cores relatna‘s ao
k1

retingulo k.(k+2) da forma n = k.(k+2)+ > ¢;(2) —-1)—%-2}\ (47 —2) Zai 25}
=1 F=1
onde g, A; = Ooulea; € Z, éigual ao nimero de particbes de n em p&rtE‘ﬁ 1mpares

distintas ou partes pares # 0, £4mod16.

Demounstracgao. Seja k> 0e

k41 k Sk
noe= k(b4 2) 4+ 3 e (25~ 1)+ 3 A4 —2) + 3 a;(25)
y=1 7=l =l



onde ¢, A; = Ooulea; € Z,. Reescrevemos n = k(k+2)+ (e1.] +&2.3+---+
Exst{2E+ 1)) + (A2 + -+ A4k = 2))s + (41.2 + -+ + a9p.(4k)}3. Vemos que as
cores 1, 2 e 3 somente podem contribuir com partes {mpares distintas < 26+ 1, com
partes pares distintas < 4k — 2 e com partes pares < 4k, respectivamente. Portanto
as eXpressoes
8 Cen (=059 5 g
(¢ 4% )2k

geram as particdes de n do tipo & com 3 cores relativas ao retangulo k.(k + 2).

Por ocutro lado conhecemos a igualdade
(identidade {70} de Slater 18], p. 159}

i (=4 ¢ Jnpal—g q“')nqn(m; el 0 e (07 e (3 )
=0 ('?2; 92)2,;_{-1 (q2 qz)fxr
22 1
— P
e ( % q )00' ’I“:Il 1 . qgn
g, £2{8)

gque completa a demonstracio.

Para uma ilustracdo do teorema acima exibimos, a seguir, ag parti¢des do tipo

k e as parti¢bes mencionadas no enunciado para o caso n = 10:

0O0+2)+(24+2+24+2+2) 10
LA +2)+ (3} +{2) + (2)s 9+1
1{+2)+Bh +(242)s 8+ 2
mm ()wms 7+3
(14+2)+(1h +2) 4+ (24 2); T+241
1{1+2)+(1) +(2)g + (4)s 6+3+1
L{142)+{1); +(6)s 6+24+2
LI+ 2)+ (1) + (4 +2); 54+3+42
LA+2)+ (1 +(24+2+2) 5424241
2.(2+2) + (2) 342424241
2(24,‘)) {2}s LS M

Nos dois seguintes resultados nio apresentamos os detalhes das demonstracoes

em virtude delas seguirem os mesmos passos dos dois anteriores. Indicamos apenas,
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em cada caso, a identidade de Slater usada na demonstracio.

Teorema 5.3 O ndmero de parhgoe% de n do tipo & com 2 cores relativas ao

retangulo £.(3%) da forman = 3k3+zu3(2gj+z aj{2j)ondes; =0oulea;, € Z,
=1 3=1
¢ igual ao numero de particdes de n em partes impares distintas = 43, 5(mod10) on

partes pares = $4, £6({mod20)

Uma demonstragao deste teorema pode ser dada fazendo uso da equagdo 100

de Slater [18}5 p. 162 ou seja,

i ¢ (36006 oo (6% )ool41 )00 (47 470 (41 ¢
n=0 (q Q’ Zﬂ (gzqz)oo

Teorema 5.4 O nimero de partigdes de n do tipo & com 2 cores relativas ao
k 2kt

retangulo k.(k+ 2} da forma n = k(k+ 2) + ij-(Qj-) + > ajjonde g =0 oul
5=1 j=t1
e a; € Z, €igual ao nimero de partigbes de n em partes impares ou partes pares

= £2, 48,412, £14{mod32).

A identidade (123) de Slater [18], p. 165

i (=% ¢ )ng™ ™8 (6% e (07 o0l 1) o0l 8™ 670 )ealg™; ¢

n=0 (g)271+2 - (Q)cx»

lﬁ)m

permite uma prova para o teorema aclima.

Iniciamos a segunda parte deste capitulo introduzindo um novo conceito que

permite a interpretacic combinatdria de diversas das identidades encontradas em

Slater [18].

Definigao 5.2 Uma u-particdo de n {7, k)-colorida € uma particio de n em ;7 + &

partes tal que 7 partes sdo azuis € k partes sdo brancas onde estas dltimas possuem

exatamente u 1l's.
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Denotaremos por n = ay + -+ + &; & by + -+ - -+ by, uma u-particao de n (1, k)
colorida onde os ap, sdo as partes aguis e os b,,., 5ac as partes brancas.

Observamos que nos resultados combinatorios anteriormente apresentados nio
envolvendo cores, podemos utilizar este novo conceito particnlarizado para o caso
£ = 0. Assim "o ndmero de partices de n em J partes” pode ser substituide por
“o numero de u-particdes de n (j, 0)-colorida”. E clarc que neste caso o tinico valor
possivel a considerar para u € zero.

Nosso primeiro resultado envolvendo u-particio é o teorema abaixo.

Teorema 5.5 O numero de u-particées de n (s, s)-colorida onde as partes azuis
sao = (s 4 1}{mod2) e > s + 1. as 5 — u partes brancas sdo pares distintos < 2s é

igual ao nimero de partigbes de n em partes = 3, 4, 3{mod8}.

Demonstragao: Consideremos uma w-partigdo n = 4 + -+ a, & by + -+ + b,
conforme nossa hipétese. Subtraindo s -+ 1 de cada parte azul e tirando 1 de cada

patrte branca, obtemos uma particac de
n—s(s+1)—s

£11 N0 MAXIMo § partes pares e exatamente s — u partes impares distintas < 25 — 1.
Assim vemnos que uma u-parti¢io como descrita acima € gerada por expressoes da
forma

qs(s+2)+2’““{2kﬁ1}

pe=d

(qz; q*)s

Portanto ao variarmos 0 < u < ¢ fica claro que o conjunto de todas u-particées de

onde 1< <by<- <k, <s.

n €& gerado por

(- Qz_)s s{s42}
(g% 4°)s

ou seja,

OO o2
Z ( ‘q}q )s qs(s+2)
= (% ¢%),
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é uma funcéo geradora para nossas u-partigdes (s, s j~colorida.
Por outro lado é sabide que vale a igualdade
S G Y (067009 6 )e0 (97070 (65 6% e
e (%%a (4% ¢*)eo
(identidade (34) de Slater [18], p. 155)

cujo lado direito pode facilmente ser reescrito como

(& oo =155 600 (=075 6% oo (— 1 6%)oo {41 4% 0o {4 ; €0 )ec(0" € )o
(fz‘z'qg)
_ 79009 ) (€56 )o0(9": 4%) oo (%1 41)0 (471 7)o
(g% " )l ql) (g% g%%)ua (4% 01950 (01 0"8 ) (047 078 )oa (0141 € 0) (976 79 )

(=
(
(=01 6% oo~ )
(4% 4" )0 (¢ ¢*° ) (q”‘ f;“" «olgt%5 g

(=0 @)ool =1°; ¢ )oo

(g% 6% oo (% 13)eo (@5 ool =G5 €% )oo (0% ¢%) oo
1

(% 0 ool 0% % )oa % %)

e i1sto completa a demonstragao. 0

Acompanhando o teorema anterior segue a listagem das partices consideradas

no enunciado, quando n = 16:

4 & 2 1343
T4+3 & 442 1244
545 & 442 11+5
11+3 & 1+1 545+3+3
9+5 & 141 54+44+443
T+7 @ 1+1 d+44+4-44
44444 & 24141 44+34+3+343

Prossegnimos com

Teorema 5.6 O nimero de u-particées de n {2s + 1, s)-colorida tal que as par-

tes azuis di,.. ..  dpsyy satisfazem a; — a;4q 2 2para 1l < 5 < s eas s~ u partes
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brancas s&o pares distintos < 23 é igual ao nimere de partigbes de n — 1 em partes

# 0, £2(mod 12).

Demonstragao: Seja n = ay + -+ + aage; 9 6 + - - + b, uma w-particao de »
satisfazendo o enunciado. Podemos subtrair 1,3.5,....2s — 1 de @q,.q,.5..... 54
respectivamente e tirar 1 de cada uma das partes restantes e dai obter uma particac

de
n—(s*+2s+1)

em no maximo 2s+1 partes azuis e exatamente s—u partes brancas impares distintas

« 25— 1. Deste modo vemos gue nossa u-particio € gerada por expressoes da forma

qs{3+2)+1+§::;;{2k3—-1}

@ onde 1<y <hy< - <hymy <3
2841

Assim, variando § < u < s vemos que as u-partigbes de n sac geradas por

3

(“% g...)s sla+2}4+1
- g
(Q)st
e isto se traduz na afirmacaoe de que

5 {—g

s=0 {¢)2s4a

q2)sqs{s+2}+1

¢ uma funcio geradora para as nossas u-partigées (2s + 1, s)-colorida.
Agora utilizando o resultado

(identidade (50} de Slater [18], p. 157)

>

n=f} (Q}En-!vl (QJm

(—g "™ ()o@ % 7)o

podemos multiplicar ambos os lados por ¢ e conclnir o teorema.
A ilustracao do teorema acima esta feita no que se segue para n = §:
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-

8 7

4414182 6+ 1
3424162 54141
2424282 4+3
S+1+181 441 +14+1+1
4424131 3434141
3+3+181 3+14-+1
3+2+281 I4+1+--+ 141

Finalizamos esta se¢do com ¢ seguinte resulfado:

Teorema 5.7 () nimero de u-partigbes de n {2s, s)-colorida tal que as partes azuis
sdo Impares onde a; — ¢;4y = 2 para 1 < 7 < s e as s — u partes brancas saoc
pares distintos < 2s é igual ac nimero de parti¢des de n» em partes impares distintas
# +1{modl4) ou partes pares £ 0, £2, £12, 14{mod28).

Demonstragdo Considere n = aq + - + a3, 8 by + -+ + b, uma u-particdo de n
com as condi¢bes descritas em nosso enunciado. Apos subtrairmos 1,3,5,....25—1

de a,, @51, .- -, ¢ respectivamente ¢ 1 das demais partes, obtemos uma particac de
2 Y
n — (8% + 25}

em no maximo 2s partes pares ¢ exatamente s — u partes Impares distintas < 25— 1.

Logo as expressoes

qs(s+2)+§:;;;(2kJ~1}
onde 1<k <ky <<k, <as.

(g% ¢% )as

geram toda u-particdo do tipo considerado, isto é,

& o

g=={} q )2?

2 ) qs{si—?{)

¢ uma fun¢io geradora para nossas u-parti¢des (2s, s}-colorida.
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Como vale a igualdade
{identidade (118) de Slater [18], p. 165)

2 (=G amrny (56908 4 oo (€% 6" )oo (0775 %) o0 (07 %) eo (@™ 0o
P = o
wmo (g4 (9% 0% Joe

oe] . ) o 1
= H (1+qm_ ) H (]_*qzn)

nel n=1
nEi{7} w0, 1, 8, 7{1E)
concluimos a demoenstracdo. 0o
Abaixo apresentamos as u-partices e particdes de n = 15 que ilustram o

resultado anterior:

E3+1 & 1 1144

43 3 1 10+5

94+3 & 1 G+6

T+ & 1 8+ 7
9+14+1+1 & 241 B+4+43
T+3+1+1 & 241 T+5+3
5434+3+1 & 241 7T+444
T+14+1+1 & 4+1 6+6+3
5434141 & 441 645+ 4

343+1+14+14+1 & 1+1+41 d+4+443
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CAPITULO 6

Nova interpretacao combinatdria
para as identidades de Rogers-Ramanujan

Nosso objetivo neste capitulo € a obtengdo de interpretagfes combinatorias, dis-
tintas daquelas usuais que apresentamos no capitulo 4 e da apresentada por Bressoud
em Andrews [6], p. 59, para as duas famosas identidades de Rogers-Ramanujan

oc. qnz o0 1 \

= S— - 6.1)
g} {g)n }1 (1 =g 1){1 — ¢*1) (61)
o n Tn oo 1 R
PN e LS T 2

Para atingir este ob}et-wo empregamos uma técnica de construcdo de conjuntos
de partigdes a partir de identidades conhecidas.

Destacamos aqui, que este método também se mostrou eficaz quando aplicado
a outras identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Utihizamos as seguintes identidades

{identidade (16} de Slater [18], p. 153}

2 q”g“" _ (@6)e(06)eel P oo (0 8 )ee .
;2;0 (7% 6% )eo (6.3)
_ (59900(0% 8 )oo{1 Vo {08 oo
(‘:“')OG ("‘?.)oc:

1 1

(€1 )o@ %) (=05 ¢% )
(identidade {20} de Slater [18], p. 154}

O T

2. .5 3.5 5. 05 [ o
T (q‘:}jq‘l) _ @2)ele ?q(q)fgf_q Jool =41 ¢ Joo (6.4)

ram=d}
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[
Jemd

(418%)00(0% Pl (18 )0
Assim vemos que estas ultimas identidades estac relacionadas com as de
Rogers-Ramanujan pelas relagdes

n?

[s%5)
; q4 n pm={}
o0 r 2420 oo qn2+ﬂ
U L

(6.5)

Associadas as identidades {6.3} e (6.4) definimos para 1 = 1,2

0o . qn2+(4-—2i)ﬂ
Fi{z) = ) b [6.6)
( ) n=={ (g-’]; qé)ﬂ

Temos que estas fun¢des satisfazem as equagdes funcionais

5 o6 zﬁ.qﬂ.‘?-}-Z?‘a i (eqi)'ﬁqng-i-}?n
Rl - Rz = 3 oy
g (q;‘ qé) e} (gﬂ: gé)ﬂ

1 +2ﬂ S m ﬂ +'3n

Z q 4m

= —g )

f;s (a% fI“) ; (g% ")
oo n,.ni42n oo ntl n? fdn+3

- 4 nesnt 1 Ty
e§1 (‘TL ‘f)n 1 1;} (941' in)ﬂ
)n n?42n

zq S,
= zq Z oy dsto é,

=0

Fy(z) = zngi(zq ) + Fi(zd") (6.7)

Fi(z) = Pylzg?) (6.8)
As expressoes
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o7 q?12+(4—-2i)n
4.
(g% %)
que aparecem em (6.6) serdo vistas como fungdes geradoras para particoes de m
em n partes. O desenvolvimento destas expressdes nos da parcelas do tipo z"g™.
Assim vemos que o expoente de z indicard o ntimero de partes onde as partes sa-
tisfazem algumas propriedades. Para determinar estas propriedades apresentamos
abaixo a construgdo de dois conjuntos de particées, A e B, utilizando (6.7} e {6.8).
(s conjuntos A e B sio respectivamente associados as fungdes Fy(z) e Fy{z). Eles
sdo formados pelas particdes que sido determinadas pela interpretacao que fazemos

de (6.6} e das equacdes funcionais (6.7) e (6.8).
Inicialmente fazemos trés importantes observacdes:

Observacao (1): a igualdade {6.8) nos diz que se encontrarmos qualquer um
dos dois conjuntos 4 ou B o outro fica automaticamente determinado, ja que
Fy{z) = Fy{z¢%) indica que as parti¢des de A podem ser obtidas das particdes de B

adicionando-se 2 a cada parte destas iltimas,

Observagao (2): a igualdade (6.7) mplica que o conjunto A pode ser particio-
nado em dois subconjuntos disjunfos: A = A, A, onde nas partigdes de A; existe
uma parte igual a 3 e as demais partes sac obtidas das partigdes do préprio 4
adicionando-se 2 a cada parte e 4, € composto daquelas particbes gue podem ser

obtidas de particdes do proprio A adicionando-se 4 a cada parte.

Ohbservacdo {3): dado um elemento = = a;+...+a, € A, pela observacio anterior
existern algumas operagdes que podem ser realizadas no conjunto A: ge v € 4, entdo
podemos subtrair ou adicionar 4 a cada parte de 7 de modo que o elemento resultante
continue sendo um elemento de A. Se = € A, entdo ao adicionarmos 4 a cada parte

de =, 0 novo elemento obtido ainda pertence ao conjunto A. Sendo. neste caso.
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T o= ogy .+ G, + 3, a particdo obfida de 7 retirando-se a parte igual a 3 e
snbiraindo 2 de cada uma das partes restantes, a saber, {a; — 2} + ... + {¢py ~2)

também pertence a A.

Construcao do Conjunto A

Seja 7 = g3 + ay + -+ - + @, uma particio em A.

Pela observacao (1) temos que a; > 2para l <7 < n. A observacdo (2) implica
queou a, = 3 ea,; > 4jaque Fi{z2¢*) = Fy(zq*) ou a, > 6 pois Fi{zg?) = Fi(zg®).

Agora. com estas informagGes, temos que ¢; = 3 para 1 < 7 < n. Logo se
TE Ay entdo g, =3 ea,. 2 housern € A, entdo a, > 7.

Completaremos nossa construcao por meio de trés lemas:
Lema 6.1. Sev =ay+az+ - +a, € Aentéo a; =1 {mod2) para 1 < 7 <n.

Demonstragao: Suponhamos que exista j; tal que g, seja par, Pela observacao
{3), apds um namero finito de subtragdes de 2's ou 4's de cada parte, podernos supor
Jo=noun, = 3ej =n—1. Noprimeiro caso temos a, par e apds um numero finito
de subtracbes de 4's de cada parte terfamos que af +aj+- - -4+8 ou af+af+---+10 €
A, 5 que é um absurdo pois isto implicaria que {a] — 4) + (6} —4) 4+ --- + 4 ou
{af -4} +{af —4) +---+ 6 € A e nenhuma destas particdes estd em 4> A,.

No segundo caso 7 € Ay dal (a3 — ) + - - + {an-1 — 2} € A4 com (gn_y — 2}
par. Agora aplicamos o mesmo argumento usado no caso anterior para concluir &

demonstracio.

O lema seguinte caracteriza a classe de equivaléncia (mddulo 4} & qual a menor

parte de uma particdo em A pertence,

Lema 6.2. Sew =a; +ag+ -+ + a, € A entao o, = 3{mod4).
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Demonstragdo: Pelo Lema (6.1) sabemos que as partes de uma particao em A,
sendo impares, sdo = 1 ou 3 {modd). Suponhamos a, = 1{mod4). Pela observacie
{3}, este elemento ay +az + - - +an € Az, logo apds um nimero finito de subtragdes
de 4's de cada parte, concluimos que af + a5 +- -+ 9 € A o que € absurdo pois este
fato implicaria que (@} — 4} + (af —4) + -+ 5 € A e esta parti¢io ndo pertence a

A]_ ‘:-/Ag,. il

O seguinte lema afirma que partes consecutivas de uma particdo em A sao

incongruentes mddulo 4.
Lema 6.3. Se x = ay +az + -~ + a, € A entdo a; # a;4;(modd) para 1 <j < n

Demonstracido: Suponhamos que exista 7 para o qual a; = ;4 (modd}. Seja jo
o maior indice tal que a;, = a;41 (modd).
Pelo Lema (6.2) e observacao (3} podemos supor, apds um numero finito de

subtracées de 4’s de cada parte, se necessario, gue
r=aybag @y F e ey + 3

Se jp = n — 1 entdo a,.; = 3 + 4k e pela observacdo (2) temos que {g; —2) +
{a; —2)+ -+ (1 +4k) € A, o que contraria o Lema {6.2).

Se jo < n — 1 entdo novamente aplicando a observacdo (3) vale que »' =
{ay ~2)+ -+ F (0, — 2) + {az31 — 2) + - +{@n-1 — 2} € A. Para este 7’ tambem
podemos supor, como foi feite para w, que
7' = aj +a’2+---+ago+a;—u+l SR S 8

Assim por repeticdo do argumento acima podemos supor, apés um nimero
finito de subtragoes de 2’5 ou 4’s de cada parte, que

=aldd, o+ (344043,

ou seja, jo = n' — 1, e vimos acima que este fato nos conduz a uma contradigao.

Portanto nossa prova estd completa.
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Como as propriedades obtidas nos trés lemas anteriores determinam a classe
moédulo 4 & gual cada parte, de uma particio em A, pertence, a fnica restrigao
que devernos analisar para completar a caracterizacdo do conjunto A € se haveria
exigéncia quanto a diferenca entre as partes. Mas pela observacio {3}, toda particao

da forma
(2n 4+ 144k + (2n — 1+ dky) 4+ - 4+ (3 4+ dknoq) + (3 + 4k,

pertence a nosso conjunte A, independentemente dos valores dos kji,.

Portanto os resultados dos lemas acima, de fato, definem univocamente o con-
junto A, Resuminos no seguinte teorema as propriedades que caracierizam ¢ con-

junto A.

Teorema 6.1: Se uma particdo r de um inteiro m, 7 = a;+a,+- - - +a, € A entao

a; = {mod?2) para 1<€j<n
ay = 3{mod4) e (6.9)

aj # a4 {mod4) para 1<)]<n

Pela observacao (1), a caracterizagio do conjunto B pode ser deduzida
conhecendo-se os elementos do conjunto A, pois ja cbservamos que gy +-+-+a, € A

se, e somente se, {ay — 2} + -+ + (g, — 2) € B. Portanto podemos caracterizar o

conjunto B no seguinte resultado,

Teorema 6.2: Se uma particio » de win inteilro m, ¥ = ay + a2+ - -+a, &€ B entao

a; = 1{mod?2} para 1<ij<n
an = 1{mod4) e {(6.10)
a; # a;41{mod4) para 1<)<n.

Apresentamos na tabela abaixo, todas as representacoes dem = 35 edem = 40

pertencentes ao conjunto 4:
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35 37+ 3

2T+5+3 a3+7
23+9+3 29+ 11
1941343 25+ 15
19+94+7 21 4+ 19
1641347 25+ T+5+3
HA+%+74+54+3 21 4+11+5+4+3
17T+15+5+3
17T+ 1 +943
13411 +9+7

QObservando, com o auxilio do software “Axiom”, o desenvolvimento em série

de poténcias de

qﬂ-(n-i-?}

fg (g% ¢*)n

foi possivel a formulacao de uma conjectura que nos da a caracterizagdo dos inteiros

=

m que possuem representacio em A, A prova desta conjectura estd feita no seguinte

teorema, onde denotamos por py{m) o mimero de parti¢bes de /n pertencentes a A.

Teorema 6.3: Seja m € ZL. Entdo pa{m) = 0 se, ¢ somente se m = 4 ou

m # 0, 3(mod4).

Demonstracado: Seja m = a; + ag + -+ + ¢, € A uma particio de m,
Consideremos o3 dols casos:
Caso n = 2t, Como pelo Teorema (6.1} axx = 3 (mod4). a; é impar para todo
1 <k < neap# apg {mmodd), temos que
d3;-1 = 1+ 4.}63}'“1, kgj_,j; > § e

azjma“f“é:k};j, ij 20 pa‘ra' 1 ﬁfﬁf‘
logo

mo= Gyt ayt -+ an



= {144k +134+ 417
t
{onde & = Z kyp e k' =
=1

t
ko)
=

= {1+ 3)+ 4k +&")
= O(modd4).

Caso n = 2t + 1. Neste caso
Gojp1 = 3+ 4kojoy, kgjuy para 057 < e
az; = 1 +4ky;, ky; >0 para 1 <551
e, efetnando de mode similar ac caso anterior, obtermos que
m = 3(mod4).

E ficil ver que pald) = Q.
Agora resta mostrar que ps(m) # 0 quando m = 0 ou 3{mod4} e m # 4. Para
m = 3{mod4) a particio 7 = m € A e se m = O{mod4}, m > 4 entdo
m = 4k com k> 2

= (4k—3}+3 € A

pois 4k — 3 > 5 e 4k~ 3 = 1(mod4).

Portante a demonstragao esta completa.

Também para o conjunto B onde pg(m) dencta o nimero de partigdes de m

pertencentes a B, temos

Teorema 6.4: Para todo m € Z7, temos que pr{m) = U se, e somente se, m # 0,1

(mod4).

Demonstragéo: Seja 7 = a; + -+ - + a, € B uma particao de m.

Exdstem dois casos a considerar.

o
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Caso n = 2t. Pelo Teorema (6.2} temos que cada a; é impar, az = 1 {mod4}

e partes consecutivas sdo incongruentes moédulo 4. Assim, temos

Qg1 = 3+dky_q. kg 20
14-dkyy, kyy 20 para 1 <754,

i

azj
disto segue que

m = 4y +ag ket G

= {3448 +1.14 44"
: t
(onde k' = Y kyjy e K = > ko)
i=1

=1
= {34 2)+ 4k + £
0 (mod4).

IH

Caso n = 2t + 1. Neste caso temos que

dgjer = 1 44kyy, kpjpa 20 para 0550 e

ag; = 3+4ky, kyy 20 para 1< <t
diste concluimos, de modo analogo ao anterior, que
m =1 (mod4).
Por outro lado, se m = 0 (mod4) entdo m = 4k com & > 1 e a partigao de m
(4k-1)+1€¢ B

isto &, pp{m) # 0 ou se m = 1 (modd), on seja, m = 1+ 4f entao a particao

7 = m de m é um elemento de B o que implica em pp{m)} ¥ 0. o que conclui a

demonstracao. U



Us Teoremas (6.1) e (6.2) nos permitiram demonstrar os seguintes resultados

combinatdrios:

Teorema 6.5: O nimero de particées de m = a;+- - < +a, tal que a; = (s+ 2)modd
ea; 2 542 para l <3 <5 & igual ao nimero de partigbes de m satisfazendo as

condigbes dadas em {6.9).

Demonstragio: Sejam = ay + -+ + ¢, com a; 2 s+ 2 € a; = (s + 2)modd para

todo j. Subtraindo-se s + 2 de cada parte, obtemos uma particio de m — s{s + 2}

em no maximo s partes = ({mod4). Isto nos diz que as expressées

qs(s—f-?)

(g% ¢%)s
geram todas as partigdes do tipo considerado.
Portanto

o gs(.e-E-E}

=0 (qd; q4 )5‘
é uma funcdo geradora para o namero de partigdes.

Por outro lado olhando para
oo non{rt2)

fl) = ;0 qu g

temos pelo Teorema (6.1}, para cada n, que a parcela

i n{nt2)
- q 3 Qydertln .

freewel “rﬂ PRI ..
g, TtreT e
apresenta, nos expoentes de g, todos os elementos do conjunto A com exatamente n
partes.
Portanto fixando m € Z% e pondo z = 1 em Fi(z), teremos como coeficiente
de ¢™ o niimero total de particdes de m em A. sem restricdo quanto ao numero de

partes. Isto £, este coeficiente ¢ exatamente o niimero de particdes de m satistazendo



as condi¢tes de {6.9}). Deste modo, vemos que este numero é o coeficiente de ¢™ no

desenvolvimentio de

o qn(n-é-?}

)= ) +——

) R_ZG (g% ¢%)n
Assim podemos afirmar que Fi{1) ¢ uma funcdo geradora para as particdes
satisfazendo as condicdes de (6.9) e isto completa a demonstragio. i

Hlustramos o resultado anterior para ¢ caso n = 36. Na coluna da direita estio

as particbes satisfazendo as condigbes de {6.9):

32+4 33+ 3
28+ 8 209+7
244+ 12 25+ 11
20+ 16 21 -+ 15
184+6+64+6 21+ T7+3+3
14+104646 174+11+5+3
0+10+104+6 134 1149+3

Enunciamos a seguir, sem demonstragdo, nm teorema cuja demonstragio segue

a partir do Teorema (6.2) de forma similar ac que fizemos no Teorema (6.5).

Teorema 6.6: () nimero de particdes de m = a; + -+ + ¢, tal que a; = s(mod4)
ea; > spara l < j < s éigual ao nimero de partiges de m que satisfazem as

condigoes dadas em (6.10).

Vamos agora reescrever as equacoes de mimeros 16 e 20 de Slater {18], que se

encontram no inicio deste capitulo,
Os lados direitos daquelas identidades (6.3) e (6.4) podem ser reescritos como

(03 4" oo (51 8o (0% D0 (075" )00 (271 4o (6% 4 Voo (=4 ¢*)
(g% ¢%)ea
(21 ") o0- (6% 0™ )oo (8% 7)o (071 6o (1 670 (671 €)oo - (4% 47 )00 (7% 47
(¢ 4% )oo




w0 f=0 1 7% (~¢" ¢ %00
(pois (—¢;¢%)e = (—g; ¢

oo (5 8ol =" 4ol — 03 ¢ Voo (=471 40 )

_ (=% 6" eo{~ 74 oo ( 10, 20)
T ) (g ) T T
[
(=N (=7 ¢ o (410: %)
(g% 4%0) 00 (1% g% ) T
respectivamente.
Assim temos as igualdades
-3 ?.2 T
1 2 gt (=7 ¢)os (4" 7"%)o0 6.11)
(4% ) 25 (@ g (qs 7)o (ql" 7*%)o0
e
- n? 3 ‘
S S (~41 4™ os (— %5 4" %) (6.12)
(600 5 (05 %) (041690 (@%1 g% )0
respectivamente.
Consideremos os conjuntos de partigoes
Cyi= {b + -+ + b| as partes pares sdo = 10(mod20) e as partes impares, vistas
separadamente, satisfazem (6.9)}
e
Cyo= {by 4+ --- + b} as partes pares sac = 10{mod20) e as partes impares. vistas

separadamente, satisfazem (6.10)}

Deste modo podemos obter os seguintes teoremas, cujas demonstracoes seguerm

das igualdades {6.11) € (6.12).

Teorema 6.7: O numerc de particoes de m em £ € igual ao nimero de particoes

de m em partes Inpares distintas =

+3(mod10) ou partes pares =

56

+R{mod20}.



Apresentamos abaixo uma ilustracio deste teorema para n = 31:

31 2543
23+5+3 23+ 8

20+ 11 I34+8+7-+13
19 4+9+3 12+ 1247
1941343 12+ 8+8+3
7P+9415 B+ B8+847

Teorema 86.8: O niimero de partigdes de m em () € igual ao namero de partices

de m em partes impares distintas = £1{mod10) ou partes pares = +4{mod20).

Exibimos a seguir uma ilustraciao do Teorema {6.8} no caso n = 25

25 24+ 1

214341 21 + 4

20435 114944

174+ 7+1 16 +9

13+11 41 I6+44+44+1
134743 9+4+44+4+4

94+ T4+5+34+1 44+4+4+4+4+44+1

Aplicaciio para as Identidades de Rogers-Ramanujan

Nesta secao vamos apresentar nossa principal aplicacéo dos Teoremas (6.1) e
{6.2), a saber. a obten¢io de uma nova interpretagdo combinatoria para as duas

identidades de Rogers-Ramanujan.
Primeiramente, corno ja observamos no inicio deste capitulo, valem as igual-

dades:
oG gn"’ w24 an
7.3 . g
( ) ?I;J (q,:;‘ 94)1’% 'r;l (q)n ) ’



R L MM o i (6.14)
. na=0 (qé! q4)ﬂ n=0 (q)?"f-

que podem ser deduzidas diretamente das equagbes 14 e 16 no caso da primeira

igualdade e das equagdes 18 e 20 no case da segunda; todas em Slater [18], p. 153

e 154.

Vamos considerar dois novos conjuntos de partigoes:
Ao = {b + -+ b.| as partes sdo distintas e as partes impares, vistas separada-

mente, satisfazem (6.10}}

Xy i= {by + -+ b| as partes sao distintas e as partes Impares, vistas separada-

mente, satisfazem (6.9}}

Antes de enunciarmos nosso dltimo resultado, faremos algumas observacées
sobre a igualdade (6.13) (consideragbes similares podem ser feitas para a igualdade
{6.14)): aidentificacio do conjunto B dada no Teorema (6.2) nos diz que o coeficiente

de ¢™ no desenvolvimento de

s n?
q 341 5
= L g+ 7T g7 4L
ngj(q“;q‘*)ﬂ.

é o numero de partices de m satisfazendo as condigoes dadas em (6.10). Portanto o
coeficiente de ¢™ {para m' = m + ¥ {pares distintos}) no desenvolvimento do lado

esquerdo da igualdade {6.13}) isto é, em
I+ @I+ ¢ I+¢") o (T g+ T+ ¢+ ),

pode ser interpretado como o nimero de partigbes de ' pertencentes a Xo.

Assim segue das igualdades {6.13) e (6.14) o seguinte teorema.
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Teorema 8.9: O numero de particbes de m pertencentes a X, € igual ao ndmero
de particdes de m em partes = (1 + 2){mod5) (i = 0 ou | respectivamente).

Nos exemplos abaixo ilustramos o iltimo teorema. Para ¢ = 0, apresentamos

0s elementos referentes a

no=11
Particoes em X Parti¢bes em partes = 1 (mod5)

9+ 2 11
84+241 G+ 141
TL4+1 64441
645 6414 +1
b+4+1 d444+14141
54442 bl
5434241 14144141,

e para 2 = 1 os elementos associados a

n == 13
Partigoes em X, Partigbes em partes = +2 {mod5)

11 +2 13
10+ 3 B4342
§+34+2 7T4+343
7T4+6 T4+24+242
T+44+2 343+34+242
64443 34242424242
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