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INTRODUGAQ

A nogao de variedades cobordantes foi dada pela primei
ra vez por [:3 1 ( Henry Poincaré: Analysis Situs, Journal de 1!
Ecole Polytechnigque, 1 (1895), 1-121), que a usou numa tentativa
para construir a teoria de homologia para variedades diferencia-
veis. Seu conceito de homologia de variedades coincide com o con
ceito de cobordismo usado hoje. Diremos que duas variedades dife
renciaveis compactas M, e M, , ambas de dimensaoc m, estao na mes
ma classe de cobordismo se existe uma variedade diferenciavel
compacta W de dimensao m+l com bordo 3W difeomorfa & uniao dis -
junta de M, e M,. Veremos no capitulo iII"que cobordismo & uma
relagao de equivaléncia,

Como a coleg¢ao ﬁé_todas as ﬁariedades-diferenciéveis _
naoc & um cénjunto, consideraremos entéo.someﬁte variedades dife-
reﬁc1dvels compactas que podem sex mergulhadas em E{ ; para al -
gum‘n. Nos restrlnglmos as variedades compactas para obtermos u-
-ma teoria de cobord;smo nao tr1v1a1, po;s_qualquer varledade fe-

chada M & bordo.

0 conjunto de 01asses de cobordlsmo de - tais varledades
é.chhecido como o0 anel de cobord;smo nao orientado n A soma
Slobtida da uniao disjunta de representativés, e o produtd.é in-
gu71do pelo produto cartes iéno dos ﬁesmoé. |

A estrutura do anel de cobordmsmo nao orlentado f01
| cbmpietamente determinada porlThom no seu famoso artigo [_5 ]

"Quelgues proprietéslglobales des varietés differentiables"



Estaremos interessados em apresentar e demonstrar o te
orema de Thom-Pontrjagin, ou seja: "O grupo de cobordismo'*lm e
isomorfo ao grupo de homotopia ﬂn+k(Tk)' para k>n+2, onde Tk é o

k

espago de Thom do fibrado Universal Ym".

Com este propdsito ilniciamos o estudo, incluindo no ca
pltulo f alguns conceitos e resultados basicos: definimos varie-
dade diferenciavel, apresentamos uma'nogao de diferenciabilidade
de fungoes entre variedades, 0s conceitos de valores regulares ,
particdo da unidade e transversalidade.

O capitulo II & uma introdugdo d teoria de fibrados ve
toriais, com enfase nos fibrados tangente e normal de uma varie-
dade. Apresentamos também alguns teoremas de aproximacio.

0s conceitos apresentados nos capitulos I e II nos for
necem os elementos para desenvolver o capitulo III, onde estuda-
mos os grupos de cobhordismo 72m’ e finalizamos'com o Teorema de
Thom-Pontrjagin citado anteriormente.

Quero externar agui meu agradecimento aoc Prof.Dr. José
Carios de Souza Kiihl pela proposicgao do trabalho, pela orienta-
cao e pelo incentivo. Agradego ainda ao Prof. Dr. Maurc Bianchi-
ni que me iniciou no campo das pesquisas matematicas.

Finalmente, agradego a Fundacao de Amparo a Pesquisa

do Estado de Sao Paulo (FAPESP)}, que concedeu bolsas de estudo,

possibilitando assim a realiza¢do deste trabalho.



cAPITULO I
VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

0 objetivo deste capitulo € definir certos conceitos
basicos Icomo variedade diferenciavel, aplicacao diferenciavel, i
mersac, mergulho, difeomorfismo, partigao diferenciavel da unida
de e transversalidade. Apresentamos também algquns resultados que
envolvem os tdpicos acima, e suas demonstragdes podem ser encon-
tradas em [ 1 ] ( Milnor ).

Consideramos O espag¢o euclidiano R™ como o espago de
todas sequéncias infinitas.de nimeros reais, x=(x',x%,...), com
xi=0 para i>m; o semi-espago euclidiano H™ & o subconjunto de
R™ para © qual xr?_>_0. | _ |

Seja | % i = max| x* |. ¢™(r) denota o conjunto dos x
tais.que |[x |[| < ri e Cm(xo,r) o conjunto dos- x com H'x*xo.[f< r.

0 fecho de um cubo C & denotado por C. -
1. CONCEITOS BﬁSICQS

pefinigdo 1.0l :

Um espago topoldgico M_é'uma.vériedade topoldgica dé
dimensad m se: | |
(1) Mme Hauédorff
(2)_M-tém uma base enumerévéi; e
ﬂBJ'Cadﬁ,ponto'de M tem uma vizinhanga.homeémorfa com um subcon~

junto de Hou de R .
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Se h: U —> H" {ou R™ & o homeomorfismo da vizi -
nhanqa U de x em M com um conjunto aberto em H™ {ou Ilm), o par
(U,h) @ chamado um sistema de coordenadas em M (obs: rodemos de-
notar por h(x) = (u'(x),...,u™(x)) ).

Se h(U) & um conjunto aberto em H™ e h(x) ésté em n{m—}
entao x € um ponto fronteira de M. O conjunto de todos estes pon

tos & o bordo de M (denotado por M), e M & chamado uma m-varie-

dade com bordo.

Uma estrutura diferenciivel &D de classe C* em M & uma
colegéo_de sistemas de coordenadas (U,h} em M, satisfazendo trés
condigaesﬁ_-

(1) Os sistemas de coordenadas em 0 cobrem M:

(2) se (U, 0y} é_(Ué}hz) est&p em é)'} entao .

hyht: h, (U, " U,)

cr .

> rT (ou H™ & diferenciavel de classe

(3) A colégéo i) e maxlmal com relagao a proprledade (2), 1sto e,
- se qualquer 51stema de coordenadas que nao esta em 4) & acres

-_centado a colegao i}', entdo a propriedade {2) falha..

Uma varledade dlferenCLavel ¢t de dlmensao m & uma varle

dade topologlca de dlmenbao m, juntamente com uma estrutura dlfe - _.

renciével 0O de classe ct em M.

Se M e N s3o variedades diferenciéveié'(cy) de dimensdes
m e n, respectivamente, A um subconjunto aberto de M e f: A —> N, L

entio f & diferenciivel (de classe Cr) se para todos_pares_(U,h) e



{(V,k}) de sistemas de coordenadaé de M e N, respectivamente, para
os quais £(A U) V, a composta:
kfh™': h(a U) —> R

& diferencidvel (de classe CY).

Um difeomorfismo £: M —> N € uma bijecdo diferencii-

vel cuja inversa & também diferenciavel.

Se M & uma variedade diferenciivel m-dimensional de clas

r' e N um subconjunto de M, entao N & uma subvariedade de M de

gse C
classe C* e dimens&o n se existe uma cobertura de N por sistemas
de coordenadas (Ui'hi) de M tal que hi(Uiﬁ N) & um subconjunto a -

berto de IRn.

-

Teorema 1.02 .

seja f uma, aplicagao de classe C' de um subconjunto aber’
to U de R™ em IRmItendo posto n no ponto x. Entdo £ & um homeomor

fismo_de alguma vizinhanga de x'sabre uma vizinhadga de £(x) em

m™
Demonstragdo:
Ver Munkxes [ 2] pag. 12.
Coroldrio 1.03 : (Teorema dd Fungdo Inversa).

Seja f aplicando © sﬁchnjgntd_aberto_U de Hl?'ém Elm,
sendo f de classe C° e tendo posto m em x. Entdo f é um difeomor-
fismo de classe C° de uma vizinhanga de x sObre uma vizinhanga em

R™ ge £(x).



Demonstracao:

Ver Munkres | 2 ] pag. 13.

Corolario .1.04 :

Seja U um subconjunto aberto de IRm, f£: U —> R" uma
aplicagdo de classe ct tal gque £ tem posto m na origem e £(0)=0.
Existe um difeomorfismo ¢ g de uma vizinhanga da origem em r"
sObre outra tal gue |

gf(x!,eee, ) = (%', 00 ,x°,0,...,0)

Demonstracao:

Ver Munkres | 2 ] pag. 14.

Definicdes 1.05

Se f: My ——> Mz,;o'poétofde f em x & 0 posto de
;D(hthjl) em hifx), onde (Uy,h:) e (Uz,h3) 559 sistemas de coor—
denadas soObre x e f(x),'respectiVamepfe.'

| A'aplicagao diferencifvel £: M" —> NP & uma imersdo
se o posto de £ E n em cada ponto'x_de_M?\(nﬁp). Se £ 5 um homeo
morfismo sdbre sua.imagem e uma imérsad entdo £ & chamada um mer
guiho. | | | : |

Se £: MP — Np;*éntao'dlpohﬁo j'dé Np-é um véior re- .

gular dé.f se posto-f'='p'em cada'pOﬁto'do conjunto f“l(yy.'caso
contrério; Y & um valor critico de f. (Se_y'nio esta eﬁ:f(Mn);‘y. 

- € um valor regular de f)..

‘Obsarvacdes:

(1) Se A & uma sprariedade diferenciavel de M, a inclusao



A ——> M & um mergulho, e reciprocamente, se f: M; —> M & um
mergulho entao £(M,;) & uma subvariedade diferenciivel de M.
(2) Se y &€ um valor regular de f: Mt — NP, entao fnl(y) & uma

subvariedéde diferenciivel de M" de dimensio n-p (ou € vazio).

Definicdo 1.06 :

Seja M(p,n) o espa¢o vetorial das matrizes reais pxn,
com a estrutura diferenéiével do espag¢o euclidiano Ilpn, e indi-
quemos com M(p,n;k} o subconjunto formado pelas matrizes de pos-
to k. Assim M({p,n;n) € um subconjunto aberto de M(p,n) .{se p>n).
0 subconjunto M{p,n;k) &€ uma subvériedade diferenciavel de

M{p,n) de dimgnsao k{p+n~k) , onde kﬁminfp,n}.

Teorema 1.07 :

Seja u um conjunto aberto do Iln,euf:_ﬁ > RP gife-
.rencié?el; onde p>2n. Dado €>0, ‘existe uma matriz pxn A = (é?)
com‘llag J < g, tal que | |

900 = £(0) +Ax
& uma imers3o. o

Demonstragao-

Ver- Milnor. rl l pag._lz.g

Teorema l g8 :

Seja U um conjunto aberto no’ H{_,-e f U —> H%p dlfe'fv
‘.ren01avel Dado £ > 0, existe uma matrlz pxn A = (a } e outra B
‘pxl B = (bj) qom I aj | . | b |'< £ tal que

g (x) ; f(x) * A.%x + B



tem a origem como um valor regular.

Demonstracao:

Ver Milnor |:1j pag. 13.

Iema 1.09 :

Toda variedade diferenciavel M" pode ser mergulhada di
ferencialmente no espa¢o euclidianc ﬁ§2n+l como um subconjunto
fechado.

Demonstracao:

ver Milnor'|:]_] pag. 21.

Deflnlgoes 1.10

Seja X um espago topologlco Uma cobertura de X & local
"mente flnlta se todo ponto de X tem uma v121nhanga que 1ntercepta-

‘somente um numero finito de elementos da cobertura.

- Sejam é @ duas coberturas de X. @ & um reflnamento
de & quando, paxa todo ' eni-ﬁg , existe algum C’ em ﬁ? tal que C

esta contido em C'

Um espago Hausdorff e paracompacto se toda cobertura a- o

berta admlte um reflnamento aberto localmente flnito.-

Teorema l. ll i

o

numeravel entao X e paracompacto."

"Demonstracgac:

Ver Milnor ['1 ] pag. 14,

Se X a localmente compacto e Hausdorff tendo uma base e



S C 's,

Consequencias

Toda variedade M & paracompacta.

Lema 1.12 :

Seja M um espago topoiégico paracompacto e { U, } uma
cobertura aberta de M. Entao existe uma cobertura aberta local-
mente finita { Ca'} com C C U para cada a.

Demonstracao:

Pela definigao de espaco paracompacto, a cobertura

{ Ua } admite um refinamento aberto { W, } localmente finito. Eg-

B

colhemos o(B) tal que W < U )para cada B.

a(B

‘Seja ¢ = 'U W
ao a(B)"ao

B™ .

Dada uma VLZlnhanga 1nterceptando somente um numero fi-

nlto de W,'s, tambem lnterceptara somente_um numero flnlto de

B

Teorema 1.13 :-

Seja M uma varledade dlferenc1avel n—dlmen51onal e {U } an

“-uma cobertura aberta de . M Exlste uma’ colegao (Vj,h ) de 51stemas_

de coordenadas en M tal que-
(l) 1 Vj } é Um reflnamentb localmente finito de_{ Ua'};

SeANN
{2) hj(vj_) = C (3).

R S

(3) Se W. ='h (C(l)), entao { W3 } coﬁre:M;'

]
Demonstragao.

‘Sabemos que toda variedade & patacompacta,Qe'pelo.lema



1.12 deste capitulo, existe uma cobertura aberta localmente fini-
ta { C, } com C,C U, para cada a.
Dado x em M, tomemos um sistema de coordenadas (Vj,hj)

de x em M tal que hj(Vj) = Cn(3) e VjC:Ca para algum o,

Seja Wj = hEI(C(l)). Como hj & um homeomorfismo temos
que Wj e aberto. A familia { wj } cobre Me { V. } & localmente
finita, pois Vjc: C, para algum o, onde { C, } @ uma cobertura lo

calmente finita.

Lema 1.14
Existe uma funcgao c” ¢z ™ —> R que é_igual alen
T(1), 0 < ¢ < 1 em C(2)-C(1) e $=0 em R -C(2).

Demonstracao:

Séja A(x) = é-l/x pafa x>0
= 0. para x<0
- entao A é uma fungao C” ' e & Qositifa péra 350;
| .éeja_ ' : - s
 em e — e a@w.
SA{24x) A{2-X) + A(x-1) + l(-x-lr

P & uma fungao C~ tal que.  r

=1 para = . | x| <1
0 < w(x)lﬁ-l . ‘para"l'é [ x.j <;2

Cyeo =0 para Ix |32
Tomémos:finalmanté,. R

b ox) =T



Definicao 1.15 :

Se ¢ & uma fungao nao-negativa definida em M, o suporte
de ¢ (notagao: supp ¢ ) € o fecho do conjunto de x em M com ¢(x)>0'

Séjam M uma variedade diferenciavel Ck, { Vi }

ier W@
cobertura aberta de M e { wj }jeJ , onde wj: M—-> RT & de clas
se Ck. A colecao { wj }jeJ € uma partic¢ac diferenciavel (Ck) da u
nidade subordinada a cobertura { Vi }iGI se:

{1) Qualguer j em J, existe i em I tal gue supp ¢jC:Vi.
(2) { supp w. }jeJ e localmente finita.

(3) L w (x) =1
Jed

Toda'variedade diferenciével Me { Ua-}Ot [ uma cobertu-

‘ra de M admite uma parti¢do diferencidvel da unidade subordinada

a esta cobertura,
2., TRANSVERSALIDADE..

. Sejam f M2 —— Np uma apllcagao diferenCLavel de clas

 se Ck Sp“ uma subvarledade diferenc1avel de N. Seia f(x)  5;

(u‘,.;.,u ) um 51stema de coordenadas sobre x, e (v! ,...,vp) am

sistema de coordenadas. sobre f(x) tal que em S temos v‘- .—vq?O

Definigao 2.01

- ' f & transversal a Sﬂem x ses
3Vi 'I i 1 .=- l;.n-;q ]
Buj ‘ . j'=1_.;...;h'

tem posto g em x.
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Dizemos que f & transversal a S se, para todo ponto x

em f"I(S), f & transversal a S em X.

Lema 2.02 :.
Se f: M* —> NP & transversal a SP™? entdo £ (S) & u-
ma subvariedade diferenciavel de dimensao n-q (ou & vazia).

Demonstracao:

Seja m: RP es 9 5 prdje ao de B%p sObre. as q prime
¢ e

iras componentes; e (V,h) = (v‘,...,vp) o sistema de coordenadas

que satisfaz a condigao de transversalidade (vi=...=v3=0) .

1

Temos SNV = h w_l(O) , onde 0 RrY ¢

£71(snv) = (vhf) '(0)
" Comp thf tem posto q em x"ffl(sliv) temos que a origem
& um valor ragular de 7hf. Entdo (whf) '(0) & uma subvariedade i

ferenciavel de M de dimens3do n-g. -



CAPITULO II

FIBRADOS VETORIAIS E APROXIMACAO.

1. FIBRADOS VETORIAIS.

Definicio 1.01

Um fibrado vetorial £ n-dimensional & uma terna (E,w,B)

onde E, B sao espagbs topologicos, B Hausdorff e m & uma aplica -

¢ac continua de E sObre B (proje¢do) satisfazendo:

(1)

(2)

ﬂ—l(b) & um espago vetorial de dimensio n para cada b em B,
F, = 7 '(b) & chamado uma fibra.
Para cada b em B, existe uma vizinhanga U de b e-um homeomor -~
fismo -

‘.¢: Ux P —» ﬁfliU)
tal que ¥ & um isomorfismo linear de b' x R® sdbre 7 '(b') ,
éara cada b' em U. Se U=B, o fibrado & chamado fibrado trivi-

al;

Se £, n sEo-fibrados vetoriais n-dimensional e p-dimenf

sional} respectivamente, definimos o fibrado'produto £'x N como

' segue:

E(Exn) =E (§) xE-(n)
B (5 xm) =B () xB (n)

(r x 2 (x,y) = (v(x), MY

onde, W, A sao as projegdes em £, n, respectivamente.

11
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Definicao 1.02 :

Sejam £, n dois fibrados vetoriais n-dimensionais. Uma
aplicagdo de fibrado f: £ —> n & uma aplicagdo continua de E(£)

em E(n) gue leva fibra isomorficamente em fibra.

A aplicagao induzidalfB: B(E) —> B{n) & continua.
E(E) £ > E(n)
g "
_ £ v
B () 5 > BM)

Se B(£) = B(n) e a aplicagao induzida & a identidade, f
& chamada uma equivaléncia. Se existe uma equivaléncia de £ sObre

n, denotamios £ = 7n ..

Lema 1.03

Sejam um fibrado n com'projegéo A: E(n) —> B(n), e u-’
ma aplica@&o,f: B; —=> B(n). Entdo existe um fibrado
m: E; ——> B; e uma aplicagdo de fibrado g: E; —> E{n), tal que

Ag = f7. (nétagéo:'51 = f*n,'e & chamado fibrado induzido)

Demqnsttagﬁo.
By —— > E(n)
ln _ _ A
£
B, > B(n)

Definimos:

E, ={ (b,x) € B, x E(n) / £(b) = A(x) },
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: ﬂ(b'.x) =b
g{b,x) = x
E; € um fibrado vetorial.
De fato:._ ‘
Sejam VC B(n) tal gue y: V x IR® —> E{n) & um homeo -
morfismo e UCB1 tal que f(U)C V.
Definimos, _
¥,s Ux R —> E,, por
b, (b,a) = (b,y(£(b),a)
Temos :
(1) ¥, & uma aplicagap continua.
(2) ¥y, & 1~1.
| Suponhamos y, (b,a) = ¥, (B‘ a';, entao -
{b, wtf(h) a)) = (b',y{f(b"),a')), o que lmplica b = b'; e
BIEB) ,a) = Y(EDBY A", |
. Portanto, ¥(£(b),a) =-w(f{b),a;),:e seﬁdo-& um_isomof--
fismo em cadalfibra, temos a =a', -
| .~ (3) A imagem de ¥, él "_I(U), isto é':."
L Ho |
oy, (b, a) = (b, y(£(b) ,a)) - (u), pois n(q; b, a) =b U

IP(leR)

Por outro lado, seja (b, x)e T 1_(U) T Ey entdo
£(b) = A(XEV. | - R
. -Ass:Lm ‘temos:
BBy ) = (b, BUE) oy (xi)f B
o= ka0 on L
(byx) .

o u
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onde p projeta Vv x R™ sébre R .
(4) A inversa y; ' & continua, pois:

vy

"1 (b,x) —> (b,py (X))

Finalmente, a aplica¢aoc g & um isomorfismo em cada fi -
bra, isto &, para cada b€ B, temos gb(x) = g{b,x) = x, portanto

9, & um isomorfismo.

Definicao 1.04

Se £, n sao fibrados sdbre B, entdo g: E(f}) —> E(n) &
um homomorfismo se:
(1} g aplica fibra linearmente em fibra, e

{2) A aplicagdo induzida em B & a identidade. .

~

Un mergulhb'de fibrados & um homombrfisﬁb'l-l.

Teorema 1.05 : I ' T s BRI o S

Se f: E(f) ~—> E(n) aplica fibra linearmente em fibra,
entao f pode ser fatorada em um homqurfiSmQ_seéuidq por ﬁma apli
__cagéo'de fibrédo;:

‘Demonstragao:

Seja 6_diagrama;~

=

E(E) - —> B(n)
V. . - If ' : v .
B(£) B

onde, T,, 7, sao as projeg¢oes em £, n, respectivamente, e‘fB a.



aplicagao induzida por f£.
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. oo * . -
Tomemos E, = an, o fibrado induzido por £y Entao pelo
lema 1.03 do capitulo II existe um fibrado w: E, —> B(£) e uma
aplicagao dé fibrado g: E;, —> E(n) tal que 7,9 = an.

Seja h: E(f{) —> B(£) x E(n) dada pela equagio:
hie) = (m {e},£f(e))
Temos :
(1) A imagem de h esta contida em E, B(§) x E(n), pois:
fa(m (e)) = 7, (f(e))
© que implica que (w,(e),f(e)) E, .(pela definicao de'ELJ.
{2) A aplicaéﬁo hB induzida por h & a identidade, como podemos

ver pelo diagrama: .

E(E) —B 5,

h

B(E) — > B(E)

> m () x £(n 1 (p) = p x £(7,
ln
P

Portanto, hy é a identidade.

. (3} h aplica fibra linearmente em fibra.

h: 7 '(p) —> (p,£(T, (P)))

Por (2) e (3) h @ um homomorfismo,e temos:

P})
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E(E) > E, > E(n)
) : £
B () L > B(E) —B > M)

o que implica £ = gh.

Iema 1.06 :

Sejam §, n fibrados sobre B de dimensoes n, p, respecti
vamente, e g: £ —> n um homomorfismo. Se g & sdbre, entao o
Kernel de g € um fibrado. Se g € 1-1, entdo coker g (isto &, o
guociente, n/imagem g) & um fibrado.

Demonstragao:

Ver~Milnof:[j.].pég..34;

Definicdo 1.07 : -

Sejam £, N d01s flbrados sObre B. A soma de Whltney

£E®&1n é um flbrado deflnido comd segue. | | I
- Con91dere .o fibrado produto E(E) x E(n) ———D B x B, se-_
- ja d auapllcagao dlagonal B —> B x B. O flbrado 1nduzido

"d (& % n) e deflnldo como a soma de Whltney g @ n.-_.‘

Lema'l.OS : .
E i o

Seja B paracompacto e L0 =g >n ——> g : '$f6'

uma sequenCLa exata ‘de homomorflsmos de flbrados. Entao existe u-
_ _ . ~1
ma equivaléencia f: n —> £ @ ;, com £i a 1nclusao natural e.wf N

a projegao natural.

Demonstracao :




e associa a cada fungdo diferencidvel f definida em uma vizinhan-
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Ver Milnor [ 1 ] pag. 37.

2. FIBRADO TANGENTE.

Definicao 2.0l :

Seja M uma variedade n-dimensional de classe Cr, e X um
ponto de M. Um vetor tangente em X & uma correspondéncia asSociaE
N n, - ~
do a todo sistema de coordenadas (u!,...,u’) sSbre x um elemento

(a‘,...,an) de IRn, tal que se (B’,...,B ) esta associado ao sis-
= 5 au

tema de coordenadas {v‘,...,vn), entao a .
)| avj J

-

O operador derivagac X & definido por:
i 3 -

X = L a
' Bui

*

ga de x, um niimero real. As seguintes condigSes sao satisfeitas:
(1) se g & uma restrigao de £, X(g) = X(£). |
(2) X(cf + dg) = cX(f) + dX{(g) (¢,d nimerog reais).

13) X(£.9) = X(£).g(x) + £ %(q)

Deflnlgao 2. 02 :

Seja M uma varledade de classe ct, e E{t} o conjunto de

' todos os vetores tangentes a M. Seja m: E{t) —> M levando o ve-

tor tangente v em X, no ponto X E(T) & chamado o fibrado tangen-
te de M e w & a aplicagdo pro;egao.

| Se (U,h) = (ul,...,u) & um sistema de coordenadas em M,
definimos:;

Y U m? — EB(1)
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pela equacao:

wu(xo,a‘,...,an} = o vetor tangente X = } ai _ﬂf em X .

au o

Como y € um homeomorfismo temoé que E{1) € um espago
topoldgico, e além disso, ¢;l¢u & uma aplicag&o'cr definida em
(U V) x R®, assim E{1) & uma variedade diferencidvel de dimen -
sao 2n.

A aplicag¢ao & diferenciavel de posto n.

Definicao 2.03 :

Seja a aplicagao f: M, —> M,, onde M, e M, sao varie-
dades diferenciéveis..f induz uma aplicég&o df: E(t;) —> E(1,),
linear em cada fibra, deflnlda pela equagdo:
| | df(x)
onde, Y(g) = X(gf). - _-' o
. Se X & um vétqr.em X, entdo Y & um vetor em £(x ).

Chamamos df de aplicagdo derivada.
3. FIBRADO NORMAL DE UMA IMERSAO.

Deflnlgao "3.01 ;
~Sejam M, e Mg varledades dlferen01avels, £ uma lmersao

_”deIMl.em Ma, € Ty T, OS fibrados tangentes de MIeMQ, respectlva
_ menﬁe.~ | | : |
-A.aplicagaoldf-'z(f*)‘———> Elff)lpode sér fatorada ém.:
.‘um homomorflsmo h de E(T ) em E(f T,) seguldo por uma apllcagao

_de flbrado g (isto é possxvel pelo teorema 1. 05 do capltulo 11).

Como £ e uma imersao entao h € um homomorflsmo 1-1, e por 1.06



19

do capitulo II, f*rz/imagem h & chamado o fibrado Normal, e & de

notado por Ves | |
'A‘sequéncia 0 —> 1, NN f*12 —> vy —> 0 € uma

sequéncia exata de homomorfismos. Ent3o pelo lema 1.08 do capitu~-

* - . - .
lo IT, £ t, e equivalente a T, ¢ Vo Se colocarmos uma métrica Ri

é equivalente ac complemento ortogonal da i

x
emanniana em f T,e vf L

magem de Tt,.
4, VIZINHANCA TUBULAR.

Definicao 4.01 :

Seja h: M, —~—>'M um mergulho ( onde M =M e M, =

IRn+k } e v, © flbrado normal deste- mergulho Sejam v1 o flbrado

h -
'tangente a M er, o fibrado tangente a M . Como. M é metrizavel

\;h =S equ:.valente ao complemento ortogonal da . 1magem de T, em T,

este complemento dénotamos por vk - S 5;

Seja a apllcagao dlferen015vel

n+k

G E(T ) ~> IR

' n+k- N
'que leva o Vétor v, com base em X, no ponto x+v em IR r & deno-

temos por g a restrigao de G- a E(u ), isto e, g =G| . -k . Cbnéif '
. . o L _ . E(v) '
_ deremos'm comp'os-veto:es puibs de E(vk). '
Lema 4.02 : - LTI
Se f: X'ﬂ—~>'YJé'um.homeomorfismo local e a résﬁfi?EO
de £ ao subconjunto fechado A & um homeomorfismo, entdc £ & um ho
meomorfismo em alguma vizinhanga V de A. (X, Y sdo espagos de

Hausdorff com bases enumeraveis, X & localmente compacto).
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Demonstracao :

Ver Milnor [1 ] pag. 58.

Teorema 4.03 :

Existe uma vizinhanc¢a de Mn em E(vk) gue & aplicada di-

feomorficamente sSbre uma vizinhanga de M" em RATE,
Demonstragio :
A fungao g = G k. definida anteriormente & diferen -

E(v")
ciavel e tem posto n+k nos pontos de MFC:E(vk). Assim g tem posto

n+k em alguma wvizinhanca de M" em E(vk), sendo assim um homeomor-
fismo local nos pontos de M.
Pelo lema anterlor g € um homeomorflsmo ‘am alguma v121-

nhanga U de M.

Corolfrio 4.04 :

Qualquer"subvariedade diferehciével S'de'ﬂzn+k tem uma
v121nhanga U tal que S & um retrato dlferen01avel de U.._ '

Demonstragao ;

Seja a pro;egao W. B(v ) e M ;€ pelo teoréma aCima
existe uma v1zlnhanga U de M em E(v ) que’ é apllcada dlfeomorfl—‘
camente sGbre uma VLZlnhanga Vv de M em H?+k

=

Temos o dlagrama;

UNICAMR
BIBLIOTECA CENTRAL
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. Portanto, a projegdo n induz (sob g) uma aplicagao dife
renciavel de uma vizinhanga de M® em an+k sdbre MP que & a iden-

tidade em Mp.

Definicao 4.05 :

Seja a variedade compacta M? mergulhada em Etn+k. Pelo

teorema 4.03 deste capitule, existe uma vizinhang¢a de Mt em

n+k

IR que & difeomorfa ao subconjunto Ezg(vk) de E(uk). Tal vizi-

nhanga & chamada uma vizinhanca tubular de M",

5. FIBRADO UNIVERSAL.,

Definicio 5.01 :
A variedade de'Gfassmann Gp.n & o conjunto de todos sub

' +
espagos n- dlmen51onals de- IRn P

Seja E = HxG-G *xIE.{n"'p'-'xe.H.‘
sel (YP)I. {(H,x) pn ¥ B / x€ }.-
.E(yny 6 chamado o fibrado Univeréal.?' .
A progegao n aplica (H,x) em H, sendo a fibra um subes~
~pago n-dlmen51onal de IRn+P, e_yp & um flbrado vetorial nwdlmen -

. sional ;obre.Gpnﬂ¢

-Deflnlqao 5.02- Lo : “ -

g & um flbrado vetorial dlferenciavel se E(g) e B(E) sdo

variedades diferenc1aveis e se 0Os homeomorfismos-,

U x R? > 7 H{U)
que especifica a estrutura de produto local, podem ser escolhidos

como difeomorfismos.
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6. APROXIMAGAO.

Definicao 6.0l :

Sejam £, g: X ~—> Y , onde Y & metrizavel, e §(x) uma
funcao continua positiva definida em X. Entao g € uma §-aproxima-

¢ao para f se d(f(x),g(x)) < §(x) para todo X.

Teorema 6.03

Seja £: M® —> IRP diferenciivel ( p >2n) , e uma
fungdo continua positiva 6, definida em M". Existe uma imersdo
g: M* —> RP que & uma §-aproximacdo para f. Se posto £ = n no
conjunto fechado N, podemos escolher g’ = fl .

i N . - |N

Demonstracac :

Consideremos o caso Qué posto. £ = n no-conjﬁntq N. _As-
sim posto f = n em uma vizinhanca U de N.. ‘
Séja a cobertura {U,Mn-U} de-Mn,'_

_Témemcs.o fefinamentOf(Vi}hi).da coberfura'agima queJe—
xiste pelo'teoremé.l.l3 do capitulo I. Pela nqtﬁgéo'usada np,téoe
_remé do capitulo I citadO'acima temoé:" | | | o
| ﬁhi(wi),¢_0(1)  e -hi(Vi)I%'C(B) -
‘Definimbs.hitUi) - C(2);‘;_;..

Indexemos_oé Vl com”iﬁ#eiros positiﬁbg'e negaﬁiVosldea
tal modo éue,os ?i com indicéé.n50~ne§ativbs.saolaqqeles.§ontidos_"
‘ éﬁ_ﬁ;~" | B | |

- Seja gy = min §(x)
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Vamos agora, definir uma sequéncia de fungoes {fk} por
indugao sobre k, tal que se k —> = a sequéncia tende a uma fun -
€30 g que € uma §-aproximacac para f.

Seja fq = £,

Suponhamos que £ _, : M®* —> mP seja dada, tendo pos -
to n em Nk—l = U W..
i<k _
-1, . p .
Tomemos fk—lhk : C(3) >R", e uma matriz p x n A.
Seja FA= c(3) —> RP definida pela equagao:

Fa(0) = £ B (0 + 6(0A(N)

onde ¢ foi definida no lema l1.14 do capitulo I.
Queremos que FA(K) tenha POStO n no conjunto
K='hk(N nu)_

Seja a_aplicagéo'contlnua-:.

H: K x M{p,n) —> M(p,n)

> D(f’#(x)')-

(x,R)
onde, ‘D(F (x)) = D(£;_ h]:‘(x)) " A(x).Dcp(x)'_-i— §(x).A .
A apllcagao H leva K xo0 nao Subconjunto aberto M(p n n)
de M(p,n)lr po;s em algum elemento de K x o temos. ' .

ncF (x)) = Dif, _ lhk (x)

que tem posto n em K.

Entao como H e contlnua, se A e squCLentemente pequeno,

H levara K x A em M(p,n n}. .

Agora, desejamos que A seja suflcientemente pequeno tal -

que || A.x || < ek/zk para todo x c(3).
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Pelo teorema 1.07 do capitulo'I A pode ser escolhido ar
‘bitrariamente pequenc de modo que fk—lh;l(x) + A(x) tenha posto n
em C(2).

Eécolhemos A satisfazendo as condi¢oes citadas acima.

Dafinimos f

K M® —> IRP, pela equagdo:

fk(Y) = fk_l(Y) + ¢(hk(Y)}.A.(hk(Y)} para yeV, .

= fk_l(y) para y€-M—-Uk

A fungao £ esta bem definida, pois para ye;Vk—ﬁk temos

que hk(y)e.IRn-C{2), portanto ¢(h, (y)) = o. Além disso, £, e dife
renciavel. Como FA{x) tem posto n no conjunto K, entao fk tem pos
. - : _l ) - .
to n em.Nk_l; e o fato dF'fk~lhk (x) + A{x) ter posto n em C(2)
implica gque fk tem posto n em W, .

Finalmente, fk &- uma 6/2k aproximagao para fk-l' pois: l

£ vy = £, |l = llfk_l(y) +.¢Ihk(y)).A.(ﬁk(y}) - £, .

ety Y QI - 1 am ) ]|

1A

. _ : _
l.ak/Z_ < 5(y)/2k : para Y& Vi,
e para ye:M-ﬁk & trivial.
Definimos g(x) = lim £ (x).
f k-+eo | .
- Como a cobertura Vi & localmente finita, todos os fk
coincidem em um conjunto compacto para k suficientemente grande.
Portante, temos dque g'é diferenciavel e com posto n.

A fungao g € uma §-aproximagac para f,pois:

|| £(x) = g(x) || = [[ £(x) = lim £ _(x) ||
)
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= lim || £(x) - £ (XJ||< lim _E =38
ko k+mo 2

Lema 6.03 :

~Se p > 2n, qualquer imersao f: M* —> m®P pode ser §-
aproximada por uma imersao g 1-1. Se £ @ 1-1 em uma vizinhanga U
do conjunto fechado N, podemos escolher gl = fl .

~ N N
Demonstracac :

Seja { Ua } uma cobertura de M tal que f & um mergu-

U
¢

lho. Pelo teorema 1.13 do capitulo I existe um refinamento local-

mente finito (Vi,hi) por sistemas de coordenadas.

Seja ¢ a fuhgio continua definida_np lema 1.14 do capi=
tulo I. | -

| befiniﬁoé.fungaés diferehciavéis ¢i como_ségue:
6,(¥) = (b, (y))  parayev,
- 0 'i . caso contrario.:

Podemos assumlr que (V h ) reflna a cobertura {U,M- N},
e que 0s V com ind1cas nao~p051t1vos sao aqueles contidos em U.

Deflnlmos agora uma.sequen01a de fungoes dlferen01avels

{ f } por 1ndugao sObre k, tal que se k —> = a sequenc1a tende

- a uma fungao g que e uma a—aproxlmagao para f

" quagdo:

Seja fo =.£

‘Dada a imersao fk_i;_ﬂp li_nipg définimos fg pela-e -

£, = H 0+ g by

bnde, bk'é um pontq7de rP,
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Escolhemos bk satisfazendo trés condigoes:

(1) Como no teorema anterior, se by € escolhido suficientemente

pequeno, f, tera posto n.

{2} b, deve ser suficientemente pequeno para que £ seja uma §/ X

k k 2
aproximag¢ao para fk—l'
X 2 '
seja N°" = {(y»yo)eiM“ x M/ o (¥) # ¢ (¥ ).
N°® 3 um subconjunto aberto de M® x M".

Seja a aplicagao diferenciavel G: Ne® > RP gada pe-

la equagaos:
£ N -E ¥y

¢k(y) - ¢k(yo)

Gﬁyfyo) = -

.(3) Como 2n.% p, b pode ser escolhldo arbltrarlamente pequeno e

nao na 1magem de G, pois a- 1magem de G tera medida zero.

- Ségue que:- _
fk(Y) - fk(yp) %_0_se' e.sgmenté se!'¢k(y)_h*¢k‘yo)-= 0 ',e.("
fkri(y) - £ (vl =0 (k?oy

De fato:

i

0= B fY)) T B )+ e )by - ,fk-l"Yo" = oy fy )by
0 =“IZf_k'_1(yJ- - ,fk_l('yo}-] * ,u,'{(y) ¢k<y I my
Como | bk nao pertence ﬁ lmagem de G, devemos ter

¢¥(¥) = b (v ;ggal § zero o que ;mp}#ca;tambem que fk,l(yl."

-fk;l{yb?,; 07 A_;e?lprogé tambeg-valg.:_
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Definimos g(y) = lim fk(y)
C e el e o koo .

Se gly) =gly,) ey # Y, temos: fk_l(y) = fk_l(yo) , @

oY) = ¢ (v)) (k>0)
Entao fly) = £(y,): e assim y e y_ nao podem pertencer
a gualquer um dos conjuntos Ui'
Finalmente, g & uma §-aproximagao para f£:

| atyy - £(v) || = || 1im fk(Y) - £(y) || = || tim (fk(Y) - £(v)) |
kv k4o
= lim || £ (y) - £(y) ]|
k>oa
<1lim§ =4
ke oK
" Teorema 6.04 &
Sejam £: M" ~——>‘Np diferenciavel, N?_q uma subvarieda- -

dé fechada de N, e A um subconjunto fechado de M tal que a condié,.
¢ao de tranSversaiidadé reéular para £ e N; vale para cada X em
A f—tNi)l Seja § uma fuﬁgﬁo contInua positiva definida em M. En-
tdo existe uma.aplicagao diferencidvel g: M" —> NP tal que

(1) g’é'uma.a—aproﬁimaQSO pafa f. | :

{2);g é!transversa reqular éﬁ N, e:

(3) ¢

A A

= fl

Demonstragao :

Existe uma vizinhanca U de A em M tal que £ satisfaz a

1

condicdo de transversalidade regular em UNf (¥,).

Podemos cobrir N com N—-N1 = Yo e sistemas de coordenadas

(Y,,k;) para i>0, com fungoes coordenadas (vl,...,v") tal que vi=
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Z +ee =V =0 enN,.

o Séhdo {_filfY;f} é { U,IQ*A } coberturas de M, pelo te
orema 1.13 @o capitulo I conseguimos um refinamento (Vi'hi) de
ambas as coberturas. Entdo temos: hj(Vj) = C(3), hj(Uj) =C{2), e
hj(wj) = C{l). Pelo teorema citado acima temos tambem que { Wj }
cobre M.

Os Vj sao indexados com inteiros positivos e negativos
tal que os Vj que estdo contidos em U sao aqueles de Indices nao-

positivos.

i

Definimos ¢i(x) ¢(hi(x)) para xe:Vi

= - caso contrario.
_oﬁde} ¢ foi éonstruida no lema 1.14 do capitulo I.

| ?ara cada 3 escolhemdé il 3I0 tal que f(ijC:Yi(j);
Seja_fo = f. . |

Consideremos f definida e satisfazendo a condigao de

_ k-1

transversalidade regular em cadd ponto da intersecgﬁo de f_I(Nl).

com U .. consideremos também que fk_l(ﬁ.)CZY. .. para cada j.
<k o _ | ! i(3) ‘

) Témando i = 1i(k), seqgue que em particular, fk—l(ﬁk> as-

ta contido em Y, .

. ~1_ ' a
Seja “kifk-lhk" c(2) > IR ™, |
- Pelo teorema 1.08 do capitulo I existe uma fungao L{x)=
A(x) + B tal que, guando somada a fungao anterior, a aplicagao re
sultante tem a origem como um valor regular,.

Consideremos IRg como as q primeiras coordenadas em H{?

e definimos:
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£ (x} = (ki k= .18¥) + Ln (%)) ¢, (x) para x em uma
vizinhanga de
Uk.

fkél(x) para x em M - U, .

I, deve ser escolhido satisfazendo algumas condigGes:

{l1) L deve ser suficientemente pequenc tal que kif + L¢k per -

k-1

tence 3 C(1) para x em Uy -
(2) Escolhemos L tal gue f (U ) estd contido em Y, i(9)’ para cada
j. Isto € possivel desde que somente um nUmero finito dos con

juntos ﬁs podem interceptar ﬁk. {pois { Vj } & localmente £fi-
nita). '

(3) Escolhemos L suficientemente pegqueno tal qué fk é uma 6/2k_a_
proximagao para f.

Por definigao fk satisfaz a édndigéodde tranéﬁersalidaﬂ
~ de regular para N em cada ponto de fk (Nl}flwk, mas queremos que
L seja suflclentemente pequeno tal que a condlgao seja satlsfeita
. em cada ponto da intersecqao de fk (N . com ;ik W.. Para 1st0 é

suf1c1ente cohsiderar a intersecgao de f (N ) com Uk Seja-esta

o 1ntersecgao denotada por K.

Consideremos a fuhqao:-"' -

> N- x M{dq, n)
> (f (%), D( k £ hk }(h (XJ))

_F-KxL

(x,L)

que e contlnua e F(K x Q) esta contido em.

L (N - N ) X M(q,n) ] U [N X M(q,n.q) ]
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Cconjunto este aberto em N x M(q;n).
Assim, para L suficientemente pequeno, (K,L) & levado
em [ (N -N)) x M(gn)] U[NxMaq,n;q)] , tal que £, satisfaz a

condigéo de tranéversalidade regular para N; em cada ponto de

k(mm(U W).
i<k

Finalmente definimos:
g(x}) = lim f (x)

k»oo

Iema 6.05 :

Sejam A um subconjunto fechadd da variedade diferencia-
vel M, f: M —> R diferencidvel em A, e § uma fungao éontinuzi
| positiva definida erh M.‘ R .
| Nestas condlgoes existe g: M —_— Il tal que-

(1) g'e-dlferenCLavel.

D

2) g

(3) g =f¢£
A A

uma §-aproximacdo para £.

Demonstragao. :

Provaremos © lema no caso m = L.

Para xen, f podelser extendida a uma fuﬁgéo diferen-_-
. |a . S o

ciavel f em uma VLzlnhanga N_ de X. Seja N e:colhlda sufiﬁlente,"

mente pequena tal que If (y) - f(y)| < 6(y) para yeN .
Para X< M-A, escolhemos uma v:.z:.nhanq;a de X suf:.c:.ente-:
mente peguena tal que |f(y) - £(x)| < 8(y) para Y& N_ - Deflnlmos_ .

fx(y) = f(x) para Ye_Nx'
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Seja ¥ uma'partigao diferenciével da unidade com suppwa
o

'contldp em algum Nx' digamos NX(a} para cada o.

- {1) g_e-difereﬁciével."

Finalmente, definimos :

gly) =& %mf y (¥)

x{a
que & diferenciavel e uma §-aproximagao para f.

Ll

Lema 6.06
Seja f: M; —> M, uma aplicag¢do continua entre varieda
des diferenciaveis, que & diferenciavel em um subconjunto fechado
A de M. Seja ¢(x) > 0, e considere em M, a metrica determinada
por algum mergulho de M, em ﬂRP.
Entao existe g: M, ——> M, tal que:

-

uma §~aproximag¢ao para £.

(]

(2) g

(Bi g = £l .-
: A 1A

Demonstragao :

Existe uma vizinhanga U de M, em ®” da qual M, & um re

trato diferenciével; Seja p a retragaoc diferenciavel de U sdbre

M. .

Escolhemos 6(2) uﬁa_fuﬁgao ﬁositiva-definida em M, tal
Que a vizinhanga cilibica de £(x) de raio §(x) esti em U, e sua ima
gem scb p tem raio menor que g£({x). |

Seja £ : M, f——>.H{p uma aplicagso diferenciavel que &

(iste & possivel pe-

uma §—aproximagao para £, tal que fl) = f
A A

l¢ lema anterior.

Definimos g{x) = p(fl(x)).
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Assim'g €& uma G—aproximagao para £, pois:
para x A temos:
gt - £ | = | o(£,(x)) = £(x)] = | plE(x)) - £(x) |,
e como £(x) estd em M,, |g(x) - £(x)| = | £(x) - £(x) ] =
para x M, - A temos:
fg(x) < £(x)| = [p(£,(x))~ £(x) |
mas, £,(x) U (pois, |fl(x} - f(x)[ < §({x) implica £f,x)e U ).

Portanto, {p(f,(x)) - £(x)] < e(x).

Lema 6.07 t:

Seja £f: M, —> M, uma aplicagao continua entre varieda
des diferenciéveis, e- consideremos M, teﬁdoﬂuma métrica-obtida pe
lo seu mergulho em algum espago euclldlano. Dado e(x), existe un
'é(x) tal que se g: M e M2 & uma a—aproxlmagao para £, g e ho—”.-
motopica a f.sob a homotopla F(x,t) cOom: .

.(i) ﬁtx,t) = f£(x) para qualquer x tal que g(x) = £(x), e
t2) ffx,t) & uma g=- aproxlmagao para £, t. | -

Demonstracao :

Sejam U, p é’dtﬁ) eécolhiaas COmo.nc lemé.anﬁérior, e
g: My —> M, uma G—aproxlmagao para f, isto- e, |g(x) f(x)|<6(x),_
fo] éue lﬁpllca que g(x)_pertence a U. Ent3o o segmento de reta-de
g(x) a f(x) estia em U, a881m,'_-- | - -

| Py = ﬂ(tg(x) * (1-t>f(x))

estd bem definida. | |

‘ Se g(x; f(x) temos'l' _ |

.Fti,t) ¥ p(tf(x) f,(l—tJﬁ(x)J p(f(x)) = £(x) , ﬁoislf(X) perten

ce a M,.
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'Aldm disso F(x,t) & uma e-aproximagac para £, qualquer
t. De fato:
IP(x,8) - £(x) ] = |pltg(x) + (L-t)£(x)) - £(x) | < e(x)

pois, tg(x) + (l-t)f(x) estd em U.



CcaPITULO III
- O TEQREMA DE THOM-PONTRJAGIN.

Definicio 1.01 :

ngam M1 e M2 variedades diferenciaveis compactas n~di-
mensionais. M e M2 estdo na mesma classe de cobordismo se existe
uma variedade com bordo ‘diferenciavel Q n+l-dimensional e compéc-
ta tal que. Q & difeomorfo 3 unido disjunta de M; e M, (denotada
por M; + M,).

Se M, e M, estao na mesma classe de cobordismo denota ~

mos por M1 v M,.
Lema 1.02 :
A relagdo o & uma relagio de equivaléncia.

Demonstragao : . _ ) : .

(1) Reflexlvidade. ) .
r ‘M~ M pois, M +Mé difeomorfo a B(M x _[' O l:[}.
(2) Simetria._ o
. Se M, v M, ent?:io t-e'xiste'Q (h+l) -variedade dﬂiferenc-ia-.
‘vel com bordo e compacta tal que M -+ M é difeomorfo a aQ, o} que )
, :melJ.ca tambem que Mz ~ M. |
(3) Transitividade.  I
- Sejam M +'M difeémorfo cém aQ- e M, + M dlfeomorfo
'com BQZF sendo h1 e h os dlfeomorfismos, respectlvamente.
Formaremos um novo espago Q de Qu Q, 'ldentlfiéando

cada ponto de h, (Mz) com sua imagem sob h, h]

34
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Assim, existe um homeomorfismo h :

h: M, x (-1,1) —> Q,

tal que h h , eh & um difeomorfismo de M, x [:0,(—1)1)

M, x0
em Q., para i = 1,2. Se tomarmos isto como um sistema de coordena

das em Qa, Q torna-se uma variedade diferenciavel com bordo, e

M, + M, & difeomorfo com 9Q, .

Definicdo 1.03 :

Seja £ um fibrado vetorial com B{f) compacto, e T(E) a
compactificag&o de E(f) acrescentando-se um ponto que sera denota
do por o.

T(f) é chamado o espago de Thom de £.

Con51deremos 5 com uma métrica Riemannlana T (g) sera
o espago obtldo de E (&} identlflcando—se todos os vetores de comﬂ_,
prlmento_malo; ou igual a ¢ , a um ponto._- | 3
" Seja alx) uma.fungao'ébﬂ com qi(x} > b‘tdl que a(x) = i
eh uﬁé‘Vizinhapga de x =0, e a(x) —> 1 quando x .—> 1.

A aplicacdo:

£: BE() ~——> T(E)
- definidé pors: : *' _
| ._ £le) = ea(”el/e) |

1nduz um hbmeomorflsmo de T (E) sobre T(g) que & um dlfeomorflsmo

no conjunto E () con51st1ndo dos vetores de comprlmento menor

que Es
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E(E) —> T(£)

T_(8)

onde, p & a projegao.

Seja Ek um fibrado wvetorial com B(f) compacto e m-dimen
sional. Consideremos E(EF) com uma nmétrica dada pelo mergulho de
E(gk) como uma subvariedade fechada em algum espago euclidiano.

Nestas condigOes temos o seguinte lema:

Lema 1.04 _
Todo eleméqtd,f de ﬂn+k(Tték),m):é homotﬁﬁico a uma fun

gao hlqué pertEHCQ_a.ﬂn+ka(E¥),m) tal_que hf”(Btgj)_é uma subva-—

riedadé-diferenciével‘compacta de C . - |

Demonstragao T -

A aplicagao f pode ser representada por-.

> (T(€ ):W)

n+k’ n*kll

'f:.(c

, U
e tal que § < 1, eg é homotopica a £, sendo a hamotopia F tambem'

. SN L - ' n+k . : P
onde, Cn+k_e-° cubo fechado_p.o,l_] e Ty é a fronteira des‘
- te cubo. _ | '
Sejam U = f ‘(E(gk)) que'esté contido em C K v
g: U —> E(E ) uma 6-aprox1magao diferen01avel para £ ;fon&e- s

uma l—aproxlmagao para £ (F sera contlnua se deflnlrmos F(x,t) Teo

para x em C -U).

n+k



37

Pelo teorema 6.04 do capitulo II, g pode ser aproximada

por uma aplicagao diferenciavel h: U ——> E(E) que & transversa

.regular na subvariedade B(L) de E(f). Podemos escolher a aproxima

gao suficientemente proxima tal que g & homotdpica a h, sendo a
homotopia H(x,t) uma l-aproximacac para g, qualguer t.

Extendemos h para En+k definindo h(x} = « para x em

gl

n+k
Assim h esta na classe de homotopia de £,

Como h € transversa em B(E) temos gue h_l(B(E)) e uma
subvariedade diferenciavel M' de U, sendo fechada em Eﬁ+k’ portan

to, compacta. .

Definicao 1.05 :

Seja a aplicagao:

> n

' k
At T (T(E) %)

associando a classe de homotopia de h 3 classe de cobordismo de

M = h7 (BIEN) . -

'.Teorema 1:06'5

A & um homomorfismo bem definidd.

' Demonstracac :

Sejam ho, h, aplicagoes que pe;tencem'§ mesma -classe da

“homotopia em ﬂn+k(T(Ek),W)} séndo.a aplicagao:

: R R
CHr @ T Ty x D —— (T )

a homotopia entre hd = H(x,0), e .

h

. H(x};)f
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onde, ho e h1 satisfazem:
(1) hi é diferenciavel em h; (E{&)).

(2) hi e transversa regular em B{({). {( i = 0,1 }.

: - -1
Devemos mostrar que ho‘(B) e hl (B) pertencem a mesma
classe de cobordismo.
Assumimos que:

H(Xrt)

H{x,0) para t < 1/3, e
Hi{x,t) = H{x,1) para t > 2/3

Seja U = B (E(£)) N [T, x (0,1) ] un subconjunto a -

berto de IRn+k+l, e A= Uﬂ[i‘.—m_k x ((0,1/4 TV [ 3/4,1)) ] fecha-

do em U.
Pelo teorema 6.05 do'capitulohII, existe
G: U > E(E)

uma l-aproximagio diferencidvel para H tal que*G[ = Hl', e G¢&
: o ‘ | A |a

'difefenciaval'ém A
- Como h e h, sao transversas em B entdo G'satisfaz a
condlgao de transversalldade regular para B(g) nos pontos de A.
Pelo teorema 6. 04. do - capltulo II, EXlSte uma’ apllcagao
| diferencidvel F: U > E(E) kal que : -

{a) G} = F| .
a  |a

(b) ¥ & transversa regular em B(£), e

(¢) F & uma l—aproximagao_para'G. g
- Como G- & umd 1—aprox1magao para H ‘e F & uma l-aproxima

cao para G entao F & uma 2—aprox1magao para H, e desse modo F tor
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na-se continua se definirmos F(x,t) = = para {x,t) em

'En+k-x'(0,lf -_U.LAlém disso; se definirmos Fi{x,t) = H(x,t) para

t=20,1, F‘sera continua em Coik ¥ [o,1].
Portanto, F '{B) & um subconjunto compacto de

En+k x 0,1 T, sendo fechado e limitado.

Como F e transversa em B entao (F )-I(B) é uma {n+1)
U U

variedade diferenciavel de En+k x (0,1).
Temos:

-1 - h;'(B) xt para t < 1/4.
(F| ) (B} (Cy * B -

U . h:l(B) x t ~ para t > 3/4.

Assim FHI(B) é.uma varledade com bordo diferenciavel cu
.jo bordo & hgl(B)'+ h:l( ) , © gque 1mp11ca que ) esta bem deflni-‘

da.

Teorema 1.07 :

'SeIEk & o fibrado Universal yz.onde k >ntlem>n, en

tao .

A Trn+k(T_(Tm)'.)_ - n
& sobre.

Demonstracao :

' Sejé M? uma variedade compacta n-dimensional e k > n+l.

Como 2n+l < ntk, pelo lema 1.09 do capitulo I, M® pode
ser mergulhada em cn+k; Seja‘vk o fibrado normal deste mergqulho .
A metrica Riemanniana em E(uk) €& a derivada do produto escalar na

tural no fibrado tangente de ﬂin+k, no gqual vE esti contido.
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Pelo teorema da vizinhanga tubular, para £ pequenc o
subconjunto Ezs(vk) de E(vkl e difeomorfo a uma vizinhanga tubu -

Ilar de Mp em Cn+k

. Seja U a imagem de Ee(vk) por este difeomorfis
mo.

Seja cn+k/cn+k- U o espago obtido de Cn+k identifican
do~se Cn+k-.U a um ponto.

Consideremos as seguintes aplicagoes:

(1) p, a projegao de Chek sobre Cn+k/cn+k- U .

(2) p, o difeomorfismo de U sdbre Ee(vk) seguido pela aplicagao
de TE{_\Jk) que identifica todos os vetores de comprimento ma-
ior ou igual a €. A aplicagio p, pode sér extendida a Eﬁ+k de
flnlndofsg P, §.m em C = U.

(3) p, & o homeomorfismo de Te(vk) sobre T(vk)f '_‘

{4) p# & a aplicagdo de fibrado, induzida pelo mergulho f de M?

em -IR'nﬂ{ .:I:Rn'H'k. |
N '
k 4 : k
E(v7) - > By
onde, Gkﬁ & a variedade de Grassmann de m-planos no espago

_euclidiano'm+k_dimehsional. .
',Como a$ fibras de vk_e Yi tem dimensio k, ent5o pw-sal?.
tisfaz a condigablde fransvetsalidaﬁe'regular para Gkﬁ em cada

' pohto de,M9; 
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Extendemos P, de modo natural a uma aplicagao de T(uk)

k
emn T(Ym).

‘Finalmente, seja g = p,P;P,P,-
. Assim temos:

(1) gi_ z

Cn+k

(2) M =g (G ) s e

m

(3) g € transversa regqular em Gy

v k 00
Seja [ g ] a classe de homotopia de g em T (T ) +) e

Portanto, por definigao, a classe de cobordismo de M# é a imagem

de [[g ] pela aplicacio A, isto & i

» L9l = (¥ 1
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Teorema 1.08 :

Se Ek & o fibrado Universal YE com k > nt2, m > n
entao A & 1-1.

Demonstracioc :

. Ky oo} o
Temos A: wn+k(T(Ym}, ) > n *

Um elemento de wn+k(T(y§),w) pode ser representado pe

la aplicagao:

£: (C > (T(YE) ;)

n+k’ En+k)
que & diferenciavel en £ '(E) e transversa regular em Gk *
Pela definicdo de A temos:
MLeD = [u]
onde, | £ ] representa a classe de homotopia de £ e EMn ] repre
'genta a cléSsé de cobordismo de Mn.='£_imekf. - | o
| Deéejamos mostrar qué se M' & o bordo de uma (n+1)-va-
_riedéae com bordo Q, entao f é hoﬁotépicg a uma aplicagao cons-
taﬁte; ' | | | | “
| Mn'é uma subvariedade de C -k;_Seja'séu'fibrédo_normal
VK. Escolhemos e tal que E (v ) & dlfeomorfo com a 2s-§izinhanf
¢a de M e U a lmagem dos vetores de E (v ) i |
‘ Con51deremos ‘uma metrlca Riemanniana em Ti ;€ seja
escolhldo tal que x| > e 1mpllca Hf(x)" > 6 para todo x em
B |
Péssoﬁl_;v |
| | A apliéégao;flé homot&pica A uma aplicagao f: tal que:

(1) £, & diferenciavel gm f;‘(E) e transversa regular em Gmk'
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(2) £=£ em M = fj‘(cmk

(3) £, leva o complementar de UE em oo,

) -

Definimeos:

F: E(YE) xI > T(?i)

pela equacao:
F(e,t) = ea(tle}/8)
onde a & a fungao definida na pag. .
Agora, basta tomarmos fl(x] = F(f(x),1l). Portanto,
£,(x) = £(x)al([£(x){{/6) .
_ ! - -

Se x M = f (Gmk) entao £(x) esta em Gmk' o gue
implica gue {£(x} [ = 0. Portanto, £ (x) = £f(x)a(0) = £(x). Desse
o Ly g ‘

O T A H
- T, —e1 -
Como,f e.transveysa ;egular em G_, , ?1 (Gmk)-f (Gmk)_
= MM e”fi(x) = f(k) em M" entdo f - também é.trqnsversa_regular'
em Gmk' - - | . ’
Finalmente se x esti fora de U, entdo J|£(x)]] > §.-

Portanto, al]£(x)]/§) ==, o que implica QUQ f1(x} ='m.-

‘Passo 2.
Pelo difeomorfismd de UZE com E, s fl'iﬁduz_uma apli-
_'cagab"f1 de Es(vk).em Tcyﬁ)‘que_leva a{Ee) em .
n I = ’ £
M S Ug : 'UZE: : CI'H"k_

f>TTt7§i'
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Qualquer homotopia de."f-1 que leva 3(E ) em = induz uma
homotopia de £,.

A aplicacao ?1 & homotdpica & uma aplicagdo £, tal que:

(1) £, & diferenciivel.em f:ltE) e transversa regular em G_, .
(2) F, =F, emM” = F, (G ).

i

(3) £, & localmente uma aplicacac de fibrado em alguma vizinhan-
ca de M=, |

A homotopia deixa a(Ee) em o,

Consideremos a aplicagao:

— k ' k
G: Ee(v ) = I > T(Ym}
dada pela equacgado:
G(e,t) = f (te)/t

Se e # 0 entao :

lim G(e,t) = lim - _ Lo o )
0 =0 ot L ' : -

e ‘diferente de zero, pois f =S dlferenc1avel e transversa regu -
lar?_

- Vamos construlr uma apllcagao H tal que.- i

H-a(E)xI > @
Escolhemos §>0 tal que Hx” > € implica lG(x,t) || > &
.para k E (v ) ‘ tG-I._" ‘ ' |

Seja a apllcagao.

H: E (v ) x T > T(Yﬁj
dada por - | _ . .
"H(e,t) = [ Gle,t) ] altGle,t)[[/8)
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Definimos f2 Z H(e,0). Entao fz & uma aplicagao de fi
brado para lle || pequeno, pois a(x} = 1 para x pequeno.
As aplicagdes H(e,1) = £ (e) a(][f,(e){|/8) e £, s3o ho~

motdpicas. A homotopia é definida pela egquagao:

K(e,t) = £ (e) a(t]|E,(e)]/6)

Passo 3 .

Seja Q@ a (n+l)-variedade com bordo tal que M® = 3Q, e

um difeomorfismo h: M" x To,1] > Q tal gue n(M® x 0) = 30.

Deflnlmos h¥: Q > Cn+k x I como segue:

(y,t) , se x = h(y,t) onde yEEMp e 0 <t <1l/2

[}

hI(X)
'hi(X}.='p: ., se x nEb-esté_na imagem de h, onde p & alguﬁ
| | ponto fixQ do iptefior de Cﬁ+k x I. l |
h,(x) = (1 - 8(t)) (y,1/2) + 8(£)p , se x = h{y,t) onde y M* ,
| | 1/2 ght <1, e g(t) & uma fungdo C  com

8'(t) > 0, g{t) = 0 em uma vizinhanga de t = 1

A aplicagdo h; e difergnciével ae int Q em int(Cn+kxf)
e'h;'é uma imersdo 1-1 em uma vizinhanca de 3Q.

Como dim (Cn+£ x I} = nfk+1 > 2(n+l)q, pelo.lema 6.03
~do capitulo II h; §ode ser éproximadalpor uma imersao : |

hZ: Q f—~—f——> Cn+k x I

tal que h, = h em uma vizinhanca de 3Q, e sendo Q compacto h, &

um mergulho.
Portanto, Q pode sexr considerada como um subconjunto

de Cn+k x I . ‘ )
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~ Passo 4.
Seja a aplicagdo f, obtida no passo 2.
— : _ k
Consideremos £, : C ok X 0o —» T(Ym)
dada por:

£,(x,00 = F,(x)

A aplicagao £, & uma aplicag3o de fibrado guardo res -
trita a uma pequena vizinhanga tubular de M® x 0 em Coux ¥ 0. Ex
tendemos £, a En+k x [ 0,b) para b pequeno do seguinte modo:

f:(x,t) = £,(x,0)

( f: & a extensao ).

Suponhamos que existe uma aplicagao_

| g: N f‘*‘“f—> TlYE)
"( onde N & a g'-vizinhanca de Q em'Cﬁ*k”k I), tal_que £, =g em
élguma vizinhanga de 3Q em Chex X I , e aplica cada poéto de N-Q
em um vetor ndo nulo em EkY;).
*Escélhemds G.tal'qﬁé se a:distﬁhcia'de X a’Q.é maidr ou

igual a e/2 , entdo [g(x)] > &. - | |

‘Definimos:

_ _ ‘gl"¢n+k x I — >-T(le
pelas equagoes: ' |
| g,(x,8) = g{x,s) a{ﬂg(X}SJHIG) ‘para (x,s) em N
59;(3;3)‘=-w' :  ;_:' "_ 1-' caso contrario -

- AS aplicagdes g, e £, sao homotdpicas, sendo a

: Cn+kx0

homotopia:

X 0x1I

K: b > T(y)



47

dada por :

K((x,O),t} é(i,OJ d(t“gfx,O)"/G) para (x,0) em N

| = w caso contrario.
Quando t = 0 temos : |
K{(x,0),0) = g(x,0) para (x,0) em N
= o caso contrario.

Portanto, K{(x,0).,0) = fz(x,O).

Para t = 1 temos :

"

K((x,0),1) g(x,0) alllg(x,0)]/8) para (x,0}) em N

= w caso contrario.

(x,0).

Assim K((x,0),1) = gll
| R 0

C.+kx
Além disso gl,' = w, isto é;'gi . & cons -
Coix® 0 - o | Crax™® 0

tante.

- Provamos entdo que a adplicagdo f & homotoOpica a

g,|  gue & constante, o que conclui a:demonstragéo.
Catk '

Teorema 1.09 : "TEOREMA DE THOM—-PONTRIAGIN"

0 grupo de cobordismo ﬁln & isomorfo -ao grupo de homo-
topia “n+k(Tk)’ para k > n+2.

Demonstracao:

Segue dos teoremas 1.07 e 1.08 anteriores.



Observacao:

Em [ 5 ] Thom determinou que o anel de cobordismo das

variedades fechadas nao orientadas M), & isomorfo como Algebra

sObre ;%é i AZlgebra dos polinomios em indeterminadas u. . onde ©

grau de u é igual a n, e n & gualquer nimero natural exceto os

da forma 25-1 ( veja [4] ). Isto &, M = ’Z.Z.[uz,u,,,us,... ].
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