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IN'rRODUÇÃO 

A noçao de variedades cobordantes foi dada pela prime! 

ra vez po·r [ 3 ] ( Henry Poincaré: Analysis Situs, Journal de 1' 

École Polytechnique, 1 (1895), 1-121), que a usou numa tentativa 

para construir a teoria de homologia para variedades diferenciá-

veis. Seu conceito de homologia de variedades coincide com o con 

ceito de cobordismo usado hoje. Diremos que duas variedades dife 

renciáveis compactas M 1 e M 2 , ambas de dimensão m, estão na me~ 

ma classe de cobordismo se existe uma variedade diferenciável 

compacta W de dimensão m+l com bordo aw difeomorfa à união dis -

junta de M1 e M2 • Veremos no capítulo III que cobordisrno é uma 

relação de equivalência. 

Como a coleção de todas as variedades diferenciáveis 

não e um conjunto, consideraremos então somez:1te variedades dife­

n renciáveis compact.as que podem ser mergulhadas em :m 1 para al -

gum n. NOs restringimos às variedades compactas para· obtermos u-

ma teoria de cobordisrno não trivial, pois qualquer variedade f e-

chada M é bordo. 

o conjunto de classes de cobordis:mo de tais variedades 

é conhecido como o anel de cobordismo não orientado n. A soma 

é obtida da união disjunta de representativos, e o produto é in-

duzido pelo produto cartesi·ario dos mesmos. 

A eStrutura do anel de cobordismci nao orientado foi 

completamente d<:!terminada por Thom no seu famoso artigo [ 5 J 
11Quelques proprietés globalcs dés varietés differentiables 11

• 



Estaremos interessados em apresentar e demonstrar o te 

crema de Thom-Pontrjagin, ou seja: 11 0 grupo de cobordismo 1m -e 

isomorfo ao grupo de homotopia nn+k(Tk), para k>n+2, onde Tk é o 

espaço de Thom do fibrado Universal 

Com este propósito iniciamos o estudo, incluindo no ca 

pÍtulo I alguns conceitos e resultado~ básicos: definimos varie-

dade diferenciável, apresentamos uma noção de diferenciabilidade 

de funções entre variedades, os conceitos de valores regulares , 

partição da unidade e transversalidade. 

o capítulo II é uma introdução à teoria de fibrados ve 

toriais, com ênfase nos fibrados tangente e normal de uma varie-

dade. Apresentamos também alguns teoremas de aproximação. 

Os conceitos apresentados nos capítulos I e II nos for 

necem os elementos para desenvolver o capítulo III, onde estuda-

mos os grupos de ~obordismo 'lm' e finalizamos 

Thom-Pontrjagin citado anteriormente. 

com o Teorema de 

Quero externar aqui meu agradecimento ao Pro f .Dr. José 

Carlos de Souza Kiihl pela proposição do trabalho, pela orienta­

ção e pelo incentivo. Agradeço ainda ao Prof. Dr. Mauro Bianchi-

ni que me iniciou no campo das pesquisas matemáticas. 

Finalmente, agradeço a Fundação de Amparo à Pesquisa 

do Estado de São Paulo (PAPESP}, que concedeu bolsas de estudo, 

possibilitando assim a realização deste trabalho. 



CAP!TULO I 

VARIEDADES DIFERENCIÂVEIS 

O objetivo deste capitulo é definir certos conceitos 

básicos como variedade diferenciável, aplicação diferenciável, i 

rnersao, mergulho, difeomorfismo, partição diferenciável da unida 

de e transversalidade. Apresentamos também alguns resultados que 

envolvem os tÓpicos acima, e suas demonstrações podem ser encon-

tradas em [ 1 J ( Milnor ) • 

Consideramos o espaço euclidiano IRm como o espaço de 

todas sequências infinitas de números reais, x=(x 1 ,x 2 , ••• ), com 

x1 =0 para i>m; o semi-espaço euclidiano Hm ~ o subconjunto de 

~m para .o qual xm>O. 

Seja li x li = max I x
1 I· Cm(r) denota o conjunto dos x 

tais. que 11 x 11 <r; e c"'(x
0

,r) o conjunto dos·x com 11 x-x
0 

11 <r. 

O fecho de um cubo C é denotadc;> por C. 

1 •. CONCEITOS BÂSICOS 

Definição 1..01 : 

Um e.spaço topológido M é wna variedade topolÓgica de 

dimensão m se: 

(1) M é Hausdorff 

(2) M tem uma base enumerável, e 

(3) Cada-ponto de M tem uma vizinhança homeomorfa com um subcon-

m- _ m 
junto de H ou de JR • 

1 
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Se h: U ---> Hm (ou Rm) é o homeomorfismo da vizi-

h rn rn n ança U de x em M com um conjunto aberto em H (ou JR ) , o par 

(U,h) é chamado um sistema de coordenadas· em M (obs: podemos de-
. _ 1 m 

notar por h(x)- (u (x), ••• ,u (x)) ). 

.. m ... m-1 Se h(U) e um conjunto aberto em H e h(x) esta em m , 

então x é um ponto fronteira de M. O conjunto de todos estes pog 

tos é o bordo de M {denotado por dM), e M é chamado urna m-varie-

dade com bordo. 

Uma estrutura diferenciável l) de classe Cr em M é urna 

coleção de sistemas de coordenadas (U,h} em M, satisfazendo três 

condiçÕes: 

{1) Os sistemas de coordenadas em J) cobrem M 

(2) Se {U1 ,hl) e (U2,h2) estão em ~,então. 

h 1 h:
1

: h 2 (0 1 U 2 ) ---> lR m (ou. Hm) é diferenciável de classe 

cr. 

(3) A col9ção J) é maximal com ·relação à propri_edade (2), isto é, . 

se qualquer sistema de coordenadas que rião está em ..O é acres 

centado à coleção J) 1 então ~ propriedade (2) falha .. 

Urna va~iedade diferenciável Cr de dimensão In é uma vari~ 

dade topológica de dlmensão·m, juntamente com uma estrutura dife -

renciável D de classe C r em M. 

Se M e N são variedades diferenciáveis· (Cr) de dimensões 

me n, respectivamente, A um subconjunto aberto de Me f: A---> N, 

então f é diferenciável (de c1asse Cr) se para todos pares (U,h) e 

• 



3 

(V,k} de sistemas de coordenadas de Me N, respectivamente, para 

os quais f(A U) v, a composta: 

kfh- 1
: h(A U) -> Rm 

é diferenciável (de classe Cr) • 

Um difeomorfismo f: M ---> N é uma bijeção diferenciá-

vel cuja inversa é também diferenciável. 

Se M é uma variedade diferenciável m-dimensional de elas 

se Cr, e N um subconjunto de l-4, então N é uma subvariedade de M de 

classe Cr e dimensão n se existe uma cobertura de N por sistemas 

de coordenadas (U1 ,h
1

} de M tal que h 1 (u1 n N) é um subconjunto a­

berto de IR n. 

Teorema 1.02 •. 

Seja f uma aplicação de classe C 1 de,um subconjunto abe~ 

to U de m rn em IR rn tendo posto n no ponto x .• Então f é wn ho~eomor 

. 
fismo de alguma v~zinhança de x sôbre uma vizinhança de f(x) em 

m· IR • 

. Demonstração; 

[ 2] Ver Munkres pag. 12. 

Corolário 1. O 3 ·: (Teorema da" Fu11:ção Inversa) • 

m · m Seja f aplicando o subconjunto aberto U de m ·em lR , 

sendo f de c1a~se Cr e tendo postO m em x. Então f é um dl_feomor­

fismo de classe Cr de uma vizinhança de x sôbre urna vizinhança em 

IRm de f(x). 
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Demonstração: 

Ver Munkres [ 2 J pag. 13. 

Corolário .1.04 : 

Seja U wn subconjunto aberto de IRm, f: U -> JR n uma 

aplicação de classe Cr tal que f tem posto m na origem e f(O)=O. 

Existe um difeomorfismo Cr g de urna vizinhança da origem em m n 

sôbre outra tal que 

gf(x 1 , ••• ,xm) = (x 1 , ••• ,xm,o, •• _,.,O) 

Demonstração; 

Ver Munkres [ 2 ] pag. 14. 

DefiniçÕes 1.05 : 

Se f: M1 ---> M2, o posto de f em- x é o posto de 
-1 

D(h2fh 1 ) emh 1(x), onde (U1 ,ht) e {U2,h2) sao sistemas de coor-

denadas sôbre x e f (x) , respectivamente. 

A aplicação diferenciável f: Mn ---> -Np é uma imersão 

se o posto de f_ é n em cada ponto x de Mn (n~) • Se f é um homeo 

morfismo sôbre sua i~agem e uma imersão então f é chamada um mer 

gulho. 

Se f: Mn ---> NP, então o ponto y de Np é um valor re-

-1 
gular de f se posto f = p em cada ponto do cqnjunto f (y) • Caso 

contrário, y é'um valor crÍtico de f. (Se y não está effi f(Mn) ,' y 

-é wa valor regular de f) • 

-ohse rvaçõe s: 

(1) Se A é uma subvari.ectade difel:-enci.ável de M, a inclusão 
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A---> M é um mergulho, e reciprocamente, se f: M1 ---> M é um 

mergulho então f(M 1) é uma subvariedade diferenciável de Ma 

(2) Se y é um valor regular de f: Mn ---> NP, então f- 1 (y) é uma 

subvaried~de diferenciável de M? de dimensão n-p (ou é vazio) • 

Definição 1.06 : 

Seja M(p,n) o espaço vetorial das matrizss reais pxn, 

com a estrutura diferenciável do espaço euclidiano Bpn, e indi-

quemos com M{p,n;k) o subconjunto formado pelas matrizes de pos-

to k. Assim M(p,n;n) é um subconjunto aberto de M(p,n) .{se p~n). 

O subconjunto M(p,n;k) é uma subvariedade diferenciável de 

M(p,n) de diffiensão k(p+n-k), onde k<min(p 1 n}. 

Teorema 1.07 : 

Seja U um conjunto aberto do JR n ,e f: U ---> JR P dife-

renciável, onde p~Zn. Dado €>0, ··existe uma rnéitriz pxÍl A= 

com .1 a~ I < E, tal que 
J . 

g(x) = f(x) + A.x 

é uma imersão. 

Demonstração: 

Ver· Milhor. [1 ] pag. 12. 

Teorema 1.08 :. 

Seja U um conjuntó- aberto no lR n, e f: U --> lR P dife 

renciâvel. Dado e: > O'· existe uma matriz pxn A = e outra 

pxl B = com I a~ I , I b~ I < E tal que 
J . J. . 
g(x) = f(x) ·+ A.x + B 



tem a origem como um valor regular. 

Demonstração: 

Ver Milnor [ 1 ] pag. 13 • 

Lema 1.09 : 

6 

Toda variedade diferenciável ~ pode ser mergulhada d~ 

ferencialmente no espaço euclidiano E Zn+l como um subconjunto 

fechado. 

Demonstração: 

Ver Milnor [ l ] pag. 21. 

DefiniçÕes 1.10 : 

Seja X um espaço topológ.ico. Uma cobert~ra de X é loca!_ 

mente finita' se todO ponto de X tem uma· vizinhança que intercepta 

. somente um ·número finito de e·lementos da cobertura •. 

/J e n' . LI 
Sejam lõ "êJ duas coberturas -de X.' to é um refinamento 

õ.e .g' quando, para todo C em fb , existe algwn C_~ em .g·' tal que C 

está ·contido em·c•. 

Um espaço Hausdorff ~ p-~-racornpacto se toda cobertu~a a­

berta admite um refi·namento aberto ·localmente finito. 

Teorema 1.11 : 

Se X e localmente compacto ·e Hausdorff tendo uma base e 

numerável então X é paracompacto~ 

·-Demonstração: 

Ver Milnor [' 1 ] pag. 14. 



Consequência; 

-Toda variedade M e paracornpacta. 

Lema 1.12 _: 

Seja M um espaço topológico paracompacto e { U } uma 

" cobertura aberta de M. Então existe uma cobertura aberta local-

mente finita { ca } com cac: ua para cada a. 

Demonstração: 

Pela definição de espaço paracompacto, a cobertura 

7 

{ Ua } admite um refinamento aberto { WS } localmente finito. Es­

colhemos a(B) tal que w
8

c: Ua(B)para cada B. 

Seja c = 
"a 

u 

Dada uma vizinhança interceptando somente um numero fi­

nito de w 
8 
's, támbém interceptará somente um ~úmero finito de 

c 's. 
" 

Teorema 1.13 : 

S~ja M uma variedade (u.f"erenciáVe-1 n-dimensional e {ua.} 

uma cobertura aberta de M. Existe. Urna -coleção (Vj ,hj) de sistemas 

de coo_rdenadas ·em M' tal que: 

( 1) { v. } é 
.] 

Um refinamentó localmente firiito de { 

( 2) 

( 3) 

h. (V.) = cn ( 3) • · 
J J 

·-1 ' . 
se wj = hj (C(lJJ, 

Demonstraç.ão: 

então { w. } cobreM. 
.] 

u L .a 

-Sabemos que toda variedade e paracompacta,.e pelo lema 
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1.12 deste capítulo, existe uma cobertura aberta localmente fini-

ta { C" } com c cU para cada a. 

" " 
Dado x em M, tomemos um sistema de coordenadas (Vj,hj) 

de x em M tal que n h.(V.) =c (3) e v.cc para algum a. 
J J J " 

-I • 
Seja Wj = hj (C(l)). Corno hj e um homeomorfismo ternos 

que W. é aberto. A família { W. } cobreM e { VJ. } P. localmente 
J J 

finita, pois vjc: capara algum a, onde { ca } é urna cobertura lo 

calmente finita. 

Lema 1.14 

Existe uma função C~ ~: IRn ---> E que e ig~al a 1 em 

C(l), O < $ < 1 em C(2)-c(1) e $=0 em IRn-C(2) 

Demonstração: 

Seja À (x) = e -1/x para x>O 

= O para x<O 

então À é uma função c<» , e é :t?Ositiva par~ x>o·. 

Seja 

À ( 2+x) • À (2-x) · 
1jJ ( x) = .-,-----"-'-"-'-'~'-'-"'"-""----,-----

À ( 2+x) • À ( 2-x) + À (x-1) + À(-x-1) 

1jJ e uma função 
~ c tal que 

1jJ (X) = 1 para X .I < 1 -
o < 1jJ ( x) < 1. para 1 < X < 2· 

ljl(x) = o pa,t:a I X > 2 

Tornemos finalmente, 

~{xl,··~'xn) 
. n 

lj!(xi) = llt 
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Definição 1.15 

Se ~ e uma função não-negativa definida em M, o suporte 

de ~ (notação: supp ~ ) é o fecho do conjUnto de x em M com $(x)>O 

Sejam M uma variedade diferenciável Ck, { v
1 

} 1 ~ 1 uma 

+ cobertura aberta de Me { wj }jéJ I onde wj: M ---> R é de elas 

se Ck. A coleção { $j }j~J é uma partição diferenciável (Ck) da u 

nidade subordinada à cobertura { v
1 

}iEI se: 

(1) Qualquer j em J, existe i em I tal que supp $jCV
1

. 

(2} { Supp $j }jGJ é localmente finita. 

(3) r w.Cx> = 1 
jeJ J 

Toda variedade diferenciável Me { Ua }a I um~ cobertu­

ra de M admite uma partição diferenciável da. unidade subordinada 

a esta cobertura. 

2. TRANSVERSALIDADE • 

Sejam t: Mn ---> NP uma aplicação diferenciável de elas 

se (;k e Sp-q uma sub.variedade diferenciável de N. Seja f (x) S, 

(u 1 , ••• ,un) um sistema de coOrdenadas sôbre x, e (v 1 , ••• ,vP) um 

sistema de coordenadas sôbre f·(x)_ tal que em S temos v 1= •. · .. =vq=;:O 

Definição 2.01 : 

f é transversal as. em x se: 

i;;l, ... ,q 

j = l, ... ,n 

tem posto. q em x. 
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Dizemos que f é transversal a S se, para todo ponto x 
_, -

em f (S), f e transversal as em x. 

Lema 2.02 :. 

Se f: MF ---> NP é transversal a sp-q então f- 1 (S) é u­

rna subvariedade diferenciável de dimensão n-q (ou é vazia) • 

Demonstração: 

Seja 1r: lRP -> :mq a projeção de m,P sôbre as q prime 

iras componentes, e (V,h) = (v 1 , ••• ,vP) o sistema de coordenadas 

que satisfaz a condição de transversalidade (v 1= ••• =vq=O). 

Ternos St\V = h-
1

1T- 1 (0) , onde O m.q e 

Com9 1rhf t~m posto q em x· 
-, . 

f (sn V) temos que a origem 

e um valor ~agular de 1rhf. Então (lThf)- 1 (0) é·uma subvariedade di 

ferenciável. de M de dimensão n-q. · 



CAPÍTULO II 

FIBRADOS VETORIAIS E APROXIMAÇÃO. 

1. FIBRADOS VETORIAIS. 

Definição 1.01 : 

Um fibrado vetorial ~ n-dimensional é uma terna (E,u,B) 

onde E, B são espaços topológicos, B Hausdorff e n é uma aplica -

çao continua de E sôbre B (projeção) satisfazendo: 

-1 - -(1) n {b) e um espaço vetorial de dimensao n para cada bem B. 

F = n- 1{b) é chamado uma fibra. 
b 

(2) Para cada bem a,·existe uma vizinhança·u· de b e um homeomor-

fismo 
n _, 

~: U X lR -> n · (U) 

· n -t tal que 1/J e um isomor.fismo linear de b' x JR sõbre. 7T (b') , 

para cada b' em U. Se U=B, o fibrado é chamado fibrado trivi-

al. 

Se ~, n sao fib.tados vetoriais n-dimensional e p-dimen-· 

sional, respeCtivamente, definimos o fibrado produto ~ x n como 

segue: 

E u; X nl = E (I;) X E Cn> 
B (~ X nl = B (~) X B (nl 

(n x À) (x,y) = (1f (x) ' À (y) ) 

onde, n, À sao as p.toj.eções em ~. n. respectivamente. 

11 
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Definição 1.02 ; 

Sejam t-, n dois fibrados vetoriais n-dimensionais. Uma 

aplicação de fibrado f: ~ ---> n é uma aplicação contínua de E(~) 

em E(n) que leva fibra isomorficamente em fibra. 

A aplicação induzida fB: B(~) ---> B(n) e contínua. 

-----'f'---> E < nl 

fB v 
-----''---> B <n J 

Se B(S) = B(n) e a aplicação induzida é a identidade, f 

é chamada uma equivalência. Se existe uma equivalência de ~ sôbre 

n, denotamos ~ ~ n • 

Lema 1.03 ; 

sejam um fibrado n com projeção À: E (n) ---> B (n) , e u-_ 

ma aplicação f: B 1 ---> B(n). Então existe um fibrado 

'Ir.: E. 1 ---> B 1 e uma aplicação de fibrado g: E 1 ---> E (n) , tal que 

* -Xg = fn. (notação: E 1 = f n, e e charrtado fibrado induzido) 

Demonstração. 

__ _..:,_ __ , E < n J 

B, _ ___:f~--> B < n J 

Definimos: 

E 1 = { (b,x) E B 1 x E(n) I f()>) = ~(x) l. 



De fato: 

"IT(b,x) = b 

g(b,x) = x 

Et é um fibrado vetorial. 

13 

Sejam VCB(nJ tal que l/J: V x IRn -> E(nJ é um homeo-

morfismo e U c B 1 tal que f (U) C V. 

Definimos, 

n 
V,. 1 : U X lR --> E 1, por 

$
1 

(b,a) = (b,l/J(f(b) ,a) 

Temos: 

{1) $
1 

é uma aplicação continua. 

-(2) $ 1 e 1-1. 

Suponhamos W
1

(b,a) = $
1

(b 1 ,a'i 1 então 

(h,$ (f (h) , a) ) = (b' , $ (f (b ') , a')) , o que implica b = b' , e 

1/l(f(b) ,a) = l/J(f(b') ,a'). 

Portanto, l/J(f(b),a) =·$(f(b),a'), e sendo$ um isomor-

fisrno em cada fibra, temos a= a'. 

- -1 (3) A imagem de l)J
1 

e 'IT.- (U), isto e: 

· ·n -1 
\fl 1 (ti X JR ) = 1T (ti) 

-1 . 
1T (ti), pois "IT($

1 
(b,a)) = b U 

-1 -
Por outro lado, seja (b,x) € 1r (U) E

1
, entao 

f(b) = À(x)EV. 

Assim temos: 

. -1 . -1 
(b,pl/J (x)) = (b,\fl(f(b) ,pl/J (x)) 

- ·-1 
= (b,l/J(l(x) ,pl/J .(x))) 

= (b ,x) 
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n - · n onde p projeta V x m sobre :R • 

(4) A inversa ~i- 1 é contínua, pois: 
-1 -1 

$ 1 : (b,x) -> (b,p$ (x)) 

Finalmente, a aplicação g é um isomorfismo em cada fi -

bra, isto é, para cada bE B
1 

temos gb(x) = g(b,x) = x, portanto 

gb e um isomorfismo. 

Definição 1.04 : 

Se ~, n sao fibrados sôbre B, então g: E(~) ---> E(n) é 

um homomorfismo seõ 

(1) g aplic~ fibra linearmente em fibra, e 

(2) A aplicação ind~zida em B é a identidade. 

Um mergulho de fibrados é um homomorfi·srno 1-1. 

Teorema 1.05 : 

Se f: E(~) ---> E(n) aplica fibra linea~ente em _fibra, 

então f pode·ser ·fatorada em um homomorfismo seguido por uma apli 

caçao de fib;t:ado •. 

DemonstraçãO; 

Seja o diagrama, 

--,-.:.f __ , E C n l 

B (I;) 
fB v 

------~---:> BCnl 

onde, 1r 
1

, 1r 
2 

são as projeções em ç;, n, respectivamente, e· f 8 a . 
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aplicação induzida por f • 

• Tomemos E1 ~ f 5n, o fibraâo induzido por f 8 . Então pelo 

lema 1.03 do capítulo II existe um fibrado ~= E
1 

---> B(~) e uma 

aplicação de fibrado g: E 1 ---> E(n) tal que ~ 2 g = f
8

n. 

Seja h: E(') ---> B(') x E(n) dada pela equação: 

h(e) = (rr 1 (e),f(e)) 

Temos: 

(1) A imagem de h está contida em E1 B(') x E(n), pois: 

f
8 

( 1T 1 (e)) = rr 
2 
(f (e)) 

o que implica que (n 1 (e},f(e)) E
1
.(pela definição de E

1
). 

(2) A aplicação h
8 

induzida por h. é a identidade, como podemos 

ver pelo diagrama: . 

p 
-1 . 

> rr, (p) 

E ( S) 

B(S) 
·!lB 

-----"---> s! s> 

Portanto, h8 é a identidade. 

(3) h aplica fibra linearmente em fibra. 

- 1 - 1 h: rr (p) ---> (p,f(rr
1 

(p))) 

Por (2) e (3) h é um hornomorfismo,e temos: 

p 
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E (I;) h 
> E I > E(~) 

lrr 
fB 

lrr• 
> B(f;) > B (~) B (I;) 

i 

o que implica f ~ gh. 

Lema 1.06 : 

Sejam ~, n fibrados sôbre B de dimensões n, p, respect! 

vamente, e g: ~ ---> n um homomorfismo. Se g é sôbre, então o 

Kernel de g é um fibrado. Se g é 1-1, então coker g (isto é, o 

quociente, n/imagem g) é um fibrado. 

Demonstração: 

Ver· Milnor · [ 1 ] pag. 34. 

Definição 1.07 : 

Sejam I;,· n dois fibrados sõbl:-e B .• A sorna de Whitney 

.; !B 11 é um fibrado definido coinó" segue; 

Cçmsidere o fibrado produto E (i;) ·x E (n) -> B x B; se­

ja da aplicação diagonal B ---> B X B. O fibrado induzido 

• d ( ç: x n) é defi;n.ido como a soma de WhH:ney ç; ~ n. 

Lema 1.08 : 

Seja B paracompacto e 
~ .· 

o -> ç: _L> n --:--> ;>; ~> .o 
• 

uma sequência exata de horÍtomorfismos de fibrados. Então existe, u-. 

- . ' -1 
ma equivalência f: n ---> ç: m ç, com fi a inclusao nat~ral e $f 

a projeção natural. 

Demonstração : 
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Ver Milnor [ 1 ] -pag. 37. 

2. FI BRADO TANGENTE , 

Definição 2.01 : 

SejaM uma variedade n-dimensional de classe cr, e x um 

ponto de M. Um vetor tangente em x é uma correspondência associa~ 

d ( 1 n) -o a todo sistema de coordenadas u , ••• ,u sobre x um elemento 

(al, ••• ,an) de IRn, tal que se (S 1 , ••• ,an) está associado ao sis-
i 

tema de coordenadas (v 1 , ••• ,vn) I então a1 =E 9u. aJ .. 
j avJ 

o operador derivação X é definido por: 

X = E ai -ªr 
au 

e associa a cad·a função diferen~iáv~l f definida em uma Vizinhan-· 

ça_de x, rim número real. As seguintes condições sao satisfeitas: 

(1) Se g é uma restrição de f, X(g) = X(f). 

(2) X(cf + dg) = cX(f) + dX(g) (c,d números reais). 

(3) X(f.g) = X( f) .g(x) + f(x) .X(g) 

Definição 2·.02 : 

SejaM uma variedade de .classe Cr, e E(-r) o 'conjunto de 

todos os vetores tangentes a M. Seja~: E(T) ---> M levando o ve­

tor tangente ~em x, no ponto x. E (T) é chamado o fibrado tangen-

te de Me n é a aplicação projeção. 

1 · n .. Se (U,h) = (u , ••• ,u) e um sistema de coordenadas em M, 

definimos; 
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-pela equaçao: 

~u(x 0 ,a 1 , ••• ,a0
) =o vetor tangente X= r a 1 em x • o 

Como $ é um homeomorfismo temos que E(T) é um espaço 
u 

topológico, e além disso, W- 1 $ é uma aplicação cr definida em 
v u 

{U V) x JR 0 , assim E{T) é uma variedade diferenciável de dimen-

sao 2n. 

A aplicação n é diferenciável de posto n. 

Definição 2.03 : 

Seja a aplicação f: -M1 ---> M2 , onde M1 e M2 sao varie-

dades diferenciáveis. f induz uma aplicação df: E(T 1). --> E(T 2 ), 

linear em cada -fibra,.definida pela equaçao: 

df(X) = Y 

onde, Y(g) = X(gf). 

Se X é um vetor. em x
0

, então ·y é um vetor em f(x0). · 

Chamamos df de aplicação derivada. 

3. FI BRADO NORMAL DE UMA IMERSÃO. 

Defini.ção 3.0l : 

Sejam_ M1 .e M2 variedades diferenciáveis, ·f uma ünersão 

·de M1 em M2, e T1 , T 2 , os fibrados tange:rltes de M1eM2 , respectiv~ 

mente. 

A aplicação df: E(T'1"> --> E(T2) pode ser _fatorada em 

*" . . -
um homomOrfismo J:l de; E (T 1 ) em E (f t 2 )- seguido por uma aplicaçao 

de _fibrado g (isto é possível pelo teorem~ 1.05 do capítulo II). 

Corno fê_ ~a imersão então. h é um homomorfismo 1-1, e por 1.06 
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• do capítulo II, f <,/imagem h - -e chamado o fibrado Normal, e e de 

notado por vf. 

A_ sequência o---> t 1 _h_> -e uma 

sequência exata de homomorfismos. Então pelo lema 1.08 do capítu-. -lo II, f t 2 e equivalente a t
1 

$ vf. Se colocarmos uma métrica Ri . -emanniana em f t 2 , vf e equivalente ac complemento ortogonal da i 

magern de t 1 • 

4. VIZINHANÇA TUBULAR. 

Definição 4.01 

Seja h: M
1 

--->-M
2 

um mergulho (onde M
1

_ = ~ e M = 
2 

IR n+k ) e 
vh ? fibrado normal deste-mergulho. Sejam· v

1 
o fibrado 

tangente á M
1 

e T o fibrado tangente á M . Corno. M- é _metrizável, 
. 2 2 2 

vh é eqUivalente ao complemento or~ogonal da imagem de t 1 em t 2; 

este complemento denotamos por vk 

Seja a aplicação difer~nciável .. 

G: E(T 2) -> IRn+k 

n+k· . ·que_ leva o vétor v, com ba::;:e em ·x, no ponto x+v em m , e deno-

~emas por g a res-trição de G-á E(vk), isto e, g = Gl 
Ehh. 

Conái-

de remos Mn como os vetores nulOs de E (vk) • · . 

Lema 4.02 

Se f: X--> y· é um homeomorfismo loca.l·e a res_triçào 

de f ao subconjunto fechado A e um homeomorfismo, então f é Um'ho 

meomorfismo em alguma vizinhança V de A. (X, Y são espaçoS de 

Hausdorff com bases enumeráveis, X é localmente compacto)~ 
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Demonstração : 

Ver Milnor [1 J -pag. 58. 

Teorema 4. 03 : 

Existe uma vizinhança de Mn em E(vk) que é aplicada di­

feomorfícamente sôbre uma vizinhança de Mn em IRn+k. 

Dernonstraçao : 

A função g = Gl k definida anteriormente 
E (v ) 

ciâvel e tem posto n+k nos pontos de MnCE(vk). Assim 

é diferen -

g tem posto 

n+k em alguma vizinhança de ~em E(vk), sendo assim um homeomor­

fismo local nos pontos de~~ 

-Pelo lema anterior g e um homeomorfismo em alguma vizi-

nhança U de M". 

Corolári.o 4.04 : 

Qualquer· subvariedade difere.nci.ável S de IR n+k tem· uma 

vizinhança U tal que S é um retiato diferenciável··ae u. 

Demonstração : 
k · n 

Seja a projeção~: E(v ) ---> M , e pelo teorema aCima 

existe uma vizinhanç~ U de M~ em E~vk) que e aplicada difeomoríi-

. n _n+k 
camente sôbre uma vi~inhança V de M em lli_ • 

Temos o diagrâma: 

J~/ 
ne. 

M 

UNtCAMP 
l!Jsuotm. tHmAt 
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Portanto, a projeção n induz (sob g) urna aplicação dife 

·- 1 d · · h d Mn n+k -b _ _n -renc1ave e uma v1z1n ança e em IR se re M-- que e a iden-

tidade em -.f'. 

Definição 4.05 ; 

Seja a variedade compacta Mn mergulhada em ~n+k Pelo 

teorema 4.03 deste capítulo, existe uma vizinhança de Mn e~ 

IRn+k que é difeomorfa ao subconjunto E
2

E(vk) de E(vk). Tal vizi­

nhança é chamada uma vizinhança tubular de Mf. 

5. FIBRADO UNIVERSAL. 

Definição 5.01 : 

A v~riedade de Grassmann G ~ o conjunto de todos sub 
p,n 

espaços n-dilnensionais de IR n+p. 

Seja E(y~) = {(H,x)<: Gpnx lRn+p I x<e:H}. 

E (yn)- "é chamado á fibrado Universal.· 
p . . 

A_projeção n aplica (H,x) em H, sendo a fibra um subes-. - •. 

paço n-dimensional de IR n+~, e 

sional sôbre ·G .... -
PI\ 

Definição 5. 02 ·: 

um fibrado vetorial n-dimén -

I; é um fibrado vetorial diferenciável se. E (i;) e ·B (I;) sao 

variedades dif8renciáveis e se_ os homeomorfismos: 

que especifica a estrutura de produto local, podem ser escolhidos 

corno difeomorfismos. 
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6. APROXIMAÇÃO. 

Definição 6 .ol : 

Sejam f, g: X---> Y , onde Y é metrizável, e õ(x) uma 

função contínua positiva definida em X. Então g é uma o-aproxima­

ção para f se d(f(x),g(x)) < S(x) para todo x. 

Teorema 6.03 : 

Seja f: Mn --> mP diferenciável ( p ~ 2n ) , e uma 

função continua positiva õ, definida em MP. Existe uma imersão 

g; Mn --> lR p que é uma ô-aproximação para f. Se posto f = n no 

conjunto fecha~o N, podemos escolher g I -= f I • 
· N · N 

Demonstração : 

Consideremos o caso que posto, f = n no conjunto N. As-

sim posto f = n em urna vizinhança U de N. 

Seja a cobertura {U,Mn-0} de MP. 
Tomemos o refinamento· (V. ,h.) da cobertura ·acima que e-

. ~ ~ 

xiste pelo· teorema 1.13 do capítulo :i:. Pela notação usada no.teo~ 

rema do capítulo I cit~do ·acima temos: 

e 

' 
Indexemos os Vi co~_in~eiro~ positivos e negativos de· 

tal modo que ·os Vi com Índices não-negativos são aquele:s contidos 

em Ue 

Seja e: 1 = ntl.!! 
x€.Ui 

5 (x) 
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Vamos agora, definLr uma sequência de funções {fk} por 

indução sôbre k, tal que se k --> ~ a sequência tende a uma fun -

ção g que é uma á-aproximação para f. 

to n em 

Seja f = f. 
o. 

Suponhamos que fk-l: ~ -> lR P seja dada, tendo pos -

Nk-l = U W •• 
j<k J 

-· p Tomemos fk-l~ : C(3) ---> lR , e uma matriz p x nA. 

Seja F : C(3) ---> IRP definida pela equação: 
A 

-1 
fk-l'lc (X) + $(X)A.(x) , 

onde ~ foi definida no lema 1.14 do capítulo I. 

Queremos que F (x) tenha posto n no conjunto 
A 

K = hk< Nk_1n uk> 

seja a aplicação· contínua : 

H: K x M(p,n) ---. > M(p,n) 

(x,A) ....,-----> D (F (X)-) 
A .. 

onde, D (F (x)) 
A . 

+ A(x) .D$ (x) + $ (x) .A 

A ap-licação H leva K X o no subconjunto aberto M(p,n;n) 

.de M(p,n), pÓis_·em algum elemento de K x o temos: 

-· D(F
0

(x)). = D(fk-l'lc (x)) 

que tem posto n em K. 

Entã-o como H é contínua, ·s-e A é suficientemente pequeno, 

H levará K x A em M-(p,n;n). 

Agora, desejamos que A seja suficientemente pequeno tal 

que 11 A.x 11 < Ek/2k para todo x C(3). 
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Pelo teorema 1~07 do capítulo I A pode ser escolhido aE 

bitrariamente pequeno de modo que fk-lh~ 1 (x) + A(x) tenha posto n 

em C(2). 

Escolhemos A satisfazendo as condições citadas acima. 

Definimos fk: Mn ---> IRP, pela equação: 

fk (y) = fk-1 (y) + $ (hk (y)) .A. (hk (y)) 

= fk-1 (y) 

paray<=.Vk. 

para yE. M-Uk 

A função fk está bem definida, pois para y€. Vk -uk temos 

que hk(y)~ IR 0 -C(2), portanto $(hk(y)) =o. Além disso, fk é dif~ 

renciável. Como FA{x) tem posto n no conjunto K, então fk tempo~ 

-I 
to n em Nk-l' e o fato de fk-lhk (x) + A(x) ter posto n em C(2) 

implica que fk tem posto n em wk. 

Finalmente, fk é uma ô/2k aproximação para fk-l' pois: 

lf fk (y) - fk-1 (y) 11 = li fk-1 (y) + $ (hk (y)) .A. (hk (y)) - fk-l (y) Jl 

= 11 $(~(ylr lJ • 11 A(hk(y)) 11 

e para y €. M-ü'k é trivial. 

Definimos g(x) = lim fk(x). 
k+a> 

Como a cobertura v1 é localmente finita, todos os fk 

coincidem em um conjunto compacto para k suficientemente grande. 

Portanto, temos que g é diferenciável e com posto n. 

A função g é uma O-aproximação para f,pois: 

11 f(x) - g(x) 11 = fi f(x) - lim fk(x) 11 
k-



Lema 6.03 : 

= lim 
k--

11 f(x)- fk(x) 11 < lim 
k .... 
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Se p > 2n, qualquer imersão f: M0 ---> IRP pode ser 5-

aproxirnada por uma imersão g 1-1. Se f é 1-1 em uma vizinhança U 

do conjunto fechado N, podemos escolher g!N = 
Demonstração : 

Seja { Ua } uma cobertura de M tal que f lu é um mergu­

" lho. Pelo teoreroa 1.13 do capítulo I existe um refinamento local-

mente finito cv
1

,h
1

) por sistemas de coordenadas. 

tulo I. 

Seja q, a função contínua definida_n9 lema 1.14 do capí~ 

Definimos funções diferenciáveis 41
1 

como segue:. 

~i (y) = ~(h i (y)) 

o 
para y~V 1 

caso contrário. 

Podemos assumir que (V
1

,h
1

) refin~ a cobertura {U,M-N}, 

e ·que os v
1 

com Índices não_-positivo~ são -aqueles contidos eni U. 

Definimos ago"ra ·uma sequência· de funções diferenciáveis 

{ fk _} por induçãO sôbre k, tal que se k -. -> <» a se:quência tende­

a urna funÇão g que e uma ô-aproximação pa_ra f~ 

quação: 

seja f = f 
.O 

Dada a ·imersão fk-l·:· Mn ---> m p, definimos fk pela ·e 

f~(y) = fk-l(y) + ~k(y)bk 

onde, bk é um ponto de m P ~ 



26 

Escolhemos bk satisfazendo três condições: 

(1) Como no teorema anterior, se bk é escolhido suficientemente 

pequeno, fk terá posto n. 

(2) bk deve ser suficientemente pequeno para que fk seja uma ô/ k 
2 

aproximação para fk_1 • 

2n { n n _. } Seja N = (y,.y0 )E: M x M / ~k(y) r $k(Y0 ) • 

N20 é um subconjunto aberto de~ x M0 • 

Seja a aplicação diferenciável G: N20 
---> ~p dada pe-

la equayao: 
fk-1 (y) -fk-1 (y o) 

~k (y) - ~k (y o) 

(3)- como 2h .<1!:- p, bk pode ser escolhido ni'bitrariamente pequeno e 

nao na imagem de G, pois a imagem de G terá medida zero. 

segue que: 

fk(y) - fk(y
0

) =O se, e somente se .•. $k(y) ~ ~k(y 0 ) =O ,e 

De fato: 

Como bk nao pertence à imagem de G, -devemos ter 

~k (y) - $k (y
0

) igual a zero o que impUca também que fk-l (y) 
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Definimos g(y) = lim fk(y) 
k+co --

Se g(y) = g(y
0

) e y t y
0 

temos: fk_ 1 (y) = fk_1 (y
0

) , e 

$k(y) = $k(yo) (k>O) 

Então f(y) = f(y
0
), e assim y e y

0 
não podem pertencer 

a qualquer um dos conjuntos u1 • 

Finalmente, g é uma ô-aproximação para f: 

11 g(y) - f(y) 11 

Teorema 6~04 ·: 

= li lim fk (y) - f(y) 11 

k-
= lim li fk (y) - f (y) li 

k-
= ó 

= lllim (fk (y) 
k-

- f (y) ) 11 

Sejam f: Mn --> Np diferenciável, N~-q uma subvariéda­

de fechada de N, e A um subconjunto fechado de ·.M tal que a condi-

ção de tran·sversal.idade regular para f e N 1 vale para cada x em 

A f-!N 1). Seja ô urna função c'ontinua positiva definida em M. En­

tão ·.existe uma aplic_ação diferenciável g: Mn --> NP tal que: 

(1) g é uma ó-aproximaÇão pai:a f·. 

( 2) 

( 3) 

-g e transversa regular em N1 , e 

Demonstração : 

Existe uma vizinhança u de A em M tal que f satisfaz a 
-1 

condição de transversalidade ·regular em U n f (N 1 ) • 

Podemos cobrir N com N-N
1 

= Y
0 

e sistemas de coordenadas 

(Y
1

,k
1

) para i>O, com funções coordenadas (v 1 , ••• ,vn) tal que vl= 
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= ••• = vq =O em N
1

• 

_, 
Sendo {f (Y

1
)} e { U, M-A} coberturas de M, pelo te 

crema 1.13 do capitulo I conseguimos um refinamento cv
1

,h
1

) de 

ambas as coberturas. Então temos: hj(Vj) = C(3), hj(Uj) = C(2), e 

hj(Wj) = C(l). Pelo teorema citado acima temos também que { Wj } 

cobre M. 

Os Vj sao indexados com inteiros positivos e negativos 

tal que os Vj que estão contidos em U são aqueles de índices não­

positivos. 

Definimos ~i(x) = ~(hi(x)) 

= o 

para X€ Vi 

caso contrário. 

onde, $ fOi construída no lema 1.14 do capitulo I. 

Para cada j escolhemos i(j) ~O tal que f(Vj)CYi(j). 

Seja f =f. 
o 

Consideremos fk-l definida e satisfazendo a condição de 

~ransversalidade regular em cada ponto da intersecção de f- 1 (N 1) 

com U Wj. Consideremos também que fk-l(Üj)CYi(j) para cada j. 
j<k 

Tornando i= i(k), segue 9ue em particular, fk_ 1 (ük) es-

tá contido em Y .. 
1 

_, q 
Seja ~ki fk-lhk : C(2) -> lR • 

Pelo teorema 1.08 do capítulo I existe uma função L(x)= 

A(x) + B tal que, quando somada à função anterior, a aplicação re 

sultante tem a origem corno um valor regular. 

Consideremos JR q como as q primeiras coordenadas em IR~ 

e definimos: 
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para x em uma 

vizinhança de 

L deve ser escolhido satisfazendo algumas condições: 

(1) L deve ser suficientemente pequeno tal que k1 fk-l + L$k per­

tence à C(l) para X em Uk. 

(2) Escolhemos L tal que fk(Uj) está contido em Yi(j), para cada 

j. Isto é possível desde que somente um número finito dos con 

juntos uj podem interceptar ük. (pois { vj ) é localmente fi­

nita) • 

-(3) Escolhemos L suficientemente pequeno tal que fk e urna &/2k a-

proximação para f .. 

' 
Por definição f~ satisfâz a ~ondição de transversalida~ 

de regular para N -· -em cada ponto de· fk (N-1} (J Wk, mas ·queremos que 

L seja suficientemente pequeno tal que a condiç·ão seja satisfeita 

em cada ponto da inter:;i·ecção de f~
1 

(N
1

) com U W .• Para isto é 
' j<k J 

sufici9nte considerar a intersecção de f;~ (N
1

) com _uk. Seja- esta 

intersecção denotada por K. 

consideremos a fu-nção; 

F: K X L 

(x,L)--> (fk(x), 

qUe é contínua e F(K x O) está contido em: 

. [ (N - N,) X M(q,n),] lJ {N X M(q,n;cj) ] 
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conjunto este aberto em N x M(q,n). 

Assim, para L suficientemente pequeno, (K,L) é levado 

em [ (N - N 1 ) x M(q,n)] U [ N x M(q,n;q)] , tal que fk satisfaz a 

condição de transversalidade regular para N1 em cada ponto de 

f~
1
(N 1 ) (\ ( U W.). 

j<k J 

Finalmente definimos: 

g(x) = lim fk(x) 
k-

Lema 6.05 : 

Sejam A um subconjunto fechado da variedade diferenciá­

vel M, f: M ---> Bm diferenciável em A, e ô uma função contínua 

positiva definida effi_M. 

Nestas condições existe g: M ---> m·m tal que: 

(1) g é diferenciável. 

(2) g é uma ô~aproximação para f. 

( 3) 

Demonstração. : 

Provaremos o lema no caso ffi =- 1. 

Para x € A, _f lA ~o~e ser extendida a urna função di~eren-

ciável f- em uma vizinhança N de x. Seja N e3colhida sufi=iente. 
X X. .X 

mente pequena tal que I fx(y) - f(y) I < o (y) para ye Nx. 

Para xçM-A, escolhemos uma vizinhança de _x suficiente-

mente pequena tal que lf(y) - f(x) I < o(y) para yE.N . Definimos 
X 
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Seja W uma partição diferenciável da unidade com supp$ 
a a 

contido em algum N , digamos N ( ) para cada a. 
X X a 

Finalmente, definimos : 

g(y) = l: ljla (y) fx(a) (y) 

que é diferenciável e uma á-aproximação para f. 

Lema 6.06 : 

Seja f: M1 ---> M2 uma aplicação contínua entre varieda 

des diferenciáveis, que é diferenciável em um subconjunto fechado 

A de M • Seja t(x) > O, e considere em M
2 

a métrica determinada 

por algum mergulho de M2 em IRP. 

Então existe g: M1 ---> M
2 

tal que: 

(1) g é diferenciável. 

(2) g é uma á-aproximação para f. 

( 3) 

Demonstração : 

Existe uma vizinhança U de M
2 
~m lR p da qual M 2 é um re 

trato diferenciável.- Seja p a retração diferenciável de U sôbre 

M • 

Escolhemos ô(x) uma função positiva definida em M2 tal 

que a vizinhança cúbica de f(x) de raio ó (x) está em U, e sua ima 

gem sob p tem raio menor que e(x). 

Seja f : M1 ---> IRP uma aplicação diferenciável que é 

uma á-aproximação para f, tal que f I = f/ 1
A A 

(isto é possível pe-

lo lema anterior. 

Definimos g(x) = p (f
1 
(x)). 



Assim g é uma ô-aproximação para f, pois: 

para x A temos: 

lg(x)- f(xll =I p(f 1 (x))- f(xll =I p(f(x))- f(xll, 

e como f(x) está em M2 ,lg(x) - f(x) I = I f(x) - f(x) I = O • 

para x M
1 

- A temos: 

lg(x) "f(x) I = IP(f 1 (x))- f(x) I 

mas, f 1 (x) U (pois, lf 1 (x) - f(x) < ô(x) implica f 1 (x)€ U). 

Portanto, IP(f 1 (x))- f(x) I< dx). 

Lema 6 .o7 : 
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Seja f: M
1 

---> M
2 

uma aplicação contínua entre varieda 

des diferenciáVeis, e consideremos M
2 

tendo .. uma métrica obtida P!::. 

lo seu mergulho em algUm espaço euclidiano. Dado E(X), existe um 

ô(x) tal que se g: M
1 

---> M2 é uma ô~aproximação para f, g é ho­

motópica a f sob a homotopia F(x,t) com: 

(1) F(x,t) = f(x) para qualquer x tal ·que g(x) = f(x), e 

(2) F(x,t) é uma ~-aproximação para f, t. 

Demonstração : 

Sejam U, p e· ô(x) escolhidos como no lema anterior, e 

g: M1 --> M2 uma ô.-aproximação para f, isto é, lg(x)-f(x).l<ô(x), 

.o que implica que g(x) pertence a U. Entã.o o segmento de reta de 

g(x) a f(x) est~ em U, assi~; 

F(x,t) = j>(tg(x) + (1-t)f(x)) 

. -esta bem-- definida. 

Se g(x) = f(x) temos: 

F(x,t) - p(tf(x) + (1-tH(x)) = p(f(x)) = f(x) , pois f(x) perte!! 
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Além disso F(x,t) e uma E-aproximação para f, qualquer 

t. De fato: 

IFCx,t) - f(x) I = IPCtg(x) + (1-t)f(x)) - f(x) I < e(x) 

pois, tg(x) + (1-t)f(x) está em u. 

·. 



CAPÍTULO III 

O TEOREMA DE THOM-PONTRJAGIN. 

Definiçãà 1.01 : 

Sejam M e M variedades diferenciáveis compactas n-di-
1 2 

mensionais~ M1 e M
2 

estão na mesma classe de cobordismo se existe 

uma variedade com bordo ·diferenciável Q n+l-dimensional e compac­

ta tal que Q é difeomorfo ã união disjunta de M1 e 14 2 (denotada 

por M1 + M2 ) • 

Se M1 e M2 estão na mesma classe de cobordismo denota -

mos por M1 "' ~ • 

Lema 1.02 : 

A relação~ é uma relação de equivalência. 

Demonstração : 

(1) Reflexividade. 

M"' M pois, M + M é difeomorfo a a (M x [ O, 1 J } . 
(2) Simetria. 

Se M1 "" M2 , ent~o _existe Q (n+l) -variedade diferenciá­

vel com bordo e co~pacta tal_ que M
1 

+ M
2 

é difeomorfo a dQ, o que 

implica também que M2 "" M~,. 

(3) Transitividade, 

Sejam M1 + M2 difeomorfo com aQ 1 , e M2 _ + M
3 

difeomorfo 

com a Q2 , _sendo b1 e h
2 

_os difeomoiflsrnos, respecti varnente. 

Formaremos ·um novo es?aço Q
3 

de Q
1 
v Q

2 
, ident-ificando 

. -1. 
cada ponto de h 1 ~Mz) com sua imagem sob h2 ~ • 

34 
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Assim, existe um homeomorfismo h : 

h: M
2 

X (-l,l) ---> Q
3 

tal que hl = h
1

, e h é um difeomorfismo de M2 x [0,(-l)i) 
M·2 x0 

em a1 , para i= 1,2. Se tomarmos isto como um sistema de coordena 

das em Q,, Q
3 

torna-se uma variedade diferenciável com bordo, e 

M1 + M3 é difeomorfo com dQ 3 • 

Definição 1.03 : 

Seja ~ um fibrado vetorial com B(~) compacto, e T(~) a 

compactificação de E(~) acrescentando-se um ponto que será denota 

do por a~. 

T(~) é chamado o espaço de Thom de ~ .. 

Consideremos F; com urna métrica Riemanniana. _T ( .;:> 
€ 

-ser a 

o espaço obtido de E(~) identificando-se todos os vetores de com-

primento maior ou igual a E , a um ponto. 
. ·<o 

Seja a (x) uma função C com a 1 (x) > O _téi"l que a (x) _ 1 

em uma vizinha!lç_a de x = O, e a (X.) ~>- 1 quando x -> 1 .. 

A- _aplicação: 

f: E(~) ----> T(~) 

definida por; 

f(e) = ea<llel/d 

induz um homeomorfismo de T (~) sôbre T(() que é um difeoffiorfismo 
€ 

no conjunto E (~) consistindo dos vetores de comprimento menor 
€ . 

que E. 



p 

TW 
< 

onde, p é a projeção. 
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f 
---'~- > TU;) 

h 

Seja ~k um fibrado vetorial com B(~) compacto e m-dimen 

sional. consideremos E(~~) com uma métrica dada pelo mergulho de 

E { l;k) como uma subvariedade fechada em algum espaço euclidiano. 

Nestas condições temos o seguinte lema: 

Lema 1.04 : 

çao h que 

Todo elemento f de 
. k 

pert·ence a ll"n+k (T(ç: ) ,co) tal que 

é homotóp~co à uma fun 

h- 1.(B(0) é uma subva-

.. 
A aplicaÇão f pode ser representada po-r: 

f: (Cn+k' cn+k) ·--> (T(I;h ,~) 

, onde, Cn+k é- o cubo fechado [-o, 1 J n+k e 

te ·cubo. 

-Cn+k. e a .fronteira des-

Sejam u = f- 1 (E(E;k)). que está contido em cn+k ·, 

g: u --> E(t;k) uma ô·-aproximaÇão diferencíável para f lu; .·onde ô 

é tal que cS < 1, e g é homotópica a f, sendo a h.Jmotopia F. tanibém 

uma l-aproximação para f (F será contínua se defini~mos F(x,t) =~ 

para x em cn+k-u~. 
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Pelo teorema 6.04 do capítulo II, g pode ser aproximada 

por uma aplicação diferenciável h: u ---> E(~) que é transversa 

regular na subvariedade B(S) de E(S). Podemos escolher a aproxi~ 

ção suficientemente próxima tal que g é homotópica a h, sendo a 

homotopia H(x,t) uma l-aproximação para g, qualquer t. 

Extendemos h para Cn+k definindo h(x) = m para X em 

Assim h está na classe de homotopia de f. 

Como h é transversa em B{~) temos que h- 1
{8(~}) é uma 

subvariedade diferenciável ~ de U, sendo fechada em Cn+k' port~ 

to, compacta. 

Definição 1.05 : 

Seja a aplicação: 

->T) • 
. -tn 

associando a classe de homotopia de h à ctasse de cobordismo de 

Teorema 1. 06 : 

À é um ho~morfismo bem definidá. 

Demonstração : 

Sejam h
0

, h 1 aPlicações que pertencem_ à mesma·classe de 

homotopia em Tl'n+k.(T(~k) ,co),. sênd.o a aplicação: 

-H: (Cn+k X I, cn+k I) 
. k 

X > (T(f; ) ,~). 

a homotopia entre h o ~ H(x,O)", e 

h, = H(x,l). 



onde, h e h satisfazem: 
o I 

( 1) h. - diferenciável em h. (E(i;)). e 
l. l. 

( 2) h. e transversa regular 
l. 

em B(i;). ( i = 0,1 ) . 
Devemos mostrar que h~ 1 (B) e h~

1

(B) pertencem a mesma 

classe de cobordismo. 

As sumimos que: 

H(x,t) = H(x,O) para t < 1/3, e 

H(x,t) = H(x,1) para t > 2/3 
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seja u = H-
1
(E(i;)) n [cn+k x (0,1)] um subconjunto a-

berto de mn+k+1 , e A= un[cn+k x ((0,1/4 JU[J/4,1)\ J fecha­

do em U. 

Pelo teorema 6.05 do capítulo. II, ~xiste 

G: U --> E(i;) 

uma l-aproximação diferenciável para H e G ·é 

diferenciável em A. 

Como h
0 

e h
1 

são transversas em B ent·ão G satisfaz .a 

condição de transversa.lidade regular para B(l;) nos pontos de A. 

Pelb teorema 6.04 do capítulo II, existe uma aplicação 

diferenciável F·: U -· -> E (E;) tal que : 

(a) GIA = FIA· 
(h) F é trans.vers·a regular em:B(l;), e 

(c) F e :uma l-aproximação pà.ra G. 

Como G e uma l-aproximação para H, e F é uma L-aproxim~ 

çao para G então F-é uma 2-aproxiffiação.para H, e desse modo F tor 
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na-se contínua se definirmos F(x,t) ; w para {x,t) em 

Cn+k X (0,1) - U. Além disso, se definirmos F{x,t) = H(x,t) para 

t = 0,1 1 F será contínua em Cn+k x [ 0,1 J. 
-1 ' -Portanto, F (B) e um subconjunto compacto de 

Cn+k x [O, 1 ] , sendo fechado e 1imi tado. 

variedade 

Como Flu é transversa 

diferenciável de cn+k 

Temos: 

em B ent~o 

x(0,1). 

(Cn+k X t) = {
h~ 1 

(B) 

h~ 1 (B) 

X t 

X t 

e uma (n+1) 

para t < 1/4. 

para t > 3/4. 

Assim F- 1 (B) é uma variedade com bordo diferenciável CJ! 

jo bordo é h~ 1 (B)· + h~ 1 (B) 1 o que implica que À está bem defini­

da. 

Teorema 1.07 : 

Se ~k é o fibrado UniVersal Yk onde k > n+l e rn > n, en 
m 

tão 

é sQbre. 

Demonstração : 

n 

Seja ~ uma variedade compacta n-dimensional e k > n+l. 

Como 2n+l < n+k, pelo lema 1.09 do capÍtulo I, Mn pode 

1h d C S 
. k 

ser m~rgu a a em n+k" e]a v o fibrado normal deste mergulho . 

A métrica Riemanniana em E(vk) é a derivada do produto escalar na 

tural no fibrado tangente de JRn+k, no qual vk está contido. 
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Pelo teorema da vizinhança tubular, para E pequeno o 

subconjunto E2E(vk) de E(vk) é difeomorfo a urna vizinhança tubu­

lar de~ em cn+k• Seja U a imagem de EE(vk) por este difeomorfis 

mo. 

Seja cn+k/Cn+k- U o espaço obtido de cn+k identifican 

do-se cn+k- u a um ponto. 

Consideremos as seguintes aplicações: 

(1) p 1 a projeção de cn+k sôbre cn+k/Cn+k- U • 

- ( k (2) p 2 o difeomorfismo de U sobre E v ) seguido 
- € 

de T (vk) que identifica todos os vetores de 
< 

pela aplicação 

cornpriJ?ento ma-

ior ou igual a &.·A aplicação p 2 pode sér extendida a Cn+k de 

finindo-se p2 = m em cn+k- u. 

(3) p
3 

é o homeomorfismo de TE(vk) 
• . k 

sobre T (v ) • 

{4) p~ é a aplicação de fibrado, induzída pelo mergulho f de Mn 

em m n+k m rn+k. 

E(Vk) 
P, 

> E (y~) 

1 1 
M" '\in 

onde, Gkm é a variedade de Grassmann de m-planos no espaço 

euclidiano m+k dimensional. 

.Como as fibras de vk e 
k 

ym tem dimensão k, então p sa ·­• . 

tisfaz a condição de transve~sal_idade regular para Gk em cada . m 

ponto de M". 



em 

( 1) 

(2) 

( 3) 
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Extendemos p de modo natural a urna aplicação de T(vk) 
4 

T (yk) • 
m 

Finalmente, seja g = pltp3p2pl .. 

Assim temos: 

gl-
::;: eo 

cn+k 

M"=g-~(~m) ' e 

g e transversa regular em Gkm" 

Seja [ g J a classe de homotopia de g em 1rn+k (T (y!) ,co) • 

Portanto, por definição, a classe de cobordismo de Mn é,a imagem 

de [ g J pela aplicação À, isto é : 

>.[g]=[M"J. 

Mn c u ç int cn+k ç cn+k 

1 ·.~ 
EE (vk) TE(vk)< 

P, 
cn+k/cn+k-> u 

1 ··lp· 

E(vk) . k 
> T(v ·) 

JP, JP, 

Gnk <- E ( k) Yn 
T( k) 

> Ym 



Teorema 1. 08 

Se ~k é o fibrado Universal y~ com k > n+2, m > n 

então À é 1-1. 

Demonstração : 

Temos À: nn+k(T(y~) ,~) ---> n 
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Um elemento de pode ser representado p~ 

la aplicação: 

--> (T(y~) ,w) 

que e diferenciável em f- 1 (E) e transversa regular em Gmk. 

Pela definição de À ternos: 

onde, [f J representa a classe de homotopia de f e [ Mn J repr~ 
senta a classe de cobordismo de ~1° 

Desejamos mostrar que se M0 é o bordo de uma (n+l)-va-

riedâ.de com bordo Q, então f é homotóp·ica a uma ;:tplicação cons-

tante. 

M0 é uma subvariedade de Cn+k" Seja seu fibrado normal 

k v . Escolhemos 

Ça de Mn e U a imagem dos vetores 

difebmorfo com a 2~-vizinhan­

de E (vk) • 
€ 

Consideremos uma métrica Riemanniana em e seja 

escolhido tal que llxll;: e implica llf(x) 11 > ô para todo x em 

E(vk). 

Passo 1 • 

A aplicação f é homotÓp~c_a à. wn-a aplicação .f 1 ·tal que: 

( 1) f
1 

é diferenciável em 
~, 

f (E) e transversa regular em Gmk. 



n -1 
( 2) f = f 

1 
em M = f 1 ( Gmk) • 

( 3) f
1 

leva o complementar de U em m. 
€ 

Definimos: 

-pela equaçao; 

F(e,t) = e~<t!eJ/6) 

onde a é a função definida na pág. 

Agora, basta tornarmos f
1

(x) = F(f(x) ,1). Portanto, 

f, <x> = f(x) ~nf<x> ll/6). 
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Se x ~ = f- 1 (Gmk) então f(x) está em Gmk, o que 

implica que !!f(x) 11 =O. Portanto, f
1

(x) = f(x)~(O) = f(x). Desse 

modo, f 1 (x) =,f(x) é~ Mn = f~
1
(Gmk); 

-~ -I 
Como. f é transversa regular em Gmk, ·~ 1 (Gmk)-=f (Gmk)::: 

= Mn e f
1

(x) = f(x) em Mf então f também é tr~nsversa regular 

em Grnk. 

Portanto, 

··Passo 2. 

- 1, caçao 

Finalmente se x está fora de U então 
E 

ct(Jf(x) l/6) = ~, o que implica que f
1 

(x) = ~. 

Pelo difeorilorfismo de u2e com E
2 ' f, induz 

E 

de E (vk) em T (y~) 'que leva a 'E > em ~. 
E ' E 

f, 

uma apli-_ 



44 

Qualquer homotopia de f 1 que leva d(E~) em~ induz uma 

homotopia de f 1 • 

A aplicação f
1 

é homotópica à uma aplicação f, tal que: 

( l) f, - di-ferenciável, em f; 1 
(E) e e transversa regular em Gmk. 

( 2) f, - f, em Mn = 
_, 
f 2 (Gmk). 

(3) f
2 

e localmente uma aplicação de fibrado em alguma vizinhan­

ça de r,?'. 

A homotopia deixa d(E ) em~. 
& 

Consideremos a aplicação: 

-
G: E (vk) X I 

& 

dada pela equaçao: 

G(e,t) = f
1
(te)/t 

Se e. '# O então : 

lim 
t+O 

f 1 (te) 
G(e,t) = lim 

t ... o t 

é diferente de zero, pois f
1 

é diferenciável e" transversa regu-

lar .. 

Vamos construir uma aplicação H tal que: 

H: 3(E ) x I---->~ 
& . 

Escolhemos ô > O tal que llxll ~,; implica IIG(x,t) 11 > ô 

para X Se: (vk) 1 tE r. 
Seja a aplicação: 

- k k 
H: E&(v.) x I----> T(ym) 

dada por 

H(e,t) = [ G(e,t) J cx(ti!G(e,tlll/ô) 
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Definimos f 2 ~ H(e,O). Então f 2 é uma aplica~ão de fi 

brado para !lell pequeno, pois <I(x) = 1 para x pequeno. 

As aplicações H(e,l) = f
1

(e) <I(IIf 1 (e)ll/ô) e f
1 

sao ho­

motópicas. A homotopia ê definida pela equação: 

K(e,t) = f
1 

(e) <I(tllf 1 (e) ll/ô) 

Passo 3 . 

Seja O a (n+l)-variedade com bordo tal que~= ao, e 

um difeomorfismo h: Mn X f_0,1] -> 0 tal que h(~ X O) =aO. 

Definimos h~: Q ----> cn+k x I corno segue: 

h (x) = (y,t) , se x = h(y,t) onde ye.~ e O~ t ~ 1/2 
l 

h; (x) = p · ' 
se x nã·o está na imagem de h, onde p é algum 

ponto fixo do interior de Cn+k X I. 

h
1 

(x) = (1- S(t)) (y,l/2) + B(t)p, se x = h(y,t) onde y ~ 

1/2 < t < 1 , e S(t) é uma função c~ com 

' 

B'(t) ~O, B(t) _O em urna vizinhança de t = 1 

A aplicaçãO h, • diferenciável de int Q em int (Cn+kxi) e 

e h, 
. 

uma imersão e 1-1 em uma vizinhança de ao. 

corno dim (Cn+k X I) = n+k+l > 2 (n+ 1) ' pelo lema 6.03 

do capitulo II h, pode ser aproximada por uma imersão : 

h
2

: Q -----> cn+k x I 

tal que h
2 

~ h
1 

em uma vizinhança de aQ, e sendo Q compacto h
2 

é 

um mergulho. 

Portanto, Q pode ser considerada como um subconjunto 

de cn+k x I . 
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Passo 4. 

Seja a aplicação f 2 obtida no passo 2. 

Consideremos f 2 : Cn+k X 0 ----> T(y~) 

dada por: 

f 2 (x,O) =f
2

(x) 

A aplicação f
2 

é uma aplicação de fibrado quar.do res -

trita a uma pequena vizinhança tubular de M
0 

x O em Cn+k x O. Ex 

tendemos f
2 

a Cn+k x [ O,b) para b pequeno do seguinte modo; 

* f
2 
(x,t) = f 2 (x,O) . - -( f

2 
e a extensao ) . 

Suponhamos que existe uma aplicaç~o 

g: N > T·(ll 
m 

( onde N é a t'-vizinhança de Q em Cn+k x I ) , tal que f 2 = g em 

alguma vizinhança de dQ em Cn+k x I , e aplica cada ponto de N-Q 
. k 

em um vetor .não nulo em E(ym). 

'Escolhemos O tal que se a distância de x a Q é maior ou 

igual a o/2 , então Jlg(x) I > õ. 

Definimos: 

-pelas equaçoes; 

g
1 

(x,s) = g(x,s) a(jig(x,slll/ol ·para (x,s) em N 

caso contrário 

As aplicações e f_
2 

são homotÓpiCas, sendo a 

homotopia: 

K: Çn+Ít X 0 X I --:> T(y~) 



dada por : 

K((x,O) ,t) = g(x,O) a(t~g(x,O) ll/6) para (x,O) em N 

caso contrário. 

Quando t = O temos : 

K( (x,O) ,O) = g(x,O) para (x,O) em N 

caso contrário. 

Portanto, K( (x,O) ,O) = fz{x,O). 

Para t = 1 temos : 

K( (x,O) ,1) = g(x,O) a(lig(x,O) ll/6) 

= w 

Assim K( (x,O) ,1) (x,O). 

para (x, 0) em N 

caso contrário. 

-
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Além disso g I w 
. 1 cn-i-kX o - I 

isto é, e cons -

tante. 

Provamos então que a. aplicação f é homotÓpica a 

que é constante, o que conclui a demonstração. 

Teorema 1.09 : 11 TEOREMA DE THOM-PONTRJAG!N 11 

O grupo de cobordismo Ln é isomorfo ·ao grupo de homo­

topia ~n+k{Tk}, para k > n+2. 

Demonstração: 

Segue dos teoremas .1.07 e 1.08 anteriores. 
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Observação; 

Em [ 5 ] Thom determinou que o anel de cobordismo das 

variedades fechadas nao orientadas ~* é isomorfo como álgebra 

SÔbre z~ à álgebra dOS pOlinÔmiOS em indeterminadaS Un 1 Onde 0 

grau de u é igual a n, e n é qualquer número natural exceto os 
n 

da forma 25 -1 (veja [4] ). Isto é, 'l,• = ~[u 2 ,utt,u 5 , ••• ] .. 
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