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Resumo

O capitulo 1 trata de resultados gerais de Teoria dos Numeros. Sao expostos.
nesta ordem, os seguintes assuntos: elementos integrais scbre um anel, elementos
algébricos sobre um corpe. normas e tracos, discriminante, corpos ciclotémicos e
fatoracdo de ideais em um dominio de Dedekind.

No segundo Capitulo sao estudados topicos mais especificos, tais como norma
de um ideal, anéis de fracéo, decomposigao de um ideal primo em uma extensao
e teoria de Galois aplicada a corpos de numeros,

O Capitulo 3 € direcionado para as aplicagoes. Inicia-se com o estudo de
reticulados e densidade de empacotamento, e depois é exposto o homomorfismo
canonico de um corpo de nimeros. Finalmente. o estudo é particularizado para
corpos ciclotomicous, € uma das aplicagoes € a obtencac de um reticulado em
dimensao 6, que é o mais denso conhecido nesta dimenszo.

Finalmente, o apendice traz um resultado do Prof. Trajano Nobrega. usado
fortemente no corpo do trabalho.



Introducio

O desafio de se determinar o empacotamento esférico de * com a maior
densidade é antigo e tem despertado interesse por parte dos estudiosos de
vérios ramos da ciéncia. Este problema ganhou notoriedade ao ser citado em
1900, por Hilbert, como sendo o 182 de uma seleta lista de temas que viriam
a ocupar destaque no desenvolvimento da ciencia moderna.

Muito se fez em torno deste assunto, € as teorias até entao conhecidas
que tinham alguma relagdo com o problema ganharam mais importancia.

Um impulso marcante foi dado pelo artigo de Shannon, publicado em
1948, onde foi demonstrada a estreita relacdo entre bons cddigos e reticulados
densos. Com isto, o 18° problema de Hilbert ganhou posicdo privilegiada na
Teoria das comunicagoes. '

Muitos modelos matematicos foram desenvolvidos no intuito de colaborar
com a solugdo do desafio, cada um com suas particularidades e nenhum forte
candidato a resolver o problema. Entretanto, dentre estas receitas, surge
uma com algumas vantagens sobre as demais. Esta receita foi originalmente
proposta por Minkowiski, no inicio deste século, quando este estudava a
Teoria dos Corpos de Classes.

0O método, que motivou a redagio deste texto, consiste na representacao
geométrica de ideais de corpos de nimeros. No 1nicio, o interesse pelo assunto
se resiringia aos estudiosos de Teoria dos Numeros, cuja énfase se caracteri-
zava, até recentemente, na busca da solucdo do Ultimo Teorema de Fermat.

Com a evolugao dos fatos, o método de Minkowiski despertou interesse
de um nimero maior de algebristas, e os resultados surgiram naturalmente.
Um trabalho que marca a evolucao do método € uma colaboracio de dois
matematicos russos, Shafarevich e Golod, publicado em 1965. Nele é descrita



a melhor familia de reticulados, no sentido assintdtico. Contra esta familia
de reticulados pesa a dificuldade de se manipular tais estruturas.

Em 1978 surgem dois trabalhos do mesmo autor, Maurice Craig, onde ele
mostra que o método de Minkowiski também contribui para a construgao de
reticulados densos em dimensao baixa. Nos seus artigos sdo construidos cor-
pos de niimeros € nestes escolhidos ideais ordinarios convenientes cuja densi-
dade de empacotamento é a melhor conhecida em suas respectivas dimensdes,
no caso em questdo as dimensoes siao 6 € 24. Neste trabalho trataremos do
caso de dimensao 6 de forma diferente daquela usada por Craig.

Alguns resultados aqui citados, principalmente no Capitulo 3, dependem
fortemente de alguns resultados obtidos pelo Prof. Trajano Nobrega. Al-
guns destes resultados foram publicados e outros encontram-se em fase de
preparacao. Reservamos o Apéndice B para listar estes resultados, cujas
demonstracdes fugiam do espirito deste trabalho.

Esta dissertacdo estd dividida entre trés Capitulos e 1 Apéndice.

O primeiro Capitulo abrange aspectos gerais de Teoria de Numeros, tais
como norma e trago de um elemento, discriminante, corpos ciclotomicos e
fatoracao de um ideal primo em um dominio de Dedekind. Pela sua prépria
natureza, os resultados deste capitulo sio enunciados para situagdes bastante
gerais.

No Capitulo seguinte, os resultados apresentam carater mais especifico.
0 objetivo é fixar conceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento
do Capitulo final. Os temas centrais sao norma de um ideal e decomposicao
de um ideal primo em extensdes galoisianas.

O terceiro e dltimo Capitulo é voltado para as aplicacbes. E apresentado
o método de Minkowiski, para obtencao de reticulados via representacao
geométrica de ideais em anéis de inteiros algébricos. Traz ainda um novo
método para o cilculo da densidade de reticulados gerados através de 1deais
de em anéis de inteiros de Q((y~), p primo.

O apéndice apresenta resultados de ([/Nob]), sobre os quais se baseiam
grande parte do Capitulo 3. A escolha por esta classificagao visa apenas a
uniformidade técnica do texto.

Os resultados ¢ notagoes foram em grande parte baseados nas referéncias
[Sam] e [Mar], sobretudo os Capitulos 1 e 2. No inicio de cada resultado é
indicada a fonte do mesmo. Embora nio sejam tradugdes fiéis dos originails,



os resultados sao equivalentes ou consequéncias dos mesmos. Para finalizar,
cabe observar que o leitor mais experiente pode omitir a leitura dos Capitulos
leZ.
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[L: K] (corpos): grau de L sobre K
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f7HX): imagem inversa de X pela fungao f
car(R): caracteristica do anel R

T'ryx: trago com relagio a L e K

Npjr: norma com relacdo a L e K

Dy ¢ discriminante absoluto do corpo &



Capitulo 1

Resultados gerais

Este capitulo é dedicado a obtencdo de resultados basicos , sendo enun-
ciados para situacbes bastante gerais. Dentre os assuntos tratados, podemos
citar elementos integrais sobre um anel, elementos algébricos sobre um corpo,
normas e tragos de elementos ¢ discriminante. Também é feito um estudo de
propriedades elementares de corpos ciclotémicos, e para concluir o capitulo,
mostramos a unicidade da fatoragao de ideais em dominios de Dedekind.

1.1 Elementos integrais sobre um anel

Sejam A C R anéis. Um elemento & € R é dito integral sobre A se este é
raiz de um polindmio monico com coeficientes em A.

Pode ser visto em ( [Sam], pg. 27, Teor.1), que se A C B sao anéis e
z € A entao sao equivalentes:

(i) z € integral sobre A;

(ii) O anel A[X] é um A-mddulo finitamente gerado;

(iii) Existe um subanel B de R que contém A e z, e que € um submddulo
finitamente gerado.

Facamos a prova:

()=(ii): Seja f(X) =ao+ a1 X + -+ a1 X*' € A[X] tal que f(X) =0.
Mostremos que 1, z, ..., " * gera A[X| sobre A. De fato, seja y = g(z) € Alz],

]



onde g(X) € A[X]. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢(X) e r(X) € A[X]
tais que g(X) = ¢{X).f(X) +r(X), onde r = 0 ou dr < 8f. Podemos supor
y # 0, e dai

y=g(X)=r(X)=ag+aX+  +a_ X,

com a; € A; logo, 1,z,...,z77! gera A[X] sobre A.
(i1)=>(iii): Imediato.

(ii1)=-(1): Seja (¥1,...,yn) um conjunto finito de geradores para o A-médulo
B. Sendo B subanel de R, tem-se zy; € B, para ¢ = 1,...,n. Portanto,

TY: = E;;l QijY;, i= 1: EPR (PR € A’ 1 < Z" ‘? S -
Segue que

?:1(63"33' — aa-j)yj =0 ; 7 = 1,...,??,,

onde é;; = 1, se ¢+ = j e 0, caso contrarto.

Consideremos o sistema linear homogéneo definido pelas n equagdes nas
variaveis y1, ..., Yn- Seja d = det(;;2 — ai;). Pela regra de Crammer chegamos
a dy; = 0, para todo ¢. Isto significa que db = 0, para todo b € B, em
particular d.1 = 0, de onde d = 0. Para concluir basta observar que d é um
polindmio ménico € nao nulo em z, ja que o termo de maior grau aparece na
diagonal TJ%,(z — ay). O
Exemplo 1.1.1 O elemento © = /2 ¢ integral sobre Z, pois © € raiz de
X2 -2

Sejam R um anel, A um subanel de R e xi,...,%, clementos de R tais
que z; é integral sobre Afz;,...,z;;]. Entdo A[zi,...,2,] é um A-mddulo
finitamente gerado. A prova é feita usando indugao sobre n. Para n =
1 é evidentemente verdadeiro. Suponhamos que seja verdadeiro para n —
1 elementos. Entdo Alzy,...,z,] = Blz,], onde B = Alzy,...,2,-1] é por
hipétese um A-mddulo finitamente gerado. Sejam ¢y, ..., ¢ um sistema de
geradores de B sobre A. A familia (c;b;) é um sistema de geradores de B|z,]
sobre A. De fato, seja y = Y Fa;¢; um elemento de Blz,], onde a; € B. Para
cada indice , seja a; = 35 ri;b;, onde ri; € A. Entéo
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y = 28 (hyribi).c = Yagmi(eibs),

e portanto vale o resultado afirmado acima.

Como consequéncia deste resultado podemos deduzir que se A C R sao
aneis, entdo o conjunto A’ dos elementos de R integrais sobre A é um subanel
de K que contém A. De fato, sejam z e y dois elementos quaisquer de R
integrais sobre A. Entdo Alz,y] é um A-mddulo finitamente gerado que
contém A, z + y, —z e zy. Além disso A’ contém A, j4 que todo elemento
a € A é raiz do polindmio monico X — a € A[X].

(O anel A’, com a notagdo acima, sera chamado de fecho integral de A em
R. Quando A for um dominio, chamaremos de fecho integral de A ao fecho
integral de A em seu corpo de fragdes. Se o fecho integral de um dominio A
é o préprio A, entdo este é dito integralmente fechado. De modo geral, se R
é um anel e A é um subanel de K, diz-se que R ¢ integral sobre A se todo
elemento de R é integral sobre A.

Proposigao 1.1.2 (/Sam/, pg.29, Prop.2) Sejam R um anel, B um subanel
de R e A um subanel de B. Se R € integral sobre B e se B € integral sobre
A, entdo R € integral sobre A.

Demonstragao: Sejama € Re by, ...,b,_; € Btalsquebg+---+b,_ 1 X" =
0. Tal relacdo implica que z ¢ integral sobre Alby, ..., by—1]. Como por hipétese
cada b; € integral sobre A, entao os elementos by, ..., by_1, b, =  satisfazem:
b; é integral sobre A[bg,...,5_1]. A conclusio segue imediatamente dos resul-
tados ja apresentados.

Proposigio 1.1.3 ([Sem], pg.29, Prop.3) Sejam R um dominio e A subanel
de R tal que R € integral sobre A. Entdo R € um corpo se, € somente se A €
um CoTpo.

Demonstragao: =) Seja z € A um elemento nfo nulo. O elementoz™! € R
satisfaz a equacgao

ao+ arz” 4o oy (27T 4 (271" = 0,



onde a; € A. Multiplicando tal equacéo por 2" ! € A, obtem-se

-1 -
aGor™ 4 a2t g = 271

e assim z~! € A.

<) Fixado um elemento nao nulo, consideremos o espaco vetorial Alz] sobre
A. Neste espago, a aplicacdo linear ¢ — az é injetiva, ja que £ é dominio.
Logo € sobrejetiva, e portanto existe © € R tal que zy = 1, ou seja, = é
inversivel em £. O

Todo anel fatorial é integralmente fechado. Para ver isto, sejam A um
anel fatorial e x = a/b um elemento do corpo de fragdes de A integral sobre
A. Consideremos a equagao

g+ az+ .. Fap 2" 2" =0,a € A

Multiplicando esta equagio por #* obtemos

Prag+ " taya+ -+ ba,_1a™ + o™ = 0.

Isto implica b | o™, e aplicando o Lema de Euclides sucessivas vezes con-
cluimos que b | a, isto é, b é um elemento inversivel do anel A, e assim

z=uafb€ A U

1.2 Elementos algébricos sobre um corpo

Sejam R um anel e K um subcorpo de RB. Um elemento z € R é dito
algébrico sobre K se este é raiz de um polinomio ménico com coeficientes em
K. Um elemento 2 € R que nio é algébrico sobre K é dito transcendente
sobre K. Se todo elemento de R for algébrico sobre K, dizemos que R é
algébrico sobre K. No caso em que R é um corpo e R é algébrico sobre K,
diz-se que R é uma extensao algébrica de K.



Sejam z um elemento algébrico sobre K e f(X) € K[X] tal que f(X) = 0.
Se multiplicarmos o coeficiente dominante de f{X) pelo seu inverso, entio
¢ serd raiz de um polinémio ménico em K[X]; logo, sobre um corpo nao ha
distingao entre elemento algébrico e integral, e assim a teoria desenvolvida
anteriormente € aplicavel a elementos algébricos sobre um corpo.

Uma caracterizagio dos elementos algébricos sobre um corpo K é:
z é algébrico sobre K <= [K|[z]: K] é finito.

Dado um elemento z € R, consideremos o (tnico) homomorfismo de
anéis o, : K[X] — R definido por o.(a) = a,Va € K, e 0,(X) = 2. A
defini¢ao de elemento algébrico sobre K pode ser reformulada em termos do
homomorfismo ¢, da seguinte forma:

x é algébrico sobre K <= Ker(o,) # (0).

Consequentemente, z é transcendente sobre K se, e somente se fer(o,) =
(0). A imagem de o, é o subanel K[z] de R. Se z for transcendente sobre
K, entao K[z] ~ K[X]; se for algébrico, entdo

Kz} ~ K{X]/Ker{o.).

Sendo K[X] um dominio principal, o ideal Ker(o,) é gerado por um
polinémio f(X) € K[X], ndo constante no caso em que & € algébrico sobre
K. Podemos supor f(X) mdnico, j& que K é um corpo. Dessa forma, f(X)
é 1inico, e sera chamado o polinémio minimal de x sobre K.

[ interessante sabermos quando K[z] é um corpo. Para tal, temos a
seguinte

Proposicdo 1.2.1 ([Sam], pg.32 ) Sejam K um anel, K um subcorpo de R,
2 € R algébrico sobre K e f(X) € K[X] o polinémio minimal de « sobre K.

Sio egquivalentes:

() K[x] € um corpo;
(it) K|z] € um dominio;
(i1t) f(X) € irredutivel em K[X].
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Demonstragao: A implicagdo (i)=>(ii) é imediata. Suponhamos K{z] ~
K[X]/(f(X)) um dominio. Entao (f(X)) é ideal primo do anel K[X];
consequentemente f é irredutivel em K[X], e (ii) implica (iii). Para a
implicacio (iii)=-(i), notemos que f(X) irredutivel implica que (f(X)) ¢é
um ideal primo do anel fatorial K[X], logo um ideal maximal, e portanto

K[X]/(f(X)) ~ K|z] é um corpo. O

Sejam K um corpo, L uma extensao algébrica de K , F' uma extensao
algébrica de L com K -bases (z;)icr € (¥;) ;e , respectivamente. Mostraremos
que o conjunto (z;y;), ¢ € I, 7 € J € base de F sobre K. De fato, seja

¢ =Y ierai®i (a; € L),

um elemento qualquer de F. Para cada ¢ € I, existem a;; € K tais que
@i = Xjey @iy

Assim, ¢ = Y ;;a;;.(2:y;) é combinagdo linear, sobre K, dos elementos
z;y;. Falta mostrar que o conjunto (z;y;) é linearmente independente sobre
K. Sejam a;;, ¢ € I, j € J elementos de K tais que

Soi s Tilti = Yoies(Xier tisxi)y; = 0.

Da independéncia de (y;) sobre L vem Y ;c;aiz; = 0, e repetindo o
argumento para a familia (z;}icr vem a;; = 0. Isto mostra que {z;y;) é base
de F sobre K, e que vale [F: K| = [F : L].[L: K].

Sejam K um corpo ¢ L, I’ extensdes de K. Da-se o nome de K-
monomorfismo de I em L' a todo monomorfismo ¢ : L — L' satisfazendo
o(z) = z, para todo z € K. Analogamente, define-se K-automorfismo de L.
Se existir um K-isomorfismo ¢ : L +— L', diremos que L e L' sio K-isomorfos
(ou conjugados, no caso de L e I/ serem extensdes algébricas de K).

Definicao 1.2.2 Sejam K um corpo e f(X) € K[X] um polinémio ndo
constante. Suponhamos que erista um corpo L satisfazendo as sequintes pro-
priedades:



(i) K C L;
(i) f(X) se decompie linearmente em L[X];
(i) Se L' € um corpo que satisfaz (i) e (i), entdo L C L'.

Nestas condigdes L € dito ser um corpo de raizes de f sobre K.

Em outras palavras, um corpo de raizes de um polindmio f(X) € K[X]
é um corpo contendo K onde f(X) tem todas suas raizes, e é o “menor”
corpo com esta propriedade. £ nio é necessariamente tinico, mas veremos
mais adiante que dois corpos de raizes sdo K -isomorfos.

Teorema 1.2.3 ([Mon], pg.37, Teor.4.3) Sejam K um corpo e f(X) € K[X]

um polinémio irredutivel e ménico. Entdo existe uma extensdo simples K(z)
de K, onde x € uma raiz de f.

Demonstracao: Podemos considerar K como sendo subcorpo do corpo
K' = K[X]/(f(X)) através do monomorfismo ¢ — a. Seja o : K[X] —
K[X]/(f(X)) o homomorfismo canoénico. Entdo o(f(X)) = f(o(X)). Se
colocarmos z = o(X) € K, entdo f(z) = f(e(X)) = o(f(X)) = 0; isto
prova o resultado desejado. O

Corolério 1.2.4 ([Mon/, pg.39, Teor.4.6) Para tode polinémio nédo con-
stante g(X) e K[X], existe um corpo de raizes de g sobre K.

Demonstragao: Faremos a prova usando inducéo sobre o grau dg de g(X).
Se dg = 1, K ja é o corpo procurado. Suponhamos que seja verdadeiro para
todo polinémio com grau menor do que n, e que dg = n. Sejam f(X) € K[X]
um fator irredutivel e unitério de g{X), e  uma raiz de f na extenséo simples
K|z]. Segue que existe A(X) € K(z)[X] tal que

Por hipdtese existe um corpo de raizes F' de % sobre K[X], que € da forma



F=K(z) (1, .., tn-1) = Kz, 21,00y 2p1),

onde z; sdo as raizes de & (e portanto de g) em F'; Isto mostra que F' é o
corpo desejado. O

Proposicao 1.2.5 (Mon/, pg.38) Sejo K um corpo, f{(X) € K[X] um polino-
mio irredutivel e unitdrio em K[X] e z, ¢’ duas raizes de f {(em alguma
extensdo de K). Entdo existe um unico K-isomorfismo 8:K{z)— K(x’) tal
que 0(z) =z’

Demonstragao: Consideremos o homomorfismo 8 : K(z) = K[z] — K('),
pondo para cada y = ¢{z) € K(z), 8(y) = ¢g(='). A aplicaclo 8 estd bem
definida, pois se g(z) = h(z), entdo (¢ — A)}{z) = 0, e portanto f(X) divide
(0 — BY(X) em K[X] ; logo, (g — B)(&') = 0, e 0(g(z)) = O(h(X)). O ho-
momorfismo § é um K-monomorfismo, pois #(g(z)) = g(z’) = 0 implica que
F(X) divide g(X), e assim g(z) = 0. Além disso, pela prépria construgio
vale 8(z) =2’ . O

Se g(X)} € K[X]é um polinémio ndo constante, é fato conhecido que dois
corpos de raizes de g sobre K sao K-isomorfos. Um corpo K é chamado
algebricamente fechado se todo polindmio ndo constante em K[X] admite
uma raiz em K. Isto equivale a dizer que todo polindmio nao constante em
K[X] decompbe-se em fatores lineares de K{X]|. Também sabe-se que todo
corpo admite uma extensao algebricamente fechada ( [Lan/, pg.169, Teor.1).

Consideremos L e L’ extensoes de um corpo K. Dizemos que dois ele-
mentos z, ¢’ pertencentes a L e L', respectivamente, sido conjugados se existir
um K-isomorfismo o : K{x) — K{(z') tal que o(z) = 2.

Lema 1.2.6 (/Sam/, pg.33) Sejam K um corpo de caracteristica zero ou um

corpo finito e f(X) € K[X] um polinémio moénico irredutivel. Entdo toda
raiz de f em qualquer extensdo ¢ simples.

Demonstracao: Seja

f(X) =apt+a X+ a1 X+ X7 , ai € K.



Suponhamos que f admita uma raiz dupla z. Se f’(X) é a derivada
formal de f(X), entdo f’(z) =0, e sendo f irredutivel vem

FlX)=a+2a:X+ - +nX"1=0.

Em particular, n.1 = 0, o que nao é possivel em caracteristica zero.
Suponhamos entdo que car(K) = p > 0, e que K seja finito. O homomor-
fismo z — 2P de K em K ¢ injetivo, pois = = y? implica (2P — y?) =
(z — y)¥ = 0, e portanto & = y. Sendo K finito, resulta que é um auto-
morfismo. De f' = 0 vem f{X) € K[X?]; isto somado & sobrejetividade do
homomorfismo acima nos da que f(X) € K?[X?] é da forma (h{X))?, com
h(X) € K[X]. Mas este fato contradiz a irredutibilidade de f(X), o que

conclui a prova. O

Teorema 1.2.7 ([Sam/, pg. 33, Teor.1) Seja K um corpo de caracteristica
zero oy um corpo finito, K’ uma extensdo de K de grau finito n e @ um
corpo algebricamente fechado contendo K. Entio existemm n K-isomorfismos

distintos de K’ em 1.

Demonstragdo: Se K’ € da forma K (z), entdo as n raizes distintas zy, ..., Z,,
do polindmio minimal de z sobre K induzem n A -monomorfismos distintos
o; : K' v Q, definidos por o;(z) = z;. Suponhamos agora que K’ nio seja
uma extensao simples de K, e tomemos z € K’ tal que K C K(z) C K', com
(i (=) : K] = ¢ > 1. O resultado é provado usando-se indugéo sobre o grau
da extensdo. Pelo visto acima, existem ¢ K-monomorfismos o; : K[z] s {2,
cujas imagens denotaremos por K;. Como K (z) e K; sdo isomorfos, é possivel
construir uma extensao K de K; e um isomorfismo of : K — K| que extende
oi. B claro que K; é de caracterfstica zero ou um corpo finito. Aplicando a
hipétese da indugdoe a extensao K/ | Kj, obtemos n/¢q K;-monomorfismos 8;; :
K!— . Construimos, assim ¢.(n/¢) = n monomorfismos ¢,; 0 0; : K’ — 0,
que sao dois a dois distintos, ja que estes diferem em K ou em K;. O

1.3 Normas e tracos



Dados um anel R e uma matriz A em M,(R), definimos o traco de A
( e indicaremos por T'r(A)) como sendo a soma dos elementos da diagonal

principal de A.

Lema 1.3.1 ([Lanj, pg. 323) Se A ¢ B sio duas mairizes de M, (R), onde
R € um anel qualguer, entdo Tr(AB)=Tr(BA).

Demonstragao: Sejam A = (ay) e B = (b;;); Escrevendo AB = () e
BA = (ui;), onde

Vij = Sope1®ikbii, € phiy = op—qbikak;,

temos

Tr(AB) = Y0 vt = iy (2 Rer@inbei) = 25y (Ul briain)=
Pohoy ik = Tr(BA).

O Lema esta provado. O

Aplicando o Lema anterior a matriz B = CA~1, obtemos
Tr(ACA™Y) = Tr(C).

Sejam R um anel, £ um R-mddulo livre de posto finito e u um endomor-
fismo de E. Se (e;) é uma R-base para I e se A é a matriz que representa
u com respeito a essa base, define-se o trago de u (e indicaremos por T'r(u))
como sendo o trago da matriz A.

Com as nota¢des anteriores, se u e v sdo endomorfismos de £ e se A € R,
entao valem as propriedades

Tr(Au) = ATr{u)

&

Tr(v+v)=Tr(u)+ Tr(v).
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Se A ¢ uma matriz inversivel, sabemos que det(AC'A™') = det(C). Isto
nos sugere a defini¢io de uma nova fungiio definida no conjunto dos endo-
morfismos de E, a saber a fun¢do norma. Definimos o determinante de u ( e
indicaremos por det(u)) como sendo o determinante de A.

Ainda usando a mesma notacao, definimos o polinémio caracteristico de
u {e indicaremos por F,,(X)) como sendo

Fu(X) = det(X.1d — A).

Proposigao 1.3.2 ([Sam], pg. 36} Para um dado endomorfismo u, vale a
identidade

FUX)=X"—Tr(u)X™ 4+ 4 (—1)"det(u).

Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-médulo livre
de posto finito n. Para cada z € B, definimos o endomorfismo m, de B por
me(y) = zy. Assim, fica natural definirmos trago, norma e polinémio carac-
teristico de « (relativamente & B e A) como sendo o traco, deteterminante e
polindémio caracteristico do endomorfismo m,, respectivamente.

Denotaremos o trago de z relativamente a B e A (resp. norma) por
Trpja(z) (resp. Npja(z)), ou simplesmente por Tr(z) e N{z), quando nao
ha possibilidade de confusio. Sio elementos de A.

Exemplo 1.3.8 Sejam B = Z[\?2], A= 7 , 8 = (1,V/2) uma Z-base para
Bez=a+b/2 ey =a+bVd elementos de B. As coordenadas de 2y
com relacdo a 3 sdo

((acts + 2bby), (aby + bay)) = ( : f’) ( o )

Logo @ matriz de m, €
a 2b
=(37)
de onde vem Tr{z) =2a e N(z) = a? — 2%,
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Sejam z,y € B e a € A. Valem as seguintes propriedades:

Triz+y)=Tr(z)+ Tr(y);
Tr(az) = alr(z);

Tr(a) = na;
N(zy) = N(z)-Ny) ;
N(a) = a™

Veremos a seguir um resultado sobre normas e tragos de elementos no
caso particular de extensdes finitas de corpos.

Lema 1.3.4 ([Sam/, pg.29, Prop.1) Sejam K um corpo de caracteristica zero
ou um corpo finito, L uma estensdo finita de K de grau n, * € L tal que
L =K(z) e z1,...,%5 as raizes do polinomio minimal de x sobre K. Entdo

T?‘LU((SC) =1+ -tz
€
NLIK(:E) =X1...Ty-

Demonstracéo: Seja f(X) = ap+ a1 X + ... + @1 X" 1 + X™ 0 polindémio
minimal de z sobre K. Os elementos 1,x,...,2z*"! formam uma base de L
sobre K, e a matriz M do endomorfismo m, com relacdo a esta base é

0 0 0 —p

1 0 0 —q
M=[0 1 0 —a |

0 .+« 0 1 —a,4

como se verifica facilmente. O polinémio caracteristico £,(X) é dado por

X 0 0 ap

X e 0 e
FX) = det{X.Id— M)=det|] 0 -1 - 0 @

0 -+ 0 =1 Xd4az
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Vale
F,(X)=fX)=(X—-2)(X —z2)..( X —2,) =

=X" - (Z?:Im)xﬂ_l +- 4+ (=1 i)

assim,

Trywp(z) =z1+ ...+ 2. € Npge(z) = 31,2, ,

como querfamos. O

Teorema 1.3.5 ([Sam/, pg. 36, Prop.1) Sejam K wm corpo de caracteristica
zero ou um corpo fintto, L uma extensdo finita de K de graun , x € L ¢

r=[L: K(z)|. Entio
Tryx(e) = rTrr@)x(z)

[

NL|K($) = (NK(J:)IK(Q:))T‘

Demonstracao: A representaciao xy; com relacdo i base y, sera

MAO-- 1+ 0) = (i - ais).

Assim,
TYi = Lh=1%ikYk-
Consideremos a base (y;z;) de L sobre K segundo a ordem

(ylzla ey Y1y s W1 Ewy ooy yszr)a

e denotemos por M’ = (b;;) a matriz que representa a multiplicagio por z
em L com relacao a esta base. Tem-se
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z(yiz;) = (zy:)z; = (Chmrirtie) 2 = io i (Yr2;)-
Por outro lado, a representagéo de zy;z; com relacdo & base M’ serd

MO 1--0)t = (b« - brm),

onde [ = i.j e o nimero 1 aparece na [-ésima posicdo. Assim,

LYiz; = Zp,q bi,pvq(ypyq)

Comparando as igualdades obtidas, concluimos que M’ é formada por
r blocos diagonals, onde cada bloco é a matriz M. O resultado segue da
representacao

M 0 0
0 M

[] 7
0 0 M

aplicando-se a férmula para o cédlculo do discriminante de uma madtriz for-
mada por blocos diagonais. O

1.4 Discriminante

Veremos, no Capitulo 3, que o discriminante do corpo em questao tem
relagdo com o calculo da densidade de ideais. Iniciamos a se¢do com uma
exposicao bastante geral e finalizamos com uma férmula que permite o célculo
explicito do discriminante, em um caso particular.

Definigao 1.4.1 Sejam A C B anéis tais que B seja um A-mddulo livre de
posto finito n. Dda-se o nome de discriminante da n-upla (24, ...,z,) € B" ao
elemento de A definido por

D(:I:l, Ty z:n) = dct(TT‘B[A(a?i&,"j)).
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Lema 1.4.2 ({Sam], pg.38, Prop.1) Sejam (21, ..., %n), (Y1,---, ¥n) € B™ tais
que y; = 3 T_qa;z5, coma; € A. Enldo

D, oy i) = (det(ay))®. D(zq, o0y 2, ).

Demonstragao: Tem-se

Ypla = Soiripittes-(2iY5);

logo,

Tr(ypYe) = Lijapits-Ir{zit;) = (api)i. (Tr(ziz;))ij(ag)}

&

Tr(ypyq) = (Gm)-(TT(iﬂpxq))-(am)t-

Pondo b;; = a;;, temos:

Tr(ype) = (i @pTr(2i24)) bpg = 30 1o @i Tr(ziz;).bg; =
Yo ; Opites. T T{(Tsz5).

Tomando determinantes, obtemos

Dlyr, e ) = (det(ai)).D(e1, oy 20). O

O Lema acima nos diz que o discriminante de duas bases quaisquer de B
sobre A sao associados em A.

Dé-se o nome de discriminante de B sobre A (e sera indicado por Dp|4)
ao ideal principal de A gerado pelo discriminante de qualquer base de B
sobre A. '

O resultado a seguir caracteriza bases de B sobre A em termos do dis-
criminante D g4, em um caso particular.
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Proposigao 1.4.3 ([Sam], pg.39, Prop.2) Sejam B C A anéis tais que
B sejo um A-mddulo livre de posto finito n. Suponhamos que A seja um
dominio. Entdo um conjunio (x1,...,2.) € base de B sobre A se, ¢ somente

se D(z1,...,xs) gera Dpja.

Demonstragao: A implicagdo (=) é imediata, valendo mesmo no caso em
que A nio é um dominio. Para provar a implicagao contraria, tomemos uma
base (ej, ..., e,) de B sobre A e elementos a;; € A tais que z; = 3, aijz;.
Sejam d = D(zy,...,z;) e d = D(ey,...,e5). Como dA = d'A, entao existe
¢ € Atal qued = cd, e vale d = {det(a;;))*.d'. Segue que d’ = ¢.(det(a;;))?.d'
resultando c.(det(a;;))? = 1; isto mostra que det(a,;) é inversivel em A, e
portanto (x1, "+, 2,) é também uma A-base para B. O

Lema 1.4.4 ([Sem/, pg.39,) Sejam G wm grupo ¢ K um corpo. Entdo toda
coleciio finita de homomorfismos distintos de G em K — {0} € linearmente
independente sobre K.

Demonstracao: Fagamos a prova usando indugdo sobre o nimero n de
homomorfismos. Para n = 1 é trivialmente verdadeiro. Suponhamos n > 2,
e que seja verdadeiro para n — 1 homomorfismos. Sejam (ay, ..., an) tais que

n.,a;.0i(b) = 0,

para qualquer b € G. Assim, para arbitrarios b e c em G, vale
E?:lag-.cr,-(bc) = Eg":laiog(b).az-(c) = 0.

Multiplicando a primeira equag¢io por o;(c) e subtraindo da anterior obte-

mos

izgai{i(c) — a1(c))(ai(B)) = 0.
Pela hipétese da indugao vale, ag{cox(c) — o1(c)) = 0, e sendo os ¢;’s dois

a dois distintos resulta ax = 0, para & = 2,...,n, 0o que implica que também
1= 0. O
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Proposicao 1.4.5 (/Sam], pg.39, Prop.3) Seja K um corpo de caracteristica
zero ou um corpo finite, L uma extensdo finita de K de graun e oq,...,0,
os n K-itsomorfismos distintos de L num corpo algebricamente fechado §}
contendo K. Se (z1,...,x,) € uma K-base de para L, entdo

D(z1, .y ) = det(o:(z;))* # 0.

Demonstragao: Pondo a;; = ¢;(x;), temos

Tr(zix;) = Yeon(ziz;) = Trow(z:i)ow(e;) = Cramase = (ai;).(asy)".

Tomando determinantes, resulta
D(zy, -+, z,) = (det(o:(z;))%
Se fosse det(o:(z;)) = 0, entdo o sistema

Yooi(m) Xy 3 =1,

admitiria solugdo néo trivial (¢, ...,c,) € K*, e para um elemento arbitrério
d =>"" ,a;x; , por linearidade terifamos

?zlgi(d) =0,
o que contraria o Lema 1.6.8. O

Lema 1.4.6 ([Sam], pg.40) Nas mesmas condicées da Proposicdo 1.4.5, para
toda base (1,...,2.) de L sobre K, existe uma base (y1,...,vy,) satisfazendo
Tre (xy;) =6
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Demonstracgao: Para cada z € L, seja s, : L — K a aplicagio definida
por sp{y) =Trnx(vy). Verifica-se facilmente que s; é uma transformacao
K-linear de I,. Consideremos agora a aplicagdo ¢ : L — Hom(L,K) (de K
no seu espago dual) dada por #(z) = s.. Novamente, verifica-se que ¢ é uma
aplicacdo K-linear de L em Hom(L,K). A aplicacdo ¢ é injetiva, ja que
Trog(zy) = 0 para todo y € L implica z = 0. De fato, seja (y1, ..., ¥») uma
K-bage para L e z € L tal que Trpx(xy) = 0, para todo y em L. Podemos
supor z #£ 0, e dai

D(zy1, .., zyn) = det(Trpjx (2yizy;)) = det(0) = 0,

contra a Proposi¢do 1.4.5. Logo § é um isomorfismo, e assim existe uma base
(y1,+*,yn) tal que Trpjp(2iy;) = bij. O

Teorema 1.4.7 ([Sam], pg.40, Teor.1 ¢ Corol.) Sejam A um dominio in-
tegralmente fechado de caracteristica zero, K seu corpo de fragées e L uma
extensdo finita de K de grau n. Fntdo o fecho integral A de A em L € um
submddulo de um A-mddulo livre de posto n. Se adicionarmos a hipdiese de
A ser principal, entdo A’ serd um A-mddulo livre de posto finito n.

Demonstracio: Tomemos uma K-base (21, ..., ¥,) para L. Cada z; é algébri-
co sobre K, e portanto satisfaz a uma equacao

o+ a1z, + -+ anxy =0, a; € K.

Desta igualdade verifica-se que a,,z? € integral sobre K. Colocando z: =
n.x;, Obtemos uma K-base (z}) para L, contida em A’. Pelo Lema 1.4.6,
existe uma outra K-base (31, -+, ¥,) tal que

T?'LFK(:::;.yj) :6{3'.
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Mostraremos que A’ é subméddulo do A-médulo livre Ay + -+ + Ay,.
Para tal, sejam ¢ € A’ € ¢1,--+, ¢, elementos de K tais que ¢ =Y, ;.
Resta concluir que ¢; € A. De fato, para todo indice ¢ vale zia € A’, de onde
Tryx (zia) € A. Mas

Trow(zia) =Trox (200 ¢y;) = Tro (X - (2iys) = e
Triyw(ziy;) = Zjm Cibiy = € 5

logo ¢; € A, como queriamos. O

Suponhamos agora A principal. Entdao A’ ¢ um A-médulo livre de posto
finito < n . Como A’ contém uma base de L sobre K, entao A’ terd posto n.

Apresentaremos agora uma férmula para o calculo do discriminante, para
o caso particular L = K(z), conforme o seguinte enunciado formal:

Proposigao 1.4.8 (/Sam/, pg.4{1) Sejam K um corpo de caracteristica zero
ou um corpo fintto, L uma extensdo finita simples de K (i.€, L = K(z),
z € L) e f(X) o polinémio minimal de z sobre K. Denotemos por f'(X) a
derivada formal do polindmio f(X). Entdo

D(1,z,..,a" 1) = (=1 V2 Ny e F(x).

Demonstracao: A férmula de Vandermonde nos da det(:nf) = [Lic;{zi—=5).
O resultado segue da sequéncia de ignaldades seguinte, onde os o; represen-
tam os homomorfismos definidos no Teorema 1.2.7, z; =ci(z) as raizes de

F(X) e c= (=1)Mn=0)/2;

D(1,z,...,z" ) = det(oy(27))* = (det(w{))z = ¢ [ig;(z —2;) =
e [TiIui(2i — 25)) = c. [l 0:(f'(#)) = e.Nyx (f'(=)). O

1.5 Corpos ciclotémicos

Denotaremos ¢, = e2*/™ e chama-se corpo ciclotémico os corpos da forma,

Q((,). Neste caso K = @ ((.) serd chamado de n-ésimo corpo ciclotémico.
Sobre a dimenséo do Q-espaco Q((,.), vale o seguinte resultado cldssico:
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Proposicao 1.5.1 ([Mon], pg.112) O corpo Q((,.) € um espago vetorial sobre
Q de dimensdo ¢(n), e o conjunto dos ¢} tais que 1 < j<ne(jn)=1¢
uma base para este espago vetorial.

Por hora veremos alguns resultados no caso particular @ ((,), com p
primo.

Fixado um mimero primeo p, seja z uma raiz primitiva p-ésima da unidade.
O ndmero z é raiz do polinomio

XP—1
X =1

=XPl 4+ X+,

sendo chamado de p-ésimo polindémio ciclotomico. Vale o seguinte resultado:

Proposigao 1.5.2 ([Sam], pg.42, Teor.2) Para todo nimero primo p, o
polinémio ciclotomico XP71 + ... + X + 1 € irredutivel em Q[X].

Demonstragao: Pondo X =Y + 1, temos

XP—1 (Y +41)p—1

T sy =Y ()Y =G,

X b X+l =

Aplicando o critério de irredutibilidade de Eisenstein ao polindmio G(Y),

conclui-se que este é irredutivel, ji que () = 1 e p® ndo divide nenhum dos

coeficientes G’) Disto segue que o p-ésimo polindémio ciclotémico também é
irredutivel. O

A irredutibilidade do p-ésimo polindmio ciclotdmico implica imediata~
mente

Triz)=—1eTr{l)=p—1.
Logo Tr(z«f) = —1, para j =1,...,p— 1, e como consequéncia

Tr(l—2)=Tr(1—-2)=---=Tr(l—22" Y =p
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Observe que os conjugados de 1 —2 sio os elementos 1—27 , 7 = 1,...

Da identidade

Xp—1+...+X+1:H§;f(X_C:;)’

para X = 1 obtem-se
=[5 (1-¢)=N1-¢).

Nesta secao denotaremos por A o anel de inteiros em Q((,r).

Os resultados que seguem visam uma caracterizagao de A.

Lema 1.5.3 ([Sam], pg.43) Em Q((,), valem
(a): A(l —2)NZ =pZ .
(b): Tr(y(l — z)) € pZ , para todo y € A.

Demonstracgao: (a): Sabemos que p € A(1 — z), o que implica

A(l—2)NZ D pZ .

yp—1.

Suponhamos, por absurdo, que a igualdade em (a) seja falsa. Sendo pZ

um ideal maximal de Z , a relagao A(1 — z) N Z # pZ implica

Al—2)NZ =Z = pZ.

ou seja, 1 — z é uma unidade em A. Assim os conjugados (1 — 27) de 1 — 2
também sio unidades; logo p é unidade em ANZ , o que é evidentemente

falso.

(b): Cada conjugado y;(1 — 2?) de y(1 — z) é miltiplo de 1 — 2/ em A. Como

-2 =(1—-2)1+ 2+ 4271,
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segue que y;(1 — z?) é também miltiplo de 1 — 2. Sendo o trago a soma dos
conjugados, temos

Triy(l—=2)) € A(1 —z2)

e de (a) vem
Triy(l—2)) € A(l—2)NZ =pZ.

Teorema 1.5.4 ([Sam], pg.43, Teor.2) O anel A de inteiros do corpo Q((,)
€ Z[¢), e (1, G, ...,Cg”z) € uma base para o0 Z-mddulo A.

Demonstragao: Seja 2 = ag + a1z + « -« + a,_2277% (a; € Q ) um elemento
de A. Entao

z(l—z)=ao(l —2) + a1(z — 2%) + -+ + apep(2P2 — 2771).

Tomando tracos e o Lema 1.5.3(a), obtemos

T'r(x(l — Z)) = G(}T?‘(l _ Z) = a,p.
Por (b) de 153: bao € pZ R assim g & Z. Como 2_1 e A} segue
(x—ag)z ' =ar+agz+ - F+a,m02°7 % € A

O mesmo argumento mostra que a; € Z . Aplicando o processo sucessi-
vamente, concluimos que cada a; € Z .

O resultado acima pode ser generalizado. Pode ser visto em [Was], pg.
11, que o anel de inteiros de K = Q((,) € Z[(.).

Para corpos ciclotomicos existe uma expressdo para o calculo do discrim-
inante. Faremos a prova para um caso particular.

Proposicao 1.5.5 O discriminante de Q((,-) vale
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+p*, ondea=p" ' (pr—r—1).

Demonstracao: O polindmio minimal de {,r sobre @ é

T—1

F(X)= (X" - /(X" - 1),

e sabemos que (1, pr, ..., Cfr(pr]_l) gera K = Q((,r) como Q-espaco vetorial.
Pela Proposicao 1.4.8, temos que

D = Nl F'(Gr)) = Niio(p")- NS ™) Niol(¢ = 1).

Fazendo o célculo parte por parte, tem-se

r—1

Nyig(p") = pr®=1""
T—1 e
Ny ) = Nogan(&))? ™ = £1;

=1 P o1

Nrw(ly — 1) = (—=Noe(l = &) = —p”
Substituindo na expressio acima, obtemos

@K — :l:pp?\_l(p_:[)r.p_pr—l — :Eppr—l{p,r_?._l) 1

conforme o enunciado. O

Um resultado mais geral pode ser encontrado em {Was|, pg. 12, Prop.

2.7: O discriminante do corpo K = Q({,) vale

()

D = iHmnPd’(“]"("_l} )
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1.6 Fatoracao de ideais em um dominio de

Dedekind

Consideremos o anel de inteiros A = Z [/~5] em Q (/=5). Observe
que (1 + +/=5)(1 — +/=5) = 2.3, e estes fatores tém normas 6,6,4 e 9,
respectivamente. Note que 1 + +/=5 ndo tem divisor nao trivial em A, j4
que a norma deste divisor é também um divisor ndo trivial de 6; isto é
impossivel, pois as equagdes a®+ 5b? = 2 e ¢ + 55 = 3 ndo tém solugio em
7 . Tomando normas, conclui-se que o primo 1 + 1/—5 nao divide 2.3, de
forma que a fatoragio de 6 em primos de Z[/—5] néo é tnica.

Contudo, Kummer (1810-1893) observou que em certos anéis a fatoracio
de ideais em ideals primos é sempre unica. Estes anéis sdo chamados de ”anéis
de Dedekind 7. No que segue, faremos um estudo desses anéis objetivando
demonstrar a unicidade da fatoragio em ideais primos.

Um A-médulo M é dito Noetheriano se satisfaz as condicoes equivalentes
seguintes:

(i) Toda colegdo nao vazia de submédulo de M contém um elemento maximal.
(1) Toda cadela crescente de submédulos de M ¢ estacionaria.
(iii) Todo submédulo de M ¢ finitamente gerado.

Um anel A é dito Noetheriano sem, visto como A-médulo, for um médulo
Noetheriano.

Proposicao 1.6.1 ([Sam/, pg. 46, Prop.1) Sejam A um anel, E um A-
modulo e E' um submodulo de E. Enido E é Noetheriano se, e somente se
E' e E/E' sdo Noetherianos.

Corolario 1.6.2 (/Sam/, pg.47, Corel.1)Se E, ..., Fy, sdo A-médulo Noethe-
riano, entdo o A-modulo produto By x -+ x By, ¢ Noetheriano.

Se A € um anel Noetheriano ¢ £ um A-mddulo de tipo finito, entao £ é
um mdédulo Noetheriano.

Sabemos que todo ideal maximal m de um anel A é um ideal primo
nio nulo. A reciproca nem sempre é verdadeira. Estudaremos mais adiante
propriedades de anéis que satisfazem a esta condicao.
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Sejam A C B anéis e p um ideal primo de B. Consideremos a inclusao
1: A B, o homomorfismo canénico h : B — B/p e a composicao f = hos.
O nicleo de f é AN, e portanto A/ANP ~ f(A) C B/p; assim, A/ANp é

um dominio. Mostramos, assim, que p N A é um 1deal primo de A.

Dados dois ideais a € b de um anel A, define-se o produto de a por b (e
indica-se por ab) como sendo o conjunto de todas as somas da forma 3%,
a;b;, com a; € aeb; €b. O produto ab & também um ideal de A, e vale a
inclusao ab C a Nb. Diremos também que a divide b se b C a. Indicaremos
esta 1ltima relagao por a | b.

Um dominio A é chamado de dominio de Dedekind se for integralmente
fechado, Noetheriano e se todo ideal primo ndo nuio de A for maximal.

Teorema 1.6.3 ([Sam/, pg.47, Prop.1) Sejam A um dominio de Dedekind
de caracteristica zero, K seu corpo de fragcoes e L uma extensao fintte de K.
Entio o fecho integral A’ de A em L ¢ um anel de Dedekind e um A-mddulo
de tipo finito.

Demonstracao: Sabemos que A’ é um submddulo de um A-médulo Noethe-
riano. Usando amda o mesmo resultado concluimos que o préprio A’ é um
A-médule Noetheriano de tipo finito. Falta mostrar que todo ideal primo p
de A’ é maximal. O ideal pNA é um ideal primo de A; para mostrar que é
também nio nulo, seja z € p —(0) e g(X) = X" + @1 X"+ -+  + @ um
polindmio de grau minimo em A[X] que anula . A minimalidade do grau
de ¢ implica ao # 0. Logo,

awezANAC pﬂ/—l,

e assim (0)# pMNA € um ideal maximal de A. Os homomorfismos A ++ A’ —
A’/p nos dao que A/ANP pode ser considerado como um subanel de A’/p . O
anel A’/p é integral sobre A/ANp . De fato, seja 2'+p € A'/p e f(X) € A[X]
um polindmio que anula z’. Em (A/ANP)[X] , seja

fX)=da+ -+ X" + X7,
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onde @; = a¢;+ANp . Temos f(z'+p )= f(z')+p = 04+p = 0. Até o momento,
sabemos que A'/p é um dominio, é integral sobre A/ANp e A/ANp é um
corpo. Portanto A’/p é um corpo, e assim p é maximal. O

Definigao 1.6.4 Seja A um dominio ¢ K seu corpo de fragées. Dizemos
que um A-submddulo I de A € um ideal fraciondrio de A se existir d € A ndo
nulo tal que d.JC A. O elemento d serd chamado um denominador comum

parae 3.

O produto IB de dois ideais [racionarios de A se define analogamente
ao produto de ideais, e 3B, 3JNB e J+*B sdo ainda ideais fracionarios de A.
Definindo J:B = {z € K;z™B CJ}, verifica-se que este é também um ideal
fraciondrio de A.

Lema 1.6.5 (/Sam/, pg.4{8, Lem.3) Seja A wm dominio Noetheriano. Entdo
todo ideal nao nulo de A contém um produto de ideais primos ndo nulos.

Demonstragao: Seja @ a colecio dos ideais ndo nulos de A que nao contém
um produto de ideais primos nac nulos de A. Suponhamos por absurdo
que ® # §, e seja m um elemento maximal de ®. Tal ideal m nio é
primo, e m # A. Sendo assim, existem elementos z,y € A—m tais que
zy € m. Os ideais m+2zA e m+yA contém m propriamente, € pela maxi-
malidade de m estes ideais ndo estdo em ¥. Assim, existem ideais primos
nédo nulos Py,...,091,...,0s tals que m+Az O p1...p. e m+Ay D q;1...q,; dal
m=m-+Azy=(m+Az) (m+Ay) D p1...p- g1...qs, cOMO querfamos. O

Lema 1.6.6 ([Sam], pg. 49) Sejam A um anel Noetheriano e K seu corpo
de fracoes. Entdo todo ideal fraciondrio de A ¢ um A-mddulo de tipo finito.

Demonstracio: Seja J um ideal fracionario de A e d € 4 tal que dJC A.
Entdo J C d'A, e sendo d™' A um A-médulo isomorfo & A4, segue que d~' A
é também Noetheriano ; logo J é um A-médulo de tipo finito. O
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Lema 1.6.7 ([Sam]/, pg.50 , Teor.2) Seja A wm dominio de Dedekind. Para
todo ideal primo ndo nulo p de A, existe um ideal fraciondrio p~' de A tal

que pp~* = A.

Demonstracéo: Consideremos em A o ideal fracionario

p~! ={z € K;zpC A}

Pela prépria construcio, vale pp~! C A, e A Cp~! . Assim,

p=pA Cpp~! C A,

e pela maximalidade de p vem

pp~! =p ou pp~! =A.

Suponhamos, por absurdo, que a primeira possibilidade seja verdadeira.
Tomemos um elemento z €p~! , e consideremos o submédulo A[z] de K.
Este submédulo é um ideal fracionério de A, j& que pp~* =p implica pz™ Cp,
para todo n; como consequéncia, qualguer elemento de p é um denominador
comum para Afz]. Segue do Lema 1.6.6 que A[z] é um A-médulo de tipo
finito, e assim z € integral sobre A. Como A é integralmente fechado, entao
r € A,edepp™ =p vem p~! =A. Seja @ €p um elemento nio nulo. Consi-
deremos ideais primos nao nulos py,..., P, tais que Aa O P1...py, onde supomos
que n seja o malor possivel para o qual isto ocorra. De pD Ae Dpy...pn, vem
p D p; , para algum indice z. Como p fol tomado como maximo, entio Aa
nao contém P; ...p,. Seja b € Py ..p, tal que b ndo pertenca a Aa. De p(po
Pn) C Aa vem p b C Aa, e dai p ba™' C A; Pela definicio de p~! tem-se
ba~! €p! = A; mas b ndo estd em Aa, de onde ba™! ndo estd em A =p!
(absudo). O

Corolério 1.6.8 (/Sam/, pg.50, Teor.3) O conjunto dos ideais fraciondrios
ndo nulos de um anel de Dedekind A € um grupo,
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Teorema 1.6.9 (/Sam/, pg.50, Teor.3) Sejam A um anel de Dedekind e o
um ideal ndo nulo de A. Fntao existem ideais primos ndo nulos p1,...,p, de
A e inteiros posttivos ey, ..., e, tais que

—_ n €:
a= f:lpi H
e esta expressio ¢ unica.

Demonstragao: Sabemos que a contém um produto finito de 1deais primos
nao nulos, ou seja, existern pPy,....p; ideais primos nao nulos tais que p;...p,
Ca . Faremos a prova usando indugdo sobre s. Se s = 1, entdo a € primo,
e nada temos a provar. Suponhamos agora que p;...p, Ca. Existe um ideal
primo p tal que

p..p,C a Cp;

logo p divide pi...ps, € sendo p primo podemos supor p=fp;. Assim,

p2..p, C p~laCp~ip=A

j4 que @ C p. A hipdtese da inducde nos diz entio que p~la=qi...qq, €
portanto a=pdi...q:, como querfamos. Provemos novamente por indugdo que
tal produto é unico, a menos da ordem dos fatores. Sejam py, 95, 41, q; ideais
primos nao nulos tais que py...ps=q;...q;- Suponhamos que para todo r <
min{s,t}, seja verdadeira a seguinte afirmacio: se ay,...,0,,by,..,b, sdo ideais
primos nio nulos tais que a;..a,=b;...bs, entao r = sea; =b; , i =1,...,5
(a menos da ordem). Se min{s,t} = 1, tomemos por exemplo s = 1. Entao
a1=b1...b; , e como a; é primo tem-se ¢t = 1. De py ...ps=1...0; Ce1, tiramos
d1 | P1...ps, € sem perda de generalidade podemos supor g;=p;. Obtemos
assim Py ...p,=¢s...0:. O resultado segue da hipétese da indugdo. O

Corolédrio 1.6.10 (fSam], pg.50, Teor.3) Seja A um anel de Dedekind e a

um ideal fraciondrio ndo nulo de A. Entao existem ideais primos ndo nulos
P1,...,bn € inteiros eg, ..., e, tais que
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a :]._.[:]=1 pf: }

e esta erpressdo € untca.

Demonstragio: Seja d € A um denominador comum para a. Entéo da é
um ideal de A, e o resultado vem do Teorema 1.6.9 e da igualdade

a = (da).(Ad)". D
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Capitulo 2

Extensao e norma de ideais

Iniciamos este capitulo com a defini¢io de norma de um ideal € a apre-
sentacao de alguns resultados. Em seguida fazemos um breve estudo de anéis
de fragoes , com o intuito de basear demonstraces da secio seguinte, que
trata da decomposi¢do de um ideal em uma extensao. Depois disto, passamos
para o estudo desta decomposi¢do em extensoes galoisianas.

2.1 Norma de um ideal

Um caso especialmente importante de extensoes de corpos sao os chama-
dos corpos de nimeros, que sio extensoes finitas do corpo @Q dos nimeros
racionais. Se a dimensio de um corpo de niumeros K é n, diz-se que K é um
corpo de numeros de dimenséo n.

Os elementos de um corpo de nimeros integrais sobre Z sao chamados
de inteiros de K. Se A é o anel de inteiros de um corpo de nimeros K, pelo
Lema 4.2 vemos que os discriminantes de duas bases quaisquer do Z-médulo
A sdo iguais. Definimos o discriminante absoluto do corpo de nimeros K
como sendo o discriminante de qualquer Z-base do Z-mdédulo livre A e sera

denotado por D .

Lema 2.1.1 ([Sam/, pg.21, Teor.1) Seja A um anel principal, M um A-
modulo livre de posto finito n e M' um submddulo de M. FEnido:
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(i) M' ¢ livre de posto finito ¢, 0 < g < n.
(i) Se M’ =£ (0), entdo existe uma base (e1, ..., ¢,) de M ¢ elementos aq, ..., a, €
A satisfarendo a; | aiy1,1 = 1,...,q—1, e tais que (are1, ..., aze,) € uma A-base

pare M.

Lema 2.1.2 (fSam], pg.52, Prop.1) Sejam K um corpo de nimeros de grau
n, A seu anel de inteiros e x um elemento ndo nulo de A. Entdo

|N(z) |= card(A]Az)

Demonstragao: Sabemos que A é um Z-modulo livre de posto finito n.
Como a aplicagdo y — yx de A em Ax € isomorfismo, entao Az é submddulo
de A, também de posto n. Pelo Lema 2.1.1, existe uma Z -base (e1,...,€,)
de A e elementos ¢1,...,¢, € N tais que (¢1a4, ..., ¢,a,) é uma base para Az,
e vale o isomorfismo

AfAz ~ [I'Z ] 7,

logo, card(AfAz) = ¢...c,. Por outro lado, seja w : A — Az a aplicagio Z
-linear definida por u(e;) = ¢e;, ¢ = 1,...,n, cujo determinante é det{u) =
€1...cp. Tem-se também que (zey,...,ze,} é uma Z-base para Az. Assim,
existe um automorfismo v de Az tal que v(cie;) = ze;. Sendo isomorfismo,
entdo det(v) ¢ inversivel em Z, e portanto | det(v) |= 1. Se y = 3 a;e;, entdo

(vouly) = v(Xi, awule;)) = (i) aicses) = Yooy aiv(cie;) = oy,

ou seja, v o u é a multiplicacio por z; logo vale v ou = N(z). Finalmente, o
resultado segne como consequéncia das igualdades

|N(z) |=| det(vowu) |=| det(v) | . | det(u) |=| c1...cn |= card(A/Az) . O

Sejam A o anel de inteiros de um corpo de nimeros, a um ideal nio nulo
de A e x € g um elemento ndo nulo. Entio Az C a, e portanto
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card(Afa) < card(A]Az).
Dé-se o nome de norma de a (e indicamos por N(a }) ao nimero card(A/a).

Lema 2.1.8 ([Sam/, pg.52, Prop.2) Sejam A um anel de Dedekind ¢ a , m
ideais de A, com m mazimal. Entdo

card(a/am) = card(A/m).

Demonstragdo: Temos m{a/am) = (0), e assim a/am é um espaco vetorial
sobre A/m ([Ati], pg 19). Seus subespacos sio seus A-mdédulos, e estes sio
da forma b/am, onde b € um ideal tal que am C b C 1. Mas a fatoracao de a
em ideals primos implica que n&o ha i1deais entre am e a. Consequentemente,
a/am é espago vetorial de dimenséao 1 sobre A/m, e portanto card(a/am) =
card(A/m). O

Proposicao 2.1.4 ([Sam], pg.52, Prop.2} Sejam A o anel de inteiros de um
corpo de nimeros e o, b ideais ndo nulos de A. Entio

N{ab) = N(a)N(b).

Demonstragao: Se b=m;...m;, onde 0s m; sdo ideais maximais, entao
N(ﬂb) = N((aml...mt_l)mg).
Assim, sera suficiente provar para m maximal. O isomorfismo

Afa >~ (Afam)/(a/am)

nos da

card(Aj/am) = card(A/a).card(a/am).

O resultado vem imediatamente da Proposicao anterior. O

Como consequéncia, se a ¢ um ideal tal que N{a) = p, com p primo,
entdoa € um 1deal primo.
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2.2 Anéis de fracao

Um subconjunto S de um anel A é dito multiplicativamente fechado se
l€Sez,yeSimplicazy € 5.

Consideremos a relagio de equivaléncia em A x § definida por
(z,5) = (y,7) <= existe t € S tal que (@r — ys).t = 0.

Denotemos por /s a classe de (z,8) em A X S e por S™'A o conjunto de
todas as classes. Verifica-se que o conjunto S~'4 é um anel comutativo com
elemento unidade, mediante as operagoes

z/s+y/r=zr+ys, e(e/s)(y/r) = (zy)/(sr).

Se a é num ideal de A, é facil verificar que o conjunto

Sta={z/s;zcaese€ S}

é um ideal de S71A.

Lema 2.2.1 ([Ati], pg.41, Corol. 3.11) Todo ideal de S™* A ¢ da forma S 'a,
para algum ideal a de A.

Demonstracio: Sejam b umideal de S™'A,ea=f"1(b), onde f : A >S4
¢ o homomorfismo definido por f{z) = /1. Vale 8=S5"1q, e este resultado é
simples consequéncia das equivaléncias

zfseboz/leborea O

No restante desta se¢ao continuaremos a indicar por f esta funcao
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Proposigio 2.2.2 ([Ati], pg.41, Prop.3.11) Sejam A um dominio ¢ S um
subconjunto multiplicativamente fechado de A — (0). Entdo:

(1) Para todo ideal b=5"a de S7'A vale f(a)S™'A=b , e S7'a > a € uma
injecdo crescente do conjunto dos ideais de S™'A no conjunto dos ideais de

A.

(2) Os ideais primos de S™1 A estio em correspondéncia biundvoca (p S 1p)
com os tdeais primos de A gue ndo interceptam S.

Demonstragio: {1): b NA é um ideal de S~1A4 ; logo,
(bNA)ST'TACBNACH.

Seja agorax =afs € b,ondea € Aes e S Entdo (s/l)z =a/l € b (ja
que b é ideal) e assim a € BN A. Daqui segue que z = (1/s).a € (BNA)S1A4,
e desta forma fica estabelecida a igualdade

b=(bNA)SA.

(2} Se q =5'a é um ideal primo de S™'A, entdo f~'(q) = a é ideal primo de
A,evalean$=10,jid que an S # § implica S~1p=5-? A. Reciprocamente,
seja p um ideal primo de A que nio intercepta S. Seja S a imagem de S em
A/p. § é um subconjunto multiplicativamente fechado de A/p, e a aplicacio
z/s1> 2/5 de S7'A em S71(A/p) induz um isomorfismo

StA/S™p ~ S7H(A/D).
Como S~1(A/p) é nulo ou esta contido no corpo de fragdes do dominio
A/p resulta que este é nulo ou um dominio; consequentemente, S™'p é primo
ou STlp=S5"'A. Mas a ultima igualdade nao ocorre, j& que S~'p=S5S"'A

implica p 1 A # §; logo S™'p é primo. O

Corolario 2.2.3 ([Sam/, pg.69) Se A € um dominio Noetheriano, entdo todo
anel de fracio S~ A € Noetheriano.
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Demonstracao: Seja ! = (S7'a;);c; uma cole¢io qualquer de ideais de
514, onde a; sdo ideais de A. Sendo A Noetheriano, existe um ideal a,
(rel)talquej € I ea, Ca; implican, =a;. A injecio S~'a — a obtida na
Proposigdo 2.2.2(1) implica que 57'a, é um elemento maximal da colecao
Q; logo S~ A é Noetheriano. O

Proposigdo 2.2.4 ([Sem], pg.69, Prop.2) Sejam R um dominio, A um sub-
anel de R, S um subconjunto multiplicativamente fechado de A—(0) e B o
fecho integral de A em R. Entdo o fecho integral de S™'A em SR é S1B.

Demonstracéo: Seja b/s (b € B,s € §) um elemento de S7! B, ¢ ag +
a1 X 4 4 a1 X"+ X* € A[X] tal que f(b) = 0. Entdo

ao/(s") + .. + {an-1/)(b/s)" 7" + (b/5)" = 0,

e assim S~ B esta contido no fecho integral de S7'A em S~1R. Reciproca-
mente, seja z/s (z € R,s € §) um elemento de S™! R integral sobre $~1A
.Entao existe uma equacao da forma

(aofto) + oo (Gnoa [ta1)(2/8)" 7 + (2/8)" =0

Multiplicando por (tp...t,_1)", mostra-se que xty...t, 1/s € integral sobre A
(portanto um elemento de B); logo

z/s = (zto..tno1/8).(1/t0. 8m1) €571 B,

o que prova a inclusdo contraria. O

Coroldrio 2.2.5 ([Sam], pg.70) Se A € integralmente fechado, entdo todo
anel de fracio S™'A € integralmente fechado.

Demonstragao: Basta tomar R na Proposi¢io 2.2.4 como sendo o corpo
de fracoes de A.
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Proposigéo 2.2.6 ([Sam/, pg.70, Prop.83) Se A € um anel de Dedekind,
entdo S™1A € também um anel de Dedekind.

Demonstragao: O anel S7'A é Noetheriano (Corolério 2.2.3) e integral-
mente fechado (Corolario 2.2.5). Seja S7'a (a ideal de A) um ideal primo
de S71A. Segue que a é ideal primo (Proposigdo 2.2.2) e portanto maximal
de A, o que implica ser S™'a maximal em 5% 4; logo S1A é de Dedekind.
a

Proposigao 2.2.7 ({Sam], pg.70, Prop.4) Sejam A um dominio de Dedekind,
p um ideal primo ndo nulo de A e S = A —p. Fntao S7'A € um ideal prin-
cipal. Mais do que isto, existe um elemento primo p €571 A tal que os ideais
ndo nulos de S~ A sdo da forme (p™),n > 0.

Demonstragio: Como p ¢é o tnico ideal primo de A que n2o intercepta S,
segue que q=p S~ A é o 1inico ideal primo de S"'A , e portanto todos os seus
ideais n&o nulos sao da forma b”,n > 0. Resta mostrar que b € principal.
Para tal, seja b € b — b% Tem-se (b) C b e (b) # b% logo b = (b), como

queriamos mostrar. O

Proposicao 2.2.8 ({Sam/, pg. 70, Prop.5) Sejam A um dominio, S um
subcongunto multiplicativamente fechado de A — (0) e m wm ideal mazimal

de A disjunto de 5. Entao
S571A fmST'A ~ A/m,

Demonstragao: A composi¢do dos homomorfismos

A-STTA S TTA/mSTTA

tem niicleo mS™'AN A = m, ¢ portanto A/m pode ser mergulhado injetiva-
mente em S~ A/mS 1A através do homomorfismo induzido ®. Para mostrar
que ® é sobrejetiva,seja z = afs €S7'A e T a classe de £ médulo mS—' 4
. Como por hipétese mN S = @ , entdo s + m é inversivel no corpo A/m, e
assim existe b € A tal que bs = 1(mod m). Tem-se
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O(ad) = O((ab— a/s) + a/s) = ®(a/s) = 7,
0 que prova a sobrejetividade de @, O

2.3 Decomposi¢ao de um ideal primo em umma
extensao

Nesta secdo A, denotard um anel de Dedekind de caracteristica zero, K
seu corpo de fracbes, L uma extensao finita de K de grau n e B o fecho
integral de A em L.

Proposigio 2.3.1 ([Sam/, pg.71, Prop.1) Seja p um ideal primo ndo nulo
de A e

B‘p: E:'l hf‘

a decomposicio de Bp em ideais primos de B. Entéo os b;’s sio precisamente
o0s ideais primos q de B tais que gNA= p.

Demonstragao: Suponhamos que g apareca no produto acima. Entdo g
D Bp D p, e portanto g N A é um ideal primo de A que contém p; sendo p
maximal resuita uma igualdade. A reciproca vem da inclusido de q > Bp.

O anel A/p pode ser considerado como subanel de B/b; (resp.8/Bp )
através do homomorfismo induzido por A — B — B/b; (tesp. A — B —
B/Bp). Mais do queisto, A/p e B/b; s&o corpos e B/b; (resp.B/By) é espaco
vetorial de dimenséo finita sobre A/p (resp. A/p ), ]a que B (e portanto B/b;
e B/Bp) é finitamente gerado como A-médulo (resp. A/p-médulo ). O

Definigao 2.3.2 Indicaremos por f; a dimensdo [B/b;:A/p] e chamaremos
de grau residual de b; sobre A. O elemento e; € chamado de indice de ra-
mificacdo de by sobre A, e se ¢; > 1 para algum indice ¢, diremos que p €
ramificado (ou b se ramifica) em B.
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Mais adiante daremos uma caracterizacdo dos ideais de A que se ra-
mificam em B, mas antes veremos alguns resultados essenciais ao estudo de

extensao de ideais:

Teorema 2.3.3 {{Sam], pg.71, teor.1) (Igualdade Fundamental) Com as mes-
mas notacoes,

Laefi = [B/Bp:Alp] = n.

Demonstragao: Consideremos a sequéncia de ideais
B2>byD---DbY DbTBz D -+ D bTLb = Bp.

Dois elementos consecutivos desta cadela tém a forma b e bb;. Comeo
ndo existe ideal estritamente contido entre b e bb;, entdo b/bb; é espago
vetorial de dimensédo 1 sobre B/b;. Logo é um espagco vetorial de dimensdo f;
sobre A/p. Dado um indice 7 , existem exatamente e; elementos consecutivos
na sequéncia acima com quociente da forma b/bb;, ou seja, de dimensio f;
sobre A/p. A dimensio total [B/Bp : A/p] éigual a soma das dimensdes dos
quocientes, que por sua vez é >.1_, e;fi.

A segunda igualdade é verdadeira, se A for principal. De fato, neste caso
B é livre de posto finito n . Seja (z1,...,2,) uma A-base para B. Entao
(z1+ Bp ,...,2, + Bp) é uma base para B/Bp sobre A/p. A demonstragao
no caso geral é feita por redugdo ao caso anterior. Sabemos pela Proposicao
2.2.7 que para S = A —p o anel A’ =571A é principal, que pA’ é o dnico
ideal maximal de A’ e que B’ =571 B ¢ o fecho integral de S~ A em L (Prop.
2.2.4 ). Pelo que fo1 visto acima, temos

[B'/pB’: A'/pAl=n
Seja

pB = Hg:] b'ae‘

a fatoracao de pB em B. Entao
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pB' = [Iimy (B'b: )%

logo,
[B'/pB' - A'[pA'] =37 e [B[B'bi - A'[pAT].
Mas pela Proposicdo 2.2.8 temos

A'fpA' ~Alp e B'/B'b; ~B/b; .

Portanto,

n=B/pB  A/pAl=" ef . O

Proposigao 2.3.4 ([Sam/, pg. 72, Prop.2) Ainda com as mesmas notagoes |
temos

B/Bp ~ [, B/b;.

Lema 2.3.5 ([Sam], pg.73, Lem.1) Sejam A um anel, By, ..., By anéis con-
tendo A tais que sejam A-mddulo de tipo finito, e B = [[I=; B; o anel produto.
Fntao

Dpla = [121 Dgia-

Demonstragao: A prova se faz usando indugdo sobre o ndmero de anéis q.
Verifiquemos para ¢ = 2: Sejam (21, ..., @m) € (Y1, .., ¥n) A-bases para Bj e
B; , respectivamente. Identificando canonicamente 5y e By com os subanéis
By x(0) e (0) x By de B, entdo (1, ..., T, Y1, ..., Yn) € A-base para B . Temos
ziy; = 0; logo,

U 0
.D(:El,...,$m, Y1, “'1yﬂ-) = det ( 0 Vv ) = D(xla “'Jmm)‘D(yla caey yﬁ)a
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onde U é a m x m matriz (T'r(z;z¢)) e V é a n x n matriz (Tr(y;y;+)). Logo

@BM = A.(D(.T]_?...?xm).D(yl.}....}yn)) = QBlm'@BQM‘

A verificacdo para o caso ¢ > 2 € simples aplicacao do caso ¢ =2. O

Lema 2.3.6 ([Sam], pg.73, Lem.2) Sejam B um anel, A um subanel de B tal
que B € A-mddulo livre de posto finito n ¢ a um ideal de A. Se (z1,...,z,) €
uma A-base para B e T representa a classe de x em BfaB, entdo (&, ..., %)
€ uma base para B/uB sobre Aju | e

D(x_ls cery .'K_n):D(.TJl, Ty xn)

Dizemos que um anel A é reduzido se o tunico elemento nilpotente de A é
0 Z€ro.

Lema 2.3.7 ([Sam], pg.65) Seja A um anel Noetheriano reduzido. Fntdo
(D) € a intersecgdo de um nimero finito de ideais primos.

Demonstragao: Sabemos que num anel Noetheriano todo ideal contém um
produto de ideais primos py,...,p,; logo (0) = pit..p". Seja z € piN...N p,..
Entdo 2" € p1...p,=(0), e como o unico elemento nilpotente de A é o zero

resulta z = 0, de onde
(0) =Py b =p1N-.N Py, . O

Lema 2.3.8 ([Sam], pyg.73, Lem.3) Sejam K um corpo finito ou de carac-
teristica zero e L uma K-algebra de dimensdo finita. Entdo L € reduzida se,
e somente se Drx 7 (0).

Demonstracao: Suponhamos que L ndo seja reduzida, e seja 2 € L um
elemento nilpotente ndo nulo. Seja (#1,...,2,) uma K-base para L tal que
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z; = z. Entdo z,z; € nilpotente, e portanto o endomofismo my, ., (multi-
plica¢io por z1z;) de L é nilpotente; Assim, Tr(z1z;) = 0, o que implica
D(zy,...,z,) = 0.

—

Reciprocamente, Suponhamos que L seja reduzido. Entao (0) = N, b;,
onde os b;’s sao ideals primos dois a dois distintos de L. (Lema 2.3.7 ). Mas
L/b; é um dominio e uma algebra de dimensao finita sobre K; logo é um
corpo, € portanto b; é maximal. Consequentemente, b;+ b; = 1, para i # 7,
de onde vem

L ~TI, Lju;,

e pelo Lema 2.3.5

— g
Duyx = iz P

onde L; = L/b;. Ja que K é um corpo finito ou de caracteristica zero, as
hipdteses da Proposigio 1.4.5 estao satisfeitas para as extensdes (L/b;) | K,
e portanto D,k # (0), o que implica Dy # (0). O

Dados um anel B e um subanel A de B, ja definimos o discriminante de
B com relagdo a A quando B € um A- modulo livre finitamente gerado. A
seguir generalizamos tal definig¢do, conforme a

Definicao 2.3.9 Sejam K e L corpos de nimeros, com K C L e A e B os
anéis de inteiros de K e L, respectivamente. O discriminante de L sobre K
(ou de B sobre A) € definido como sendo o ideal de A gerado pelos discri-
minantes de bases de L sobre K que estdo contidas em B. Notacdo: Dk ou
Dp|a-

Seja (€1, -, €,) uma base de B sobre A e (21, ..., #,) uma base de L sobre
K contida em B. Entdo existem elementos a;; € A fais que &; = 3 a;;€;, €
portanto

D{z1, ..., xn) = det{a;)>. D(e1, ..., €n).
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Vé-se que esta defini¢do coincide com a definigio anterior.

A seguir vem o resultado central desta se¢io, que é o

Teorema 2.3.10 ([Sam], pg. 74, Teor.1) Sejam K e L corpos de nimeros,
com KCL e A, B os anéis de inteiros de K e L, respectivamente. Entdo uma
condi¢do necessdria e suficiente para que um ideal primo p de A se ramifigue
em B € que p contenha Dp4.

Demonstracao: Mostraremos primeiramente que p ramificado € equivalente
a B/Bp nao reduzido. Suponhamos p nao ramificado, e = + Bp um elemento
nio nulo de B/Bp tal que (z + Bp)? = 0. Entao

2t € Bp = by...b,,

onde b; # bj, se ¢ £ j. Segue que z* € by, e sendo os b;’s primos vem
z€b;,i=1,..,4q, resultando

T < n§=1 bf: :I-L?:] bf: :Bp

o que nao pode ocorrer.

Reciprocamente, suponhamos que p seja ramificado, e seja j tal que e; >
2. Consideremos um elemento

T = a:fl...zc;j_l...xgq € B(z;€eB)

satisiazendo z € B — Bp . Tal elemento = existe, pois se toda combinacao
do tipo acima estivesse em Bp entéo

Bp = bt..bY b

Assim,
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2 _ 2 2e;-1) 2e i B
z? = 2.1 Lzl e 2e; — 1) = ey

logo z* € Bp, ey = (z + Bp) # 0 em B/Bp satisfaz y* = 0, mostrando
que B/Bp é nio reduzido. Da equivaléncia anterior e do Lema 2.3.8 vem
Dp/Bp)/afp) = (0), )& que A/p € um corpo finito. Ponhamos agora S = A—p,
A'=571A, B'=5"1 Bep'=pA' Segue por 2.2.7 que A’ é principal, e por
2.2.8

Afp~ A'/p’ e B/Bp ~ B'/p’B’.
Tomemos uma A'-base (ey,...,e,) para B’. Do Lema 2.3.6 vem

1

D(B/Bp)/(Arn) = D@y =0 Dier,..,en) €9

Falta mostrar que esta condigio € equivalente a p O Dpa. Se D{ey, ..., e,)
€ p’ ese (z1,...,2,) € uma base de L sobre K contida em B, entio existe
al; € A tais que z; = 3 aj;.e;; assim,

D(@1y ..y 3y) = det{af;)*.D((er, ..., en) ) €.

Observando que p’NA = p, concluimos que D(zy,...,z,) € P NA =p |
o que implica g4 C p. Para i = 1,...,n podemos escrever ¢; = y;/s, com
y; € Bese S deonde vem

D(el,...,en) = S_Qn.D(ylj ---;y‘n) = A;.@'BV‘ (_: A‘Jp = p." .

O Teorema esta provado. O

Comeo consequéncia, existe apenas um numero finito de ideais primos de
A que se ramifica em B.
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2.4 Teoria de Galois e corpos de nimeros

Quando se trata de uma extensao galoisiana, a decomposicio obtida na
secdo anterior assume caracteristicas particulares. Veremos, por exemplo,
que os indice de ramifica¢do e grau inercial dos ideais acima de um ideal
primo p sao iguais.

Listaremos a seguir alguns dos resultados fundamentais sobre teoria de
Galois, que serdo utilizados nesta secao.

Dados um corpo L e um conjunto 7 de automorfismos de L, uma simples
verificagao mostra que o conjunto dos z € L tais que o(z) = z, para todo
o € (7, é um subcorpo de I, chamado de corpo fixo de . Se K & um
subcorpo de L, verifica-se também que o conjunto dos K-automorfismos de
L € um grupo.

Teorema 2.4.1 ([Sam], pg.86, Teor.1) Seja L uma extensdo de grau finito
n de K, onde K ¢ um corpo de caracteristica zero. Sio equivalentes:

(a) K € o corpo fizo do grupo G dos K-automorfismos de L.
(b) Para todo z € L, o polinémio minimal de ¢ sobre K tem todas suas raizes

em L.
(¢) L € o corpo de raizes de um polinémio em K[X].

Demonstracgao: (a)=-(b) : Para um elemento 2 € L, consideremos o
polinémio
P(X) =Lea(X — o(z)).
Se 7 € G, entdo 7(P(X)) = P(X). Isso mostra que P(X) € K[X]. Sendo
¢ uma raiz de P(X), segue que o polinomio minimal de ¢ divide P(X), e
assim (a) implica (b).
(b)=(c): Seja z € L tal que L = K(z). Por hipdtese, o polinémio minimal

de z tem todas suas rafzes em L, e claramente L é gerado pelas raijzes desse
polinomio.
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{c)=>(a): Por hipétese, L é gerado sobre K por um conjunto finito de e-
Jementos (z(V,...,z(4) e por seus conjugados (:::Ef)) Sob essas hipdteses,
verifica-se que para todo K-automorfismo o de L, o(L) C L. Como todo
K-automorfismo é K-linear e injetivo, considerando as dimensdes chegamos
a o(L) = L. E fato conhecido que o grupo GG dos K-automorfismos de L tem
exatamente n elementos. Seja € L um elemento do corpo fixo de G. Entéo
todo ¢ € G é um K|z]-automorfismo de L. Também é fato conhecido que
existem exatamente [L : K|[z]] K|[z]-isomorfismos de L em uma extensao de

L. Logo n < [L: K[z]] , que implica n =[L : K[z]], K[z]=K ez € K. O

Ao longo da demonstragdo do Teorema 2.4.1, observamos que o grupo &
dos K-automorfismos de L tem ordem n.

Se as condi¢des do Teorema 2.4.1 sao satisfeitas, [, € chamada de extensio
galoisiana de K, e G é chamado de grupo de Galois de L sobre K. Se G
é abeliano (resp. ciclico} entdo L é chamada de extensdo abeliana (resp.
ciclica), on simplesmente um corpo abeliano.

Corolério 2.4.2 ([Sam], pg.87) Sejam K um corpo finito ou de caracteristica
zero, L uma extensdo de K de grau finito n e H um grupo de automorfismos
de L tal que K € o corpo fizo de H. Entdo L € uma extensdo galoisiana de
K, e H € o grupo de Gualois de L sobre K.

Demeonstragao: Seja z € L e P(X) =1],ex(X — o(X)). Para 7 € H, uma
simples verificacdo mostra que 7(P(X)) = P(X), e assim P(X) € K[X].
Sendo & uma raiz de P(X), segue que o polindmio minimal de z sobre K
divide P(X). Pelo Teorema 2.4.1 L é uma extensio galoisiana de K. Seja
o grupo de Galois de L sobre K. Temos H C G e card(() = n . Tomemos
um elemento & € [ tal que L = K(z). Entado

n < 0(P) = card(H) < card(G) = n,

o que implica G = H. O

Sejam A um corpo finito ou de caracteristica zero, L uma extensio ga-
loisiana de K e G o grupo de Galois de L sobre K. Para cada subgrupo G’ de
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G, k(") indicaréd o corpo fixo de (', e para cada subcorpo K’ de L , g(K")
indicard o subgrupo de G formado pelos K’-automorfismos de L. Sobre as
aplicacdes ¢ e k vale o seguinte

Teorema 2.4.3 ([Sam], pg.87, Teor.2) (Teorema Fundamental da Teoria de
Galois)

(a): As aplicagbes g e k sdo bije¢hes, e uma € a inversa da outra. Ambas
as aplicagdes sdo decrescentes com relagio d inclusdo em G e em L. Além
disso, se K' € um corpo intermedidrio entre L e K, entdo L ¢ uma extensdo
galoisiana de K'.

(6): Se K' € um corpo intermedidrio entre K e L, entdo K' ¢ uma ex-
tensdo galoisiana de K se, e somente se g(K') € um subgrupo normal de G.
Neste caso, o grupo de Galois de K’ sobre K ¢ isomorfo ao grupo quociente

G/g(K").

Demonstragao: (a): Sejam K’ um corpo intermediarioentre K e Lez € L.
0 polinémio minimal de z sobre K’ divide o polinémio minimal de z sobre
K. Logo todas suas raizes estio em L, e do Teorema 2.4.1 segue que L é
uma extensao galoisiana de K’. Mas K’ é o corpo fixo do grupo g(K’) dos K’
automorfismos de L, ou seja, k{g(K’)) = K'. Se ' um subgrupo qualquer
de @, do Corolério 2.4.2 segue que G’ é o grupo de Galois de L sobre £{(G'),
ou seja, ' = g(k(G")). Essas duas ltimas rela¢des nos mostram que g e k
s30 bijecoes, € que uma é a inversa da outra.

(b): Sejam K’ um corpo intermedidrio entre K e L e x € K'. As raizes do
polindmio minimal de ¢ sobre K sdo elementos de L da forma o{z), onde
o € G. Pelo Teorema 2.4.1(b), K’ é uma extensio galoisiana de K se, e
somente se o(z) € K', para todo & € K’ e todo o € G, ou equivalentemente,
o(K') € K’, para todo ¢ € G. Sejam 7 € ¢(K') e ¢ € K'. Segue que
c'ro(z) = o7 'o(z) = z, de onde o7 1o € g(K'). Para provar a reciproca,
suponhamos g{K’) normal em G. Sejam z € K', 0 € Ge 1 € g(K'). De
oc~lra € g(K') vem To(z) = co~ro(z); logo o(x) é invariante sob qualquer
elemento de g{ K'), ou seja, a(z) € K’. Consequentemente, g(K’) normal em
( implica o(K') = K’, e assim ' € extensdo galoisiana de K.
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Para determinar o grupo de Galois de K’ sobre K, observe que a(K') C
K’ ( e portanto o(K') = K') para todo ¢ € G implica que a restrigio o | K’
é um K-antomorfismo de K’. A restricdo o +— o | K’ de G no grupo de
Galois H de K’ sobre K é um homomorfismo, e ¢(K") é seu nicleo. Mas

card(H) = [K': K| = [L: K].[L: K'|™" = card(G).card(g(K))™ =
card(G/g(K’));

logo a restri¢do acima definida € sobrejetiva, e portanto H ~ G/g¢(K"). O

Teorema 2.4.4 ({Mon], pg.115, Teor.3.2(b}) Sejam K wm corpo de carac-
teristica zero, z uma raiz primitive n-ésima da unidade e L = K(z). Dntdo L
¢ uma extensdo abeliana de K, e 0 grupo de Galois de L sobre K € isomorfo
a um subgrupo de (Z[nZ)".

Demonstragao: O polindmio minimal de 2z sobre K divide X™ — 1; logo
suas Traizes sao ralzes n-ésimas da unidade, e portanto poténcias de z. Do
Teorema 2.4.1(c) segue que L é uma extenséo galoisiana de K. Para provar
que € ciclica, seja G o grupo de Galois de L sobre K. Todo automorfismo
o € G € definido pelo seu valor em o(z), que pela prépria construgio é uma
poténcia 27", onde j(o) é unicamente determinado médulo ». Para o, r € G
vale

or(z) = J(z:f('r)) — O-(z)j(ﬂ = )7}

logo j(oT) = j(o)3(r) (mod n). Dessa forma, ¢ — j(¢) define um homo-
morfismo de G em (Z/nZ)*. Verifica-se que este homomorfismo ¢ injetivo, e
portanto vale o resultado enunciado. O

Ainda com as hipdteses e notagGes do Teorema 2.4.4, se n é um nimero
primo, entao G € uma extensio ciclica de K.

Nesta secdo K e L denotario corpos de numeros satisfazendo K C I,
L | K é galoisiana com grupo de Galois G e [L : K] = n. Usaremos ainda as
notacdes A e B para denotar os anéis de inteiros de K e L, respectivamente.
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Lema 2.4.5 ([Sam/, pg.89, Lem.1) Sejam R um anel e b, py,....p, ideais
primos de R tais que b ndo esteja contido em p; ,para i = 1,...,q9. Entdo
eziste b € b tal que b ndo estd em p; , 1 =1,..., 4.

Demonstragio: Sem perda de generalidade, podemos considerar o caso em
que p; nao estd contido em p; , para ;7 # :. Tomemos elementos ®;; € p;—
p, (para j #£i,1 <iej < ¢) e clementos a; € b —p; . Os elementos
b; = a;. [Tz satisfazem b; € b, b € R—p; e b; € p; , para ¢ # 7 . Pondo
b=1b+ - +b,temsebe beb=1" (modyp; ),ouseja,bec b—-{,p;éo
elemento procurado. O

Diz-se que dois ideais g e g’ de B séo conjugados se existir ¢ € G tal que

olg)=q .

Proposigao 2.4.6 ([Sam/, pg.89, Prop.1) Dado um ideal primo p de A,
entdo todos os primos q; de B acima de p sdo conjugados e tém 0s mesmos
indices de ramificacdo e grav residual f. Portanto Bp € da forma

Bp = (H€=1 qi)e}
onde n = efg.

Demonstragio: Suponhamos por absurdo que existam ideais primos g e g’
acima de p tais que o(q) # ¢’ , para todo o € (. Como q e q’ sdo maximais,
podemos supor que ¢ nao esteja contido em ¢(q’}, para o € G. Pelo Lema
anterior existe um elemento # € q —J,cq o(q’). Sendo = integral sobre A,
uma, simples verificagdo nos mostra que o(z) também ¢ integral sobre A, de
onde

[Toeqo(z) = N(z)

é um elemento de g, € portanto um elemento de g N A = p. Por outro lado,
o(z) nao estd em q’, pois o(z) € q’ implica

o Ho(z)) ==z € o7Hq),
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o que contraria a hipétese feita sobre 2. Dessa forma, N(z) = [[,cq o(z) néo
pertence a q’ (pois ¢’ é primo ), € assim p nao estd contido em ¢’ , que é um
absurdo . O

Definigao 2.4.7 Dado um tdeal primo q € B satisfazendo qN A = p, os
conjuntos

D=D@p)={ceGao(g)=q}

€

E = E(q,p) = {0 € G;0(z) = z( mod q ), para todo € B}

sdo subgrupos de GG, e sdo chamades de grupo de decomposicdo e grupo iner-
cial de q com relagdo a p, respectivamente.

Proposicio 2.4.8 ([Mar], pg.99) E é subgrupo normal de D, e o grupo quo-
ciente D/E estd mergulhado no grupo de Galois G de B/q sobre Afp.

Demonstragio: Cada ¢ € D induz um automorfismo ¢ :B/q —B/q da
seguinte forma: O homomorfismo z — o(z) + g de B em B/q é sobrejetivo
e tem nicleo g; assim, a aplicagéo & :B/q —B/q dada por 4+ q — o(z) +q
é um isomorfismo. Além disso & fixa o subcorpo A/p pontualmente, j& que
o fixa K (e portanto A ) pontualmente. Isso mostra que & € G. Verifica-se
que ¢ — & & homomorfismo de D) em G , cujo nicleo é o subgrupo £ C D.
Portanto £ é subgrupo normal de D, e D/E é subgrupo de G. O

Adotaremos a seguinte notacgao : Para todo subgrupo H de &, Ly deno-
tara o corpo fixo de H. Mais geralmente, se X € um subconjunto qualquer
de L, entdo Xy denotara o subconjunto X N Lgy. Assim, By é o anel de
inteiros de Ly, e by é o unico ideal primo de By tal que b estid acima de
by . Evidentemente gz esta acima de p, e By /qi € um corpo intermediario
entre B/q e A/p.

Ainda com as mesmas notacdes, para ¢ €  uma simples verificagio
mostra que

D(o(a),p) =oD(a,p)o " e I(c(q),p) = ol{q,p)o~".

49



Teorema 2.4.9 ({Mar/, pg.100, teor.28) Usando a notacdo anterior, vale o
sequinte diagrama;

graus  ndice de grau
rami ficacao inercial

L q

U e e 1
Lg e

U f 1 f
Lp d9p

U g 1 1

K p

Demonstracio: Consideremos a extensio Bqp do ideal primo ¢p em B, e
seja ' um ideal primo de B que esta acima de Bqp . Como L é extensao
galoisiana de Lp com grupo de Galois D, entao existe o € D tal que o(q) =
q, e assim q = ’. Logo Bqp = q%(49), e vale

e(9,9p).-f(a,qap) =[L :Lp | = card(D) = ef.

De

A/p € Bp/ap € B/q

vem f{q,9p) < f; além disso, pBp C qp implica
e(dp.p) = flap,p) = 1.

Mostraremos agora que f(q,q5) = [B/q: Bg/qg] = 1, o que é equivalente
a mostrar que o grupo de Galois & de B/q sobre Bg/qg € trivial. Para tal,
mostraremos que dado @ € B/q , existe m > 1 tal que (X — )™ tem todos
seus coeficientes em Br/qg . Assim, se o € ¢, entao o(a) serd outra raiz de
(X —a)™, resultando o(a) = a, para todo o € ' € todo ¢ € B/q. Para obter
m com a propriedade enunciada, fixemos um elemento &’ € B representante
de a em B/q . Consideremos o polinémio
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9(2) = ILes(X — o(a’))
Seus coeficientes estdo em B (pois a’ € B), e qualquer elemento de F

fixa tais coeficientes. Logo ¢{X) € Bg[X]. Reduzindo mddulo ¢, obtemos o
polinémio

§(X) = loep(X —o(a)) + = [l,ex(X —a) € Bg/aplX],
J& que
a=4d +q=c(a}+q (mod g).

A prova fica completa pondo m = card(E).

Até agora J& sabemos que f(qp,p) = 1. Como consequéncia temos
f(az,q90) = f. Dessa forma,
L : Lp [=%L e(de9p).f 2 f.

Mas vimos que D/E_' estd mergulhado em G (grupo de Galois de B/yg
sobre A/p), onde card(G) = [B/q: A/p] = f. Assim,

[Lg : Lp | =card(D/E) < f,

resultando [Lg : Lp] = f. Usando novamente a relagio [Lg :Lp | =

i elqs,9p).-f = f concluimos que e(gg,9p )= 1.
Dos resultados anteriores obtem-se imediatamente

(L Lg) = e = e(g.4p). O

Existe uma certa "unicidade” nos resultados obtidos no Teorema 2.4.9,
como se vé precisamente no

Teorema 2.4.10 ([Mar], pg. 104, Teor.29) Ainda com as mesmas notacies,

valem:

(1) Lp € o maior corpo intermedidrio K’ tal que e(p’p) = f(p'p) = 1;

(2) Lp € o menor corpo intermedidrio K’ tal que q € o tnico ideal primo de
B acima de p’.

(3) Lg € o maior corpo intermedidrio K' tal que e(p’p) = 1;

(4) Lg € o menor corpo intermediario K' tal que q se ramifica completamente

sobre p’ (1. €., e(qp’)=[L: K']).
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Capitulo 3

Representacao geométrica de
ideais

Neste Capitulo apresentaremos as defini¢oes de reticulado, empacota-
mento esférico, densidade de empacotamento esférico e densidade de cen-
tro. Em seguida serd apresentado o método de Minkowiski, para obtencio
de reticulados via representacio geométrica de ideais em anéis de inteiros
algébricos. Veremos que a representacao geométrica de um ideal é um reticu-
lado, explicitaremos as férmulas para a densidade de centro destes reticulados
€, para alguns corpos de numeros, calcularemos explicitamente a densidade
de centro de algumas familias de ideals.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas
é obter reticulados com densidade alta e que sejam ao mesmo tempo ma-
nipulaveis. Uma ilustracio desta dificuldade pode ser vista no trabalho de
Shafarevich e Golod ( ver [Shaf] ), onde os autores descrevem uma familia
de reticulados com boa densidade porém de dificil descrigio.

O que faremos a seguir é introduzir os elementos basicos para manipular
com os reticulados gerados pelo método de Minkowiski, no caso de corpos
ciclotomicos com condutor poténcia de primo.
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3.1 Reticulados e densidade

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A
um subanel de K e b;,...,b,, , m < n, vetores linearmente independentes
de V. Dé-se o nome de A-reticulado (ou simplesmente reticulado) com base
(b1y...,; b ) a0 conjunto dos elementos do tipo

T = 2:11 ribﬁ:

com r; € A. Nosso interesse maior sera pelos casos em que K = R, A = Z,
V = R"” e m = n. Quando falarmos em um reticulado A , ficara implicito
que estamos nas condi¢bes acima.

Dados um reticulado A com base (b1, ..., b,) € €1y ees Cn elementos quaisquer
de A, sejam ri; € A tais que ¢; = X7, 7i;b;. E fato conhecido que uma
condigdo necessaria e suficiente para que (ey, ..., ¢,) seja base para A é que
def(ng) = A

Um empacotamento esférico em R”™ ¢ uma distribuicio de esferas de
mesmo raio em R™ de forma que a interseccdo de duas tenha no maximo
um ponto; chamaremos simplesmente de empacotamento. Pode-se descrever
um empacotamento simplesmente indicando o conjunto dos centros das es-
feras e o rajo. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que
o conjunto dos centros forma um reticulado A de R™ e, a menos que se diga
o contrario, daqui em diante todos os empacotamentos considerados serédo
reticulados, e quando o conjunto dos centros for A, diremos que o empacota-
mento € associado a A .

Dado um empacotamento em R", define-se sua densidade de empacota-
mento como sendo a proporgio do espago R” coberta pela unido das esferas.

A seguir, introduziremos os elementos bédsicos que possibilitardo obter
uma expressao para a densidade de um empacotamento,

Consideremos um reticulado A C R™ com Z-base 3 = (b4, ..., b,). Denomina-
se regiao fundamental de A, com relac@o & base f, o conjunto
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Ap={r € R%z =30 Abi , 0< Ay < 1}
O espaco euclidiano R™ é a unido disjunta dos conjuntos

Cr={zeR%e=3" ab;k<a;<k+1},kcZ,

que sio translagbes da regido fundamental Ag . Consideremos um empaco-
tamento associado a A. Para o cilculo da proporgao coberta pelas esferas,
basta calcular a propor¢éo em uma regido fundamental Ag ; € o que faremos
a seguir.

Fazendo b; = (b;1, ..., bin), t = 1,..., 1, a medida de Lebesgue m(Ag) de Ag

é igual ao mdédulo do determinante da matriz

bll lIJl'l"r.
B=| :
bnl bnn

Se B’ é uma outra base para A , segue que m(Ag) = m(Ag) jd que Be
diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa
forma, faz sentido definir o volume de A como sendo o volume de 1uma regido
fundamental, e serd denotado por »(A).

Interessard o empacotamento associado ao reticulado A tal que as esferas
tenham raio maximo. Para a determinagao deste raio, observe que fixado & >
0, a interseccdo do conjunto compacto {& € R™| z |< &k} com o reticulado
A é um conjunto finito, de onde segue que o numero

Amin = min{| v [;v € A, v # 0}

egtd bem definido.

Podemos observar que g = A,,;,/2 é 0 maior ralo para o qual é possivel
distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento.
Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos
reticulados. Com isto, quando citamos densidade do reticulado A, ficara
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implicito que estamos falando da densidade do empacotamento com esferas
de raio p associado a este reticulado , € que sera denotada por A(A).

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos

A(A) = Volume da regido coberta pelas esferas  m(B(p))
- Volume da regito fundamental T ow(A) T

_ m(B(1)).p"

v(d)

Como m(B(p)) = p*.m(B(1}),é conveniente o uso de um outro parametro,
a saber a densidade de centro

Pode ser visto em ( [Con], pg. 13 ), que a densidade de centro é a
quantidade média de centros de esferas por unidade de medida, no caso em
que as esferas tém raio 1.

Exemplo 3.1.1 Em dimensio 2, o reticulado A = Z* que é gerado pelos
vetores (1,0) e (0,1) ; tem raio de empacotamento p = 1/2, volume v(A) =1
e densidade de centro 6(A) = 1/4.

3.2 O homomorfismo canénico de um corpo
de nameros

A seguir descreveremos o método de Minkowiski, para geracao de reti-
culados via ideais de corpos de nimeros. Antes disto, é necessario um breve
estudo das imersoes de um corpo de numeros no corpo dos nimeros com-
plexos.

Sejam K um corpo de mimeros de graun e o, : K — C, ¢ = 1,..,n
as n imersdes de K em C. Seja r; o numero de monomorfismos o; tais que
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o;(K) € R . Sem perda de generalidade, podemos supor que o;(K) C R,
para ¢ = 1,...,r1. Denotemos por «: C — C a conjugacao complexa. Entéo
aoco; = oy, parat =1,..,r,eqo00; = 0; (¢ £ j), set > r. Segue que n—ry
¢ par, e fazendo ry + 2r; = n podemos ainda supor que ¢;4r, (¢) = ac;(x),
parar; +1 <7< ri+re.

Denotando por R(z) e I(z) a parte real e imagindria do nimero complexo
z, respectivamente, entdo o monomorfismo

o: K — R"?

definido por

J(x) = ( 0'1(.’13),...30'7»1(33),RO’V1+]($),IUT1+] (x):'“:RJT1+T2($):IJT1+T2(3:) )

sera chamado de homomorfismo candnico de K em R™

Daqui para frente as notagoes K, n, r1 e ry serdo consideradas como nas
relagoes acima.

Usaremos o homomorfismo candnico para gerar reticulados em R”™ através
de subconjuntos especificos de A. Uma das vantagens do método é a obtencio
de uma expressdo para o volume de tais reticulados. Isto pode ser visto de
maneira formal no seguinte

Teorema 3.2.1 (/Sam/, pg.56, Prop.1) Sejam M wm Z-médulo livre de K
de posto n e (21,...,2,) uma Z-base para M. Entdo o(M) € um reticulado
em R", eujo volume €

v(o(M)) =27 | det(oi(z;)) | -

Um caso particularmente interessante ocorre quando M é um 1deal or-
dinario nao nulo de K. Neste caso, a expressao para o volume do reticulado
fica totalmente determinada, como mostra o
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Teorema 3.2.2 (/Sam/, pg. 57, Prop.2) Sejam A o anel de inteiros de K e
a wm tdeal ndo nulo de A. Entdo o(A) e o(n) sdo reticulados de R™, e valem
as formulas

v(a(A)) =27 | Dk |2
v(o(n)) =27, | Dk il’m N{a),

onde Dx € o discriminante absoluio de K e N(a) representa a norma do
tdeal a .

Chamaremos de realizacdo geométrica de um ideal a ao reticulado o(a).
Em consequéncia dos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 , a densidade de centro destes
reticulados vale

27‘2 'p'ﬂ,
) = o 17 NGy

A seguir exemplificamos um célculo de densidade de centro:

Exemplo 3.2.3 Sejam K = Q(() ex = a+ b3 , a,b € Z , um inteiro
algébrico. Temos

NK|Q($) = (12 —+ b — ab.
Por outro lado, sendo ¢ o homomorfismo candnico de K, vale

| o(z) = o + B — ab = Ngjp(z).

Se Considerarmos o ideal principal a = (x), entdo todo y € a € da forma
y =zxz, com 2z € A, de onde

| o(y) [*=| 0(22) |*= Ngolzz) = Nko(z)-Nijolz) > Nrglz) ,
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pois Ngjo(z) 2 1,de onde seque que o menor valor que | o(y) |* assume, para
yecaey#£0, € Nj{|@($).

NK T
Logo p = "_;L()’ ¢ @ densidade de centro €

2| N(z) | 1

TAN@) [ (D 7T

&(a)

Observacao: Como neste caso particular o anel Z[({s] é principal, a densi-
dade de centro independe da escolha do ideal. Esta densidade de centro é a
malor para a sua dimensao.

Lema 3.2.4 (/Con/, pg. 225) Sejam K wum corpo de nimeros e z € K.
Entdo

lo(z) [*= e Trxio(z.7)

onde ¢ = 1/2, se K for totalmente imagindrio, e ¢ = 1, se K for totalmente
real.

Quando K € um corpo totalmente imagindrio, frequentemente escrevere-
MOoSs a expressao acima como

| o(z) [*= (1/2).Trrp(Nkx+(2)),

onde K+ = K NR.
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3.3 Formas quadraticas e corpos ciclotémicos

Sejam A um reticulado com Z-base (vy,...,v,) e v = X1, av; , a; € Z,
um elemento de A. Denotando por b;; o produto escalar v;.v; e por v =
(a1,...,a,) € L™, tem-sge

v P=vo = (3 av). (X0, aiv) = Y a;a;.(v,.v;) = > ity b=

by -+ bin ay
(al an) o ¢ =ad.d,

bnl Tt b'ﬂ?’b Gy

onde H é a n x n matriz simétrica (b;;); € chamada de Grammaniana do
reticulado A. Observa-se que se v = ), a;%; e f é a fungio definida de R”™
em R por

f(X, .0 X)) =35 b X X

entdo | v [?= f(ai,...,an). Isto sugere a seguinte

Definigio 3.3.1 Sejam K um corpo ¢ A um subanel de K. Dizemos que
f € K[Xy,...,X,] € uma forma quadrdtica em n varidveis (ou simplesmente
forma quadrética) se

f(Xn, 0 X)) = 255 a5 X0 X5,

1, =1,...,n coma;; =a; € A

Observe que b;; = v,.v; =| v; | . [ v; | .cosf;; , onde 8;; é 0 Angulo formado
pelos vetores v; e v;. Assim , H se decompoe como o produto
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Veremos a seguir resultados de ([C'ra2]} , que sdo necessarios para o desen-
volvimento de ([C'ral]) , onde neste dltimo Craig obtém reticulados densos
em dimensoes 6 e 24, usando representacio geométrica de ideais de corpos
de numeros. Estes trabalhos de Craig também séo descritos em ([Con] , pg.
926).

Sejam K um corpo de nimeros de dimensdo n, A seu anel de inteiros,
(wiy.swy,) uma Z-base para A e {o1,...,0,} as imersées de K no corpo
dos nimeros complexos; seja ainda H a matriz simétrica tal que a forma
quadratica associada ao reticulado oA}, com relagao a essa base, seja z.H.2".
Se V: A — Z"é a aplicagdo definida por V(aywi + -+ + anwy) = (ay, ..., an)
, entdo dado um ideal a de A, existe uma matriz U tal que V(a) = UZ™; tal
maftriz U é chamada de matriz associada ao ideal a..

Seja M uma matriz tal que o(A) = MZ"; é chamada de matriz geradora
do reticulado o(A), e neste caso o(a) terd matriz geradora MU, e forma
quadratica associada

z P HU .2t

Percebe-se assim a importancia de se determinar a matriz H do reticulado
o(A) e a matriz U associada ao ideal em questao. Com este objetivo sao

colocados os resultados seguintes.

Considerando em A o elemento

=0 0w, 0 €7,

tem-se

or(z) = iy ai.ox(w;).
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Para cada z € A , seja M(z) a matriz definida por

J;.(wl wn)=(w1 wn)M(m)

Entao

op(z). [ ax(w) - arlwn) ) = (onlwn) - oulwn) ) .M(z),

de onde segue que

B.O=Q.M(z),
onde
0'1(33') 0
B= : " :
0 e o—n(:{:)

Tomando determinantes, temos
deb(M()) = Nja(s) -

Denotando V{z) por z , dado um elemento qualquer z € A, entao

Quando o vetor z percorre todo A, entdo z percorre Z", de onde segue
V(zA) = M(z)Z".

Mais geralmente, se considerarmos t elementos x4, ..., 2, , entao
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I/(3""121 +---+ 3’:123) = V(&L’IZI) + -4 V('T'tzt) =
M(z)V{a) + -+ M(z)V(24),

que claramente implica em

O membro direito desta igualdade é um Z-médulo, com base, digamos,
Ui, ..., U . 3€ a é o ideal de A gerado por 24, ...,, , entdo

Via)= V(z1 A+ + z,4) = TZ",

onde T é uma maftriz cujas linhas sdo as coordenadas dos vetores uy, ..., u;.

Com isto, acabamos de provar o seguinte

Teorema 3.3.2 ({Cra2]) (a): Se a € o ideal principal (z) , entio o{a) tem
matriz geradore M(z).2, e det{M(z)) = N(z).

(6): Se a = (z1,...,2:) , entdo o(a) tem matriz geradora MQ , onde M ¢é
uma matriz geradora do subreticulado de Z" gerado pelas colunas das matrizes

M(z4),..., M(z,).
Partiremos agora para a determinacido da matriz H no caso particular

K = Q((»)- Antes, porém, precisamos de um lema, que serd enunciado para
uma situacao ainda geral.

Lema 3.3.3 Usando a notacio acima, entdo a matriz H do reticulado o(A) C
R* ¢

H =91,

onde §! € a n X n matriz definide por wi; = o:(w;) , € {o1,...,0n} € 0 conjunto
das imersdes de K no corpe dos nimeros complezos.
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Demonstragao: O reticulado o(A) tera Z-base (0(wi),...,0{w,)), onde o é
o homomorfismo canénico; seja z = Y1, a;0(w;) , a; € Z, um elemento de
o(A). Mostraremos que Q°Q é simétrica. De fato, se 7 denota a conjugacio
complexa, entio

(WQ)U, = Dbt Wi Wy = Y5y Okl(wi)-on(w;) = 2ha, Tow(ws).ow(w;) =

= Tho1 Ox(wi).Top(wy) = Xiny onlwi).onw;) = Tf; wiilog; =
() = (FQ)E,;

Isto mostra que ¥} é simétrica, ¢ fazendo as contas obtem-se
4
( ay ... Gy )WQ | =2 aifx)oi(e) . O

)

Teorema 3.3.4 A matriz H = (hy;) do reticulado o(Z[(,]) com relacio
Z-base (1,(n, ..., (1), m = ¢(n), ¢

L ld).6(n)
R C) B
onde d = (nTn—?:_) € p:(d) = TTQ(QHQ(Q) .

Demonstragao: Pelo Lema 3.3.3, temos

hij = Yheq Wkiwps = S 0x(CE).0u(() =

=3 ok(().0u((E) = Ty ow(¢TY).

Para d = —— = , tem-se mdc(y —¢,d) = 1 ; portanto, (™* é uma raiz
(n,g —12) "

primitiva d-ésima da unidade. Assim, o elemento S5, ((2 )% = Trgcai0(d)

aparece ¢(n)/$(d) vezes, de onde



3.4 Aplicacoes aos corpos ciclotémicos

Iniciaremos esta seg¢ao com o estudo de uma forma quadrética que est4
relacionada com o calculo de distancias nos reticulados considerados. Esta
relagdo pode ser vista no Teorema 3.4.3, que é um dos resultados centrais da
segao. Depois disto, partimos para o estudo das densidades de poténcias do
ideal principal p definido na pagina 66.

Para cada inteiro n, seja ¢}, a forma quadratica definida por
Qn( X1,y Xn) = Ty X7+ Vicicicn (Xi — X5)%
Da igualdade

Zlgi<jgn(Xi - Xj)z = (?1 - 1)- ?:1 ng -2 Eigi<jgn Xin

obtem-se
Qn(X], ey Xn) = n. Z?:] Xi-z — 2. Zlfi‘(jsn X;XJ

Cabe observar que ), é positiva definida e totalmente simétrica, i.é.,
Qn( X1, s Xn) = Qu(Xoq), -, Xo(n)) , onde o é uma permutacio qualquer
do conjunto {1,...,n}.

Sera 1til determinar o menor valor que (J,, assume, com entradas inteiras
nao todas nulas, para calcular o raio de empacotamento de certos reticulados.
Para tal, enunciamos a seguinte

Proposicio 3.4.1 ( [Nobj ) (i): O menor valor que Q.(X4,...,X,) assume
com entradas inteiras, ndo todas nulas, € n.

(i1): Para a € Z" , Q.(a) = n guando a = +(1,1,..,1) ou a = e,
i=1,...,n; onde {e;} € a Z-base canénica de Z™

Demonstragao: (i): Observe que
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Qn(Xla ”'?Xﬂ) = Qﬂr—l(XI: ey Xﬂ—i) -+ ai + ?;ll(ai - an)z-
Sea, =+ =a,—1 =0, entao

Qnla1,..yas) = a2 +(n—1}a = na > n,

para a, # 0. Caso contrario, por hipétese de indugio vem

Qn_l(al, ...,an_l) Z n—1 ;

e neste caso vale

a2+ Ti5H e — a2 2 1.

De fato, se a,, # 0 entdo a? > 1; caso contrario, pelo menos uma das parcelas
(a; — an)? serd nao nula.

(i1) A prova se faz usando novamente indugdo sobre n, sendo que para
7 = 1 a verificagdo é imediata. Suponhamos que seja vdlido para n — 1, e
sejam @, ..., &y € Z tais que Qn(a1, ..., a,) = n. Observe que

ap + Lisi (0= aa)? > 0,

sendo na verdade igual a 1, pois caso contrario ¢,_1(X1,..., X,,_;) assumiria
o valor n — 2 , 0 que ndo ocorre pelo item (a). Uma verificacao caso a caso
mostra o resultado enunciado. O

O Lema seguinte sera necessario para provar o Teorema 3.4.3, que rela-
ciona a forma quadratica (},, com distdncias em reticulados.

Lema 3.4.2 ( [Nob] ) Se p € um nimero primo, entdo

Tromiely) = =P, se (kp) =p""



Demonstragio: Observemos que ((»)?° = 2™#*/?" = ¢ ._,. De modo geral,
se Irr(z, K) representa o polinémio irredutivel de # sobre um corpo X, entéo

Irr((pr, Q) = X0 L X =200 L x4

logo, se 7 > 1, entdo Trgy,ig((r) = 0. Se (K',p") = 1, entio C;“,f é um
conjugado de (,r ; logo tem o mesmeo trago, e portanto TT’Q(CF‘_N@(Q';:) = 0.

1° caso: (k,p") =p°, s <r —2: QObserve que C;“f = C;’:k’ = Cpk:_.g. Segue
que

Trowmielty) = Tragnia(li-) = Tragnielér:) =
= p" I, nalGr—e) = "0 =0.

2° caso: (k,p") = p"~! : Observe que Cﬁ:ulk = C;“' , onde p nao divide &’
O polinémio minimal de ¢, sobre Q é

X4 b X415

logo, TTQ(CP)IQ(CP) =—1 , € dal
Tromie(és) = P Troge(l) =1 (=1) = —p™!

3° caso: (k,p") > p""!: Aqui vale (k,p") = p". Seja k' tal que k = p"k'.
Tem-se ((pr )" = Cg,’:‘k' = 1. Portanto,

Trogniely) = Tragnie(l) = (p - 1)y O
Conforme o anunciado, finalmente chegamos ao
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Teorema 3.4.3 { [Nob] ) Sejam p primo, m = $(p") e ¢ = ag+ay(pr +... +
am-1Gpr " um inteiro algébrico de K = Q((yr). Entdo

onde

Q@) = Qpor(me) + -+ Qpoa(zy) , t=p~1 =1

C
Tk = (@k, Gpr-14%; - Gip— 2)10'”‘1+k)

Demonstragao: Temos

.7 = Pl I Pl

onde
) —i L m—ti—1
Q; = (ot 0y €6 =2 Tmq G505
Sabemos também que

| o(z) 2= %.TrK,Q(m.a).

Pelo Lema 3.4.2, os elementos g‘;&, com (k,p") < p*? tém trago nulo.
Portanto basta considerar os elementos C;fr tais que (k,p") > p"'. Mas
(k,p”) > p"~! implica (k,p") = p",edal k > p" > (p— 1)p" %, 0 que nio
ocorre, pois £ < m — 1. Assim, podemos apenas considerar as contribuicdes
dos indices k tais que (k,p") = p™'. Tais & sdo p"=",2p" 1, ..., (p — 2)p"!
Logo,

1 7 - 1 ] i) m—
| O’(’.L‘) |2= 5_{'?";\@(&737) = § (PTKIQ(Za—Ol az) Ei:ll Trm@(c?;a«i)) =

p—1) _ . _
= L) () (S ) =

=T ((p = D205t a) = 2.5 )
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Escrevendo

(p—D(Z ey =(p—1)bo+ - + (p—1)b; ,

ondet=p""1—1e
1’50 — ag ‘l‘ a;:—-«l + "t + a?p_z)pr—l ;

— 2 2 . 2 .
bl - a’] + apr—l +1 + + G(p—?)pr_l +1 0
— 2 2 L. 2
bi - a't + a'p'r—ill 4t + + a’(p—z}pr—l-}—t »

tem-se

Vejamos que

p—32 !
D=l Cipr—t = 2 4idj

onde a iltima soma é tomada sobre todos os ¢;’s, 7 = 0, ..., m—1, satisfazendo
i<jei=j(modp ).

De fato, seja a;a; tal quei < jei = j (mod p'™* ). Existew € {1,...,p—2}
tal que 7 = 1 + up"™'; logo , a.q; = Qi@ pypr-1 € Cypr—1. Observe que no
primeiro somatdrio, um produto @;a; aparece uma tnica vez, 0 que prova a

igualdade.

Podemos agora reescrever

r—1

lo(z) '= 5o~ { (p— 1bo—2dy +---+ (p— 1)b, — 24, ),

2

onde

dp=3aia;,i<jei,j=k(modp ™) k=0,..,t
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Mas

(p — l)bk - 2dk == Qp—l (ak, ak+pr‘—l, ...,a.k_J_(p_Q)pr—l), k = O, ,t ;

o que completa a demonstracdo. O

Daqui em diante, nosso objetivo sera calcular explicitamente a densidade
de centro de poténcias do ideal principal y de Z|(,r| gerado pelo elemento

(I_Cp’")-

Proposicao 3.4.4 ( [Nob] ) Sejam K = Q((,r) e A = Z[(,]. A densidade
dos ideais p’ , j € N € periddica. Formalmente,

8(p™) = 6(p™™)
onde m = ¢{p") en € N.

Demonstracao: Sabe-se que p™ — pA , pois p se ramifica completamente;
logo, p™t™ = p.p™, que implica N(p™t™) = p*t™ . Com isto, # € p*T™ se, e
somente se x = py , onde y € p*. Segue que

valendo entao

p(pn+m) = min {l 0'(237) |,$ € pn+m} = min {|G'2—$)|?m < ppﬂ} — pp(pn)

Para a densidade de centro, temos:
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o (pprrmyy (p(p™))"
§(¥I * ) = | @i |1;2 prtm - '@ﬁ{ 11;’2 P

= 6(p"). O

Lema 3.4.5 { [Nob] ) Sejam A = Z[(), @ € A e f(X) € Z[X] tal que
f(Gr) = a. Se o €p™ 0 <i<m entio

f)y=,1)y=---=f90) =0 ( mod p).

Demonstragao: Sendo

o polinémio irredutivel de (,» sobre Q , entdo A o~ Z[X|/(h(X)). Se t{ X}
representa a classe de equivaléncia, médulo A(X), do polinémio #(X) em A,
segue que

a € pitl = existe g(X) € Z[X] tal que f(X) = (1 - X))+ .¢(X) =
= existe t{X) € Z[X] tal que f(X) = (1 — X)) g(X) + t{X)r(X).

Mas
X7 —1 X -1 .
Logo,

J(X) = (1= X)) + 400X = D7 (mod p2[X] ).
Colocando (1 — X)™*! em evidéncia , encontramos v(X) € Z[X] tal que

f(X) = (1 = X)* (X)) ( mod pZ[X] ),
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ou seja, existe u(X) € Z[X] tal que

F(X) = (1 — X)*o(X) + pu(X).

Assim, se o € p™H! entdo existe u(X) € Z[X] tal que

fX) = (1= X)*o(X) + pu(X)

e esta ignaldade implica
f1)= F(1) = = f901) =0 (modp) . O

Lema 3.4.6 ( [Nob/ ) Parai € N vale i; =i(y — (2 — 1) ( mod p? ).

Demonstracao: Provaremos usando inducgao sobre ¢. Para ¢ = 0 a veri-
ficacdo é imediata. Suponhamos que seja valido para t = 0,...,%k — 1, onde
k > 0. Da congruéncia Cfr = 2(,» — 1 (mod p* ), temos

;f,: pr Gt = G (R = 1) — (k= 2)) = kG — (k= 1) (mod p?) ,

e o Lema estd provado. O

Lema 3.4.7 ( [Nob] ) Sejam © = ao+ a1(pyr + -+ + Gm-1(E™" um elemento
de A=T7Z[(y] e f(X)=ao+aX + -+ an1 X" € Z[X]. Entdo z € p*
se, e somente se, f(1) = f(1)=0( mod p } .

Demonstragio: Se z € p?, o Lema 3.4.5 implica imediatamente f(1) =
F(1) =0 ( mod p) . Por outro lado, aplicando o Lema 3.4.6, temos

f(Gr) = 20t ey, = X5 aiify — (- 1)) =
= (U0 1.6:) G — Y05 (3 — Ve, (mod p? ).
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Observe que

ol dai = f(1)
e
stia — YR — e = 25 e = f(1).

Isto mostra que (1) = f'(1) =0 ( mod p } implica z = f({,r) € p2. O

Denotaremos por Iz o conjunto {(ai,...,ans) € Z™; | a; |< d} , e para
simplificar a notacdo usaremos ¢ no lugar de ¢,_;.

Proposicao 3.4.8 ( [Nob] ) Para p > 2, valem os seguintes resultados:

(a) Ser =1, 0 menor valor assumido por Q(z) , comx €p ex#0 €2p ;
(b) Ser > 1, o menor valor assumido por }.(z) , parax € p e x # 0, serd

2(p—1).

Demonstragao: (a) : Consideremos um elemento

r=aot @Gt tapaf €D,

e suponhamos (ag,...,a,_2) € I;. Sejam r e s o nimero de a;’s iguais a 1 e
—1 , respectivamente; assim, o nimero de «;’s nulos sera p—r — s — 1. Como
a forma quadratica () é totalmente simétrica, entdo

Qlag, ..y ap—2) = Q(1, ..., 1,—1,...,—1,0,..,0) = —(r — 5)* + p(r + s).

J3, vimos que z € p implica Y Ja; =r—s =0 ( mod p ) , e conse-
quentemente r = s, tendo em vista o intervalo de variagio de r e s; portanto

Q(z) = 2pr.
Evidentemente, » = 1 torna ¢(z) = 2p o valor minimo.

Para uma {p — 1)-upla qualquer (bg, ..., 5,2} de I, — I1, o Teorema A.2
nos mostra que
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Q(bﬂ'z vy bp—z) Z Q(za 11 rrry 1) = Zpa

e pelo Teorema A.3, para qualquer d > 1 e (bo, ..., b,2) € Iy — I;_1 tem-se

Qbo, ..., bp—2) = 2p.

Visto que para o elemento x = 1 — (, € p vale Q(z) = 2p , concluimos
que o menor valor assumido por @Q(z) , com ¢ € p e z # 0 é 2p; conclui-se
assim a prova da parte (a).

(b): Dado um elemento z = @g+a1(pr+-- -+am_1C;’§f'1 € Z[(y] , podemos
escreve-lo de uma \nica maneira como

=20+ 216+ + 2005

ondet=pt—1e

r=1i =1
p—2)p"
Tp = dp + a-pr—l .Cgr ‘l‘ e ‘l‘ a(p_z]pr—l. ér 3
p 141 (p=2)p""1 41
Ty = 61 + GpreigrCpr + oo Qg G 5
_ pr it (p—2)p7 14
Ty = Oy + a‘p"_l-l-i'Cp" +---4 G(p_g}pr—l_l_t.cpr .

Neste caso, o Teorema 3.4.3 nos mostra que

-1 r—1

| o(z) P= L Bu(2) = T (Qlay) + -+ + Q(zy) -

2

Se # € p e aparecer um unico z; nao nulo na decomposicdo acima, ja
vimos que Q(x,) > 2p, o que implica ¢, (z) > 2p > 2(p — 1).

Visto que p — 1 é o menor valor que Q{a) assume, com a € Z*~, segue
que se o numero de ¢;"s ndo nulos for maior do que 1, entdo @, (z) > 2(p—1).

Note que o elemento z =1 — (;r € p satisfaz

Q-(z) =2(p—1).
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Com isto, concluimos que 2(p — 1) é o menor valor que @, (z) assume, para
z € p ndo nulos. O

Como consequéncia da parte (a) da Proposicido acima, para o caso r = 1
a expressao para a densidade serd

1

o(p) = 2(3;—1]{2_\/1—]‘

No que segue, partiremos para a determinagéo da densidade de centro de
poténcias de p para os demais valores de r, fazendo primeiramente para o
caso r > 2 e depois r = 2. Contudo, precisaremos de alguns lemas.

Dado um mimero primo p, denotaremos por v,(n) a valoriza¢do p-ddica
de n, i.é, o maior niimero j para o qual p’ divide o inteiro positivo n.

Lema 3.4.9 ( [Cazt] ) Sejam n um inteiro positivo, p um primo e ao, ..., a;
tais que 0 < a; <p—len=as+ap+- -+ ap°. Entdo
m Y i G

N =

Lema 8.4.10 { [Nob] ) Sejam p primo, r > 1 e m = p'~%. Entdo para
1=1,...,m—1, vale

d m _ m!
T ) im =y

Demonstracao: Sejam by, ..., b, ¢, ...C, , nimeros naturais satisfazendo
0<b;<p—1,0<¢<p—1etais que

i:bo+blp+"'+arnpme
(m—i)=cot+ap—+ -+ cap™.

Pelo Lema. 3.4.9, temos
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7p(ml): 7
p—1
: t—y. . b
] g=1 "%
’}’p(ﬁ.) p"‘l
e
M= — o G
wlim = i)) = s

de onde segue

my _ -1+ N k+Yh G

Para concluir a demonstragao, basta observar que 372, b, + X7 ¢ > 2.

Lema 3.4.11 { [Nob] ) O elemento (1 — Cﬁ:_z) estd em p? .

Demonstracao: Pondo 4 = Z[(,-] , temos

pA = (1 — ()P~ 4

r—2
pois p se ramifica completamente em A. Sejam ¢; = ( p?. ) L0 << pr?
, 03 coeficientes do desenvolvimento binomial de (1 — {,»)*" . Pelo Lema
349, para t = 1,...,p" % — 1 vale 7,(c;}) > 1, ou seja, p é um divisor de

r—2

(1 — ¢ )P — (1 = ¢& 7). Consequentemente,

1— 7 = (1= G )" ( mod plr=17"7y

o que implica

1= = (1= )P (mod p777°).



r—32

Para concluir a prova, basta observar que (1 — ﬁpr)?’?‘_E cp? .0

Teorema 3.4.12 ( [Nob] ) Parar > 2, a melhor densidade de centro entre
os ideais P, i =1,..., 0772 ; ocorre em 1 = 1.

Demonstragao: O Lema 3.4.11 nos mostra que o elemento x = 1 — ij:_g
esta em p? . e além disso vale Q,(z) = 2(p — 1). Assim, para i = 1,...,p,
tem-se

e as densidades de centro serao

sy = o= D)
- 9m/f2 ]@K ’1;2 _pi ?

onde m = #(p") e | Dx |= p* ="=1, Isto mostra que p tem a melhor
densidade dentre os ideals considerados. O

Antes da apresentagao do resultado que trata do caso r = 2, precisamos
do seguinte

Lema 3.4.13 { [Nob] ) A forma quadrdtica Qx(a) ndo atinge o valor k+1,
para ¢ € Z*.

Demonstracao: Para @ € I; , o resultado é verdadeiro. Tomemos ¢ €
I, — I1. Sem perda de generalidade, podemos supor que @ = (2, a,,...,az) ,
para 1nteiros as, ..., ax. Do Teorema A.2 vem

Qrla) = Qu(2,1,..,1) =2k + 2>k + 1,

e aplicando o Teorema A.3, concluimos que para todo j e a € I; vale Qi(a) >
k+1.0
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Teorema 3.4.14 ( [Nob] ) Ser =2 e p > 2, a melhor densidade entre os
ideais p* , 1 =1,...,p ocorre para 1 = 2.

Demonstragio: Mosiraremos que para ¢ = 2,...,p" ", o menor valor as-

sumido por QT(E) ,z € p'é2p. Consideraremos primeiramente o caso 7 = 2.
Sejam z € p?, e z;’s como na Proposi¢do 3.4.8(b). Se apenas um dos z;’s nao
se anula, j& vimos que @, (z) > 2p, para z € p. Visto que para a € Z™ o menor
valor que (J(a) assume é p — 1, segue que se o numero de z;’s nio nulos for
maior do que 2 , entdo @T(g) > 3(p—1) 2 2p. Assim, resta considerar o caso
em que dois dos #;’s n&o se anulam, digamos z; € 2;. Mostraremos primeira-
mente que neste caso ,(z) néo atinge o valor 2(p — 1). De fato, suponhamos
que isto ocorra. Pelo que foi visto, devemos ter Q(z;) = Qz;) = (p—1), e
isto ocorre apenas nos casos seguintes: o

1° caso: z; = te e x; = te,. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que z; = ¢ ; logo z; = —e, , e existem a, b € N tais que

T = C;fa;‘g +§grxj = Cgr - Cgr = f(CPf)i

onde f(X) = X*— X*. Como z € p?, entéo
f(l)=a—b6=0(mod p).

Observe que @ = (% (1 — (/7). Como estamos considerando dois dos @;’s,
entdo a — b =0 ( mod p ) nao ocorre, o que é uma contradicio.

2° caso: zi = (1,1,...,1) e z; = Les. Aqui, z € p implica z; = ¢, ; logo,
existe ¢ € N tal que z é da forma

. ; i 2)p+i ]
z = ;ra?g -I-C?';r'.ﬂj -|-(:p+ —I_Cpp o+ -+ CJ+ = (Cp ) .

onde f(X)=X'+---+ X?** Mas ¢ € p” implica

fysi+--+(p-2p+itits=i—j=0(modp),
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o que néo ocorre, pois ¢,7 € {0,...,p— 1}.

3% casor # = (1,1,...,1) e z; = £(~1,—1,...,—1) : Neste caso, z; =
(=1, —1,.,—1), e =

i ' i g —2)p+i j - j
& = Grait Grag = Gt GF 4 R G G — - (I (g,

onde f (X) =X+ ... + X2+ _ X ... 4 X2+ Mas

J)=1-j(modp),

o que novamente nao ocorre.

Mostramos, assim, que para z € p? e dois z;’s ndo nulos, o valor 2(p—1)
nao ¢ atingido por ),(z). Mas pelo Lema 3.4.13 o valor 2p — 1 também néo
é atingido, e portanto para z € p® vale Q,(z) > 2p.

Observe que o elemento ¢ = 1 — (5. estd em p*, para ¢ = 1,...,

i~

, €

g

@-(z) = 2p; consequentemente, | o{(z) |?>= »" , o que implica p(p’) = 5
i=2,..,p, e éclaro que o ideal de menor norma, que é p?, tera a melhor
densidade de centro dentre estes.

Assim, para : = 1,...,p , a melhor densidade de centro é obtida em p ou
p%, cuja relagio para o caso r = 2 , & a seguinte:

(p=Dp_4
2

fs((f)) - ((pi 1)) >

Logo, p* ¢ o0 mais denso dentre os ideais considerados , e sua densidade
de centro sera

9 p(p_'l)p
6(p*) = 2o=10e/2 | Dy |12 g2 =
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Observagdo: Para o caso Q((s), o reticulado (p?) coincide com As (ver
[Con] ), e tem a melhor densidade conhecida para dimensao 6 . Este reticu-
lado também é tratado em [Cral] , e 0 método ¢é diferente do aqui utilizado.
Podemos computar facilmente a densidade de centro, cujo valor é

(6% = 5
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Apéndice

Apresentamos neste apéndice resultados de [Nob] , com suas respectivas
demonstracdes. Grande parte dos resultados presentes na secio 3.4 se ba-
seiam sobre os Teoremas A.2 e A.3. Antes de apresentar estes Teoremas enun-
ciamos um lema, gue € uma interpretacio geométrica da forma quadratica

Qn

Lema A.l { [Nob] ) Sejam Qn(X1, .y Xn) = iy X2+ Y oiei(Xi ~-X;7 e
a = {a1,...,0,) € R™. FEntao

Qnlary ey an) = d*(a,0) + n.d*(a, A) ,

onde d*(a,0) e d*(a,A) sdo os quadrados das disténcias euclidianas de a até
a ortgem ¢ de a até a diagonal de R™, respectivamente.

Demonstragio: Se X = (z,...,z) é um elemento qualquer da diagonal de
R”, entao

d(a, X)* = i (e — 2)?,
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e esta distancia serd minima quando ?(Z(ai — z)*) =0, o que ocorre para
@

z = (1/n). . Temos

d*(a, A) = 33y (a5 — (1/n).(Zi, 0)* =
= 2o ( — (2/n).a;.(CE, @)+ (T, @:)?/n?) =
= Z_? i ; (2/n) (7 j=1¢ a;)-(Timy a)+ n(30 aé)zfnz =
ZJ =1 ; - (2/n). ( ) (1/n)( ;}:1 a;’)2 =
= (Xjar a}) (1/n)( ity ai)”

logo,

n.d*(Pa) = (n—1).(3, af) — 2.(X1<ici<n i-G5)
e somando &*(P,0) = Y%, a? a ambos os membros chegamos ao resultado
desejado. O

Teorema A.2 ( [Nob] ) Dados os nimeros reais a1, ...,a,, r <n, seja
F(X-r_f_]_? ’Xﬂ,) = Qn(al, ey a’?‘;X'.r'-i-lz . Xn)'
Entdo F atinge seu minimo com coordenadas inteiras no ponto

(¥:9,---,), onde y = [(Xi, @)/(r + 1)}
e [z] denota o inteiro mais prozimo de z; caso z+1/2 seja inteiro, entdo [z]
denota z — 1/2.

Demonstragao: Os pontos da reta, em R"™, passando por P = (=, z, ..., z),
onde z = (Y7, a:)/(v + 1) € tendo (by41,...,b,) como vetor diretor sdo da

forma
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X =Pt t(brya, ey by) = (2 + thryn, oy + 1h,) .

Calculemos o valor de 7 sobre os pontos destas retas:
F(.’L‘ + tbr+1, ey i + tbn) = Q(ﬂ,l? caay py T -I- fbﬂ_l, ey & —]- ﬂ?ﬂ_) =

=i a?—f— Z?:r+1(w + tba‘)z‘F Ziq’(ai - Gj)z‘l“
Pijlai — @ — ;)24 Y t7(bi — b;)* =

= A2+ Bt+C,

onde
A=(r+ 1) 000 0%+ D (b — 0)?
B =2z(r + 1) E?:r-}-l by — 2( =1 aé)(2?=r+1 b:r‘) €

C=n-r+1)¥io @i+ i(ei—a)’ +(r+1)(n—r)2?— 2z(n—1) 1, a;.

Observe que esta expressdo é uma funcao de segundo grau na varidvel ¢.
Derivando com relagio a ¢ , obtem-se

dF
E((:ﬂ e, s 4 he) = 26(r + 1) 200 b + 2t Yiei(bi — b;)*+

+2z(r + 1) ?=r+1 by —2(30, ai)(z;=r+1 b;) -
Emt =10, temos

dF n r n

E(O) =2z(1 4 r) J=rt1 by — 2(325— as)( — b;) =
= _2(2:=1 a‘)( }L:'r-’rl bj) - 2(2:?:1 a":)(z_?=:r'+1 b.?) = 0'

Assim , sobre as retas passando por P , o grifico de F' é uma parédbola
com concavidade voltada para cima, cujo menor valor, pelo visto acima, é
assumido em P,

r
i=1 a;

Seja ¥; = (v,¥,...,y) , onde y =
eja Yy = (y,¥,...,y) , onde y [r+1

y < z , sendo que para o caso y > z a demonstracao é anéloga.

] . DUPOTETNIOos NO que segue que

As parabolas descritas acima tém coeficiente dominante
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r Z?:'r—]—l bzz + ( ?:'r-l—l bzz T Ei(j(b‘f - b&‘)g) =T E?:r-!—l 622 + Qﬂ-—?‘ (’U) s

onde v = (bry1,..0,b,) € Qrer € a forma quadratica definida na segao 3.3.4.
Pelo Lema A.1, este coeficiente dominante sera

r Yt B+ d¥Hv,0) + (n —r).d*(v,A)

onde d*(v,0) e d%(v, A) representam os quadrados das distdncias de v até a
origem e diagonal de R"™" , respectivamente.

Para determinar a dire¢io de menor ¢rescimento destas parabolas, consi-
deremos vetores diretores v com comprimento 1. Na dire¢io de v, o coefi-
ciente dominante da pardbola passando por P serd

(r+ 1)+ (n — r).d*(v, A).

Logo, a direcdo de menor crescimento dessas parabolas se dard para
d*(v, A) minimo, ou seja, na direcao de ¥7 , que é a diagonal. Observe que
para outra diregdo o crescimento dessas parabolas serd estritamente major.
Consequentemernte, para ¥ € R*™" tal que F(Y) = F(Y7) vale

d(Y, P) <d(};, P),

com igualdade se, e somente se Y estiver na diagonal de R*".

Dado o conjunto

A={Y e R, F(Y) > F(1h)},

vamos calcular A N Z. Para tal, convém escrever A como a unido disjunta
dos conjuntos A; e Ay , onde

Ay ={Y e R*; F(Y) < F(11)}
A, ={Y e R"7; F(Y) = F(1)}
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E de ficil verificacao que A; N Z™~" = §. Para calcular A; N Z note, pela
observacdo acima, que para todo Y em A, vale d(Y, P) < d(Yi, P) ou Y estd
na diagonal de R™". Os Y que satisfizerem a primeira possibilidade néo
sdo inteiros. Caso Y esteja na diagonal de R™™7, novamente pela observacio
anterior temos d(Y, P) = d(Y;, P). Para concluir, consideremos dois casos:

19 caso: =z < y 4+ 1/2 . Aqui, d(Y,P) = d(Y1, P) ocorre apenas para
Y=";

20 caso: £ = y + 1/2. Neste caso, os tinicos pontos da diagonal de Z"~"
satisfazendo d(Y, P) = d(¥;,P)sao Yie Yo =(y + 1,...,y + 1) . Assim,

Y ,se @ <y +1/2;

som={ o ISR

Para concluir, observe que para todo ponto Y de Z™" vale F(Y') > F(Y)),
oll $eja, Y; € o ponto de minimo de /' em 2™

Teorema A.3 [ [Nob] ) Sejam m € N e Q.(m) = Qu(m,t,..,1), onde
t = [m/2], isto €, Q'(n) € o menor valor que Qnl(ny X2y ooy Xn) assume
fazendo X,,..., X, variar no conjunto dos nimeros inteiros. ILmiao Q é

uma fungdo crescente de m.

e

il

. m
Demonstragao: Se m for par, entao ¢ = 5

Q!(m) = Qn(m: m/za am/g) = m? + Q(n - 1)(m2/4)'

Neste caso, [m+ 1] =1/2, ¢

Q'(m +1) = Qu(m + 1,m/2,..,m/2) =
= (m+ DE+(n— 1)(m2/4) +(n—1)(1+ m/2)2.

Logo, @'(m +1) > Q'(m). A prova para o caso m impar se faz de modo

analogo. O
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