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INTRODUGAO:

0 objetivo deste trabalho € dar uma demonstragao
detalhada de um teorema de caracterizacao dos espagos u? ( R )
em termos de p-atomos, demonstrado por R.,R. Coifman em [é].

No capitulo & introduzimos algumas definigoes, -
teoremas e propriedades que nao demonstramos mas que sao consi
derados prée~requisito para os demais capitulos. Entre elas es-
ta o espagoig das fungoes teste para a definigao de distribui=-
temperadas, que sao o5 funcionais lineares e continuos sobre 8.
De posse das distribuigoes temperadas, apresentamos o espago -
H? que & o conjunto das distribuigoces temperadas gue sao limi-
te de certas fungoes harmonicas. Salientamos tambem que para -
r>l, 2? & isoformo a L? e assim consideraremos apenas 0<P&L.

Ainda no capitulo O apresentamos, com § teorema
de Whitney e suas consequéncias, a decomposicao de conjuntos -
abertos em cubos, e a paétigEo da unidade a ela associada. Es-

indispensavel 3 demonstragao do tema 1 do capitu-

B

te teorema

lo 1. Este € um lema de tipo Calderdn-Zygmund que Fefferman, -
Riviere e Sagher demonstraram em tl]. Dedicamos o capitulo 1
a uma demonstracgao detalhada do lema 1 que ¢ a decomposicgao de
uma fungio de .§ em partes "boa" e"ruim"™ e que nos dia também uma
majoragao para a norma Oo da parte boa e para a norma P, da fun

¢ao ruim onde P, e um nuomero tal que o<p0$1.



Apresentamos a demonstragao devido a grande im-
_portﬁncia que este lema tem na demonstragac do teorema de Coi
fman, cuja demonstracao, que & o objetivo deste trabalho, se
encontra no capitulo 2. O teorema nos da como condigao neces-
saria e suficiente para que uma distribuicao temperada f per-
tenga a n? (R}, que f sejs igual a EL:OJL&L onde os aisgo p~
atamos e osfﬁi nimeros reais tais que 314'h¥;lp £ X . Faze
mos a demonstragao para fungoes de tgfi HP e depois, usando o
argumento de que Sf\ HP e denso em Hp, completamos nosso ob-

jetivo.



CAPTTULO 0:

Preliminanes Basicos

Este capitulo consta de uma série de definigoes, teo
remas e propriedades gque usaremos nos demais capitulos. Nao fare-
mos aqui nenhuma demonstragao pois elas podem ser encontradas nas

respectivas referéncias.

(0.7} - Consideracies Gerais sdbre R™,

n - . - ]
R° & o conjunto das n-uplas de numeros reais, ou se

. n : .
.ja, R" = {x = (xl, Xor ever xn) 2 X, €R, i=1, 2, ..., n}. Cha
maremos de Ri+l o conjunto dos pares (x,t}, onde x pertence
a R" e t » 0,
n
Tomaremos em R a norma |x| = (zi=l{xiiz)l/2‘

Por um multi-indice a de ordem k, entendemos u-

ma k-upla de nlmeros inteiros nao negativos. A norma de o € defi

«Jc
nida por la| = Xi=l“i‘ Dado um elemento x de R", e um

multi-indice o« de ordem n representaremos O monomio

O o o o
Xll . X22 . x33 s e s xnn por x". Dada uma fungao £ em R

com valores em R e um multi-Iindice o de ordem n, para desig

-

nar a derivada parcial mista de ordem |af,

5ol £ (x)

o ¢
1 2 n
axl - ex2 L LI - an

~ [« 2
, usaremos as notagoes: D" f{x) a

( 3

o
'a-)—:) flx).
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. n -
bado um aberto A contido em R, uma funcao u de

n 9 )?

2 . - . - )
classe C° definida em A & dita harménica se Zi“l 53 ulx)= 0
1

para tode X em A.
Denctaremos por m{E) a medida de Lebesque do con

. - n ~ =
junto mensuravel E ¢ R e usaremos a notagao J f(x)dx ao inves
B

de J fdm.
E

Caso o dominio de integragao nao seja explicitado,fi

ca subentendido que & o espago todo.

(0.2} - Considenacies Gerais sdbre LP(R™) (ven [3]).

Chamaremos de Lp(Rn), p < «, ao conjunto das fun
gOes mensuraveis cuja poténcia p & Lebesgue integravel, ou seja,

e o conjunto das funcOes mensuraveis tais que j n{f(x)|pdx < @
R

Como "norma” de uma fungac f de LP(R"), definimos
||f|]p = (J n|f(x)|de)l/p. Gostariamos de observar que a "norma"
que definimos acima sO & realmente uma norma se p > 1.

Para p < 1, definimos d{(f,q) = ||f—g||§, e temos
gue:

(i) d & distancia
(i1) (P @RrR™, @ & completo
(iii) com a topoleogia induzida por d, Lp(Rn) e um espago veto
rial topoldgico.

Por definicao, denotamos por Lm‘ o conjunto de to
das as fungdes mensuraveis que sao essencialmente limitadas e defi
nimos come noxma |[f£{[|_ = inf{M : m{{t : £(t) > M}) = 0} ou ainda

|1€]]_ = inf{s : {£] < 8 a.e).



3

(0.3) - 0 Produto de Convolugao {vexr [7]).

se £ e g sao duas fungoes pertencentes a Ll(Rn)
sua convolugac h = fxg & a funcdo cujo valor em x pertencente a

R & h(x) = f JEe-y)glyldy e e éimples verificar que h perten
R . .

1
cea LMY e que [|nlf, < [I£]],1is]l,.
De uma forma mails geral, h = fxg, esta bem definida
sempre que f£ pertence a Lp(Rn), lsp<w, e g a Ll(Rn). 0

que nos garante tal afirmativa & o seguinte

Teorema de Young:

"Se f pertence a Lp(Rn), 1 < p<e e g pertence a Ll(Rn),

entao h = fxg estd bem definida a.e. e pertence a LP(r"Y) . Ain

d '_ h £ f 1“"
a mais || [{p H ||plig||¢

0 produto de convolucac satisfaz, entre outras, as

sequintes propriedades:
a) fxg = guf {(comutativa)

b} ‘Glfl + azfz)*g = al(fl*g) + az(fz*g) {(bilinear)

(0.4) - 0 Espaco SIR™) (vern [4] e [7]).

Chamamos de  S(R®), ou simplesmente S, o coniun-
to das fungoes ¢ de classe Cm(Rn), tais gque, dquaisquer gue sg
jam o multi~indice h e o inteiro k, existe uma constante C$,h,k
tal que |xfk|th(x)| 3 Cw,h,k para todo x em RS. As funcoes de

S serao as nossas "fungoes-teste’.

kK, .h
Se definirmos [1m[|m = |hT$§ {Sggn{[xl ID 9 () |33,
m X
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.1l & uma norma para todo m. A partir das

verificamos que | -

normas definidas acima, definimos a dist@ncia d{y,¥) =

I i | )
= Xm=02 e temos que (§,d) & um espago métrico.
| (L+] fo-v]] )

O espago S satisfaz as seguintes propriedades:

1.) wi converge para ¢ se, e sOmente se, para todo m, |]$i*@]|m

converge para O,

2.) (5,d) @& completo e {y,} & ura seqlidncia de Cauchy se, e sd
mente se, para tocdo m e para tedo € > 0, existir um no(m,e)

tal que ||y -9, |

| X .
< g se 1 >N .
3 im d r 3 o

-

3.) a injecao candnica de S em L™ i: 8 »1PRYM & conti
nua para todo p e, chamando 1i(S) = S, temos que o fecho de §
g igual a LP (g%,

(6.5) - Distribuicbes Temperadas - 0 Dual de S {vex [4] e [7]).

Chamamos de distribuicao temperada a todo funcional
linear e continuo sCbre §. Para denotar uma distribuigao tempera

da, usaremos as notagoes: L(¢) ou (f,9), ¢ pertencente a 3.

Exemplos:
1.) Quando £ pertence a Lp(Rn) 1 ¢« p g «, o funcional Ilinear
Lf, definido por Lf(¢) = J £{x)p(x)dx, ¢ em $ & uma distri
n

buigdo temperada (ver [7]).

2.) A distribuigao 6%, definida por (s%,9) = %9 (0) para todo

multi-indice o (ver [4]).

Chamamos de S' o conjunto de todas as distribuigoes



[¥y]

temperadas, ou seja, S' & o dual topoldgico de S. Portanto nos

exemplos 1.} e 2.) temos que Le e 8% pertencem a S'.

Definicao: "Dizemos que £, converge para f em S'

se, para cada ¢ em S, %i@(fn,w) = (f,¢8)".

(0.6) - 0 Espago HP(R") (ver [5]).

Definiremos aqui os espacos P (R™)  com os guais i-
remos trabalhar nos proximos capitulos. Gostariamos porém de  dar
uma certa "motivagao" para tal definigdo. Daremos entio uma primei
ra definicao de nP(r™), a partir da qual chegaremos na definicao

gue sera usada.

Definigao (primeira): "Chamamos de Hp(Rn) © conjun

to das fungaes ul{x,t), harmcnicas em R2+l, tais gue

u*(x) = sup lu(y,t)| pertence a LPmM .
(y,t):|x-y|<t

Usaremos também o seguinte

Teorema:
"Dada wu({x,t) em Hp(Rn), temos ques:
(i) existe %;g u({x,t) = £(x} em guase todo ponto e f perten
ce a @Y.
(11) lim J lulx,t) - £(x) |Pax = o
n

(iii) %&g J n u{x,t)P(x)dx existe para toda ¢ em S, e define u
R .

ma distribuicdo temperada L, isto &, existe uma distribuigao tem
perada L tal que %%g u(x,t) = L, no sentido da convergéncia

das distribuicoes temperadas”.



Como consegliéncia do teorema anterior temos que se

p>1l, para tocda ¢ em §,

(1) 'ig J ul{x,)P(x)dx = [ f(x)g(x)dx = (£,9).
rR® r™
Observamos ainda que, para 0 < p < 1, embora exig

ta %&g u{x,t) {= £(x))}) em guase tado ponto); %ig J uix,t)p{x)ds

Rn

exista e defina uma distribuicao temperada, a expressao (£,0) =

= I f(x)¥(x)dx nao tem sentido pois, para 0 < p < 1,
n
R

£(x) = %&g u(x,t}) nao &, em geral, localmente inteqgravel (f naoc

pertence a Ll(Rn)).

L= | lu]

Definimos: ||u}| n
HE (R") LP(r")

Agora entdo daremos a definicdo de HF(R™) que sera

usada daqui por diante.

pefinigao (segunda): "Chamamos de espaco P (rRM) o)
conjunto das distribuicoes temperadas £ que sdao limite, quando ¢t
tende a 0 de fungbes harmdnicas u{x,t) em R2+l, tais gue u*(x}

pertence a LP(Rn)“.

L= el .

pDefinimos: ||f]|
| oP (R") 1P (rR™)

Gostariamos de salientar também que:

(i) para 0 <psgl |].||pp satisfaz a desigualdade triangular.
H

(ii) HP & completo para todo p.

(iii) S n HP & denso em ®P, para todo p.



Observamos gue a definicao (segunda) e equivalente
a definigao dada anteriormente (primeira).

Do gue obsarvames em {1) e usando a teoria da inte
gral de Poisson {ver [5]), pode-se ver que, para p > 1, HP(R") &
isomorfo a IF(R).

Cnunciaremos agora um teorema gue nos da algumas ca-
racterizagoes para fungoes de HP? (R™") . Precisamos antes da seguin-
te

Definicao: "Dada ¢ em S(Rn), definimos wt{x) =
= t"'%(.{:-), t > 0",

Teorema {ver [8]):

"Para uﬁa distribuicac temperada f e um p > 0, as seguintes a
firmagoes sao equivalentes:

(1) £ = iim u(x,t), ul(x,t) pertencente a HP (rR™) (definicac pr

meira) onde o limite & tomado na convergéncia das distribuig¢oes tem

peradas.
(ii) para alguma 9 em S tal que J pi{x}dx =1, a funcao
<0
f+(x) = sup|f * ¢t(x)[ pertence a Lp(Rp).
t o
{(iii) para alguma ¢ em S tal gue J p{x)dx = 1, a funcao
_ n
R
f*(x) = . sup | £ « @t(y)l pertence a LF(R").

(v,t):|x-y i<t

(iv) definindo, para cada | pertencente a - §,

ety = 8 [ s xh¥ %o jax
ai{g n

entao, para N suficientemente grande dependendo somente de p, a



funcao
£x*(x) =  sup sup EIE A SON pertence
el el (yo8) s sy <10t
a LP(RM).
ainda mais: |[[£7]| , |{ex{] . [le**] . {I£]]
P P LP it
sdo equivalentes".
(0.7} - Decomposdicar de Canfunios Abentos em Cubos ~

Partigdao da Unidade (ver [6]).

No gue segue F denotard um conjunto fechado arbitra
rio nao vazio de Rn, 2 seu complementar. Por um cubo entendemos
um cubo fechado em R" com lados paralelos aos eixos e, dois a dois
de tais cubos serao considerados disjuntos, se seus inteiros forem
disjuntos. Para tal cubo Q, diam(Q) denotarda seu diametro e
dist(Q,F) sua distancia a T, ’

0 que queremos salientar neste Item € a decomposicgao
de um conjunto aberto arbitrario de R” em uma unido "disjunfa“ de

cubos, adeqguada. Salientaremos tamb@m a partigac da unidade baseada

em tal decomposicao.

Definigao: "Dizemcs que dois cubos Q, e Q, se to

cam se suas fronteiras tem algum ponto comum’.
rTeorema (de Whitney):

"Seja F dado. EntZo existe uma colegao enumeravel de cubos

F = {Ql’ Qur wver O «osl tal que:



1) Uo =oa-= r°,
k

2.) os Q sao muituamente disjuntos .

3.} existem constantes ¢y e Gy independentes de F tais que
cy diam(Qk) £ dist{Qk,F) & C, diam{Qk). Na realidade podemos tomar
cq = 1 e c, = 4.

4.) se Q; e Q, se tocam, entao % diem(Q,) < diam(Q,) <

s 4 diam(Q,).

5.) se Q pertence a F, entdo existem no maximo N = (12)n cu

bos em F que tocam Q.

6.) para todo 0 < e < %, cada ponto de 2 esta contido no maxi
mo em N dos cubos

+_ - ~ "
Qk = (1 +e)(Qk Xk) + Xy ¢ onde X €0 centro de Qk .

Chamemos Q, © cubo unitario centrado na origem. Fi

[+:]

xemos uma funcao de classe C , ¥, com as seguintes propriedades:

(1) 0 ¢ v ¢ 1

(ii} vi{x) l, se x pertence a Qo

(iii) (%) 0, se. X nao pertence a (l—be)Qo

Seja agora w; a funcao ¢ ajustada ao cubo Q r ou

(x—xk)

seja aﬁ(x) = $[7"~I;“"~ » onde X & o centro de Q e ﬁk é

o comprimento comum dos lados de Qk'

Chamando S5Upp ¥ ao suporte de v, temos due

supp &i < (1 + e)Qk; além disso, se x estd em Qp r wﬁ{x) 5=
(x5, ) (x~xk)

= w[me;——] = 1 pois T estd em Q.
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Observemos ainda que |(§%)aw*(x)l < Am[diann(*;)k)]_1(11

para cada multi-indice «, onde osg A, sao constantes indepen-
dentes de k.
Definamos agora @k(x}, para cada x em R" por:

95 (=)
wk(x) = ;(x)’ onde 4(x) = 5 $£(x). Temos que ¢ estd bem defi

nida e & diferenciavel pois, do item 6.) do teorema de Whitney se

gue que O recobrimento dos Q& localmente finito.

k
Usando as propriedades acima mencionadas pode—-se mos
trar gue existe uma constante ¢ tal que $k(x) > c >0 para to

do ¥ em Qk.

Se x pertence a FT(Q), & ¢k(x} = 1; entaoc, a faml

iia (wk) & a particdo da unidade, em FC, gue mencionamos.

Gostariamos ainda de lembrar que, se y esta em Q°,
¥ (y) = 0. Entao

xq (2 funcao caracteristica de Q) = ¢ Py e
k

- C.-
Demonstra-se tambem que, se x pertence a F

l(fiy)aﬁk(x)l € Cu[diam(Qk)]_lul, onde ¢ € uma constante que

nao depende de k.



CAPITULO I:

A Decomposicac Basica de uma Funcdo de S

em Paxntes Boa e Rudim:

Para a demonstragao do teorema de caracterizacgao dds
espacos HP(R) em termos de p-atomos reais, que & o objetivo do
nosso trabalho, necessitamos de um lema de tipo Calderdon~Zygmund,
demonstrado por Fefferman, Riviere e Sagher (ver [1]).

Dedicamos este capitulo & sua demonstragao.
Fixemos 0 < Py € P < 1.

Lema 1 (de tipo Calderon-~Zygmund) (ver [l]):

"seja f pertencente a S, a >0 e 0 = {x e R® £*%{x) > ol.
Entdo f pode ser escrita como a soma de duas fungbes g € b que

satisfazems:

r - {lall, ¢ cpa
Po Po -
II - ||bl] p € % J (£%*(x)) "dx, onde ¢; e c, nac dependem
0 2
H

de £ ede o, s0de p e Pg' *

Demonstragao:

Provemos inicialmente que Q & aberto:

su sup [£+0 (v)
|I|¢{TIN51 (y,t):|x~y|<l0t ©

-
4

Temos que f£**(x) =

entdo, pela definicao de sup, dado x  em @ existe V¥ em 3,

11
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com ll|¢i1LN < 1, tal que . sup £ & wt(y)[ > a. Usando no
xouy[qlot

vamente a definigao de sup temos gue existe um par (yo,to) tal gue

|£ * 9, (y )[ > a
to o

Graficamente:

y

Vemos entao que existe um éubo aberto tal que: (i) X,
pertence ao cubo; (iii para todo x pertencente ao cubo, (yo'to)
pertence ac interior do cone em x. Entao £**(x) > ¢ 0 qgue impli
ca que X pértence a 0 e portanto o cubo estd contido em Q o
gque mostra gue Q é aberto como gqueriamos provar,

‘Como f estd em S, temos que m{f) < « pois 0 &
limitado,

Tendo mostrado gque f & abkerto {entao 2 & fechado),
o teorema de Whitney e suas conseqlléncias (ver (0.7)) nos dac a e
xisténcia de cubos fechados (Qj) e de uma familia de fungoes sua
ves (ﬁﬁ) satisfazendo as propriedades ali mencionadas.

Seja X, O© centro de Qj e yj um ponto em R® - @

satisfazendo

' c
2 . -~ x.| € 10 4.; como . e 0 E**(v.) € a.
(2) v, 3| 5 Y , (y4) < o
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Tomaremos como suporte de ﬁj’ 0 cubo Qj expan-

. 6 . _6 _
dido do fator £r Ou seja  supp wj =z Q. (e = §)“

Agora, dado Qj’ chamaremos de Q§ o cubo que tem

o mesmo centro que Qj e cujo lado €& guatro vezes Ej.

Como f = fy n + fxn e temos gque

)
R - Q >

f = fy n + ? f@j

R™ -0 ]
Consideremos agora O espago Lz(du) onde dp=wj(x)dx,
com o produto escalar Jf(x)h(x)¢j{x}dx.
Como ¢j tem suporte compacto para todo J,

Jh(x)wj(x)dx < onde h(x) & qualquer funcgao continua, o que

mostra que as fungoes continuas pertencem a‘ L2(¢j(x)dx).

- Chamando de W o conjunto dos polinomios de grau me
nor ou igual a M (um natural), temos que W & um sub—espago de
Lz(wj(x)dx) e W & fechado pois & de dimensdo finita. Entao, co-

2

mo f£ &L ($j(x)dx), pelo teorema da proje¢ao ortogonal em espagos

de Hilbert, podemos escrever de uma unica forma

onde P, pertence a W e hj & ortogonal a W, ou seja
th(x)Q(x)wj(x)dx = 0 qualquer que seja o polindmio Q(x) de grau

menor ou igual a M,

Portanto, dado um polindmio Q{(x) de grau menor ou

igual a M, o fato de que £ = Pj + hj e jhj(x)Q(x)wj(x)dX': c,

implica que
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Jf(x)Q(x)¢j(x)dx = J?j(x}Q(x)$j(x)dx

Sendc o um multi-indice tal que [a| ¢ M temos que

[§1

{x = ij pertence a W e entao

. - o — - o
[f(x){x xj) Qj(x)dx ij(x)(x xj) wj(x)dxf

Feitas as observagoes acima, podemos definir a nossa

fungac "boa" g por

A primeira coisa que faremos para provar a parte I do

Lema 1 & mostrar que ||p,|] _ ¢ ba onde a constante b nao
7oLl

depende de J. '
Usando o fato de que Jf(x)Q(x)mj(x)dx =

= JPj(x)Q(x)$j(x)dx “para todo Q em W e fazendo a mudanga de
variaveis x = X + djy, temos que

fix, + 4, (x, +d = 1P {x., + 4. Ax, 4+ 4,
J (x:i djy)Q(y}wJ (X] jy)dy ] j(xj djy)Q(y)IPj (xj djy)dy;

pois, a aplicagao que leva Q{y) em Q(xj + djy) e uma bijeéao em

Wﬂ

Sendo uma base oxrtonormal de

J
L
W(wj(xj + djy)), onde I depende sOmente de M e n, temos que
R ¥ TR B
Pj(xj +_de) - zr=l ar “r(Y)-
Mostremos que oS coeficientes dos polinodmios da base

sdo majorados por uma constante que sO.depende de M e n, naoc de

pendendo de j.
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Para todo multi-indice y com |y] ¢ M, definamos

o funcional linear L. + W+ R por L ( bB yB) = D
¥ Ig T<M ¥

Fixemos em W a norma ||Q][2 = J |Q(y)|2dy;
ylsl
como o nimero de multi-indice vy @& finito [[LY|| < ¢y, entao
|l (@) ¢ e'|iQ]|. Portanto L ()} < c'(J |Q(y)|2dy)l/2.
Y Y ylgl

Sendo L% 2o enm . seque que ¢, (x.+d.v}) 2 c
¢3 } Qj, gque g ﬁj L

em |yl € 1, e entao

|LY{Q}| < c'(cwlj , |Q(y)|2¢>j(xj + djy)dy)l/2 <

|<1

< c'cwl/z(JlQ(y)lzwj(xj + djy)dy)l/2 onde

c nao depende da $j dada na particao da unidade.

Tomando entdc como Q um polindmio wg da base, te
mos
3 -1/2 3 2 1/2
L ()| ¢ ¢'e J (x, + d.y)a $
l y ¢ ) | (172 (¥} | 05 5v)ay)

~1/2 . -
g c'c /2 - c{M,n), ou seja, os coeficien-
tes dos polindmios da base sao uniformemente limitados em J.

ssi = b 3 .3
Retomando a expressao Pj(xj + djy) zr=l a. nr(y}

e sendo a ij{xj + djy)wg(y)¢j(xj + djy}dy =

lf

[f(xj + djy)wi(y)wj(xj + djy)dy,. fazendo a mudancga

de variaveis x = xj + djy, a expressdao de ai fica
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J J <N
(3) al = f(X)ﬁr[“"“af—J*ﬂ$j(X)ﬂj dx

. J .(X"‘X.)
J

Introduziremos uma nova funcao definida por:

r . -i (y. - }{.)
7)) = T e - ulyL iy, - A
5 J 7] J
Vamos estimar a norma |[|¢r'j|||N:
Temos ]i|¢r'3|l|N = J(l + ]u|)N % |D6¢r’j(u)]du =
|6 ]<N
- fas by e, Iood (2379 o8ty a,m fas
e Jal+lal=le] ©F T ET G 3733
Para gue u pertenca ao suporte da fungéo gue estamos integrando,
{y. - x.)
temos que ter jul| ¢ 12 e I_“la_ﬂmlﬁ - u| ¢ 22 pois
]

(i) (yj - dju) tem que pertencer a supp $j, donde

o)

6
‘a —-d- - l = .
lyj ju le < g 4,
6
d' - . - . = _d-
ldgul = lyy = x50 < 5
6
b o< -S-dj + 10 dj (ver (2)) o

6
a. £ wd. + . - XL
slul s gas + vy - x4

que implica j{u} s 12,

ky. - X.}
(ii) de I——;%T——Jlmls 16 e |u| s 12, vem
i _
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Temos entao

. (v, o= x.)
a) Para a fungao ﬁi[_;%yu_;LJ_ u,
j

{y. - x.}
(1) lw~1§-"wl— - u] g 22

J

i sdao limitados superiormente por uma

C{M,n} {independente de Jj). Portantoc os polinoOmiocs

{(ii) os coeficientes de «

constante

ng( (r =1, 2, ..., L} s30o limitados no conjunto em questio donde

suas derivadas também o sao, ou seja, existe k que depende apenas

de M e n, nao dependendo de j, tal que:

L (v, - x.)
G Jr 3 3
D" (o) L -ul) | g k.
b) Para a fungao I.Uj(yj - dju), o teorema de Whitney e suas conse

gliéncias (ver (0.7)) implicam que:

I

8 NG
. .~ d, - DYy . — d. £
D%ty - agwl = [(-ay vylyy = aga |

a,ltle a8l o ¢
3 i

€ B 8

¢} Como |u] ¢ 12, entdo 1 + |u| ¢ 13 donde (1 + |u|)N < 13%,

Levando as conclusoes tiradas em a), b) e ¢) para a
expressao de |||¢r’j|||Nr temos entdc gue |l|¢r’j[1[N £ B onde
a constante B nao depende de J.

| Retornando A4 expressdo (3} vemos que
i jrix - %) Ny = r, XN

al = Jf(x)an———d—j—J*]\Dj(X)dj dx = Jf(x)q»dj (v, -~ x)ax = (¢dj )y

3
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Portanto lad| = |¢r,j « £ly.) .
r - j
. 3
d’r’j .
Como Y = 3 tem |||‘Pi|]N =1, entio
T
. 1 r,J
(£ % ¥, (v.)] € £¥%(y.) e como ¥, (y) = . LT (v L)
d. . ~ 4 4 . , d,
j ? % e 9 2
entao
(4) |f « ¢§_f3(yj)| ¢ |l|¢r’3][]Nf**(yj) § BE**(y,) < Ba
3
Portanto |ai| £ By, independente de j.

Temos entao gue se X pertence a Q;’ % = xj + djy e

|YJ < 4., Como os coeficientes de "i estao uniformemente limitados

entao, para |y| < 4, |ni(y)l € K(M,n), donde IPj(x)i =

L T
= 1I5o1 a) @]« T lallind |

L
; lp=y K{M,n)Ba = ba.

n

Ou seja ||Pj|]

- < ba, independente de 3, como
L7(0%)
queriamos mostrar.
Retomando a fungﬁo g = fx n + I P.y, vVemos ques

g(x)| s |£{x)x ()| + Z|P.(x) |y, (x) ¢ |£(x)x (x) |
| R® - g i J r" ~ @

+ ¢ bay.(x) = [f(x)x (xx) | + be £ p.(x)

= |£(x)x_, (z) ] + bay (x)

R - Q
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Estudenos agora a majoracdc de |f£(x)x n (x) |. Te-
R -8

—~ . C I
mos entaoc que considerar x € Q, apenas; gostariamosg de lembrar

gue se x € 2f, £r¥(x) < a.

Provemos que f**{x} g o implica |£(x)]| s w.a *
£r¥(x) = £ * ¢t(y)|. Tomando uma P
16071y « 3 (e s lxmyl <10t
com ][|m[||N = 1, supp ¢ compacto e tal que fw(z)dz = a # 0,
temos

f = @t(y) = Jf(z)ﬂt(y - z)dz = tﬂnff(x)ﬁ[ixh%mal]dz. Agora, fazendo

a mudanga de variaveis r = iX_%ﬁEL' donde dr = tndz, vem:

£ ox &t(y) = £ ¢ Jf(y - tx)¢{r)dr = Jf{y - tr)¢{r)dr.

E, quando t tende a 0, £ ¢t(x) tende a Jf(y)$(r)dr =
= £{y) Jw(r)dr = f£{y).a.. Mas, £¥*(x} > su? | £ = ¢t(y)l
[T el ] lst
> |£ » v (x)] para todo t. Entao, fazendo t tender a 0 temos
fF**(x) » a|f(x)| donde |f(x)| $ aa_l, como gqueriamos provar.
Entaoc |[gl fica:
gl < [E£(x)x | + box
R" - @ &
-1
§ a Tax 4 + baxg
R -8
£ C,0Y + Cc oy = C,0x
1 - g 1"*q 1" "%pn onde
¢y = max{a~!,b}r E, sendo Hlgll_ = inf{s : |g] < B a.e)} segue que

|lgll, ¢ ¢q¢, onde ¢, nao depende de o, O que prova a parte I
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do Lema 1,

Como gueremos decompor £ = g + b, ent2o, para nossa

funcao "ruim" b, definiremos b = £ - g, donde

b = (fx + LfY.) - (fx + T P.¢.) = ¢ (f - P.)y.. Chaman
Rn - Q j J Rn._. o j J ] j J ] -
do bj(x) = (f(x) - Pj(x))¢j(x), teremos entdao gque
(5} b =2E% b..
3 J

Passemos entao a demonstracao da parte II do lema 1,

— p )
que ¢ a determinagao da norma B © de b. Da equivaléneia das nor

mas de HP e LP (ver (0.6)) e, como b =13 bj’ e suficiente a
J
charmos uma estimativa para |b;(x)lp . '
o
Seja b;(x) == sup[?t * bj(x}| onde V¥ pertence a S,

tra
supp ¥ contido na bola unitaria e I?(x)dx = ). Tomaremos o pon-

to xj, centro de Qj' como sendo a origem. Queremos estimar

by * bj(x)|. Temos

t

(6) ]?t * bj(x)| |J¥t(x - y)bj(y)dyl

it

|t'n[w =27 (£ - eyt [v, () ay

Dividiremos no nosso estudo em tres casos:

Casgo l: x € Q§ e t < dj'

Da expressao (6) temos que

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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(N ¥y = byt ¢ £ Jw[iﬁiil]f(y)wj<y)dyl
+ [ Jw[léizl]Pj(y)wj(y)dy.
Para a majoracao da primeira parcela da expressiao (7)
introduziremcs a fungao ¢ cuja definicdo & ¢(z) = ¥(z)y.(x - tz).

il

temos que £ x 0, ()| = |[£@e,(x - yay( = [ ew) B ay] =

= e ey (Fho x - £ 3D ay]

= £ ey (Fheg () dy

Majoremos || le|]ly = III ) J<1 + 12V D% (2) |az.
|

-

il

Mas |D%¢ (2) ] DB(?(Z))DY(mj(x - tz)) |

Cs
|8 ]+]y|=]a] "*Y

= |

(-t)lYln*(w.(x - £2))pPv (2)
[E]+fv|=]a| PrY ] l-

Pelo teorema de Whitney e suas conseqliéncias (ver (0.7))}, temos
que I(-t)lYIDij(x - tz)| < tlY]dfinc . Entao, incluindo to

] Y —
das as constantes CY 8! cT e as da scmatoria numa constante so,
1 4

c, vem:
ip%¢(2)| « ¢ } tlYldlellDB¥(z)| e, COmOo
lel+]vi=lal J
t ¢ d,
J
D% (2)| s e ¥ IpP¥(z)|. Integrando ambos oS mem

|8 < |a|
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bros da desigualdade acima, obtemos que |[|[¢]]][, < ciffvllly,-

Retornemos a iqualdade

:  como

|t'“Jf<>r)w[L“%Y)—ij(y)ay[ = o, * £(0)

lop » £ < [llellly £2%G0 (ver (4)) e [lisllly < [1I¥]ll,, te
Mos |anC « £(x)] s c|||w|||N £¥r (x) = df**(x).

Passando agora A& sequnda parcela da soma (7), vem:

It"“[w[iﬂgil]Pj(y)wj(y>dyl < Jit"“v[15§¥lj\IPj(y)lle(y>ldy-

Como vimos na demonstracac da parte I, para
y € supp 94 [Py(¥)] < bu.

Sabemos que $j(y) ¢ 1, donde ij(y)| < 1. Entao

|t'an[£§%;lqu(Y)@j(y)dy| s ba [[w(x - v) |y
Mas [[Wt(x —y)[dy & ||[Tl||M para todo M, portanto

lt-njw[ifizl]Pj(y)mj(y)dyl < ko ¢ kf**(x) pois x estd em QE por
hipotese.

A conclusdo do caso 1 &€ pois

-1, 5:1 -n_ A x-
¥, bj(x)| s e )f(y)¢j(y)dy| + |t T(—EX)Pj(y)ﬂj(y)dyl

g Af**(x) + kf**(x) = c'f¥*(x).

Caso 2: x € Q§ e t 2 dj.

Aqui também consideraremos a desigualdade (7) s6 gue, para a majora

¢cdo da primeira parcela introduziremos a fungaoc ¢, agora definida
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d.z
por: $(z) = W[w%m]ﬁj(x - djz}. Entio temos:

£ g GOl = |[Emey x - pay] =
J J

i

e 1= ray| -

J
= ldfn[w{ﬁii)w.(y)f(y)dy]. Agora, t » d. o)
J t J ]
que implica £ 3 djn ¢ assim
|t—nJW(§%z)f(y3$-(y)dY| R idT“JW(¥;X>f(y)w.(y)dyl = £ « 04 (x)]| %
] ] t J d;
< Hlellly £%%0)  (ver (4)).
Com raciocinio analogo ao feito para o caso 1 mostramos que
PlTelllg € xlit¥llly < rm, donde {f & ¢dj(x)| < rm £¥%(x) g
¢ df**(x). Portanto lt"“Jf(y>w(5§i)wj<y)dy1 < dE¥*(x) .
Para a segunda parcela de (7}, como x pertence a

Qg por hipdtese, estamos em situacdo idéntica & do caso 1, © que
nos da:

|t-an(§%X)Pj(y)mj(y)dy| € ka g kf¥*({x).

Portanto, para o caso 2 temos:

-n{ ,x- -n{ x-
P bj(x)l < |t Jv(ngz)f(y)¢j(y)dy1 + |t JW(—EK)Pj(y)$j(Y)dy1 €

t

s Af**{x) + kf**(x) = c" £**(x),
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Caso 3: x ¢ Qg.

Consideraremos apenas o caso t > 5 > g dj' visto
que:
. Ixi 6 ~ .
(1) se -5~ < dj < 2 dj’ entao x| < 4 dj o gque nd3o pode a
contecer pois estamos considerando x € Qg.
(ii) se ¢t ¢ x| e lﬁi > 2.d, » d, teremos:
' V2 2 5 73 3f
t+ 24, < x| +- lxl _ | x| donde (%] = t + S a Como su ¥
573 2 Vi - g %y PP
é |zl £ 1, entdo ]iE%XLI < 1, o que implica |x-y| ¢« t e
Ix{ = ly| <« |x-y]| ¢ t; portanto, x| -t < |yl e, como y esta
6 o~ 6
no suporte de vy lyl < = dj, entao x| < t + € dj o que con
tradiz a estimativa [x| » t + % dj'
Queremos entao estimar |Yt % bj(x)| =

= Ift"nw[izézl](f(y) - Pj(y))¢j(y)dyf. Olhemos agora W(% - %}. Se
considerarmos a funcao de r ?(% - r(%)), entdao, para r = 1 te-
mos Y(% - %). Desenvolveremosl W(% - r(%)) pela formula integral
de Taylor, em torno de r = 0. Lembremos antes que, sende o um mul

ti-fndice, Dm+l‘i'(% - r({{:)) = | lZ (—1)|“|t_l°‘|y°‘o°‘\v(§ - r(%)). A
ol =m+l

formula de Taylor para r = 1 nos da:

w(% - 1(%)) = pM(y) + RM(y) com grau Pp(y) s M e
M+l 1
R, (y) = (-1) g~ (1) 3 cayaj DGY(% - S(%))(l*s)Mds. Entao
M ! | o | =M o -



_nx;r XVylr - Tu. & £ ; - . ;
|[t A EW) - pyn]ey wiay l[ P i) [£n) = pov) o, (0 gy

+ R () [£(y) - Pj(y>1wj(y)dy1. Devido & escolha  de

Pj(y), e como grau de PM(y) 2 M, entao
IJt"n[f(y) - 2 )]0, MRy (vIay| = |t-n[Jf(y)wj(y)pM(y)dy

- JPj(y)Qj(y)PM{y)dy][ = |tm 0| = o. Portanto deve

mos estudar apenas ]Jt“nRM(Y)[f(y) - Pj(y)]$j(y}dy1. Para isto, in

troduzindo a fungao ¢{z) = R(yj - de)Wj(yj - djz), podemcs escre

_ (y; — ¥)

vers log » £y | = [a]7fs [—L——lfway| =

j 3

) Y: = ¥ Yo — Y

= |la’® - Y — - =

= 4] JRM(yj a C )10 (v, dj(-la;—*))f(y)dyL

= |d;nJRM(Y)wj(y)f(y)dy! > |t—nIRM(y)$j(y)f(y)dy| ‘
Achemos uma majoracao para |||¢|]|N = El [(l + |z )NIDY¢(Z)|dz.

Y sN
DYe(z)| = | T "1y (y.-a.200 2, (v, ~a.0)]
Sabemos que D¢ (2} | = c D R, {(y.,-a.z}D “yg.{y.~8.2)|.
arl+ls, l=lv] FarBp WOITEE T

B
1 —
1.) Majoremos D RM(yj - djz). Temos que RM(y) =

M+1 1
_ (=" ey yﬂj 0% (£ - sy (1-s)Mas.  Entdo
M lal=+1 ® Jo
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' M+1 -y, ¥
8 2t 1

-1 ~{M+1
b lRM(Y) = M)i ) oy v, )
' la [=ped ]y [+]y, =] ] P72
1 vl atly,|
2
J {—s) D Z W(% - s(%))(l - s)Mds. Abandonando as
0
somatorias estudemos um Unico termo que & igual a
Sl =]y, |y 1 gl ety
2 2, a ~ X v . M.
k“'Ylszt D “(y )JO( s) D ¥ S(t))(l s) ds.

Queremos mostrar gue a expressao acima 2 menor ou igual a

Slel A
(8) p d. () . Primeiramente observamos que:
Gr¥ype¥n (x|
sendo ¥ fixa com suporte em |z] g 1, la] + |721 fixo o que
oty ~
implica gue D 2(?) Temlsupremo finito, entao existe uma constan
i3 Y ey
te k tal que 1J (-s) 2 D 2?(% - s(%))(l - s)Mds| z k. Temos
o
|a] = M+1 e ainda observamos que ol > lYll pois, se |a| < [Yll,

¥ _
entao D l(ya) = o que torna trivial a desigualdade (8). Portan-

-+l ={v | ¥ 1 ol oty
to |k . 2p Mg | =8y 2p A (E - s(d)) (1-s) Mas]
& Y1 Y t t
172 o
-y 1 laf~lv, !
< kt-(M+l)t 2 1Y| 2
ar‘Yl'Yz ar"fl
_ ~Jv, | MFl-|y, ]
= k kp gty 102 '3 17 como t>£|x| > d.
BrY1:Y9y eYq 2 3
N . I"J. —l ° '—l -
o gue implica t — < 2 |x| ~ < dj e y estd no supp wj donde

[+



L VR B P B 10 B RO
[y[ < % 4., entao k . t Mllt 2 [Yl t <
. _} @’YlFY2 0’?.\[1

TYS ey 1Yol Mti-{y. | Mti-|y | e, chaman
< ku , kpa 2 {Mhl)lx| M+ld. 2 (g) 1 a. 1 n
'Yl'\.'l r'Il :| . 3
: - (x M|y |
do pU v = ka kp (M+1) (g_) 1 ,
¢ lFYz rTerz Yy
-5 |x!—M+1dm|Y2|dM+l“lY1l: . -(IY1|+1Y2])( a5 JM+1
ule!Yz 3 3 arYl:Yz ] x|
-8 a.
= p d.E 11( ] )M+l.
aeYlIYZ J i | x|

B
Para R,(y), cada termo de |D l(RM(y))| & menor

LS TS
ou igual a p d () » donde concluimos gue cada ter

arYlsz 3 Exi
mo da soma de D (RM(yj - djz)) e menor ou igual, em modulo,

18,1 -8, a4,
1 1 Sy ml

d. d. . Entéao
3 Pa,ver, s [x]

8

(9) o 'R (y, - a )| < k(—fiwh)M+l de k une
RM Yj jy £ %] r on re

das as constantes.

B B
2 2

. i os D Ay, —d.z). T e |D “y¢.ly. — d.z}

2.) Majorem ;pj(yj 3 ) emos qu |_ QJ Y 5 |

|61 8
= a, 2 ip ij(yj - djz)[ e, pelo teorema de Whitney (ver (0.7)}),



6,1 8 1Py 18, |
2 2 2 2
vem a. D (v. - d.z)| « = .
3 1D Tolyy -y 3 %, “e,
Entzo cada parcela de iDYe(z)] =

| | " 2y |
= c DR {y. = d,z)}D “9.{y., - d.z) & menor ou

6, 1+he, =]y PrrBa M3 S I

i 2
d. M+1 -

igual a ¢ e c, . Como temos um numero finito de par-

celas na soma, agrupando todas as constantes em A vem

d

lDT¢(Z)l £ A(MT%T~)M+1. E, do fato de yj - djz pertencer a
a supp ¢j concluimos que |xj - yj - djz[ < % dj e entao
idjzli < txj - yjl +_% dg s..IOdj + % d; de onde vem lz] < 12.
portanto |[le]]]y < clmi—m ™,

Voltemos agora a estimativa de [Wt * bj(x)|. Ja vi
mos que |‘i’t * bj(x)| = |[t_nT(§%X)[f(Y) - Pj(Y)]¢j(Y)in

€ Ift”nRM(y)[f(y) - Pj(y)]wj(y)dyl

< th_nRM(y)f(y)$j(y)dyl + IJt_nRM(y)Pj(y)¢j(y}dyl..E, do que foi_

visto acima |Jt_nRM(y)f(y}wj(y)dy] ES IJd;nRM(y)f(y)wj(y)dy| g

n

I¢dj # £y |« [HalTE**(yy)  (ver (4)).



28

Levando em conta que [[]¢I1|N & C {mmertornme ]x} 1+l e f**(yj) < a, pode

d
mos escrever [Jt R, (y)f(y)w {(y)dy| < Ca(leT—)M+lo Por outro la

do |t_nJRM(y)Pj(y)$j(y)dy] S IRMfy Y)$ y)dy |

< dgnleM(y)||Pj(y}1|$j(y}|dy. Como y pertencer a supp $j

acarreta que Yy pertence a Qg, entao valem as desigualdades

a.
@ Ry | ¢ KT wer (9))

(i) Imj(y)| ¢ ¢ (ver teorema de Whitney (0.7)) o que implica
-n -n dﬁ M+1
que |t Ry{y)P.(y)¢.(y)ﬁyI < d. K{ Y e, |P. (y) |dy
4 ] ] ) | %] lyl<& a, 3
Yi+yg j
-n dj M+l nh
K ] . 00
$ dj ¢ [ x| ) coqdjllpjllL (Qg)
< d s K(w~1——)M+lc Japa = Ca ( 5 LML
A 3 1% P
Portanto a conclusaoc para o caso 3 &
Ay m+1 o=, Y Ml = 45w
¥y * by ] s Calogr) ™ # Talmggr T = Co (g

No caso geral, de xj naoc ser a origem, concluimos

que

cf**(x) se x € Q;

(10) b (x) = sup|¥_ « b, (x)]
t>0 J dj
S ML

lx"le

e
se x ¢ Qj



Conseglient

p
J (bF(x)) Cax < J [Crw
oy ] Q*

P
(£*% (x}}

¥

[
)
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para p. < 1,

enente, o

P d p
Oy o i )(M+l) Oqy
|xﬂxj|

P
k()] Cax + [

d,
(o)

| X7%4

P P
Ogx ¢ 0 0 (M+1) Oayx .

n
R-0Q%
3

Se M & tao grande que (M+1l)p_ > n, entao a seqgunda parcela
%
(——~—-)M+ldx, converge e temos ainda que
RBogr X7y
]
p d. (M+1)p p_ (M+1)p -(M+llp
c 0 © (o) Oax ¢ c o dj O! | x| Cax
R-g* ]x—xj| |x|>cd.
]
e, mudando para coordenadas esféricas |x[ = p, dx = pnwldpdg
onde 4 e a medida da esfera, vem:
p. (M+l)p (M+1)p
e Odj OJ | x| Pax =
X|>»cd.
21>,
p (M+l)po o —(M+l)po+n—l
= c.a Od. J p dpdfd. Mas Jdﬂ =T e, como
2 J cd. _
J
w -{M+1l)p +n-1 .
~(M+1l)p_ ¥+ n-1 < -1, J p o dp converge e entao
© cdj
Pg (M+l)po -(M+l)po+n
Pq (M+l)p0 w ={Mil)p +n-1 C,a d. ri{cd.)
Cza dj f ) dedfl = J b;

d.
%

[(M+1)p_-n]
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= yg Odj = Sq Om(Qj). Portanto
el d, (M+1)p P P
C o © (——_L—) 4z ¢ Sa Om(Qj). Agora, Sa “m(Q.) =
R0 ]x—xj[ J
J
pO pO
= 3 o “dx < 8 (£#*{x})} “dx pois x € Qj donde f£**(x) > qa.
Qj Qj
P P
Assim J(b;(x)) Cax ¢ (Cl+S)J (£*%(x)) “ax e

F3
o

P p P
concluimos que ilbfll © = (J|b;(x)L ®ax) < ClJ (£%* (x)) Cax.

B *
03
. + po -
Uma vez encontrada uma estimativa para |[bj]|p é
o
P
facil encontrar uma para ||b+[|p0 pois sendo b(x) = I bj(x), en
pata o r
tio bt(x) = supI‘Ft % b{x)!| = sup|z ¥ * b.(x)| < ¢ sup|‘¥t ¥ b, (x)]=
£>0 £>0 4 J 3 >0 J

=z bf(x). Portanto b+(x) & I b;(x). Como Py S 1,

] J
2 P P P
b (x)) © ¢ Y (x)) © e entdo, | b |.° = J (" (x)) Cdx
g P n
j o R
P P
¢ & J (bf(x)) Cax £ Cl b J (£**(x)) %ax =
i n 3 5 Jg*

: p
- ¢ [ (1 x (0] (£%*(x)) Oax.

&
R
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A geometria dos cubos de Whitney & tal que se x pegl

tence a Q?, X nao pertence a mais que um nimero r de cubos
Q., donde I x.elX) € xx, (xX}. Assim

P ' P
BT [° CJ (2 xgx ()] (£3%(x)) Cdx <
° gP I3

Py — . Po
€ CrJ {f**(x})} “dx = cf (£%* (x)) ~dx
Q Q

Py . +, . Po
e, como ||b]| & equivalente a ||b 1|P (ver (0.6)) temos

p
g © o]

pO' p0 | .

| b} ] p & 02] (£**{x)) “dx com c independente de £ e de
O Y

H

2

@, o que termina a demonstracao da parte II do lema 1.



CAPTTULD 11

Uma Caracternizacdace de Variavel Real de #P

De posge do lema 1 demonstrado no capitulo anterior po
demos demonstrar ¢ teorema que nos da uma condicac necessaria e su-

ficiente para cque uma distribuigéo temperada f pertenga a Hp(R).

Daremos, em primeiro lugar, a seguinte definigdo (ver

(2]): "seja a : R+ R, mensurdvel. Dizemos que a & p-atomo se:

(1) a tem suporte em um intervalo T; (ii) la(x)| < (m(I))—l/P;
T x 1

(1i4) I xa(x}dx = 0 para tede k, tal gue 0 s k < [E] - 1,
1 . . . . 1,

onde [E] = maior inteiro contido em 5"

Passemos agora ao teorema de caracterizacgao demonstra

do por Ronald R. Coifman (ver [2]).
Teorema:

"Uma distribuicio temperada f estd em HP(R) se e somente se e~
Xistem N reais e ai(x) p-atomos (para i =0, 1, 2, ...),tais
|ai[p < o, Alem disso,

que f = z;=0 a ay, com I;zo

all£]1P ¢ J5_nla.|¥ < B]|£f]|P., onde as constantes A e B de
4P i=0'7i uP

pendem apenas de p".
Demonstracgao:

I.) Neste item demonstraremos gque, se existem ai em R

para todo i, e a; p-atomos para i =0, 1, 2, ... com

33
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z:=0 [ailp < » tais que f = Z;zo o 8y entdo f pertence a

H® e demonstraremos também que existe A, dependendo apenas de p

tal que A[If[|§p s zi=0 |ai|p.

Gostariamos de lembrar que, mostrar que £ pertenée
a HP & equivalente a mostrar que f+ pertence a P (ver (0.6))
e também que estamos trabalhando com distribuicdes temperadas e nao
com fungdes.

Observemos inicialmente que todo p-aAtomo a pertence

a LP e portanto [a(x)¢(x)dx define uma distribuicdo temperada

{(ver (0.5)). Alem disso, como mostraremos mais adiante, existe uma
constante Kp que £b depende de p tal gue ||a[|pp £ Kp para
' H

todo p-atomo a.

como HFY & completo para todo p (ver (0.6)), para

provar dque EI=O a.a. & convergente em uP basta provar que a se
gqliéncia & de Cauchy. Mas para todo e > 0, como E;xo |ui|P con
n ' '
verdge, IIZi=1 ¢48y ~ X?=1 aiailiip § l|2?:m+l aiaillip para m < n
e, do que vimos em (0.6)
n n
||):i=rn.-§-lm:i.aj.||Ep“5 zi=m+l ||aiai[|ip =
n n
= Liome1 |“i|pl|ai]|§p € K, Diomer lo3lF < Kne

como queriamos.
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(==
Uma vez verificado que Xi"O %

tribuicao temperada £, passemos entdo d prova de gue [|a|lpps K
H

Lembrando que, para um Atomo gendrico a, a (x) = supla » ﬁt(x)],

£>0

onde ¢ pertence a S e & tal que J P(x)dx = 1, o gue temos
R

fazer & achar uma estimativa para a * wt(x). Tomemos uma

com suporte em [-1,1] e chamemos supp a = [-¢,a]. Temos

¥

-2

(11) a » y (x) = [a(y)lﬂt(x - yldy = t—lja(y)lp[-(-}—{%x)—]d%

Dividiremos © nosso estudo em trés casos:

t
x==2t 111 |- 11 x=2t
I I
11 IIT
-2 2a N
X

Casd 1: x| ¢ 2a, t > 0
Entdo fa * v ()] = It"llaw)'pﬂﬁ“%‘z}“]dY'

ey

¢ e law s (25 ay| <

.ai(x} define uma dis-

p.

a

0

ent3o

a £l
€ [m(I)]_l/pJ |t—lw[£§-§—llﬂ]dy. E, fazendo a mudanca de
=
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varidveis z = {ﬁw%“X}r donde dz = t_ldy, gquando y = -a  entdo
X -k ~
2 == (_mg_ﬁﬁ e, guando vV = a, Zz = (x T 2). Temos la « wt(x)l

£
IC.

¢ m@IP] Ty B fay

el
(x+a) /T

3 [m(I)]nl/pJ( )/t1${2)[dz
Pl

< [m(l)]“l/pj lp(2) |[dz. Como m{(I) = 2¢ e [ p(z)ldz = 1,

entdo fa =« wt(X)] 3 (2a)‘l/P.

an

Portanto, a conclusde gue temos para o caso 1 & que

al(x) = supla * wt(x)| € {2a)_l/p,
t>0

Caso 2: I x| > 20 e =] > 2t

Neste caso, observemos que a % ¥.(x) & diferente

{x = ¥) pertencer ac suporte de ¢, ou sg

de zero apenas quando
ja |(i%y_)|s 1, o que implica |x| -~ |y] ¢ [x - y| ¢ £t e entdo

1=l

Ix] - ly] <t donde x| < t + |yl. Agora, por hipotese, o < 5

< lzl + l%— - £ pois —%L -t » 0; entao o < |x| -t e, como

vimos acima |x] - ¢t < |y| donde |y| » @ o que implica af(y)=0.
Portanto |a « mt(y)i = |t-1Ja(y)hﬂt (x - y)dy| = 0,

donde, para © caso 2 temos:

sup B $t(x}| = 0 para todo x.
O<t<|x|/2
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Caso 3: x| » 2« e Ix] ¢ 2t
Queremos achar uma estimativa para

a * P, (x) = t”lja(y)@[iﬁ—%~Xl]dy. Desenvolvendo ﬂ[iﬁui—zl] pela

formula de Taylor em torno de

%

, como funcao de %; temos:

(X = V)1 _ Ry L _ -
o[22 = 9+ (-LDP(x ) (H) + L

1 1- 1
(=-n _, El-1 dgl-n
L+ -1 P (TP P ek )/ ([I%]-l): +
L L1 14
1) P (I¥ PP e o A Y
+ (-1 P P P /[ T Rl +RE,  onde

gr P(%) = [%] -~ 1. Como a aplicagdo que associa Q(%) com Q(y) &

uma bijecao, podemos escrever w(% - %) = P(y) + R(y) onde
gr Ply) = [%] - 1 e R(y) @& tal que
1 i1 i . 4 N B
IR(y) 1= (-1 P (=) Do Place)/ 51t 1 n Preca /51 -y R o) ga
1 l]

desigualdade |D P 9(&) / [%]E | ¢ ¢, concluimos que |R(yM<cly] ©

Temos eﬁtEo la « @t(x)| = [tFlJa(y}${£§;%_Iljdy | =

= [t—lJa(y)fP(y) - R{y)]dy | < It‘lja(y)P{y)dy| + it_lja(y)R(y)dyl..
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Como gr Ply) = [%] -1 e a & um p-atomo, Ja(y)P(y)dy = 0 don

de |t_lja(y}P(y)dy] = 0. Portanto la « @t(x)]=]t“1Ja(y)R(y)dy|

1 1 1
- [=] [=]
dy ¢ clm(I)) PJ ly] P/ ¢ P ay =

=

A

t"lJ|a(y}iiR(y}

o -1E) -4

1
= -3 —S+[Zn
= c.t .t (m(I)) N

e Pn(my) PP

Como |%] ¢« 2¢, .t

-[3]-1 -[2]- (51415 -[2]-1 [£]+1-3
cc.2 Pooxl P @m) = k[ x| (m(1)) .
Do que vimos no caso 2 e acima, temos gue, para
+ -4 [é}+l—£
fx] > 2¢, a'(x) = sup la » v )| < klx] P (m(x)) P P,
t>0

Reunindo os casos 1, 2 e 3, concluimos que, gqualguer

gue seja £t > 0,

'Ila+(x}||g =] |af'(x}|pdx =

o

2% o
la® (x) |Pax

2a
= I ia+(x)|pdx + J
-2t

la+(x)[pdx + I
-20

2o

-
< [tm(r) P]PJ

—

20 2t o
dx + J- |a4(x)|pdx + J |a+(x)|pdx.

-2 2a . -2¢

2t L +l_l

] t ~[&]-1
Agora, J la*(x) |[Pax ¢ [k(m(1)) P plpj (x| P )Pax
20 . 20
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{l] 2t
17, -[=] .p~ptl
_ kp(za)p{p] -l |y P
1
-[z].p-p+l
P Z2a
1. [
piilep-1 " lp) PP
< XP(2a) P | x| .
1
- [.....] p-ptl
P ) Za
P ["115} Pl ~[2].p=p+1
< kp(2a) (-2a) P =
m[%].p-p+l
1
=(5].p-pt1
= (=1) kp(zu)o = onde <c depende apenas
2].pp2 ’ i
~[=].p-p+
P

de p e nao do atomo considerado. Com raciocinio analogo conclui-

~2a +
mos que J |a” (x) |Pax ¢ c_. Portanto
-2+ p

1

- 2 2
la% (o 112 ¢ [ma)) pjpj dx + J
P -2u 20

t -
[a+(x)[pdx

-2a -
+ J |a+(x)dex g (2a) l.4a + 2¢. = 2(1 + c_),
-2 p P

o que prova que, gualquer que seja o p-atomo a, com suporte contido
em [-a,a], ||a+}|§ < 2{(1 + cp), donde ||allP_ < Kp (ver (0.6)),

1P
como gueriamos.

o« + - B
Agora, como f = Zi=0aiai e £ (x) = igglf # wt(h)],



tenos
+ .
fix) = izjgl (il 0018 * V(x| = 23{5121 ~0% (85 = D) (0|
< X!ui[ i?g fai * ¢£(x)! = Ezzo|ai|ai(x). Portanto
+ o
BE: (X)llp 11520 ey by (HHp s DoogleyPllay () |5« R I ey P
e, como Zz=0|ai|P < w, temos [If+(x)ffg < » donde £V per

tence a Lp, como qgueriamos demonstrar.

Observando gue 1"[!§p’ para 0 < p ¢ 1, satisfaz

a desigualdade triangular e gue [|f+[|p & equivalente a ||f|] o
vem y

€117, = 1Tagag 1Py < Tlag [P11ag [P < eBllayIP.  mntdo

c;pilfIIPP i3 Z|ai]p e, fazendo c;p = A, tenos:

A||f[|§p € Zlai|p, onde A sb depende de p.

IT.) Passaremos agora a demonstraciao de que se f € uma
distribuigﬁo temperada pertencente a vP (R}, entdo existem oy
reais e a; p-atomos (i =0, 1, 2, ...) tais que f = zl g%3a; com
Zizolailp < @, Mostraremos também que existe B, dependendo ape-
nas de p tal que El Ola R B||f||§p, o que terminarid a demons
tragao do teorema.

Nesta parte & que usarenos o lema 1, com p =p . To
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j - :
menos £ pertencente a S0 HY, Dados o = 2 e o = 2 , 0 le

ma 1 nos da que f = b2k + gzk e £ =0 K+1 + g b1 donde

(12) b, ~b .. . =g - g .
ok Jktl S+l Sk

Gostariamos agora de fazer algumas observagaes:

(i) Se y > &, entao R, = {x € R ¢ F*%(x) > vyl {x€R : f**(x)>8)=
k+l . .k

= 2,, oOu seja e, < Q. Como 2 > 2. entao 92k+l < sz.

(ii) Se chamarmos de (Jj,a)j e n os intervalos que sac as compo
nentes conexas dos abertos Qs temos também que, para cada 3,
I pa1 estd contido em algum J .

Je2 1,2

(iii) Como Db x = f-g o pelc tecrema de Whitney (ver (0.7)) te
2 - 2v

mos que supp b x < Q x*
2 2

Feitas as observagoes acima, mostremos que

E;i_ (b x b k+l) converdge em H®, 0 lema 1 nos da gque, para ca-—
da k, b, = } b . (ver (5)), onde, por (10) vemos que
-2 b 3.2
A
c f*k(x) se x € Q% %
3.2
+
b ) s
F.2 d K
= 3.2 M+
c af [x - x | ) se x £ Q* k
.4 is2
3,2 I

Temos ainda que supp bzk & szr supp b2k+l < 2,4 ©
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Q 41 © 0 7 ant3o, se X nao pertence a @ 0 e % também nao
2 27 2
pertence a Q k+1 © portanto x nao pertence a Q y para todo
2 3,20
: + +
j. Agora de (12} temos (b K T b k+l) {x) = (g kel ~ 9 k) (x) e do
2 2 _ 2 2
+ + +
lema 1 (¢ ..+ = 9,) (¥ < g (x) + g, (%)
2k+l Ek 2k+1 Zk
k k+1 k
<€ [1g2k+l|[m + ngkllm € ©g2° + ¢,2 = c2",
Temos entao:
k
[c2 se x € 0 X
2
a d
. .k <
k , 2 M+1 v KFL .2 M+l
(b = 0 k+1l+(X) A IXEX x| ) *ent T k+11)
2 2 j.2 32
se X €
L 2k
Como p < 1,
+ P
(b b Y (x) | Fax =
J oK Skl
.
= J (b, - b k+]_)+(x)]Pax + J (b = b, q) )Pax
Q . 2 2 g 2 2
2 2k
g cpzkpm(ﬂ ) t dp2kpm(9 k) = szpm(ﬂ ) e
2 2 2

EntZio ||b

< czkpm(ﬂ k). Portanto
2 2

-b 1P
k 2k+l Hp
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w o kp
Z __mflb - b ||p 3 CZ :Hm2 mi{ . ). Agora, como 0 <p <1,
k= ok oML yp k ¥

1P

resulta que e decrescente. Temos ainda que m{{x : £¥*(x) > A})

& também decrescente em A. Isso nos da:

- » k © k{p—-1 k-1
Z]{-.:-m| |b2k - b2k+1l ]ip < CEk:_mz pm(sz) = 2CEkm"m2 (e )m(ﬂ k)Z{ ==

2
= 9T (k+1} {p-1) k
= 20)y 2 m(92k+l)2
< 2c)y f Ak"lm(ﬂ yar =
k=== ) x K41 A
27T < X g 2
= ~£§m p Jhp_lm(ﬂh)dk = 2; J|f**(x)|de {ver [5]).
Como f estd em HP, Jlf**(ﬁ)[pdx < w; entdo z;=~m(b2k - b2k+l)

& absolutamente convergente em H® e, como H® & completo para to-

do p, Z;=_m(b2k - b2k+l) converge em HP, como gueriamos provar.

Para cada k temos que b, =] b , e, dividindo
2 3 3.2

9]  ©m suas cenmpoeonentes conexas, temos, para X pertencente a &

2 n,2k
b  (x) = L by ®).E também, como ktl S 2 xr
2 sipp b <= J 3,2 2 2

3.2 n,2"
by, 4{x) = } b {x).
Zkkl supp b Kt < J Xk j,2k+l
3,2 n,2

Dafiniremos entao as fungoes ¢y )  por
L
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C:i.,k{x) = [( }_‘ d b. k )—' —
- osupp b LT 3,2 supp b 415 I 4
J.2 i,2 3,2 i,2
Chservemos dque:
(i) para x € J r C. (%) = (b - b ., q) () (g
n, 2 i,k K Jk+1 N3
{(ii) como vimes no lema 1, sendo b 'k(x} = (£ {x)
3,2 3,

e M= ]

1 -1, entao ij K

1
P 5,2

(iii) supp Ci,k (e Jj 2k'

{(iv) Jci'k(x)xmdx =0 para todo 0 < m g [%] - 1.

A

(v) lley ()11, ”92k+1(X’ ‘_gzk(")ﬂm

A

| g () [, + 119 G,
2k+1 2}{

k+1 k k

c2 4+ @25 = g2

/4

Entao, se definirmos
| 1
- Paka =1
ai'k(x) [s(m(Ji K1Ee] ci,k(X)' fazendo r; |

teremos:

a) supp a x = BUPp C; 4 < J K

i, r i,2

= [s(m(J
i

- g kNXL

2

- P zk(x))$.]§x)
]

o2

(x)x"dx = 0 para todo O<n1s[%] - 1.
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De acordo com a definig¢ao, os itens a), b) e ¢} acima
nos mostram que, para todo i e para tode k, a; , & um p-atomo
’ Y
real. E, como 3& vimos anteriormente, fai k(x)w(x)dx define uma
r

distribuigéo temperada quaisquer que sejam i, k e ¢ em S.

Temos entdo que b, - b = ] a; . a; .(x), on
2k 2k+l ieA k l;k i 'k ’
}- 2
— = P ](. - p _ kp
de oy k= s{m(J k)}_.z é tal que zlai,ki = s2"Pm(a ), donde

1,2 ‘ i 2

P P p p
) Zf“i,kf € o [£**(x) ], e portanto % glai,k[ < B|[f||Hp com B

Kk i
dependendo apenas de p.

Mostramos entao que Z;=_m(b k = P y4q) converge em
2 2

B e pode ser escrito como combinagao linear de atomos. Se provar-

mos agora que Zizdm(b K " jo) k+l) converge para £, no sentido das
2 2

distribuigdes temperadas, teremos terminado a demonstragao do teore-

ma para £ e S 0 #°,

Para toda ¢ em S,

(13) <z;=_w<b?k "B ) (9 900D =
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= llm(} wy® . = b Y (x}, 9(x))

N
= 1lim JZ O (s - g,y (x)dx =
o JiR=N T e T Tk

= lim [Jg (K)o (x)dx - Jg L {xYu{x)dx
Moo SN+L 5N ]

= 1im [Jf(x)¢(x)dx - fb N+t (BN {x)dx - Jg _N(x)m(x)dxj.
N-+oo 2 2

Agora,do lema 1 temos que |J _N(x)m(x)dx\ NJ[¢(X)]dx. Como
2

Y & integrédvel, quande N tende a «, entao
(14) jg _N(x)$(x)dx tende a 0,
2

Temos ainda que:

J N+l(x)w(x}dh = [b2N+l(x)h(y - x)dx, onde h(z) = ¢9(y - z) e en

tzo hiy - %) = ¢{y - v + X). Portanto j N+l(x)tp(x) = b N+1*h(y)
2 2

donde IIb2N+1(x)m(x)dx| = |b2N+l « hiy)| < {|Inl]] b*§+l y) (ver

i

J (1 + |z|)N 5 [p®n(z)|az

(4}). Mas |]|h|]],
| o | <10

n

e fazendo a

J (1 + |z|)N )

|a|$N

mudanca de variaveis x =y - 2z, temos

ity < [ asl=l+ D™ 1 pfemlax dyl e D

-
|u|sN
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N[® N a . .
< 2 J (1 + |x]) ) |D7v{x)|dx o que implica
- |af$N

N -
[Hnl g < 2% 10l ] ], Entdo |Jb2m<xm<x)dx| < 2ol gty -

Elevando ambos os mermbrog a poténcia p, integrando em

“Jy] £ 1, e elevando a % fica:

Y

] 1 1 ‘ P %
[J 2N+l(x)$(x)dx| s 27| Thellly (§Jw1{b;N+l{y)) dy) e temos:
a) a.pm(ﬂu) < [(f**(x))de < » pois £ € HP.
b} lim n(n Yy = 0,
N-oo 2N+l
- . I +
c) Como |]b* l|] & eguivalente a |fb2N+l|]p e

j (b* l(h)}pdx g CJ (£%* (x))Pdx  (ver lema 1) entio
— 2 2N+1]

N+1

[ (b** (x))pdx tende a 0 guando N tende a .
- 2

1
d) f (b** (x))Pdx tende a 0 quando N tende a = pois
-1 2N+l :

o

1 P p
J_l(b* +l(x)) dx < J_ (b;N+l(x)) ds.

Portanto, quando N tende a «, da desigualdade
N -1t P
IJ ZNﬂ(y)w(x)dx[ s27] [ el flg(m(T)) J b*§+l(y)dy) ) concluimos

que

{(15) Jb2N+l(x)$(x)dx tende a .0.
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Levando (14) e (15) na expressio final de (13) podemos

egorever

éig[ff{xw(x)dx - Jb2N+l(x)¢(x)dx - ng_N(x)w(x)dx] =

= lim [f(x)w(x)dx = z;:_m(b y ~ b k+l)(x)$(x)dx.
e " 2 2

Como ohservamos, o teorema foi mostrado sOmente para

fFe€es8nN Hp; usaremos agora o fato de que S N H®? & denso em HF

HP

pa

ra mostrar que o teorema vale para toda f em ; © que finaliza

o nosso trabalho.

Seja f em HP. Temos entdo que existe uma seqliencia

.{fn} de'fun9655 em 8, tais que | |f - fn1|Pp < 270, Fazendo
E

B!

fo = 0, podemcs escrever f = fl—fo+f2-fl+f3-f2+ ees ¥ fn+l—fn+ .

k k

Chamando g = £ - £ 41r temos £ = Enzlgn’ donde f:iigzn*lgn' Co
mo £ estd em S para todo n, entao 9, esta em S para todo
n e, pelo teorema demonstrado, existem 12 reais e b? p-atonos

' . n
i =0,1, 2, ... tais gue, para cada n, 9, = Z Aiag com
i

n,p jel — v nn n,p
LI IE s cllgn‘lﬂp' Entaoc £ =} _. g Aja; com g §|Ai! <
P P P
£ f - f . < f -~ £ + f - £
S CE!| n n—l]in $ CE[|| n liHP | ] n+l|1ﬁp]

¢ ¢J2.27% ¢ ¢, o que termina a nossa prova.
n



1] c.

[5] r.

6] E.

[7] E.

(8] c.
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