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INTRODUÇÃO: 

O objetivo deste trabalho ê dar uma demonstração 

detalhada de um teorema de caracterizaçio dos espaços nP ( R ) 

em termos de p-itamos, demonstrado por R.R. Coifman em ~). 

No capÍtulo O introduzimos algumas definiçÕes,-

teoremas e propriedades que não demonstramos mas que são cons! 

derados pré-requisito para os demais capÍtulos. Entre elas es­

tâ o espaçoS das funçÕes teste para a definição de distribui­

temperadas, que são os funcionais lineares e contÍnuos sobre 8. 

De posse das distribuiçÕes temperadas, apresentamos o espaço-

H~ que é o conjunto das distribuiçÕes temperadas que são limi-

te de certas funçÕes harmÔnicas. Salientamos também que para 

p>l, H~ ê isoformo a Lp e assim consideraremos apenas O<Ptl. 

Ainda no capftulo 9 apresentamos, com o teorema 

de Whitney e suas consequências, a decomposição de conjuntos-

abertos em cubos, e a partição da unidade a ela associada. Es-

te teorema ê indispensável à demonstração do tema 1 do caPítu-

lo 1. Este é um lema de tipo Calderbn-Zygmund que Fefferman, 

Riviere e Sagher demonstraram em [1). Dedicamos o capÍtulo 1 

ã uma demonstração detalhada do lema 1 que é a decomposição de 

uma função de S em partes ''boa'' e''iuim'' e que nos di também uma 

majoração para a norma~ da parte boa e para a norma p da fun 
o 

ção ruim onde p ê um número tal que o<p ~1. 
o o 



Apresentamos a demonstração devido a grande im-

portância que este lema tem na demonstração do teorema de Cai 

fman, cuja demonstração, que ê o objetivo deste trabalho, se 

encontra no capÍtulo 2. O teorema nos dá como condição neces-

sária e suficiente para que uma distribuição temperada f per­

tença a nP (R), que f sej.s. igual a 6 oJ~a~ onde os aí. são p­

âtomos e os ali. nÚmeros reais tais que ~ [cii, I f< CX) • Faze 

mos a demonstração para funçÕes de 8 (\ H f e depois, usando o 

argumento ê denso em HP, completamos nosso ob-

jetivo. 



CAPfTULO 0: 

Este capítulo consta de uma série de definições, teo 

remas e propriedades que usaremos nos demais capítulos. Não fare-

mos aqui nenhuma demonstração pois elas podem ser encontradas nas 

respectivas referências. 

Rn é o conjunto das n-uplas de números reais, ou se 

ja, Rn = {x 

maremos de 

= (x
1

, x
2

, .... ,X): X. G R, i= 1, 2, 
11 l 

Rn+l o conjunto dos pares {x,t), onde 
+ 

a e t > o. 

Tomaremos em Rn a norma 

•.• , n} .. Ch~ 

x pertence 

Por um multi-indice a de ordem k, entendemos u-

ma k-upla de numeras inteiros não negativos. A norma de u é defi 

nida por rk 
la I = Li=lai • Dado um elemento x de 

multi-Índice a de ordem n representaremos o monômio 

a por x .. Dada uma função 

e um 

f em 

com valores em R e um multi-índice a de ordem n, para desis_ 

nar a derivada parcial mista de ordem la I, 

,1•1 f(x) 
a 

ax n 
• n 

usaremos as notações: 

I 

D0 f(x) e 
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Dado um aberto A contido em 
n 

R ' uma função u de 

classe c
2 

definida em A é dita harmônica se I~=l (d!.) 2u(x) = O 
~ 

para todo x em A~ 

Denotaremos por m(E) a medida de Lebesgue 

junto mensurável E c Rn e usaremos a notação JEf(x)dx 

do con 

ao invés 

de f E fdmo 

Caso o domínio de integração não seja explicitado,f~ 

ca subentendido que ê o espaço todo. 

Chamaremos de Lp(Rn), p < oo, ao conjunto das fun 

çoes mensuráveis cuja potência p -e Lebesgue 

é o conjunto das funções mensuráveis tais que 

integrável, ou seja, 

f [f(x) [Pdx < m o 

Rn 

Como ''nOrma" de_ uma função f de LP (Rn) , definimos 

[[f [[ = (f [f (x) I p dx) l/p o Gostaríamos de observar que a "norma" 
P Rn 

que definimos acima só é realmente uma norma se p >, 1. 

Para p < l, definimos d(f,g) = [[f-g[[~, e temos 

que: 

(i) d é distância 

(i i) -e completo 

(iii) com a topologia induzida por d, Lp(Rn) -e um espaço veto 

rial topolÓgico. 

Por definição, denotamos por L~ o conjunto de to 

das as funções mensuráveis que são essencialmente limitadas e defi 

nimos como norma [[f[[m = inf{H : m({t : f(t) > M)) = 0) ou ainda 

[[f[[m = inf{~ : [f[ ~ ~ a.e). 
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(0.3)- O Plr.odu.ta de Convotu.~iio (velt [7]1. 

Se f e g são duas funções pertencentes a L1 (Rn) 

sua convolução h = f*g é a função cujo valor em x pertencente a 

Rn é h(x) = JRnf(x-y)g(y)dy e é simples verificar que h perte~ 

ce a L
1

(Rn) e que llhll 1 < llfll 1 llglll" 
De uma forma mais geral, h = f*g, está bem definida 

sempre que f pertence a 1 .::;: p < t/J, e g a o 

que nos garante tal afirmativa é o seguinte 

Teorema de Young; 

"Se f pertence a e g 

então h = f*g está bem definida a.e. e pertence a Lp(Rn). Ain 

O produto de convolução satisfaz, entre outras, -as 

seguintes propriedades: 

a) f•g = g•f (comutativa) 

(0.4) -O EJpaço S(R 11
) (veJt [4] e [7]1. 

Chamamos de S(Rn), ou simplesmente S, o conjun·-

to das funções ~ de classe Cm(Rn), tais que, quaisquer que se 

jam o rnulti-indice h e o inteiro k, existe uma constante c.n h k 
o/ ' ' 

tal que lxlkiDh~(x) I ~ c~,h,k para todo X em Rna As funções de 

S serao as nossas "funções-teste". 

Se definirmos k h I max (sup { lxl ID ~(x) )), 
ihi+k<m xeRn 
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verificamos que -e uma norma para todo m. A partir das 

normas definidas acima, definimos a distância d(l/l,'f) = 

li~-~ 11m 
I

oo -m 
= 2 

rn=O e temos que (S ,d) é um espaço métrico. 

O espaço S satisfaz ãs seguintes propriedades: 

1. ) ~i converge para se, e sõmente se, para todo m, llk~ll 
1 m 

converge para O. 

2.) (S, d) é completo e { 1,0 i} é Ullta seqüência de Cauchy se, e sõ 

mente se, para todo m e para todo E > O, existir um 

tal que se i, j > n • 
o 

nua para todo p e, chamando i(S) = S, ternos que o fecho de S 

é igual a Lp(Rn), 

(0.5)- Vüct:Jt.i.bu.<~Õeh Tempell.adaó- O Vua! de S (ve.IL [4] e [7]1. 

Chamamos de distribuição temperada a todo funcional 

linear e contínuo sôbre S. Para denotar uma distribuição temper~ 

da, usaremos as notações: L(IP) ou {f,I,D), IP pertencente a S. 

Exemplos: 

l.) Quando f pertence a Lp(Rn) 1 • p ~ oo, o funcional linear 

definido Lf(~) f f(xH(x)dx, ~ s - distri L f' por = em e uma 

Rn 
buição temperada (ver [7]). 

todo 

multi-Índice a (ver [4]) . 

Chamamos de S' o conjunto de todas as distribuições 



temperadas, ou seja, 

exemplos 1. ) e 2.) 

5 

S' é o dual topológico de S. Portanto 

temos que L 
f 

e o" pertencem a S'. 

nos 

Definição: "Dizemos que fn converge para f em S' 

se, para cada ~ em s, lim(f ,1{!) = (f,1/1) ". n+oo n 

Definiremos aqui os espaços HP(Rn) com os quais i-

remos trabalhar nos próximos capl·tulos. Gostaríamos porém de dar 

uma certa "motivação" para tal definição. Daremos então uma primei 

ra definição de Hp(Rn) 1 a partir da qual chegaremos na definição 

que sera usada. 

Definição (primeira); "Chamamos de HP{Rn) o conju!! 

to das funções u(x,t), harmônicas em tais que 

u*(x) = sup lu(y,tll 
(y,t): lx-yl<t 

Usaremos também o seguinte 

Teorema: 

"Dada u(x,t) em HP(Rn), temos que: 

(i) existe 

ce a Lp (Rn) • 

lirn u(x,t) ~ f(x) em quase todo ponto e f perte!! 
i:'-> o 

( ii) f:.i]li f iu(x,t) 
Rn 

(iii) lim f u(x,t)lJl(x)dx existe para toda lj) em S, e define u 
E-+o Rn 

ma distribuição temperada L, isto é, existe uma distribuição te~ 

perada L tal que lim u(x,t} = L, no sentido da convergência 
E+o 

das distribuições temperadas". 
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Como conseqüência do t.eorerna anterior temos que se 

p ~ lr para toda ~ em S, 

( 1) lim 
E-+ o f u(x,t)~(x)dx 

n 
R 

=f f(x)~(x)dx = 
nn 

ta 

Observamos 

limu(x,t) (=f(x)) 
E+o 

ainda que, para O < p < 1, embora exis 

em quase todo ponto); 1im f u(x,t)~(x)dx 
<:+O 

Rn 

exista e defina uma distribuição temperada, a expressao {f,VJ) = 

= J f(x)~(x)dx não tem sentido pois, para O < p < 1, 
Rn 

f(x) = lim u(x,t) não ê, em geral, localmente integrável (f nao 
E+ o 

pertence a L1 (Rn)). 

Definimos: 

Agora então daremos a definição de Hp(Rn) que será 

usada daqui por diante. 

Definição (segunda) ; 11 Charnamos de espaço Hp (Rn) o 

conjunto das distribuições temperadas f que são limite, quando t 

tende a O de funções harmônicas u(x,t) em R~+l, tais que u*(x) 

pertence a Lp(Rn) 11
a 

Definimos: li f li P n = li u* li p n • 
H (R ) L (R ) 

Gostaríamos de salientar também que: 

(i) para o < p ~ 1 ll.ll!p satisfaz à desigualdade triangular. 

(ii) Hp - completo para todo e p. 

(iii) s n Hp - denso em Hp, todo e para p. 
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Observamos que a definição (segunda) é equivalente 

a definição d~H1a anteriormente (primeira) . 

Do que observamos em ( 1) e usando a teoria da in te 

gral de Poisson {ver [s]) 1 pode-se ver que, para 

isomorfo a LP (Rn) . 

p n 
p>,l,H(R) -e 

:Cnu."1ciaremos agora um teorema que nos dá algumas ca­

racterizações para fw1ções de HP {Rn). Precisamos antes da seguin-

te 

Definição: 11 Dada tJl em S (Rn), definimos 

= t-nlfl(_1E._), t >O". 
t 

1'eorema (ver [8]): 

"Para. uma distribuição temperada f e um p > O, as seguintes a 

firmações são equivalentes: 

(i) f = lim u(x,t), u(x,t) pertencente a nP (Rn) (definição P:9: 
E~ o 

meira) onde o limite é tomado na convergência das distribuições tem 

peradas. 

(ii) para alguma tfl em S tal que I 
0

f(x)dx = l, a 

R 

f+(x) = suplf • ft(x) I 
t o 

pertence a Lp(Rn). 

(iii) para alguma 1f! em S tal que 

f*(x) =. sup lf * ~t(y)i 
(y,t): lx-yJ<t 

I nf(x)dx = l, a 
R 

pertence a Lp(Rn). 

(iv) definindo, para cada ~ pertencente a S, 

função 

função 

então, para N suficientemente grande dependendo sõmente de p, a 



função 
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f** (x) == sup 

III~IIINd 
sup I f • ~t(y) I 

(y,t): lx-yl<lOt 

Ainda mais: li f+ II p' 
L 

li f* li p' 
L 

llf**ll p' 
L 

pertence 

li fi I p 
H 

sao equivalenteS 11
a 

(O .1) - Ve.c.ompof...tç.ão de Con.jun.:tol.> AbeJt..:to-6 em Cubo-6 -

PtVL:Ução da Unidade I veh [6] I. 

No que segue F denotará um conjunto fechado arbi t.rá 

rio nao vazio de n seu complementar. Por um cubo entendemos 

um cubo fechado em Rn com lados paralelos aos eixos e, dois a dois 

de tais cubos serão considerados disjuntos, se seus inteiros forem 

disjuntos. Para tal cubo Q, diarn(Q} denotará seu diâmetro e 

dist(Q,F) sua distância a F. 

o que queremos salientar neste Ítem é a decomposição 

de um conjunto aberto arbitrário de Rn em uma união "disjunta'' de 

cubos, adequada. Salientaremos tarnbérn a partição da unidade baseada 

em tal decomposição. 

Definição: "Dizemos que dois cubos o
1 

e 0 2 se to 

carn se suas fronteiras tem algum ponto comum•~. 

Teorema (de Whitney): 

11 Seja F dado. Então existe uma coleção enumerável de cubos 

tal que: 
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1.) U Q ~ Q = PC 
k 'k - • 

2.) os Qk são mUtuamente disjuntos. 

3. ) existem constantes independentes de F tais que 

= 1 e 

4 • ) se e se tocam, ent_ão 

5.) se Q pertence a F, então existem no máximo N = (12) 11 cu 

bos em F que tocam Q. 

6.) para todo 
1 o < E < 4, cada ponto de n está contido no máxi 

mo em N dos cubos 

-e o centro de 

Chamemos Q
0 

o cubo unitário centrado na origem. Fi 

xemos uma função de classe 
~ c , ~, com as seguintes propriedades: 

(i) o < ~ • 1 

(ii) ~(x) = 1~ se x pertence a Q
0 

(iii) ~(x) =O, se x nao pertence a 

Seja agora ~· k 
a função 

(x-"k) 
J ' onde -seja ~ * ( x) = ~ l "k e 

k k 

o comprimento comum dos lados de Qk. 

(1+ s)Q 
o 

~ ajustada 

o centro de 

Chamando supp ~ ao suporte de ~. 

supp ~· 
c (1 + e) Qk; além disso, se X está em 

k 
(x-xk) (x-xk) 

está = ~ [. l J = l pois em Qo. 
k k 

ao cubo Qk' ou 

Qk e tk é 

temos que 

Qk' ~~ (x) = 
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para cada multi-índice a, onde os A sao constantes indcpen­
" 

dentes de k. 

Definamos agora ~k ( x) ' para cada X em por: 

~k(x) ~ 

~k (x) 

$ ( x) ' 
onde $(x) ~L ~k(x) 

k 
Temos que está bem defi 

nida e ê diferenciável pois, do item 6.) do teorema de Whitney se 

gue quG o recobrimento dos Qk é localmente finito. 

Usando as propriedades acima mencionadas pode-se mos 

trar que existe uma constante c tal que ~k(x) ~c> O para to 

do X em 

Se x pertence a Fc(n), ~ ~k(x) = 1~ então, a fami 
k 

lia (~k) é a partição da unidade, em Fc, que mencionamos~ 

Gostarl_amos ainda de lembrar que, se y está em 

~k(y) ~O. Então 

xn<= função característica de n) ~ L ~k, 
k 

Demonstra-se também que, se x pertence a Fc 

I< ;x)"~k(x) I~ c.[diam(Qkl]-l•l, onde 

não depende de k. 

c é uma constante 
a 

que 



CAPITULO I: 

A Vec.ompol.iç.ão Bâ.6ic.a de. uma. Funç.ã.a de. S 

e.m PaALe..6 Boa e Ruim: 

Para a demonstração do teorema de caracterização dos 

espaços Hp(R) em termos de p-âtomos reais, que é o objetivo do 

nosso trabalho, necessitamos de urn lema de tipo Calderón-Zygmund, 

demonstrado por Fefferman, Riviere. e Sagher (ver [1]). 

Dedicamos este capitulo ã sua demonstração. 

Fixemos O < p $ p < 1. 
o 

Lema 1 (de tipo Calderõn-Zygmund) (ver [l]l: 

"Seja f pertencente a S, a > O e f**(x) >o.}. 

Então f pode ser escrita como a soma de duas funções g e b que 

satisfazem: 

de f e de a, só de p e 

Demonstração: 

P " o • 

onde 

Provemos inicialmente que 

e nao dependem 

n é aberto: 

Ternos que f**{x) = su~ 

lll~i llél 
sup !f•~t(yll 

(y,t): lx-y!<lOt 

então, pela definição de sup, dado 

1 1 

X 
o 

em existe em s ' 
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com \\\ ~ \\ \N ~ 1, tal que sup \f • ~t(y) \ >a. Usando no 
\x -y\<lüt o 

vamente a definição de sup temos que existe um par (y
0
,t

0
) tal que 

t 

Gràficameil"te: 

' 
' ' ' 

' / ' / ' / 

/ 

/ 

,..'<(yo,to) 
/ -, 

/ ' 
/ ' 

/ ' 
' 
' 

/ 
/ 

/ 

' ' ' 
y 

Vemos então que existe um cubo aberto tal que: 

pertence ao cubo; (ii) para todo x pertencente ao cubo, 

(i) X 
o 

pertence ao interior do cone em x. Então f**(x) ;. a o que impli 

ca que x pertence a n e portanto o cubo está contido em o 

que mostra que n é aberto como queríamos provar, 

Como f está em S, temos que m(n) < ~ pois -e 

limitado. 

Tendo mostrado que n é aberto (então n° é fechado), 

o teorema de Whitney e suas conseqüências (ver (0.7)) nos dão a e 

xistência de cubos fechados (Qj) e de uma famÍlia de funções sua 

ves satisfazendo as propriedades ali mencionadas. 

Seja o centro de e y. 
J 

um ponto em 
n 

R - n 

satisfazendo 

(2) I y. - X. I ~ lO d]. ; 
J J 

como f**(y.) .:$ a. 
J 
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Tomaremos como suporte de ~j' o cubo expan-

dido do fator 6 6 S' ou seja supp $j = S Qj (e 

Agora, dado Qj I chamaremos de º' J 
o cubo que tem 

centro que Q. cujo lado - quatro i .. o mesmo e e vezes 
J J 

Corno f = fx + fxn Rn 
e Xn = r ~j temos que 

f = fx n 
R - n 

- n 

+ L f1~ . 
j J 

Consideremos agora o espaço 

com o produto escalar Jf(x)h(x)~.(x)dx . 
. J 

j 

Como 

< 00 

~j 

onde 

tem suporte compacto para todo j, 

h(x) é qualquer função contínua, o 

mostra que as funções contínuas pertencem a 2 
L (~.(x)dx). 

J 

que 

Chamando de W o conjunto dos polinômios de grau me 

nor ou igual a H (um natural) , temos que w -e um sub-espaço de 

L 2 (~. (x)dx) e W é fechado pois é de dimensão finita. Então, co­
J 

mo f G L 2 (~.(x)dx), pelo teorema da projeção ortogonal em espaços 
J 

de Hilbert, podemos escrever de uma única forma 

f;=P.+h. 
J J 

onde pertence a W e é ortogonal a w, ou seja 

f h,(x)Q(x)~.(x)dx =O qualquer que seja o polinômio Q(x) de grau 
J J 

menor ou igual a M. 

Portanto, dado wn polinômio Q(x) de grau menor ou 

igual a H, o fato de que f= Pj + hj e Jhj(x)Q(x)~j(x)dx =O, 

implica que 
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f f (x) Q (x) ~. (x) dx = fp. (x) Q (x) ~. (x) dx 
J J J 

" (x - x.) 
J 

Sendo n: um multt-índice tal que ! o. I ~ M ternos que 

pertence a N e então 

Jf(x)(x- x.)"~. (x)dx. 
J J 

Feitas as observações acima, podemos definir a nossa 

função "boa" g por 

g = + r 
j 

A pr:lmeira coisa que faremos para provar a parte I do 

Lema 1 é mostrar. que IIP .11 ~ ba 
J Loo (Q~) 

J 

onde a constante b nao 

depende de j . 

Usando o fato de que 

= JP. (x)Q(x)~. (x)dx 
J J 

para todo Q em W e fazendo a mudança 

. - . 
var~avels X= X. + d y 

J j ' 
temos que 

fp. (x. 
J J 

+ d.y)Q(y)~.(x. + d.y)dy, 
J J J J 

de 

pois, a aplicação que leva Q(y) em Q(xj + djy) é uma bijeção em 

w. 
Sendo j 

'2' ... , uma base ortonormal de 

W(~.(x, + dJ.y)}, onde L depende sõrnente de M e n, temos que 
J J 

L . 
P.(x. + d.y) =I 1 aJ 

J J . J r= r 

~1ostremos que os coeficientes dos polinômios da base 

sao majorados por uma constante que só depende de M e n, nao de 

pendendo de j. 
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Para todo multi-lndice 

o funcional linear L 
y 

: íi1 -)· R por 

Y com IYI ~ M, definamos 

L ' I. b y
6

J = b . 
' lsl•M 6 Y 

a norma I I Q I 1
2 

= f I Q ( Y) I 
2 
dy; 

IYI~l 
Fixemos em 

corno o número de multi-ind.ice é finito li L li ~ c', y 
então 

IL (Qll <' c'llgll. 
y 

Portanto IL (Q) I~ c' <f IQ(y) 12dy)1/2. 
y IYid 

Sendo 

em jyj ...;: 1, e então 

IL (QJI • c'(c-.lJ fQ(y) 1 2 ~.(x. + d.y)dy)
112 

0 
y fyfol J J J 

c nao depende da ~. dada nu partição da unidade. 
J 

mos 

Tomando então como Q um polinômio da base, te 

d.y)dy)l/2 
J 

-1/2 
~ c' c = c{H,n), ou seja, os coeficien-

tes dos polinômios da base são uniformemente limitados em j. 

Retomando a expressão Pj(xj + djy) = L~=l 

+ d.y)•j(y)f.(x. + d.y)dy 
J r J J J 

= 

d.yhj(y)~.(x. 
J r J J 

+ d.y)dy, 
J 

de variáveis x = xj + djy, a expressão de 

fazendo a 

aj fica 
r 

mudança 
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( 3) 

Introduziremos uma nova função definida por: 

. (y . - "j) 
= "rJ [~J'-:d,--- - u] ~ · (y · 

. J J 
J 

- d. u). 
J 

Vamos estimar a norma lllq,r,jiiiN: 

= J<1 + - u]llos~. (y.-d.ull]du. 
J J J 

Para que u pertença ao 

temos que ter lul ~ 12 

suporte da função que estamos integrando, 

(y. - X •) 

e I d. uI ~ 22 pois 
J 

(i) (yj - dju) tem que pertencer a 

IYj- dju- xjl ~ ~ dj 

ld.ul IYj - x.l 6 - ~ 5 dj J J 

d.lul 6 
IYj - X .I ~ 5 dj + 

J J 

que implica lu I ~ 12. 

(y. - x.) 
(ii) de I J J I ~ lO d. e I uI ~ 12, 

J 

(y. - x.) 
I J J - uI ~ zz. 

dj 

supp tj},, 
J 

6 
~ 5 dj 

vem 

donde 

+ 10 d. (ver ( 2)) o 
J 



Temos então 

a) Para a função 

(i) 
(y. - X.) 

I J _J_ - uI • 22 
dj 

17 

X.) 
]- u ' 

(ii) os coeficientes de sao limitados superiormente por twa 

constante C{H,n) (independente de j). Portanto os polinÔmios 

1r;( (r= 1, 2, ... , L) são limitados no conjunto em questão donde 

suas derivadas também o são, ou seja, existe k que depende apenas 

de H e n, n~o dependendo de j, tal que: 

. (y. - X.) 

ln"(rr~[ d. - u]l I ~ k. 
J 

b) Para a função ~j (yj - dju), o teorema de Whitney e suas conse 

qüências (ver (0.7)) implicam que: 

c) Como lul ~ 12, então 1 + lul < 13 donde 
N N 

< 1 + I uI l ~ 13 . 

Levando as conclusões tiradas em a), b) e c) para a 

expressao de I I lor,jl I IN' temos então que I I l•r,jl I IN~ B 

a constante B não depende de j. 

Retornando à expressão (3) vemos que 

. J . (x 
a~ ~ f ( x) rr ~ [ 

- X ) . -n 
d ]f. (x)d. dx 

. . J J 
J 

onde 



Portanto 

então 

( 4) 
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l,r,j f( li 'f'd. * y. • 
J J 

f**(y.) 
J 

e, 

lf * ~r,j (y .) I 
cJj J 

Port:anto 

como 

tem 111 ~I IIN = l, então 

( ) - --::1:-:,-- r, j ( ) 
~d. y = ·>d y. 

J lll>r,jlll j J 

~ Bf**(y.) 
J 

~ Ba 

Temos então que se x pertence a Q~, x = x. + d.y e 
J J J 

/y/ ~ 4. Como os coeficientes de n~ estão uniformemente limitado& 

então, para IYI ~ 4, lnj (y) I ~ K(M,n), donde IP. (x) I = 
- r J 

= II~=l a~ n~(y) I ~ Í~=lla~l ln~(y) I ~ L~=l K(M,n)Ba = ba. 

Ou seja I IP. I I ~ ~ ba, independente de j, como 
J L (Q"l 

J 

queríamos mostrar. 

Retomando a função g::::: fx n + r Pjlf!j 
R - n j 

vemos que: 

lg(xll ~ lf(x)x 
11 

(xJI + "IP.(xJI~.(x) ~ 
R - n j J J 

lf(x)x
11 

(xJI 
R - n 

= I f (x) X 11 (x) I + ba E 
R - n j 

= I f (x) x n (x) I + baxn (x) 
R - n 

~. (x) 
J 
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Estudemos agora a major~ção de lf(x)x n 
R 

(x) I . Te­
- n 

mos então que considerar apenas; gostaríamos de lembrar 

que se f**(x) ~ o:~ 

Provemos que f** (x) ~ a implica lf(xll ~ 
-1 

a.a 

f** (x) = sup I f • ~ t ( y) I · 
1 (y,tl:lx-yl<lüt 

Tomando uma 

com 111 ~ 111 N = 1, supp ~ compacto e tal que J ~ ( z) dz = a r' O, 

temos 

a mudança de variáveis r = (;,: -
t 

z)_ 
' donde 

f • -n n J ~t(y) = t t f(y - tr)~(r)dr 

E, quando t tende a O, f* ~t(x) tende a 

= f(y) J~(r)dr = f(y) .a .. 

n dr = t dz, vem: 

- tr)~(r)dr. 

Jf(y)~(r)dr = 

;,.lf•~t(xll 

f**(x) ~ alf(x) I 

para todo t. Então, fazendo t tender a O temos 

donde I f <xl I 
Então lgl fica: 

lgl ~ lf(x)x n 
R - n 

-1 
~ a ax n 

R n 

-1 
~ aa ' 

+ bax 0 

+ bax 0 

como queríamos provar. 

~ claxRn + c1ax 0 = c o.x onde -n 1 Rn 

c
1 

= rnax{a-
1 ,bh E, sendo llglloo = inf{S : jgj ~ 8 a.e)'segue que 

onde não depende de a' o que prova a parte I 
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do Lema 1. 

Como queremos decompor f = g + b, então, para nossa 

função 11 ruim" b, definiremos b = f - g, donde 

b = (fx n + H~ .. l - (fx 
j J Rn - n 

+EP.~.)=E 

j J J j 
(f-P.)~ .. Charnan 

R - n 

do b. (x) = (f(x) - P. (x) )~. (x), teremos então que 
J J J 

(5) b = E b .• 
j J 

J J 

Passemos então à demonstração da parte II do lema 1, 
p 

que e a determinação da norma H 0 de b. Da equivalência das nor 

mas de e (ver (0 .6)) e, como b = E é suficiente 
j 

charmes uma estimativa para 

+ 
supl ~t • b.(x) I onde Seja bj (x) = ~ pertence 
t>a J 

supp lf' contido na bola unitária e JHx)dx = 1. Tomaremos o 

to xj, centro de Q.' 
J 

como sendo a origem. Queremos estimar 

I ~ t * b j ( x) I . Temos 

Dividiremos no nosso estudo em três casos: 

Caso 1: x e Q~ e t ~ d .• 
J J 

Da expressao (6) temos que 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENUAl 

a 

a S, 

pon-
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Para a majoração da primeira parcela da expressao (7) 

introduziremos a função tP cuja definição é 

Temos que I f* ~t(x) I = 1Jf(y)~t(x- y)dyl = 

Majoremos 

Mas 

=ll: c (-t)lr1Dr(~.(x-tz))D 6 ~(zll 
IBI+hl=lal B,y J 

Pelo teorema de Whitney e suas conseqtlências (ver (0.7)), temos 

que 1 (-t) h lo'Y~. (x - tz) 1 
J 

das as constantes 

c, vem: 

c ' ' y," 
c 

y 

tlrld~lrlc , Então, incluindo 
J y 

e as da somatória numa constante 

e, 

to 

só, 

corno 

L lo 6 ~<zll. Integrando ambos os roem 
ls!<;lal 
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bros da desigualdade acima, obtemos que 111 ~ 111 N ~ c 111 ~ 111 N • 

Retornemos à igualdade 

I -nJ [(x-v)J t f(y)" ~'-- ~j(y)dyl = lot * f(x) lt como 

l•t * f(xll < lllõiiiN f**(x) (ver (4)) e llloiiiN-< lllriiiN' te 

mos: l~t • f(x) I "clllo/IIIN f**(x) = df**(x). 

y e supp lfl., 
J 

hipótese. 

Passando agora à segunda parcela da soma (7) , vem: 

Como vimos na demonstração da parte I, para 

IP. (y) I < ba. 
J 

Sabemos que $j(y) "l, 

"baflo/(x 

donde 

- yl I dy 

pois 

A conclusão do caso 1 é pois 

~ df**(x) + kf**(x) = c'f**(x). 

Caso 2: x e Q~ e t ~ d .• 
J J 

Então 

x está em Q~ por 
J 

Aqui também consideraremos a desigualdade (7) só que, para a major~ 

ção da primeira parcela introduziremos a função $, agora definida 
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d.z 
por: ~(z) - ~[~}-J~j(x- djzl. Então temos: 

I f * ~ d. lxl I 
J 

= 

= [djnJ~c<xd=-YL]flyldy[ = 
J 

I -nJ "-=Y . I = dj '(- t )~j(y)f(y)dy . Agora, 

-n -n 
que implica t ~ dj e assim 

[t-nJ~(~)f(y)~j(y)dy[ ~ [dtf'(x?)f(y);Jj(y)dy[ =[f* 

~ lll~IIIN f*"(x) (ver (4)). 

t ~ d. 
J 

Com racioc!nio análogo ao feito para o caso 1 mostramos que 

[f* ód_(x) I~ rm f**(x) ~ 

J 

.;, df**(x). Portanto [t-nJf(y)'(x~z)~j(y)dy[ .;, df**(x). 

o 

Para a segunda parcela de (7), como x pertence a 

Q~ por hipótese, estamos em situação idêntica à do caso 1, o que 
J 

nos dá: 

kf** (x) • 

Portanto, para o caso 2 temos: 

::; df** (x) + kf 1 ... ~ (x) -- c 11 f** (x) • 
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Caso 3: x f/ Q":. 
J 

Consideraremos apenas o caso t > 

que: 

(i) se então I xl < 4 d. 
J 

contecer pois estamos. considerando x ~ Oj. 

( ii) se lxl 
t $ -2-

l?!L 
~ 2 -, 

e 

lxl 
-2-

-e I z I ~ 1, então 

lxl 
·-- > 

2 

= lxl 

I (x-tv.ll 

donde 

~ 1, 

> d.' 
J 

lxl 

teremos: 

o que implica 

lxl - ]y] <' ]x-y] $ t; portanto, ]x] - t ~ ]yl 

lxl 6 -r> 5 dj' visto 

o que nao pode a 

Corno supp 

lx-yl <' t e 

e, como y está 

no suporte de ~. ' 
J 

6 I Y! < 5 dj, então ]x] < t + o que con 

tradiz a estimativa 

Queremos então estimar I • t • bj <x> I = 

= Jft-no/[(x?)J (f(y)- Pj(y))~j(y)dyl. Olhemos agora 

considerarmos a função de r ~(~-r<!>>, então, para 

•<-"- :l) Se t t . 

r = 1 te-

mos ~(~- t). Desenvolveremos " v ~ (- - r("-)) 
t t 

pela fórmula integral 

de Taylor, em torno de r = O. Lembremos antes que, sendo a wn mul 

ti-Índice, = E (-l)lalt-]aly"o"o/(.:!0 _ 
]a l=m+l t 

fórmula de Taylor para r = 1 nos dá: 

o/ <Í- l(tl) = PM(y) + ~(y) com grau PM(y) <' M e 

(-l)M+l 
RM (y) = --'-''-'--­

M ! 

1 
t-<r~+ll E c y"J o"•<-"-

lui=M a o t 
s (*)) (1-s)Mds. Então 

c 
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•. p. (y) h. (y) dyl 
J J 

+ lt-nR,(y) [f(y) - P. (y)-1$. (y)dyl. Devido à escolha de ,., . J - J 

pj(y}, e como grau de PM.(y) :$.H, então 

1Jt-n[f(y)- Pj(y)j~j(y)PN(y)dyl = lt-n[ff(y)~j(y)PN(y)dy 

- JPj(yl~j(y)PN(yldy] I = lt-".ol =o. Portanto deve 

traduzindo a função 

ver~ lod • f(y.l I = . J 
J 

$(z) = R(y.- d.z)~.(y.- dJ.z), 
J J J J 

podemos escre 

nJ (y. - Y) 
ld; t[ d. ]f(y)dyl = 

J 

y 
))~.(y.­

J J 

y. -
d. ( Jd 

J j 

y 
))f(y)dyl = 

Achemos uma majoração para 111 •li IN = l: Jn+lzllNioYt(zlldz. 
lri~N 

Sabemos que 

1.) Majoremos Temos que ~(y) = 

(-l)M+l =-- Então 

N ! 



'I'·' (-1) ,. '" 

H • 
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J
l hzl a+hzl X 

(-s) D ~(--s(i.))(l 
t 'c o 

somatórüts estudemos um Único termo que é igual a 

-(H+ll-lr I y Jl lrzl a+y2 2 2 a x 
k t D (y ) (-s) D W (-t -
a,yl,y2 o 

Abandonando as 

-Queremos mostrar que a expressao acima e menor ou igual a 

(8) 
-IB 1 1 d; !1+l 

p d. (~) • Primeiramente observamos que: 
a,yl,y2 J lxl 

sendo W fixa com suporte em I z I ~ 1, I a I + h 
2

1 fixo o que 
a+y 2 ---

implica que D (f) tem supremo finito, então existe uma constan 

J
l h 2 1 u+y 

te k talque I (-s) D 2 ~'(Í-s(~))(l-s)Mdsl_<k. Temos 
o 

la I ~ M+l e ainda observamos que la I ~ lr
1

1 pois, se la I < lr
1

1, 

então n
11

(ya} =O o que torna trivial a desigualdade (8). Portan-

to 

o que implica e y está no supp ~. 
J 

donde 
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6 
-5 d'' 
- J 

então 

e, charnan 

do 

Para ~(y), cada termo de -e menor 

ou igual a 
d. M+l 
I X I ) ' donde concluimo.s que cada t.er 

Bl 
mo da sorna de D (R_(y. - d.z)) é menor ou igual, em módulo, a 

-11 J J 

le 1 1 -le 1 1 d. lM+l. 
d. p d. ( I I Então 

J cx,yl,y2 J x 

(9) 

das as constanteso 

2 • ) Majoremos 
e2 

o ~.(y. - dJ.z). Temos que 
J J 

onde k reune 

e2 
lo ~.(y.-d.z)l ~ 

J J J 

I B 21 B 2 
~ d. lo ~. (y. - dJ.z) I e, pelo teorema de l'lliitney (ver (O. 7)), 

J J J 

to 



vem: 

igual a 

-d.zll,; 
J 

' 
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Então cada parcela de 

-e menor ou 

-Como temos um numero finito de par-

celas na soma, agrupando todas as constantes em A vem 

E, do fato de y. - d.z 
J J 

pertencer a 

$j concluimos lx. d .zl 
6 e então a supp que - Y· " 5 dj J J J 

ld zll lxj - Y ·I 6 6 ' de onde I z I 12. $ + 5 dj " lOd. + 5 aj vem < 
J J J 

Válte.mos agora à estimativa de I• t * bj (x) I . Já vi 

- P.(yi]~.(y)dyl 
J J 

" l~d. * f(yj) I " llltiiiNf**(yj) (ver (4)). 
J 
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Levando em conta que <; c<: ...,~-~c,l-) ~!+ l e f**(y.) < a, pod~ 
J 

mos escrever ~ Ca ( 
d. 

[x[ 
Por outro la 

Como y pertencer a supp ~j 

acarreta que y pertence a Qj, 

]<(.5-)M+l 

então valem as desigualdades 

[x[ 
(ver (9)) 

(ii) I ~j (y) I ~ c
0 

(ver teorema de l'lhitney (O. 7)) o que implica 

que 

que 

I t -nJR
1
, (y) P. (y) ~. (y) dy I 
'1 J . J 

-n 
~ d. K( 

J 

= Ca( 

Portanto a conclusão para o caso 3 e 

I~ t * bj (x) I ~ Ca ( 
d. M+l 
[x I ) + Ca ( 

d. M+l 
I x I ) = C a ( 

No caso geral, de xj nao ser a origem, concluimos 

cf** (x) se x e o~ 
J 

(lO) b+J. (x) = supl~t • b. (x) I ~ 
t>O J 

se X ~ Q~ 
J 
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Con.seqüentem8nte, para p ~ 1, o 

J 

+ p 
(bj (x)) 0 dx ~ 

n 
R 

I p p I d. ' p =c (f**(x)) 0 dx->ca 0 ( )M+1 ) 0 dx. 
1 o•· z n I x-x . I 

j R -Qr, J . J 

Se M é tão grande que 

d, 

(M+l)p > n, então a segunda parcela 
o 

I ( J )M+ldx, 

Rn-Q~ jx-xjj 
J 

converge e temos ainda que 

e, mudando para coordenadas esféricas lx! = p, dx = pn-ldpdn 

onde dQ ê a medida da esfera, vem: 

p (!1+1) p f (M+l) p 
o o . I I o c

2
cx d. X dX 

J lxl>cd. 
J 

= 

p
0 

(M+l)p
0

Ioo -(M+l)p0+n-l 
= c

2
a d. P dpdR. 

J cd. 
Mas e, 

J 

-(M+l)p +n-1 
-(M+l)p + n-1 < -1, 

o C. p o dp converge e então 

J 

p (H+l)p Joo -(IHl)p +n-l 
c

2
a 0 d. 0 

p 
0 dpdn = 

J cd. 
J 

como 
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P0 == S o. dx 

Q. 
J 

concluímos que 

Portanto 

Assim 
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po 
Sa m{Q.). 

J 
Agora, 

pois donde 

Urna vez encontrada uma estimativa para 

fácil encontrar uma para pois sendo b(x) 

po 
Sa m(Q.) = 

J 

f** (x) > o.. 

llb~llp 0 
J Po 

e 

e 

= >: b . (x) , en 
j J 

tão b+(x) = supl•t • b(x) I 
t>O 

~r supl•t * bj(xll= 
j t:>O 

+ = r b. (x) • 
j J 

Portanto + rbj(x). 
j 

Como 

e então, 

r J (f**(x))p0 dx = 

j º" J 

. p 
x (xl] (f** (x)) 0 dx. 

Q" J 
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A geometria dos cubos de li<Jhi tney é tal que se x peE_ 

tence a 

donde 

X não pertence a mais que um número 

L xQ~ (x) .$ rx 11 (x} ~ Assim 
j J 

p 

r de 

e, como I lbl I 0 é equivalente a 
Po 

(ver (0.6)) 

H 

llbllp~o" c
2
J

0 
(f**(x))P

0
dx com 

H 

c
2 

independente de f e 

a, o que termina a demonstração da parte II do lema 1. 

cubos 

temos 

de 



CAPLTU LO Jl 

Uma Canac..te.)r.-t.zo.ç.ão de VaJt..t.â.vr • .t Re.a.t de. uP: 

De posse do lema l demonstrado no capítulo anterior po 

demos demonstrar o teorema que nos dá uma condição necessária e su-

ficiente para que uma distribuição t.emperada f pertença a nP (R) . 

[ 2] ) : 

(i) a 

(iii) 

onde 

Daremos, em primeiro lugar, a seguinte definição (ver 

"Seja a : R ~ R, mensurável. Dizemos que 

tem suporte em wn intervalo T. - ' (i i) I a (x) I 

para todo k ' tal que 

[.!.] = maior inteiro contido em 1:, .. 
p p 

- p-á tomo a e se: 

~ (m(I)) -l/p, 

o • k • [l] - 1' 
p 

Passemos agora_ ao teorema de caracterização demonstra 

do por Ronald R. Coifman (ver [2]l. 

Teorema: 

"Uma distribuição temperada f está em Hp(R) se e sõmente se e-

xis tem reais e a. (x) 
1 

p-átornos (para i=O,l,2, ... ) ,tais 

que f = I~=O 

pendem apenas de p". 

com t<» 
"i=O 

Demonstração: 

00 • Além disso, 

onde as constantes A e B 

I.) Neste ítem demonstraremos que, se existem 

para todo i, e p-âtomos para i= O, 1, 2, •.• com 

33 

de 

em R 
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tais que a 

Hp e demonstraremos também que existe A, dependendo apenas de p 

tal que 

Gostariamos de lembrar que, mostrar que f pertence 

a -e equivalente a mostrar que pertence a Lp (ver (0.6)) 

e também que estamos trabalhando com distribuições temperadas e não 

com funções. 

a 

Observemos inicialmente que todo p-átomo a pertence 

e portanto Ja{x)lfJ(x)dx define uma distribuição temperada 

(ver (0.5)). Além disso, como mostraremos mais adiante, existe uma 

constante K que só depende de p tal qu~ 
p 

todo p-ãtomo a. 

Corno Hp -e completo para todo p 

para 

(ver (O .6)), para 

é convergente em HP basta provar que a se 

qüência é de Cauchy. Mas para todo 

e, do que vimos em (0.6) 

• como quer~arnos. 

K 
p 

E: > O, corno 

para m < n 

= 
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Uma vez verificudo que I~==O a. i ai {x) define uma dis-

tribuição temperada f, passemos então à prova de 

+ 

que I I a I I P ~ ~< • 
Hp p 

Lembrando que, para um átomo genérico a r a {x) ~ supla * ~t(x) 1, 
t>O 

onde ~ pertence a s -e e tal que JR~(x)dx = 1, o que temos 

fazer é achar uma estimativa para a * Vlt (x) • Tomemos uma 

a 

com suporte em [-1,1] e chamemos supp a = [-cr ,a.]. Temos então 

( 11) 

x~-2t 

- y)]dy. 
t 

Dividiremos o nosso estudo em três casos: 

t 

III II x=2t 

I I 

II III 

-2a. 2a. 
-------~~--------~----------~~----~X 

Caso 1: 

Então 

I X I ~ 2a, t > o 

-y)Jidy. 
t 

E, fazendo a mudança de 
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-1 var.i5.veis donde dz - t dy, quando y = -a então 

então 

c, quando y = a' Z ~ (X - a:) 
t . 

'" < [m(I)]""l/pJ' [t-l~[.Lx ~ y)_] [dy 
-a 

f
(x+u)/t 

é [miil]-l/p [~lz) [dz 
(x-u)/t 

Portanto, a conclusão que temos para o caso 1 e que 

caso 2: [ x[ > 2a e [x I > 2t 

Neste caso, observemos que -e diferente 

de zero apenas quando ~ pertencer ao suporte de 
t 

1[1, ou se 

ja [ (x ~ Yl[ ~ 1, o que implica [x[ - [y[ ~ [x - y[ ~ t e então 

[x[ - [y[ < t donde [x[ < t + I Y I . Agora, por hipótese, a < lxl -z-
<hl+hl - t pois lxl t > O· então " < [x[ - t e, como 

2 2 -2- • 

vimos acima [x[ - t < [y[ donde [y[ > " o que implica a(y)~O. 

Portanto [a * ~t lyl I ~ -li [t a(yHt(x - yl dy I ~ O, 

donde, para o caso 2 temos: 

sup 
O<t<[x[/2 

[a * ~ t (x) I ~ o para todo x. 
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Caso 3: lxl > 2a e lxl • 2t 

Queremos achar uma estimativa para 

~t(x) t-lJa(y)~[(x - y) J dy. ~ [ (x ~ y) J a * ~ Desenvolvendo pela 
t 

fórmula de Taylor torno de X como função de y ternos: em [' t' 

• • • + + 

Como a aplicação que associa -com Q(y) e 

uma bijeção, podemos escrever ~(~-f> = P(y} + R(y) onde 

gr P(y) = [ 1] - l e R(y) é tal que 
p 

[l] (h] [l] 
I R ( y) I =I ( -l) p ( -y) p D p ;p (O I lt l ! I = 

desigualdade concluj_rnos que 

Temos então 

e, da 



Como gr P (y) [ ~] l = - e 
p 

de lt-
1
Ja(y)P(y)dyl = o. 
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-a e um 

Por:tanto 

Como 

p-átorno, Ja(y)P(y)dy = O don 

la o ft(x) l=lt-1Ja(y)R(y)dyl 

(h] 
t p dy 

lxl 
- [l] -1+ [l]+ l 

-1 p p p < <2t,c.t .t (m(I)) ' 

-[l]-1 -[.l]-1 [l]+l-1 
~ c.2 p .lxl P (rn(I)) p P 

-[1]-1 [l]+l-1 
= klxl P (m(I)) P P 

lxl > 2a, 

que seja 

Do que vimos no caso 2 e acima, temos que, para 

a+(x) = sup la o ft(x) I < 
t>O 

-[l]-1 [1]+1-! 
klxl P (m(I)) P P. 

Reunindo os casos 1, 2 e 3, concluimos que, qualquer 

t > o 1 

J
2n + J2t + J-2a + = la (x) lpdx + la (x) lpdx + la (x) IPdx 
-2a 2n -2t 

Agora, 



de p 

mos que 
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1 -[l] .p-p+1 
p[-]+p-1 I I P 

~ kp ( 2 a ) V --'-"-x-'-------

-[~].p-p+1 

r1] - [l] .p-p+1 
P - +p- 1 I I P 

~ kp ( 2a) 'P -"-"'x-'------

p [l] +p-1 

k
p(2a) p 

~ 

-[l].p-p+l 
p 

-[l].p-p+1 
p 

-[l].p-p+1 
(- 2a) p 

~ 

2t 

2a 

2a 

onde cp depende apenas 

e não do átomo considerado. Com raciocínio análogo conclui­
-2a 

I la+(x) IPdx { c • Portanto 
-2t p 

J
2t + 

[a (x) [Pdx 
2a 

-1 
~ (2c:d .4a + 2cp = 

o que prova que, qualquer que seja o p-ãtomo a, com suporte contido 

em [-a,a], 

como queríamos. 

Agora, como 



temos 

e, como 

tence a 
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+ f (x) = 

,00 + 
= Li=Oia1 là1 (x). 

como queriamos demonstrar. 

Observando que 11-llp p' para O < p < 1, 
H 

a desigualdade triangular e que li f+ I I p é. equivalente a 

vem 

= IIIa.a.IIP l 1 Hp 
cp'la lp pl. i . 

Portanto 

satisfaz 

li f li p' 
H 

Então 

II.) Passaremos agora à demonstração de que se f é uma 

distribuição temperada pertencente a então existem 

reais e a1 p-átomos (i= O, 1, 2, •.. ) tais que f= I~= 0 a 1 a 1 com 

I~= 0 [a 1 1P < w. Mostraremos também que existe B, dependendo ape-

nas de p tal que 

tração do teorema. 

o que terminar á a demons 

Nesta parte e que usaremos o lema 1, com p = p
0

. To 



memos f pe:r:-tencente a sn Hp - . Dados a ~ 2k e a ~ 

k+l 
le 2 ' o 

ma l nos dá que f ~ b 
2k 

+ g e f ~ b 
2k 2k+l 

+ g 
2k+l 

donde 

( 12) 

Gostarí~mos agora de fazer algumas observações: 

(i) Se y > S, então 11 = {x € R: f**(x} > y}c{x8R: f**(x)>B}= 
y 

Q k+l c Q k. 
2 2 

(ii) Se chamarmos de (J. I . e l\ 
],a J a 

-os intervalos que sao as cornp.9. 

nentes conexas dos abert.os n , ternos também que, para cada 
a 

J 
. 2k+l 
J ' 

está contido em algum J k" 
i,2 

j ' 

(iii) Como b k 
2 

~ f - g k' 
2 • 

pelo teorema de Whitney (ver (O. 7)) te 

mos que supp b k c n k" 
2 2 

,-+oo (b -
Lk~-oo zk 

da k, b k 
2 

Feitas as observações acima, mostremos que 

b k+l) converge em HP. O lema 1 nos dá que, para ca-
2 

~ 4 b (ver (5)), onde, por (lO) vemos que 
J j,2k 

- f** (x) Q* k c se x e 
j,2 

(b + 
k) ( x) <i 

j,2 d 

Temos ainda que 

. 2k 
~ 

J, )M+l c a(-
X kl 

se IX -
j,2 

supp b k c n 1_ , 
2 2' 

supp b k+l c: 
2 

X í! Q* 
. 2k 
J' 

e 
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n k+ 1 c n k; então, se x nao pertence a 
2 2 

Q k, x tariliém 
2 

pertence a Q k+l e portan·t.:o 
2 

X nao pertence a 

j . Agoro. de (l:n temos 

lema 1 

Temos então: 

c2k 

(b k 
2 

+ 
- b k+l) (x) ~ (g k+l 

2 2 

se 

+ < g k+ l (X) 
2 

x e 
" k 2 

d 

+ + g k (x) 
2 

c, 2k I' . j, 2k --) M+l c"2k+li( + + 
(b - b k+l) (x) < lx-x kl 

2k 2 j,2 

Como p < 1, 

~ J [ (b k 
Q 2 

2k 

kp 
~ K2 m(n k). 

2 

Enttio 
kp 

.:s c2 m (n k) • 
2 

Portanto 

para todo 

+ g k) (x) e do 
2 

lx 

k c2 • 

d 
2k+l 

' 
x. k+ll 
J,2 

se x ~ n k 
2 

)M+l 
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Agora, como o < p < 1, 

resulta que ,\p é decrescente. Temos ainda que rn({x: f**(x) > 11}) 

é também decrescente em À. Isso nos dá: 

Como f está em < w; então 

(ver [5]). 

"~ (b Lk=-m k 
2 

- b k+l) 
2 

é absolutamente convergente em Hp e, como HP é completo para to-

do p, converge em 

Para cada k temos que b k = 
2 

• como querlamos provar. 

e, dividindo 

em suas componentes conexas, ternos, para x pertencente a J k 
n, 2 

b k (X) = !:=:;:-,::-----;:-,.--~ b k (X) • 
2 supp b k c J k j , 2 

. 2 2. J, n, 

E também, 

b k+l(x) = 
2 

L:::-;:-----;=-,-~ b . k+l (X) • 
supp b c J k ],2 

. 2k+l 2 J, n, 

Definiremos então as funções 

como 

por 

Q k+l c 
2 

n k' 
2 
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cj_ ,k (x) = [ ( b L b 2k+rJ(x). . 2k supp b c J J , supp b c J 1-
i,2k . 2k+l . 2k 

J , 
j, 2'\, J , '• 

Observemos que: 

(i) para :~;: e J c. k (x) = (b - b k·>l) (x) = (g k+1 g k)(x). k' 1 •. 2k n, 2 ... 2 2 2 

(ii) como vimos no lema lt sendo b 1 (x) 
. 2' 

= (f(x) - P k(x))~ k(x) 
j' 2 j,2' 

e 
1 

M = [p] - l, então 

(iii) supp c. k c 
'• J k' 

j,2 

para t.odo 

J' 

O < m ~ 

para todo 

1 
[-] - 1. 
p 

{ llgk+l(xllloo+ llgk(xl!!oo 
2 2 

k+1 k k 
~ c2 + c2 = s2 . 

Então, se definirmos 

1 l 

a. k(x) = 
'• 

p k -1 
[s(m(J. 

2
k)) 2] ci,k(x), fazendo r. k 

1, 
= [s(m(J k))i':frl, 

i,2 

teremos: 

a) supp a. k = 
1, 

l, 

supp ci,k c J k• 
1,2 



b) 

nos 
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lla.k(xlll -llr.kc.k(x)!! 
l, 00 1, l, 

1 
k -1 -k p 

~s.2.s .2 m(J k) = 
i,2 

=r. 
1 

Joo c. 
1 

(x)xmdx =O. 
1_ r \: -w 1_' C 

[m(J k)] 
j,2 

1 
p 

De acordo com a definição, os Itens a)~ b) e c) acima 

mostram todo i todo k, - um p-átorno que, para e para a. k e 
l' ' 

real. E, .. 
vimos anteriormente, Jai,k(x)~(x)dx define como Ja uma 

distribuição temperada quaisquer que 

Temos então que 

1 

de s[m(J. 
2
k)]P.zk é tal que 

l, 

e portanto 

depender1do apenas de p. 

sejam 

b k+l = 
2 

i' k 

I 
ieA k 

2 

I I". IP = 
i l ,k 

Mostramos então que I
oo 

(b -
k=-oo k 

2 

e ~ em s. 

"· k a. k(x), on 
1, l, 

kp s2 m(n k), donde 
2 

com B 

converge em 

e pode ser escrito como combinação linear de átomos. Se provar-

mos agora que r~=-""(b2k.- b2k+l) converge para f, no sentido das 

distribuições temperadas, teremos terminado a demonstração do teore-

ma para 

(13) 

Para toda ~ em S, 

b k+l) (x), ~(x)) = 
2 



. rN 
= l>m('k=-N(b k-

N+oo 2 

= lim 
N<oo 

= lirn 
N +<» 
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~ (x) ) = 

-

= lim 
N~oo 

[Jf(x)~(x)dx- Jb
2
N+l(xH(x)dx- Jg 2 _N(x)~(x)dx]. 

Agora,do lema 1 temos que I J g 
2

_N (x) ~ (x) dx I ~ c2-N J I~ (x) I dx. Como 

l[l é integrável, quando N tende a "', então 

Temos ainda que: 

Jb 2 N+l(x)~(x)dx = Jb
2
N+l(x)h(y- x)dx, onde h(z) = ~(y- z) e en 

tão 

donde 

( 4) ) • 

h (y - X) = l[l(y- y + x). Portanto b N+l•h(y) 
2 

I Jb N+l (x)~{x)dxl = lb N+l • h(y) I ~ lllhiiiNb*N+l (y) (ver 
2 2 2 

lzllN I ln"hlz) ldz 

lai<N 

lzllN I ln"~IY- z) ldz 

la kN 

e fazendo a 

mudança de variáveis x = y - z, temos 

IYilN I ln"~lxlldx 

lai~N 

IIYI ~ 1) 
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lxl )N L ID"$(x) ldx o que implica 

lakN 

lllhii!N < 2NIII~!IIN" Então !Jb 2 N+l(x)~(x)dxl 

Elevando ambos os membros a potência p, integrando em 

e elevando a 

b) 1irn m(o N+l) • O. 
N+~ 2 

1 
p 

fica: 

(ver lema 1) 

Iw (b** (x))Pdx tende a O quando N tende a ~ 
-«> 2N+l 

e ternos: 

e 

então 

d) J1 
(b** (x))pdx tende a O quando N tende a = pois 

-1 2N+1 

Portanto, quando N tende a oo, da desigualdade 

1 l 
!Jb 2 N+l(x)~(x)dxl, 2NIII$IIIN((rn(r))-

1f_
1
b;{í+1 (y)dy)P) concluirnos 

que 
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Levando ( 14} c ( 15} na expressao final de ( 13} podemos 

escrever 

= lim 
N~~ 

Jr(x)~(x)dx = f
,~ (b -
" k=-ro 2k 

b k+l) (x)~(x)dx. 
2 

Como observamos, o teorema foi mostrado sõmente para 

f € S n HP; usaremos agora o fato de que S (\ Hp é denso em Hp p~ 

ra mostrar que o teorema vale para toda f em o que finaliza 

o nosso trabalho. 

Seja 

{fn} de funções em 

f em Temos então que existe urna seqüência 

S, tais que Fazendo 

mo fn está em S para todo n, então está em S para todo 

n e, pelo teorema demonstrado, existem reais e b~ 
1 

p-á tomos 

1=0,1,2, ... tais que, para cada n, = E com 
i 

Então com 

cHII r -
n n 

~ ci2.2-n ~ c, o que termina a nossa prova. 
n 
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