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I8 TRODUCAC

Nos meados deste século, A, Weil se propoz a estu-

gdar algumas das idéias de seu mestrs M.Bourbaki sobre a teorias

(1] H

dos npontos proximos pu " infinitemente vizinhos" sobre as va-
riedades diferenciaveis que possuia dupla origem: a primeira éra

o retorno aos metodos de Fermat no célcuio infinitesimal de pri
melira ordem e , & segunda, a feuria dos jatos desenvolvids nas a-
hoa 40 por Ch., Ehresmann.

Essa teoria tem por objetivo fornecer,para o célcg
lo diferencial de ordem infinitesimal duelguer sobre uma varieda-
de,métodos de cdlculo & notagdes intrinsecas gue sejam também bem
adaptadas ao seu assunto,e,se possivel,mais comodas gue estas do
célculo tensorial classico. de primeira ordem,

Na presente dissertagao, o objetivo nao € o de de-
senvolver a teoria dos pontos " préximos” para o calculo infinite
siﬁal,mas sim o de aproveita -la no sentido de generalizar a teo-
ria dos jatos de Ehresmann e intenciona-ss ainda em fornecer defi
nigoces e resultados,ou seja ,pré-requisitos , péra a teoria ce
prolongamentos de tipo A de uma Variedade. » gue ,naturalmente ,

generalizam o conceito dos fibrados de refsrenciais no sentido

de (5).



Quanto a8 sua aplicabilidade aos modelos matemdticos,
gspera-seg gue gsse2s prolongamenios de tipo A sirvam de ferramentas
para a resolugao de problemas na teoria dos pseudo-grupos de Lie
infinitos.assim como foram Uteis no estudo de G-estruturas em Geg
metria Diferencial ,recentemente ,por Morimpto e Koszul,e,ainda,
por Morimoto-dasgoya Universty,1975- gue forneceu toda a feoria te
G-estruturas sob ésse ponto de wvista.

Dessa forma,no capitulo 0 ,€ feita a eabordagem dos
elementos algéebricos e geometricos hasicos,com maior enfogue a a-
gebra das series formais.No capftulo 1 a haracteriza;éo das alge-
bras locais atravéé de guocientes da: algebra das series formais
por seus ideais de codimensan finita e , no capitulo 2 , a teoria
sobre os A-pontos de V prdximos de x de V.

0D capitule 3 & destinado a dar ac conjunto dos A-
pontos pféximns a V uma estrutura de varieaade fibrada sobre V e
tembém fornecer alguns elementos para-que, no capitulo 4,sejam da
das, finalmente, as nogoes de prolongamentos algébriccs de tipo A

g sua transitividade.



CARPITULD B

NOTALDES £ TERMINBLOGIAS

Sera feita,neste capitulo,uma revisao suscinta dos
conceitos basicos que seran usados,com finalidade de fixar termi-
nologia e nutagﬁeé.ﬂ intengao & a de ser breve na recapitulagao ,
ap mesmo tempo smgque toda.esforqo sera feito para dar ao leitor
0os conhecimentos necessarios & uma leitura proveitosa desta dis-
sertagac.Para exposigbes mails detalhadas,o leitor deveré se diri-
gir aos textos existentes hg bibliografia ,(ec.f. £1),0(2),(5) ),

Um corpo K sera ,doravante, sempre suposte ser de
caracterfstica ZBTro.

Uma élgebra g um par (A,m) onde A € um espaco ve-

torial sobre um corpo K & mi A X A ——> A uma aplicagac bili-

near,chamada de multiplicacio da algebra A.f mais-comum ,numa al-
gebra,escrever UuvE€ A em vez de mlu,v} €A pafa indicar o produto
de dais elementos u e v de A e fazer referéncia a algebra A no
lugar de (A,m).A bilinearidade da multiplica;%o significa que:
T Ul lvew)=uy o+ UQ .
(U + VIw=UW *+ vw ’

( Adadv=ulavl= xfuvl |,



guaisquer gue sejam u,v,w, em A eir em K,

Uma algebra & dita associativa quando se tem ulvwl=

=(uv)w pare tadus u,v & w em A, comutativa guando uv = vy guais

guer que sejam U e v em A e diz-se ainda que A possui unidade se
existe Qm elementc 8 em A tal gue eu=ue=u para todo u em A.E
claro gue uma algebra A possui,no maximo ,uma unidade.

Sejam A e B duas algebras. Uma aplicagao linear

f: A ~————=>» B chama-se um homomorfismo de algebras guando se tem

Fluvi=flu) f{v] guaisguer gue sejam u e v em A.Juando existem uni-
dades e em A e e* em B e , além disso , se tem f(el=e' , en-

tan f e dito um homomorfismo unitariao.

Se a algebra A possui uma unidade & ,existe um ho
momorfismo unitario natural hi K =% A 0 qual 1lesva o A de K
em h(x)= xe.Sendo e nao hulo,h & injetor e fornece uma imersao

canonica de K em A , Assim,identificando-se. © A de K com o

Ae de.ﬂ ( o yue equivale & ideptificar a unidade &8 de A com o 1
de K }, poder-se-a sempre considerar KCA,para toda algebra A com
unidade, |

Se A g uma élgebfa gom unidade 1,de dimensao fini-
talsobre o corpo K,e se I e um ideal de A , A/IL é_o espago veto-
rial quociénte sobre K cuja dimensao sera

dim ( A/I°} = dim A - dim I

e dim(A/Il) sara chamada dg codimencac de I sobre K.

Supondo-se A uma algebra com unidade ,de dimensao
finita n e que I seja um ideal de A de codimensao 1 ,tem-se,de i-
mediato gue A = [A/I1} GD 1 .Issoc decorre do fato de que I nao

contém a unidade de A e ,assim sendo,A/I € identificado com K,



ge,s8 ée tomar uma base para A constituida por v1=1,v2.....vh s, OB
VELOTES VoaVa,sestsV, formarao uma base de I e logo A & coma dire
ta de K com I.
Nas condigoes acima ,vé-se ,claramente, que o ideal
I de A & maximal e dnico satisfazendo dim(A/I)=1 & A= I G)K .
Sejs V um espago vetorial de dimensaoc finita n Bo-

bre K . A r-esima potencia simétrica de V & um par (st vy, e )

denotadno apenas por Sr[V],EGm as tres propriedades seguintes ;
1.) 8T (V) & um espaco vetorial sobre K e ¥ & uma

aplicagao r-linear simétrica de V X V X ...X V em S’ (V) ;

n-r+1

- |
r

2,) dim ST (V)

3.} A dImagem de VxVx,..xV pbla Y gera SP(V].

As condigfes 2.} e 3.) quando acompanhadas de 1.)
se tornam aquivalenfes as

2!) se { 81,82,’-.,8n} & uma base de V entao os

£ &m = £
gelementos da forma _w[em ,em ,...,Em } , onde 1 m,1 M, =eea®m

1 2 r

£
r

MNs

. ' r
constituem uma base de S (V).
Considerando,para cada r 2 0 , a r-ésima potencia

* oo
simétrica de V e lembrando que SD(V]=K, o conjunto S(V)=r§h5r(V]

tem,de modo matural, uma estrutura de algebra,pois se fES(V],
gentao f=[f0.f1,f2,...,Fn....) onde, com excessao de apenas um nu-
mero finito dos {j ,todos os ocutros sag nulos.Estas estrutura de

élgeb}a g devida as seguintes operaqaes£ se f e g estao em S(V)
e o em K,

f + g = ( f0+ go;f1+gﬁ,¥2+ gzgcon,fn+ gn,o-- J

af » 3{2‘00-, an:lnoocl e

a¥f 0° 1

faf



£ .g = (F £

08gr T8 FBger ey BFE,

Decorrem das definigaoes ascima as seguintes propri-
edades de S{V):

1.) S(V) munida da adigao e produtoc por escalar e
um espago vetorial de dimensao infinita sobre o corpo K. Tamhbem
com a lei de composigao interna f.g , S(V) se torna uma dlgebra
associative,comutativa,com elemento unidade e liuvre pois tem ape-

nas um numero finito de geradores,a saber , 1 e ume base de V.
i

2.) S{V) €& graduada,pois definindo §, (V= ;915r{v},

dsto 6 : 5, (W= STV @IV ®s*WVI® « o0 st (V) e tomando

em 5. (V) o elemento f= (f,f , f sevesfl e, em S V), 0 elemento

1 2

g=[go,g1,g2....,gk],pela definigac da multiplicaqéo tem-se que

’F-g = [ 'FDE,U;'F,IgD*FUg,I..-... ‘Frgs;-.-.'\cig } e ,Glarame_lj_

r+sgi+k k.

te esse produto esta em Si*K[V)' Ainda ocbserva-se due
o0

K= 5,0V 5, (1) € 5,(NC.....C8 (VT ... & SLV) =;:{si[v1 ,

com Si[Vl.Sk[V)(: Si+K(U].
3.) Para cada inteiro i 2 0 ,existe uma aplicagao

i[V] em S(V) que assgoia ao fi de sltv)

lipear injetora' Ei de S
Q eleméntm IU,U,...,D,fi,o,...),cujos termos séo.fodos nulos,cam
excesséo;talvez,do {-esimp que & igual ac fi'IFS? fornece uma i-
mersao natural que identifica Si[U] com sua imagem pela Ei.

As operagoes actima induzem em T V) ziﬁﬂ s*ivy

o completado de S{V),uma estrutura de &lgebra chamada de alge-

- N
bra das séries formais sobre V &8 um elemento de S (V) e uma

. - J
sequencia f (fo,f1,f2,...,Fn,...) com fj em SY{V},para todo

natural j. Da identificacaa de Slivl com Ei[Si(U}) tem-se gue



-

1 . A
cada ST (V) @ um subespago vetorial de 'S (V) e que S{V) & ums
- ~
subalgebra de 3 (V).

As seguintes notagoes também serac usadas para SV

K[(V)) » K[[X,],X 'IIIIU'X }]-DU K,
: n

n
onde K & o corpo e n=dim V, e , para ssus elementos
‘F:('Fg,fq,fzrnoc,fn,ugul ou P=P(X1,X2,...,Xn].

sy
Cansiderando o subconjunto Mivy de 5 (W) constity

ido pelas f de S(V] tais que f£,= 0 , V) 6 um ideal de S(V) e
um elemento f de g[U] e inversfvel se , e somente se , f nao
pertence a M (V}; i,8: se,e somente se "fU # 0., De fato: ses
estd em S{V) e 6 inversivel, como o 1 também eété em g[U} , B~
xiste g em gEV] tal gque f.g = 1, ©o gque implica que fD.gD = 1 g
portanto -FDfD.Reciprccamente,se f nao estd emM(V) & possivel
construir uma g em gtv} gque seja a inversa da f e isso é feito
por indugdo nas componentes da g.Como ﬁ;#ID , existe um g, em K
tal que g0= 1/fD.Supando—se agora te;-construido go.g1....,gn"1,
com n» 1 ,define-se o© g_ bela seguinte Férmula:

FaBp_q T8t et F 1By gy

&7 o FU )

g, & bem definida e pertence “a S'(V) & & dbvio que o elemento
g= ( ga,g1,...,gn,...).. o limite da sequencia em @(v), satisfaz
B desejado.

Verifica-se ainda que JM (V) é o ideal maximal de

~ - i -
S[(V) e unico com essa propriedade.Ora ,demonstrar isso e o mesmo

que mostrar gue todo ideal 4 ndo trivial de S(V) esta contido em

\ﬁt[V).Mas se existir um f em 9 tai gue f nao esteja emf({V],pela



Jpropriedade de M(V) dada no pardgrafo precedente, f & inversivel
. ~ - ' ' ~
e logo o 1 de S{V) esta em 4 e portanto 4 = S(V).Dessa forma,
se 4 & nio trivial entdo dc Mo,
. - ~
Como ultimas observagoes sobre S(V), seguem=<se que
~ .
S{v) = SDEVJ(:)ﬁ{EU} e um resultado devido a Boregl

TEOQOREMA DE BOREL SUOBRE SgRIES OF TAYLOR:

A aplicacoo T definida na dlgebra das funches nu-

- : no. A . . . - : .
mericas de R "indefinidamente diferenciaveis,na alpgebra das seri-

es formais em n variaveis,gue a cada T associa o . desanvalvi-

mento formal de Taylor da ¥ na origem 0 do R" & sobrejetora.

Esse desenvolvimento formal aqui sera denotado por:

se G =[aq;32,...,an] & uma n-Upla de inteiros n3o negativos ,
o o a
o _ 1 2 n | | | - . .
X = X1 .XZ .....Xn ¢ o B elseneatt o g Df a diferencial da
£, tfal= u1+a2+aé+...+an,_e§téo:
TUF) = % —1-[ p%re0) x* .
[+ B

Demonstragao 3 0 leitor devera consultar ( 4 )} ,

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis (sempre

de classe C )} de dimensdo m e n,respectivamente, x,. um ponto de

0

M WYy um ponto de N & f e g duas aplicaegoes diferenciaveis de-

finidas numa vizinhanga de x, em M com valores em N e tals gue

0
f{x0}=g[xD]=y0. Se (U,¢ ) e [V,.w ) sao cartasllocais para xg e
Yo ,respectivamente,tem-se,entao, coordenadas locais x*  com

i=1,2,444.,m , g yJ com i=1,2,4v44+,n, definidas sobre U e V ,res

pectivamente,e,segundo as quais f e g sea0 representadas pelo. sis

tema de fungoOes numéricas

k| _ ] -
f Ex1,x2,...,xm} e g [xﬁ,x2....,xm] , J=1.2....,.0 .



Dizer que F e g sao equivalentes de ordem k no pon

to x, ., com k sendo um inteiro positivo ou nulc,e dizer que as

fun¢oes £ g gJ tem as mesmas derivadas parciais no panto o ate

g ordem_k inclusive ,para todo j=1,2,...,Nn.Ao0 se efetuar uma mu-
danga de coordenadas nas vizinhangas dos pontas Xg © yD, as apli
cagoes f e g serao representadas por povas fungoes numéricas de
m variaveis:

STETIE SN SN SISO SOPUUE S B PL D S
as derivadas parciais de ordem ¢k dessas novas fungoes se expriml
rac,em funcéo das derivadas parciais de ordem £k de PN gj, por
meio de lein&mioé.Issm mbstra que , o fato de f e g serem egui
valentes de ordem Kk numa vizinhanga de X naoc depende das car-
tas locais escolhidas para as vizinhangas.de XD 2 de yD. A prqprl
edade " ser eguivalente te ordem k " numa vizinhajga do pento xg
define uma relagéo de egquivalencia sobre o conjunto das aplica--
goes diferenciaveis f,definidas em vizinhangas de xD,com valores

L

em N e tais que flx )=y, . Uma classe de equivalencia sera de-

nominada um jate de ordem k de M em N,



CAPITULD 1

ALGEBRA LOCAL

-
Pretende-se ,neste capitulo,formecer alguns elemen

tos da teoria des algebras locais. bem comp caracteriza-las atravez

de quocientes da algehre das seéries formais por ideais de co~dinen

sano finita de RE{X1,X Xn]]‘

23.!!!

Definigao 1.1- Por uma algebrs local entender-se-a uma algebra A

de dimensao finita socbre o.porpo R dos reais.associativa,comutati
va,com elemento unidade 1 e possuindo um ideal 1 tal que A/I seja
de dimensao 1‘subra R & que Im+1=[0],0 ideal nulo de A,para um

inteiro nao negativo m.

Definichog 1.2-Para uma dlgebra local A,cujo idéal de codimensao 1

g I,0 menor intéirb m tal que Im+1=[D] e chamada de altura de A.
Levando-se em consideragac o que ja foi dito a res
peitoc de algebras em geral no capitulo 0 ,o0 corpo R sera identifi
cado aqui com o subespago de A formado pelos multiplos escalares
do elemento unidade 1 de A,e A eera sempre vista como sendo & sQ
m; direta de R com I.Escrever—se—él A=R®I e 1 sera ,portanteoc .
0 Gnico ideal maximal de A.Logo todo a em A se escreverad como

a=a_ * ia,de modo Unico ,onde ay pertence 4 R © ia a I.



Definigao 1.3- Para todo a em A ,a componente a_. de R da decompo-

0

sigao de & em soma direta serd chamada de parte finita de a

Exemplo 1,4- A algebra dos namereos duais.

Seja A= {a+br 3 a,b € é e T & um elemento satis-
fazendo r2=0} .Definindo-se naturalmente a adigédo,produto por es
calar e a multiplicagdc para os elementos de A,vé-se ,de imedia-
‘to ,que A & uma algebra de dimensdo 2 sobre R,comutativa,associa
tiva,com uma unidade e um ideal gerado por t . Como T2=0,tem¥ se
gue esse ideal I satisfaz 12=[D},e daf A tem altura 1.Essa élgg

bra € conhecida como "a& &lgebra dos numeros duais”.Outros exemplos

irao,naturalmente ,aparecer mais adiante, juntamente com suas in--

terpretagoes geometricas.

Proposigao 1.5-Seja A uma algebra local com ideal maximal I de co

dimensao 1.Estando A/I identificado com R,a aplicagac g de A em

R dada por glal=a_,a parte finita de a,é um homomorfismo canénico

0

e sobrejetor.

Demonstracao: £ claro que a aplicagao g @ bem definida. Sendao

a=aU+la ‘ b=b0+1b s aGfDD g A e R e ia’lb € I, tem-se :
a + b = [aD+bD] + [1a+1b] , Xia = laa* kbo g
a . b= ajby+ (aDib + 1 by +i 1) .E decorrente das definigoes

que  ql a+ib 1= gq(a) + Aqgi{b) g ngla.bl= qla).qlb) .para to-
dos a e b em A e A em R.Note-se ainda gue esse homomorfismo nao
dependeu da base de A,daf o fato dele ser candonico.Como A contém
g elemento 1,dado gualguer aq em R ,'a0.1 pertence a A e q(au1}=

=gl{ag)=a,.obtendo-se ,assim , a sobrejegao desejada.



10

Dorasvante »SEMPre que se usar uma algebra local A
devera ficar claro ao leitor gue ela posgui um ideal maximsl I
gde codimensdo 1 e sempre poderd ser decomposta em R ® I .Quando
houver nescessidade de explicitar sua altura e seu ideal;a terna
( A, I, m}) conterd as informagoes desejadas.

Seja [A , I, m ); uma algebra local e suponha

dada uma sgrie formal P=P[X1,X2,...,Xhl com coeficlientes em R,

: = i A.' é [ -
Sejam Pm Pm[X1,X2,...,Xh) g pelinoemio de grau m ,soma dos ter
mos de grau £ m na série formal P, e isiys0..,1 elementos de

I.Por definigdo,o elemento Pm[iq’iﬁ""’ih] de A serd denoctado
+
por P(iq,iz,...,th.,Uma vez que A tem altura m g gue " 1={D] ,
m m m '

R : . .2 . h ~
todes os produtos do tipo 1y edy eeeedy com mﬂ+m2+...+mh> m sdao

nulos g .portanto tem sentido a identificac&ao ecima.

Lema 1.6~ Dados 11,12,...,ih em I , a aplicagao ¢ definida
em R([X1,X2.....Xh}] com valores em (A,I,m) dadea por ¢{P} =
= P[iq.i2,i..,ih) € um homomorfismo de algebras,.

Demonstraciec: Que ¢ & bem definida’e. linear decorre imediatamen

te das definigﬁes.Agora,se P e  estao em R[{X1,X2,...,Xh]]. por
um lado tem-se:

¢ (POQ]=(PrQ}[i1:iZ"-|;ih}=[P|Q)m{i1,iz,ttl,ih]'_':

=Ugj§16m {Pj[lq,lz,....lh] 'Ql[i1'12"f"lh]}‘ £,00T outro

lado:

l . D{i1’12""'ih] =

znsjglsm {pj[i1al2chlplh}cglthjlz;nln.ih]},a'confrgntaﬂ

do-se o©0s resultados obtém-se ¢(P.Q) =¢(P),?(Q) e ,assim,® & um

¢(P]'®[G]=P[i1Ji2llll'ih

homomorfismo de &lgebras.



11

Proposigao 1.7-5ejem i fixos em I.S5upondo-se gue,pela

1’12"‘-a1h

aplicagdo guocients g de I em I/Iz,q[iql.q[izl,....,q[ih] geram

. 2 - : -
I/17, entao a aplicagao ¢ de RO(X,,X ....,Xh]] em A definida

172

por PLP)] = P[iq’iz""’ih] & um homomorfismo sobrejetor,

Demonstrag%m»:Pelo lema 1.6, & & homomorfismo,A demonstracao da

sobrejetividede e feita por recorrencia sobre a altura m de A,

mas agqui so sersd feits para o caso particular.de m=2,para efei

to de simplicidaede dos ealculos , mas,no caso geral, ela e andlo-
; 3 2 .2 - .

ga.Assim,se m=2,I1 =(0) e I"4(0}) e I/I € nao trivial.0 gue se de

seja € ,a partir de um elemento a de A ,construir uma serie for-

XlsawesX, ))l,cuja imagem pela ¢ seja a.0ra,dado a

2
em A, g=a +i_ com a, em R e i_ em I. Como {q(lj] : 51,2, .4,h}

gera I/I2 e q{ia]_esté em I/IZ, tem-s5e Que ,para Aj em R,

mal P de R[{X1 h

h h
{1y = £, A.,qli.}) = q(,2, A 1,) g que
it a 31 M5 RAREE T .
h 5 h ) _
i =0,L, A, 1 Jmod I° 1i.,é8: i ~{,%.Ax,i.} ¢ I & ,portanto,e soma fini
J=1 : a J=1°373 =

de elementaos da ?c?ma Frgr com Fr e g em I,cu seja,

h m

= 2 .
1 T8 »logo id [jE1k i ]+r=1frgr

h

nma

i E A i) o=
o j NI

De modo analogo,cada {r e cada gr,com r=1,2,...,m ,pode s8r es-

crito como:

h P h r n
7 ogEr %5t5 v ogEq dg8g s 8.7 gEg ety i LFLN onds
r r ' :
% ’ pj E R , bt,ct,ds,ese I,para tode t,s.0essa forma
: h r r h r n h
{rgr=j§k oj pki;ik +[j£1 j ](t21htct]+[ qu g J[jE1p 1j] +
P n 3 ,
+( L. de J(,Z, b,c,). Mas,sendo I"={0),0s tres uUltimos ter-
s=1 & 5 t=1 t7t

mos da soma ?rgr dao zerp,assim:
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ro,- :
E i »
1tk Y DK ljlké para o a em A

Toma-se ,entaoc, a série formal {(ne caso um polindmio )

h m h
= . - r r
P ay 4 qu ijj * g ( j%k Uj OK Xij] e , portanto ,

e sobrejetora.

Definicho 1.8- A dimensio de 1/1° & chamada de largura de A.

Proposican 1.3-%e a largura de A € n ,entaoc A e isomorfa a um

quociente de R[[Xq,x2,...,xn]} por um ideal J de R[[X1,X2,...,Xn}].

Demonstragao- Como a largura de A é n ,entap existem n elementos

i1g12....,in linearmente independentes eﬁ I e que geram I/I2 .

Entac o homamorfismn ¢ do lema 1.8 & ,pelo {1.7) sobrejetor

Tomando por J o nicleo de ¢ e aplicendo o teorema de isomorfismo .
para espagos vetoriais ( aneis,grupos,...) tem-se que A g iso-

morfa a .R(LX1,X ,...,Xn]]/ J.

2

Proposicao 1.10~- Todo guociente de R[(X1,X2

,...,Xn)J por um ideal

J de codimensag finita de R((Xq,x Xn]} e nao trivial & uma

2:--.,

algebra local e sua largura € menor ou igual a n .

Demonstragao: Como a codimensao de J € finita,o quociente

R[[X1,X sresaX 31 /0 € uma algebrs local pois preserva a comu=-

2

tatividade.,associatividade,e possui também um elemento neutro e
seu ideal maximel sera JM/J ,onde M 6 0 ideal maximal da alge-

bra R([X1,X2,-...XnJ].Mas R((X1,X ,...,Xn]3 € uma algebra gradu-

2
ada e ,pelo fato de JC:Jﬂ,, existe um inteiro k,naoc negativo ,
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K , 5 k
tal que J 2 M Lassim [kh&/l} ={0] para esse Kk e,conseguentemente,

RUX, wXo0seeuX 3] /] terd uma altura £ k. Para & verificacao de

que sue largura & & n,considere o seguinte diagrama:

, q
M 1 s My o2
~ S
T A (M)
3 s > M 1y?

onde as g; »com i=1,2,3,5a0 as aplicagoes quocientes naturais

g=q oqz ,portanto sobrejetora, e se deseja obter a h que seja 11

3

near e sobrejetora.Parae se ter uma boae definigaoc de h e necessa-
rio gque o nucleoc de 9, esteja contido no‘nﬁcleu da g & assim de-
finir h por h(q1Ex}J = g(x}.Para issoc , se x.esté no nucleo de

q1.entéo X pertence a .ﬁiz é,sem perda de generalidade,x pode ser

escrito como x..x, ,onde x,e x, estao em M. Logo ,pars esse x .,

p 1

g{xl=q3Eq2[x]] e qz[x]= q2[x1.x2]=q2(x13q2(x2]=[x1+l)[x2+JJ e
qz[x} esta em [J%/le,portanto q3(q2[x3]=0 g X esta no ndecleo
da g. b ,como definida acimas .& ,dessa forma linear e sobrejetora
g se tem gue

. M) & e 2 - -
dim{ /(ﬁUJ]Z) &€ dim (Jﬂ/ﬁ[) = n oo f. cCOro

tario 1.11) e ,por conseguinte,a largura de R(iX1,X2,...,Xn])/J

g menor ou igual a n.

Das proposigoes (1.9) e (1.10) tira-se a conclusao

de que & nocao de algebra local colpncide com & nogaec de algebra

quociente,ds dimensao finita sobre R,duma &lgebra de series for-

mais sobre R,e ainda, o seguinte corolario:
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Corolario 1.11:5¢ M & o ideal maximal de R([X1,X ..,an] for-

277

mado das céries formais sem termos constantes, o quociente
n+ 7 - -
R[[X,i,Xz,...,Xn]J/ J"Lm e uma algebra local de altura m e lar

. m
rura n g sera denotada por R
A n

NDemonstracao: £ claro gque FEI:: & uma algebra local.Resta apenas mos

m+ 1

trar gue suwa altura € m e sua largura € n.Mas M £ contitui-

do por todas as series formais cujas componentes -Fia st (V) sdo

nules para todo O £ i £ m+1,e conteém todas os produtos de m+1 ou

mA+1

mais elementos de M ,conseguentemente ( M /J“tm+1) ={0) .Como

V g icomorfa a S1£U] yidentificando-se o0 elemento X1 de V ccm  a

sua imagem por esse isomorfismo,a serie formal [O,Xﬂ,D,...,D....]

esta em J‘/L e ¢ produto dessa seris por si mesma m vezes resul=

m
1

JAssim, [ M /J.{m+1]m #(0Y & .a- altura sera m.

ta em [U,(},...,D,XT,D,...] ,com X em Sm{V), gue claramente

- -+
nac pertence a M " 1

Seja agora ,pera simplicidade de notagsao, 4 = Jv{/ﬁmﬂ =

={¢ + M m* 1 tal que ¥ pertenga a M }. 92 & o ideal de 9 formado
pelos elérnen-tos de f}' gue podem ser escritos como soma finita do
tipo §h com g e B em 9 ,[Assim, 9/,32 ={ o +92,c0m aed}.
Observando-se gue,para toda T em J\f[ ,f pode ser dscomposta por :

3"..'+:n"”]

(o, s s, T e =(0,%,,0,...,0,...0+(0,0,F,,F
3 n 1

105

v +1
e que se ¢ ¢ 9 , entdo a= F+M" ',para alguma f em M ,tem-se:

m+ 1
+‘3,...,+‘n,...}+M =

n = f*ﬂm+1 =(D:f'1’1:2-

+1
={[U,~F,i,[],...,[1,...]+.Mm+1}+ { (U.,D,fz,fa.....fn,...hJ-’Lm }, e

o +4 200,800, 0, e MM [0 0 f F e e T 447

m+ 4

Mas [O,D,-FZ,*FS.....'Fn,...}+J"[ pertence & éj 2.0 que implica em

o +92= { (D,f1,0,...,ﬂ....]+ﬂm+1 1+ dZ. Por esse procedimento
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se {v, .,v .,Vn} & uma base de V e ,pelo :Lsomorfisma entre V e,

12t
1

S (V), o conjuntao {”q'w ,...,wn}, imagem da base de V pelo isomor

2
, - q m+ 1
fismo,e uma bs=re de 5 (V) e os elementos ui={D,wi,U....)+ji s

com 1i=1,2,.++,n,constituen uma base para ‘9/.92 ,logo dim ﬁ/j2=n

e largura de R[[Xﬂ'XZ""’an}/ifﬁm+ﬂ_ g n.

Proposigao 1.12~ Seja [A,I,m) uma algebra local.Toda sub3algebra
B de A ,contendo a unidade 1 de A é uma algebre local de altura

menor ocu igual a m,

Demaonstracac-Resta apenas mostrar cue B possui um ideal maximal

SR

m.Seja entac J=B NI ,

118

J, com B= R ® J (6) ,com 0 € k
J assim definido & um ideal maximal de B e tem dimensao,sobre R ,
igual a dimB - 4. De fato: dim{BNAIL)=dim BI+ dim I - dim(B+1I) =
=dim B + dim I - dim A =(dim B ) - 1 ,pois ACB+ICA @ BNI é mg
ximal em B pois nao contém a unidade 1,logo B= R@® J . Agora ,co
em J o.produto j,}jz....jm+ = 0,

1
K101 e 3% $(03,

mo para todos jq‘jz""’jm+1

existe um inteiroc nao negativo kK £ m tal gue J

donde & altura de B e menpr ou igual a altura de A,

Proppsiqéﬁ 1.13-Seja (A,I,m) uma &lgebra local.Toda algebra quoci

ente de A por um ideal J de A € uma algebra local e tem altura

menor ou igual a m

Demonstragao :Seja B = A/} a tal algebra gquociente de A. Como

I1/J & o ideal maximel de B e a associastividade € a comutativida-
de s3c preservadas pelo quoclente, & , também ,dimensac de B & fi
nita e B possui "1+J por unidade,B € uma algebra associativa,comu=

“tativa,com unidade,de dimensao finita sobre R ‘e com ideal /3,
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e, restando apenas. demonstrar gque,sua altura € 4 m.Mas se a altura

kel

de B fusse k "com k> m ,entao [I/J}kf[ﬂ.] e (I/J} 0} , onde

0 denota a classe de eguival€ncia do elemento neutro aditive de I
em I/J . & ,potante,existiria um g em (I/J}k com § # U.Como g ¢

soma finite de produtos de k elementos de 1/) ,pelo menns um des-

ses produtos € Nav nulo,i.e: aq.q‘z.....ak ¢ § com QqrGpsees 0, €M

I. Mas Ei,].az.....?jk PP § ,devide ao fato de altura de

£

A serm 8 m<¢k ,obtendo-se assim uma cnhtradiQéD,Logo k m,

Proposicac 1.14- Sejem (A,I,m) e (B,J,n) duas algebras locais.En-~

tdo seu produto tensorisl A()B ¢ uma Aalgebra locel de alture

m+ n com 1deal maximal A@J + I@B-.

Demonstracao- F claro que o produto tensorial de duas algebras de

dimensan finita € ainde uma &lgebra de dimensdo finita com a mul
tiplicagaoc definida por:

(.a1®b1] v La, @byt a132]®[ b,bs) ;
g ,comp A e B saoc comutativas,associativas,com unidades & & f,
respectivamente, .P\®B ,com a operagac definida acima também SE
ra associativa,comutativa e teré.por‘ unidade e@-F. Também demons
tra-se facilmente pelas definigoes que A® J e I (XD sao ideais
de A@B e,consequentemente, AR J + I (X B & ideal de A B .Co-
mo AINI®B = I1&®JI , tem-se : dim{ A®JI + IR B 3
=dim ( A®JI ) + dim ([ I®B) -dim { AQINI®E )

=dimA.dimJ+dimI.dimB-dimI.dimJ—‘-dimA.dimB—"h

!

Assim A@J + I®B & maximal em A®B e sua altura e m+n,pois

sendo o« um elemento de ( AR J + I B ]m+n+1' entdo a & soma

finita de produtes de m+n+1 elementos de forma:
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+ & r LN | : »
(a,@b, * 0,&@d ). la @b, + ¢ @d )uwula L 4@b g *C i B, )

Atraves ‘de alguns cdlculos mostra-se que o menor inteiro nao
negativo tal gue os produtos acima ndo sao necessariamente zereo &

m+n,e para cs produtos de m+n+1 fatores ja  rasulta em zero, don

de 8 altura de A(X)B & n+m e & proposigdo fica verificada.



CAPITULD 2

A - PONTOS PROXIMOS

Neste capit
sara & ter um significado
cao de um E—ponto de V pro
ma variedade V diferentiav
No gque se seguird, a peslav
lugar de * indefinidamente
o gqualificativo podera ser
de confusao.

éeja DIV] a
definidas em V.com valores

tativa,possuindo por unida

de dimensaoc infinita sobre
I(x) = { feD

g um ideal de D{V) e maxim

seguinte proposigaoc:

ulo, o conceito de algebras locais pas-
geometrico,induzinde ,assim, a defini-
ximo de %X,com x sendo um ponto sobre u-
=] -
el de classe C,e A uma algebra local.
ra diferenciavel serd sempre usada no
n

4 . . o
diferenciavel ¥ ou " de classe C e

ate omitido quando nao houver perigo

dlgebra das fungoes diferenciaveis
em R, Essa dlgebra € associativa,comu-
de a aplicagan constante igual a 1 e
R.Fixado um ponto ﬁ em V,o conjunto

{V) tails gue Ff(x3=D0 1}

al com essa prepriedade.Assim tem-se a

18
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, m+1 . .
Proposigan 2.1- (ex))™ e o ideal de 0O(V] formado por todas as

fungoes de D{V) gue se anulam em x bem como todas as suas deriva-

das de ordem £ m.

Demonstracdos Seje J o ideal de D(V) formado por todas as fungdes

de D(VY} gue se anulam em x hem como todas as suas derivadas de or

dem £ m. Desejs-se mostrar gue J = tI[x]}m+1.Seja f e{I[x}}m+1,

entao f éluma soma finita de produtos de m+1 elementos de I(x) ,
g , sem perda de generalldade,pods-se supor f coﬁo sendo.dada ape
nas por F1F2...fm+1, Com as Fi em I({x) ,para todo i=1,2,...,m+1.
Tomandop=~se uma carta local para xtVY e aplicando~se as regras ele

mentares de diferenciagao de fungoes,vé-se que F,f

. 2...fm+1[x)=

=f (x}F_ {x)euaf (x}J= 0 e que todas as derivadas de ordem 4 m
1 2 m+1

tambem se anulam em x&V ,logo [I[x)]m+%: J.Supaondo-se agora que
feJ , gue (U, ¢ ) & uma carta local para x , que dimV=n e que

¢ (x)=0 eRn, como f{x)=0 & composta fo ¢F1 também se anula no pon-

.

to 0 de Rn bem como todas as suas derivedas de ordem €m .Tomando-

se agora o desenvolvimento de Taylor de fe¢ em torno da origem

do Rn tem-se
i

=1
-1 - -1 o3 3lfge )00 b7y T e - %y
(fed )(n)=(fop” I C0) « ;F,5°°F ceat EomarD  (Fed I ()N

B

i ((Q = B -Ji = ' L] L] <
$®x) onde® (x) = oL D (foé J(th} h™ Laslog,ay,.a.,0) ,0CE<T,
Ol =g, 0 Yot e, b a e as demais notagoes sao como as definidas
) o _, 3 %12 “2 3 .%n
no tecrema de Borel (c.f.pag-6-) & B ={z-=) {z=-~ ) caelz=-1
ax1 sz an

= 1 r ) -
mas ,camo fof tem todas as derivadas nulas até a ordem m,ter-se-

hBi de hB

8 apenas Efo¢-1][h] = G%(x). Come cada pertence a I(0),
1.8: o ideal das fungdes . diferenciaveis de R ‘em R gue Se anu-
lam na origem dn Rn, fo¢-1E(IfUJJm+1 e assim fe[I(x])m+1.Portanto

o resultado desejadc estad demonstzado.
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Notagao : c™{V,x) indicara a algebra guaciente D[V]/[I[x])m+q.

Proposiclio 2.2- Sendo n= dimV , D" (V ,x) & uma dlgebra local iso-

m+
;lllgxnj)/ﬂ [ ]

M g
morfa a & = R{{A, X

n 4 2

Demonstrecan: Seja (U,4) uma carta local para x em V com ¢{0)=0,

Que 07(V,x) & uma Algebra locsl & decorrente das definicdes.Como

Rn nao & nada mais do gque a dlgebra dos polinomios,sobre R, da

grav ¢m em n indeterminades(a verificaqéo & imediata ) e,como pe

- ' . m
la proposigaoc (2.1])] com a carte lecal (U,¢) dada acima,l (V,x)
tambeém € a algebra de paliﬁamios sobre R de grau & m em n indeter

minadas,logo o isomorfismo segue,

Corpolario 2.3- 0 guociente de D(V) pelo ideal SQxJ,das fungoes

que se anulam em x bem como todas as suas derivadas, e iscmor-

fo a R .
n

Demonstracao: Considerando-se que,se (U,$é) & uma carta local pa-

ra x em VY com ¢(x)=0,a &lgebra das fungoes numéricas diferentci-

aveis em x € isomorfa a algebra das fungbes numéricaes diferenci-
. . L on X

aveis na origem do R, tem-se 0 diagrama abalxo gque,pelo tevorema
de isomorfismo de anéis{grupos,algebras,...),demonstra o deseja-

do:

D(V) &= D(R") ——> R

Q '//

] .
DIVY ety €7 PR J9q0)

onde T i D{Rn]-ﬂwm——a Rn € a dada pelo tecrema de Borel(c.f.pag 6)
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e 0 2 a apiicacdo quociente natural de D[Rn) no seu quociente

por‘@{O].

Observacaa 2,4~ Fsse corolario significa ,em ocutras palavras, que

-

gxistem sohre V fungoes diferenciaveis cujo desenvolvimento for-
mal de Taylor no ponto x & uma serie formal arbitraria nas coor-
denadas locais do ponto x. Tambem,se x £ deado, poder-se-a, em

tudo que se segue,trocar D{V) pela algebra dos germes de funches

diferenciaveis em x [(c.f. [B)).

Seja A uma 3lgebra local com ideal maximal I.Sejam
V uma variedade diferenciavel e D{V) a algebrae das fungdbes numeri

cas diferenciaveis sobre V e x um ponto de V.

Definigao 2.5- Chama-s& um A-ponto de V priximo de x a todeo ho-

momorfismo de D(V) em A tal gque & parte finita da imagem da F
de D(V]) em A seja igual & fixJ.

Segundo A.Weil (c.f. (7] )1 , um A-ponto de V pro-
ximo de x podera ainda levar qualquef um dos seguintes nomes:

ponto proximo de x de espécie A sobre V ouv infinitamente vizi-

nho { prdximo) de x de espécie A sobre V.Ainda ,se x' & um tal

ponto,o elemento de A gue x' assoclia ao f de B{V) serd denota-
do por uma das notagées seguintes:
Fix') x*[(f) ou Af[x'] .

Por definigao ainda se tem:

flx') = Fflximod I

ou

fFlx*') - filx) ¢ I .
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Exemplos de pontos proximos de x de espécie A sobre V,

2.5~ %ejaem V uma variedade diferenciavel e A uma &
gebra local com ideal maximal 1. A aplicacao x' de D(V) em A dada
por x'(fi= f({x) & um A-ponto de V proximo de x .

. - . n m

2:7-A aplicagao x' de DIR") em Rn que a cada f
associa seu desenveolvimento de Taylor de ordem m na origem 0 do
n . m n -
R define um Rnwponto de R proximea de 0O,

Exemplos menos triviais aparecerao naturelmegnte

no decorrer da dissertagao.

Proposicao 2.8- Seja X' um A-ponto de V proximo de x.A imagem em
A do ideel I{x),das fungoes que se anulam no ponto x, por x' estd

contida no ideal maximal I de A,

Demonstracac: Como,por definigao de A-ponto préxime,para toda §.

1t

em DIVY ,x'{F) f(ximod I e,pare T em I{x}, Ff{x}=0.,x'(f)=%0modl,

consaqueﬁtemente x'{f) el e portanto x'(I{x))C I,

Proposicaoc 2.3~ Sendo (I(x})m+1,o ideal das fungoes que s8 anulam

em’ x bem comp suas derivadas de ordem # m , & x' um A-ponto de V

proximc de x , entao x‘[(I[x])m+1) estd contido em ™,

- 1 -
Demenstracac:Como todo g em (rexn)™ e esgcrito como sama finita

de produtos de m+1 elementos de I{x),e suficiente mostrar s pro-
posigaoc para g = Bi8,er 8, POTGUE dal o resultado segue por 1i
nearidade. Mas x' & um homomorfismo de algebras e x'{ g ) =

- = v ' ¥

X (g1.g2 ..... g )| X Eg1].x [gzl....x (gm+1],portanto,pela

proposigas (2.8) ,o resultado segue.
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Cornlério 2.10- Se A & uma algebra local de altura m,entso a ima-,

m+ 1 - -
gem de [(I(x)}) por um ponto x', A-proximo de x,esta contida em

Como conseqguencia de (2.8),02.9) e (2.10) tem - se
gue todo A-ponto de V proximo de x determina & altura de A e tam-

. , - m ,
bem um homomorfismo ,em A ,da slgehra D (V,x} , e reciprocamente.

-Propasigéo 2.11-3e se escrever x'(f)= Ff(x) + L{Ff} EW1F%() I , a

aplicagao L : D{V) ==-——> I gue a cada f associa o L(f) da décmm

posigdo acima e linear em R.

Demonstragao: Sejam £ e g em D(V) e X em R.Entaoc f+ig ¢ D{V) e

L(F + gy = L(+F) + ALlg) pois ., como x'[f+hg)=x}[fJ +axtlgl .
tem-se  (f+Aagl){x)+ L(F + Ag) = FixI+ig(x) + L{(Ff)+ AlL(g) e ,pela

unicidade da decomposigac em soma direta,o resultado vale.

Proposicdo 2.12- Dizer gue um A-ponto x' de V proximo de x & um
homomorfismo eguivale a dizer que para todos f e g em D(V]) vale

L{Fgl=Llf)glx) + F{xILIx) + L(fl.L(g)s

Demonstragao: Sejem f e g em D(V]), Entac,desenvolvendo-se ambos

os lados de x'"(Ffg) = x*'{FfIx'(gl - tem-se:
(fg¥i{x)+«L(Ffgl= ( FIx)+L(F)).(glx) + Li{gl}
Flx)g(x)+ Lifg) =Flx)g(x)+L(f)g(x)+FlxIL{g)+L{FIL(g)
e,novamente,péla unicidade da decomposigac
L{fILigl=F{x)L(g) + L{Ff)gix) + L{FIL{g) ., gquaisguer gque
sejam f & g em D{Vv]).Reciprocamente,se uma aplicagéo lingar L comeo
definida acima & dada,define-se um A-ponto de V proximo de x to-

mando-se por x' aguele homomorfismo de algebras gque,para toda
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f em D(V),coincide com o valor fix) + L(f) ,isto &; %t ()
= f{x) + L{f), Verifica-se imediatsmente gue x' & bem definido e
gue satisfaz a dafinigado de A-ponto de V proximo de x.

Coamp um caso particular de(2.12) , se altura de A

- i

for 1 , ter-se-a I7=(0) & o termo L{Ff)L(g) ,estando em I2 ,E zerao.

Desta forma L{7g) se reduz a LI{Ff)gix) + FixlL(g). e se I e gerado

-2 -
por um elemento 1 com 1 =0 (c.f. exemplo 1.4) , a nogao de A-pon-

to de V proximo de x se identifica com & nogao de vetor tangente

a V em x,pois um vetaor tangente pode ser sempre entendide como u-
ma derivagao (c.f. (B) pdg 62).Historicamente,esse era o ponto de

vista de Fermat em ceus trabalhos sobre o calculo diferencial

g,ainda malis, usou & letra o onde agui se usou T .

Definigao 2,13- 0 homomorfismo candnico de D(V) em Dm(v,x) gue

define ©., ponto proxime do exemplo (2.7) e dito ponto proximo

de x canonico de posto m,

Lema Z2.14- Para todo ponto x' proximo de x .0 valor de x' em

toda funcado constante c de DIV)] € a prdpria constante c.

Oemonstracao: Como x'{c) = x'(1.e) = ¢ x'(1) para todo c { e a-

qui identfficamse a fungdo com o numero real c } em R , € sufi-
ciente demonsirar o lema para c=1,5abendo-se que x'[(1)= 1 + L(1],
resta mostrar que L(1) = 0, Se L(1) # 0 entqo:

x'{1) = x'{1.1) = x'{1) x'{1)

40+ L04) = (1 + L01)).01 +L(4})

1 + L(1) + L(4) + L{M)IL(1) e ,assim ,

0 = L(13s( 1 + L{1)) e L[4} = -1 e portanto o escalar 1 esta’

em I , o que € um absurdo.Logo L(1)=0 e x*(1)= 1,
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Proposicac 2.15-Se a variedade V & a reta numérica R e supondo~se

x* um A-ponto de R proximo de x., de R, x' & completamente determi

4]

nado se se& conhecer x'{i) em A , valor que x' associa a aplica-

gao identidade de R considerada como um elemento de D{R).

Demonstracan: e fato:supondo~se conhecidos x'{i)= Xg * L(i) & n-=

=altura de A,para cada f dada em D{R) e pela formula de Taylor

cam resto tem-se,numa vizinhanga de xa,a BXPIressan!:

n 1 i i Fn+1[x ), n+ 1
(1) #0x)= flxg) + LI, ~m 9 O Uxmse ) smmen Z S ()
LR tn+d) )
onde o ponto X, esta no intervaelo aberto Exu,xo+x) e depende fun-

cionalmente de x,i.¢ x1=g[x], e como se ve facilmente,

" p k) R+
LBl X ek ) g fungao em D(R) e (I) podera ser re

[n*"l). O
escrita por:
o d n+1 . .
(T1) £(x) = £ix.) + 3, cpd (x-x 33+ T8l d oyt
0 3=1.1 a 1 .
AL (n+1)1

Convencionar-se~a neste ponto gque aplicar o ponto prﬁximo x! a ¥

£ 0o mesmo gue aplicar x'! ao desenvolvimento de Taylor da f poils

pode-se ainda identificar x com a aplicagado identidade de R pen-

sada como sSendo a gcarta global da variedade R.Desta forma,usan-

do-se o lema 2,14 e as propriedades do homomorfismo x' tem-se:

n 3 1 . ' n+1 ¢
Xl[f}zx'[f[xg}}*'j:g,t-{: IXUEX'[X-XDJ]J"’X (+ (gLX)}EX,(X"XDJ}j-'-qz
3t (3413}
£ (%) n
=f[x03+€'[xg)(L{i}] tersant 07 (L(1)) , pois x'(x=x4l=
’ nl

=xf{x)-xa=F{i} e

. e p o0t R

a IF (g (x ]]][x'[x-xg]]n+1 £ Inz1=(D] .

[n+1]!
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0 teorema gue vird a seguir sers de muits importaﬂ_
cia porque eles permitird saber como um A-ponto x' préximo de x em
V  atuara sobre uma fungac Qqualguer conhecendo-se apenas como e*‘
le atua nas vizinhanges coordenadas | ou coordenadas locais ) do

ponte x em V.

Teorema 2.18+ Um A-ponto x' de V proximo de x. fica completamen

0

te determinado sabhendo-se ps wvalores ,em A, de x' nas coordenadacs

locais de xO de V.

Demonstracasc: Supondo-se que a alture de A seja m e que a dimen-

sao de V seja n e ainda gue {U,¢) seja uma carta local parasa Xy em
V com ¢£xD}=U (para efeito de simplicidade ),se X1,X2;...,Xn 530

as fungoes coordenadas do ponto X e x'{Xl}=L[Xi},i=1,2,...,n s

0

como a composta fo¢_1e D[an,pode-se calcular sua formula de Tay-

lor com resto,em torno da origem ¢[x0)=0 do Rn,obtendo—se:

1 e -1 - - o -1 .
(fed JIX)= (fog 100 + mé10a[fo¢ JOOYE® +ouuw T DV(F 6 )03+
o al
+ %%[x] ,ende st notagoes sao as mesmas do tecreme de Borel (c.
f. pag 6B 1 =& -x={x1,x2....,xm]= $(x) e % _npuma vizinhanca de X
: = 8 _11 3 “# ¥ = v, = =
B 0= o2, DO(Fes D Mg ) %P L Como % =1, (%) =8, (¢(x))

gl

={ﬂio¢][x3 =Xi[x} € identificade com a i-esima fungao coordenada

de Xy em {U,¢),0 desenvolvimento acima assumird a seguinte forma:
o -1 vy & | 1 & ?1 o 0
flx) = f[xD] + L D7 {fod I(OIX {x)*,uut L D (fo¢ 19X [x)+ m[x)
=1 ol =m o, .

Observando-se que %%Jx] € (I{x})m+1 e, de acordo com a conven-
gao feita e ainda pelo fato de x’ig%ﬁx]}e Imf1ﬂ[DJ tem-se » @o

'se aplicar x' nessa Gltima expansao em Taylor ¢
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n

’ o ! -1 ot 1 ...1-_. e =1 ' ay_
x*{f)=x (FEXD]1+1213 Ff;@ JI0Yx' (X ]+...na%m lD (fod JO)x' (X7 =
1 o,
n N
. . . - iy, o -1 o
= f{xol igﬁ 3 i?c & ) (DIL (X)) "'ﬂaémn (fod " J(OY(L(XY)
aX ' oc!

donde segus o resultados

Seja ¢uma aplicagao diferenciavel de uma variedads
V em uma outra W, A aplicagaoc de D(W) em DI{V) que a cada g em

D(W) associa god &€ ,claramente um homomorfismo entre as alge=

bras D(W) e D(V).

Definigap 2,17+ Compondo-se esse homomorfismo acima com o homo-

morfismo de (V) em A gue define um A-ponto préximo de x de V,ob-

tem-se um A-ponto de W préoximo de pIx]) e eerd denotado por

$(x') ou mais explicitamente por A¢(x'].



CAPITULC 3

PROLONGAMENTO DE V DE ESPECIE A

Este capfitulo é destinado a dar ao conjunto dos A-
pontos de V préximns de V uma estruture de variedade diferencia-
vel de dimensaoc finita ,bem cocmo demonstrar alguns resultados 50
bre o prolengamento de V de especie A gque serae Gteis no c_ap:ftulrﬁ
seguinte.

0 conjuntb de todos os A-pontos de V prdoximos de

A

x de V sera denotado por Vo o AV = }E{[Avx) serd o conjunto de

todos os A-pontos de V prdximos de V e definir-se-& a aplicagao

' " A A _ ‘
projegao TfA. V —=> V por ﬁfA[“Ux]— X para x em V.

Observagao 3,1~ Se x'e HVX e Ffe D(V) ¢ identicamente nula em u=-

ma vizinhanga de x,entaoc decorre de (2.17) que x'(f)=0,Iss0 mos-
tra que pode-se considerar x'(f) para qualquer fungao diferencia-

vel f definida em uma vizinhanga de x ,se x'sg AVX.

Observagao 3.2~ 3e A=R; , @ nogac de A-ponto proxime nao € nada

mais de que a nogao de pr—jatas de Ehresmann (c,f.(2.7) e (3) ).

28
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Jeorema 3.3- Seja (U,$) uma carts local para XU em V com siste~

ma de coordenadas {x1,x2,....xn} . Se{BU=1,81,B2,...,BN} & uma

. 2 !
base para a algebra A ,onde { Bq,B ,...,BH gera o ideal maximal T

de A, define-se xjA :11R{U3 -3 R por

{3.4) x'Eki] = LoXy Ex']BA .
=0
.para gualguer x'%g 1 ;1[U) , onde aqui & usada a ohservacao(3.1) pa

i, . - A . , .
ra f=x",i=1,2,...,0h. Entao "V se torna uma variedade diferencia-

vel de dimensao igual a dimV , dim_A=n.,(N+1) pelas vizinhances

R
coordenadas IfA[U} e col funcoes coordenadas 'xﬂ »131,240 04,0
. . 1 2 n
=] AMO,1,2,0s4.N induzidas pelas X ,X ,..4,% de X sobre U.

Demonstragao: Primeiramegnte deve-se observar que,da maneira como

foram definidas as fungoes xiA de ng[U] em R ,existe uma bije-

(U} e xQ(Uf X RNx x2[U]xRNx...x xT(U) x RN=R£:RK,

a0 entren_1
G & A
i

onde k=n(N+1) e x71 U ~——> R saoc as fungdes coordenadas do pon

to x, induzidas pela carta local (Uy 1} , e % e dada por:

g{x'] = (x )

1O,X11,-..,XqN,xzo,xz,‘.-..,XZN,..-,Xn,l..xnz...-,xnw

com X, =xiA{x’I e dado no enunciado do teorema. Por (2.18) ¢ &

bem definida e injetora,pecis se E{x'}= g(y') para dois A-pontos

proximas na vizinhanga de x,,entao Xy para todos 1 e ) e ,

0 IR P
pertanto, x'[xilﬁy'Exll,i=1,2,....n, ¢ assim x'=y'. Para a sobre-

-

Jegad, s&B b”[bqusb,‘.j.--oo,b,”\ls-.onc,bi ,tol'bn1;bn2;lto,bnN} e d_a_
do em § ,entao existe um z em U com ¢[z]=[b1D,b20....,an] Li.e0

xT(z)=b,

ig ! para 1=1,2,....,0 e

X

z'[xi) = B define um A-paonto de V

N
2Zo Bia
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‘préximo de z, que esta claramente am H;q[u] com £(z')=.b~.Transpar

tando-se agora para Huq{ul a topologia de Rn(N+1]

A de modo que

€ seje homsomorfismo,tsm-se ,assim,um sistema de coordenadas lo-
. A
cais para V.

Agora, se€ H;1[U1](\H;1{U € nao vazio,com (Uﬂ.¢]

2)
e {U2,¢] cartas locais em V,entao existe um A-ponto prdximo x' de

x , com x eU,\U,+«5e as coordenadas locais de x em [U1,¢J sao

Z
x1,x2,...,xn e em {Uz.w} §an y1,y2,...,yn entan
. _
x'{xi] = .8 a -Et}L com [ a 1 em 2
AEg Y4 _ 1x 1
N
(A) x'(y) = £ b, 8" com ( b,, } em @
| ! Ao T A 2

orfde Q =x1[U1) % RN

1

XoawaX xn[U1) X RN {de modo analogo 92]

a=[a1D;a,‘1,...,E!,.iN._aZU,621.u.-,a2N.-.-,an1,an2,..-,anN]=[ail)

a.=[a a

0 10° %200 0

para j=1,2,.¢4,n ’ A=1,2,¢e,N, Calculando-se o© desenvolvimen-

nD] e , tambem,analogamente, h=(bjk] e b0=[bj01

to de Taylor de yJ em torno de X , mMas com Xe U1ﬂ U2C Uq,tem—se:
n .
J_ 3 P -1 i
yr=yr (% ]+i§_1 D Fyo & )(agl(x aiB] taaaeat
+ " - 0%yd s M te {ix-a )Y v R (x,ay)  onde
et - | 0 1] o
Il =m [+ . " o - a
Di = 3 1 s COMmM i=1,2..---,n_. Da=[§_""1')1 [?"'—5] 20||l (a—r'_l]m
3 X ) 3% 3 x 3 x
o o o
o _ 1 1,2 2 n_ m -
{ (x aG]} = (x 510] {x aZD] ree (X anD} e 8% g o resto

de ordem m+1. Supondo-se gue a altura de A seja m,o lado esquerdo

de (A) fica:

' (yd)=ydix )s

pleyd o e vt ixtica, ) sl
3 0

ig

n 13

11

tesent b —l—Du{yjo¢_1)(aD){[ x'(x} - aD]}a e ,assim

]O‘.I =M e
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‘ . ., noo. , )
R R CY RS 1 A €7 PR N CIS TH LS PO ;170“(yJo §1 tag) (Lix®

l=m o2 &
1., .4 ) 1 2 N )
cam L{x J=x Ex.—aiD}~ai1B + ai2B +...+§iNB I ,i=1,2,¢e2.,n e
by 1 2..%2 n. om
(Li{x}) = (L{x') (Ltx®)) %vuvus (L(x™I™, Escrevendo-se cada pro

duto B'.8" de 1°C I  como combinagaso linear de B1.82,B3..., g

e confrontando-se a expressao acima com o lado direito de ( & )
apos alg¥uns calculos verifica-se que os elementos bjl de b de-

pendem polinomialmente de Dg(yjo @1}[30) , dos escalares Y?s

das combinagoes lineares dos produtos Bk.Bl e-dos nimeros CFIY de
a. Logoc as mudangas de coordénadas gm AV séd de classe Cwe nor-
tanto_ﬂv tem uma estrutura diferenciavel de classe C e & uma va-
riedade diferenciavel de dimensac n.(N+1)= dimV , dimRﬁ. Observa-
se ainda gue esta estrutura di?erenciavel‘néo depende da base es-
colhida pera A,pois mudangas de base,neste caso, sao dadas atra-

- a P o«
vés de matrizes inversiveis,constante ,e portanto de classe C .

Definicdo 3.5: A variedade AV definida acima,com a projegao

LA
Al

V ou de prolongamento de espécie A de V.

| V =3 V & chamada de fibrado dos A-pontos de V proximos de

Exempio 3,65 0 prolongamento de espécie A de uma variedade V
qualquer , onde a algebras A é a algebra dos nimeros duais , &

sempre visto como o fibrado tangente a V e isso porgue:

Se x eT v , X & identificado com x'e Avx definido por

x'"{Ff) = £(x]) +(XFfl1 para ftoda f em 0D(Vv).

A

Exemplo 3.7: Se A = RE, pela observagio (3.2} , "V & o fibra-

do dos referenciais de ordem p sobre V [ c.f. (5) ,pags 38—45),
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Definigcdo 3.8- Sejam V e W variedades & & ;Ve————m3 U uma aplica

gao diferenciavel, Define-se ﬁb:AU ——— R AN " por

(3.8) (ﬁﬁ[x']](g] = xX'"{f09)

A

pare tedo x' em 'V e toda g em D(W) e chama-se & '

¢ do prolonga-

mento de ¢ de esspécie A,

Esse prolongamento & bem definido pois se x'=y! |,
entao x'(f)= y'{(f) para toda f em D{V). Mas para toda g em D(wW)
go® eD(V) & logo x'(go®} = y'({god) e assim (A¢(x']](g] = |
=EA¢[y')JEg) e portanto &b[x‘]= A@iy') .

-, A - .
Corolario 3.98- A{Ia: v -**——w—bﬂw e diferenciavel pare toda

p1V ————> W, que seja diferenciavel,

Demonstrac@o : Comoe por definigao A 1eva um A-ponto de V praxi-

mo de x em um A-ponto de W proximo de ¢(x),tomando-se cartas lo-
cais (U,y) para x e (0,¥) p%ra ®(x) , gue induzem as cartas lo-
cais fﬂ;ﬁ(u],f] para x' e a fﬁ;q[ﬁl.f] pafa@[x]’) a composta

To AéoT"1 HEY] Cl RHEN+1]“—‘-———4 R C RW[N+1] sera,pelo mes-

mo raciocinio feito na demonstragaoc de teorema 3.3 ,diferencia-

vel.

Teorema 3.10- Sejam 4y, ¢M xM, —=> M. ,1=1,2 , as projecoes u-

1 z i
- A -, o A A -
suals . Entao [E"I,l ¥ M2] g identificada com qu M2 atraves de
A A
' = ] '
z ( W1[z ], wziz 1)

para todo z' de A[M1ﬁﬂzl7

Demonstragao- A demonstracgao consiste mais em interpretar o enun

ciado do teorema do gue , propriamente,efetuar calculos,pois,se
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(x,y) EMQXMZ , uma carta local para {(x,y) & da forms

] ! 5 .
[U1 pe U2 . ¢1x wzl gnde [U1’V1] g carta loccal para x em M1 e

[Uz,wzl para y en H2. Fssa carta [U,1 P U2 . a.p,,i Y wz} induz em

m1'zm1+1

Fovodow g

(U,xU,) um sistema de coordenadas locals 21,...,2

. .
ca,zt T2 onde ztexT, para 1=1,2,.,..,m,.=dim M., e =z

1 14 com

my*d.,

j=1,2....,m7= dim MZ , isto €,induz o sistema

m m

1 2 4 4 2 1 Z2 m
X oy A aerwnas X 40 Y 4Y sasensy s COM X ,X ,...,X 1 sistemsa

de coordenadas locais para x e yq,yz,...,ym2 . pera ysemluq,wq)
8 (Uz,wzl respectivamente,Ora , se z' & um ponto proximo de espé-

cie A de {x,vy}, ﬁf1iz’] define um A—pohto de M, proximo de x e

1
A’1‘[’2[2'] um de M, proximo de v gue sao ,exatamente,as restricoes

do z' as coordenadss respectivas de x e de y ,i.8: se

\ A
z'(z7}= ¥ z,.B para i=1,2....,m1 e

fm1+j3k BA para_j=1,2,.,.,m2
entao {6W1{z']} [zi] = z'[zioﬂHJ =z”fxi) , z?eDtﬂql,i=1,2,...,m{
cu seja ﬁf1[z')_ = z' restrita a M1, e . analogaménte,para
3=1.2.00 00 ,m, 4&72(2“3 = z' restrita a M.,se se pensar em 2t
como elemento ds D[MZJ.

Esse procedimento & obviamente reversivel,ou seja,
a partir de um A-ponto de M1 proxime de x e de um A-ponto de Mz
préxiﬁo de y, dadas as coordenadas locals de x e de y ,pode~-se
‘facilmente achar um 2', A-ponto de M1xﬂé préximo de (x,ylycom a
propriedade do enunciado do teorema fazendo o mesmo raciocinio,

mas no sentido contraria, e , portanto ,essa identificagdo & bem

definida.As unicidades dos pontos proximos em guestac sac decor-
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‘rentes das definigbes de prolongementos e pels prépria construgac

delaes.

Corolario 3.11- A identificagao O de A[T’I,IXP'IZJ com Amﬂ x M, e
um difeomorfismo. |

Demonstragaon: imediata por (3.9).

Corolario 3.12- Se M ,N1 s MZ sa0 variedades diferenciaveis,entao:
1.) ﬂ{1 ] o= 1 onde 1, € a aplicagao identidade de M:
M [AM) M
e 1 ¢ a identidade em AM ;

243 Se’ﬁi ( respect.ffiJ € a projegao de MTXMZ {respect .

A A A : . ~ A, = .
qu MZ i sobre Ni { respect. Mi 1, i=1,2, entao 4{1—1Ti,1—1,2.

Demonstragoes: 1.) Dadeo x' em Ay . como 1, g diferenciavel , ela

A A

admite o preolongamento AE’IM) de "M em M. Mas ,por definigao

[A(1MJ[X']J[g}=x'[gp‘lml=x’[g} Dara toda g em D(M) ,logo

A[‘I J{x') = x' para todo x! em AM . Assim A[’i 1= 1 .
M ) | M (P

M)

xM2] e AM xAM 8800 difeomorfos ,

A
2.} Comao " (M ) 2

1

tem-se gue o diagrama abaixo € comutativo

A
A q 0 R
[M1x 2) > M

=
=
=
¥
=
(8

para 1=1,2 e

c resultado segue imediatamente.
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lema 3.13- Sejam 4t Mq————é N1 ,¢2:M2-—-% N2 e ¢:N1——vé N

M s N, ,N e N variedades

aplicagces diferenciaveis , com My 2 2N

diferenciavelis. Ent&o

1.)1 Se b & sobrejetora H[$o¢1] =Aw 0 A¢1

A
24} A(¢1x¢2J A da%x b,

Demonstracgao: 1.} Como ¢o¢1 € diferenciavel , seu prolongamento
existe 8 e definido por A[¢o¢1](x’] (g) = x° [gc[wo¢1}] para x'

em AM e g em DIN). Mas

1
'P\ F\ ] - A ] = ! I - ] -
(" wi ¢1[x 1I1)lg) = | ¢1ix J)lgoyp) = [[gow]o¢1]—x [go[wo¢1]]-
= M J(x')i(g) A,

vod, & para todo x’' em M, e toda g em D{N).
Portanto

- A
Plvog ) = My oo e, .

2.) Observando-se que , se:ﬂﬁ:ﬂqxﬂz-———a Mi =]

pi:N1xN2———-% Ni ,para 1=1,2 , sao as projegoes naturais,o dia-

grama (I} abaixo & comutativo

$qx4,
M >
1 X Nz | _ N1x N2
(I}
_ ¢i .
M —> N, i=1,2u
i i,
e que também A{¢ xd.) Ap
A[N xM, ) 1.2 ) A(N xN_ ] h———*lﬁ-é HN.
1 2 17772 i
(I1) 9[ T Ay
A A - ("N
p.x ¢ . P i
A, - A 1% %o A, A i A
M1x M2 ¥ qu N2 > Ni

i=1,2 , € comutativo ,pois se x' esta em A(M1XM2] . tem-sg,por
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um lado

= A -
(5,0 ("o, x $,008) (z*) =[pio[A¢1xA¢t2]J[AT}’,I[Z').A'I'\’Ziz'])

e AL R AL AL
-5, (Mo, i, 200, R Ptz

- A A
= - 1 Iry 1 :
pi[ E¢10nal(z 1, (¢2o 2]{2 ) cnde ©
- . . A A A A
e o difeomorfismo entre [qu MZ) a qu M2 , B por cutro la-
do:
[Ap oA[¢ e 3)(z') = A{p old_x¢ ]][é’) . Comparando-sé
i 1 Z i il 2z -

ambos os lados e usando o diagrama (I) , o (II) & comutativo pars

i=1,2, 8 o resultado
A A A .
¢1x ¢2 = (¢1x¢2j SEgUa.

Lembrando-se gue,para qualquer gque seja a algebra
local A foi convencionado aonsidsrar R como subespago de A ,e ,
"nestas -condigbes,se x estd ns variedade V , a aplicagao de D(V)
em R& A dads por § —————> F(x] define um A-ponto de U.préximo
de x (c.f. exemplo 2.8) que sera identificado com © X. Assim V se

acha identificada com uma subvarisdade %’ de AV que constitui exa

tamente dos ponto proximes do tipo acima.
Realments: se x' & um ponto de tipo acima,tomando_

. A .
se uma carta local em 'V de x' caom coordenadas locais dadas por

{xﬂ com 171,2,.4,,n & A= 0,1,2,.4.,N ] , cada x, & obtide a-

traves da carta local (U,4¢) de x " com coordenadas locais xq,xz,
3 n . R
X ,aee,% , da maneira habitual
1 N A
X' [(x7} = x,,B = x para todo 1=1,2,...,n ,davido

A0 TiA io
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., , R i, i . .
a condigao imposta g0 x' ,i.&8: x'{x"}=x"({x] = Assim associ-

X
i0°
ou-se a esse ponto proximo & n(N+1})-0pla de nUmeros reais:

[ D‘U,a--,ﬂ D;ptl,D,uulan;Ds U;---.D]

84g° * 8300 no’

e uma carta local para x' nesse subconjunto ¥ de Ay 6 a restri-
- . A -
¢ao a % de uma carta para x' em " V,donde 878 uma suybvariedade
A .
de 'V com dimensao igual a de V.

Sg W tambem & uma variedade, analogamente W sera

. - o . A - .
identificeda com uma subvariedade de W e e imediato que , 3se

v € uma aplicagao diferenciavel de V em W , A$ induz sobre V TV

a mesma aplicagaoy de V em W,considerando-se W comoc contido em

A A . - .
W,ou seja , o diagrama abaixo & comutativo

onde as ‘&etas verticais indicam as inclusCes mencionadas.



CAPITULD 4

TRANSITIVIDADE D0 PROLONGAMENTO

Neste Gltimo canitulo serd feito um estudo suscin-
to sobre algumas propriedadss do prolongamentoc de especie A de
uma variedade V,sobre o comportamento dos prolongamentos das leis
de caomposigao interna de uma algebra B pela algebra A e , por fim
O que significe a transitividade do prolongamenta.

Supondo-se gque,em uma variédade V, exista uma ledl
de composiqéo interna f di?erenciavelf seu praolongamento Af SEera
uma lei de composigan interna sobre a Variedadé 5V e se ¥ & ecomu-
tativa [ respect. asscciatival,o mesmo acontecera com Af. A demons
tragcaoc que se seguira sera para o caso comutativo,mas para o asso
clativo o procedimente € anadlogo.Para simplicidade des cdlculos,
supor-se-a V uma variedade de dimensdo 2, A terd uma base formada
por {1 , B} e sua alturs serd também igual a 2. |

Sejam (x,vy) em VxV ;{U1,¢1) carta local para x in-
duzindo as coordenadas locals{ x1,x2} . [U2.¢2} carta local para
y cam coordenadas locais {y1.y2}, x" um A-ponto de V proximo de x

y: '

oYy e ' -
dado por x'(x )=a,.*a,,B , x"'[(x"])= a20+a218 e v

10 14 um A-ponto deV

38
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2
3 -
10*Bq148 8 ¥ ly)-
A

. A
Deseja-se mostrar que F(x‘,y')=AF[y’,x'] para todos x*' em Vx 2

b,.B,

- 4
roximo de dad ’ =
D g y dado per y'{y }=b b20+ 51

A
y' em vx. Mas fix',y'){gl)l=(x",y')llgof) para toda g em D{V),assim

desenvolvendo gof em Taylor na carta U,IxU2 de {(x,y) ,tem-se,devi

do a convengao usada em [ 2,15)e( 2.16),que:
olg d :
gof = g[ﬂx,yllﬂ—[—MX,yJ[xq—a ]+ -—-i-%—o—-r—-]-[x,y)[xz-a ]+

qu 10 3y 20

5 (gof) 1 3(gof) 2 |
+;;;££-£x.yJ[y "5103 + ‘;;%2““fX:YJ[y "b20} + %%[x.y]

g,aplicando~se [(x',y'} na expressao acima

(A) (x',y')(gof) =g(flx,y)) + {—Bof)( oy o o 2Lgof)y, oy,
1 11 Z 21
% - ax
Beofd i oy, « 28Ty vin 3B .
1 11 - Z 21
Iy 3y

Desenvlovendo-se agora gbf na carta [szuq] do ponto (y,x]) & apli

cando {y',x') nesse desenvolvimento do mesmo modo que o feito a-

cima obtém-se & eExpressac:

(AA) (y',x")(gof] = g[f[y,x]]‘*{-a—[%—g“f-l[y.-x)b +-i[—%—°—f-‘)[y,x)b +

3y 1A 3y 21
3{gof) ?lgof) '
+ A [y,x)a,l,I * = .[y,x]az1}B
ax : : 9 X
35 (gof) 3% (gof)
como pera toda g em D(V), ~—T——f-(y,x] = -3——€%~m[x.y]
o X ay‘] oy~ ox
para 0 ¢ i+3 = k ,(y',x'}(gof) = (x',y'){gof) acarretando em

Af(x'.y'][g]ﬂANy'_,x'}[g] para toda g em D(V) e portanto

Af[x',y'] = Afty',x'] para todo x*' em A?x e y' A )
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Atraves desse resultado,conclui~se gue,se G & um
grupo de Lie com multiplicagao u ,ﬂG também sera um grupo de Lis
com & multiplicagace MNifg x A e g .

Lema &.1: Seja V=R com a sua estrutura de corpo,Prolongando-
A . . = .
se 8 R as leis de composican internas de R ,AR tem uma estrutu-

ra de algebra que € isomorfa a A.

Demonstrag%o:ﬂomo os prolongamentos da adigao e da multiplicacao

de R nao sao nada mais do que & edigao e multiplicagdc no prolon
gamento,ainda tendo-se que dimR{AR]= dimRA . dimRR = dimRF\ , o i-
saomorfismao & dado por X'e———3sx'(i) onde i € & coordenada natural

de R {c.f. 2.15).,

Supondo-se que V seja um espago vetorial de dimen-
520 finita n sobre R { entag V & isomorfe ao Rn 1}, o prolonga-
mento a HV da adicgaoc de vetores de V determina sobre AV uma estruy

tura de grupo abeliano.Peor outro lado,pode-se ainda prolongar a

AtrRx vy =fx ™ = ax By

a'multiplicaqéo m de RxV em V dada por m(X,v) =lv, Através des-
sas duas leis ,AV tem uma estrutura de A-mddulo. Ainda mais, se
sg fixar uma base de V , AV_com essa estrutura de A-médulo se

identificara , canonicamente,, com o produto tensorial AV ,

- - ’ - n
consgiderado como um i A-modulo, De fato ;3 como V e isomorfa aoc R
ﬁV isomorfa a An=AxAx...xA ( n vezes),como ainda A & isomorfa a
A @ R tem-se:

AV'—*'An

( A@RIT 2 AQR" ARV .
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Além disso,se existir em V uma multiplicacdo que a torna uma alge
. . . . ~ A
bra comutativa scobre R,o prolongemente dessea multiplicagao a "V
determina, juntamente com as leis precedentes,uma estrutura de al-
A A \ . . .
gebra em V de forma queg 'V ses identifica , ainda canonicamente,

com AC)\fﬁumido da esirutura correspondente,

Lema 4.2 - Sejae B uma algebra local e V uma variedade.Dado x!

gm BV , a aplicagan § ~———- Bf[x'] define um homomorfismo en-

tre O(V) e BR =B .,

Demonstragao: Dado x?*' em BU , como Ft VY emm—w—> R g diferencia-
vel, seu prolongaménto Bf : BV-—“w—* R =B ¢ dado por

B , . .

("FEx'})(n)} = x'{hov) gqualguer que seja h em B{V),

e , ainda,define um B-ponto de R proximo de flx). Mas por (2.15)
€ suficiente conhecer esse B-ponto prdximo na aplicagho.identi-
‘dade de R ,ou seja ;

(BF(x"1)¢1) = x'(10F) = x'(f) pera toda § em D(V).

Como por definigido x' & um homomorfismo de &lgebres tem-se

Bls « ag)ix") Betxty + 2Pgix")

B{f.g]{x'] Bfix Bg[x') para todas f

e g em D{V) e todo A em R , e portanto o resultado ssgue. .

Lema 4.3 - Sejam A e B duas algebras locais e V uma variedade.
- A A B
Dado x'' em ("V), & aplicagag f ———> (“f}(x'') & um homo-

morfismo entre as &lgebras D(V) e_AB = AB .

Demonstragac : Como B € uma dlgebra de dimensaoc finita k sobre R,
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B tem uma estrutura diferenciavel definida por uma carta global

com fungodes coordenadas sendo transformagoes lineares de B em R

. 3
aqul denotadas por 81 .82.8 .....BK ., B

A
Breaagiy e

(8J)

]

assim

R |
- Pr 2Py ( por 4.2)

=x"£8jo{Bf+lBg]] {(pela definigaan)

=x"(BjoBF+lﬁjoBgl {linearidade dij]

=x"[BJoBF}+Ax"[BJGBg] { x*' & linear)

A A
= Bryxredyen Carixrragd
A A .
=0 Pryan Berixrresd)
A 5 . A g
partanto {"F)(x'') & linear. Agora , dado x'' em (V) ,x"!

sendo um A~-pontgo de

de fungdes tem-se :

B[f.g]{x*] =

B(F.g] = prod

B

cagao da algebra B . Mas ,se prol

By proximo de x'

By . Parixy -

o[B

f x Bg)

, com relagao ao produto

Be.Bay(x') 1.8

onde prod e

multi i
8 a multipli

A & o prolongamento da estru-

tura algebrica de B de especie A , pelo diagrama abaixo

A

A A 8. B
Bvix (Bvy (fx gl
A
prol
[BUxBU]
6. B
By x By fx & >

8 x B

A
prodB A

s}
®
. m
W
m

pral

prod
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observa-se que:

A A
[B(f.g]] = AprudB- o [BF % Bg]
' Ay A B
pdeACDiB ol [7F) x (gl [lema 3.13-2)

Ay A B

= {F) prodA 6953 {"g) para todas
f e g emn DI(V) e x'' fixado , o que demonstira o lema.

) A b B

Corplario 4,4- Se x"' de (V) € um A-ponto prdximo de x'de "V e

x' um B-pento de V proximo de x de V, a‘aplicagéa z' de D(V) em

A B definida por

A
2t (§) = (Ppy(x'")

A
e um homomorfismo de &lgebras cuja parte finita de (Bry(x'vy,

considerado como um elemento de AQ)B , & f(x),

Feito tudo isso,estéd-se agora em condigdées de enun

ciar e demonstrar o teorems fundamentél da transitividade dos pro

longamentos;

TEOREMA 4,5 - SEJAM A E B DUAS ALGEBRAS LOCAIS E YV UMA VARI-

EQOADE DIFERENCIAVEL., EXISTE M ISQﬂpRFISND CANONICO ENTRE 0O PRDj

LONGAMENTO DE ESPECIE A{(JB DE VvV E 0O PROLONGAMENTOD DE ESPE-

CIE A DD PROULONGAMENTOD DE ESPECIE 8 DE V .,

Demonstragac : Seja f em D(V) . Pode-se entao efetuar seu prolon

gamento de espécie B obtendc—sé ». assim .st BV ———— BR =8,




44

' Ao,y Pos A
e depois o de espécie A resultanda em (TF): ("V)=——="B= AR B .
A a A 5
8e x'' pertence a (V) e e fixado , ([ f)(x'*') & pois um sle-

mento de A (B . Pelos lemas (4,2) ,(4.3) e pelo corolério(4,4),
A
> ("£)(x**) & um homomorfismo de D(V) em

a aplicagao £

- . B -
F\C)B e se x'' e um A-ponto de V proximo de x' que,por sua vez,
A
um B-ponto de V proximo de x de V , & parte finita de [BF][x"]

Ty

2

f{x), Desta forma a aplicagdo z' : DB{(V) w3 A QOB dada
por |
A"
z'{(f} = (TFf)(x'")
define um A(X) B -ponto de V proximo de x e a aplicagéao
X' —— z! & , nestas condigdes , uma aplicagdo canonica
de A[BU] no prolongamento de espécie ﬁ\() é de V. Resta mostrar
que essa aplicagéc_é um isomorfismo da primeira variedade na se-
gunda.Mas como isso & uma pfopriedade puramente local com relacao
a V , & suficiente verifica-lo quando U.é um subcaonjunto aberto
de um aspago vetorial E. Ora ,ja se sabe que A[BE] e A C) (B & E)
sao isomorfos e gue o Ax B -prolongamento de E também € isomorfo
a [A()fﬂ (®E e que o produto tensorial & associativo e assim o
diagrama

A

(Pe) e —>» AQ (B®E)

.1 i

(AR Ble < — (AXBIE - g comutativo

e,portanto, o0 resultado segue,.

A

Corolirio 4.6-  (°V) - & difeomorfo 3 A®Bly |




(2}

(3)

(4]

(5)

{6)

{7)
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