
A TlO~IA DOS PONTOS PRdXIMOS 

SOBRE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 

ANTONIO CARLOS GILLI MARTINS 

ORIENTADOR 

PROF.OR.EOUARDD SEBASTIANI FERREIRA 

Dissertaç~o apresentada ao Instituto 

de Matemática,Estatística e Ciência 

da Computação da Universidade Estadual 

de Ca~pinas -como requisito parcial pa-

ra E obtenç~o do titulo de Mestre em 

Matemática, 

Este trabalho foi realizado com auxÍlio financeiro 

do Conselho Nacional de Pesquisas (CNPq.), 

Outubro de 1977. 

UNICAMP 

BIIHIOJEO, lUIH~I 



JJU 

COORDENAÇÃO DOS CURSOS DE P6S-GRADU;\ÇÃO 

UNICAMP AUTORIZAÇÃO PAi:A QUE A U1;ICAHP POSSA FOR11ECEP.. A PP.E~ 

ç__O DE CUSTO, CÓPIAS DA TESE A Th"l'E2ESSADOS 

Nome do Aluno: Antonio Carlos Gil1i Martins 
NQ d~ Identificação: 755025 

Endereço para Correspondêucia:rerr""'1ra p 1: d 92 v- ~n ea o 8 ap.2 Campinas 
C~so:Matemâtica 
Nome do Orientador: 

• . _Eduardo Sebastiani Ferreira 
T~tuJ.o da Dis.sertaçao ou Tese: Teol:'ia dos pontos • pl'o•imos sobre varie-
dades difel:'enciaveis segundo And~é Weil 

Data proposta para a Defesa: 
19 de Dezembro de 1977 

( O Aluno deverá assinar urn dos 3 ftens abaixo ) 

l) Autorizo_a Universidade Eetadual de Campinas a partir des 

ta data, a forn.ece1•, a preço de custo, cÓpias de minha Dissertação ou 

Tese a interessados. 

I I 
Data assinatura do aluno 

2) Autorizo a Universidade Estadual de Campinas, a fornecer, a 

partir de dois anos apÓs esta data, a preço de custo, cÓpias de minha 

Dissertação ou Tese a interessados. 

I I 
Data assinatura do aluno 

3) Solicito que a Universidade EstaduaJ. de Cantpina,s me consul_ 

te, dois anos apÓs esta data, quanto à minha autorização p~a o forn~ 

cimento de cÓpias de minl1a Dlssertação ou Tese, 

teressados. 

61[ (Jo[ll 
Data assinatur 

~~· 

de custo, a in 

o aluno 



AGRAOl~CIMENTOS 

Ao prof, Eduardo Sebastiani Ferreira que,com sua 

segura orientaç~o,permitiu a relizaç~o deste trabalho, 

Aos meus pais pela confiança e esforços feitos 

para que eu pudesse estudar, 

Ao cologu José Luís Boldrini 

pelas discuss6es e ensinan1entcs, 

e aos professores 

Ao Conselho Nacional de Pesquisas - CNPq - pelo 

suporte financeiro que tornou possivel a realização deste traba-

lho, 

Enfim, a todos que colaboraram direta ou indireta

mente para a realizaç~o do mesmo. 

A estes, uma palavra de gratid~o. 

Antonio Carlos Gilli Martins. 



A TEO~IA DOS PONTOS PRÚXIMOS 
~----

SO~RE VAf~IEDAOES DIFERENCIAVEIS 

SEGUNDO A~DR~ WFIL 

~rodução. 

CAPITULO 0-Notaç6es e terminologias,, ••••••••• ...• , 1 

CAPITULO 1-Al~ebra local , . , •..•. , , ••.• , , •. , , , , , • , • , 8 

CAPITlJLD 2-A-pontos - . proxJ.mos, o ••• ,.,,,.,, •• , •• ,. o,. 1 8 

CAPITULO 3-Prolongamentos de V de espécia A .••••••• 28 

CAPITULO 4-Transitividade do prolongamento ......... 38 

BIBLIOGRAFIA.,,., •• ,,,,, ·o,.,.,., •• ,,,,.,.,,,, •• , o,, 45 



Ii'J fRODUÇJiO 

Nos me~dos deste s&culo, A. Weil se propoz a ostu

dar algumas das idiies de seu mestre N.Bourbaki sobre a teoria 

dos pontos " próximos " ou " infinitamente vizinhos" sobre a5 v a-

riedades diforenciaveis que possuia dupla origem: a primeirD era 

a retorno aos métodos de FerrntJt no cálculo infinitesimal de pr~ 

meira ordem e u segunda, a teoria dos jatos desenvolvida nos a-

nos 40 por Ch. Ehresmélnn. 

Essa teoria tem por objetivo fornecer,para o c~lcu 

lo diferencial de ordem infinitesimal qualquer sobre uma varieda

de,métodos de cálculo e notações intrfnsecas que sejam também bem. 

adaptada~ ao seu assunto,e,se possivel,mais cõmodas que estas do 

cálculo tensorial clássico. de primeira OTdem. 

Na presente dissertaç~o. a objet~vo nao e o de de-

senvolver a teoria dos pontos " prÓximos" para o cálculo infinita 

simal,mas sim o de aproveita~-la no sentido de generalizar a teo

ria dos jatos de Ehresmann e intenciona-se ainda em fornecer defi 

niçÕes e resultados,ou seja ,pré-requisitos 

prolongamentos de tipo A de uma variedade 

para a teoria de 

que ,naturalmente 

generalizam o conceito dos fibradas de referenciais na sentido 

de ( 5 J , 



Quanto a suA aplicabilidade aos modelos matemáticos, 

espera-se que esses prolongamentos de tipo A sirvam de ferramentas 

para a resoluç~o de problemas na teoria dos pseudo-grupos de Lie 

infinitos,~ssim como foram Gteis no estudo de G-estrtJturas em Geo 

metria Diferencial .recentemente ,por Marimoto e Koszul,e,aindn, 

por MGrimoto-~~agoya Universty,1975- que forneceu toda a teoria de 

G-estruturas sob esse ponto de vista. 

Dessa forma,no capítulo O .~ feita a abordagem dos 

elementos alg~bricos e geom~tricos b~sicos,com maior enfoque ~ a

gebra das s~ries formais.No capítulo 1 a caracterizaç~o das ~lge-

bras locais atrav~s de quocientes da álgebra das séries formais 

por seus ideais de codimensão finita e no capítulo 2 a teoria 

sobre os A-pontos de V próximos de x de V, 

O capítulo 3 é destinado a dar ao conjunto dos A

pontos próximos a V uma estrutura de variedade fibrada sobre V e 

também fornecer alguns elementos para·que, no capítulo 4,sejam da 

das,finalmente,as noçÕes de prolongamentos algébricos 

e sua transitividade, 

de tipo A 



CAPITULO O 

NOTAÇOES E TEi~f'llNOLOGIAS 

Ser~ feita,neste cap{tulo,uma revis~o suscinta dos 

conceitos b~sicos que serao usados,com finalidade de fixar termi

rlologia e notaç5es.A intenç~o 5 a de ser breve na recapitulaç~o 

ao mesmo tempo BW\que todo esforço será fei-to para dar ao leitor 

os conhecimentos necessários ~ uma leitura proveitosa desta dis-

sertaç~o.Para exposiç5es mais detalhadas,o leitor dever~ se diri-

girao~ textos existentes na bibliografia ,(c.f. 11),(2), (5) ), 

Um corpo K ser~ ,doravante, sempre suposto ser de 

característica zero. 

Uma álgebra e um par (A,m) ond·e A e um espaço ve-

torial sobre um corpo K e m: A X A A uma aplicaç~o bili-

near,chamada de multiplicaç~o da álgebra A.~ mais·comum ,numa ~1-

gebra~escrever uv E A em vez de m ( u, v) 8 A para in di c ar o produto 

de dois elementos u e v de A e fazer referência a ~lgebra A no 

lugar de (A.m).A bilinearidade da multiplicação significa que: 

u. (v+w) =uv + t..iw 

(u + v)w=uw + 'vw 

( Àu)v=u(Àv)= À(uv) 

1 
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quuisquer que sejam u,v,w, em A eÀ em K. 

Uma álgebra e dita associativa quando se tem u(vw)= 

~(uvlw para todos u.v e w em A, comutativa quando uv ~ vu quai~ 

quer que sejam u e v em A e diz-se ainda que A possui unidade se 

existe urn eler~ento e em A tal que eu=ue=u para todo u em A.f 

claro que uma ~lgobra A possui,no m~ximo ,uma unidade. 

Sejam A e 13 duas álr,ebras. Uma aplicação linear 

f: A B chama-se um homomorfismo de 51Bebtas quando se tem 

f(uvl~f(u)f(v) quaisquer que sejam u e v em A.Quando existem uni-

dades 8 em A e e~ em B 8 al8m disso se tem f(e)=e' en-

tão -f e dito um homomorfismo tJnit~rio. 

Se a álgebra A possui uma unidade e ,existe um ho 

momorfismo unitário natural h: K A o qual de K 

em h(Ã)~ Àe.Sendo e não nulo,h é injetor e fornece uma imersão 

;c~a~n"-"ô~r·~i~ce_eac__~d~e,_~K-~e""'m __ A~ , A s s i m , i d e n t i f i c a n d o - s e o À d e K c o m o 

ÀB de A o que equivale a identificar a unidade e de A com o 1 

de K ) , poder-se-á s.empre considerar KC A, para toda álgebra A com 

unidade, 

Se A e uma álgebra com unidade 1,de dimensão fini-

ta sobre o corpo K,e se I é um ideal de A ~ Ali é o espaço veto-

rial quociente sobre K ct1ja dimens~o 
. 

ser a 

dim ( A/I") = dim A- Bim I 

e dim(A/1) será chamada de codimensão de I sobre K. 

Supondo-se A uma ~lgebra com unidade ,de dimensão 

finita n e que I seja um ideal de A de codimensão 1 ,tem-se,de i-

mediato que A "" (A/I) (0 I ,Isso decorre do fato de que I não 

contém a unidade de A e ,assim sendo,A/1 é identificado com KJ 
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e,se se tom~r uma base para A constituida por v
1

=1,v
2
,,,, .vn os 

vetores v 2 ,v~····•v " n 
formarão uma base de I e logo A 8 soma dire 

ta de K com I. 

Nas condiçÕes acima ,ve-se ,claramente, que o ideal 

I de A é maximal e Único satisfazendo dimiA/1)=1 e A= I G K 

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita n Bo~ 

bre K , A r-8sima potencia sim~trica de V é um 

denotado apenas por 
r . 

S (V),com as tr~s propriedades seguintes : 

1.) Sr(V) é um espaço vetorial sobre K e 

aplicação r-linear simétrica de V x V x ,, .X V em Sr(V) 

n-r ... 1 
( ) 

r 

\jJ e uma 

3.) A imagem de VxVx ... xV P.ela ljJ gera Sr(V). 

As condiçÕes 2,} e 3.) quando acompanhadas de 1.) 

se tornam equivalentes a: 

e uma base de V então os 

elementos da forma ande 1f. 

constituem uma base 
r 

de S (Vl. 

Considerando,para cada r ~ O , a r-ésima potencia 

sim~trica "de V e lembrando que 
oo r 

o conjunto S(V)=r~OS (V) 

tem,de modo natural, uma estrutura de álgebra,pois se f€S(V), 

então f:o(f
0
,f

1
,f

2
, .•. ,fn'''") onde,com excessão .de apenas um nu-

de mero finito dos fj ,todos os outros são nulos,Esta estrutura 

álgebra é devida as seguintes operaçÕes: se f e g estão em S(V) 

e a em K, 

f + g = 

af = 

f + o 
(af

0
• a f , • , ••• ) 

n e 
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f • g fogo, fog1+f1r;o·····•f+J~figj''''l 

Decorrem das definiçÕes acima as seguintes propri-

edades de s (v) ' 

1,) S(V) munida da adição e produto por escalar e 

um espaço vetorial de dimensão infinita sobre o corpo K. Também 

com a lei de composiç~o interna f,g , S(V) se torna uma ~lgebra 

associativa,comutativa,com elemento unidade e liv.re pois tem ape-

nas um numero finito de geradores,a saber , 1 e uma base de v. 

2.) S(V) é 8raduada,pois 

-isto e 

i 
definindo s 1 cvJ~ ® Sr(V) 

r'" 1 • 

• •" 0 s 1
CVJ e tomando 

em Sk ( Vl 1 o elemento 

g=Cg
0

,g
1

.g
2

, .•. ,gk),pela definição da multiplicação tem-se que 

f. g "' 

te esse 

fOgO,f1gO+fOg1''''' r+s~i+k frgs'''''figk) 

produto está em S. ,cvl. Ainda observa-se que ,. 
B s (v) 

e ,claramen 

00 

= Us. cvJ 
i::= 1 ~ 

com S. (V) ,Sk(V) C S. k(V), 
l l+ 

3.) Para cada inteiro i ~O ,existe uma aplicação 

lir.~ear inj.etora t; 1 de S 1 CVJ em S(V) que associa 
i aof

1
deS(V) 

o elemento (O,O, ••. ,O,f,,O,, •• ),cujos termos são todos nulos,com 
l 

excessão~talvez,do í-esimo que 8 igual ao f .• Isso fornece uma " . . 
i-

mersao natural que identifica s 1
(V) com sua imagem pela ~i. 

s (V) "'iÜO Si(V) As operações acima induzem em 

o completado de S(VJ,uma estrutura de álgebra chamada de ál~ 

bra das séries formais sobre V e 

natural j. Da identificação 

~ 

um elemento de S ( V) B 

fj em Sj(V),para 

com t 1 cs 1 CVJ) tem-se 

uma 

toda 

que 
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-e um subespaço vetorial de '5' (V) e que S(V) e uma 

A 
sub álgebra de S (V), 

As seguintes not_aç5es tamb~m serao 
A . 

usadas para S(V): 

KIIVJJ ou K 
n 

-onde K e o corpo e n~dim V, e , para seus elementos 

A 
Considerando o subconjunto ]{(V) de S I V J constitu 

A 

ido pelas f de S(V) tais que f o o o 
um elemento f de 

A 
s I v l 8 inversível 

pertence a Jfl I V l ; i I é: se,e somente 

está 
A -em sI v J e e inversível, coma 

A 

'}I\_ IV) é um ideal 
A 

de SIV) e 

se e somente se f -n ao 

se f o f o • De fato: se f 

o 1 também está 
A 

em SIV) e-

xis te g em S[V) tal que f.g = 1, o que implica que f 0 .g
0 

~ 1 e 

portanto ~ 0 fo.Reciprocamente,se f não está emj{(V) é possivel 

" construir uma g em S(VJ que seja a inversa da f e isso é feito 

por indu·ção nas componentes da g,Como f 0 + O , existe um g
0 

em K 

tal que g
0

"' 1/f 0 .Supondo-se agora ter construido g
0

,g
1

, ••• ,gn-i' 

com n > 1 ,define-se o g pela seguinte fÓrmula: 
n 

f1gn-1+f2gn-2+,,.+fn-1g1 + fngO 

f o 

gn e bem definida e pertence 
. 

e e Óbvio que o elemento 

A 
• o limite da sequencia em S(V) 

1 
satisfaz 

ô desejado. 

Veri-Fica-se ainda que){ (V) é o ideal maximal de 

$'(V) e Único com essa propriedade.Dra ,demonstrar isso é o mesmo 

que mostrar que todo ideal g não trivial de S'CV) está contido em 

J1 (V) .Mas se existir um f em EJ tal que f não esteja em){{ V) ,pela 
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,propriedade de ..,M..lV) dada no parágrafo. precedente, f e inversiveL 

e loio o 1 de ~(V] está em 0 e portanto ~ = S(V).Dessa forma, 

se <:) é -na o trivial então Bc){lvJ. 
A 

Como Gltimas observaç6es sobre S(V), seguem~se que 
~ 

S[V) S0 tvl 8 Il tvJ e um resultado devido a Borel 

' TEOREMA DE BOREL SOBRE SERIES DE TAYLOR: 

A aplica2~o T definida na ~lgebra das funç~es nu

mciricas de R" indefinidamente diferenciaveis,na ~lgobra das sciri-

es formais em n variaveis,que a cada f associa o desenvo 1 vi-

menta formal da Taylor da f na ori~em O do R" é sobrejetora. 

Esse desenvolvimento formal aqui será denotado por: 

se ~ ~(a 1 .~ 2 •••• ,anl e uma n-Úpla de inteiros não negativos 

x" e Of a diferencial da 

f. ta I= a +o: +a·+,. ,+a , 
1 2 3 n 

então: 

Tlfl = " ...l. o"floJ x" 
a 1 

"' Demonstreç~o O leitor dever~ consultar 4 ) 

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis (sempre 

00 

de classe C de dimens~o m e n;respectivamente, x 0 um ponto de 

M ·,y
0 

um_ponto de N e f e g duas aplicaç5es diferenciaveis de-

finidas numa vizinhança de x
0 

em M com valores em N e tais que 

I V, w são cartas locais para x
0 

e 

y
0 

,respectivamente,tem-se.então,coordenadas locais 
i 

X com 

i=1,2,,.,,m, e com j=1,2,, •• ,n, definidas sobre U e V ,re2 

pectivamente,e,segundo as quais f e g são representadas pelo sis 

tema de funçÕes numéricas 

' X } m 
e 

j 
g (x

1
,x

2
,, •• ,xml , j=1,2 ....... n 
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" Dizer que f e g sao equi.vulentes de ordem k n~o.r2. 

~o com k sendo um inteiro positivo ou nulo,é dizer que as 

funçÕas fj e gj tê~ as mesmas derivadas parciais no ponto x
0 

até 

a order11 k inclusive ,par·a todo j~1,2,, •• ,n.Ao se efetuar uma nu-

dança de coordenadas nas vizinhanças dos pontos x
0 

e y
0

, as apl! 

caçÕes f e g serao representadas por novas funç~es num~ricas de 

m variaveis: 

f-jlx- x 
1 ' 2 J 

... ' X ) m 
,j==1,2, •••• n e 

as derivadas parciais de ordem ~k dessas novas funçÕes se exprim! 

rao,em função das derivadas parciais de ordem por 

meio de polin6mios,Isso mostra ~ue o fato de f e g serem equ.:h, 

valentes de ordem k numa vizinhança de x
0

, nao depende das car-

tas locais escolhidas para as vizinhanças de x
0 

e de y
0

• A proprl_ 

edade ~ ser equivalente de ordem k " numa vizinhança do ponto x
0 

define uma relação de equivalencia sobre o conJunto das aplica-

çoes diferenciaveis f, definidas em vizinhanças de x
0

.com valores 

em N f(x
0

l=y
0

• Uma classe de equi~alencia será 

nominada -'u~m~,~j~a~t~o~_;d"-"'e-'o~r~d~e~m"-~k:,._;d"-"e-'M-'--~e~m'-N"-, 

e tais· que de-



CAPITULO 1 

ALGEBRf1 LOCAL 

Pretende-se ,neste capÍtulo,formecer alguns elemen 

tos da teoria das álgebras locais bem cqmo caracterizá-Ias atravez 

de quocientes da álgebra das s~ries formais por ideais de co-di~en 

são finita de R((X
1

,x
2

, •.. ,Xnl). 

Definição 1.1- Por uma álgebra local entender-se-á uma álgebra A 

de dimensão finita sobre o corpo R dos reais,associativa,comutat1 

va,com elemento unidade 1 e possuindo um ideal I tal que A/I seja 

de dimen·s ão 1 m•1 
sobre R e que I =(O),o ideal nulo de A,para um 

inteiro não negativo m. 

Definição 1.2-Para uma álgebra local A,cujo ideal de codimensão 1 

; m + 1 ~ 
e I,o menor inteiro m tal que I ~(O) e chamado de altura de A. 

Levando-se em consideração o que já foi dito à res 

peito de álgebras em geral no capitulo O ,o corpo R será identif.:':.. 

cado aqui com o subespaço de A formado pelos múltiplos escalares 

do el8mento unidade 1 de AJe A será sempre vista coma senda a so 

ma direta de R com l,Escrevsr-se-á A=Rei e I sara ,portanto • 

o único ideal maximal de A.Logo todo a em A se escrevera como 

8 
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~D~e~f;.;i~n~i~c~·~ã~o'--~'~-~3- Para todo a em A , a componente a
0 

de R da decornpo-

siç~o de a em soma direta ser~ chamada de parte finita de a . 

Exemplo 1,4- ~_gebr~ dos nÚmei'OS duais. 

-a,b e: R e ~ e um elemento satis-

fazendo 
2 

T =O} .Definindo-se naturalmente a adição,produto por e~ 

calar e a multiplicaç5o para os elementos de A,v~-se ,de imedia-

to ,que A é uma ãlgebra de dimensão 2 sobre R,comutativa.associa 

tiva,com uma unidade e um ideal gerado por T Como 
2 

T =O,tem- se 

que esse ideal I satisfaz 1
2

= (O) ,G daÍ A tem altura 1.Essa álr;~ 

bra é conhecida como ~a ~lgebra dos n~m~ros duais",Outros exemplos 

ir~o,naturalmente ,aparecer mais adiante,juntamente com suas in--

terpretações geométricas. 

Proposição 1.5-Seja A uma álgebra local com ideal maximal I de co 

dimensão 1.Estando A/1 identificôdo com R,a aplicação q de A em 

R dada por q(a)~a 0 ,a parte finita de a,e um homomorfismo canônico 

e sobrejetor. 

Demonstração: ~ claro que a aplicação q e bem definida. Sendo 

I ' tem-se 

' 8 

que q( a+Àb )= q(a) + À q ( b ) e q(a.b)= q(a).q(b) ,para to-

dos a e b em A e À em R.Note-se ainda que esse homomorfismo nao 

dependeu da base de A,daf o fato dele ser canõnico.Como A contém 

o elemento 1 ,dado qualquer a
0 

em R 

=q(a
0

J=a
0

,obtendo-se ,asSim • a sobrejeção desejada. 
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Doravante ,sempre que se usar uma ~lgeb-ra local A 

dever~ f~car claro ao leitor que ela possui um ideal maximal I 

de codir;rons~o 1 e sempre poder~ ser decomposta em R® I ,Quando 

houver necessidade de explicitar sua altura e seu ideal,a terna 

( A , I , m ) conter~ as informaç5es desejadas. 

Seja (A, I~. m ), uma álgebra local e suponha 

dada uma série com coeficientes em R. 

o polinÔmio de grau ~ m ,soma dos ter-

mos de erau ~ m na série formal P, e 

por P(i
1
,i

2
, ... ,ihJ. 

todos os produtos do 

Uma vez que A tem altura m 
rn+1 

e que I =(O) 

m m m 
t 

. . 1 . 2 . h 
lpO li ,l.2 '' ool.h 

-m sao 

nulos e ,portanto tem sentido a identificação acima. 

L em a 1 . 6- em I a aplicação ~ definida 

(A,I,m) dada por • [ p ) " 

e um homomorfismo de álgebras. 

Demonstração: Que 4' e bém definida~e linear decorre imediatamen 

te das definições,Agora,se 

um lado tem-se: 

o (P,Q)"(P.Q) (i
1 
,i

2
,.,, ,ih)=(P,Q)m(i

1 
,i

2
,. .. ,ih)" 

"'o'-j~l~m {Pj( 1 1' 1 2''''' 1 h 1 ,Ql(i1' 1 z••·•• 1 hl}, 

lado: 

~.por outro 

= 0 ,j~lcm {Pj(i 1 ,i 2 , ••. ,ihJ,Q 1 Ci 1 ,i2 ,, •• ,ih)},e,confronta~ 

do-se os resultados obt~m-se t(P.Ql =t(P),t(Q) e ,assim,t ~um 

homomorfismo de álgebras. 
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Proposiç~o 1.7-Sejam 1
1

,1
2

, ••. ,ih fixos em !,Supondo-se que,pela 

aplicação quociente q de I em I/I
2
,q(i

1
J,q(i

2
),., •• ,q(ih) geram 

I/I
2

, então a aplicação lll de R( (X
1

,x
2 
... , ,X h)) em A definida 

~:ronstraç?o-:_Pelo lerna 1.G, 11 é homomorfismo,A demonstração da 

sobrejetividdde ~ feita por recorr~nEia sobre a altura m de /\, 

rn as aquí só será feita para o caso particular-de m=2,par~ efe~ 

to de simplicidade dos c~lculos mas,no caso geral, ela e análo-

e nao trivial.O que se de 

seja ª .a partir de um elemento a de A ,construir uma s~rie for-

em A. a=a +i 
O a 

com a
0 

em R e ia em I, Como {q(ijl j=1,Z, •.• ,h} 

gera Ilr 2 e q(i I a . 

h 

está 2 
em I/I , tem-se que ,para 

q(i
8

) = jg 1 Àjq(ijl e que 

À j em R, 

h h 
i 8 =(j~ 1 A~ijlmod 1

2 
i.~: ia-(j~ 1 Ajijl c 1

2 
e ,portanto.~ soma fini 

de elementos da forma f g com f e g em I,qu seja, 
r r r r 

h m 
f g ,logo i ~(jE 1 A .i.)+ E1 f g r r a ~ J J r~ r r 

De modo análogo,cada f e cada g ,com r~1,2, •.. ,m ,pode seres-
r .:.r 

cri to como: 
h 

fr= j~1 

r r 
oj p j E 

h 

f g =jEk r r . 

mos da soma 

p 
E s .. 1 

d e 
s s 

h 
g = E 

r j=1 

f g dão zero,assim: 
r r 

onde 

• 

.os tré s Últimos ter-



h m 

' j ~- 1 À . i " a• ao ' J j r 

Toma-se ,untão, a s 8 ri e 

p À ,X. 
J J 

e sobrejetor.:_~. 

12 

h 
r r .E 

J,k oj pk 

formal 

m 

+ " r 

[no 

h 

" j • k 

i . i k l J . 
para o a am A. 

caso um polinômio I 

or r I 
pk XJ,Xk j 

8 portanto 

Definição 1.8- A dimensão de 111 2 
e chamada de largura de A. 

Proposição 1.8-Se a largura de A e n ,então A é isomorfa a um 

Demonstração- Como a largura de A e n ,en~~o existem n elementos 

linearmente independentes em I 
2 

e que geram I/I 

Ent~a o homomorfismo ~ do lema 1,6 é ,pelo (1.7) sobrejetor . 

Tomando por J o núcleo de~ e aplicando o teorema de isomorfismo. 

para espaços vetoriais anéis,grupos, •.• ) tem-se que A é iso-

Proposição 1.10- Todo quociente de R(CX
1

,x
2

, ... ,Xn)) por um ideal 

J de cadiffiensão finita de R(CX
1

,x
2

, ... ,Xn)) e não trivial é uma 

álgebra local e sua largura é menor ou igual a n 

Demonstração: Como a codimensão de J e finita,o quociente 

e uma álgebra local pois preserva a comu-

tatividade.associatividade,e possui também um elemento neutro e 

seu ideal maximal ser-á Jll/J ,onde J1., é o ideal maximal da âlr;e-

ada e ,pelo fato de JC}t, existe um inteiro k,não negativo 
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tal que J :JJvlK.assim cJ'À./JJk-=(0) para esse k. e,consequentemente, 

R( (X
1 

,X
2

,. .. ,Xn) l I J terá uma altura t. k. Para a verificação de 

qu2 sua largurA ~ f n,considere o seguinte diagrama: 

j{ q 1 
--> Jlt;J\ 2 ·-

j q2 ' ! h --8' - ' .. LM/J l 
Jl;J q3 I llt/JJ2 

onde as q
1 

,com i=1,2,3,são as aplicações quocientes naturais 

g.o:q
3
oq

2 
,portanto sobrejctora, e se deseja obter a h que seja li 

near e sobrejetora.Para se ter uma boa definição de h é necess~-

rio que o núcleo de q
1 

esteja contido no nÚcleo da g e assim de-

finir h por h(q
1 

(x)) = g(x) ,Para isso , se x está no nÚcleo de 

q
1 

.então x pertence à 
2 . 

jvL e,sem perda de gene:.alidade,x pode ser 

escrito corno x
1

.x
2 

,onde x
1

e. x 2 estão em Jl, Logo ,para esse x 

q
2

(x) está em e x está no nÚcleo 

da g. h ,como definida acima .e ,dessa forma linear e sobrejetora 

e se tem que 

dim ( ó d im [ Ji[; ji[2l • (c. f. C·OI'O"' 

iárlo 1.11) e ,por conseguinte,a largura de R(CX
1
,x

2
,. ,X ) J/J 

n 

é menor ou igual á n. 

Das proposiçÕes (1.9) e (1.10) tira-se a conclusão 

de que a noção de álgebra local coincide com a noçao de álgebra 

quociente,de dimensão finita sobre R,duma álgebra de sêries for-

....!!!...ê..i. sobre R,e ainda, o seguinte corolário: 

' 
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mado ·das s~ries formais sem termos constantes, o quociente 

e uma álgebra local de altura m e lar 

gura n CJUG sera denotada por 

.Q_emonstratâo; .. r cl~ro que Rm e 
n 

uma álgebra local.Resta apenas mos 

trar que sua - J" m•1 altura em e sua largura e n,Mas. ·L é contitui-

do por todas as séries formais cujas i I -componentes f. t S Vl sao 
1 

nulas para todo O ' i ' m+1,e cont~m todos os produtos de m+1 ou 

mais elementos de J'l ,consequentemente l m + 1 
) 1 /}'tm+1) =(O) .Como 

V 8 isomorfa à s 1 (Vl ,identificando-se o elemento x
1 

de V cem a 

sua imagem por esse isomorfismo,a série formal (O,X
1

,o, •• ,,o,,,.) 

está em J{ e o produto dessa série por si mesma m vezes resul-

ta em 
m m (O,o, •• ,,o,x 1 ,o, ••• J ,com x 1 

em Sm{V), que claramente 

- m+ 1 m -na o pertence a Jvl ,Assim, { filljJ.,_m+1) f I O l e a , altura sera m. 

Seja agora ,para simplicidade ds notação, 

={f+}{m+ 1 tai que -f pertença a .M.. 2 } • g 8 o 

)1; j{m•1 

ideal de 9 formado 

pelos elementos de ~ que podem ser escritos como soma finita do 

tipo gíí com g e f1 em :J .Assim, . 2 " .g I g 2 = { a + 9 , com a c :J } • 

Ob.servando-se que,para toda f em ,_fvt ,f pode ser decomposta por : 

m•1 :{(O,f
1

.o, .•• ,O,.,.)+jvl } + { (O,O,f 2 ,f3 , ••• ,fn'''')+ 
M m+1 

J'L } ' 8 

2 L m>1 J'm'} A2 a. + g ={ ( O , f 
1 

, O , ••• , O •••• l + ){ J + [ ( O, O, f 2 , f 3 , ••• , f n , ••. l + ·L } + ~ • 

m•1 
Mas (O,O,f

2
,f

3
, ••• ,fn'''')+,}1.. pertence a~ 

2 ,o que implica em 

A2 m•1 A2. 
o.+::.~ = { co,f

1
,o, ... ,o, ... J+}'l } + ~ Por esse procedimento 
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.se {v
1

.v
2

, ••. ,vn} e urna base de V e .• pelo :tl..-somorfismo entre v e. 

s 1
(V), o conjunto {,..1 1 ~w 2 ,,,,,wn}' imagem 

. - 1 
f1smo,e Uí:IEl hasr'l de S (V) e os elementos 

da base de V pelo isomor 

m+1 
a

1
=Co.w

1
,o, ••• )•.,~\{ • 

com i=1,2, ... ,n,constitueln uma base para ~/ .92 ,logo dim ~(g2=n 

e n. 

Proposiç~o 1.12- Seja (A,I,m) uma ~lgebra local.Toda sub~l~ebra 

B de A ,contendo a unidade 1 de A é uma álgebra local de altura 

menor ou igual a m. 

Oemonstraç~o-Resta apenas mostrar que B possui um ideal· maximal 

j, com B= R & J e ,com O f k,.;; m,Seja entâo J"'B(\I 

J assim definido e um ideal maximal de B B· tem dimens~o,sobre R 

igual a dimB 1. De fato: dim(B(\I)=dim B + dim I - dim(B+I) = 

-
=dim B + dim I dim A :::(dim B l - 1 ,pois f\CB+ICA ri1 B(\I é ma 

ximal ,em 8 pois -n ao contém a unidade 1, logo B= R G1 J Agora ,co 

mo para todos j ,j
2

, .... ,j 
1 

em J o produto 
, 1 m+ 

existe um inteiro não negativo k !:: m tal que 

j1j2" .jm+1 "' 0 

Jk+1=(0l e Jk r [ o) • 

donde a altura de B ~ menor ou igual a altura "de A. 

Proppsição 1,13-Seja (A,I,ml uma álgebra local.Toda álgebra quocl 

ente de A por um ideal J de A é uma álgebra local e tem altura 

menor ou igual a m . 

Oemonstraçio :Seja B = A/J a tal álgebr·a quociente de A. Como 

I/J é o ideal maximal de B e a associatividade e a comutativida-

de São preservadas pelo quociente, e , também ,dimensão de 8 ~ fl 

nita e B possui 1+J por unidade,B ~ uma ~lgebra associativa,comu~ 

tativa,com unidade,de dimensão finita sobre R "e com ideal I/J~ 
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e,restando apenas demonstrar que,sua altura ~ ~ m.Mas se a altura 

de S fosse k ·com k > m ,então (I/JJk7IO) 8 I õ l onde 

Ô denota a cla~se de equival~ncia do elemento neutro aditivo de I 

em I/J e ,pct~nta,existiria um q em (I/J)k com q f Õ,Como q -8 

soma finita de produtos de k elementos de I/J ,pelo menos um des-

I. r·1as q
1

.q
2 
•.•.• qk ~ ·q

1
q

2 
••. qk = O ,devido ao fato de altura dB 

A ser m e rn ( k ,obtendo-se assim uma cof.tradição.Logo k ~ m. 

Proposição 1.14- Sejam (A,I,ml e (B,J,n) duas ~lgebras locais.En-

tão seu produto tensorial A@BeumiJ álgebra local de altura 

m+n com ideal maximal f\@ J + I@ EL 

Demonstração- t claro que o produto tensorial de duas álgebras de 

dimensão finita e ainda uma ~lgebra de dimensão finita com a mul 

tiplicação definida por: 

e , como A e B são comutativas,associativas,com unidades e e f, 

respectivamente, A 0 El , com a operação definida acima também se 

rá associativa, comutativa e terá por uni·dade e 0 f. Também d8mons 

tra-se facilmente pelas definiçÕes que A Q J e· I Q O sã o ideais 

de A@ B e. consequentemente ,A@ J ' I@ B 8 ideal de A@ B . Co-

mo A@Jni@s " I 0 J tem-se ' dim{ A@ J ' I 0 B " 

" dim I A@ J ' dim I I@ B ) - dim I A0J(I I 0s " 

=dim A • dim J ' dim I dim B - dim I dim Jo dim A dim B - 1 • 

Assim A 0 J + I 0 8 - maximal 8 8m A@ B e sua altura e m+n,pois 

sendo a um elemento d8 I A@ J + I 0 B 
)m+n+1, então a 8 soma 

finita de produtos de m+ n+ 1 elementos da forma: 
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• • c
2

®d
2

J, .. la 
1
·@b 

1 _ _ m+n+ m+n+ +c ®d J 
m+n+1 m+n+1 

Atravá's de alguns cálculos mostra-se que o menor inteiro n ao 

negativo tal que os produtos acima nao sao necessariamente zero e 

para os produtos de m+n+1 fatores ja resulta em zero, don 

de a altura de AG)B e n+m e a proposição fica verificada. 



CAPITULO 2 

A - PONTOS PROXIMOS 

Neste capítulo, o conceito de álgebras locais pus-

sara a ter um significado geomBtrico,induzindo ,assim, a defini-

ção de um A-ponto de V próximo de x,com x sendo um ponto sobre u-

ma variedade V dife-rentiavel 
~ 

de c1asse C,e A uma álgebra local. 

No que se seguirá, a p8lavra diferenciavel sera sempre usada no 

lugar de " indefinidamente diferenciavel » ou » de classe Cw '' e 

o qualificativo poderá ser até omitido quando não houver perizo 

de confusão. 

Seja O(V) a álgebra das funÇQés diferenciaveis 

definidas em V com velares em· R, Essa álgebra 8 associativa,comu-

tativa,possuindo por unidade a aplicação constante igual a 1 8 

de dimensão infinita sobre R, Fixado um ponto x em V,o conjunto 

I(x) "' { f sD(V) tais que f(xJ=O } 

é um ideal de D(V) e maximal com essa propriedade.Assim tem-se a 

seguinte proposição: 

1 8 



19 

Proposição 2.1- (I(x)J·m+ 1 
é o ideal de O(V) formado por todas as 

funções de D(V) que se anulam em x bem como todas as suas deriva-

das de ordem f m, 

Oemonstr·c_,çao: Seja J o ideal de O(V) formado por todas as funçÕes 

de D(V) que se anulam em x bem como todas as suas derivadas de or 

dem ~ m. m+1 m1-1 
Deseja-se mostrar qus J"' {I(x)) ,Seja f E(l(x)) , 

então f e uma soma finita de produtos de m+1 elementos de I(x) 

e , sem perda de gsneralidade,pode-se supor f como sendo dada ap~ 

nas por 

Tomando-se uma carta local para x f. V e aplicando-se as regras el~ 

mentares de diferenciaç~o 

e que todas as derivadas de ordem f m 

também se anulam em xtV ,logo (I(x))m+~ J,Supondo-se agora que 

f c J .que(U,$ e uma carta local para x • que dimV=n e que 

n -1 ..., 
(jl(x) "'Ü t.R , como f{x)~O a composta f o (jl tambem se anula no pon-

n 
to O de R bem como todas as suas derivadas de ordem ~m ,Tomando-

-1 
se agora o desenvolvimento de Taylor de fo~ em torno da origem 

n do R tem-se 

oi;~ (X) onde'6?: (x) 
m 

no teorema de Borel 

mas ,como f oljl- 1 tem 

a apenas (fo~- 1 ) (h) 

i 
h 1 a -1 a 

+, ,.+ E -- 1 0 (f 0 ,P ) (O)h + 
let.l=m a.. 

,a=(a
1

.,a
2 

•••• ,a.n) ,O(t<1, 

e as demais notaçÕes são como as definidas 

a a1 a a.z a an 
e o" ·C---J t--- J ••• c---l 

ax 1 ax 2 axn 
(c.f.pagM6-) 

todas as derivadas nulas até a ordem m,ter-se-

• tí(m ( x J. Como cada hBi de hB pertence a I ( O) , 

L é: o ideal das funções diferenciaveis de R" em R que se an u-

lam na origem do Rn, f~(jl- 1 t.(I(O))m+ 1 e assim fE(I(x))m+ 1 .Portanto 

o resultado desejado está demonstcado. 
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Dm(V,x) indicar~ a ~lgebra quociente O(V)/(I(x))m+i. 

m o I v 'X J e uma álgebra local iso-

morfa a R~ = R( (i;
1 

,x
2
,, •• ,Xnl )/}'L m+~ 

para x em V com *(0)=0. 

Que Om[V,xl c uma 51gebra local ~ decorrente das definiç5es.Como 

- -na o e nnrlêl ma i !O do que a álze~ dos polin~mios,so~re R, de 

grau fm em n ~ndeterminadas(a verificação é imediata ) e,como ~~ 

la proposição (2.1) com a carta local (U,~) dada acima,Om(V,x) 

tamb~m ~ a ~lgebra da polin5mios sobre R de grau f m em n indeter 

minadas,logo o isomorfismo segue. 

Corolário 2.3- O quociente do D(Vl pelo ideal ffcxJ,das funções 

que se anulam em x bem como todas as suas derivadas, ~ iso~or-

fo á R 
n 

Demonstração: Considerando-se que,se (U,~l é uma carta local pa-

ra x em V com 9(x)=O,a álgGbra das funçÕes numéricas diferenti-

aveis em x i isomorfa a ~lgebra das funç6es num~ricas diferenci-· 

aveis na origem do Rn, tem-se o diagrama abaixo ~ue,pelo teoreme 

de isomorfismo de anéis(grupos,álgebras, ••. J ,demonstra o deseja-

do: 

onde T 

DIVI <--? DIR"I 

DI VI !(J'IxJ~ 

T 
R 

n 

e a dada pelo teorema de Borel(c.f,pag 6) 

,_, . ;;. } ! 
'• , .. '-; 
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e O ci a aplicaç~o quociente natural de D(R"J no seu quociente 

por e'coJ. 

Observ~c~o 2.4- Esse --- ,em outras palavras, que 

existem sotJre V funç5es diferenciaveis cujo desenvolvimento for-

mal do Toylor no ponto x e u1na s~rie formal arbitrária nas coar-

danadas locais do ponto x. Tamb~m,se x ~ dado, poder-se-~. em 

tudo que se seguo,trocar O(V) pela álgebra dos 88rmes de funçÕes 

diferenciaveis CP'l x [c,f. (6)). 

Seja A uma álgebra local com ideal maximal I,Sejam 

V uma variedade diferenciavel e D(V) a álgebra das funçÕes numéri 

cas diferenciaveis sobre V e x um ponto de V. 

Definiç~o 2.5- Chama-se um A-ponto de V pr6ximo de x a todo ho-

momorfismo de O(V) em A tal que a parte finita da imagem da f 

de O(V] .em A seja igual a f(x]. 

Segunda A,\l.leil (c.f. (7) -• um A-ponto de V pro-

ximo de x poder~ ainda levar qualquer um dos seguintes nomes: 

ponto prciximo de x de esp~cie A sobre V ou infinitamente vizi-

nt10 prÓximo) de x de espécie A sobre V.Ainda ,se x' -e um ta 1 

ponto,o elemento de A que X' associa ao f de D(V) será denota-

do por uma das notações seguintes: 

f ( X 1 ) X 1 ( f) ou 

Por definição ainàa se tem: 

f(x') = f(x)mod I 

ou 

f(x') - f(x) s I 
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Exemplos de por1tos prcixi~os de x dA esp~cie A sobre V, 

~-- SejaM V uma variedade diferenciavel -e A um a a 

gebra lOcal COM ideal maximal I. A aplicaç~o x' de O(V) em A dada 

por x' (f)"' -f{x) e um A-ponto de V próximo de x , 

n 
3_.:.1..-A aplicação x' de D(R J em que a cada -F 

associa seu desenvolvimento de Taylor de arde~ ~ na origem O do 

define um m t de Rn R -pon o 
n 

prÓximo de O. 

Exemplos menos triviais aparecerao naturalmente 

no decorrer d~ dissertaç~o. 

Proposir~o 2.8- Seja x' um A-ponto de V pr6ximo de x.A imagem em 

A do ideal I(x),das funç5es que se anulam 'no ponto x, por x' est~ 

contida no ideal maximal I de A. 

Demonstração: Como,por definiçÃo de A-ponto próximo,para toda f 

em O[V) ,x'(f]- f(x)mod I e,para f em I{x), f(x)=O ,x'(f);;Omodi, 

consequentemente x' (f) c I e portanto x' (I(x)) C I. 

Proposição 2.9- Sendo 
m+1 

(I(x)) ,o ideal das funçÕes qus se anulam 

em· x bem como suas derivadas de ordem f m • e x' um A-ponto de V 

próximo de x 
M m+ 1 .. 

• entao x' ((I (x)) ) esta contido em 
m+1 

I • 

m+1 
Demonstraç~o:Como todo g em (I(x)) e escrito como soma finita 

de produtos de m+1 elementos de I(x),~ suficiente mostrar a pro-

posição para g: g
1

g
2 
•.. gm+

1 
porque daí o resultado segue por li 

nearidade. Mas x' é um homomorfismo de álgebras e X I { g ) 

proposição (2,ll) ,o resultado segue, 
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Corol~rio 2.10- Se A e uma ~lgebra loc~l de altura m,então a ima-

gem de (I(x)lm+i por um ponto x', A-prciximo de X 1 est~ contida em 

Como consequencia de (2.8),(2.9) e (2.10) tem- se 

que todo A-prlnto de V pr6ximo de x determina a altura de A e tam-

~ - m I bem um homomorfis~o ,sm A ,da algabra O V~xl , e reciprocamGnte. 

Proposiç~o 2.11-Se se escrever x' (f)"' f(x) + L{f) em R 0 I , a 

aplicar,;ão L D (V) I que v cada f associa o L(f) da decom 

posiç~o acima ~ linear em R. 

DemonstraçC1o :_ Sejamfeg em O(V) e À ·em R.Então f+).g s O(V) e 

L(f + Àg) = t:.(f) + ÀL(g) pois como x' (f+Ãg)"'x' (f) +Ãx' (g) 

tem-se (f+Ãg)(x)+ L(f + Àg) f(x)+Àg(x) + L(f)+ ÀL(g) e ,pela 

unicidade da decomposição em soma diceta,o resultado vale, 

P,roposição 2.12- Dizer que um A-ponto x' de V prÕxiroo de x e um 

homomorfismo equivale a dizer que para todos f e g em D(V) vale 

l(fg)"L(f)g(x) + f(x)L(x) + L(f).L(g]-'. 

Demonstração; Sejam f e g em O(V), EntãoJdesenvolvendo-se ambos 

os lados de X 1 ( fg) "' x' (f)x' (g) tem-se: 

lfg)ix)+Lifg)= I flx)+Lif)) .lglxl + Llgl) 

f ( x) g (X)+ L ( fg) "'f (X) g (X)+ l (f) g (X)+ f (X) l ( g) + l (f) L ( g) 

e,novamente,pela unicidade da decomposição 

Llflllgl=flxlllgl + Llflglxl + Llflllgl • quaisquar que 

sejam f e g em O(V),Reciprocamente,se uma aplicação linear L como 

definida acima é dada,define-se um A-ponto de V prõximo de x to-

mando-se por x' aquele homomorfismo de álgebras que,para toda 
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f em O(V) ,coincide cqm o valor f(x) + L(f) ,isto e; X 1 (f) 

= f(x) + L(f), Verific~-se imediatamente que x' ~bem definido e 

que satisf~z a dafiniç~o de A-por1to de V pr6ximo de x. 

Comrl Llrn caso particular de(2.12) 58 altura de r'\ 

f o r 1 t~r-se-~ r 2 a(O) e o termo L(f)L(g) ,estando em 1 2 .~ zero. 

Desta forma L( li,;l S8 reduz a L(f)g(x) + f(x)L(g). -e se I e gerr::JCJo 

por um elemento 
2 T com T =O (c.f. exemplo 1,4) a noçao ~e A-~-

_,t~o'-~d_,e'-V,_~p~,~-o~-~x~ié•"_, .• o"--~d~e~---"x'-~s~e'--'i de n ti f i c a com a no ç ao de veto r ta n c s n t re 

a V sm x,pois um vetor tangente pode ser sempre entendido como u-

ma derivação (c, f. (6) pê'i.E; 62) .Historicamente, esse era o ponto dG 

vista de Fermat em seus trabalhos sobre o c~lculo diferencial 

e,ainda mais, usou a letra o onde aqui se usou T 

Oefini2~o 2.13- O tJomomorfismo canônico de O[V) 
m 

em O (V,x) que 

define o,, ponto pr6ximo do exemplo (2.7) e dito ponto próximo 

de x canónico de post~. 

Lema 2.14- Para todo ponto x' próximo de x ,o valor de x' em 

toda função constante c de O(V) e a prÓpria constante c, 

Demonstração: Como x'(c) = x'(1.c) =c x'(1) para todo c (e a-

quí identffica~se a funç~o com o n~mero real c ) em R , ~ sufi-

ciente demonstrar a lema para c=1,Sabendo-se que x'(1)"' 1 + L(1), 

resta mostrar que L(1) = O. Se l(1) f O ent~o: 

x 1 (1) = x'(1.1) = x'{1) x'(1) 

1+L(1)= 1 • U1ll.(1 •L[1JJ 

1 + L(1) + L(1) + L(1)L(1) e ,assim 

O= L(1)o( 1 • L(1)) e L(1) = -1 e portanto o escalar 1 esta 

em I , o que é um absurdo,Logo L(1)=0 e x'(1)= 1. 
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Proposiç~o 2.15-Se a variedade V e a ~eta numirica R e supondo-se 

x' um A-ponto de R prÓximo de x
0 

de R, x' e comr,Jletamente deterrni 

nado 58 se conhecer x' (i) E::m A valor que x' associa a aplica-

ç~o identidaJ~ de R conside~ada como um elemento de O(R), 

Oemonstrc:;~.?,~:De fato:supondo-se conhecidos x'(i)"' x
0 

+ L(i) e n= 

=altura de A,para cada f dada em D(R) o pela f6rmula de Taylor 

com resto tem-se,numa vizinhança de x
0
,a expres~~o: 

n 1 · 'fn+ 1 Cx ) n+1 
( I) f (X ) = f ( X Q) ' j. ~ 

1 
-f J ( X ) ( X- X ) J + 1- ( X- X ) 
.1 o o I 11 1 o 
J • n + • 

onde o ponto x
1 

est~ no intervalo aberto (x
0

,x
0

+x) e depende fun-

cionalmente de x,i.é 

n•1 
f ldxl l 1 1

n•1 
~. x-x 

(n+i)J 0 
e função em O(R) e (I) poderá ser r e 

escrita por: 

I I I l f I X ) ' 
n•1 

f lglx 

( n+ n l 
11 1n•1 x-x 

o 

Convencionar-se-~ neste ponto que aplicar o ponto pr6ximo x' a f 

é o me s m à q u e a p 1 i c a~r-~x_' _ _.:"a~oc._~d~e~'~e'-"n~v~o'-'-1 ~v~i~m~e"-'-n~t~oc_~d~e,__~T~a~y'-"l~o~rc_~d~a,__~f.Jp~o"-"i-"s 

pode-se ainda identificar x com a aplicação identidade de R pen-

sada como sendo a carta global da variedade R.Desta forma,usan-

do-se o lema 2.14 e as propriedades do homomorfismo x' tem-se: 

. •1 
x'(fl=x'(f(x ))+! fJ(xo(x•(x-x ))j+x'(fn (g[x)qx' 

o j•1.1 o I" 1)1 .:) • J + • 

n 
=fCx 0 )+f'Cx 0 lCL(ill 

=x'(xJ-x
0

=LCil e 

f (x ) . n 
+.,,.,+-0 (L(~)) 

n! 

n•1 
~x-'~(~f ____ l~g~lx~~l~l~l(x' (x-x 11 n+1 

(n+1Jl 
0 

p•1 
e:I·=(O) 

poisx'(x-xl= o 
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O teorema que virá a seguir sera de muita importa~ 

cia porque ele permitirá saber como um A-ponto x' próximo de x em 

v atuará sobre uma função quolquer conhecendo-se apenas como e-

le atua nas vizinhanças coordenadas [ ou coordenadas locais ) do 

ponto x em V. 

Teorema 2.15o Um A-ponto x' de V prÓximo de x
0 

fica completc8en 

te determinado sabendo-se os valores ,em A, de x' nas coordenadas 

locais de x
0 

de V. 

Demonstração: Supondo-se que a altura de A seja m e que a dimen-

s~o de V seja n e ainda que (U,.) seja uma carta ~ocal para x
0 

em 

( ) ) X1 "2 ,n • V com • x
0 

~o (para efeito de simplicidade 1 se ,A , ••• ,X sao 

as funções coordenadas do ponto x
0 

-1 n , 
como a composta fo. c D(R ),pode-se calcular sua formula de Tay-

lor com resto,em torno da origem ~Cx 0 J~o do Rn,obtendo-se: 

-1 r -
(fo~ ) ,x)o 

+~(X) ,onde 
m 

a - 1 a 
+ r

1
o Cfo~ ){OJX~ +,,,+ L o (f 

!Cll"' tal= m 

-1 
~ JCDJXO::+ 

ai 
aS notaçÕes sao as mesmas do teorema de BÜrel (c. 

f. pág 6 ) e X=CX
1

.X
2 
••••• Xml"' 4dxl e x numa vizinhança de x 0

, 

~Cxl= IS~m+ 1 o 8 Cf.,lfl-!J(g(xlJ Xf>. Como X1 =11 1 CXl ='ii 1 Cq,Cx)) = 

B ! 

=x 1 Cx) é identificada com a i-ésima função coordenada 

em (U,q,J,o desenvolvimento acima assumirá a seguinte forma: 

a -1 a 1 ex -1. a. ..n 
+L O (fo$ )(O)X (x)+,,,+ L -0 (fc;~~'.l.o)X (x)+ \.1"\(x) 

11);1=1 la\=ma.! m 

Observando-se que ~ (x) c (I(x})m+ 1 e, de acordo com a conven-
m 

ção feita e ainda pelo fato de x'( 'ER.mCxlle: Im+ 1
=(0) tem-se , ao 

'se aplicar x' nessa Última expansão em Taylor : 



27 

x' (f)=x' 
n -1 i 1 o: -1 a 

(flx
0

JJ+.r.
1

a (f.,_(b )(O)x'(X )+,.,+L -o (fo~ )(Olx'(X )-= 
1= . IC'(fffi ( 

axl a. 

donde negue o rGsultado. 

Seja $uma aplicação diferenciavel de uma variedade 

V em uma outra V.l. A aplicação de O(U) em O(V) que a cada g em 

D(V.J) associa go~ e ,claramente um homomorfismo entre as álge~ 

bras o l w I e O l VI, 

Oefiniç~o 2.17~ Compondo-se esse homomorfismo acima com o homo-

morfismo de O(V) em A que define um A-ponto prÓximo de x de V,ob-

tem-se um A-ponto de W prÓximo de 

$Cx') ou mais explicitamente por A$(x'). 



CAPITULO 3 

PROLOI~GAMUHO DE V DE ESP~CIE A 

Este capftulo e destinado a dar ao conjunto dos A-

pontos de V prÓximos de V uma estrutura de variedade diferencia-

vel de dimens~o finita ,bem- como demonstrar alguns resultados s~ 

bre o "prolongamento de V de esp~cie A que ser~o Gteis no capítulo 

seguinte., 

O conjunto de todos os A-pontos de V próximos de 

x de V sara denotado A por V 
X 

-ser a o conjunto de 

toDos os A-pontos de V prÓximos de V e definir-se-á a ~plicaç6o 

projeção V por x par a x em V. 

Observação 3,1-
A 

Se x'e: V 
X 

e h DIV) é identicamente nula em u-

ma vizinhança de x,então decorre de (2.17) que x' (f)=O,Isso mos-

tra que pode-se considerar x'(f) para qualquer função diferencia

v e 1 f definida em uma vizinhança de X .se x'e: AV 
x· 

- r Observaçao 3.2- Se A=R • 
p 

a noção de A-ponto prÓximo -nao e nada 

mais de que a noçao de pr-jatos de Ehresmann (c,f.(2,7) e (3) ). 

28 
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.Teorema 3.3- Sej[1 (U, fl uma carta local para x
0 

em V com síste-

O 1 2 N ma de coordenadas ( 1 2 n ) 
X , X 1 , , o 1 X Se{B =1,8 ,B , ••• ,B} e uma 

1 2 N. 
base para a álgebra A ,onde { 8 ·,B , ••• ,8} gera o ideal maximal I 

de A, define-se X. À J. 
R por 

C 3. 4 I 

para quulquer 
- 1 

X 't: TI A ( U) 

' À"Ü 

(X. I B À 
xiÀ 

onde aqu{ e usada a observação(3.1) p~ 

f i.12 -ra =x ,1= , ,. , • ,n, Entao AV se torna uma variedade diferencia-

êv~e'-'-!-'d~e'-~d~i~r~n~e~n~s~ãe::o_ci~6~'~u~a~l:_~a:__..:;d~i~m~· ~V-''-~d~i~mcRA"' n, ( N + 1 l pelas vizinhanças 

coordenadas r(~(U) e corn funções coordenadas xiÀ ,i=1,2,, •• ,n 

e ))."0,1,2,,,,,N, I 
1 2 n 

éi~n~d~U~Z~J~· ~d~a~s;__~P~B:.:::_~a~Sc__.:;c.X , X , , , , , X de x sobre U, 

Demonstração: Primeiramente deve-se observar que,da maneira como 

foram definidas as 

çaa ~ 

- 1 
entren A(UJ 

funçÕes x. de 
J À 

1 · N 
ex(U)xRx 

em R ,existe uma bije-

onde k."'ll (N+ 1 )· 
i u R sao as funções coordenadas do po~ 8 X : 

to x
0 

induzidas pela carta local (U4J} e ; é dada por: 

t (X. I 

com =xL\ {x 1 i é dado no enunciado do teorema. Por (2,16) ~ -e 

bem definida e injetora,pois se f;(x')= ~(y') para dois A-pontos 

próximos na vizinhança de x
0

,então x
1

À =y
1

À pera todos i e À e , 

• ( i)_ • ( i) ·-1 2 portanto, x x -y x .~- * ,. , .,n, e assim x'=y•. Para a sobre-

, ••• ,b 1 ,b 
2 

•••• ,b N) é da 
n n n -

do em n 
i x (z)=b

10 
, para i~1,2, ••• ~n e 

N 

À ~o 
define um A-ponto de V 
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- -1 
próximo dez, que esta claramente em TIA (LJ) com l;(z')= b-.TranspoE. 

-1 n(N+1) 
tando-se agora para nA [UJ a topologia de R de modo que 

~ seja homeornorfismo,tem-se ,assim,um sistema de coordenadas lo

cais para AV. 

Ago :Ga, se e na o vazio,com CU
1

,tfl l 

e tu 2 .~l cartas locais em V,ent~o existe um A-ponto pr6ximo x' de 

X com x E:U
1
fl u

2
.se as coordenadas locais de x em (U 1 ,~J são 

1 2 n 1 2 n 
x ,x , ••• ,x e em CU

2
,1/JJ sao y .y , ••• ,y então 

N 
i À 

( X 1 (X ) À~O a . ) B com 8
iÀ 

em 5!1 1 ~ 

N 

I ,i l x' ( y j ) ' 
À 

( n2 À o O bjÀD com bjÀ em 

o ri de 
1 N n

1
•x (U

1
J X R x •• ,,x n N 

X ( U
1

) X R (de tnodo análogo 11
2

1 

a=(a1D'a11'''''a1H'-a20'a21'''''a2N''''' 8 n1' 8 n2''''' 8 nN)=(aiÀ) 

a 0 =Ca 10 ,a
20

, ••• ,an 0 l e , também,analogamente, h:(bjÀ) e b
0

=(bjOJ 

para j•1,Z, ••• ,n A=1,2,,,,,N, Calculando-se o desenvolvimen-

to de Taylor de yj em 

+ ••••• + 

•• ••• + I: 1 
I 

a j -1 ~ o (y 0 $ l ia
0
l! (x-a

0
l • ~{x,a 0 J onde 

lo. I =m a. 
a " a 

oi ~ 
i=112, .•• D().=(L) 1 (L-) 2 (-~ -lm = com • n _, o ••• 

~ 
i ax 1 ~x2 ax n 

X 

e iSZm é o resto 

de ordem m+1. Supondo-se que a altura de A seja m,o lado esquerdo 

de CA.l fica: 
n 

x' (yj)"'yj Cx )+ l: 
i=1 

..... o • _,. ' _1_Da(yjo 

Jal =m a! 

+ ••• + 

x'{xl- e , assim 

' 
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como combinação linear de 
1 2 3 

8 , B 8 , , • , 

e confrontando-se a expressão acima com o lado diroito de /).) 

apcis alguns c~lculos verifica-se que os elementos bjl de b de-

6 . -1 
pendem polinomialmente de O (yJ 0 $ )(a

0
) , dos escalares 

das combinaçÕes 
k 1 

lineares dos produtos 8 ,B e dos numeras 

a. Logo . A "' as mudanças de coordenadas em V sao de classe C e por-

A oo 
tanto V tem uma estrutura diferenciavel de classe C e e uma va-

riedade diferenciavel de dimensão n. UJ+1 )= dimV • dimHI.\, Observa

se ainda que esta estrutura diferenciavel não depende da base es-

colhida para A,poi~ mudanças de base,neste caso, são dadas atra

vés de matrizes inversíveis,constante ,e portanto de classe c= , 

Definição 3,5: A variedade AV definida acima,com a projeção 

V é chamada de fibrado dos A-pontos de V prÓximos de 

V ou de prolongamento de espécie A de V. 

Exemplo 3. 6: O prolongamento de espécie A de uma variedade V 

qualquer , ande a álgebra A é a álgebra dos numeras duais e 

sempre visto 

Se X c:T V 
X 

coma o fibrado tangente á V e isso porque: 

X e identificado com x'~ AV definido por 
X 

x'(f) = f(xl +(Xfl'r para toda f em O(V). 

Exemplo 3.7: Se A Rp pela observação (3.2) , AV e o fibra-
n' 

do dos referenciais de ordem p sobre V ( c. f. (5) ,pags 38-45). 
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Definiçdo 3, 8- Sejam V e 1,1 variedades e c!>: V----- \~ uma aplic~ 

ção diferenciavel. Define-se por 

( 3. B) 

para todo x' A 
em V e toda g em D(W) e chama-se a de prolon~a-

menta d 8 1' de e s p éc e.=i-'e'---_A~. 

Esse prolongam8nto e bem definido pois se x•~y' 

então x' (f)= y' (f) rara toda f em O(V), Mas para toda g em O(W) 

go <D E 0 (V) e logo x'(go<P) = y'(go<Pl e assim (A$(x'))(g) = 

A 
( g) = ( • ( y' ) ) e portanto Ao (X t ) "' A• ( y ' ) 

Corolário 3. g- A4': AV Aw e diferenciavel para toda 

\.<!, que seja diferenciavel, 

Demonstração Como por definição Acp leva um A-ponto de V prÓxi-

mo de x em um A-ponto dn W pr6ximo de <P(x) ,tomando-se cartas lo-

cais (U,qt) para x e CD,fl para<i'(xJ que induzem as cartas lo-

cais 
- 1 . 

lTIÁlul.rl para x' e a parall>(x)' 
1 

a composta 

r o 
A -1 •o r : Q c Rn(N+1) _______ ~ c Rm(N+1) 

será,pelo mes-

mo raciocínio feito na demonstraç~a da teorema 3,3 ~diferencia-

vel. 

Teorema 3.10- SeJ·am r.:-, •r1 xM ' i. 1 2 as projeçÕes u-

- A( ) • . t . A A • d 
~s.:u:.:a:.:i:..:.s.....:·...cE;..n_:t.oa.o;o _ _;_Mcc1 ~ M 2 --'e'-l-"'d-'e_n--.l;_' _f_l_c-'a'-d'-a"-_c_co_m_~M 1 ~ M 2 a t r a v e s e 

z I "' A'fí1(z'l ,A1(2(z') 

para todo z' 

Demonstração- A demonstração consiste mais em interpretar o enu~ 

ciado do teorema do que , propriamente,efetuar cafculos,pois,se 
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(x,y) sM
1

xM
2 

, uma carta local para (x,y) ê da forma 

CU
1 

X u
2 

, ~! 1 x W
2

l onde CU
1

,1J1
1

l é carta local para x em M
1 

e 

prJra y em ['1
2

• Essa carta (U
1 

x u
2 ~ 1 x l/1 2 1 induz em 

um sistema de coordenadas locais 1 m1 m1 +1 z, •••• z ,z •...• 

i i 
onds z "'X para 1=1,2,,,, ,m

1
=dim 

j=1,2, .•. ,m
2

= dim M
2 

, isto ~.induz o sistema 

com 

1 
X ' 

2 
X , ..... 1 z mz 

y ,y ••••• ,y com 1 2 
X , X ... m 

, , X 1 sistema 

de coordenadas locais para x e 
1 2 m 

y ,y •••• ,y 2 

-e lU2,.,2J respectivamente,Ora • se z' e um ponto próximo da espe-

(x,y), A 
próximo cie A de ·1'1'1 ( z' J define um A-[1onto de M1 de X e 

A1Y
2

lz' I um de Mz prÓximo de y que sao ,exatamente,as restriçÕes 

do z' às coordenadas respectivas de x e de y ,i,é: se 

z·'(zm1+j)= 

então 

ou seja An'
1 

(z') = z' 

A .. } j=1.2, ... ,m
2 

{11'
2

lz'J 

coma elemento de 

para i=1,2,,,.,m
1 

e 

N 

" À:ooO 

para j=1,2, ..• ,m
2 

i . i 
"' Z 1 

( Z 0 11'
1 

) = Z 1 (X ) 

restrita à M
1

, 

= z' restrita à 

e , analogamente,para 

m +j 
M

2
,se se pensar em z 1 

Esse procedimento é obviamente reversivel,ou seja, 

a partir de um A-ponto de M1 prÓximo de x e de um A~ponto de M2 

próximo de y, dadas as coordenadas locais de x e de y ,pode-se 

facilmente achar um z', A-ponto de M
1

xM
2 

próximo de (x,yl 3 com a 

propriedade do enunciado do teorema fazendo o mesmo raciocfnio) 

mas no sentido contrário, e • portanto ,essa identificação é bem 

definida.As unicidades dos pontos próximos em questão são decor-
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rentes das definiçÕes de prolongamentos e pela prÓpria construção 

deles. 

Corol~rio 3,11- A identificação O de com 

um difeomorfismo. 

Demonstrnção: imediata por (3.9), 

Corol~rio 3.12- SeM ,M
1 

, M
2 

sao variedades diferenciaveis,ent~o: 

1 • ) 11 ( 1 ) 
M e 1 (A ) 

M 
8 a aplicação identidade de M: 

e a identidade em 

2.) 

sobre respect. então 

. A 
Oemonstraç~es: 1.)- Dado x' em M , como 1M e diferenciavel , ela 

admite o prolongamento A(1M) de AM em AM. Mas ,por definição 

A 
( (1M)(x'))(g)=x'[go1M)=x'(g) para toda g em O(M) ,logo 

= x' para todo x' em AM • Assim 

sãoe difeomorfos , 

tem-se que o diagrama abaixo é comutativo 

A (M
1

xM
2

l 

A 
"T(i 

0 I 
ifi' i AM AM 

1 
X 2 parai=1,2e 

o resultado segue imediatamente. 
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.Lema 3,13-

aplicaçÕes diferenciaveis com e N variedades 

diferenciaveis. Então : 

1.) 58 cp
1 

e sobrejetora 
A 

= 1JJ o A~ 
1 

2 • ) 

Demonstração: 
. 
e diferenciavel , seu prolongamento 

existe e 8 definido por 
A 

(1)Jo~ 1 JCx') ( g) "' X' para x' 

A 
em r'l

1 
e g em D(NJ, Mas 

para todo x' em e toda g em D(N). 

Portanto 

= 

e 

p
1

:N
1

xN
2
-----? N

1 
,para 1=1,2 , sao as projeçÕes naturais,o dia-

grama (IJ abaixo e comutativo 

M1 X M
2 

41x4>2 
N1 x N2 

(I) l i 'il'i pi 

4i 
Mi N, i"' 1. 2. 

" e que também A A 
A H1x<j>2) A pi 

AN. CM 1 xM 2 J CN 1 xN 2 J 
1 

( II J e I 1 1 
( AN ) A A 

•1x <1>2 pi i 
A · A A A AN M1x M2 

., N
1

x N
2 

A 
i - X' está tem-se, por 1:::1 • 2 • e comutativo , pais se em CM 1 xM 2 J • 
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um 1 a do 

"'~\ ( A ( ~ 1 o 7(1 ) ( z I ) , A ( q. 2 o 1't' 2) ( z I ) onde e 

-
8 o difeomorfisr.10 

A A A A 
entre CM 1x M

2
J e M1 x M

2 
, e por outro la-

do: 

Comparando-se 

ambas os lados e usando o diagrama (I) ·' o (II) e comutativo para 

Í"'1, 2, e o resulta do 

Lembrando-se que,para qualquer que seja a álgebra 

local A foi convencionado considerar R como subespaço de A ,e , 

nestas ·condiçÕes,se x está na variedade V , a aplicação de O(V) 

em RC A dada por f f(x) define um A-ponto de V próximo 

de x (c.f. exemplo 2.6) que sara identificado com o x. Assim V se 

acha identificada com uma subvariedade ~de AV que constitui exa 

tamente dos ponto próximos do tipo acima. 

se 

Realmente: se x' é um ponto dQ tipo acima,tomando 

uma carta local em AV de x' com coordenadas locais dadas por 

{x
1

À com 1=1,2, ,, ,,n e :>..= 0,1,2, ,, , ,N J , cada x
1 

e obtido a-

través da carta local (U,$) de x com coordenadas locais x 1 ,x 2 

3 n 
da maneira habitual X ' ' • • • X ' 

( X i ) 
N 

À 
x' =À~O XL\ B = xiO para todo 1=1,2,.,,,n ,devido 
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i i 
a condição imposta ào x' ,i,é: x'(x )"'x (x) = x.

0
• Assim 

). 
assoei.-

ou-se a esse ponto pr6ximo n(N+1)-Úpla de 
. 

numeras reais: 

( a
1 0

, O, O, , , • , O, a
2 0

, O,, • , , O, , • , • , , O, an 
0

, O, , , , , O) 

8 uma carta 

- Y? do çao a 

local para X' 

uma c a r ta par a 

nesse 

x' em 

subconjunto :9 de AV é a restri

AV,donde {9é uma subvariedade 

de Av com dimensão igual a de v. 

identificada 

Se W tamb~m ~ uma variedade, analogamente W sera 

subvariedade de AW e é imediato que 58 com uma 

W é uma aplicação diferenciavel de V em W , AW induz sobre V AV 

a mesma aplicação~ de V em W,considerando-se W como contido em 

A W,ou seja , o diagrama abaixo é comutativo 

A, 
---"------'~ 

r r 
v w 

onde as Setas verticais indicam as inclusões mencionadas, 



CAPITULO 4 

TRANSITIVIDADE DO PROLONGAMENTO 

Neste Último capítulo sera feito um estudo suscin-

to sobre algumas propriedades do prolongamento de espécie A de 

uma variedade V,sobre o comportamento dos prolongamentos das leis 

de composição interna de uma álgebra B pela álgebra A e , por fim 

o que significa a transitividade do prolongamento. 

Supondo-se que,em uma variedade V, exista uma lei 

de composição interna f diferenciavel~ seu prolongamento Af sera 

uma lei de composição interna sobre a variedade Av e se f e comu-

tativa respect. associativa) ,o mesmo acontecerá com Af. A demons 

tração que se seguirá será para o caso comutativo,mas para o ass~ 

ciativo o procedimento é análogo.Para simplicidade des cálculos, 

supor-se-á V uma variedade de dimensão 2, A terá uma base formada 

por { 1 8} e sua altura será também igual a 2. 

Sejam (x,y) em VxV ,(U
1

,1J.1
1

) carta local para x in-

duzindo as coordenadas locais{ 
1 2 

X 1 X } carta local para 

d d 1 . ( 1 2} • y com coar ena as oca1s y ,y , x um A-ponto da V prÓximo de x 

dado por x' e y' um A-ponto deV 
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prÓximo de y dado por 

Deseja-se mostrar que 
A A 
f(x',y')= f(y',x') para todos x' em 8 

p, A 
y' em V. Mas f(x',y')(g)=(x',y')(gof) para toda E em D(V),assim 

X 

des8nvolvendo gof em Taylor na carta u
1

xu
2 

de (x,y) ,tem-se,devl 

do a convenç~o usada em ( 2,15)e( 2.16),que: 

8 (goq 1 
gof • g(f(x,y))+- ;x.y) (x -a

10
J + ~of)( li 2_ l 

2 x,y x a20 
8x 8x 

,a (gofl 1 li 1_b l 
1 x,y Y 10 

ay 
• 8(gofl 1 li 2_b l 

2 x,y y 20 
8y 

• í81x,yl 

e,aplicando-se (x' ,y') na expressao acima 

CAl (x',y')(gofl =g(f(x,yl) + {4of)(x,y) a
11 

+ 
ax 

• O(gofjl lb, 
1 x,y 11 

ay 

algo f) I lb )B 
2 x,y 21 

ay 

• 

Oesenvlovendo-se agor.a gof na carta CU 2 xu 1 J do ponto (y,x) e apl~ 

cando (y' ,x') nesse desenvolvimento do mesmo modo que o feito a-

cima obtém-se a expressao: 

(y',x')(gofl = g(f(y,xll•{ a(gof)( )b 
1 '!•X 11 

ay 
+ (l(gofl 1 )b , 

2 y,x 21 
ay 

·d{gof) 
+ 

1 
Cy.xla

11 
ax 

' 
a C gofl 

2 (y,xla21}B 
ax 

como para toda g em O(V), 

para O~ i+j"' k ,(y',x'}(gof)"' {x',y')(gofl acarretando em 

A A ' 
f(x' .y') (g)= f(y' .• x') (g) para toda g em O(VJ e portanto 

Af(x'.y') = Af(y'.x') para todo x' em AV 
X 

e y' em 
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Atrav~s desse resultado,conclui-se que,se G e um 

. grupo de Lie com multiplicaç~o ~ ,AG também se r a um grupo de Lie 

com a multiplicação A A A A 
"' G x G -----~> G 

Lema 4.1: Seja V~R com a sua estrutura de carpo,Prolongando-

se a AR as leis de composiç~o internas de"R ,AR tem uma estrutu-

ra de ~lgebra que ~ isomorfa a A, 

Oemonstrac~o:Como os prolongamentos da adiç~o e da multiplicaç~o 

de R não são nada mais do que a adição e multiplicação no pro lo.::_ 

gamento,ainda tendo-se que dimR(ARl= dimRA 

somorfismo 8 dado por x'---->x' (i) onde i é a coordenada natural 

de R (c. f, 2,15), 

Supondo-se que V seja um espaço vetorial de dimen-

sao finita n sobre R ( então V é isomorfa ao Rn ) , o prolonga

mento a AV da adição de vetores de V determina sobre AV uma estru 

tura de grupo abeliano.Por outro lado,pode-se ainda prolongar à 

a multiplicaç~o m de RxV em V dada por m(~.v) -~~~. Atravªs des

sas duas leis ,AV tem uma estrutura de A-módulo. Ainda mais, se 

se fixar uma base de V , AV com essa estrutura de A-módulo se 

identificará canonicamente,, com o produto tensorial A 0 V 

considerado como um 1 A-módulo, De fato : como V é isomorfa ao Rn 

A n • V isomorfa a A ~AxAx ••. xA ( n vezes),como ainda A e isomorfa a 

tem-se: 

- A (i) V 
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Além disso,se existir em V uma multiplicação que a torna uma álg~ 

bra comutativa sobre R,o prolongamento dessa multiplicaç~o a AV 

determina,juntamente com as leis precedentes,uma estrutura de ~1-

gebra em AV de forma que Av se identifica , ainda canonicamente, 

com A 0 V f"lunido da estrutura correspondente, 

Lema 4.2 Seja B uma ~lgebra local e V uma variedade.Dado x' 

B 
em V , a aplicaç~o f define um homomorfismo en-

tre O(V) 8 

Demonstração; Dado xf em corno f: v R e diferencia-

vel, seu prolongamento Bf por : 

x' (hofl qualq'uer que seja h em O(Vl,.. 

8 ainda) define um B-ponto de f~ prÓximo de f(x). Mas por (2.15) 

e suficiente conhecer esse B-ponto prÓximo na aplicação identi-

dade de R ,ou seja 

x'(iofl .= X· 1 (f) para toda f em D(V) 

Como por definição x' e um homomorfismo de álgebras tem-se 

e g em D(V) 

Lema 4,3 

O ad o x 1 1 em 

6
Cf + Àg)(x 1

) 
B 

À g(x 1 l 

8 [f,gl [x' J B 
• g(x') para todas f 

e todo À em R • e portanto o resultado segue. 

Sejam 

A B 
( V) • a 

A e B duas álgebras 

aplicação f 

locais e V uma variedade. 
A 

( 8 f)(x"l é um homo-

morfismo entre as álgebras D(V) e AB • A@ B , 

.Demonstração : Como B é uma álgebra de dimensão finita k sobre R
1 
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B tem uma eotrutura diforenciavel definida por uma carta global 

com funç~es coordenadas sendo transformaç5es lineares de B em R, 

aquí dcnotudas 1 
por 13 

A 
portanto t 6 fJ(x"l 

2 3 k 
.8 ,B , •••• S B assim 

( por 4,2) 

(pela definição) 

. B j 8 
=x" CSJo f+.XB o g) (linearidade deSj) 

e linear. Agora dado x" em 

sendo um A-ponto de 8 v prÓximo de x' , com relação ao produto 

de funçÕes tem-se 

B lg)lx') 

dnde prod
8 

e a multipli 

Gaçao da álgebra B • Mas ,se prolA e o prolongamento da estru

tura algébrica de B de espécie A • pelo diagrama abaixo 

A A A 

i 6Vlx 6v) 
i 6 fx 6g) > AB x AB 

! A 
pro 1 

8 8 I Vx v l 

BfxB~ 8 v x 8
V > 8 X 8 B 
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observa-se que: 

A B 
I lf.gll" 

A B 8 
o ( f X g) 

A B 
X I g I I (lema 3.13-2) 

para todas 

f e g em D(V) e x'' fixado , o que demonstra o lema. 

A 
Corol~rio 4,4- Se x'' de c8v) é um A-ponto prÓximo de x'de 8 v e 

x' um 8-ponto de V pr6ximo de x de V. a ·aplicaç~o z' de O(V) em 

A 0 8 definida por 

A 
z' (f)= C8fJ(x"l 

A 
é um homomorfismo de álgebras cuja parte finita de (Bfl(x"l, 

considerado como um elemento de A@ B , é f(x), 

Feito tudo isso,está-se agora em condiçGes de enun 

ciar e demonstrar o teorema fundamental da transitividade dos pro 

longqmentos; 

TEOREMA 4.5 - SEJAM A E B DUAS ALGEBRAS LOCAIS E V UMA VARI-

EDADE DIFERENCIAVEL. EXISTE UM ISOMORFISMO CANONICO ENTRE O PRO-

LONGAMENTO DE ESPECIE A@ B DE V E O PROLONGAMENTO DE ESPE-

CIE A DO PROLONGAMENTO DE ESPECIE B DE V , 

Demonstração : Seja f em O(V) • Pode-se então efetuar seu prolo~ 

gamento de esPécie 8 
. 8 

obtendo-se ~ assim • f: 



e depois o de espécie A 
A 
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A 0 A 8 A 
resultando em c· fl: ( V)--) g, A@ B • 

-Se x' ' pertence a I 8 vJ e e 
A B 

fixado, ( f)(x"l e pois um ele-

menta de 

a aplicuç~JO f 

A@Besex' 

Pelos lemas (4.2) , {4.3) e pelo corolário(4.4), 
A 

------;7- ([3f) (x' 1
) e um homomorfismo de O(Vl em 

e um A-ponto de 
8 v próximo de x' que,por sua vez, 

A 
e um B-ponto de V pr6ximo de x de V , a parte finita de C

8
fl(x") 

a f(x). Desta forma a aplicação z' o I V J A@ B dada 

por 

Z I ( f) 

define um A@ B -ponto de v prÓximo de X e a aplicação 

X o o z' e nestas condiçÕes uma aplicação cananica 
A 

18VJ de no prolongamento de espécie A @ B de v. Resta mostrar 

que essa aplicação é um isomorfismo da primeira variedade na se-

gunda.Mas como isso é uma propriedade puramente local com relação 

a V , é suficiente verificá-lo quando V ê um subconjunto aberto 

A B 
de um espaço vetorial E, Ora ,já se sabe que ( E) e A 0 (B 0 E) 

são isomorfos e que a Ax 8 -prolongamento de E também é isomorfo 

a (A@ 8)@ E e que o produto tensorial é associativo e assim o 

diagrama 

A@IB@El 

l 1 
IA@Bl@E e comutativo 

e,portantaJo resultado segue, 

Corolário 4.6- e difeomorfa a 



I 1 l 

12 ) 

I 3 l 

I 4 l 

C 5 I 

I 6 l 

lll 
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