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INTRODUCAO

() presente trabalho € essencialmente baseado no curso de Varidveis Complexas, ofe-
recido no segundo semestre de 1993 no Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncias
da Computagéo da Universidade Estadual de Campinas, pelo Prof. Dr. Mario C. Matos.
Nossa intengdo foi fornecer um texto a nivel de pés-graduagao para um curso de Funges
Analiticas Complexas, com exercicios resolvidos e propostos.

Damos énfase ao enfoque das funces analiticas via séries de poténcias. A vantagem
de tal perspectiva reside no fato de que os cursos posteriores sobre Fungoes Analiticas em
Espacos de Banach sio usualmente considerados através de séries de poténcias.

 conhecido que as funcdes analiticas se empregam com freqiéncia em distintas
disciplinas tedricas e aplicadas: equacgdes diferencias, geometria, hidrodinimica, teoria
analitica dos nimeros, etc. O conhecimento dos principios fundamentais da teoria das
funcdes analiticas, é um fato indispensavel na Educacao Matemdtica Moclerna. Atu-
almente esta teoria se desenvolveu tanto que torna-se dificil cobrir num sé texto suas
muitiplas ramificacdes. No texto serdo tratados os assuntos usuais de um curso a nivel
de Mestrado, com numerosos exemplos para ilustrar os temas que sdo objeto de estudo.
Em outros casos estes exemplos sdo apresentados de modo a comprovar que o teorema
estudado perde seu valor em condi¢es mais moderadas.

Cada paragrafo comega com os enunciados das definigdes, principios e teoremas per-
tinentes, seguidos dos problemas resolvidos e propostos. Os resolvidos ilustram e ampliam
a teoria. Os numerosos problemas propostos completam o material de cada paragrafo.

0O texto estd dividido em 19 paragrafos alguns dos quais brevemente descrevemos a
seguir.

Séries de Poténcias. Iniciamos com as definigbes e critérios de convergéncia pontual,
uniforine e absoluta para séries de funcdes definidas num dominio DD € J{ com valores
el [V, o corpo dos mimeros reais ou complexos. (Quando as séries de funcoes sao as séries
de poténcias, damos a férmula de Cauchy-Hadamard que nos permite achar seu raio de
convergéncia. Para seqiiéncias de fungdes damos teoremas que nos garantem quando a
fun¢io soma de uma série de fungdes € continua e a integral (diferencial) de sua soma ¢&
igual a soma das integrais (diferenciais). Ao final enunciamos a propriedade da identi-
dade para séries em forma geral e mostramos mediante um exemplo que esta nao pode
ser considerada tao evidente.

Operacgoes com Séries de Poténcias. Aqui a convergéncia absoluta tem um papel im-
portante, j4 que nos permite somar uma série absolutamente convergente na ordem que



desejamos. Assim devido a este resultado € que podemos efetuar o produto de duas séries
de poténcias que tem circulo de convergéncia com centro comum e efetuar a composicio
de duas séries de poténcias que satisfazem certas condigoes.

Funcoes Analiticas. Definimos uma fungdo analitica sobre um conjunto aberto A C K|,
via uma série de poténcias. Além disso, vemos que a funcio soma de uma série de poténcias
é representada por sua série de Taylor e portanto ela é infinitamente diferencidvel.

Conjuntos Determinantes de Analiticidade. Enunciamos um resultado que justifica
a introdugao dos chamados conjuntos determinantes de analiticidade. A seguir vemos que
uma fungao analftica ndo nula definida num aberto conexo A C K, s6 tem zeros isolados.
Mostramos mediante varios exemplos a utilidade destes conjuntos.

Teorema do Mddulo Maximo. Iniciamos este pardgrafo com o teorema 5.1 (seme-
lhante ao teorema de Liouville) vilido somente no caso complexo, o qual € usado na prova
do teorema do médulo mdximo. Este resultado nos garante que uma fungao analitica
nao constante definida em um aberto A atinge seu médulo méximo na fronteira de A.
Finalmente usando este resultado obtemos o lema de Schwarz.

Integrais sobre Caminhos. O objetivo deste pardgrafo é reunir as defini¢des, propri-
edades basicas de caminhos, integral sobre caminhos e homotopia. Estas nogbes serdo
fundamentais para a comprensao dos paragrafos posteriores, como por exemplo, o teo-
rema de Cauchy.

Teorema de Cauchy. O Teorema, cujo enunciado e demonstragao damos é um dos
fundamentais na teoria das fun¢des analiticas.

Existéncia de Primitivas de Funcdes Analiticas Complexas. Como uma primeira
aplicagao do teorema de Cauchy mostramos nestc pardgrafo a existéncia de primitivas
para funcdes analiticas definidas num aberto A C I, simplesmente conexo. Por meio
de um exemplo mostramos a necessidade da condigdo do conjunte A ser simplesmente
CONEXO0.

Indice de Caminhos Fechados. Para as posteriores aplicacdes do teorema de Cauchy,
¢ necessario saber determinar o niimero de voltas que da uma curva regular fechada ao
redor de um ponto de seu interior. Este pardgrafo é dedicado a justificar que o indice de
uma curva pode ser inferpretado como tal ntmero de voltas.

Férmulas Integrais de Cauchy. Sdo notévels porque mostram, com hipéteses adequa-
das, gne uma funcio analitica conhecida na fronteira de um conjunto pode ser determinada



junto com sua derivada no seu interior. A partir destas férmulas obiemos desigualdades
que sao usadas para provar o teorema de Liouville.

Diferenciabilidade Implica Analiticidade no Caso Complexo. E sabido que toda
fungio analitica é diferencidvel. Neste pardgrafo vemos que na teoria de Varidveis Com-
plexas, a relacio enire analiticidade e diferenciabilidade é forte, porque toda fungio di-
ferencigvel é analitica. Neste contexto as condi¢des de Cauchy-Riemann e o teorema de
Morera constituem um critério de analiticidade.

Seqiéncia de Funcdes Analiticas Complexas. Estabelecemos em que condigdes o
limite de uma seqiéncia de func¢oes analiticas é analitica. F enunciado o Teorema de
Arzela-Ascoli, para demonstrar o Teorema de Montel que é muito usado para decidir
quando uma fainilia de fungoes analitica é relativamente compacta com a topologia com-
pacta aberta.

Singularidades Isoladas e Zeros de Fungdes Analiticas. Nos pardgrafos 13 e 14
obtemos algumas propriedades das fungdes que sdo analiticas sobre um disco aberto e
sobre um disco aberto perfurado em seu centro. Os resultados podem ser usados para
descrever o comportamento de uma fun¢éo que é analitica em algum dominio, pois dado
qualquer ponto do dominio podemos achar um disco aberto ao redor do ponto que estd
contido em seu dominio. Muitos dos resultados destas secdes sfo preparatério para os
paragrafos posteriores, onde o comportamento global de uma funcao analitica sobre um
dominio sera estudado.

Aplicagdo da Teoria dos Residuos para Célculo de Integrais Reais. No pardgrafo
15 € estudado a teoria dos residuos e como uma aplicagdo dela deduzimos o principio do
argumento e o teorema de Rouché. Como outra aplicacdo da teoria de res{duos vemos
no pardgrafo 16 que as integrais reais dificies de ser calculadas por métodos teals, podem
ser calculados por meio de uma integral sobre umn caminho apropriadamente escolhido de
wma fungao complexa convenientemente selecionada.

Representacao de Fungdes Meromorfas por Fragoes Parciais. Enfocamos a ma-
neira de representar uma fungdo meromorfa com infinitos polos, ordenados por seu médulo
em forma nao decrescente por fragoes parciais. Isto é sempre possivel de ser realizado,
como foi provado por Mittag-Leffer. (Teorema 17.1).

Produtos Infinitos. O objetivo desta segho é mostrar como as fungdes inteiras que tem
uma quantidade infinita de zeros, ordenados por seu modulo em forma nio decrescente,
podem ser representados como um produto infinito de fungdes especiais. Neste conlexto
as fungdes enteiras podem ser consideradas como uma generalizacdo dos polinomios.

i1l



Teorema da Aplicagio de Riemann. Neste parigrafo nos ocupamos do problema fun-
damental da teoria das transformagdes conformes, relativa a possibilidade de transformar
biunivoca e conformemente um conjunto aberto simplesmente conexo em outro.

Para poder ler o texto, basta ter os conbecimientos de espacos métricos e analise

real, dados na graduacio da faculdade de Matematicas. Denotamos por (R) as definigoes,
teoremas, proposiges e lemas que supomos ja sao conhecidos pelo leitor.

v



§ 1. SERIES DE POTENCIAS

Em todo este trabalho f{ designa ou o corpo IR dos ndmeros reais ou o corpo ¢ dos
nirmeros complexos, IV = {1,2,---} e Ny = {0,1,--+,n,---} = IVU {0}.

1.1 DEFINICAO: Uma série de poténcias ao redor de a € K é uma série de funcdes

da forma Zak(z — a)k com a € K,k € IN;. E usual chamar oy, o k-€stmo coeficiente
=0
da série.

- o
(R) 1.2 DEFINICAO: Dada uma série de fungdes Y fi(2) definidas em D C K com

k=0
valores em I, diz-se que essa série converge pontualmente sobre B C D a uma fungdo

f(z) se:
(Ve > 0)(Vz € B)(3N(g,2) > 0) tal que
n > Ne,z) =] f(z) - Z:fk(z) |< e.

Diz-se que a convergéncia € uniforme sobre B se:
(Ve > 0)(AN(g) > 0) tal que

n > N(eg) = sup | f(2) — i:f;‘(d) |< e.
2€B k=0

T
Vamos dizer que f(2) é a fungdo some da série sobre B ¢ ka(z) a n-€sima soma parcial
- k=0
da seérie no ponto z.

E claro que toda série uniformemente convergente é pontualmente convergente.

(R) 1.3 CRITERIO DE CAUCHY: Uma série de funcoes > filz) definidas em
k=0
D C I com valores e I converge unilormemente sobre B C D se, e somente se,

(Ve > 0)(AN(e) > 0} tal que

m>n > Nie)=sup | > fiulz) [<e.
z€ 8 k=n



Note que nio se precisa conhecer o limite da série para demonstrar a convergéncia
uniforme se fazemos uso deste critério.

20

Lembremos que uma série de fungdes Y, fr(2) converge uniformemente (pontual-

k=1
o0

mente) e absolutamente sobre B se a série de fungdes Y _ | fi(2) | converge uniformemente
k=1
(pontualmente) sobre B.

Convergéncia uniforme (pontual) e absoluta sobre B implica convergéncia uniforme
(pontual) sobre B. Todavia a reciproca é falsa, como vemos pelo contra-exemplo:

[e} _l T oo -"'1 Tt ) 1
nzz:l( n.) converge, mas ,,;1 (—?)— = ﬂgl;; = +0Q.

(R) 1.4 CRITERIO DE WEIERSTRASS: Seja > fu(z) uma série de fungdes defi-
k=0
nidas em D C K com valores em I tal que existe My > 0,k € Iy satisfazendo

(i) sup | fu(2) |< M (V k € INy)
zeD

(i) My =M < +oo.

k=0

Eutdo a série converge uniformemente e absolutamente sobre I) e temos

}ih(z) < i | ful2) |< iMk =M (Yze D).
=0 k=0 k=0 .

Este critério d4 uma condigao suficiente mas nao necessaria de convergéncia uniforme.

Note que uma série uniformemente convergente nao tem que ser necessariamente
absolutamente convergente ¢ reciprocamente.



EXEMPLOS:

o0 IL‘E L.
0> m A série é absolutamente convergente pontualmente em /R mas nao é
n=(0

uniformemente convergente em .

o0 ___1 n—1
(2) > ( +) - A série € uniformemente convergente em IR mas nao é absolutamente
ki €T
n=1
convergente pontualmente em IR (e nao é aplicavel o critério de Welerstrass).

1.5 LEMA DE ABEL: S¢ja iak(z — ) uma série de poténcias ao redor de a. Se
be K,b#ae =

| ap(b—a) |<K M <400 (V k€ Np),
entéio a série converge absoluta e uniformemente sobre Br(a) para todo R €]0,|b—a ||
e absoluta e pontuaimente em Bj,_,(a).

Aqui, conforme é usual, B;(a) = {z € K|z —a|<r}e Bfa)={z € K;|z~a|<r}.

DEMONSTRAGAO: Como Bjs_o{a)= |J Brla), basta mostrar a convergéncia
_ Relo ool B
absoluta e uniforme sobre cada Br(a), R €]0,| b— ¢« | [. Assim, se z € Br(a) temos

—a ik PR - R k
| Ale) 1=l e — @ = e [ b= a P 2ok < 20 < ) =

fb—alr = |b—alf — | b—a |
Entao
sup | fi(z) |< My (V k € INy)
z€B pia)
e
= M
Lﬂﬁfk = = < +00.
k=0 1= lr—af
Logo por 1.4 a série converge uniforsmemente ¢ absolutamente sobre Br(a) a
R o0
1.6 COROLARIO: Se a série de poténcials » oz — a)* diverge (ndo converge) num
k=0

ponto z = b #£ ¢ entdo ela diverge em cada a € I \ Byq/(a).



EXEMPLOS:

o0
. , . . 1
(1) Seja p > 0 e tomernos a série de poténcias ) -;zk.
k=1
Neste caso temos:

1

Pelo Lema de Abel obtemos convergéncia pontual e absoluta sobre B1{0) e convergéncia
uniforme e absoluta sobre Bg(a) se R €]0, 1[.

oo

.
(2) Onde Zﬁz diverge?
k=1 .

. Y Loz,
Notemos que a série k;}-kfp diverge se p €0, 1] e converge se p > 1. Assim ;5 diverge
no ponto 1 se p €]0,1[.

Pelo Corolério 1.6, ela diverge se | z [> 1 e p €]0,1[.

Para 6 > 0 e p > 1 temos:

(A48
AT Tt
o0 zk

Assim EE divergese | z|>1ep> 1.

oo k- . .
Notemos que para p €]1, +oof a série Z% converge uniformemente sobre 13,(0).

k=1
1.8 OBSERVAGAO: A chamada férmula de Cauchy-Hadamard permitc achar um

R € [0,+00] tal que a série 3 _ay(z — a)* converge absoluta e pontualmente sobre Br(a)
k=0
e diverge nos pontos de JK \ Br(a).

(R) 1.9 DEFINICAO: Dada uma seqiiéncia (az)ie, de numeros reais vamos tomar

an = sup{ag;k > n} paran € IV. Logo (¢,)%2, é wna sequéncia nao crescentc e por-

tanto fem limite. Se lim ¢, = A, temos que A pode ser —o0, +00 ou um nidmero real. A
TL—+

é chamado limite superior da seqiéncia (o)}, e é denotado A = Jklim Qp = k]im sup Gy.
: f—r00 —0a

(R) 1.10 OBSERVACGAO: Seja A = Tim o

(1) ETEI-CY;; =AclRe Ve>0) (Fke >0k > k.= ap < Adte
e (i) (Ve > 0)(Vk € IV)Y(3ny 2 kYo, > A—ec.



(2) klim o = +oo & existe uma subseqiiéncia (ay, )22, tal que Jin&ak" = to0.
—00 -

(3) limog = —o0 & limay, = —oc.
k—oo k—o00

(R) 1.11 CRITERIO DA RAIZ: Seja Zak uma. série de elementos de JK e vamos
k=1
considerar klim | @y, |*= A > 0. Ent3o:

1) Se A< 1entio ) | ey | converge.
k=1

2} Se A > 1 entao existe uma subseqiiéneia (o, )32, de (ox)52, tal que lim | oy, |
= +o00.

3) Se A =1 nada se pode dizer em geral.

1.12 TEOREMA: (A Férmula de Couchy-Hadamard). Dada a série de poténciais

o0

. 1 -
Zak(z - a)k, seja K = =17 Iintao
k=0 klirlilo | g l

1) A série converge absoluta e pontualmente sobre Br{a).
ii) A série converge absoluta e uniformemente sobre B,(a),0 < p < R.

11} Se | z — a |> R entdo existe uma subseqiiéncia (ax, )2, tal que
limy oo | g, || 2 — @ |F*= +co.

iv) Se | z —a |= R, nada pode ser afirmado em geral.

Neste caso diz-se que R € o raio de convergéncia da série e Br(a) € o circulo de con-
vergéncia da série.

DEMONSTRAGAO:

a) z € Br{a) entdo |z — a |< R, e assim

Imfjax |2 —a|")* =z —a] Im jog | =|2-c| - <1
kesco k-0

O critério da raiz fornece ().



b) Seja 0 < p < R. Entdo z € B,(a) =| z — a |< p. Tome 2 € Br(a) \ By(a), logo
|z—a|<lzo—aj< Redal jex || z2—a [*<l ax |} 20 — @ | (V z € B,(a)).
Desta relacio temos:

sup |ex|lz—a|*<[ e |l zo—al*
zEBp{a)

ecomo »_ |ag|lz—a |*< 40, verifica-se ento o critério de Weierstrass e a série

k=0
i o
3 (2 — a)* converge uniforme e absolutamente sobre B,(a).
k=0

c) |z—a|;‘>R=>kl_in~1"[lak ||z—a|k]1’jk=l~z%?—l

resultado. ‘ 0

> 1; o critério da raiz implica o

(R) 1.13 TEOREMA Se fu(z),k = 1,2,-- sdo fungdes continuas em D C K e se

a série de fungoes ka(z converge uniformemente a f{z) sobre D C IK, entdo f(:) é
k=0
continua em D).

Este resultado € muito usado para demonstrar que uma série dada nao é uniforme-
mente convergente, bastando verificar que a fungdo soma f(z) é descontinua em algum
ponto.

a? z? ,

1—4-'—_5)— para & € IR. Note que fi(z ) m é

fungao continua em JR para k € INO. Se z # 0 a soma da série f{z) =142% Sez =0
temos a soma da série é f{0) = 0. Como lin%f(:c) =1 f(0), temos que f é descontmua

EXEMPLO: Considere a série Z

em = = {. Logo a série ndo pode ser uniformemente convergente em IR.

(R) 1.14 TEOREMA: Se fi(z),k = 1,2, - sdo continuas em D C IR e se Y _ fi(z)

converge uniformemente a f(z) em 1, entao

Fv] o Zn
] fl2)dz = Zf flz)dz com zy1,z, € D.
Z1 k=1 Ea ]

(R) 1.15 TEOREMA: Se fi{z),k = 1,2, -+ sdo continuas e tem derivadas continuas
em /) C IR ese ka(z ) converge a f(z Z fi(z) é uniformemente convergente em D

k=1
entan

b



(2) = if;(z), ¥z € D).

1.16 PROPOSICAO: Se f(z) denota a funcao soma de uma série de poténcias em seu
circulo de convergéncia B.(a), entdo f é continua em B,(a).

DEMONSTRACAO: ox(z — a)* é fungio continua em K e a série converge uniforme-
mente em cada Br(a ) com R < r. Logo f é continua em cada Bg(a) com R < r e daf

serd continua em B,(a) = | J Br(a o
Rer

E comum dizer que f é representada pela série de poténcias em seu circulo de con-
vergéncia. A pergunta natural que se faz é a seguinte: Se f é representada pelas séries de

poténcias Zak Z - a) e Zﬁk zZ ) *em B ~{a) para algum r > 0, como se relacionam

o e B para cada k7. Para 1esponder isso vamos usar o seguinte resultado.

o0

1.17 TEOREMA: Se f é representada pela série de poténcias Y ax{z — a}* em seu
k=0

circulo de convergéncia B,(a), entdo, exceto quando todos os oy sao nulos para k € IV,

existe 0 < R < r tal que f(z} # f(a) se z # a e z € Br(a). Em particular se f(a) = 0, ¢

€ um zero fsolado de f exceto no caso em que o = 0 para cada k € IV;.

DEMONSTRACGAO: Suponhamos que nem todos os ax, k € IV sio nulos. Seja n o
menor natural tal que &, # 0. Podemos escrever que

o)

f(z) = fla) = {z = a)" Y awsal(z —a)* (¥ z € By(a)).
k=0
ZaHn * converge pontualmente a uma fungio continua g(z) sobre B,(a) { Ceuchy-

Hadammd) Como g{a) = a, # 0, existe B,0 < R < r tal que para qualquer z €
Br(a),9(z) # 0. De f(z) = f(a) = (z —a)"g(2){Vz € Br(a)) scgue que f(z) # f(a) se

z# aez€ Brla). 0
- ]

1.18 PROPOSIGAO: Se f(z) for representada pelas séries de poténcias Y op(z — a)*
k=0

O
Z (z — a) k em B,{a) para algum r > 0 entdao o = P para todo k € IV;.



DEMONSTRAGAO: Segue dos fatos f(a) =g = foe Y (o — Be)(z — a)F = f(2) -
k=0
f(z) = 0 para z € B,(a). Aplicando 1.17 obtemos o resultado. w

Para que o leitor compreenda que o teorema 1.18 nido se pode considerar por si
mesmo evidente, enunciamos a propriedade da identidade para as séries em forma ge-

o o
ral. Se dird que as séries Zakfk(z) e Ebkfk(z) onde fr(2),k € Ny sdo fungdes, possue
k=0 k=0

20 [e.<]
a propriedade de identidade num conjunto E, se da igualdade Zakfk(z) = Zbkfk(z)
k=0 k=0
convergentes pontualmente neste conjunto, se obtem a igualdade dos coeficientes corres-

pondentes ay = by V £ € INg.

EXEMPLO: fg(Z) =1, fk(z) = Zk -

T

dade no circulo | z |< 1 de fato: Y fi(2) = 2", € como para | z [< 1: nlggoz“ =0, a série
k=0

dada é pontualmente convergente no interior do circulo | z |< 1 e sua soma ¢ igual a zero.

z"1.k=1,2,--- nao tem a propriedade de identi-

oo
Portanto se a série de fungdes > _ax fx(2)é pontualmente convergente no interior do circulo
k=0

Lol

| z < | e sua soma é f(z), entio todas as séries Y _(aj -+ A)fv(z), onde A € €' é arbitrario,
. k=0

também s&o pontualmente convergentes no inferior do circulo | z |< 1 € possuem a mesma

soma f{z).



§ 2. OPERACOES COM SERIES DE POTENCIAS

o w]
Se f(2) representa a soma da série de poténcias Y ax(z — a)® em seu circulo de
k=0

o

convergéncia By, (a) e g(z) representa a soma da série de poténcias Y _Bi(z — a)* em seu
k=0
circulo de convergéncia B,,(a), entdo f+ g e f — g representam as somas respectivas das

séries de poténcias
Ylew+ Bz —a) e Y (o —Bi)(z —a)f

k=0 k=0

em B.(a) onde r = Min{r;,r2}.

(R) 2.1 TEOREMA: Dada uma série Y a; absolutamente convergente de elementos

k=0
(2.4
de JK, supde-se que Ny = USJ'; onde S; # ® e 5;NS5;, = ®sei # j. Entdo para
7=0 co oo
j € Ny, Z a, converge absolutamente e sendo A; = Z @, tem-se Z“k = ZAJ"
nES; nes; k=0 i=0

Este resultado permite “somar” uma série absolutamente convergente na ordem em qne
se desejar.

2.2 TEOREMA: Sejam f{z) e g(2) as somas das séries de poténciag

iak(z —a) e ;:)ﬁk(z —a) {1)

e seu circulo de convergéncia B,,(a) ¢ B,,{a). Entgo f(z)g(z) é a soma da série de
poténcias

kif:wk(z— o) 2)

k
em B.{(a}, com r = Min{ry,im}, e 7 = Zajﬂk_j.
=0

A série (2) é chamada Produto de Cauchy das séries {1).



DEMONSTRACAOQO: Paran € INge | 2z — a |< r temos

n k& n ok
Y el sllz—alt = 33 lajll sl z—al’|z—a|*
k=05=0 k=0j=0

2u

<X Y lallz—allBellz-al
k=0
Iti=k
0<j<n

= (Slesliemat) (S 1802-a)

Como as séries (1) convergem em tal z segue que
n k

B Y>> oyl Bejll z—a |*< +co0.

ks ]

k=03=0
Sendo A = {(j,k—j) € Nox INg;j < ke k € INg} é facil ver que A = INg x INy. Tomando
a enumeragio de A da seguinte maneira:
(U,O), (110)3 (01 l)a (210)1 (11 1)7 (0:2)1 (310)3 (2? 1)! (1?2): (013)3 e
'“7(k10):(k'—171):"':(Lk‘"i)ﬂ([}:k)a'”a

que equivale a seguir a ordem das setas abaixo:

1 T

— (3,0)
(k=100 (k—11)

o que se provou acima foi que a série  »,  o;Be_j(z — o) (z — a)*~7 ¢ absolutamente

convergente. Logo podemos usar 2.1 com 4 = | J 5, sendo S; = {(j,n);n € No} para
i=0
cada § € INy. Assim,
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D a;{z — a) Br-j{z —a)7 = Zz%z—-a ﬂnz—a)]

(.f,k—j}eA =0
= Zaj(z —a) [’g}ﬁn z— ajn] = [ga z—a ]g[z) f(z)g(z).

5]

2.8 TEOREMA: Seja fi(z) a soma da série de poténcias Ea;m (z —a)" em seu circulo

de convergéncia B, (a),k = 1,2,---p. Entao fi{z)--- fo(z) é &a soma da série de poténcias
Y klz = a)f
k=0

em B, (a),r = Min{ry,---,r,}, onde

Tn = Z alkl ) Q'2k2 ot apkp .
k1+“'+kp=n

DEMONSTRAGAO: Observe o caso anterior para ver que

(i oy (2 — a)kl) ) (Zoam: z—a)t ) i ST gy gy (z—a)t TR

k=0 i=0 iy e kp=j

converge absolutamente para n — 400 e portanto pode ser somada da maneira que

desejamos. 0O
- Lo a]
2.4 OBSERVACAO: Se f(z) é a soma da série de poténcias > ax(z—a)* em seu circulo
k=0 .
o 5]
de convergéncia B,{«¢), entéo a série de poténcias S | az | (z — a)* tem + como raio de
k=0

convergéncia e passaremos a chamar sua fun¢ao soma por f(z). Usaremos tal notacio na
demonstragao do préximo resultado.

2.5 TEOREMA: Seja f(z) a soma da série de poténcias
- E
> oz —a) 3)
k=0

em seu circulo de convergéncia B, (a). Suponha que g{u) é a soma da série de poténcias

11



iﬁs(# - b)*

£=0

em seu circulo de convergéncia B,,(b). Se o valor f(a) € B, (b)

(4)

é possivel achar

r> 0,7 < tal que f(B,(a)) C B,(b) e (g o f)(2) € a soma de uma série de poténcias

ao redor de a em B,(a).

DEMONSTRA_QAO: Casol:a=0eb=0 Aquif(0) € B,,(0) e portanto f(0) =
| f(0) |. Como f(0) € B,,(0), e f(z) é continua em zero, existe § > 0,6 < r1 tal que
z € Bs(0) = f(z) € B,(0). Como | z |€ Bs(0) para z € Bs(0), temos f(| z |) =

S Lo |l 2 [*€ B, (0). Além disso, § dada por g{p) = > | B¢ | 4f
k=0 =0
convergente sobre B,,(0) e para z € Bs(0):

o oo £
g(f<|z|)>=§|ﬁfl[g:|ak IIzl“] .
¥ntao

g(f"fz))=|ﬁo|+§me| S8 3 Lo | e 1] 2 [

ky=0ks=0 kp=0

Logo podemos somé-la da maneira que desejarmos. Portanto (5) ficara

- o oo £ o0
I = Bot e dans) =g L)
=1 k=0 k=0
g(f(2)) = (g0 f)lz) Y z € Bs(0).
No caso geral de a e b quaisquer, consideramos as funges:

1} F(z) = f(2 + a) — b que é representada pela série de poténcias

Flz) = ap—bt Zakzk para z € B, (0)
k=1 )

F(0) = ag—b

1) G(u) = g(u+ b) que é representada pela série de poténcias

[ae)

Gu) = B para B,(0).

£=0

12

é absolutamente

-'-|Z|k‘*. (5)



Temos
F(0) = oo — b= f(a) ~ b€ Bn(0).

Pelo caso ji demonstrado existe 6§ > 0,6 < ry, tal que F(Bs{0)) C B,,(0) e (G o F)(2)
€ representada por uma série de poténcias ao redor de zero em Bj{0}. Isto se traduz em
f(Bs{0)) C B,,(b) e {g o f)(2) é representada por uma série de poténcias ao redor de
em Bg(a). ]

2.6 OBSERVACAO: Examinando a demonstragio anterior com cuidado vemos que a
série de poténcias ao redor de « representando (g o f}{z) é obtida pela substituigdo formal

em (4) de u pela série numérica 3 ax{z — a)* para cada z € Bs(0).

k=6
2.7 CONSEQUENCIA: Seja g(z) a soma da série de poténcias Y ew(z — a)* em seu
k=0

circulo de convergéncia B,(a). Se b € B,(a), entdo existe § > 0,6 < r, tal que Bs(b) C
B.(a) e

9(z) = 3 _Be(z — b)’
£=0
para z € Bg(b). Nestecasod=r— |b—ale

Be=> oy (;") (b— )"

k>

para £ € V.
De fato, basta usar (2.5) com
flz)=b+{(z—-0),z € K.

Neste caso g o f(z) = g(z) para z € Bs(a) e § = r— | b— « |. Note que a “substituigio
formal” fornece

W) = Sar(f() - a)f = Sagl(z = B+ (b— a)]F

k=0 =={)

k) (b—a)*7(z — b)Y

13



B § Lak (J) H] =ty

(g0 ) = g(c) =3 Bz — by.0

j=0

1. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine os raios de convergéncia das séries em @'

oo o f o oo
@ L= ) T (9 Lm+a)”
n=1 n n=0 n=0
. - -1
SOLUGAO. Usamos  relagio R = (Ti | e [Uﬂ) .
nl Tll 1 N -
(a) Se ay = o afirmamos que lim {; =T Para isto usamos a relagao conhe-
— 0o " £
cida (e™ = 1+ —f— 5 + + —i— 1) e é facil mostrar que %T < et < (2734—1)%,

donde obtemos nossa aﬁrmagao Logo R =e.
_ _ ok _ . k Torn — T BT
(b) De e, = 1paran =2"ea, = 0paran # 2 ,segueJLr&\/] Qn | = ;}LTO V1=1.

(c}) Se|a|<1lentdo|n+a™ |<n+l. Seq, =n+a®™temos| a, |=| nta” [<ntl
c .

T ffn+an | < Jim Yt 1=1 (4)
Além disso |n+ @™ |2 n—|e "2 n—1, pois — | a |"> —1. Entio temos:

B ifinta |z lim ¥n=T=1 ()
De (i) e (ii) segue B = 1.

Seial|>1, temos|nta® |{<nt|e|"< 2] al® paran suficientemente grande.
Como | oy |=|n +a* |< 2} a |* obtemos

T iffe | <lal (i)

14



Além disso @ =| a | €’ e a® =| a [* €. Logo temos que | oy, |=| n +a* |=
\/(n+ [a | cosn)?+(|alr sen nf)2 >|a|? Daf

lim {f| o, | 2] a] (iv)

L=+

1
De (iii) e (iv) R= —
la]
2. Ache a soma das seguintes séries para z € {’

13

O e R H I SRCODY

n=1

n—1
Zn+]

para |z |>1

n=2

SOLUGAO. {a) Como

z" _ 1 [ 1 1 ]
(1—2z7)(1 —271) 7 (1 =2)l1 —2z7 1 —grtl)

temos
D= (l=—2m) T (1=—2) gl —2r il — 2t
1 [ 1 kool 1 k=1 q
B (l—z)_l-—-z+7§21-z”_l—zk+l_g::ll—z”“}

1 1 1 .
B (l—z)hl—z—l-zk"‘i] =)

Z

Se | z |< 1, entdo, quando k — oo, tem-se: (z) = ﬁ—-?
- Z

o
(1—2)?

Se | z |[> 1 entdo,

quando k — co, tem-se kli_ml (1) =
(b} Seja

ko —1 _k—l holp 1

S,i.- = Z Paiax - Zk-{r-l -E— z 2t (”)

=2 n=2

Sen-—1=N entio

15



(i)

k=1 k-3
n -} 1 1 1 k—1 k-2
Zzz”“ =;+;szz—m:§+;5k~ [z”"‘? + z’“‘“]

De (it) e (iil) temos:

Go— L W—n_i_gl]

(1 - z) R 22 fard it
Agora, quando k¥ — oo, temos § = lim § !
ora 0 s S = li =
g » 4 ? k—rrgc.) k Z(l — 2)2
. Some as seguintes séries para |z |< 1,z € R
(2) izﬂ (b) i . i L2t @ 3 1)““27&
— z — _
n=1 L nzln ‘ n:DQn + ] n
SOLUCAO. (a) sabemos que:
iz“: ] se |z|<1 (7)
n=0 l—=z

e a série converge uniformemente e absolutamente em B,(0) onde 0 < p <« 1.
Portanto, integrando (i) de 0 a z, onde 2 € B,(0), temos:

z 90 'n.d z j J
LZ.’L‘ ;I.‘:'\/C; or

n=0 1—'T
ez
Z/ g'dry = ~In|l—z|
n=0+0
o n

Z; ~in |1 —z|

n=1

(b) Por (a) podemos derivar ambos lados de (i) ¢ obter

Logo temos

16



z

Enz ==

(c) Sabemos que Zz% = se | z |< 1. Logo

n=>0 (1 - 22)
z X z 1
/ Zmzndz = / de
[ Rt o l—=x
X pintl 1 (1+2
> = —in
2n+1 2 11—z
o0 1
(d) Sabemos que ¥ {—1)"2" = para | z |[< 1. Logo
n=>0 1 + z
z O 1 1
f Z(-—l)"’m“(ﬂz = / dz
0 neo o 14z
=] —1 n+l
Z(—w)——z“=€n|l+z|.
= n
. Se o raio de convergéncia de Zanzn, anz“’ sao iguais a f e Hy respectivamente,

n=0 n=0

prove que o raio de convergéncia R de ¥ a,b,z" satisfaz R > RiR,.
SOLUGAO. Para qualquer £ > 0, existe um inteiro np tal que

1 1
1/n _ ifn
| @, | <—R1—|—¢:,ibn| <—R +¢

9
para todo n > ng.
Portanto:

1 1 1 1
| tnbn |1 < TR +& Rl + 7 +e

I 1
ara todo n > ngy. Consequentemente — = lim | a,,0, Wng -edai B> R Rs.
P < g q R o | i = R\ R, = ity It

17



5. O raio de convergéncia R' de E b —=2z" b, # 0, para todo n € IV, satisfaz R* < Rl

n=0 2
[=v]
onde R; ¢ raio de convergéncia de Y an2" € Ry é raio de convergéncia de > 5,2".
=0 n=0

SOLUQAO. E suficiente notar que a, = bn(-:ﬁ) e pelo exercicio (4) temos Ry >
RyR'i. é. "

. Se | an P< +o0,| fal(2) |<] b, | para todos z € Br(0),n € N, e D | by |°< 400,

n=1 n=1

mostre que Y _a,fa(z) converge uniforme e absolutamente em Bg(0).
n=1

SOLUCAO

i&kfk(Z)

k=n

< sup Z|ﬂk||fk z) |. (2)

2€Ba(0)k—n

sup
zEBR(D)

Dado € > 0, existe N(¢) tal que para todos n,m > N(¢) temos:
Y laP<e e STib P<e.
k=n

k=n

Como, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

1/2

. o anom
Liali] < (Tlal) " (X 1660)
(5 1) (Snr)”

k=n

1A

segue gue

sup z L || ful2) | Ve - VE=¢

&EBR

para quaisquer n,m > N(e).

18



Logo

iakfk(z) < E

k=n

sup
z€Bg(0)

para todos n,m > N(e). Portanto » axfy(z) converge uniforme e absolutamente

k=1
em Br(0).
. Se p é o raio de convergéncia de f Za xZ" e a série Z f (k)([] ) converge, mostre
k=0 ==
que p = +00.

. - -1
SOLUGAQ. Sabemos que p = [klim | ak |".”"’]
~+00

)]
Como a; = X entao tem-se:
O
llm | ax | = llm 1’7 | f )
Pelo exercicio (1) parte (a) sabemos que hm & = = Consequentemente temos:
' P ;bk
fim /] ar | = ¥ I 10 > Y
ko0 " k-a-o:)
#(0) |
o | S
= e =
pois | fH(0) |< M para k=10,1,2,--- e algnm M > 0.
s8]
Lo 'n. 1~ z" 7 .
. Mostre que a série Z(—— — converge em cada ponto z = ¢ # —1 da circun-
n=1 n
feréncia unitaria.
SOLUQ.@.O. Para isso usaremos o seguinte fato: se wy = axb, com Z“k

k=1

M(n=1,2-), Jimée = 0 e a séric Z | b — begy | € convergente, entdo a
f=1

19



(v

série Zwk também é convergente. Em nosso caso, fazemos a; = (—1)F"1e* ¢
k=1
1 1'1. n . | ei& _ (__l)nei{n-i-])u‘:l l 2
by = 7. Portant = 1> (=1 e = : .
P= T ortanto };ak ;( e |1+e‘9| S Tyt
11
|bk+1—b_k|=-£—k+1 k+1 eZ|bk+1 Zk(k < 400, Logo é

00 (i
claro que Y (—1)*" 2 é convergente.

II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache o raio de convergéncia das seguintes séries:
) o0 71’14 + 2'1’33 n n
0 2(5 i 3) )
i \5nt + 23n

n! "
2“(2-:@)!(2 -1

gk

(i) 2

o0

(ih)ZEn))z kelN, k>1

(iv) Z_-. ce @\ {0}.

n=1

. oa
2. O raio de convergéncia da série » c,z" é R(0 < R < +o0).
n=0
Ache os raios de convergéncia das séries:

ow]

() 3@ - De,2”

n=_0

(i) Zn Cn2

n=1

ll]) Z

(?
a3

X

(iv) D201+ 25 )en2"™.

n=0

20



1‘1.

3. A serle de potenc1as E—'— tem I‘a.IO de convergencm 1. Mostre que sua soma repre-
n._l
senta uma funga,o mjetora em 32!3(0).

Sugestao: para z,w € €,en > 2,2" —w" = (z —w)(z™ + 2" 2w+ -+ 2w 2+
wh 1).

4. Seja P, uma seqiiéncia de polinémios complexos. Mostre que (P,)32, converge
uniformemente em (' se, e s6 se, para algum ng € IV e alguma seqiéncia convergente
(cn)22, de nimeros complexos P, = P, + ¢, para tode n > no.

_1)ﬂ
+n

5. Mostre que a série E

'n.'—l

converge uniformemente em S = {z € ¢ Im(2) |

< -2~} mas nao ¢ absolutamente convergente emn qualquer ponto de 5.
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§ 3. FUNCOES ANALITICAS

3.1 DEFINICAO: Seja f uma funcio com valores em JK definida no aberto A ¢ K.
Se ¢ € A, diz-se que f é analitica no ponie o se existir p > 0 e uma série de poténcias

T ax(z — a)f tais que B,(a) C A e f(z) = erk(z — a)* para z € B,(a). Dizse f é
k=0
analitica em A se f for analitica em cada ponto de A.

3.2 EXEMPLOS:

=]
(1) Por 2.7 é claro que a soma de uma série de poténcias Y ax(z — a)* é numa fungio
k=0
analitica no circulo de convergéncia dessa série.

(2) Um polinémio de grau n, isto é: uma fungao
P: K —- K
z — Pz Zakz

¢ uma funcao analitica em /K.

(3) Vamos tomar f : A — IK analiticaem Ae g : B — I analitica em B, com A e
B abertos e f{A) C B. O fato de g o f ser analitica em A é consequéncia de 2.5
aplicado localmente.

4) f(z)= ¢ analitica em B,(0) pois f(2 Zz para todo z € 13 (D).

1—z fard

(3) f{z)= ! ¢ analitica em I\ {0}. De fato:
z

1 1 1 i (z-—a)k
P a—l—(z—a)—a 1-1—

a k:

= (=D K
= Y grle-af (Vo€ Byla)a#0).

k=0

1 .
(6) Se f é analitica em A C JK entdo 7 é analitica em A\ f7}{{0}). Isto segue da
composigio de f com - e por (3). Em particular se P é um polinémio de grau n,
¥4

1 .
entao 7 ¢ analitica em K \ P~1({0}).
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(7) Se f e g sdo analiticas em A entdo f + g, f ~ g, f - ¢ sdo analiticas em A.
Basta aplicar os resultados correspondentes de séries de poténcias.

{8) Se f e g sao analiticasem A e g # 0 em A entdo g— é analitica em A\ g7*({0}). Isto

por (7) e (6). Em particular fungoes racionais da forma o com P, () polindmios,

@ # 0, s3o analiticas em K \ @~1({0}).

(R) 3.3 DEFINIGCAO: Se f : A — K for dada, diz-se que f é derivdvel no pontoa € A
L Hath) — fla)
h—0 h

= f'(a) existe. Neste caso f'(a) é chamado derivada de f em a.

3.4 PROPOSIGAO: Se f ¢ soma de uma série de poténcias Y aw(z — a)* em B,(a),
k=0
r > 0 entdo f é derivavel em B,(a) (f'(a) existe para z € B,(a)) e

fllz) = ika;(z —a)*t (Vz € B.(a))

DEMONSTRAGAO: Fixemos z € B.{a) eseja § > 0,6 <r—|z—al Paralh|<é
temos

k=0 0

f(z—i—h)=iak(z—-a—l—h iakZ( ) —a)* iR, (1)

(1) é absolutamente convergente pois:
oo k L _ . oo
Z|aklz(-) lz—al" 2= lael(lz—a]+ ]|k} < oo,
k=0 j=0 J k=0

uma vez que |z —a | + | A|<|z—a|+ r —|2z—a|=7r eoraio de convergéncia da
série € maior ou igual a r. Logo podemos somar (1) da seguinte maneira

Hath)= Zak 2~ a)* [Zkak ) l]f + [i k= 1)C¥k(2’ )k"g]h2+ ......
k=0 k=0
¢ obter,
flz+h)—fl2) = filz)h + fz(z)}f R
onde
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falz) = éak (D (z — )™

Entzo:

f(2+h}1—f(2) =f1(z)—|—f2(z)h+ ______

A série do lado direito pode ser pensada como uma série de poténcias de b em Bs(0)
convergindo ai absoluta e pontualmente pelos resuliados anteriores. Logo sua fungio
soma ¢(h) é continua em 0 e podemos escrever:

f(z + h) — f(z) — f’(z).

fiz) = 9(0) = Jimg(k) = lim

—0 h
]
3.5 CONSEQUENCIA: Se f(z) é a soma de uma série de poténcias Y oz — a)* em
k=0

B.(a),r > 0, entdo as derivadas f{")(z} para n € IV existem em B,{a) e sdo fungdes
analiticas em B,(a).

Basta notar em 3.4 que f’(z) é analitica em B;(a) e é a soma de uma série de
poténcias ao redor-de e em B.(a).

Note que f(®(z) pode ser obtida formalmente derivando a série de poténcias n vezes
termo a termo.

3.6 OBSERVACAO: Nas condicdes de 3.5 podemios escrever

o 9)(g
f(z)zzf ()(z—a)k Yz € B (a).

!
o

Basta notar que: f(a) = ag, f'(a) = oy, -+ f¥a) = k! oy, - . Portanto fungdes somas
de séries de poténcias sao representadas por suas séries de Taylor ao redor de a em B.(a).

Podemos entido enunciar:

3.7 TEOREMA: Se f é analitica em A, entao f ¢ infinitamente derivivel em A e é
representada por sua série de Taylor ao redor de ¢ numa bola B,(a) C A.



Isto segue dos resultados anteriores aplicados a cada « € A, o

3.8 PROPOSICAO: Seja g(2) a soma da série de poténcias Y au(z—a)* em B.(a),r >

k=0
0 Tome a série de poténcias (que tem o mesmo raio de convergéncia que a primeira série)
Zk n 1 a)**1. Ela define uma fungo analitica f(z) em B,(a) tal que f'(2) = g{z)

para todo z € B.{a).

3.9 OBSERVACGAO: Veja que ao contrario do Teorema 3.7, aqui ndo podemos ainda
passar do resultado local para o global. Isto é, dada g analitica no aberto A, ndo sabemos
ainda achar f analitica em A tal que f'(2) = ¢g(2) para todo z € A. O que 3.8 fornece é o
seguinte: para todo a € A, existe f,(z) analitica em B.(a) C A tal que f.(z) = ¢(2) para
todo z € B.(a).

I. EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Se h analitica em um disco B,(0),r > 1, satisfaz & relagdo
1 :
Oh(22) = h(z) + h(z + 5). @)
1 u
com 2,z + -2—,22 pertencendo a B,(0), entdo h = constante.

SOLUGAO. De (i) segue que 44'(22) = B(z) + h’(z + %) Escolha 1 < ¢ < 7,
1

i
secja M = max | #'(z) | e note que zz, -z + - pertencem a Bi(0) se z € B,(0).
2€B.(0) 272 2

1
Aplicamos a identidade a A" com 5% em lugar de z e obtemos

|4B'(z) | < |h@) -'(%er%)}gMJrM,

max |4h'(2)| = 4M <2M ¢ M =0.

zeB:(0)
Portanto A’ = 0 ¢ h = constante (mostre isto !).
2.8ja g : S1(0) = {z€ T 2 |=1} ¢ € — € continua e defina h(z) =
1 ew i 0
_/0 AS—H)T(M para z € B{0). Mostre que h(z) = Zakzk para z € B;{0)

— pp—if
27 1—ze 0
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1
-::a:;ma,rcz2
TJo

SOLUGAO. Sabemos que T

temos:

5,
2rJo

Dal segue que h(z

7 g(e®)
1 — ze—if

Zakz para | z < 1, com ¢

=0

é analftica em Bl((}).

Fys . .
- / g(e®)e=™df se k € Ny,

o Ez e~* para | ze™* |=| 2 |[< 1. Portanto

de

k sk@ 39 d
271'./0 Z ¢")db

3(J=

k=0

(¢7)e —1k6‘d9]

1

2r . .
57 ) g(e®)e™*dh. Logo h

. Se f é analitica em Bg(0} e f(re®) = P(r,0) +iQ{r,6),0 < r < R, prove

que os coeficientes

1 g2
3@(""3

Tr*Jo

SOLUCAO. Sendo a, = a, + 20, temos f(z) =

)

e~ 48,

2w

P(r.0)e ™dp =

IO !
n!

satifazem «, =
wr™.Jo

o0

3 (an +iB5)

n=0

z". Logo

[ a)
ao+ Y (e, cos nd — B, sen nb)r"

'ﬂ:l

b+ Z(ﬁn cos nf) — Qy sen nf)r”

n=1

1

Tomando P{p,8)cos mf e integrando sobre [0,27] para p fixo, 0 < p < R, te-

2T 2
mos / Plp, 8cos m@ df = ampm/
0

Fin
cosimb df. Desta relagao tem-se ap =

Q

27
—1—f Pp,0)dl e o = —-—f p, Ncos mb d8.
21 Jo
1 g :
Tomando P(p,8)sen mf temos fy, = ——— 1 P(p,0)sen m8 df},m = 0. Logo:
mp™ Jo
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) 1 2w 1 2T
an = O +18, = gy A P(p,0)cos mé df — W—‘;’;/{; P(p,B)sen mb d8
1 2w
= —— | P(p,6)cos m8 —1i sen mb}dd
Tp™ Jo
1 2m —pmf
= — | P(p,§)e™™"df  para todo m € IV,.
7™ Jo

Fazendo a mesma operagdo para @(p,#) obtemos o resuliado do exercicio.

. Se f é analitica em B;(0), f(0) =1 e Re(f(2)) > 0 em Bi{0), prove que | ¢, |< 2
F{0)

para todo n € INg, com a, = T
n!

SOLUGAO. Pelo exercicio (3) sabemos P(p, §) = ag+ Y (an cos nf—f, sen nd)p"

n=1
1 2w . 1 2
€ Oy = —/ P{p,0)e™™%dh. Desta iiltima relagio temos | an |[< ——
T o™ Jo

® o™ Jo
| P(p,0)]d8. Como P(p,8) > 0 é claro que

G
lam | < L P(p,6)dd

wp™Jo

. - . .
= — [ Jag+ Z(an cos nd — B, sen nf)p"do
TpP™Jo : :

n=1

27 g B 2

me pm

. 2 R
pois ap = 1. Logo | an |< — para todo 0 < p < r. Quando p tende a 1 tém-se
pTﬂ.

| t, |< 2 para todo m € INo.

. Sob as mesmas condi¢ées de {4) prove que

SOLUQAO. Temos f(z) = Zanz”. Como do = 1 e | a, |< 2 para todo n € Ny,

n=0

segue
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[, | 2[2] _1+]=] .
< = = .

£ 1428 |2 P 1+ k= (¥

Tomemos g{z) = (lz) analitica em B;(0). Além disso g(0) =1 € Re(g(z)) > 0. Por
: I+4z]
(1) temos | ¢(2) |< - lziecla.l

I—t}z| 1 g

< =l flz)|. 12

e S Taa 1 /! ()

De (i) e (i) temos o resultado do exercicio.
6. Seja f Zanz em B,(0)elai|>> nian|r "

n=0 n=2
Mostre que f é injetora em B, (0).

SOLUGAO. Se f(z) = ao + a1z, com a; # 0, ela é injetora e satisfaz s condigdes
do problema. Para o caso geral de f(z) vamos supor f(z;) = f(22) € z; # z2. Logo

Yoaa (sl — ) = ar(z — ) +asl2l — 22) +as(zy — 23) oo =0

'ﬂ:l

(21 — za)[ar + as{zs + 2z2) T as(2d + 2z + 25) + o0 =0

Como z; # 25 temos a; = —faz(z1 + 22) + as(2? + zy20 + 22) + -4+ . Entao
oo

a1 |<2 ez lr+3fas|ri+--- =) nr"" | a, | e isso contradiz a hipétese. Logo
n=2

Z]1 — Zq.

7. Dado f(z) Zanz analitica em Bgr(0) sejam

n=0
My(r; )= laa |7 e M(rf)= sup | f(=) |
n=0 2|=r

8
(a) Mostre que, para 0 < r <r+ 8 < R, M{r; f) < Mi(r; f} < T—;—-—M’(r +6; ).

2 _ ad
{(b) Sendo {My(r; £} 21 / " | f(re®) |* d6, mostre que Y | a, |* r™ =
w n=0

[Ma(r; )], para 0 < r < R.
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(¢) Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para mostrar que

5(2r + &)
r+ 6

{d) Mostre que ,«,]LHQQ[MI (7; f“)]”“ = JLH;LO[MZ(r; f“)]lfl" = M(r; f).
Para isto use (a}, (¢c), M(r; f*) = [M(r; f)]” e a continuidade de M{r; f) como

funcdo de r.

Mi(r; f) € My(r + 6; f) < M(r,6; f).

SOLUCAO.

(a) E claro que M(r; f) < My(r; f). Basta mostrar a desigualdade oposta. Como

B e 1< s LSO _ M85
f(?'+6)—f§ n( + 6) ] n|5|z[=13—6(7'+6)n_ (T+5)n

i

(justifique), temos " | a, |< G i 5)RM(T + 6; f). Logo
=] e 6
M f) =Y [ an | 7™ < M(r +6: f)Z( :_5) - ("'";f )M(H&.f)‘
n=>0
(b) Se fu(z Zakz para z = re? 0 < r < R temos f,{re’) = Za rFetkd.
k=0
Como fn(rei®) = Za e e obtemos a seguinte relagio:

k=0

[T trey P ao = 2rz | an [* 77" (9

para 0 < r < R. A seqiéncia {f.{2)}52, é formada por funcdes continuas ¢ é
uniformemente convergente na circunferéncia | z |= p < R. Portanto é possivel
passar ao limite dentro da integral. De (i) temos:

2w . 2
im [ | fulre®) P d0 = f lim | fu(re®) |* df =
a—oo S p N—oo

I

Zar . oo
/ | F(re®) P db =223 |y 2920,
0 k=0

(c) Mi(r; Z|an|r—2iaﬂ|?+é)““(?+5)

n=0 n==()
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos:

o0 1/2 e 1/2
Mi(r; f) < [Z_gu o | (48] _[g(rn(wa)*n)g}
1 1/2
< Mz'.i" 6; = 3
8]
6(2r 4+ 6 '
—“?(T_;;—)Ml("‘”? ) € My(r+6; f). (2)

2w .
Como [Mz(r+6; f)]* = 51_/ | f(r + 6)e” |* db, é evidente que
xJo

My(r +6;f) < M(r + 6; f). (42)

De (i) e (ii) temos o resultado pedido.
(d) E claro que M(r; f*) = M(r; ).

De (c} temos:

N [0 (5 PP S MO ). Q
De {a) temos:
M(r; £) < Jim [My(r; 1" < M(r + 6 f). (43)

Além disso M(r; f) é continua como fungao de r. Quando § — 0 em (ii) temos:

Vim [Ma(r; O™ = M(r; f).

n—=00

Para r =+* — 8,6 > 0 temos: 0 < r* — 6 < r* < R, e vale a relagao

Jo(2re ~ )+ 6)
T —464+6

[5(2?* - 6)] 1/2n

?'*2

Mi(r* = & £y < Ma(r™; f7),

(M — & FP)H? < (Ma(e™; F7))2.

Quando n — oo temos:
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M =51 S Jim (M )" (i)
Pela continuidade de M(r; f) como funcio de r, fazendo § — 0 em (iii) temos
M5 £7) < Jim (Malr™ £))", (iv)

De (iv) e (i) obtemos o resultado.

8. Se f(z Zanzﬁc) em Byc)eexiste m € Nper € Reom0 <r <se
n=0
| G | r™ = M(r), entdo necessariamente f(z) = a,n(z — )™

SOLUGAO. Sabemos pelo exercicio (7}, parte (b), a relacio

27 . o
. | fle+re®y P db =5 | a, [P rP

2r Jo o

o0 ol
Dal 3" {a, |* ™ < [M(r)]> =] am |* r*™. Portanto teremos Y | a, [* r* < 0 que

n=0 n=0
nF¥EMm

implica a, =0 V¥ n # m. Logo f(z) = am(z — )™

9. Mostre que se f é analitica no ponto z, ndo se pode ter | f({2) |> nin" para todo
ne V.

e flw) = iaﬂ(w - z)"

==}
para w numa vizinhanca de z. Além disso Iim | @, |1/"< +o00. Vamos supor que a
n—ro0

SOLUCAO. Como f é analitica em z temos a,, =

fr(2)
nl

relacdo indicada fosse verdadeira. Entdo terfamos | nle, |> nln” e | a, |[> n" para

todo n € IV. Logo lim | a, |Y/*= 400, 0 que contradiria a analiticidade de f no
H—o0

ponto z.

1. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja G um aberto conexo e defina G* = {2z : 7 € G}. Se f : & —» { ¢ analitica
prove que f*: G* — G, definida por f*(z) = f z), é analitica.

2. Seja f analitica em Bg(0) € S,(2) = f(0) + 2z f(0) +--- + E_lf(n)(o)'
1 (6n+1 — gnit n

Mostre que S,(z) = f(a)m

de, para | z|< 71 < R.
97 5:(0)
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3. Se f é analitica em B,(0) e R, é o resto da série de Taylor de f na origem,

Loe Fa(z) = f(z) = f(0) = 2f(0) — - = Z—:f‘“’(ﬂ), mostre que R.(z) =
Ll fle
2mi f&{g}ﬁ)_—;}ds para | z < r < R.

4. A fungdo f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é analitica no ponto 20 = zo + ya € f(20) = co.

Mostre que f(z) = 2u(z -;Zg’ 22__2
D

z+ 2p z-—Eg) + 5.

5. Sob as condigdes do problema (4}, mostre que f(z) = in( 5 o
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§ 4, CONJUNTOS DETERMINANTES DE ANALI-
TICIDADE

O seguinte resultado, justifica a introducdo dos chamados conjuntos determinantes
de analiticidade. (Vide Definicio 4.2).

4.1 TEOREMA: Se f e g sao analiticas num aberto conexo A de JK e B C A tem pelo
menos um ponto de acumulagio pertencente a A, entdo f = g em B implica f = g em A.

DEMONSTRAGCAO: Seja C o interior do conjunto

D = {z € A;h(z) = f(z) — g(z) = 0}.

Estamos supondo f = g em B, logo D D B # ¢. Seja @ um ponto de acumulagio de B.
Pela continuidade de h em a, temos que 0 = A{a) = nlirgoh(bn), b, € Beassima € D.

Sabemos que existe » > 0 tal que B.(¢) C Ae
hz) =3 au(z — a)f ¥V z € B,(a))
k=0

pois h é analitica em a. Note que g = h(a) = 0. Para todo p > 0, B,(¢) N (B\ {a}) £ 4.
Logo para cada p > 0 existe b, € B,(a) N B, b, # a com k() = 0. Por 1.16 devemos ter
oy = 0 para todo k € INy. Logo h(z) = 0 para todo z € B.{a},a € C. Assim C #£ &.
Vamos mostrar que a aderéncia do C em 4 é C. Isto implicard que C = A pois serd
aberto e fechado em A conexo. Dal o resultado do teorema estard provado. Seja b na
aderéncia de C, b € A. Com o mesmo raciocinio que foi feito acima, com B substituido
por C e a por b, mostra-se que existe v > 0 tal que B,(b) C A e A(z) = 0 para todo
z € B:(b), ou seja, be C. O

4.2 DEFINICAO: Um subconjunto B de um aberto conexo A de JK é dito ser deter-

minante de analiticidade cm A se fungdes analiticas em A, iguais em B, sao jguais em A.

De 4.1 segue B C A, B com ponto de acumulagio pertencente a A, é determinante
de analiticidade em A.

Vamos reformular 4.1 do seguinte modo.
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4.3 TEOREMA: Se h é uma funcdo analitica num aberto conexo A C K, & # 0 em A.
Entdo A71({0}) = {z € A;h(2) = 0} nfo tem ponto de acumulagio pertencente a A.

Notemos que:

(i) 41 = 4.3: Se h7'({0}) tivesse ponto de acumulagio em A teriamos A = 0 em A.
Mas £ # 0 em A.

(i) 4.3 = 4.1: Seja h = f —g,f # g, com f e g analiticas em A. Logo h # 0 em A
e B C h71({0}) = {z € A;h(2) = 0} e este ndo tem ponto de acumulagao em A.
Assim B néo tem ponto de acumulacio em A.

O Teorema 4.3 é também conhecido pelo nome de Principio dos Zeros Isolados para
Fungdes Analiticas. Note que se ¢ é tal que h(a) = 0 e h # 0, entdo a néo pode ser ponto
de acumulagéo de h~1({0}) e portanto existe r > 0 tal que (B,{e)\ {0}) N A1 ({0}) = 4.
Isto é: h(z)#£0 se |z—al|<r e z#a,

4.4 NOVOS EXEMPLOS DE FUNCOES ANALITICAS

(1) Sabemos que:

T
ni

[ee)
=3 (Vz € RR).
n—0
Logo e” é analitica em IR. Consideremos a gérie de poléncias em &':

o0 T

=z
2

=0

. A . L T 1 - F
que tem raio de convergéncia +oo pois lim {f — = 0. Ent&o essa série define uma fungao
Riamd=c n.

analitica em (' que coincide com a fung¢io exponencial em . Vamos denotar a soma
dessa série por e

(a) Vale a propriedade €*¥* = ¢* - " para todo z,w € (.

Fixamos w € . Vamos tomar as funcdes g(z) = e*t* e h(z) = €* - ¢¥ para z € € que
sao analiticas em €. Se w € IR temos g(z) = e*** = ¢” - ¢¥ = h(z) para € JR. Por 4.1
segue que ¢(z) = h(z) para todo z € €. Logo et = ¢”-e“sez € P ew € Re, em
particular, ¢®+® = et = ¢ . ¢% para todo a,b € IR. Fixado w = ib com b € IR, temos
g(z) = =¥ = €% - ¢ = h(2) para todo z € IR. Logo g(z) = h{z) para todo 2z € C,
ou seja, et = ¢* - ¢ paratodos z e @ ebe R Sew =p+ivez=z+iy temos
ettt — ohtaEti(vty) — oF L i, p¥ . T — p7 ., pw
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(b) € = ¢~* para todo z € IR.

E't:-x- — 1 = i -
Jim > Kl f}*_’&k_o A

(¢) | € |= 1 para todo z € RR.
Isto segue de | e P= e . e" =7 g7 = 0 = 1

(d) € =cos z +1 sen z para z € R,

e _ et () (iz)?*!
¢ = kz__(:) k! FE(??L) Z{?n—l—l)

Il
,—--..
l\.’)
=
+
—
‘“"_’.
I
]
]
wn
£
__|_.
o3
Cr
Iy}
=
=

(e) z:a-1—z'b:>| e* 1:: e*.
De fato: €* = et = ¢ - e® = e%(cos b+ i sen b) e | e* |= [(e* cos b)? +
(e* sen b)YV = o,

{f) A derivada de e* é €* pois

d oo kzk 1 oo 4

__ez — — Z__ — (z

dz = K parg 4

(g) e nao ¢ injetora em ¢
Notemos que
et — e*(cos b+ 1 sen b)
= e*{cos(b+ 2kw) + 1 sen(b 4+ 2kn))
€a+i[b+2kﬁ} (Vk c E)

(2) Defini¢do da fangdo fn .

Se k € Z, seja Fr, = {a 4+ 18,0 € R, B €](2k — U)m, (2k 4+ 1)x{}. Notemos que * é
injetora sobre cada I},. Se z € Fp termos

¢ =¢e(cos b+i senb)ondea € Rebe]—w,nl.
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A v
/7

/7777 " -

Noteque &* = {z € €;2# 0,2 =| z | £%;8 €] — =, [} é a imagem de Fy por €*. A fungdo
Argumento Principal de z esta definida por

arg: @ — |—m,7]

z — arg(z)=90

onde # é o unico elemento de | — 7, 7| tal que z =| z | {cos 8 + 7 send). Definimos In 2
como a funglo inversa de e? restrita a Fy. Assim £n estéd definida em C* e toma valores em
Fy. Podemos escrever £n z em fungio de 2 para z € €* na forma fn z ={n | z | +i arg 2.
Uma consequéncia dessa representacio é que: In{wz) — n w — £n z pode ser zero, —2ri
ou 27i. O leitor pode provar que se

zpe@™,zed"e

z ;_1|‘( ——, com 0 < p <] zg |,

0 |Z[)|

entdo B,(z0) C €* e ln z ={n (zg . _z_) =¥ 25+ z?n—z—.
Zp

20
(3) fn é uma funcio analitica em @'*,

Primeiro vamos mostrar que fn = pensada como aplicacéo de Ry em F¢ é analitica em
10,2[. Consideremos

)k+1

:i ('r-l)k.

k=1

Entao temos g € analitica em By(1) =|0,2[ pois o raio de convergéncia dessa série é igual
a 1. Logo, para z €]0, 2, temos

)-SR

k=1 =0

)L+1
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Pelo célculo diferencial sabemos entdo que g{z) = ¢n z para z €],0,2[. Agora, conside-
rando a série de poténcias:

z—l

Z

k=1
cujo circulo de convergéncia é Bi(1) C (', vemos que f{z) = g(z) para = €]0,2[. Como
e/ e 2 coincidem para z €]0,2[ e sao analiticas em B,(1) C (', segue que sio iguais em
Bi(1) por 4.1. Pela unicidade de fungéo inversa de e* obtemos: f(z) =fn z=4n|z|
+i arg{z) se z € Bi(1). Logo #n 2 é analitica em B;(1). Dado z5 € € seja p > 0 tal
que p <| zo | e By(z) C €*. Entéo, como vimos em {2},

Inz=In (203—) =¥In z +€'ni

20 Zp

1 | (que é equivalente a | z — zp |< p). Assim basta mostrar que i
Zn Zp

¢ funcio analitica para z € B,(zp). Como vimos acima

o f k
a(2) = E55E-)
&0 =1 k 20

ZZR

»:1

para

__1|

n
2-\“

k
Z—'Zo
2‘

E

para | z — zp |< p, uma vez que 0 < p <| %o | O

(4} Os Diversos Ramos do Logaritmo

A reslrigio de e* a cada Fj € injetora sobre Fj e tem imagem 4. A fungio in-
versa correspondente serd denotada por fn(y e chamada ramo k do logaritmo (natural).
Podemos ainda considerar a fun¢do chamada k-argumento dada por:

argg) : O —)(2k - 1)7, (26 + 1)x |
que a cada z associa o tmico § €](2k — Da,(2k + )7 tal que 2 =] z | ¢? =
| z | (cos 8 +17 sen 6). Como no caso k = 0, que fizemos em (2) e (3}, temos
In(z) = €n | z |+ argpy(z) definindo uma fungio analitica em @'*.
Fixado ¢ €]0, 2x[, podemos considerar os conjuntos:

Fomw={atifac Repelt + 2k -1, t+ (2k+ D}
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com k € Z. A fungdo €” restrita a Fi, ;) € injetora e tem imagem igual a
O ={z€liz#0,2=| | .8 €t — 7w, t+ 7}

Y ¥

Hx .
7T

R X R
t-x

O ramo (t, k) do logaritmo fny {2} € definido como a fungdo inversa de ¢ restrito a
F(t, k). Podemos também considerar a func¢io {1, &) — argumento

argus : O =t + (28 — Dt + (25 + D7

que a cada z associa o Unico 8 €]t + (2k — D)r,t + (2k + 1)x] tal que z =| z |
e? =| z | (cos 8 + i sen 8). Neste caso, como nos anteriores, podemos escrever
Engiy(z) = n | z | +argqr(z) € obter uma funcdo analitica em @'}

(5) Fungoes Trigonométricas em @

Podernos considerar as funcdes analfticas em @ dadas por

o) = Lm0t
= 1 13K 2k+1
.’5(2) = }gm(—l) Z

que coincidem respectivamente com as fungbes cos ¢ e sen & para z = @ € IH. Por isso
¢ natural escrever para z € (', g{z) = cos z e sen z = h(z). As seguintes propriedades
dessas fun¢bes seguem facilmente das definiges acima

(a)cos’ z = —senz e sen’ z=rcos z {(Vz e @)
eiz —1iz ’iz _ e-s'z
(b) cos 2 = —~—+§e—~ e sen z = 5;-2—-—— (Vze ).
7

Obviamente as outras fungoes trigonométricas podem ser definidas a partir destas na
maneira usual. O leitor & convidado a determinar os subconjuntos de (' onde tais fungdes
sao analiticas.
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4.5 OBSERVACAO:

(1) Quando for fazer operagbes com logaritmos, o leitor deve levar em conta os seus
dominios de definicho. Convidamos o leitor a descobrir o erro da afirmacio:
In(—z) = {nz para todo z # 0. Para isso considere a seguinte cadeia de igual-

dades:
(i) In(=2) = tn2* (i) In(~2) + €n(—2) = tnz + fnz
(iii) 2n(—2) =2lnz  (iv) fn(—2) = Inz.
. . oa ﬁ B eiz+ e—iz 3 6€z_e—iz N .
(2) A partir de * = Tgn! €Cos 5=~ , SenZ = o, 530 deduzidas

as propriedades fundamentais das fungbes trigonométricas sem recorrer a nogao
geométrica de angulo.

Existem outras colocagdes ndo geométricas para estas fungdes. Os seguintes artigos estio
relacionados com estes temas: o de W.F. Eberlein (Amer. Math. Monthly, vol. 74, 1967,
péginas 1223-1225) e de G.B. Robinson (Math. Mag., vol. 41, 1968, piginas 66-70).
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§ 5. TEOREMA DO MODULO MAXIMO

A partir deste paragrafo vamos trabalhar com fungdes complezas definidas em sub-
conjuntos de €.

[==]

5.1 TEOREMA: Seja f(z) a fungio soma de uma série de poténcias Y oz —a)® em

k=0
seu circulo de convergéncia B.(a},r > 0. Se para algum p €]0, 7] tem-se | f(z) |<]| f{a) |
para todo z € B,(a), entdo a = 0 para todo k € IV e f é constante em B.(a).
DEMONSTRAGCAO: Se f(a) =0, f se anula em B,(a). O principio dos zeros isolados
implica que f se anula em B.(a).
Seja f(a) = ap # 0. Se para algum n € IV, o, # 0, podemos determinar o menor
n > 1 com essa propriedade e indicamos esse niimero natural por m. Temos

f(2) = a1+ 22— )" 4z =0 L Pz 0]
- G0 k=m+1 G0
para todo 2 € B,(a). Notemos que
>«
gz)= X Fz—a)fm
k=m+1 0

define g analitica em B,(a) com g{a) = 0. Pela continuidade de g em « existe § €]0, | tal

m

que: | g(z) |< para todo z € Bs(a) onde By = Q—Og # 0. Logo B =| B | €% para
0

algum 8, € R. Seja z & —gg((a) tal que zp —a = Se—"% . Bntio podemos escrever:

flzo) = o]l + Bnb™e™m 4 §me 0 gl 50)]
= o[l + 6™ | B | +8™e " g(20)].

Logo,
| flzo) | 2 el [Q+8]Bn )~ 6| gz} ]
> ool [1 467 | 571
5?’?’1
2 Jaol [14 5 1n || >l 0o
o que contradiz a hipétese. Portanto o, = 0 para todo n > 1. O
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5.2 EXEMPLO: O resultado 5.1 néo vale para o caso K = .

h(l‘) = ]__:;'32 = g(_l)kxﬂc
h(z) < 1=h(0) (Ve € ]—1,1]).

5.3 TEOREMA DO MODULO MAXIMO: Seja f : A C € — € analitica em A

e nio constante em qualquer componente conexa de A. Dado K C A, K compacto, o

conjunto dos pontos z € K tais que sup | f() |=| f(z) | é um subconjunto da fronteira
tek

de K.

DEMONSTRACAO: Vamos supor que exista zo ¢ K tal que Bs(zp) C
K para algum § > 0 e além disso | f(zo) |= sup | Ff(&) | To-
te K

mando ¢ diminuido se necessario, podemos achar uma série de poténcias
[ &)
> ar(z — 2)* tal que f(z) é a soma dessa série em Bs(z). Como | f{2) |<| f(z0) |
k=0

para todo z € Bs(zg), segue de 5.1 que ag = 0 para k > 1. Logo f é constante em Bs{zp)
e, pelo Teorema 4.1, temos que f é constanie na componente conexa de A que contém
Bs(2), 0 que contradiz a hipétese. 0

5.4 LEMA DE SCHWARZ I: Seja f uma funcio analitica em Bgr(0} C @ com

M
Sf(6) = 0,] f(2) |< M para todo z € Bg(0). Entdo | f(z) < = | z | para cada
z € Bp(0). A igualdade ocorre em algum ponto da bola diferente de zero somente quando

f(z) for da forma f(z) =czcomece P elcl= —.

R
DEMONSTRACAO: Definamos:
flz)
Q(Z) _ 7 ez 7é G,Z c 18}{(0)
F0) se z2=0

c notemos que ¢ é analitica em Br(0)\ {0}. Como f é analitica em Bg(0) temos: f(z) =

> axz*, para todo z € Bgr(0), algum r €]9, B[. Desde que ag = f(0) =0, temos:

k=D

g(z) = fiz) = iakzk_] para =z 75 0,z € BR(O).
k=1

Uma vez que oy = f'{0}, obtemos g analitica também em zero. Por 5.3 segue que:
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M

sup |o(2) [< oF
2128

para cada § €]0, R[. Note que se 0 < § < §; < R entéo:

M

sup | (2) < sup | (=) 1< 5
I7}<6 l2|<é1 1

Fazendo 6, tender a R obtemos

M
i@ | g(2) |< ¥l
e dal
=l _M
| 9(2) I= B <

para cada z # 0,2 € Bg(0). Isto implica que

M
F €M 2 (v ee Bal0),
Se
| {(zz|) | =| g(z) |= % para algum z € Bgr{0),z # 0,

por 5.3 segue que g é constantc em Bg(0) e dal f(2) = cz para z € Bg{0), com | ¢ |=

M
4 R

55 LEMA DE SCHWARZ II: Seja f uma fungdo analitica em Bgr(0) com
R > 0,20 € Br(0), f(20) = wg € Bas(0) e} f(z) |< M para todo z € Bgr(0). Entao

M(f(z) — wp)
M2~y - f(2)

Rz — z)

R? — zpz

?

para todo z € Br(0).

Para demonstrar 5.5 usaremos o seguinte fato: se B > 0 e z € Bg(0),T{z) =
Rlz— =z ’os R?

ﬁ-z—(z—;_—yl é uma funcio analitica em @'\ {v_—}, se zg # 0 (em @, se zo = 0) tal que
—Zg- 2 20
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T(z)=0. Além disso T é injetora e | T{z} |<1seesdse |z |< R.

DEMONSTRAGCAO: Seja

. R(Z —_ Zg)
T(z) = P72
Usamos o fato acima para achar
S(w) = M(w — wo)

M2 —Wy-w

tal que S{wp) =0¢e | S(w) |<1 & w|< M. Entdo So foT ! satisfaz as condigbes do
Lema de Schwarz I e obtemos:

| SofoT e I<lE] (VIEIST)

Mas isto equivale a:
(S0 N2) ISIT(2)| (V]2 [<R)

que € a nossa fese. O

I. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Se f é analitica e ndo constante num dominio D, mostre que | f | ndo pode ter um
minimo local em zg € D (exceto se f(zp} = 0).

SOLUGAO. Se f(z) # 0, existe r > 0 suficientemente pequeno tal que f(z) # 0
i
para todo z € B;(2g). Seja g(z) = ——,z € B,(2p), que ¢ analitica em B.(z) ¢

1 1 o)
| o(ao} |

= > para todo z € B,(z). Logo como z é um ponto de
| f(=0) | — 1 f(2) |

méaximo para a fungéo g(z} e zg € B.(z), entdo g(z) = constante em B,(z). Pelo
principio de unicidade f(z) = constante em D.

2. Seja f # constante, continua em D limitado e analitica no aberto conexo D). Se
f | € constante na fronteira de D, entdo f tem ao menos um zero no interior de 1.

SOLUCAO. Se nio valer a afirmagio, o médulo | f | ndo pode ter maximo nem
minimo nos pontos interiores de ). Sendo f uma fungio continua no dominio D,
o médulo | f | atinge seu valor maximo e minimo nos pontos da fronteira de D.
Mas nestes pontos f é constante. Portanto | f |= constante no dominio D, o que ¢
impossivel pois f # constante.
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3.

[a

6.

Seja f analitica e ndo constante num dominio limitado D), com | f | tendo uma
extensio continua em D. Se f{z) #0em D em = g‘lfn [ f(2) |, M = sup | f(2) ],
G B‘GfrD

mostre que m <| f(2) |< M em D.

SOLUCAO. Sendo | f | continua em D, ele tem que atingir seu méximo e seu
minimo na fronteira de D. Portanto m <| f(z) |< M para tedo z € D. (Vide 2).

Se f(z) = > an2z" é analitica em By (0} e | f(z) |< M em Bi(0), prove que
n=0
M | aq IS M'Z_ | dy |2.

SOLUGAO. £ claro que
M[ f(z) — f(0)

M? — f(2)f(0)
B1(0) e g(0} = 0. Entao, pelo lema de Schwarz, | ¢(z) |<] 2 | Vz € Bi(0).

Dai obtemos M|®_—§@| <| M? — f(z)f(0) |. Quando 2 — 0 tem-se
z e
M| FO) I M2~ |ap{?ie Mo |< M*—|ao |

< Definamos a fungdo ¢ por g(z) =

| f(2) |
27 1.

]. Temos que ¢ é analitica em B1(0) e satisfaz | g(2) |1 Vz €

Seja w analitica em B;{0), satisfazendo | w(z) |[< 1 Vz € B1(0) e w(0) = a > 0.

Prove que o conjunto de todos os valores tomados por w em B,(0) esta contido em

— ol — r? r(1 — a?
_BP(Z()) onde Zp = ~(—1-£-_—‘;T2)) e B "]_—__—Ex—z—rz')—
_ w(z) — o

SOLUCAO. Scja &(z)

. Portanto temos que & é anlitica em B,(0},

1—w(z)
satisfazendo | ®(z) [ 1 Vz € _(Bl)({)) e ®(0) = 0. Entao, pelo lema de Schwarz,
| 9(2) I<| 2 | V2 e Bi(0), ie E‘% <| 2 |, para z € B,(0). Logo
|w(z) —a|<r |1 —w(z)-e|, Yze€ B, (0). Resolvendo a equagio | w(z) — a |=
7|1 —w(z)-a| obtemos 2z = ol =r) | _r{l=o) Portanto w(z) € By(z)
' T TR T g T #) & Dplzo

para todo 2 € B,(0).

Se f é analitica em B1(0) ¢ | f(2) {< 1 para todo z € By{0), prove que
z)— f(0 S
T IO 1 Ty 16) |

- — {0 .
SOLUGAO. Definamos a fungéo g{z) = M I claro que ¢ é analitica

| RN OO
em B,(0) salisfazendo : | g(z) |[< 1 Vz € By{0) e g(0) = 0. Entao, pelo lema de
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1O <1 - Fwrce) |

Schwarz, | g(2) {£] 2 | i.e.

7. Se f(z) é analitica em B;(0), f(« ) =0com | a|<le]| f(z) [€ 1 para todo
z € B1{0), prove que | f(2) |< I

- para|z|<l

x— 2z

SOLUCAO. Quando o = 0, j4 é conhecido. Seja g{z) = f( ) Como

Z—

1—-&@z
satisfazendo: | g{z) |< 1 Vz € B,(0) e g(0) = f(a) = 0. Pelolema de Schwarz temos

| 9() |<] 2| Vz € By(0) e dai temos \f("‘ z)’<|z| e | f(2) I5 |22
para | z |< 1.

1 —-¢az

< lpara |z [< 1e] a|< 1, entdo é claro que g é analitica em B;(0)

8. Se existir, achar uma fungdo analitica f : B;(0) — Bi(0) com f(l) = ?34:’ e
1 3
erf Z) = 2
)=

SOLUGAO. Pelo exercicio (7) podemos tomar f(z) = i

i—az

L3

1 3
: ) 2 . Como f 5) =7
temos @ = 3(1 +4a). Além disso f’(i) = = o que fornece (2 — &)* = 6(1 — a@).

3
11 — /177

Obtemos & = a = e | @ |=] e |< 1. Portanto tal f existe.

9. Seja | f(2) |« 1 para | z |< 1 analitica. Considere ¢ : B1(0}) — B{0 ) defi-
nida por g{z} = IJ%Z-}&;(—; onde @ = f(0). Prove que l—-);(r)f-(!—)l-liL S[ f(z
A0 +12]
1= f(0) {l z |

SOLUGAO. E ficil ver que ¢(z) ¢ analftica em B;(0) satisfazendo g(0) = 0 e
| g(z) |< 1 Vz € By(0). Entéo, pelo lema de Schwarz, temos | ¢(z) |<| 2 | ie.

<} z |. Fazendo operagdes obtemos o resultado.

} i —af(z)
I1. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja f analitica em B.(0) e para 0 < r < R definamos: A{r) =
Maz{Re(f(z)) :] z |=r}. Se f(z) néo é constante, mostre que A(r) é uma funcio
de r estritamente crescente.
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10.

Sejam0 <r < Re A= {z:r <| z|< R}. Mostre que existe um nimero positivo
g > 0 tal que para cada polindmio p, sup{| p(z) — 27! |: z € A} > €. Isto diz que

z~! ngo é limite uniforme de polindmios em A.

Seja P um polindmio de grau n e | P{z) |< M em B(0). Mostre que | P(z) |<
M |z |* para todo | z |[> 1.

Seja f uma funcdo inteira e nao constante. Para qualquer niimero real positivo c,
mostre que a aderéncia de {z :| f(z) |< ¢} € o conjunto {z:] f(z) |<c}.

Se f é analitica em | 2 > 1, continua em | z |> 1 e tem um limite finito em z = oo,
mostre que | f | atinge seu maximo num ponto de S1{0).

Suponha que f: D — @' satisfaz Re(f(z)) > 0 para todo z € D e que f é analitica.
(i) Mostre que Re{f{z)) > 0 para todo z € D.

14z |
=lz|

(i) Se f(0) =1 entdo | f(2) [<

Seja f analitica em D = {z:| 2 |< 1} e suponha que | f(z) |< M para todo 2z € D.

Se f(z) = 0 para 1 < k < n, mostre que | f(z) |< MT] 1z _;kz
k=11t T~k

para | z |< 1.

Se ( é um polindmio de grau n com coeficientes complexos e | @(x) [< M para
todo z € [—1,1], mostre que | Q{z) |< M(1 + v2)"* z € B,(0).

Se @ é um polindmio.de grau n e | {z — AN)Q(2) |< M,z € 5(D) () constante,
| A |=1). Mostre que | @(z) | —i—(n +2)*M, z € B;(0).

1
Existe uma fungao analitica f em By(0) tal que | f(2) |[< 1 para |z |< 1, f(0) = 5

3 . 4,
e f{{0) = i?' Se assim for ache tal f. E tnica 7.
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§ 6. INTEGRAIS SOBRE CAMINHOS

6.1 DEFINICOES: Um caminko ~ em (' é uma fungio continua 7 : e, b] — € com
a # b. Neste caso y{a) é origem e 7(b) é a extremidade de . Se ¥([e,b]) C A C € diz-se
que v é um caminko em A. Se y(a) = v(b), v é um caminho fechado. Se ¥([a,b]) = {c}
diz-se que y é um caminho fechado reduzido a um ponto. Dado um caminho v : [a,b] — '
o caminho v_ : [¢,b] — & onde v_(t) = ~{a + b — t) é chamado caminho oposto a ~.
Sejam: 711 : [a,b] = €, 72 : [b,¢c] - @ caminhos tais que (b} = 72(b). O caminho
dado por: 11 Vg @ [a,c] — @', onde 1 V 7a(t) = % (2), se t € [a,b] e v V 7aft) = 12(2),
se 1t € [b,¢c] é chamado justapoesicdo de 41 e 72 ou diz-se que 2 foi justaposto a 3. Um
caminho é chamado regular se existe D C [a,b] no mdximo enumeravel tal que 7/(t) existe
e é continua em cada ponto t € [¢,b]\ D e | ¥'(2) |€ M < 400 para todo ¢ € [a,b]\ D.
Se v é regular é claro que .. é regular.

6.2 DEFINIGAO: Dados os caminhos regulares: v, : [0,6] = @' e v : [e,d] = €,
diz-se que v e 42 sd0 equivalenles e se escreve 71 ~ < se existir uma aplicacio:
@ : {a,b] — [, d] tal que:

i) ¢ é bijetora, p(a} = ¢, p(b) = d.

ii) Existe D; C [e, )] no méximo enumerével tal que ¢'(t) existe, é continua e limitada
em {a, ] \ Dy. '

iii) Existe D; C [c,d] no maximo enumeravel tal que {¢©~1)'(¢) existe, & continua e é

limitada em [¢,d] \ D..

V) 11 = 0@ ou g 0wl =,

6.3 OBSERVACOES:
(1) ~ é uma rela¢ao de equivaléncia no conjunto dos caminhos regulares em ¢

(2) Se 7 definido em [a,b] — @ é wn caminho regular ¢ [¢, d] é dado com ¢ # d entdo
existe um caminho regular v; : [¢,d] — (' tal que y; ~ 7.
Para isto tome: ¢ : [a, b] — [¢,d] bijetora da forma (¢} = ot + §, crescente ¢ defina
=09 _
6.4 DEFINICAO: Sejam 7 : [a,] — @' caminho regular e f : 4([a,8]) — @7 continua.
Neste caso a integral de Riemann
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[ st @
existe como um ntimero complexo, é chamada a integral de f sobre v e serd indicada por:
] F(2)dz.
.
6.5 PROPOSICAO:

(1) Se 41 e v, sdo caminhos regulares equivalentes e f é continua sobre a imagem de v
(igual 2 imagem de ;) entdo

(2) Se 4 € um caminho regular e f € continua na imagem de -, entdo

L_f(z)dz = —Lf(z)dz.

(3) Se 71 €2 sdo caminhos regulares e 1 V2 € sua justaposicdo entio, para f continua
na imagem de v; V 72, tem-se que:

L]wa(Z)dz = Llf(z)dz + sz(z)dz.

DEMONSTRACAO: E imediata e sai das defini¢oes envolvidas. 0

6.6 PROPOSICAOQ: Seja 7 : [¢,b] — @ um caminho regular fechado e f uma fungio
continua na imagem de v. Para ¢ € [a,b] seja: . : I, = [,e+b—a] —» €, onde 4, é
definido por:

_ '}'(f) 5€ tE[c,b]
%(ﬂ"{ Yt —b+a) se t€bctb—al

Kntao

wlectb—d)=yat) e [ f@d= [ =)

48



DEMONSTRACAO: Basta fazer contas. m

6.7 DEFINICAO: Sejam +; e v, caminhos definidos em J = [a,b] com valoresem A C @,
A aberto. Uma homotopia de y1 em +; no interior de A (em A) € uma aplicagio continua:
h:{a,b] x {0,1] — A tal que A(f,0) = y(?) para cada t € g, e &(t,1) = 1{?) para
t € [a,b]. No caso em que 7, e 42 sio fechados pede-se que h ainda satisfaca a condigao:
h{a,8) = h(b,8) para todo 8 € [0,1].

Note que a homotopia define uma relacéo de equivaléncia tanto no conjunto dos
caminhos em A como no conjunto dos caminhos fechados em A. Os elementos de uma
mesma classe de equivaléncia serdo ditos homotdpicos.
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¢ 7. TEOREMA DE CAUCHY

7.1 TEOREMA (de Cauchy): Sejam A C @' aberto e f uma fun¢do complexa analitica
em A. Se 7, e 72 sao caminhos regulares fechados em A, homotépicos como caminhos
fechados em A, entao:

j;lf(z)dz = [mf(z)dz.

DEMONSTRACAO: Como vimos antes podemos, sem perda de generalidade, consi-
derar 7; ¢ 72 definidos no mesmo intervalo [a,b] e k : [4,8] X [0,1] — A denotando a
homotopia correspondente de ¥, em ;.

AFIRMAGAO: Seja L = h{[a,b] x [0,1]). Existem pontos aj,---,a¢, em L e bolas
abertas B, (a1), -, B,.{a,) contidas em A tais que

() UBn(a) D L

k=i

(ii) Em cada B,,(ax), f é a soma de uma série de poténcias ao redor de ar, k=1,---, n
Isto € imediato cla compacidade de L e da analiticidade de f em A.

AFIRMACAOQ: Existe p > 0 tal que, para cada z € L, B,(2) estd contida em pelo
menos uma das bolas B, (ax),k=1,---,n.

DEMONSTRACAO DESTA AFIRMACAO: Se tal p > 0 nio existisse, seria
possivel achar uma seqiiéncia (2,)%_, de pontos de L tal que B 1 (z) ndo estaria con-
tida em qualquer das bolas B, (¢z),k = 1,---,n. Por passagem a uma subseqiiéncia sc
necessaria, podemos supor que Tiil}gozm = zo € L. Mas entdo zg € B, (ay) para algum

.. ; 1
ke {1,---,n} eexistiriar > 0 tal que B;(zp) C B, (ax). Assimpara | 2z, — 2 | +E <7

terfamos B L (zm) C B, (ex), o que forneceria uma contradicéo.

Logo, por 3.8, f(z) é a soma de uma série de poténcias ao redor de z em B,(z) para
cada z € L. A continuidade uniforme de A no compacto [e, b] x [0, 1] mostra que existe
€ > 0 tal que

|t -]

< !
|9-9"l 2 z }:H h(t,a)—h(f,ﬁ) IS

=i
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Sabemos que é possivel achar partices gp =a < a1 < -+ < gpy < gy =beay=0<«
o < g < o =1tais quelagy —a|<ece| oy —oj|<eparal=0,---,p-1
ej=0,---,¢— 1. Vamos agora definir

(@) o3(t) = hlar,0) + - (h(oer, @) — hlas a3))

pa'ra"te [ag,ag+1],f=0,---,p—1 ej =1,"',q—]_
(b) g = 2 0g = 2.

g; € um caminho regular fechado para j = 0,--- ,g. Basta agora mostrar que
[ 1@z =[ s (45 =0, 0= 1),
7j 7it

Pela nossa escolha dos a; e a; temos o;{t},a;41(t) € B,(k{as, ;) para t € [ag, app]-
Por 3.9 existe uma funcéo analitica gs; em B,(h(ae, a;)) tal que g; ;(z} = f(z) para z €
B,(h(as, e;)). Como B,(h(ae-1), ;)N By{h(as, ;) # ¢ e é conexo, a fungio gr1; — g ;
¢ constante a1 pois tem derivada nula. Portanto, podemos escrever

r—1

Lj_f(z)dz = ‘;/:mf(aj(t))g;(t)dt
) 2]:“195»* (o5(8));()dt

Asgsim s6 precisamos mostrar gile

pz_:[ﬁz.,f(aj(ﬂm)) — ge,5(o5(an)}] = ?i[gz.j+1 (oi1{ae1)) — grir1(oip(ae))]
=0 =0

ou, o gque lhe é equivalente,
p—1
2 lges(oilaees)) = geira(oiaa(aeer)) — goi(05(an)) + grina (@ina(ae))] = 0 (1).
£=0

Sabemos que oj(dz), oj41(ae} € By(h(ee—1,0;))NB,(h{as, o;)) para £ = 1,- -+, p. Portanto

ge.5(7i{ae)) — gegr1(oivi(ae)) = ge-1,5(05(ae)) — ge-1,541 (o541 (as)).

Assim o lado esquerdo de {1} pode ser escrito
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9o-1,i(75(85)) = gp-1,741(7511(05)) — 90,5(75(@0)) + go,i41{T541(a0)).

Como o} e j4; sao caminhos regulares fechados, ag = a € a, = b temos o;(a) = oj(ayp)
e gj+1{a0) = ojy1(a,). Além disso esses pontos estdo em B,(h{ao, a;)) N B,(h(ay-1, a;))
conexo. Ent&o g,_1; — go; ¢ constante pois sua derivada é zero. Isto implica que o
resultado final é zero, como desejavamos provar. O

7.2 TEOREMA: Sejam A C @ aberto, u,v € A,~,72 caminhos regulares em A tendo
a mesma origem ¥ e a mesma extremidade v. Se for possivel achar uma homotopia b de
1 em 7, tal que h{a,t) = u, h(b,t) = v, para cada t € [0,1], h definida em [a, ] x [0,1],
entao, para cada f analitica em A, tem-se

[ J(a)d= = L f(2)dz.

DEMONSTRACAO: Seja 73(t) = 71-(t — b+ @) para t € [5,2b— a]. Entdo y3 ~ ;...
Por definigao 4y V v3 € 2 V 43 séo caminhos regulares fechados. Eles sao homotdpicos em
A se definirmos

h(t

t,0) para &€ [a,b]
(1)

para t¢€ [b,2b— q]

g(t,0) = {

Logo por 7.1 temos
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§ 8. EXISTENCIA DE PRIMITIVAS DE FUNCOES
ANALITICAS COMPLEXAS

8.1 DEFINIGAO: A ¢ ' aberto conexo é chamado simplesmente conezo se cada ca-
minho fechado em A é homotépico em A a um caminho que se reduz a um ponto.

8.2 NOTA: Se A é simplesmente conexo e B é homeomorfo a A entdo B € simplesmente
conexo. '

8.3 EXEMPLO: Um dominic esirelado A em (' relattvamente ao ponto a € A é um
aberto, tal que para cada z € A, o segmenio {a,2] = {a -+ t(z — a),t € [0,1]} C A.
Dado um caminho v fechado em A, v : {a, 8] — A definamos A : [a, 8] %X [0,1] — A por
k(t,0) = a +{1 — 8}{(x(t) — a). Logo, h(t,0) = «(¢) e k é homotopia entre vy e h({,1) = a.
Daf segue que um dominio estrelado € simplesmente conexo.

8.4 PROPOSICAO: Se A C @ for aberto conexo e u,v € A, entao é possivel achar um
caminho regular em A com origem u e extremidade v.

DEMONSTRACAO: Note que um aberto conexo é conexo por poligonais. i

8.5 TEOREMA: Se A C (' é aberto, simplesmente conexo e f é analitica em A, entio
existe g analitica em A tal que ¢'(2) = f(z) para todo z € A.

DEMONSTRAGAO: Fixemos « € A. Para cada z € A ¢ para dois caminhos regulares
1 € v2 em A unindo @ a zp podemos achar 3, com 43 ~ 72, de modo que: 7 : [b,¢} —
A, v e, dl = Ae vy V- é um caminho regular fechado em A. Assim vy V y3- é
homnotdpico a um caminho reduzido a um ponto de A, pois A é simplesinentie conexo.
Pelo Teorema de Cauchy temos

isto é

[ steyis = [ feyiz = [ stepa

2

Para cada z € A dado e para cada caminho regular -, unindo ¢ a z o nimero
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5() = [ Jla)da

independe de .. Vamos mostrar que para cada zp € A, ¢ € analitica numa vizinhanca de
75 € que ¢'(z) = f(z) nessa vizinhanga. Como A é aberto, existe p > 0 tal que B,(20) C A
e f é representavel em B,(zo} por uma série de poténciais ao redor de zg:

= iak(z — #)* (Vz € By{z0))-

k=0

Como vimos antes

k+1 {Vz € B,(20))

é analitica em B,{z) e h'(z) = f(z) para z € B,(z), h(z0) = 0. Se for preciso, some uma
constante a h(z) para obter que h(zu) = g(20). Para z € B,(z,) temos:

hiz) — h(z) =

/fz0+iz—zg V)t = /f

Z — ZpJo

onde ¢ é um caminho regular unindo z a zp dado por: o(#) = z5 -+ t{z — zg) para t € [0,1].
Mas entdo, como A(zp) = g{z), temos

h{z) = ] o)de + / f(2)de = [f @ =g) Vee By,

e

D N

8.6 NOTA: Na demonstragio de 8.5 viu-se que uma primitiva de uma dada fungio f
analitica num aberto simplesmente conexo A C &' ¢ dada por

o) = [ fla)da

para z € A, onde 7y, é um caminho regular em A com origem zp (fixado em A) e extremi-

dade z. Se A nao for simplesmente conexo, entdo isso ndo ocorre mais COINO VETEINOS NO
P 3

exemplo seguinte.

8.7 EXEMPLO: Seja A = '\ {0}. Vamos indicar por B o aberto simplesmente conexo
@'\ {z +7y;x <0,y = 0}. Sabemos que f(z) = — € analitica em A. Vamos considerar os
z

caminhos 711 (t) = € 1 € [0,27] e 1(t) = €*,1 € [0,4x]. Fixado o ponto zp = 1 (origem c
extremidade de 41 e v;), para cada 2z € B, sabemos que:
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g(z) = [yzld:r,

T

onde v, é um caminho regular em B com origem zg e extremidade z, define uma primitiva

de — em B, que é fn z. Notemos que
z

1
gz} = leqz;di”

1
ga(z) = L Lot

xr

sao tais que

qfz) = fl-da:-i-fnz
Y1 &

g2(z) = —1-d3; 4+ én 2

a2 T
para cada z € B. Todavia, por um calculo simples,

d dr
Zer1e [ Hoo
‘mp X vz &

Logo ¢:1(2) = 1 +4n ze gof2) =2+ In z para cada z € B. Todavia sy V., e 2V,
sao caminhos regulares em A ambos com origem zp e extremidade z. Note que embora se
tenha definido g; e gy somente no aberto simplesmente conexo £, usou-se caminhos em A

e isto nio forneceu a mesma primitiva de — em B. Além disso fica claro que é impogsivel
z .
escrever

h(z) = ld't:

O'zm

para z € A, com ¢, sendo caminho regular qualquer em A com origem zp e extremidade
s 1 g .
#, ¢ obter uma primitiva de — em A. O que foi feito acima mostra que k(z) toma valores

Z
diferentes ja quando z € B {se 0, = 13 V7, temos h{z) = 1+ fm zesco, =1 VY,
obtemos (2} = 2+ In z).
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§ 9. INDICE DE CAMINHOS FECHADOS

5.1 TEOREMA: Para cada a € U e para cada caminho fechado regular v em @'\ {a},
existe n € Z tal que:

zZ—a

j 9 orin
i

DEMONSTRAGAO: Supondo 7 definida em [b, ], tomemos

ht) = [ t?(%ds (V¢ € [b,]).
Dai
W)= ('I;(t_) - (Vt € [b,d\ D),

onde D é um subconjunto no mdaximo enumerdvel. Agora consideremos g(f) =
e~ M (y(1) — a), o que fornece g’(t) = 0 para todo ¢ € {b,¢]\ D. Logo g é constante
para t € [b,cl\ D e podemos escrever

RIGES Y(t) —a

(b)) —a
pois g(b) = e ") (v(b) — @), k() = 0. Como (b} = 7(c), obtemos e*? = 1 ¢ portanto
h{c) = 27in para algum n € Z. o

9.2 DEFINICAO: Sob as condigdes de 9.1 diz-se que n é o ndice de v em relagdo a a
€ escreve-se

1 dz
?’IZI('}';G)=——[r

iz — @

9.3 OBSERVACGAO: Se v € 72 sdo caminhos regulares, fechados e homotdpicos em

@\ {a}, entédo I(y1,a) = I{y,a) pelo Teorema de Cauchy, pois é analitica em

@\ {a}.

9.4 PROPOSICAO: Se v : [o, 8] —» @ for caminho regular fechado, cnto I{v,) é
constante em cada componente conexa de @'\ y{[a, 3]).

Z— ¢
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DEMONSTRACAO: Dado @ € €'\ ([, 8]) notemos que I(~, -) é uma fungio continua
no ponto a. Seja r > 0 tal que B {a) C &'\ v([e, B]). Se | h |< r, podemos escrever

1 dz
Hyia+h)= — | ——— = I{y;0)

2ridz —a—h
onde v1(t) = ¥(t) — h para t € [a, §]. Vamos definir uma homotopia em @ entre v e ;:

G:lo,Bix[0,1] - @
G(t,0) = (1)~ Oh.

Pelo Teorema de Cauchy temos I(y;¢ + h) = I(7;a) para h € B.(0). Como I{7;a) é
continua e seus valores sdo inteiros, temos I(y;-) constante em cada componente conexa.
(]

9.5 EXEMPLO: Sen € Z,n # 0 seja:

Cn:l0,2¢] — @
t o Colt) =™,

C, tem S1(0) como imagem e ¢, ¢ chamado o caminho da circunferéncia unitaria percor-
rido 1 vezes no sentido anti-horario se n > 0 e —n vezes no sentido horario se n < 0. As
componentes conexas de @'\ {$1(0)} sido B1(0) e @'\ B;(0). Da definigio segue facilmente
que [(C;0) = n = I(Cy;a) para @ € B1(0). Pelo Teorema de Cauchy @'\ {0} nio é

simplesmente conexo.

9.6 PROPOSIGAO: Se v é um caminho regular fechado em B,(a) entdo -
I{y:2) = 0 para z € @'\ By(a).

DEMONSTRAGAO: Se v : [o, 8] = B.(a), seja M > 0 tal que | v'(t) |< M para os
pontos t € [o, B] onde 4 existe. Dai témos:

B A
211'3'-1(7;2):] d :] ’(i) dt
; _

Ir— =z

Se | z —a |> r temos:

(13,_0-)<M

f
. 1
| 2mi - J(72) |€ sup ') | S To—alor

efag\p| V(1) — 2 |
Tomarnlo z — ¢ em mddulo suficientemente grande temos que:

M(p — o)

0<
lz—a|—7r

< 2.
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Portanto I(+;z) = 0. (Note que €\ B,(a) é conexo contido numa das compongntes
conexas de ¥). 0

9.7 COROLARIO: Se v é caminho regular fechado em € definido em [e, B, o conjunto:
{z € @\ y([e, B]); I(n; 2} # 0} é relativamente compacto em .

9.8 PROPOSICAO: Seja A simplesmente conexo e 4 um caminho regular fechado et
A, entdo I(v;z) = 0 para cada z € 0\ A.

DEMONSTRACAO: Seja h a homotopia em A entre 4 e um caminho reduzido a um
ponto de A. Se z € ' \ A, x ndo pode estar na imagem de & (compacta, conexa contida

em A). A imagem de  esta nesse compacto ¢ = esta na componente conexa nao limitada
de @'\ Im{v)}, logo I{v;z) = 0 pelo resultado anterior. 0
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§ 10. FORMULAS INTEGRAIS DE CAUCHY

10.1 TEOREMA: Sejam A um aberto simplesmente conexo, f: A — (' analitica em A
e v : [a,b] — A um caminho regular fechado. Se z € A e z & I'm(y) temos:

RFOM

27ty —

I(y;z)f(z)

DEMONSTRACAO: Definamos:
{ f{z) — f(z)

se z#x com z€ A
Zz -1
f(z) se z=ux

g(z) =

para obter g é analitica em A. Pelo Teorema de Cauchy temos:

/ otz = [ L g 115 4, g

= 2 =X

e dal

W

10.2 TEOREMA: Seja v : [b,¢] — (' um caminho regular e g uma fungio complexa
continua em v([b, ¢]). Entdo f(z) = /ﬂdw estd definida para todo z € @\ v([b,c]) ¢
48— 2

é uma fungio analitica em @'\ v([b,¢]). Sea € T\ v([h,c]) e cx = f@%dl para
= L —
k € INp temos que: Y _cx(2 — a)* converge pontualmente em B, (a) C €'\ ([b,¢]) ¢ é igual
k=0

a f(z) nesses pontos.

DEMONSTRAGAO: Seja p = dist(a,v{[,c]) e considere 0 < r < p. Para z € ([b,c])

1 1 % (57— a)"
o = ———— > < B'r
Pal Py TRE= R 31 e T B R
e além disso
|z—al" ™

(ot = (Vne Vo)V z € Bea))
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Sejam M = sup |g(z)]em= sup |4'(t) | Temos
zE~{[b,e]) te[b,c]

SOELTO) it DY )
O | S M (V¢ € [b,d))

e a convergéncia absoluta pontual de

Z'r 9 )z —a)"

n=0 7 __a)n+1

sobre [b,¢]. Logo

icn(z —a)"

=0

< Zlcnllz—alﬂ

g(y(®)) - (1) n
a)n+l dti |z —a|

fA

Z|5

n=0

converge uniformemente sobre B;(a}. Assim
S no_ o 9E) .
éc‘u(z —a)* = ijda.(z —a)
g(z) .
= fZT_anHz—a-)dJ:

WH—G

= -lex = f(=) Vz € B.(a).

X — Z

10.3 TEOREMA: (Férmulas Integrais de C’aurhy) Sob as condic¢des de 10.1

I(y0) fB(a dz

T Omih(z - 'L')‘”'“
para 2 € A\ v([h,c]) e k € IV,
DEMONSTRACAOQ: Por 10.1 temos:

i) = 50 [ e

e por 1.2
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f(z) P& f(2) k
Ty 2)) = R SIS P
(r;2)f(2) = 2m z»—:z: 2mk . _Y(z_a)k-}-:d (z —a)
para z € B.(c) € €\7([}, ¢]). Pela unicidade de representacio de f em série de poténcias
ao redor de a segue;

M) o) = g [ L e

2n
O

10.4 PROPOSICAO (Desigualdade de Cauchy): Seja A ¢ @ aberto. Se f é
analitica em A,a € 4,0 <r < d(a,Cy), B fechado e B C B,(a) entéo:

S| < o sup 1 S(2)

B zEg—a

i
para cada k € INg e cada b € B, onde pp = dist(B; S,(a)).

DEMONSTRACAO: Basta usar 10.3 com 7(t) = a + ye*',t € [0,2r] e notar que
| z— b|> pg para todo z € S,(a). o

No caso em que B = {«} na proposigio 10.4 temos:

%f(k](a)

1 . .
< sup | f(z)].
T ZESr{“) )

10.5 COROLARIO: Se f é analftica em A4 C @,a € A,0 < v < d(a;C4) entdo:
[e.a] 1 J—
flz) = ng{k)(a)(z — a)* converge uniforme e absolutamente sobre B.(a).

k=0""

DEMONSTRACAO: Note que se 1 < p < d{a; C4) temos:

1]9‘ F-) (a)] < _M onde M, = sup | f(2)].
p zES,(a
Para z € S,(a):
S ] P lz—a
aup (SO e—ap| < a5
"z€By(a) [k=0 ™" k=0 P
oo k
< Mpz (i) < 400
k=0 ’O



O

10.6 TEOREMA DE LIOUVILLE: Seja f analitica em @' tal que | f(z) |<
| @ || 2 | para cada z € @', onde a € @ e n € [Ny estido fixos. Entdo f é um po-
lindmio de grau menor ou igual a n.

DEMONSTRAGAO: Sabemos que
f(z) = chzk (Vz e ()
k=0
onde a série de poténcias temn raio de convergéncia +oo por 10.5. Usando 10.4 temos

1 _lalR"_|a]
|Cn+k|5{§|u=%if(z)|'3n+k S g T Rk

para k€ IN e B> 0. Logo ¢,1r = O para k € IV ¢ o resultado segue. 0

10.7 APLICAGOES E EXEMPLOS DAS INTEGRAIS DE CAUCHY

(1) Se f é analitica sobre um aberto G contendo as imagens de v e 7, e a regido
compreendida entre elas, como na figura abaixo

T2

Entao:

[v FOUE ] J(2)dz.

2

Para isso tome os ponios A na imagem de v, B na imagem v; e faga o corte AB
como na figura. Seja o caminho v = v, V [B —» A]V 7, — V[A — B|. Aqui [B — A]
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indica 0 caminho cuja imagem ¢é o segmento AB e o sentido é de B para A. Temos
que v é um caminho homotopico a um ponto em . Logo pelo Teorema de Cauchy
temos:

[r f(2)dz = L et [ T L Flz2)dz + f(2)dz = 0.

- [4-+B]

Observe que

Logo

como se afirmou.

Se f é analitica em @'\ {e, b}, qual é a relagdo entre:
[ 1@z, [ f(2)dz, | f(a)dz
Y " o

onde 41,7y, e 3 s30 como mostra a figura

Tomainos os pontos A na imagem de 3, B na imagem de 73 e fazemos o corte AB
(ver figura). Similarmente tomamos ' na imagem de v, D na imagem de vy, e
fazemos o corte C'D {ver figura). Consideramos o caminho
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=[A=BJVIB=CIV[C = D|V7V[D>ClV{C = BlV[B—= AlV~,-.

Entao 4 é um caminho fechado homotépico a um ponto em €'\ {a, b}. Pelo Teorema

de Cauchy:

[1@z = [ gt [ e+ j Sz +
+ /fz)dz—Ff dz—i—] z)dz +

+ ] z)dz -|-/ f(z)dz = 0.
[B"'A]f Ty— (=)

Note que

~Lﬁmf&Hz—+ )z =0
fo

- D]_f(z)dz + l/{pgqf(z)dz:[]

[ fe [ i | e
Logo temos:

[ szt | jteyiz+ | ‘_.:f(z)dz _
Portanto
.LﬂWEZﬁﬂd&+Lﬁa@

(3) NOTA: Sejam f analitica em @'\ {a,t2,- -+, @m}, € 71, Ymy1 do modo como

raostra a figura: Vi1




Fazemos a mesma, a.nélise e obtemos:

(2)dz = i]‘_f(z}dz.

Frm+1 i=1""

(4) Na figura seguinte acharemos os indices para os pontos a,b,¢

M

Fixemos alguns pontos no caminho + (ver figura).
(i) £ facil ver que: I(r;c) =0,1{r;c) =0,1(v;c) = 0.

(11) Para o caminho vy = ABCA temos J(y1;a} = 1 pois 74 é homotdpico a 7 em @'\ {a}
e 0 Teorema de Cauchy fornece: I{vy;;a) = I{r;a) = 1. Temos ainda I(y;5) = 0.
Para o caminho 42 = AMNA temos I(7y2;8) = —1 pois ¥, é homotépico a r; em
@'\ {4} e 0 Teorema de Cauchy fornece: I(7;;8) = I(71;b). Temos ainda I(y2;a) = 0.
Logo v € homotdpico a 11 V72 em @'\ {«, b} e temos: I{y;a) = I{m;a)+ [{y;a) =
LIy 0) = Iy ) + Iy ) = —1.

(5) Na figura seguinte f € analitica em €'\ {a}
Fixemos alguns pontos nos caminhos v, e 41 (ver figura {1)). O caminho ADFABCA é

um caminho homotdpico a ¢z em @'\ {a}, onde ¢, tem como imagem uma circunferéncia
de centro a e € percorrida duas vézes ao redor do ponte ¢ no sentido do anti-hordrio.




Como mostra a figura (2) que é equivalente a (1),

fixados os pontos M na imagem de v, ¢ A na imagem de ¢, podemos fazer o corte M A.
Seja o caminho T' =42 V[M — AV ¢;- V- VA — M]. T é homotdpico a um ponto
em @'\ {a}. Pelo Teorema de Cauchy temos:

fr flz)dz = f fl2)dz + /{M#ﬂf(,-z)aszJr f Fle)dz +

[A—rM)
Note que:
/ M— A] £t / flz)dz =
Logo
f f(z)dz + 2 / f(2)de =
1z (‘2_
Portanto:

[mf(z)dz = chzf(z)dz

L. EXERCICIOS RESOLVIDOS

dz
lzt=r (2 — a)™(z — b)

1. Ache o valor da integral , quando | a [<r <| b].
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SOLUGAO. A fungio f(z) = ¢ analitica em By(0). Daf obtemos f™~7)(q) =

z—b
(m—-.l)!fu_ . a)l dz. Com f™(a) = (=1)"m!a — 6)~(™*) temos

f(z)
lel=r(z —a){(z —b) "

analitica em algum aberto conexo que contém Bgr(0).

2. Ache o valor da integral dz, caso em que a,b € Bgr(0}, para f

SOLUCAO.
] fley . _ 1 U ), _/ f(z) dz]
=R {z — a){(z — b) (b —a) L/ js1=r (2 — b) lzl=R (2 — a)
2m1
= b)— fla)].
s 1 (8) — f(a)]
3. Ache o valor de J = /e _46_ dz nos seguintes casos:
- z
- e? . g”F 2 2 ) . .
SOLUCAOQ. Z = —+ T + g{z) onde g(z)} é analitica em {'. Entdo
= Z Wz
dz 2 jdz . dz
J =2 iy + gjy"y— + Tg(z)dz. Para os trés casos temos Lg(z)dz =0e [;’5 = 0.
Portanto
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dz 2 4

(b) J = 3* = 51(7;0) =30
dz 2 4
(¢) J= 3, = 5,?1(7;[]) =3
1 g i .
4. Se f(2) =2(1—-2)"2 e 0 < r < 1, mostre que 211_/ | f(re™) | do = T
2
SOLUGAOQ. Para z = re®,0 € 0,27, podemos escrever zZ = r’,7 = T? e dz =
izdf. Entio
1 gem pe® 1 | z |
L N AR B W
27rf0 (1 —rei?)? ¢ 2xiiz=rz | 1 — 2 |2 “

r

_/ dz B L/ dz _ T dz
2ridlel=r (1 — 2)(1 = 2)z  2%tjai=r (1 — 2){1 — -“;—z)z 2riJjp)=r (1 — 2)(z ~ 1r2)

analitica em B,(0) D B.(0).

Como 0 < r < 1, temos que r? € B,{0) e g(z) =
ar it
Logo — f

Ache o valor da intearal J = [ {z—a)Y ™z =b)"dz,se |a|<r<|b]

r
1—r2

d0 = rg(r®) =

1 - 78‘3)

fu |

SOLUCAO. Seja g(z) = que ¢é analitica em B,(0). Portanto g™ 1(q) =

(m — 1).‘/ i 27t (m—1) _
——g\" . Fazend st
Tmi e (o Z @y (s Z O o 1)19 {a}). Fazendo contas temos

2wt el . . —p—mntl
J = (m—l)I(—l) n{n—Dn—-2)--(n—m+2)(a-1b) :

(z'—b)“
de e J =

-4

1 €
. ! ; 1o —f
6. (1) Ache o valor da integral i)y T 2]
(6)  v=25().

1
(11) A(ah(.r o] \d}.or da. l]lt(‘grdl OTE/W

dz quando, (@) v = S%(O) e

e* cos z

dz quando, y = S 5(2 +1).

SOLUGAO. (i) Caso (a), v = S1(0). A fungio f(z) = g ¢ 7 é analitica num
2 —_— "
1 e’

I LA
2?1'1. ')-Z(l‘—z)g o

aberto contendo E%(O). Loge f{0)=1=
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z

Caso (b), v = S1(1). A fungéo f(z) = — & analitica em um aberto contendo By (1),
F z 2

(2) z
Temos e =—Z= 1 _/_e__*dz.
~+ 2

2l 27 2mityz(1=2)°
. . _ €efcosz .. - _
(i) A fungdo f(z) = T+ P)sen = ¢ analitica em um aberto contende B 5(2 + 4).

1 z
Logo — L Py}

2ridy (1 — 2%)sen 2

. Se f é analitica numa vinzinhanga da aderéncia do disco B;(0), entdo f(0) =

1
- ﬂde para todo z € B.{0).

271 le|l=r & — &

SOLUCAOQ. Para z € B,(0) a fungio h(w) = ‘:f(lizu é analitica numa vizi-
r?—Z
nhanca da aderéncia de B,(0). Portanto ~/l'} h{g)de = 0. Como r? = €€ tem-se:
f@ + hie) = fe) + if(s_)_ = 1(e) . - d —. Desta relagéo temos: 27i f(0) =
€ € €E — Fe E E—-Z B
f—(?-)—de = / (@ + h(e))ds = i) —_—Ez - de, 1.e. =271 f(0) =
jel=r E let=r \ & tef=r &£ E—2Z
— 1
,/ /) de, pois edz + &de = 0. Logo temos f(0) = -— f&) de.
fe|=r € — 2 271 Jje|=r € — 2

. 8¢ f é analflica numa vizinhanca da aderéncia do disco B,(0) entdo: f(z) =

L B TR i o 0 2 € i5,{U]
' ey “ra b z A4l
Smideie £ oot T JW) parat0do 2 € Byl)

16-1-2 _ 2 _E’2Ref=_f+78da férmula integral de
EE—2 €E—z € '

SOLUCAO. De

Cauchy temos:

He)+fle), Lp fle+ 1),

/ Rcf(e).6+zdé_: ——d
fz|=r ) £E—=z JSlg|=r E—Z 2 lel=r &
i ) - 1 19
=27 f(z) + }S]zr;de —nt f(0) — 5 e de.
Usando o exercicio anterior temos:
[ HSE e i T - LD D L ) i),

2mtd)el=r € £E—z 2 2
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11. EXERCICIOS PROPOSTOS

L.

10.

1.

Sejam v : [0,27] — €,~(t) = e e g : v([0, 2x]) — @ continua. Mostre que

Lg(e)d& = -LE(::—)E?de.

. Para a,be Re~:[0,27] = @ dada por ¥(t) = @ cos t -+ ih sen , ache/ | € |* de.

o

Para qualquer polindémio p{z) e quaisquer c € € e r € R, mostre que/s ( )p(e)ds =
2mir’p'(c).

1
2(z— 1}
qualquer caminho fechado 4 em G tem-se /f(s)dg =0.

Y

Mostre que para

Sejam G = €'\ {0} e f : G — & dada por f(2) =

Sejam 7y um caminho fechado em ¢\ {0},n € IV e ¢(2) = 2". Mostre que I{goy;0) =
ni{y;0).

Mostre que se F} e F, sao primitivas de f : G — (' e G é aberto conexo, entéo
existe uma constante A tal que Fi(z) = A + Fy(2) pata cada z € G.

Ache ] ( b 1)“;& onde v(t) = 1+ ¢*,0 < ¢ < 27 ¢ n é qualquer inteiro positivo.
Wz —1/" -
2241 it .
. Caleule f Tid dz, onde (1) = re*, 0 < t < 2, para todo os possiveis valores
w ZEVE

der,0<r<2e2<r<-too.

Calcule Azgdj_ 0 onde v{#) = 2 | cos 28 | €' para 0 < 0 < 2r.

Sejam () = e para 0 < § < 27 e y(0) = 4w — 8§ para 2r < § < 4x. Calcule
2

jfzz + 72

3 1 1 . ,
Seja | w |< 1° considere a integral f(w) = E]s%w) ;%%i%zdz. Entao f(w) é

uma fungao analitica (qual ?) no disco indicado. Ache f(0), f'{0).
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¢ 11. DIFERENCIABILIDADE IMPLICA ANALITI-
CIDADE NO CASO COMPLEXO

J4 vimos que se f for analitica em A entdo ela é derivivel (de fato, infinitamente
derivivel}) em A. Neste pardgrafo veremos a reciproca desse resultado e algumas con-
sequéncias interessantes desse fato.

11.1 TEOREMA: Se f: AC ' — @' é derivdvel em A entdo f é analitica em A

Este resultado é falso no caso real, como mostra a fungao:

eVt se 150
'f(t)“{{) se t <0

que é infinitamente derivavel em IR e ndo é analitica no ponto 0. Se fosse analitica ai
teria que ser nula pelo principio dos zeros isolados.

DEMONSTRACAO: Sejam a € A e p > 0 tais que B,(a) C Ae{t) = a +pe',t €
[0, 27]. Definamos

g(2) = —1--[ f(?) dx

Doy b v

que é analitica em B,{a) por 10.2. Para z € B,(«) fixo, existe § > 1 tal que: 0 < X <
6= z + Alpet + a — 2) € A para todo ¢ € [0,27]. Definindo
Lo £+ Mpe o — 2)) = (2)

h(X) = —— : cipedt,
1) 2raJo a+ pet — 2 e

entao e claro que

1 D if _ .
h(l) - f(pc + G") f(Z) A z'pciidt
21ido @ - pett — z
2 it . ’ 27 ; tE ]
Lt ) ey, 1 S
2mido a+ pet —z 2wiJo a4 pett —z

A IE) ey Z e — )

2xtdyx — 2

e h(0) = 0.
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Para Ap € {0,1),A € (0,1} e X # Ap temos:

MY = hdo) _ 1 [ f%[f(z*)\(ﬂe“-l-a—z))-f(z+/\a(Pe”+a—Z))]Pe“ n

A —/\0 - 271' (a-!*pe"*—z)(l—/\g)

Como
| A= della+pe —z|<| A= Xo | 2p,

a convergéncia de A a Ap implica a convergéncia uniforme em ¢ do integrando para
f'(z + Ao(pe + a — 2))pe’ sobre [0,2x]. Logo temos

t T h(/\) _ h(AO) o 1 i t ] it -
h (/\g) = /\121\10———)\—_-3&0—‘ = 2?TA02>/{; f (Z + /\0({)6 +a— z))/\ope idt
1 a t:?rr_
= 2ﬁ/\()éf(z+)\g(pe +a—z))t=0 =0

Como Ag é arbitrario em {0,1), entdo h é constante em [0, 1], (pela desigualdade do valor
médio). Logo A{1) = A(0) e, como A(1) = g(z) — f(z), entdo g(z) = f(z) para todo
z € By(a). Assim f ¢ analitica em B,(a). 0

11.2 TEOREMA DE MORERA (Reciproca do Teorema de Cauchy). Sejam A aberto
simplesmente conexo f : A — (' continua em A tal que

j{y Farse (1

para todo caminho regular fechado v em A. Eutao f ¢ analitica em A.

DEMONSTRAGAO: Fixe « € A ¢ para cada z € A defina g(z) = f f(z)dz, onde 7,

‘-YZ
é um caminho regular unindo ¢ a z em A. Entfo g estd definida pela hipétese (1) e daf
j&a vimos que ¢'(z) = f(2) para todo z € A (vide demonstragao de 8.5). Logo, por 11.1, ¢
¢ analitica em A e sua derivada ¢'(z) = f(z) é também analitica em A. O

11.3 TEOREMA: Para que uma funcao f(z -+ iy) = u{z,y) + tv(z,y), definida num
aberto conexo A, seja derivavel no ponto zp = xp -+ tyg deste conjunto como funcio
de variavel complexa, é necessario e suficiente que as fungoes u(z,y) e v(z,y) sejam
diferenciaveis neste mesmo ponto (como funcdes de duas varidveis reais) e que satisfacam
neste ponto as condigoes:

du Ov Ou dv _
= 5= T (1)

8z By’ Oy
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Logo a derivada f'(zo)} pode ser escrita em uma das seguintes formas:

fleo) = 82 (w0, o) + 33_2(3"1’3"0) = g:‘(ffoayo) - 3;3,.“;(3?0?3.‘0)
9 .0 5 B
- 32 (Zo, yo) — zé(ﬂfo,yo) = ‘a;v(wo, Yo) + za—;(xo,yu)- (2)

As condicdes (1) séo de fundamental importancia na teoria das fungdes analiticas e nas
aplicagoes desta teoria a problemas da Mecanica e da Fisica. Sio as chamadas condiges
de Cauchy - Riemann.

DEMONSTRACAO: De fato, se f(z) é derivivel no ponto z, pertencente a A, temos:

Af(z) = fi{z)Az + e.Az (3)

z = zg—z=(x9g—7)+i{yo—y) = Az +1iAy,
Af(z) = flao) — f(2) = [u{zo,y0) — u(z,y)] + 2[v{zo, ¥0) — v{z,¥)] = Au + iAv,
(z) = a+ib, e =g +ieq,

e &1 € £ tendem a zero quando Az e Ay tendem a zero simuitaneamente. As partes reais
e imaginaria de {3) 580 Au = aAr—bAy+e Az —g2Ay e Av = bAz-taly+e.Az—e1Ay.

Como lim ey = limeg = 0, temos:
Hr—0 Arald
Ay —D Ay—0

1. As fungdes u({z,y) e vz, y) de duas varidveis reais z e y, sio diferencidveis no ponto
(%0,Y0),

2. Suas derivadas parciais neste ponto sao:

0'?_12 E)’H, 31} av
a(:smyo) =, a—y(xo,ya) = —h, %(:{:o,yo) =, a(mo,yo) =q

e satisfazem as condigoes:

Ou Ov Ou o
_(‘.);{JTUJ 3';’0) = :a—?;(ﬁru,yu); 'al_y(ﬂ'fg, ‘yo) e ma(maj y(])
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Para f'(zp) obtemos:

, ) o 0 o .0
f (20) =a+ih = 6—3-(330;?}0) + 15%(-’50? yo) = a—:(l’o;ya) - 3%(3:0, yu)
du Ou dv v

= EZ'(:CD, yﬂ) - 3$($0, yﬂ) = a—(wﬂa yl}) -+ ia;(xog yO)-

Agora mostraremos que as condigdes do Teorema sio suficientes. Suponhamos que
estas estdo satisfeitas. Entao

Ay = %(mg, Yo)Az + %(3:0, o)Ay + Az + axAy
v Ov
Av = —(zg,y0)Az + —_Ay(wu, Yo) + fiAz 4+ B Ay
dz By
onde o, g, f1, B tendem a zero quando Az e Ay tendem a zero, Além disso:
0 o %, dv
a—;(fﬂoa Yo) = af(%a%) = a, maf;(woayo) = ‘3;(1'0,1;‘0) = b
Portanto,
Ay = alAz —bAy 4 oAz + axAy
CAw = bAr+aly 4+ 8 A+ JERVANT
e

Af(z) = Au+idv
= a{Az+iAy) +ib(Az + iAy) + (a1 +i5) A% + (a2 + i) Ay

A A
= (a+ib) Az + [(al + aﬂl)A—: + (a3 +3‘82)£gl Az =Adz +eAz (4)

Como

Ay

. A;.‘ . ) A
el = | +ip) o+ (et ZE < lan i) :

ok ontis |
2z Az|+ G2 Az

< |la+ibil+|at+ib|<la|+|fhl+|a|+]8:]

temos que ¢, junto com «y, B, g, Bz, tende a zero quando Az = Az + iAy tende a zero.
Daqui e da relagio (4} deduzimos que a fungdo f(z) € derivivel e sua derivada f'(z) é
igual a A. [
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11.4 OBSERVAGAO: Da Andlise Matemdtica sabemos que para que as fungdes u(z,y)
e v(x,y) sejam diferencidveis é suficiente que existam e sejam continuas suas derivadas

0 7 . ., .
u Ou dv =, Portanto para que a fungdo f(z) = u + v seja derivavel, é

%1 5—3;’_’ _5;1 8
Ou Ju Ov Ov

suficiente que existam as derivadas parciais — 92 5 (9 8 , que estas sejam continuas e
Yy T

parciais:

satifacam a equagdo (1).

Em muitos casos é importante que as condigdes para diferenciabilidade de uma fungao
de varidvel complexa f(z) = u -+ iv no ponto z # 0 estejam expressas em coordenadas
polares: | z |=r e Arg z = ®. Estas condigdes necessarias e suficientes sao:

1’} u e v séo fungdes diferenciaveis de r e @

2"} suas derivadas parcials satisfazem as relagdes

Ou

Or
Para isso é suficiente demonstrar que u e v sio diferencidveis como fungdes de re @ (r # 0)
se, € 56 se, sdo diferencidveis como funcdes de & e ¥ e que nestas condigdes as equacoes
(5} sdo equivalentes a as equagdes (1}. O leitor facilmente pode fazer isto como exercicio
e obter

Q‘ti v 1 du

=58 )

1
r 89’ Ar r 0P

d 'l
Fz) = (8? ”J\ (cos ® -4 sen @) = Ou +?fﬁ\, )
\Ur Uf/’ P \0:" iy
11.5 EXEMPLO: Tomando
3:3
wzy)={ iz © @¥#00

v(x,y) = u{y, =), obtemos

du _ ov

-1 =2
20,0 20,0,
Ju v,

e as condigbes de Cauchy - Riemann estdo satisfeitas. Observe que u e v sac continuas
no ponto (0, G):



3 . x'z
B = Yime - (w———) =0
z—0 3;2 _l_ y? e 3:2 + y2

y—0 y—0
2
pois ( 2x 2) ¢ limitado numa vizinhanca de (0,0). Podemos mostrar que
x? +y
limf(h) — J(0) nao existe pois‘
h—0 h
Cf =) _ BB I
lim—————art = | 2 .
R ) WY Iy By e S

po L Bt . hi o h2hy h3h,
= M - .
h—0h? + h3 |\R? 4+ A2 RI 4+ R i+ hE hY 4 h2

Observe que se hy = khy tal limite vale

1 1 A Lok kbt
14 _—_— e —
m=o(k2 + L)hE (\(K2 1 D)RZ " (K2 + 1A R+ 1) Rk +1)
k41 K-k
RSN

Mas esse lmite nao existe pois k € arbitrario.

O seguinte teorema pode ser enunciado como conseqiiéncia dos resultados ja demons-

Foncdo

11.5 TEOREMA: Para f: AC G — T ezg€e A aberto as seguintes afirmacoes sio
equivalentes:

1. f é analitica em z.

2. f'(z) existe para todo z € B;{z) e algum r > 0.

3. Valem as hipdteses do teorema de Morera em B.(2g) para algum r > 0.

4. Valem as condigoes de Canchy — Riemann e w, v sdo diferenciaveis em B,(zp) para

algum r > 0.

11.6 OBSERVACGAO: Damos em 11.7 um teorema devido a Paul Montel. Note que
as condicdes para ser f analitica sdio mails fracas que as quatro afirmacdes equivalentes
dados no teorema 11.5.

11.7 TEOREMA: Se f = u + v, definido sob um dominio A fal que:
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(1) gs 53;1 53}': Ay

Ou Ou Ov a—v existe em todo A

(ii) u,v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann em todo A

(iii) f ¢ localmente acotada em A.

Entao f € analitica em A. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em: H.
Looman, Uber eine Erweiterung des Cauchy — Goursatchen Integralsatzer, Niecuw. Arch.
Wiskunde (2) 14 {1925), 234-239.

1. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.

W

Se f(z) = u(x,y) +iv(z,y) € analitica num aberto conexo G, mostre que as familias
de curvas u(a,y) + ¢ e v(z,y) = ¢z sdo ortogonals.

SOLUCAO. Consideremos dois elementos determinados destas familias u(z,y) =
g € v(x, ¥) = vo, que se encontram no ponto (xg,yg). Como

. . U Uz
du = updr+ uydy =0 implica — = ——
dzx Uy
.. v
dv = vzdr +v,dy =0 implica Y _ -
‘ da 1y
du Ju dv v y . :
onde 1, = s—,uy = =,V = — € ¥y = ——, entao tais derivadas calculadas
dx oy Ox Oy
no ponto (o, yo) representam os coeficientes angulares das tangentes as curvas no
ponto de intersecgao. Pelas equacdes de Cauchy-Riemann temos 4, = v, e u, = —v,.
. —Ug\ [ —V —v —1, _
Entao no ponto (zg,¥o), ( 1’)( x) = (Zo) () = —1, de modo que os dois
uy /N vy (—v)  (vy)

elementos da {amilia sdo ortogonails nesse ponto.

Mostre que nao existem fungdes analiticas em @' de parte imaginaria 2% — 2y.

SOLUCAO. Vamos supor que exisle uma funcéo f analitica de parte imaginiria

e? — 2y, Seja f(z,y) = u(z,y) + wlz,y) (:;)-: u(w,y) + (z? — 2y)i. Pelas condigdes
o 7 v u v

de Cauchy-Riemann devemos ter — = — = —2 ¢ — = ——— = —2z. Da
' Jz Jy Ay az

primeira relagio obtemos u(wx, y) = —2z+¢ {y) e da segunda relagdo tem-se u(z, y) =

—2zy + co(2). Logo terfamos —2zy + co{z) = —22 + 1 {y), 0 que nao é possivel para

ry € IR
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3. Determine o aberto A em & onde as fungdes abaixo sdo analiticas.

: TP z—1)1/2 (z—ia) B
() tn(=* — 1) (i) (z—]—l , (i) e 2=22) onde —co < a < b< +oo.

SOLUGAO. (i) De22—1 € Re 2% —1 < 0 obtemos que o aberto onde £n(z? — 1)

’ g » .
¢ analitica é o conjunto:

A=C\{z=wyec Rju{zeR:-1<z<1}

— 1\ - 1 —1
(it} (j n 1) = 35D, Entao, de §+1 c Re z+ T < 0, obtemos que seu
dominio de analiticidade ¢ o conjunto A= T\ {ze R:-1<z <1}.

z—10 z —1a .. ,
(iii) De 7 cRe > < 0 obtemos que seu dominio de analiticidade é
z—1 z—1

A=0\{z=0,a <y < b}

4. Se f = u + v é analitica e satifaz u? = v em G, entdo f é constante:

~ d ' 0 - .
SOLUCAQ. Temos 2t = @, 2ugﬁ = @, pela analiticidade da f
5 5 5 T dx Oy Oy
5; = 8_;’ % = —-5;—:. Destas quatros relagdes temos (1 +4u)u, =0e u, = 0. .Ist;o

implica ¥, = 1, = v, = v, = 0 e assim f é uma constante,

o 03“’ J:u‘ - Aam ~ ;.
5. Suponha que Au = Fom + EE oe f é analitica e nao se anula num dominio &
x Oy

entior A | f(z) =] £(z) |7} F/(=) I*.2 € G

SOLUGAO. Se f(z) = u+iv, ento | F(2) I= Vvt + v?e f(2) = up+iv, = vy—in,.
Portanto A | f | éigual a

AT (A vg ol og)— 11177 [0l(ul + wl) 4 02 (0] + vl) = 2uv(ugvy + )]

[P | f P =1 F P o) 5 P=E P

POIS UpVyp + uyty = 0.
II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja f = u + iv analitica num aberto conexo G C €, tal que v = howv para alguma
funcéo diferencidvel h : IR — IR. Mostre que f é constante.

78



2. Determine todos os pontos em (' onde as seguintes fungdes sio analiticas:

@) fle) =tz (] 2> -2)
(ii) f(z) = sen(] z |)

(i) f(2) = z(z + 7?).

3. Mostre (ue as seguintes fungbes nao sdo diferencidveis:
() f(z) =1 z |
(i) f(z) = Re =

(iii) f(z) = arg =

(iv) flz}=Im =

4. flz} = u + v = pe? é uma funcio analilica em (', mostre que se uma das funcoes
u, v, p ou § € igual a uma constante, entdo a fungdo f{z) é constante.

Sejam G = €'\ {z : z < 0} e n inteiro positivo. Ache todos as fungoes analiticas
tais que z = [f(z)]" para todo z € G.

fudy |

. Suponhia aue [0 G~ (' & analitica e que G é conexn. Mostre que se f(z) é veal

pata iodo z em (4, entdo f é constante.
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§ 12. SEQUENCIAS DE FUNCOES ANALITICAS
COMPLEXAS

12.1 TEOREMA: Seja (f,)22, uma segliéncia de fungdes analiticas num aberto conexo
A C @ que converge a g uniformemente sobre cada compacto K C A. Entdo g é analitica
em A e para k € IV a seqiiéncia (f(¥)>, converge a ¢g(*) uniformemente sobre cada com-
pacto K C A.

DEMONSTRAQ;&O: Sejam a € A,0 < 1 < d{a, A% e 6,(t) = a + reif t ¢ [0, 2x].
Entao:

_ [ ha(2) |
falz) = its 7= zda: (Vz € B.(a)). (1)
[»(z) converge a 9(7)
T -2z T—z
n -—= 00 temos em (1):

uniformemente para z € S,(e), passando ao limite para

Como

1 f g{z)
)= —— | = dz Yz B.(a}).
o) = 5o [ £ (V= € B(«)
Como g ¢ continua sobre S,.(a), temos por vm resultado anfcrior que g é analitica no
interior de B,(v). Logo ¢ € analitica em A, por ser analilica em cada «¢ € /. Felas
desigualdades de Cauchy, para k € IV fixo, temos que

| F{P(2) = g'(2) | < sup | fule) — olz) | ak (Vz € Bz(a)).

]:L'—ﬂ.[:'r (%)L

Como o segundo membro vai para zero quando n tende ao infinito, (f{F)2, converge
a g*) uniformemente sobre B:(a) para cada @ € A e para cada 0 < r < d{¢; A%). Se
K C A é compacto, podemos cobri-lo por um ndimero finito dessas bolas e dai teremos
convergéncia uniforme sobre K. 0

12.2 OBSERVACAO: Tal resultado nao vale no caso real pois, por Weirstrass, qualquer
fungao continna em [a, ] é limite uniforme de uma sequéncia de polindmios sobre [a, b].

o0

(1} Exemplo: Considere a fungio f(x) = ) bcos(¢"wa),x € el < b < 1. Cada
n=i)

termo desta série é uma [ungéo analitica em todos os pontos do eixo real. Além

disso a série é uniformemente convergente no eixo real pois: | 8" cos ¢"xz |< D"
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oo
para todo z € IR, e a série geométrica Y b" é convergente. Mas a soma da série

11,:0

nao € analitica nos pontos do eixo real. Esta fungio nio é derividvel para nenhum
z € R
(2) Exemplo: Considere a série:
sen 2z sen 3r  sen 2z
sen:c-}-( 3 —8en T +( 3 T 3 )—1— ------

cujos termos sdo fungbes analiticas no eixo real. Além disso a série converge uni-
formemente no eixo real. Sua soma, sendo igual a zero, representa uma fungio
analitica. De fato, a soma parcial é

sen 2z sen nx

n n—1 ’

sennr sen{n-— 1)z
sen &+ +
n
de onde se deduz que a série converge a zero uniformemente. Mas, derivando termo

a termo, a série obtida é

cos x + (cos 2z — cosz) +---,-++ + (cos nz — cos(n — 1)z)

Cljas somas parcials sao: €os &,€0s 2¢,---cos ng,---. HKvidentemente a seqiiéncia
destas somas € divergenle para todo & # 2k7 € para « = 2k (cin wis tuitc igual &
1, que resulta um valor diferente da derivada da soma dessa série.

12.3 OBSERVAQAO: Se A C @ é aberto, podemos escrever A = U B,, onde B, =

n=1

B.0)N {z € A:d(zC4) 2 %} Temos B, C A, B, compacto. Seja C(A} o espago

vetorial das fungdes continuas de A em €' e H(A) o subespago vetorial de C{A) formado
pelas fungdes analiticas em A. A topologia compacta aberia em C(A) é dada pela méirica

d{)(f: g) — i_l_ ”f - g”Bk

=251+ 1f - glls

onde

if —glls, = sup | S (&) —g(t) |
tEBk

Note que se K C A for compacto, existe m € IV tal que K C B,,. Também podemos
observar que a convergéncia de { )22, a f em C(A) para tal topologia. Uma consequéncia
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do resultado 12.1 é que H{A) com a métrica dy é completo.

Podemos definir em H(A)

OIS U TRl
dalf,0) = ) —rsu o oE
:9) gQ" renl + [0 — g0 5,

Essa métrica corresponde & topologia da convergéncia uniforme sobre compac-
tos de A de seqiéncias de fungdes e de suas derivadas até a ordem n.
Note que (H{A),d.) é completo por 12.1 e é claro que dy < d,.  Logo
12.1 diz que d, é equivalente a dy em H{A) pois a topologia é a mesma:
id : (H(A),do) = (H(A);d,) é um homeomorfismo.

Se definirmos em H{A)

o0

dolf.9) = 3 520 £20)

n=0

dw corresponde a topologia da convergéncia uniforme de segiiéncias de fungdes e de todas
as suas derivadas sobre os compactos de A. Logo (H(A),dw) € completo por 12.1 e d, e
dop sdo méiricas equivalentes,

(R) 12.4 TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI: Seja B C C(A) e tome em C(A) a

topotogia compacto-aberta. Entio sfo equivalentes as afirmagoes:

1. B é relativamente compacto para do.

2. Dada uma seqiiéncia (f,,)52; em B existem g € C(A) e uma subseqiiéncia (f,, )32,
tais que {f,, )52, converge a ¢ uniformemente sobre os compactos de 4.

3. (a) Ble) = {f(a);, f € B} é limitado em (' para cada a € A. Isto é, existe M, > 0
tal que sup | f(«) | € M, (B é pontualmente limitado em A).
feB
('_.:

(b) B é equicontinuo em cada ponto de A. Isto é, dados ¢ € Aee > 0 existe § >0
tal que: |z —a|< b,2 € A= f(2) — fla) |< = para todo f € B.

12.5 TEOREMA DE MONTEL: Seja B C H{A) e a métrica dy em H(A). Sao

equivalentes as alirmacoes:

(i} B é rclativamente compacto para dp.
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(i1} Para todo K C A, K compacto, existe My > 0 tal que

sup | f() |€ Mg

te kv
fen

(isto é, B € uniformemente himitado sobre cada compacto de A}.

DEMONSTRACAO (i} = (i1): Se (i) vale, entdo, por 12.4 podemos dizer, que:
(a) Existe M, > 0 tal que sup | f{a) |< M,.
jeB

(b) Para todo @ € A e para todo ¢ > 0 existe §, > 0 tal que: | v — @ |;ca< 6, implica
sup | f(z) — fla) <.
JeB

Dado K C A compacio, exisie um numero finito de bolas Bgnj(aj-),j = 1,---m tais que

KC UBgﬂj (a;). Logo se x € K entao existe § € {1,---,m} tal que z € B, (a;) implica
=1

sup | flz) — f(a;) |< . Assim

JeB

sup | flz) [<edsup | flay) [ e+ M.
feB feB

Portanto sup | f{x) [< e+ sup M, = My.

TEh 31=1,2,,m
fen

(11) = (1): assumindo (ii) obtemos B pontualmente limitado em A. Pelo Teorema de
Ascoli-Arzela, mais teorema 12.1, basta provar que B ¢ equicontinuo em cada ponto de
A. Seja a € A fixo, sabemos que se p < d(a, A) entdo

< f(k)(a) k
f(x)—f(a.):ZT(:c—-a) (Vee B,(a),¥ fe€B).
k=1 ’

Temos que
e~ o) < g | 190 1 =)

Para 0 < r < pe §.(t) = a+re,t € [0,2n], pelas desigualdades de Cauchy temos:

L@ s 1) (VEEN, Y feB)

IZ—'Q,|=T

Seja M > 0 tal que sup | f(z) |< M (que existe por (ii)). Logo

2ESr{a}
jes
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| f(z) = fla)]| < MZ( r-d |)
= ern“lz(im—ﬂl)f’

r =0 r

para todo f € B e todo x € B,(a).

r
Sendo |z — a |< 5 podemos escrever que

1@ - ey s S (3 Moo wren)

£==00

Dado ¢ > 0 escolhemos é = mén{g, f;:/j’ } > 0 para obter:
|z —al<é

Mé
re A }t?sup | f(z) — f[a)|<2_r_<51

feB

o que fornece a equicontinuidade de B em a. O

12.6 TEOREMA: Scjam A C (' aberto concxo, B C A um conjunto determinante de
analiticidade em A e (f,)2, uma seqiiéucia de fungdes analiticas em A, que converge
pontualmente em B e que é uniformemente limitada sobre cada compacio K C A. Entdo
(fr)2, converge uniformemente sobre cada compacto K C A a uma fung¢do analitica f
em A.

DEMONSTRAGAO: O conjunto B = {f, : n € IN} é relativamente compacto para
a topologia compacta aberto em H{A) pelo Teorema de Montel. Entao (f,)°%, possui
uma subsequéncia (f,, )¢, convergente a f € H{A) uniformemente sobre cada compacto
K C A. A nossa hipotese diz que [Jim n f.(z)'= f(2) para todo z € B. Vamos supor
que exista zp € A nio em B tal que (fﬂ(:/:D)) °, néo convege a f(yo) Logo deveria
existir £ > () e uma segiiéncia m; < my < *++ < my < --- de numeros naturais tais
que | fm,(20) — f(20) |> € para todo k € IN. Como (fm,:)i":l ¢ uma segiiéncia em B,
e B é relativamenie compacto, existe uma subseqiéncia (fmkp);‘;l convergindo a uma
fungéo g € H(A) uniformemente sobre cada compacto K C A. Note que g(zo) # f{zo)
e que g(z) = f(z) se z € B. Como B é determinante de analiticidade em A temos uma
contradigdo. Logo lim f,(z} = f{z) para todo z € A, Como B é relativamente compacto
para a topologia compacta aberta e (f,,)22,; converge pontualmente a f em A, vamos ter
()52, convergindo a f uniformemente sobre cada compacto K C A (repita o argumento
acima com g substituldo por algum compacto Ky). O
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1. EXERCICIOS RESOLVIDOS

, €m série de poténcias ao redor do ponto z = 0, para

1. Desenvolver F(z) = z

|z |« 1.

SOLUCAO. A série Z
11—]

no interjor do circulo umtarm De fato: se £ ¢ um subconjunto fechado de By(0) ¢
6 = dist(E; 51{0)) > 0, entdo, para qualquer z € E, tern se |z |1 -6=p <1

M T p
< €, Como a c
1. — T, Co ser] le

— ¢ untformemente convergente em fechados contidos

< 4
1 —zn|—

Portanto

[0
a serie z

converge, teremos quce

i1

-4
1-— z"’ﬂ €N

o uniformemente convergente em E. Sejam f,(z) =

FR@EO) & ) = [FEX0
an( ). Logo L( ) = Zf:' e dai temos F(z) = Z[———H(—)]zk

n=1 ‘ n=1 . k=1

— i ( ) 2" 2 3 -,

Z[Z ]@ . De 1o = 2"+ 2" 4+ 27" -+ .) temos que o coeficiente de
— zn

k=1 "n=1

2% é zero se k nao é divisivel por n e é igual a 1 se k é divisivel por n. Porlanto

o coeficiente de ¥ no desenvolvimento de F(z) é igual a uma soma de unidades

cuja quantidade é ignal ao numero de todos os divisores naturais do mimero k, que
vamos denotar por 7(k). Assim 7{1) = 1,7(2) = 2,7(3) = 2. 7(4) = 3, etc. Obtemos

Iz} = ioj’r(ir)z"c onde 7(k} = iM

1
k=1 ik
. fo's) 27
2. Fazer o desenvolvimento em scrie de Taylor ao redor dc zero de &(z) = > 5
2t —n’x
n=1
se |z |< 7.

SOLUGAO. &(:) é uniformemente convergente nos fechados contidos no interior

de {z :| 2 l> r]. Fazendo os detalhes como no exercicio anterior, obtemos ®(z) =
k
z Zf{ ] *. Notemos que
k=1 n=1
2z —2z 273 25 —2-24-1
22— nix?  nlx?  pigd nb6 | plaglg

-3 ,
o o k =2¢ -1 (impar).

onde o coeficiente de z* é zero se k é par ¢ é igual a



—2

Portanto o coeficiente de z* da fungho ®{z) é zcro se k é par e Z vz °C k¢
n= ?T 9
impar = 2¢ — |, dai obtemos que
B RN
g=1"n=1 n?in2e -
3. Desenvolver em série de poténcias ao redor de = = 0 a funcao f(z) = (T = (. oTE.
- . _ ' E){o
SOLUCAO. E muilo complicado achar ¢, = AR Para resolver o exercicio
empregaremos o seguinie. Seja w = $(z) = 1—2—- =z+2z* 4 para |z |< 1
—z
w? ,
e Flw) =¢-¢¥ = e(] twt o +) para | w |< 4+20. E claro que f(2) =
z z
(Fo®)z)= F(l ) = ¢.eTF = eior, Logo f{z) = F(®{(z)} = F(w), onde
w = IL Porianto, para | z |< 1, temos
z 1 z \? 1 z \"
— 1 il R T cee
1) (+1'(1—z)+25(1—z) + +n!(1—z) i )
o + o0 3,00 +3 3
Lt T
- e[1+z,, (Z ) 3'(2‘ ) +]
n—=0 =0 n=_0
1 ~fk4+n-—1
= 1 “'H . M“"'k - ]
P (0
reagrupando os termos da mesma poténcia obtemos:
1 1y, 1 1 1
I(z) = {1 +z4 (1, QI)Z + (1, +25 + 3[)2: +--
+ {l-l- n—1 1+ n—1 i—l— n—1 1 +1]_’,_&+ }
1! 1 2 2 3! n—2/(n—-1)! =all” '
. Se os termos da série Y fi(z) sdo funcdes continuas num dominio limitado @ e sao
k=0

analiticas no aberto conexo G, entdo da convergéncia uniforme da série na fronteira
dG de G se deduz sua convergéncia uniforme no dominio G.
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=1

SOLUCAO. Segundo as hipéteses, para qualquer ¢ > {} existe um N(e) tal que
fi+p

Y fk(2)

n+1

para n > N(e) e qualquer nidmero natlural p tem-se sup < €. Mas a

e

4y
fungao Y fi(z) é continua em (7 e analitica em G. Portanto o méximo do médulo

n+1
n-+p

> ful(2)
n+1
menor que ¢ para n > N{e) e qualquer nimero natural p. Isto implica que a série

no dominio G é atingido na fronteira. Assimn o valor deste mdximo é

[ o)
ka(z) é uniformente convergente neste deminio G.
k=0

Seja f analitica e limitada sobre By(0), f(0) = 0,] f{z) |< M para todo 2z € B,{0)
e M < 1. Mostre que g(2) = 3_[/{z)]* define uma fungio analitica em B;(0).
k=0

S (=)

k=0

SOLUCAO. E claro que

< i | fil(z) < Eﬂdk, ¢ como iMrk
k=0 k=0

k=0

converge pois M < 1, temos convergéncia uniforme em B;(0) da série > _[f(2)]*.
k=0
Como [f(2)]* é analitica em B, (0) tem-se que g(z} = Z:[_f(z)]JIL ¢ analitica em By(0).
k=0

Seja F uma, familia de fungoes analiticas num dominio D e relativamente compacta
para a topologia compacta aberta. Mostre que a famiba /3 = {g: 9= f',f € F} ¢é
relativamente compacta para a topologia compacta aberta.

SOLUGAO. Seja F' = By, () C I, entao existe um ndmero positivo M (F) tal que
| f{z) |< M{F)paratodo z € Fe f € F. Entdo pa)ra z € —B_r(z(o) 33 pela f(')rr!nu]a de
1 1) 1= a(2) = | / ) 4 ME) / _de|
Cauchy tem-se | f'(z) |=| g(2) |= o) M. z)2d£ < o7 Sl —2
Agora, como | € — z |> r para todo ¢ € Sy,.(25) e para todo z € B,(z), temos

2M{F)
lg(z) |€ ——

v

uma familia relativamente compacta.

para todo z € B,(zy) e g € F;. Logo podemos concluir que F, é

Sejam F* uma fungdo inteira € F é uma familia de fungées analiticas num dominio D
relativamente compacta para a topologia compacta aberta. Mostre que as fun¢oes
Fo f,{ € F, formam uma familia relativamente compacta.

SOLUCAO. Se E é um subconjunto compacio de D, entao existe R(E) > 0 tal que
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| f{z) |€ R(E) para todo z € E ¢ f € F. Portanto | (F} o f)(z) |< sup | F(w)|
| SR(E)

para todo z € Fe [ € F. Dal segue que {Fo f: f € F} érelativamentc compacta.

Prove que a familia de todas as fun¢oes [ analiticas no disco unitario tal que
f(0) = 0, f(0) = 1, nio é uma familia relativamente compacta para a topologia
compacta aberta.

- i .
SOLUGAO. Se f,(z) = —(c"* — 1), € claro que f, ¢ analitica para todo n € IV

Tt l

e salisfaz f7(0) = 1, £,(0) = 0. Como nliﬂgofn(2)

tem subseqiiéncia convergente, Assim a familia de tais fungoes nao é relalivamente

= 4oc, segue que (f,)32, nao

compacta.

II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1.

-1

. Mostre que a soma da série 1 + Z

A2

o0 o0
Mostre que s¢ Y a, converge, a série > converge para | z |#£ 1.
n=1

n
= —71 —2

n
anz

e ache seu raio de
]—zm

o
Desenvolver em série de poténcias de z a soma da série Y

n=1
convergéncia.

00
Mostre que se a série Y | fu(z) | converge uniformemente em todo conjunto fechado

n=1
o)
contido num aberto conexo G C €', a série E | f1(z) | possui a mesma propriedade.

n=1

oo 24,2 2 2 2
1“)---{z
2" +17)- - {27 + n) é analitica em (.

a1 [(n + D)7

Se f é analftica em B,(0) e f(0) = 0, mostre que a série > _ f(2") é convergente em
n=]

B1(0) e sua soma é analitica.

Most e 32 VT
5ir > a serie _—
ostre que DD

e mostre, além disso, que sua soma ¢é analitica em "\ {-1,-2,-3,...}.

¢ uniformente convergente em _B_,—(Z(]) se —n ¢ _B-,-(Zg)

. Verifique que F = {f : @ — @; f(z) = ¢ + bz} néo é relativamente compacta para

a topologia compacta aberta.
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8. Suponha que F é a familia de todas as fungoes f(z) = ez, onde ¢ € @', Mostre que
F é normal em @'\ PB,(0). (Diz-sc que uma colecio F de funcdes analiticas num
aberto conexo D € normal se para cada sequencia (f,)7., de elementos de F ou
existe uma subseqgiiéncia (f,, )32, que converge uniformemente sobre os compactos
de D a uma fungéo f ou uma subseqgiicncia (f;, 3, que converge uniformemente a
+o0 sobre os compactos de D).

9. Seja F uma familia normal de funcoes analiticas no aberto G. Se 2 é aberto tal que
f(G) C Q para cada f € F e g é analilica em (1, entao {go f; f € F} é normal.
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§ 13. SERIES DE LAURENT

Vamos usar as seguintes notagoes:

Sea€d eo<r <ry <4000 ancl aberto de centro a € raios Ty e vy € o conjunto
Anfa)={z e @r <|z—a|< 1}
e 0 anel fechado de centro a ¢ raios r; e rz é o conjunto

Ar],rg(a.) = {Z - (I.';rl S‘ s —a ig '-"’2]‘-

13.1 TEOREMA: Sejam U C @' aberto, ¢ € €,0 < r; < rp tais que A, ,, C U. Se
f:U — (' é analitica em U, entao

LSy, 1 S,

fz) =

O2mitypa — 2 2midn — 2

para cada 2 € A,, ,,(¢), onde (1) = e + r;et,t €[0,2x),5 = 1,2.
DEMONSTRACAO: Seja

se r#z,xel
X —Z
f'(z) se T =

que é analitica em U'. Vamos definir: &(Z,8) = §{a+re)+(1—0)(a+r2e'),t € [0,2n],0 €
[0,1], que fornece uma homotopia k em U entre 7; ¢ 2. Pelo Teorema de Cauchy

[ng(at)dm = ng(x)d:z:.

gla) =

{ flz) = f(=)

o]

Agsim para z € A, ,,(a)
L[ Le)=a), LSS,

Qe r— 2z i T —z

ou seja

_]_f i('T_)d_:r i_f”ﬂi)—dx—vl—f M—d&:-——l—/ Mda‘.

2ridy o — 2 Qridmd — 2 2rtdyr — 2 2ridwar —z
L - L

Y

=fv{z) =0
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Entao temos

i(z) = E%L%%dy-%[rf%)d:

O

13.2 OBSERVACAO: Vamos considerar A,, ,,(a) para 0 < r; < r2. Dado z € A,, ,,(a)

podemos escrever:

- Y S

sz (z-a)(1-22) (e-a)5

a convergéncia sendo absoluta e uniforme para = € S,,{a). Temos ainda

1 -1 1 1
:r—z—(z—a)( 1) 2—a 1-(?:2)

1 X (z—a)f & (a
z—a'kz:%[z—a Z_:z— k+1

para | r — a |= r1. Portanio temos convergéncia absoluta ¢ uniforme para z € 5, (a).
Seja f analitica em U aberto tal que A,, ,,(a) C U e tomemos +;(t) = a + rje'',1 € [0, 27|
e 7 =1,2. Por 13.1 temos

U ‘Q:r:[psz)& ZTE[T,J{(—IT).Z

e R

_ fl=)
U ) k=0
o= flz) ] k w[l flz) ] 1
B kz_;][?m[m (r— a)""”dx (2 a) +g 271'3'[1,1 (z—a)y ]| {z-a)
Sendo
1 flz) .
o= — [ I € I\
o Qwi-[u(:r —a)k+1dx (Vk € o)
b f(z) .
Br = m[n(x_a)_mdm (Vk € IV)
oblemos g¢q(z Zak - a)k pontualmente e absolutamente em B, (a) e gi(z) =
Zﬁk )k poniualmente e absolutamente em (B, (a))* = € \ B, (a). Logo para
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z € A, ., (a) temos f(2) = ¢1(2) + q2(2) ¢ f(2) = ch(z — a)* onde ¢ = ay sc ke Ny
keEZ
e Bx se —k € IN. A convergéncia da série é pontual e absoluta em A,, ,.(a). Diz-se nesse

caso que f esla reprcsentade em A, ,,(a) por uma série de Laurent ao redor de a. Como
g1(z) é a soma de uma c;érie de poténcias de (2 — a) em B,,(a) os coeficienles a; sao

1
umcos. Como ¢2(z) ¢ a soma de uma séric de poténcias de ( =y com u € B (0)
<—a !
os coficientes 3 s&o iinicos. A representagao de [ em série de Laurent € inica, como
veremos mais tarde pela férmula dos coeficientes. Note ainda que a convergéncia da série

de Laurent é uniforme e absoluta em A,, ,,(a) com r; < p; < p, < 7g.

Seja ¢ um caminho regular fechado em A, ,,(a). A imagem de o é compacla contida
em A, ,(a), logo existem r; < py < pp < 7, tais que a imagem de o esta contida em
A, s.(a). Entdo temos:

Qii_.fg(z—f(j)lmdz = F/(ch a)n_k_l)dz

nEZ

Zz—lfcnfa(z—a)“_k"ldz (1)

ez 2mi

) Sen—k—12>0entio (z—a)" ! é analitica em d e. pelo Teorema de Cauchy,

/(z yEldz = 0.

1
b} Sen =k entdo (z — a)" 1 = - e
1 k-1 1 1

— (= )" = — = Heoy

2?."5./0( @) dz = omi oz —a) (o)
c) Sen <k -1 entdo

1
(z—a)" " '= ———comk+1-n>2

(2 — G)k-}-l—n

Pelas formulas integrais de Cauchy temos

%/ﬂ(z——a) Tdz = il a_)k+1—n"_dzk—n] (a)-n!=10

Logo de a), b) e ¢) temos de (i)

2?1’3[( —a)k+1dz-ck}(g a‘) VikeZ. (2)
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Como U7 é aberto ¢ se pode tomar 6 > 01al que A,, _¢, r,4+5(¢) C U, uma pequena snudanga
nos raclocinios anleriores permite escrever (2) mesmo quando ¢ ¢ um caminho regular
fechado em A,, ;,(a). Em particular, para cada p € [ry, 7]

SO
Brie, (o a1

onde o,(t) = a + pe'' 1 € [0,27]. Note que devemos cuidar para nao fazer isso com z €

& = (VicZ) (3)

Imagem de o,.
Se U7 O B,,{a) temos

Na
Cp = f—kk‘Ll (Vi‘\ € f\o)

e, como f(z)-(z—a)™*"! é analitica em U para & < —1, temos ¢, = 0 se k < —1. Portanto
a representacdo de Laurent serd a representacao de Ta} lor ao redor de @ nesse caso.

—k—1

Demonstramos assim o seguinte resultado.

13.3 TEOREMA: Se f ¢ analitica em U e o anel A, ,,{¢) CU para 0 < ry < ry < 400

entho f é representada em A, ,,(a) por f(z) = Y ez — a)* de modo tnico com a
_ kez

convergéncia sendo uniforme e absoluta sobre A, . (a) sempre que ry < p1 < po < 7g, €

onde

2;11 m (2 f(a))k_;_; dz = ¢ I(o; a) (Vk € Z),

para cada caminho regular fechado o em A, ; (a). Em particular ¢, =
—1—. _—-'M-dm para todo k € Z onde o.,({) = a + re'.t € [0,2x],r € [ry,7q).
2xiJo, (x — )i+
Se B,,(a) C U tem-se ¢y =0 se k < —1. D

I. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Faga o desenvolvimento em série de Laurent da fungéo f(z) = €7t para z # (.

J(e)
2; i FR€ﬂ+1

é uma circunferéncia com centro na orlgem e raio R > (. Fazendo uso da relagao
o

SOLUCAO. Sabemos que flz Z%Z onde q, = ~dene Z el

— temos:

|
g
>

93



Jle) 1 14 £ e &° en 1
= ( +ﬁ+§+3—!+“‘+a+"')(]+-—+—+ -+ +)

gn+1 entl 22 nlen

Note que integrando termo a termo s6 restardo os termos do produto da forma

1 ¢ 1 . e e . .
c—+o—comi—j—n~—1=—1onden inteiro fixoe i > 0> 7 > 0. Dai
gntl gl fle

temos ¢ — 3 = n e porianto

RO

2x1Jry et}

- & - ~ .
. Desenvolver a fungéo f(z) = £n , com @ e b ndo nulos, em uma vizinhanga do
2 —_—

ponto z = oo.

1 —wa

~ 1 1
SOLUCAO. Para isso fazemos w = ~. Temos f(—) = {n (]
z w —w

de w dcve ser desenvolvida em uma vizinhanga do ponto w = 0. Sabemos que

) e esta funcéo

= Zakw se | wa {< 1. Desta relagio obtemos

o a_k+1
fn(l —za) = —g}k T 13’-“1 se | za|<1 (z)
_ oo bk-}—l
in(l —zb) = Z ™ ose |zb|< 1 (1)
k=

De (i) e (ii) tem-se

1—zay S —d* N SO
o) -E o ey )
T > P |z | mmlﬂlwi

k=0

I1. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache a regizo de convergéneia de cada uma das seguintes séries de Laurent:

‘n-—-——OO
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Fow (Z _ I)?n
n? 41

(i) +ch Mz —dYsce €\ {0}.d € @

= -

+oo (Z o 3)27:.

(i\") Z m

n=—0C

oo
. Seja f(2) = > _a,2" onde a série tem raio de convergéncia positivo. Ache a regido de

n=_{
+oo

convergéncia da série de Laurent Y ajq2" e identifique a fun¢io que a representa
n=—0o

al.

3. Sejlam 0 < r < 8§ < 400, A = A, ((0) ¢ f(z) analitica em A. Suponba gque

)}ngcf(zn] = 0 para qualquer seqiéncia (z,)5~, em A com n]ll»]c}o | z» |= r ou para

qualquer seqiéncia (z,)%, em A com 1inclo | 2, |= s. Mostre que entao f(z) =0

para todo z € A. No caso r = 0 ou s = 0o é certa esta afirmacio?.

. Prove que e3e—3) — Jola) + Z[:“ + (—2)""|Jn(a), onde J,(e) é a fungao de Bessel
n=1

B oo (_1)1:0_11-!—2?1

Jnle) = 2 e T k)

k=0
: - . 1
. Ache o desenvolvimento em série de Laurent da funcdo f{z) = G- _2) em
z(z — 1}(z —
poténcias de z, vdlido para: (i) 0 <j z |< 1, (i) 1 <] z |[< 2, (iii) 2 <] 2 |.
22— 4z
3. Ache o desenvolvimento em série de Laurent da fungao f(z) = cos( %) ao redor

do ponto z = 2.
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§ 14. SINGULARIDADES ISOLADAS E ZEROS DE
FUNCOES ANALITICAS

14.1 DEFINICAO: Scjam A aberto e [ : A — @ analitica. Se z, € @"\ A for um ponto
isolado de @'\ A, (isto é: existe r > 0 tal que B.(zg) N A° = {z0}), entdo diz-se que zy F
uma singularidade isolada de f. Se f puder ser definida em zp de modo que a nova fungao

f seja analitica no aberto A U {z}, diz-se que 2z é uma singularidede removivel de f.

14.2 OBSERVACAO: A funcio f tem singularidade isolada no ponto z = 2, se existe
um ndmero R > 0 tal que f € analitica em {2 : 0 <| z — 2 [<_R}. Ela tem singulari-
dade removive!l no ponto z = zp se existe uma funcdo analitica f : Br(z) — (' tal que
f(z) = f(z) para 0 <| 2 - 25 |[< R.
2
-1

14.3 EXEMPLO: A funcio f(z) = = - ¢ analftica em €'\ {1} = Acz=1¢éuma
singularidade isolada removivel de f pois f(z) =z4+1lparaz€Ae f(z)=z+1¢éuma
fungdo inteira.

1
Um exemplo de singularidade isolada nao removivel para f{z) = —¢o ponto
—

z = zp. Como lim f(z) ndo exisle, ndo ha como achar f inteira que coincida com f(z)
T Ipy

em @'\ {zo}.

14.4 OBSERVACAO: Se f é analitica em A e z; é singularidade isolada de f, pelo

resultado de representacio de Laurent, temos r > 0 tal que f(z) = Y ez — z)"
keZ
pontualmente em Ay, (20} C A. Se z for néo removivel entdo pelo menos algum ¢, k < 0,

é nao nulo. {¢; = 0 para todo k < 0 implica f analitica em B,(z¢}). Se existe um nimero

fintto de ¢,s nao nulos para k < 0, diz-se que 2o € um polo de f. Se ¢, for nao nulo para

k em um subconjunto infinito de {n € Z : n < 0} entdo zy é chamada uma singularidade
o0

essencial. Em qualquer desses dois casos: y_cx(z—20)* = h{z) é a chamada parte singular
k<0

1 oo
de f. Notemos que: h( ) = h(u) = Zcfuf pontualmente para cada 0 <| z2—2p |< 7,

2 %0 =1

el
;e a i .
. Portanto a séerie de potencias Zr,’gu tern raio
2= 2 =1

de convergéncia 400 e define uma funcéo inteira de u. Se A{u) for um polinémio de grau
m > 1, diz-se que o polo zy tem ordem m e usa-se a notagao O(f;2) = m. No caso

L
ou seja ~ <| u |[< +o0, onde u =
r

de singularidade removivel vamos algumas vezes dizer que ela &€ um polo (removivel) de
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ordemn zero.

1

E facil ver que a Tungao f(z) = tem em z = 2zp um polo de ordem 1.

Z = Zn

1
Por oulro lado a funcao f(z} = e* % tem uma singularidade essencial em z = z,,

pois f{z) =Y (2 - 20)~F para todo z # 2.

14.5 TEOREMA: Scja zo uma singularidade isolada de uma fungao analitica f : A — @,
Entédo zo é um polo de ordem menor ou igual a m se e 80 se {z — z0)™ - f(z) é limitada
em Ao, (z) C A para algum r > 0.

DEMONSTRACAO:

(i) Seja zg um polo de ordem menor ou igual a m. Entdo a parte singular de f em zg
m

é da forma Y _cx(z — 20)"* e daf temos:
k=1

(Z o Z;] . ch k—l—m + ch{_, . ko)—k-}-m

O lado direito é uma série de poténcias ao redor de 2z, com raio de convergéncia
r > 0. Logo g(z) = {# — z0)™ - f(2) € analitica para z # z; no dominio de f e tem
singularidade removivel em 25. Sua extensdo § € analitica em 2y, portanto limitada
numa vizinhanga de zg. Assim {z — z9)" - f(z) € limitada em Ao ,(z9) para algum
r > 0.

(11) Suponhamos agora {2z — 29)™ - f(2z) limitada em Ag,(z) C A para algum r > 0 e

sejam () < p < 1 e o,(t) = 20 + pe”,t € {0,27]. Logo temos f(z ch
keZ
1 -
para todo z € Ag,{z0) € ¢z = — —M——d.. para todo k € Z. Como

271 o, (2 — 2g)F 1
sup | (z—z)™ || f(2) 1€ M < 4oc, obtemos

fz=z0i=p
2 f(z0 + pett) - pe's 1 1 g2 .
= - , < — - — ) 1 dt
1 1AM M
< -— sup | flzo+pe) < - — = .
¥ telo, 2?r]| (=0 ) propm o pmiE
M

Noiemos que k& < —m equivale a k +m < 0. Como a desigualdade | ¢; |< pree
pode ser feita para cada p €]0, 7|, fazendo tal p tender a zero vamos obter ¢ = 0
para k < —m. Logo zg € polo de ordem < m. O
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14.6 OBSERVACAO: A mesma demonstracao fornece: zp ¢ singularidade removivel de
f se e somente se f(z) é limitada em Agy(20) para algum r > 0.

14.7 PROPOSI(}.&O: Para uma singularidade isolada nao removivel zo de [ analitica
em A, sdo equivalentes as afirmagocs:

1. zy é polo de ordem m.
2., =0sek<—mec_, #0.

3. lim (2 — 29)™ f(z) existe e ¢ diferente de zero.

DEMONSTRACAO: E claro que (1) e (2) sao equivalentes.

(2) = (3): por (2) temos f(z} = ick(z — z)* + ick(z — zo)™* com e_y # 0.
Logo: k= =
(z = 20)"f(2) = Delz — 20)™™ + Y en(z — 20) " = g(2)

k=0 k=1

é analitica em z = 7. Assim: lim{(z — 20)" f(2) = c-n = g{z0) # 0.

T=+Z0
(3) = (2): Se Jim (2 — 20)"f(z) = « # 0, entdo, existe r > 0 tal que

| (z = 20)™f(z) —a |< 1 se z € Aoys(z0) ou seja | (z — z0)" f(2) |< 14 | @ |< F-o0.
Pelo resultado anterior zg € polo de ordem < m. Note agora que c_,, = #0. O

Pelo uso de 14.7 e 14.5 podemos mostrar: zp é singularidade removivel de f se e 86

se }égﬁ,(z — z0}f(2) = 0.

14.8 OBSERVACAO: J4 vimos que se f é analitica nao constante num aberto conexo
Ae f(a) = 0, entao a é um zcro isolado de f, isto é: existe r > 0 tal que B,(¢) C A e
f{z) # 0se z € B,(a)\ {a}. Neste caso

o0 f[k) a ]
f(z) = Z k1( )(z — a)"‘ (Vz € Br(a)].
k=1 .
Se existe um primeiro ko tal gque I # 0, diz-se entao que a é um zero de ordem ky.
. Gk

14.9 PROPOSICAO: Scja f uma funciio analitica nao constante num aberto conexo A
e seja @ um zero de [. Entao sio equivalentes as afirmagées:

1. a é um zcro de ordem > m
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2. hiz) = :

J(z) ¢ limitada em (B,(a)\ {a}) N A para algum r > 0.

(z—a)m
DEMONSTRAGAO: Se (1) é assumido temos
o [¥(a) k
fzy= 3" o {z —a) (Vz € B,(¢) C A).
Logo
z © k(g
LS L g et
k=m :

Como o lado direito define uma fungao analitica em B,{a)}, temos (2) satisfeita para algum

r > Q.

Vamos assumir que

1J(=) |

sup. =M < toc.
0<]z—n|<r| z—al

Logo, para 0 < p <71 e 0,(t) = a + pe*',t € [0,27]

Pal = o
= || e <
1 1

g pk+1 -—m 2€5,(a)

Assim, se k < m, temos, passando ao limite para p tendendo a 0 que

segue (1).

14.10 CONSEQUENCIAS:

9mp sup | h(z) |= Mp™ .

1. Se f é analitica nao constante em A aberto e conexo e a ¢ um zero de ordem > m,

1
entdo — = g é analitica em B,(a) \ {a} para algum r > 0. B;(a) C A ¢ @ é um polo

de g de ordem < m.

2. Se zp € um polo de f analitica complexa em A aberto e conexo, entao existe r > 0

tal que ¢ = = ¢ analitica em B.(20) N A € zp € uma singularidadc isolada recmovivel

de g. Sendo § a extensao analitica de ¢ ao ponto zp, teremos §(z¢) = 0 e 29 é um

zero de ordem > m se zg for um polo de ordem < m.
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3. Fungoes racionais tem somente polos como singularidades jsoladas.

14.11 DEFINICAO: Uma funcio analitica f em A cujas singularidades isoladas sao
polos ¢ chamado uma fungdo meromorfa no aberio B = AU {z:z ¢ polo de f}.

Fungoes racionais sio meromorfas em @°.

Observe que se f é meromorfa em B e nao é constante em A = B\ {z;2 ¢ polo de
[} conexo, entdo — ¢ meromorfa em B, seus polos sendo os zeros de f. Mais geralmente,

o quociente de duas fungdes analiticas f/g em A conexo é meromorfa em A se g ndo for
identicamente nula em A. Nole que os zeros comuns a f € ¢ poder vir a ser singularidades
removiveis. A soma, o produto e o quociente de fun¢des meromorfas sio meromorfas (no
quociente a funcio do denominador nio deve ser identicamente nula).

14.12 TEOREMA: Se z; ¢ uma singularidade essencial de f analitica em A, entdo para
quaisquer £ > 0,7 >0 e a € € existe 2 € B, (z5) N A tal que | f(z) —a|<e.

DEMONSTRAGAO: Se a conclusio nio valesse, seria possivel achar ¢ > 0,r > 0 e
a € (¢ tais que | f(z) —a |> ¢ (Vz € B (z0) N A}. Logo
'flz) — o

Jim—=———— > lim =
Z=—+ZN |z_20| z—zoiz—ZD|

4.

Assim leriamos g(z) = analitica em B.(z) N A e Jim | 2~z | g(2z) = 0.
2

_
fz) —a

Portanto 2z seria uma singularidade removivel de g e poderiamos estender g a uma fungao

g analftica em zg. Também teriamos entdo f(z)—a = ﬁ com zg singularidade removivel
g(z

se §(z0) # 0, ou um polo de ordem m se g(z5) = 0, com zg zero de ordem m. Em qualquer
caso a hipotese de z; ser singularidade essencial de f seria negada, a

14.13 OBSERVACAO: Note que com demonstraciao analoga se poderia mostrar que
sob as hipéteses de 14.12 para quaisquer € > 0,0 € €',r > 0 e k € IN existe z € B, (z)NA
tal que | f(2)—a |<e|z—2z0|F

14.14 DEFINICAO: Se f for uma funcao analitica em @ \ B,(z0),7 > 0, diz-se que oo

1 i
¢ uma singularidade isolada de f. Considere g(z) = f(;) para | z |< el # 0. Logo
zero € singularidade isolada de g e diz-se que oo é uma singularidade removivel (resp., um
polo de ordem m, uma singularidade essencial) de f se zero assim o for para g.
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I. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Uma fungio meromorfa é racional sc e s6 se, quando o ponto no infinito é para ela
ou um ponto de analiticidade ou um pole.

SOLUGAO.
(1) Supomos a condigdo valida para a funcio e desejamos mosirar que ela é ra-
cional. Sejam €1,---,€, os polos da fungao meromorfa f(z) {note que s6 temos

quantidade finita deles). Para cada j = 1,2,---,n, seja ¢g;(z) a parle singular do
desenvolvimenio de Laurent da fungéo f(z) ao redor do ponto ¢; 1.é:

a_n a_
gi(5) = g =

{z —¢e;)m z—€;

a_n, #0,(=1,2,---,m).

onde n; é a ordem do polo ¢;. Denotamos por go(z) o polindmio que representa
a parte singular do desenvolvimento de Laurent da fun¢éo f(z} ao redor do ponto
oo{go(z) = 0 quando oo é um ponto de analiticidade da funcao f(z)). Seja p(z) =

f(z) = _g;(z), ao redor do ponto &;{; = 1,2, -, n). Podemos representar ¢(z) na
=0

forma seguinte:

o) = (2) ~ g5(2) = [Lai(2)]

y=A{

i#;
O desenvolvimento de Laurent da diferenca f(z) — g;(z) segundo as poténcias de
(z — &;) nao contém termos com poténcias negativas de (z — ;). As funcoes entre
colchetes sao analiticas em (z = €;). Temos entdo que ¢(z) € analitica no ponto
(z = ;). Logo se deduz que {2} é uma funcdo inteira. Na vizinhanca do ponto
z = oo podemos representar ¢(z) na forma:

o(2) = 1) - ol2) - [Lta)].

O desenvolvimento de Laurent da difcrenca f(z) — ga(#) segundo as poténcias de z
nao contém poténcias positivas de z e a fungao entre colcheles é analitica no ponto
z = 00. Logo a funcéo ¢(z) € analitica no ponto z = co. Mas uma funcao inteira que

é analitica no infinito é constante. Assim ((z) = f(z) — Y_g¢;(z) = ¢, ¢ =constante,
—
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T

e daf temos que f(z) = ¢+ Y _g;(z). Portanto f(z) é uma funcao racional.
j=0

v ’ ’ ’ . -~ . . e
(i1) A reciproca também é verdade, pois uma funcédo racional ou ¢ analitica no ponto
tnfinito ou tem no mesmo ponto infinito um polo.

1
. Existe f analitica em @'\ {0} tal que para cada r > 0, a integral 2—/ f(2)dz =0
T

1Js.(0)
e vale (i) ou (ii) ou (iii)?
(1) # = 0 é um polo de ordem maior ou igual a dois,
(i1) 2 = 0 € uma singularidade essencial,
(iii} z = 0 ¢ polo de ordem 1.
SOLUCAO. ,
(i) Tomamos f(z) = —,k > 2. Entdo z = 0 é um polo de ordem maior ou igual a

z

]
dois e temos, para cada r > 0, a integral — flz)dz =0,
271 45,(0)

(ii) tomamos f{z) = ¢!/ — —. Entdo z = 0 é uma singularidadc essencial e temos
z

1
para cada r > 0, a integral 9 ST(D)f(z)dz =0,

(ili) Vamos supor que exista f analitica em @ \ {0} tal que a integral

i
— f(z)dz = 0 para cada r > 0, € z = 0 é um polo de ordem 1. Entao f
2x1Js5.(0)

é da forma seguinte;

flz) = = + Za,,,z“ com a; # 0.

Z n=0

1
i — zidz = a_ i
Logo a integral 2#5_.[5,(0)'{( ) a_; #0
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II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Para cada uma das seguintes fungdes classifique suas singularidades:

ser 2z

(1) ;e N,
z'ﬂ.

(1) ,neN.

<
{z 4+ 1)sen zm

(i) eos(z"")sen(z71).

(iv) (1 —=z")% nkeN.
2. Mostre que f(z) = g z é analitica em {', exceto para os polos simples em z =
s

— 4 nw, Z.
2+mrn€

3. Prove que uma funcdo inteira tem um polo no infinito de ordem m sc e 56 se é um
polinémio de grau m.

4. Caracterize todas as fungdes racionais que tém singularidades removiveis no infinito,

5. Ache a forma mais geral da funcio que no plano ampliado tem somente as seguintes
singularidades:

(1) um polo de ordem =,
(ii) um polo de ordem n no ponto z = 0 e um polo de ordem m no infinito,

(iii) n polos de primeira ordem.

6. Que tipo de singularidade tem a funcdo F(z) = f(w(z)} no ponto z = 25 (0 caso
z = oo € admitido) se a fungao ¢(2) é analitica ou tem um polo em 2z = z,, enquanto
que o ponto £g = p(zp) é para a fungao (&) uma singularidade do seguinte tipo:

(i} ponto singular removivel,
(11) polo de ordem n,

(iii) ponto singular essencial.
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§ 15. RESIDUOS

15.1 DEFINICAO: Seja zp uma singularidade de f analitica em A ¢ Y ez — z0)*

kEZ
k<0

a parte singular de f em zg. Diz-se que ¢ € o residuo de f no ponio zy ¢ é denotado

Res([; z0).

Se A C (' é aberto e 5 é um conjunto formado por pontos isolados de A {s € S
é tal que existe ry > 0 com B,,(s)N A = {s}), entdo § é um conjunto discreto. Como
S C AC @, segue que S é separavel e S € no maximo enumeravel. Em particular, se S
for compacto entao S é finito.

15.2 TEOREMA DOS RESIDUOS: Sejam A C (' aberto simplesmente conexo, S
um conjunto de pontos singulares isolados de f, f analitica em A\ S e 4 um caminho
regular fechado em A\ S. Entéo:

Lf(z)dz = QWiZI(q';a.)Res(f;a).

a€S

Neste caso somente um nimero finito de termos da soma do lado direito nao se anu-
lam.

DEMONSTRACAO: Sem perda de generalidade podemos considerar que todo ponto
de S nao ¢é singularidade removivel. Sejam 7 : [a, 8] — A\ S e P = {2 € A;I(v;z) # 0}.
Vimos que P é relativamente compacto em @', ¢ P é compacto. Sendo A simplesmente
conexo, e se y € 8A (fronteira de A) entdo I(v;y) = 0 pois y € A. Como y ¢ ¥([a, f])
e as componentes conexas de @'\ ¥([a, §]) sdo abertas, entdo existe 6 > 0 tal que Bs(y)
estéd contido numa mesma componente e I(v; 2} = 0 para z € Be(y). Logo y & P. Assim
P C A. Seja agora ¢ uma homotopia em A entre 7 e um caminho reduzido a um ponto
ap € A. Seja M a imagem de ¢ que é um compacto contido em A. Logo M U PCAé
compacto e, pelo que vimos antes, S N {M U P) é finito. Sendo {a,}2, uma enumeracio
de S, seja H C N tal que {a,,n € H} = SN{MUP). Paracadan € H, seja un(z _la )
a parte singular de f em a,, e B = A\ {a.;n € H}. Logo B é aberto ¢ existe ¢ analitica
em B tal que:

=) = ()~ L e =) (V2 # agen € H).
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Como M C B, temos que ¥ é homotépica em B a um caminho reduzido a ay pela homo-

topia ¢. Pelo Teorema de Cauchy: f (z)dz = 0, ou s¢ja

[rexe = X fun(=, e ()

Para cada n seja r,, tal que B;,(a,) D ¥([e, B]) e consideremos o anel

A, ={ze,z#a, e z€ B, {a,)}.

Entao:

L (z_an)dz—/Zam (z — ay )J‘d'

Para j > 1 temos:

SR S (O )
f“ CErRna. i, 0 — e
() e

ECIOEPR Gl N

(pois y{a) = () curva fechada).
Para 7 = 1 temos

]0’-1,71 - (—]*dz = a1, 271 I{71a,)

Z— ay)

Mas a1, = Res(f;a.} e podemos escrever

: . 3 -Hes{f:a
-[?un(z - an)dz B 2?”](7’ an) Re: (f7 r)
Logo (1) ficara:
ﬂf(z)dz = Q?r?'.Z](‘y;an)Rcs(f; ).

ncH

O

15.3 TEOREMA (PRINCIPIO DO ARGUMENTO): Sejam A C (' um aberto

simplesmente conexo, f uma funcido meromorfa em A,S = {z € A;2 & um polo de
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[}, T ={z¢€ A;z é um zero de f}. Se g for analflica ecm A, entlao para qualquer caminho
regular fechado v em A\ (SUT) tem-sc:

‘[}_g(z)%%) z = 2?%’{21(7; 2)g(2)O(f;) = 3_1(7:7)g(x)O(f; )

rcT res
Aqui O(f;z) é a ordem de f em z, seja x um zero ou um polo de f. Além disso as somas
que aparecem do lado direito sio finitas.

f

DEMONSTRAGAO: Seja ¢ um polo de f? e vamos verificar que

Res (g . f?r;a) = g(a)Res (%;a).

Note que « € polo simples. Logo para algum r > 0 e para z € Ajp,)(a) podemos escrever:

| z-f,(z) _ -ooa_,__ak
o) Joy = 9 L aulz o)

_ (ig(kiga)(z _ a)k) (kz o (z — a)k)

k=0 =1

alor_y oo - = &) q k
—-—QE(Z 1 i g(ﬂ);ak(z —a)"+ a-lg : k'( )(z mert

Z g% (a)

+ (Z o (z — a-)k) (éak(z — a-)k).

k:l

t
O coeficiente de (z — a)™ é g(a) - a.1 = g(a) - Res (ff, a).

Vamos ver que os polos de - estdo no conjunto SUT. Sejaa € T com O(f;a) = m.
Para algum p > 0 temos f{z) = (¢ — a)™k(z) para z € B,(«) com h analitica e nao nula.
Assim, pata z € B,{a), temos f'(z) = m(z — &)™ h(z) + (z — a)™k'(7), donde:

fiz) _ m{z—a)"h(z) N W(z)(z—a)® m R'(z)
flz) (= —a)mh(z) hz)(z —a)™  (z—a)  h{z)

!

é analitica em B,{a) temos que Res (fT, a) =m=0(f;a). Sea € S e tem

h(z)} para z € Ag.(a) C A e algum 7 > 0, com h(z)

B'(z)
h{z)

ordem m temos: f(z) =

Como

1
(z —a)m
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(=) ™m R (2)

analitica e nao nula em B,(a). Fazendo contas femos: = — + c dar:

, 75 - Goa )
Res (%, a) = —m = —({f;e). Agora basta usar o Teorema dos Residuos para obter o

resultado. s

15.4 DEFINIGJ&OZ Um caminho regular fechado 4 é simples, se o complementar da
imagem de 7 tem duas componentes conexas e I(y;z) = 1 para os pontos z que estic na
componente conexa limitada. Nesie caso a componente limitada é chamada de interior

de ¥.

15.5 COROLARIO: Sejam A C (' aberto simplesmente conexo, v um caminho regular
fechado simples em A que nao passa por qualquer zero de uma dada fungdo analitica f
em A. Entao:

() = 2 T
[Fe=2 X ou)

z no fnterior de

onde T é o conjunto dos zeros de f.

15.6 OBSERVACOES: Sejam A C @ aberto, f analitica em A e zy € A fixo. Vamos
supor f nao constante em cada componente conexa de A, wp = f(20) e g{z) = f(z) — w.
Logo zo € zero isolado de g com ordem m. Para algum r > 0 temos g(z) = f(2) — f(z) =
(z — zo)™h(z) (Vz € B,(z0) C A) com h(z) analitica e diferente de zero em B,(zp).
Diminuindo r se necessario, podemos supor f'{z) # 0 para 0 <| z— z |< r. Vamos tomar
4{(t) = 2o + re'',t € [0,2x]. Entdo por 15.5 temos:

1 9

271 Jy QWE] f(z) —wo

z:m.

Sendo T'(t) = (f o y)(t) pata t € [U,Qar] podemos escrever:
1 dw

2rrJrw — wy

=m e I{T',wy) =m.

Logo I(T';a) = m para lodo a € Bs(wp) onde é é positivo e menor que a distancia de wp
a imagem de I'. Fixemos a # we, a € Bs(wq) € seja P(z) = f(z) — a. Entdo

1 duw 1 P’

m= -

= = (P;
2miJrw —a Q?TZ./f(Z -—a T Omiy = 2,0(Piz)

o=

onde T é O conjunto dos zeros de P que estdo no interior de B,(z0). Como [(y) =
P'(y) # 0 para y € B,(z), os zeros de P sio simples. Logo O(P;z) =1sex €T ea
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equagao f(z) —a = 0 tem m solugbes distintas em B, {2) para cada a € Bs(wp).

Resumindo: Dado um zero zy de ordem m da fungao f(z) — wy, entao ¢ possivel achar
B, {zy) e Bs(ws), tais que se a # wp,a € Bs(wp), a equagio f(2) = a tem m solugdes
distintas em B,(z).

15.7T TEOREMA: Se A é aberto e [ analilica em A e nao constante nas componentes
conexas de A, entdo f leva abertos em abertos.

DEMONSTRACAO: Seja B C A aberto e D = f(B). Dado wo = f(20) € D, (20 € B),
como vimos em 15.6 existem r > 0 e § > 0 tais que se w € Bs(wyp), pode ser achado
2y € Br(z9) tal que f(z,) = w. Logo Bs(woe) C D se r > 0 for tal que B.(z) C B.
Portanto D é aberto. -

15.8 COROLARIO: Se [ é analitica em z, (=) # 0, entdo existe r > 0 tal que f é
injetora sobre B,{zq), f'(z) # 0 para z € B,(z) € a imagem de B.(z) por f é aberta e
conexa.

DEMONSTRAGCAO: Note que f'{z0) # 0 implica que zp € um zero simples da equagio
f(z) = f(z0) (Vide 15.6). &

15.9 TEOREMA DE ROUCHE: Sejam A aberto simplesmente conexo em (" e f, g

fungdes analiticas em A. Sejam 77 o conjunto dos zeros de f em A,T, o conjunto dos
zeros de f+4 gem A e :[a, bl - A\ Ty um caminho regular fechado. Se | ¢{2) |<| f(z) |
para cada z na imagem de 4, entdo f + ¢ nio tem zeros sobre a imagem de v e:

YA 2)0(fie)y = 3 11 2)O0(f + g5 ).

Ty T

Em particular se v for simples:

2 O0(f;2)= 3 O(f +g:2)

zeTy z€Ty
isto & o ntmero de zeros tanto de f como de f + ¢, contados como soma de suas ordens
no interior de 7, € 0 mesmo.

DEMONSTRACAO: E claro que se f(z) + g(z) = 0 entdo | f(z) |=] g(2) |. Logo
os zeros de f+ g nao podem estar em v({a,b}) pois ali | g(2) |<| f(z) |. Vamos tomar
. ([+9) Yoy _r v

==+ —em

f+g R

que é analitica em A\ Ty e meromorfa em A. Temos

A\ {T71 UT,). Pelo principio do argumento e pela igualdade
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dx

T2 Fz) T oy Bz)

1 [+ 1 yreE,, 1 G
2?ri[r(f+g)( et

t2

ol
£,
[

oblemos

Y I{v;2)0 = > I{v;z)O{f + g;2) = %[rir((;))dz.

=€y zel,

Seja I'(2) = h(~{1)),t € [a, b], entao

(2) 1 tdw
273ty h (2) 27(?/1“ w = 1(150).
Notemos que:
_ | +900) | |gh) o
r- 1= [ = i < el

Logo I' é um caminho regular fechado em By(1),0 ¢ Bi(1} e B;(1) é simplesmente conexo.

Dai I(I'; 6) = 0 e o nosso resultado esta demonstrado.

I EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Use o Teorema de Residuos para mostrar que se f for analitica bijetora do aberto
A sobre o aberlo B e se z, € A, entio existe § > 0 tal que f!

27 ) (15)—]"{ z) (6)
-1 €
f (UJ) 27” S&(Zn]f( ) de- .
SOLUGAO. Seja F(e) = }—(%Jlsl(—) é analitica em A, exceto no ponto f(g) =

1 '(e)de :
—j _ef(e)de para z € Bs(zg) onde Ss(z) = zo0 + b€, ¢ € [0, 27].
S5{z0) [

f(z) (ou seja € = z, pois f é bijetora). Como A é aberto, para zg € A, existe § > 0

tal que B,(z0) C A. Se z € Bs{z) pelo teorema dos residuos temos:

1 ef ’(
—-—— Res(F
i Jsy(z0y ) — f(%) >

- = im(iﬂ)“:
pois ;1_1’13(5 —z)F(e) = ;—»z fe) = f(z)
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2. Sejam C; e C; dois caminhos como mostra a figura (i), e seja (7 aberto conexo
compreendido entre os dois caminhos. Se f ¢ analitica em G prove que: f(z) =

1 fe, 1 fE) Vze G ne G

2mi c,z—zo 2w Joy z — 2z

s

J

SOLUGCAO. Seja F(z) = —(Z—)-—, que € analitica em G \ {20}, como zg € G. Tome

— 0
0 < p <rcomr = min{dist(zo,C1)list(z0,Cs)}. Entao B,(z0) C G. Logo, pelo
teorema dos residuos, temos:

/SP(ZU) (2}dz = 271 Res(F'; zo) = 271 f(zo) (2)

Além disso:

[gp{zn)F(z)dz = /02 F(2)dz — _/ClF(z)dz (i1)
De (i) e (ii) temos: :
L d&),, 1 @,

f(zo)zﬁ C: 2 — Zp 271 012—20
3. Seja f analitica num aberto A, Br(0) C A. Se z1,---,z, sdo pontos distintos de
Br(0), ache o valor de / 1(2) dz onde (t) = Re",t € [0,27). Dis-
vz — 21} (2 — zn)

cuta o caso em que 0s z1,- -, 2z, ndo sao distintos.

SOLUCAO.

(2) Supomos z; &£ z; se 1 # 7. Seja F(z)= 1) que € analitica em
I (z=21) (2 — 2a)

Br(0)\ {z1, -+, z,}. Logo temos:

= =2
]F dz = 2%228&3 ;2;) mznk#: - zk)

i=1
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(a) Supomos z; # z; se 1 #£ 7. Seja F(z) = G )f(z)( ) que é analitica em
&= &) \E - 2y
Br(0)\ {zy,---,2,}. Logo temos:

f ()dz:ZmZR( (17 z; -—27:'12-—%%?5

(b) Seja A;,---, A, as multiplicidades de zy,---, 2, com Z)‘i = n. Entao

i=1
fF Jdz = QNzZRcs (F;2;). ()
=1

onde

F(z) = J(z) Z)\ =n,

(z— 2% (z = 2)°

1 -1
Res(Fizj) = G- 1)1211.12 Jo [F(2)(z — 2.

Portanto (i) ficara:

di-

'Z—N.J dZ’T 1

[ Fie)d== 2mz IRz — )]

4. Seja ¢ analitica numa vizinhanga de a,p'(a) # 0. Se f é analitica e tem polos

simples no ponto w(a), com Res(f;¢(a)) = A, prove que Res(f o p;a) = o8
#'(a

SOLUCAO. Como y é analitica numa vizinhanga de a temos p(z} = Za.k(z —a)F

k=0
Por causa de @'(a) # 0 tem-se ay ¥ 0. Para f temos a representagio f(z) =

+ Z z —w(a))'. Entdo para z = ¢(w) obtemos:
Tlplw)) = — " —— + 3 beliplae) - pla)’
P)) = iy — ey T kel Tl

ou
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9.

(w — a)f(p{w)) = —E:{:}% (w-—a Zbk w) — p(a))f
: A
lLl_rg(w - (I)(f © S‘o)u’) = 99’(65)

e obtemos fes(fowia) =

Seja f(z) analilica num conjunto G aberto conexo limitado conlendo uma curva
simples fechada -y seu interior. Se a estd no inierior de 4, prove que:

0) = 5 [T i =12,

(ii) | f(2) "< ﬂ/]’;;,-’ onde M = max | f{z) |, D = dist{a.v) e L é o comprimento
de ~.

SOLUCAO.

(i) Seja F(z) = V) , que é analitica em G U~ \ {a}. Portanto /F(z)dz =

271 Res(Fya) = 2ri{f{a)]". Daf obtemos [ f(a)]" = % {ir(i)ln dz.

| dz |, como | z — a |> D, para todo
M’“L
2D’

(i1} De (i) temos | f(a) |ﬂ< - Mrnfl

zE'ye] | dz |—_—Léclar0que[f(a) "<
N

Se m e n sao Inteiros positivos e | a {< 1, quantos zeros tem a funcio F(z) =

zm< i ) —a em B,(0).7

1—az

Z_f)ﬂeh&]=_mEmmoF&]: 9(z) + hz).

1 —az

SOLUCAO. Sejam g(z) = zm(

_ T

< — 4

Observe que

—| = = 1 quando | 2z |= 1. Portanto g(z) =| z [m

2z —az
para |z |[=1e | h(z) |=| a |< 1. Dai | g(z) |>] k(z) | para todo = E S1(0). Pelo

teorema de Rouché o nimero de zeros da fungdo F(z) é igual ao niimero de zeros da
funcédo ¢{z) em B {0). Como o nimero de zeros da func¢io ¢(z) em B1{0) é m + n,
o nimero de zeros de F(z) =m + n.
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7. Scja [ analitica sobre um aberto contendo um caminho regular fechado simples « ¢
seu interior (com excegao de zp onde [ tem polo simples). Suponha que | f(2) |= 1
sobre 4. Mostre que para cada a € (',] ¢ |[> 1, f(z} = @ tem uma tnica raiz no
interior de +.

SOLUCAO. Seja r = dist(zg:7) e tomemos 0 < p < r. Entéo f é da forma f(z) =
( 2 ) + > oz — 20)%,0 <| 2 — zp |< p. Fazendo F(2) = (z — 2) f(2) — a(z — z,)
7%} oo

vemos que F' ¢ analitica sobre ¥ € no seu interior. Sejam h(z) = f(2)(z — z0) e
g(2) = —a(z — z). Para 2z € v obtemos | h(z) |=| z — 2z || f(2) |=] 2 — 20 |,
| 9(2) |=| —a(z — 20) |>| 2 — 20 | Portanto | ¢(2) |>] h{z) |, para todo z € 4. Pelo
teorema de Rouché o nimero de zeros de F(z) é igual ao mimero de zeros de g(z)
no interior de v, e f(z) — a lem uma unica raiz no interior de 7.

8. Se n é um inteiro, n > 2, quantos zeros tem a equagio ¢! — z™ = 0 no interior de
|z |<1?

SOLUGCAO. Note que se F(z) = ¢*! — 27, entdio quando z = 1 temos F(z) = 0.
Logo vai ser impossivel escolher duas fun¢des g(z), h(z) tais que F(z) = g(z) +
h(z) e | g{z) 1>] h(2) 1 ou | R(z) > g(z) | em S5;(0). Ou seja, é impossivel
aplicar o teorema de Rouché e dizer quantos zeros tem a funcéo F(2) no interior de
| z [« 1. Para resolver o problema neste caso, fazemos o seguinte: seja § > 0
ez |=1+6 Tome g(z) = ¢! e h(z) = —2" Entdo | g(z) |=| 7! |<
el = ef | hiz) =l z "= (1 4+ &) em |z |=1+6. Seé €]0,1] en > 2 temos
| k() |= (1 +8)" > . Porlanto | k(z) |>| g(z} | para todo = € S145(0). Se
0 < 8" < 6| h(2) 1>] g(2) | para todo z € Sy4e(0). Entao pelo teorema de Rouché a
funcao F(z) = g{z) + h(z) tem a mesma quantidade de zeros que a fun¢ao A(z) no
interior de By4s(0) para cada 0 < § < 1. Ou seja F(z) tem n zeros no interior de
Bi145(0). Como (1) Bi+s(0) = B1(0), temos que F(z) tem (n — 1) zeros no interior
0<é<1
de B;(0), pois e]fe ?Jem um zero em S1(0). Note que existe uma relacdo entre n e

8, ela esta dada por ———— < n. Quando trabalhamos com | z |= 1 — § temos

{1l +94)
| A(2) |= (1 — 6)" e | g(2) |= €' = *7%. Portanto se | g(z) |>| k(z) |, em S;_5(0)

vamos ter ¢~ 2 > (1 — 6)", logo n > . Se 6 for suficientemenie pequeno

in(1—§)
deveremos ter n grande. Logo vai ser impossivel afirmar que | g(z) |>] h(2) | em

5,(0).

9. Seja {f.(z)}>2, uma seqiiéncia de funcoes analiticas num aberto conexo (7, uni-
formemente convergente no interior de G para uma funcio f(z) # 0. Entao, para
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gualquer curva simples fechada regular 4, pertencente a & junto com sua parte in-
terior, € que nao passe pelos zeros da fungao f(z}, existe um nimero a = a{7y) tal
que: para n > a(y), cada uma das fungdes f,(z) tem , no interior de -, 0 mesmo
nimero de zeros que o numero de zeros da fungao f.

SOLUCAO. Seja u = min | f(z) |> 0 pela condicao do problema. Como fn{z} —

f(2) uniformemente sobre v, enlao existe um a(%) tal que para n > a(y) tem-se
| fu(z) = f(2) |< u €| f(2) | para todo z € 4. Entéo, pelo teorema de Rouché,
fo(2) = [ful2) = f(2)] + [f(2)] e f(z} tem um mesmo mimero de zeros no interior
de 4.

II. EXERCICI0S PROPOSTOS

oD

1. Mostre que Res{e*t* ;0 Z +1
onli(n

2. Sejam f, g analiticas numa vizinhanga de ¢, com g(c) = ¢'(c) = 0 e ¢'(¢) # 0. Mostre

que Res(f/g;c) = [61(c)g"(c) — 2f(c)g" (e )]/( 3(e)?)

3. Ache Res(f(z)¢(z);a), se ¢(z) é analitica no ponto z = ¢ e f(z) nesse ponto é:

(1) um polo simples de residuo A,

C_q C_k
o
z—a (z —a)

(ii) um polo de ordem k com a parte singular

4. Ache Res[cp(z)if-(%))—; a, se p{z) é analitica no ponto z =g ¢:

(1) a é zero de ordem n da fungio f(z),

(ii) a é um polo de ordem n da fungao f(z).

5. A funcio ¢(z) tem no ponio z = ¢ um polo simples de residuo A e f(e) tem no
ponto z = oo um polo simples com parte singular 3 . Ache Res[o(z); al.

6. Quantas raizes existem no circulo | z [< 1 para a equagao:
e —4z"+1=0 {n um nimero natural).
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10.
11.
12.

Quantas raizes existem no circulo | z |< 1 para a equagao:

2" gzt taztag = 0, sendo | ag |>] o3 |+ 1 az | +1 {n é um nimero natural).
Mostre que a equagao: 2 = A — ¢”*(A > 1) tem no semiplano da direita uma rafz
unica que € real.

Ache o mimero de raizes do polindémio: z8+2%462% 452482 +4z+1, no semiplano
da direita.

Em que quadrantes se acham as raizes da equacdo: z* + z° + 422 + 22 +3 = 0.
Prove que a equagéo z {g z = a,a > ( tem so raizes reais.

A equagio (z — 1)Pe* = a,p € N e | a |< 1, tem exatamente p raizes distintas no

plano ', com Re(z) > 0. Se | a I< 2 todas as suas raizes estao em B /p(1).
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§ 16. APLICAQ()ES DA TEORIA DOS RESIiDUOS
PARA CALCULO DE INTEGRAIS REAIS

CASO 1:
2r
/ R(cos0, senf)df = J
a

P(x . oA o
onde R(z,y) = x) é um quociente de polinémios em duas varidveis. Usamos a

T Qlz,y)

suhstituicio z = e* para obter:

. 1 1y 1 1\ dz
= —“LR(E(Z* Dala))T

onde ¢;(6) = ¢%; 8 € [0, 2x].

Agora basta usar o Teorema dos Residuos.

. 2r de
EXEMPLO: 5¢ ¢ > 1, ache /

o a- cosh’

1 1
Como cosfl = 5(2 + ~)1 temos

I d8 __23_/ dz
/@ a+cosf 22+ 2as+1

A funcaoe f(z) = _ sG nao € analitica em pontos que anulam o denomina-
22+ 2az+ 1
dor: va? —1—a € B(0) e —a—+va? — 1 & By(0). Dal —a++/a? — 1 é singularidade
1
d =_—— B0
e f(z) 224 202+ 1 em Bi(0) e

. (z4+a—+a2-1
Vat—1-— = ]
Res(f. va? =1-aq) z il'}z]—a (z+a—vVa*—1)(z+a++va?+1
Res(f,va*—1—a) =

!
2va? — 1
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Usamos

Res(f,0) = ——fim & [/ (2)z = )']

(k—1)iems  dek-1

onde a € um polo de ordem k. Daf

) dz _ : . 1 2z
_23-/61 224 2az4+1 2w 2v/a? — 1 C Va? ]
jh do _ 27
o atcos®  Ja2—1
CASO 2: Seja
P(z

onde P e () sio polinémios em uma varniavel com 2+ grau (P) < grau (@) e @ nao

+co
tem zeros reais. Para achar _/ R(x)dz, deve ser usado o teorema dos residuos

—

para R(z} = }QD((E:; no caminho fechado yg cuja imagem €
F
r Y
Cr
R
R 0 R X



R

= 2mi Y Res(R;b) = }%nn R{x)dz + lim R(z)d=

Imb>0 -R R—xJ(p
Pz amzm+‘+ﬂ. Qi ]+ +—07
| R(ay = [P e A o)) am el
Q(z) bo2®+ -+ bo b zm ™ ]+...+E§?

Se n —m > 2, para | z |= R suficientemente grande temos:

2|lem| C
R = —

C r(
<}g—2 TR = Fil

— 0 quando R — co.

]ﬁz R(2)dz

Portanto, pelo Teorema dos Residuos, temos

/+mR(x)d:c=27ri S Res(R:b)

o Im(b}>0
EXEMPLO:
f+°° x3dx ridr
0 3‘4—|—6x2+9 2 —o0 a:4+6:~2+9
temos
2
z
R(z) =
B = VARG Ey
1 d 22z — /30)?
Res(R:V3) = — lim , ]
es( R V3i) (2= D)lamvBidz L (z — 302z + v30)?

' N 2:/37 1
Res(R;V3i) = zl_lyrj/]‘,(z+\/rz) 30

Dai
]+°° x?dx _ 27 1 \/gw

1
9 Joo 62249 2 43 12
joo 22ds _\/gr
D

i+ 62249 12
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CASO 3:

+o0 ,
Scja / R(z)c"dr, onde R(z) satisfaz as condigoes do Caso 2.

Temos:

Re ( / ;mﬂ(m)e”da«) / " R(z)cose dx

o0
+oo

]m(/_+mR(x) ‘Idr) = / R{x)senz dx

-0

Cr

Para R grande:

, +R .
275 Y Res(R ) e“; b} = lim R{z)e®dr + hm R(z)e*dz

imbo0 Revcc J_ R—co Cg

z € Cr = z = R{cosi +1isent),t € [0, 7]

M M
sup | R 1< L sup | € |= su Naws
zeCI; | Blz)e” |< R? zeCI; | l R? te[npr] ~ R?

- Mx
z)e¥dz| <
/C‘RR( Je¥dz| <

Portanto, pelo Teorema dos Residuos,

./_;mR(x)cird;r = 2ri 3 Res(R(z)e';b).

b0

—Rsent '<

- R — 0 quando K — +o0.

EXEMPLO: Achar

+oo  ecogx
] dr onde a>10
0

2+{12
+oo  cosT 1 +oo ¢t
—-R./ dz
QIW r2+a2 6_-00 :rz—i-azx
e" efz
dz = 2 ( ;b)
2= —g? = = 4a;
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Dai

' ‘ , ¢ {z — a1 e~
Res (———'a?) = Him ( )
Z 14

2?4 a2’ z—ai{z + ai)(z — a1) " 2ai
implica .
oo i e 0 [T% cosx Te "
——dr = dr = .
—ew T 4 aﬁdr a fo 7?4 a? T 2a
CASO 4. oo
] R{z)€"dx

-

tem zero simples no oo e nao possui zeros no eixo real.

P(=
onde f2(z) =

Q(=)
Logo | R(z) |< M/ | z | para | z | grande. FEscolhendo a,f3,r suficientemente

grandes a, #,7 > 0, temos todos os polos de R(z) do semiplano superior dentro do
retangulo: Y

F 9

(-g+ri) |yl (3) (tri)

il

(2)
(4)

+ (1)

Entac temos: -8 ) : 0. o

L
-
ks

/ R(z)c*d: + f R(z)edz + / R(z)e™dz +
1) ) (3

| R(2)ePdz =270 Y, Res(B(z)c*,b)

(4) Imb>0

Célculo de f }R(z)(:”dz — J. Como 2(1) = a +1ri, 1 € [0, 1] entéao J fica
{2

1 . .
1J) = [ R(a + irf)f,-*(”*”lérdz‘
JO
e
1 . o 3 (_—rt
IJ| < /(; |R(0-I-T-‘.£f)|(. ?T1di£?ﬂf/;—————wdf
M
| e} [ S =
€}
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Portanto temos:

M M
<Y ;

Ri{2)e**ds
L)()

Para f( ]R(z)cizdz = I, lemos:
3

<

/{ )

#(t) = (a+tir)+i(—a-p)

— . . ilotirdi(—e=8)] _
7] M$Ma+w+ﬂ a— Ble (—a

M
1] € Zertasp)
Passando ao limite para r — 400 temos [ = 0.
Analogamente, quando @ — +oo € 8 — +oo temos

f R(z)edz| =0 e
(2}

=0

R(2)e¥dz
/)
Logo

f+mR(:1:)e‘-Td3: = 27; Z ReS(R(z)e"z, b).

—od Fm{b)>0

+00 pg
EXEMPLO: Sc a € IR, ache f S

o 24 a?

. z
Temos R(z) = —— e
z°ta
too 1 . ) z )
f 5 e“dr = 2wiRes (—2—"—;(13)
—oa & +(12 z +{12
L ft® rsen +% reos x .
z/ —Q——de—%/ —Q——Qdmzme °
-0 T4 @ -o0 X+ a
teo pgen 3" _ e "
Entao / 2 =7 "¢ J = .
w T2 4a 2
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P(z)

CASO 5: R(2) = 6(2—) com zero simples no oo e polos reais simples que coincidem

com zeros das fungdes sen ou cos, f(z) = R(z)e'*. Tomemos o seguinte caminho

fechado -
& c Te B
Bi =raip ¢
ai =centro do raig - 2
Y
D a'l a 2 aj am A
— Y
8 5, 8 8; 5, o
com @, A3, r suficientemente grandes e &1, - - -, 6, suficientemente pequenos. Todos os

polos de f(z) estao no interior desse caminho fechado

] a1~ az—62 400 . Not +oo .
lim / -+/ +. 4 R(z)e"dx = V.P.j R(x)e*dx,

§1—0 —0G 1+6; an+bn

b —}

Sm—+

Chamando C ac caminho indicado, devemos ter

]G R(z)e%dz =2mi Y Res(R(2)e”,b).

Im{b)>0

Como vimos no case anlerior, ao passarmos aos limites para a, 8,7 — +00,a con-
tribuigdo da integral sobre ABCID val para zero.

Chamando 6;{(1) = a;+8;e"t ¢ [x,2x],5 = 1,2, -+, n, cada a; é polo simples de R(z)
LESN hi(z), onde h;(z) é analitica e 7; = Res(R(z}e'*; a;).

e portanto R(z2)e" =
z—a;
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/ R(z)cdz = / Y de g [ hy(2)de
6 8,8 — @ s,

2
a;+4;
= ir7 + Hi(2)

aj—6;

= in7;+ Hi{e; + &) — Hj(a; — ;) - i77; quando &; — 0

A contribuicao das integrais sobre os é; para §; — 0 é de

mi (éﬂes(R(z)eiz; aj)).

Loge

VP] R(z)e“dr + mZRcs (2)e%;a;) = 2w Y Res(R(2)e™,b)

=1 tmb>0
e
VP[ ”dw =7 Z Res(R — e Z Res(R a;)
b0 Imh=0
EXEMPLO:
Achar JJ = foo .qen:rrdm
o0

&0 + iz iz
/+ SenT _ —Im(VP/ mc—dx) = l}m[wiRcs(e—;O)] = E.
2 2 2 z 2

+oo .
CASO 6 Ache V.P. [j R(a‘)e‘mrdaf], com R(z) como nos casos anteriores.

Use a mudanga de variavel u = mux para obter

+oo ] . 1
V.F. [/ R(E) c™ - —du]
PN d] m T

que cal nos casos anteriores, e fornece
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+oo . 400
RC(V.P./ R(:rr)c’mxda".) = V.Pf R(z)cosmz dz.

Poténcias cos*(z) ou sen*(z) podem ser escritas como combinagoes de fungdes do
+oo
tipo senjz,cosjz. Logo integrais do tipo V.P.] R(z)cos*(z)dz, podem ser cal-

culadas via essas substituicoes.

EXEMPLO:
+00 2
Achar J = [ SR k>0,
° 1 l 2kx
Como sen?kzr = #%_;’ temos
0036n_2km B ] 4o (1 — Cosgkm) 1 (/4—00] — e2k;.ré
/0 p dr = Ej[.; =2 dz = 2Rc A d:t-‘)
1 too] — e2k= ko oftel —et
= el [ ) ghe
Tr
Y Y k x
n 5/ 0 R
C

zero ¢é o dnico polo. Seja Cs(t) = 8¢t € [, 27]

Sl (5 e

z

IJOgO .
J= f _ L +[ h(z)}dz — 7 quando é — 0,
Cy Cs
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Portanto a contribuigdo da integral sobre Cs quando 6§ — 0 ¢é 7. A contribuicio
sobre yp € zero pois

a

1 —¢'* 2
f —dz| <
Yr 2

7 0 quando R — +oo.

Pelo teorema dos residuos e passando ao limite para 6 — 0 € R — +o00, teremos

+001_,. iz ) ] -
/ ¢ d:c—l—zrr:?mRes( :

—o x2 z

iz

,0) = mi(—i)

entao

too] — tr oo\"ka .
/_w :1:26 dt = 7 on qual implica /0 “22 de = -

CASO T: /oo:r‘\Q(;r;)d:c, A € R\ Z onde Q){z) é racional e continua para z > 0 e

2142Q(z) = 0 quando z — 0, 2"t*Q(z) — 0 quando z — co.

2 = Ul onde 0(2) € (0,27).

Tomando é suficientemente pequeno, R suficientemente grande e r > 0 suficiente-
mente pequeno, 2*Q{z) terd todos os seus polos, (exceto possivelmente zero) dentro
do caminho considerado. Pelo Teorema dos residuos

fc 2Q(2)dz = 271 ¥ Res(z*Q(2), b).

b0
bpolo

Como z'**Q(z) — 0 quando | z |= +00, entao existem Ry > 0, M > 0 tais que
M

| Q=) | < mV |z |> Ao
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vr(l) = Rt t e [e,2r —el,e =7
2r—c i .
[ Pedel < [T ret 1Y QURet) | Rt
TR £

sup | z "7 Q(2)- | (27 — 2¢) |.
o|=R

J =

IA

J — 0 quando R — oo, pois | 22*1Q(z) |— 0 quando | z |— oo. A contribuigao da
integral sobre g é zero. Temos para

Cs:[-2m4+e,—¢] = @ e e=r,
t — et
V PQz)dz] < sup | 2HQ(2) | (27 — 2¢) — 0 quando § — 0.
Cy

|zi=8

A contribuicdo da integral sobre Cs quando 6 — 0 é zero. Logo

lim f;(m +ri)*Q(z + ri)dz +  lim (—])faR(:r —ri)* @z — ri)de

r—04 r—0y
§—0 =0
R-joo R—4oo
= 27 Y Res(2°Q(z),b).
b pot
polo

. 4R “ _ R
r]_1{&r ; (z +r)'Qz +ri}de = /‘5 = Q{z)dx

i f 1% \dr — R s omni d
Jim [ (@ = i) Qe —ri)dr = fg 2PN (2)de

Fazendo 4 —» 0 e R — 400 tem-se

L0
bpalo

/ T Qa)dr — fﬂ TN (r)dz = 2w Y Res(22Q(2); b)

Dai

2

Tt
T D Res(zQ(z); b)
b0

/0 TP Q(a)dr = —

bpolo
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2

M : fw .
EXEMPLO: Achar b 2@t 1) se f} €]0,1]
Usando a relacao indicada acima t *_ T Beo,1]
] g . -5€ = .
sando a relagéo indicada acima tem-se | p s oy €]o,
CASO 8: Integrais de Fresnel
oe +oo \/E
e = [ cosadr =
fo seng’dr = | cosz’dx Wi
Assuma que conhecido / e dr = Tﬂ- Tomando o camirho fechado C cujo
0
grafico é: Y

r s

®f4
1 —

entao

X

1 R
/e’.zzdzzf]“——-/ -l—j -I~/ = 0.
c - (1) (2) {3}

. R 2, i . kis i ]
Como f = ) temos f = —] , ol seja/ et dr = (cos— + 35671—)/ e 7 dp
(2) (1) (3) 0 4 4/J)o

quando R — oo.

V2r

Tem-se £w6£r2d1: = —-4—(1 + 1) e dal fowsenmzd:{' = fooocos:czdm‘ = %

1 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Ache o valor de f

dr param,n € N el <m < n.
0o ™+ 1
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m—1

SOLUGAO. Se j(2) = , 0s polos de f sao de ordem 1, com Res(f;c) =

y zv 4+ 1
1 ; 4 s . .
——c™, onde ¢ = ¢»™. Notemos que f é analitica em 31 V 42 V 73 e no seu interior,
ki)
exceto 1o ponto ¢, como mostra a figura: Y a
0
Logo temos

]{)’ftm)m | Ferde [ fe)de = Seary

O caminho ~3;_ é dado por ¢(t) = ic%,t € [0,r] e ¢ = 1. Logo ff(e)de =
Y3

,-tm—lc2m—2 . §m- -1 d 2 d d q

—f ————dt = / ——cm/ re g)de — 0 quando
L Trva C4=—") T4z US ) a

r — oo. Porta.nto por passagem ao limite para r — oc na relagao (i) temos (¢*™ —

] z)dr = —c que equivale a f = — (Sﬁﬂ—‘ﬂ') .

0o 1427 n n

P ) T on il 14, _ .
. Prove que: J, = z"e sen x 'dxr = 0,n € IN.

a

SOLUGAO. Fazendo z = 4, obtemos J, = 4‘[001!4“""36_‘58?1 t df. A funcdo

0
f(z) = z#*+3e0-1)7 ¢ analitica em todo €. Aplicando o teorema dos residuos na

seguinte figura temos: BYAL

A
fo,qf{z)dz -I—fABf(z)dz + ]BDf(z)d,, _

Isto equivale a

T . 17!‘2 - - § r . . -
f g3ty +[ pAnd3Hont3)0 (i-1)re gy j’ (i)t 21 gy = g,
0 0 0
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T 00

. wf2 . . i
E facil mostrar que iim/ pAnH3 A0 (i3 gy ),
0

Portanio
i [f‘"(:c4n+3€{1'—-1]r - m(4n+3)c{i—l)ir)dm] —Q
T 0
lim [/ (3™ (¢ — e_"“‘”)dm] ={.
T —+ Nl 0
Logo
Jy = ] 23" P Tsen adr = 0, ' Vne lV.
0
RV
. Ache o valor da integral J, = f e cos(2hax)dz, (A > 0,a > 0).

. : g2 , .
Sugestao: Usec a integral fe A" dz onde ¢ é como mostra a figura:
[

Y

D=(Rei) ¢t B=(R,ai)
4 — X
E=(-R0) | A=(R0)

Solucdo: A funcio f(z) = e é analitica no interior de ABDE. Logo

L@+ [ pe)de+ [tz [ gz =0. (7)

As integrais f f(z)dz e ] f(z)dz tendem a zero quando R — oo, pois para
AB DE

z=R41y,0<y < otemos:

[ 1tz

Analogamente para z = —H +2y,0 < y < o temos:

3'] ¢~ MR- c:_zm)‘ydy < ae T quando R — oc.
i}
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rf(z ] f G :md”'dyl < /Qe'MR?'y?)dy — { quando R — oo.
0

D

+R
15 conhecido que, quando B — oo, o valor de / f(z)dz = / ¢ dr tende a
R

400 1/2 -
_-—)\I2 P ?_r_
f_m c dr = (A) .

o0
A integral f z)dz é igual a —c?® / e [cos(2haz) — ¢ sen(2haz)]dz. Logo

usando todas estas relagbes em (i) e por passagem ao limite para £ — 400, temos:

+oo T . :
f-.mz_/ e_AxQCos(Z)\aa")d;c = E, te. J= -‘!Ec_A“Q.
—oo A A

o0 e*Tdr
. Ache o valor de; J = f O<a< 2
—oo (e +1){(e” 4 2)

QZ

ez + 1){e* +2)
vértices em —R, R R 4+ 271, — R+ 2rz

dr ondc ¢ e o retangulo com

Sugestdo: Considere a integral /

Y Y
SOLUCAO. D=(-R2xi) B=( R.2xj)
r M Il JJn2+xi 4
> y X
E=¢R,0) 0 A=(R,0)"

az

€

A fungao f(z) = m

= {n2 4 7.

tem dois polos no interior de ABDE . z = =i ¢

Logo temos:

f f(z)a’z—|-/ (z d~+f f(z)d~+/ F(2)dz = 2mi[Res(f; i)+ Res(f; fn24mi)).
AB BD
B facil mostrar que / Fz)dz e f f(z)dz — 0 guando R — oo pois:

AR DE
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(a) para z = R+ iy temos

27 ce{R+iy)

o (eRHiv 4 1)(eFtv 4 2)

27t
ef — 1)} cf — 2)

1dy

/A f(2)dz

quando B — +oo, pois 0 < a < 2.
(b) para z = R + iy temos

27 eﬂ(—R-i-iy) . Yre— R
/ , , zdy| <
o 2 S TR e

< — 0
{

‘ [ 1z)ds

— 0

quando £ — +oo.

Além disso

R e dr -R e(.’r+21ri]a.d$
dz dz = - .
/EAf(Z) BDf(z) ? ./_R(ef + 1)(e* + 2) + -/R {ext2m 4 1) (evt2m 4 2)

e dx

= (- "M)/_R(er e+ 2)

Passando ao limite para R — oo obtemos

(1 — e = 2mi[Res(f; i)+ Res(f;4n2 + w1)]
— 271_?'.(__60.1715 +¢2a—-1€_mri)_
Logo
T a—1
J = (1-27"")0<ax<x2
sSen TR

5. Ache o valor da integral J = f

0

oo
x” 'eos axdr, onde com a > 0,0 < p < 1, em
(= w]
termos de I'( P) :f 2P e " dx.
0
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Sugestao: Use a integral fz”'le"“dz, onde o contorno ¢ e indicado na figura

seguinie: D=[0,R)

B=iR.0)

SOLUCAO. A funcio f(z) = 2P~le~"* nio tem polos no interior de ABDEA.

Temos:

fABf(Z)dz+/BDf(z)dz-}-[DEf(z)dz+]EAf(z)dz :.(}. (i)

E facil ver que / f(z)dz = 0 quando 7 — 0 pois, para z = re,
EA

j; (re? )y temme “r. ie‘edb"i <rP. % — 0 quando r — 0.
wf2

Para a integral f f(2)dz, com z = Re" 8 € [0? -;i] basta notar que cos # é decres-
BD

cente em [O, -:r_r“] daf obter lim f(z)dz — 0.
2 BD

B—too

R
Para z = z,r < z < R, temos ] flz)dz = j P e dx.
AR r

Para z = iz;r <z < R, temos f

R .
flz)dz = — / #1571 0% g
DE

P

Portanto, em (i), quando r — 0 e R — o0, temos

o) [ et mda = 0. (i)
0

aP
(i .
. i p[fn|£|+(§ + Qkfr)a] . .
Como ¥ = eP™ = ¢ = e2” para k = 0, em (ii) tem-se:

_F(i) ( Z_r.) ( E) w p—1} _
- \cosgp J - sen=p _/0 2’ sen axrdz = (. (24¢)

aP
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— (srn— ) J+ (cosifp)joomp_jsen axrdzr = 0
2 2"/ Jg

De (iii) ¢ (iv) temos:

I1. EXERCICIOS PROPOSTOS

25 — .
{1 — 4sen® 9)60320d9 2w (91 _ 52V3).

1. Verifique que para n > 1 f

1 —cos 8 - 7
2. Prove as identidades:

: /*“_‘i&iﬂ_ﬂdr _9

—0 3?4-1-5.’.624-4 o 6 )
oy [T dx 7 (2n)!
(1])/ (1 +.’I’2)n+] - 55 ' (n!)2 (n E W).
vy [T dr 3 V2
(lll)f-oo m-—g ? Tparaa>0

3. Prove que:

T

(])f - +:r2 = a0
(i) ﬁm(—;;\/i—d.r:i.

+4)? 32
T gen’d T
— df = —.
(iit) 0 D—4dcos @ 8
i 2 b
1v) o {1+ sen?8)? 2\/—

n

T cos nf ora
' = e— = a0 1.
(\)/t; 1—2ac039+02d6 ]_az,n 0,1,2,3,---,0<ax<
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a+bcos o) (af— )2’

2= a4+ b)r
) [ o = e b

o0 p—GT __ ,—=bx
vii) [Tz = tn (E),a,b > 0.
4] X a

1 dz ,
. Ache —/—2—~—(az = e )ondea >0, ecéaretaz =a,0 < a <1 percor-
cQ

. 2miJca’sen w2
rida de baixo para cima.

1 dz
Sugestao: Considere — | ————
TiJy0*8€en w2

Y Y
o+ f .

r

] n!]s]_i-ug

e faca # — oo.
. Ache as integrais (¢ > 0)
o fnly
i .
(@) /o z? + a? ‘
fnz

(i) [J mmdx-

.. [ fnx
(m)/o mdm.

: Yn(z™! — 2)
(iv) fu BT Py dr.

Sugestao: Ache a parte real da integral fffn(z'l — z)l
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+ =

, onde y é como mostra a figura:

5 onde ¢ é como mostra



a figura:

. Ache as integrais abaixo onde @ > § ¢ n é um ndmero natural.

O e dr
(1.) -/0 (z + a)(fn?z + 72)

N de
(if) ./(; (22 + a®)(fn2x + 72y’

e d
(ii1) ./0 (22 + a?){€n2x + (2n + 1)2n2)’

Sugestao: Considere a integral

1 1 1 1
d
./c22 + a? [L’nz —(2n+ 1)7i t fnz - (2n — 1}t L nz + (2n — 1):*1"5] “

onde ¢ € como mostra a figura:
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7. Ache as integrais dadas (« € b sdo positivos).

oot e
(ii) /O oo—-——m;::f;)d:r.
(iii) /{}wﬁ&%‘%dm.
i) [ mﬁdw

dz.

© o5 2ax — cos 2bx
v f

72
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§ 17. REPRESENTACAO DE FUNCOES MERO-
MORFAS POR FRACOES PARCIAIS

=

Q(=)

P; um polindmio de grau §;, sem termo constante, e lal que P, ( -

Scja f(z) =

uma fungao racional cujos polos sdo ay.---,a,. Para cada a; seja

) € a parle singular

“ ;]
de f emaj,7=1,---,n. Temos
) {J)
] Az AV
P. — i T S ko) U
j(z—a;‘) Goap VT ey
T 1
i) = LP(—) +l2)
ji=1 Z—ﬂ.j

onde g(z) é uma funcdo inteira. Diz-se entao que f(z) estd representeda por fragoes par-
cigis. As funcbes racionais, sao meromotfas. Por outro lado os polos de uma funcao
meromorfa em @ é um conjunto no maximo enumerdvel. Sendo S esse conjunto, pode-
mos enumerar .S de maneira a obter uma seqiéncia {a;}%, tal que lim | a; |= 400 (no

caso que S nao seja finito). Para cada bola B, (0} = B, s existe um nimero finito de
elementos de S em B, (0). Enumerando os polos de Bj, depois os de 3\ B; elc, obiemos
a sequéncia desejada. Para cada a; € S existe um polinémio P; de grau «; = ordem

) ¢é a parte singular de [ em a;. Nio sc

de g;, sem termo constante, tal que Pj(
4

[e+]
pode garantir a priori que ZPJ( ) converge. Todavia. “corrigindo” cada tcrmo

> Z =
3=1 J
dessa série por um polindmio conveniente, val ser possivel obter uma série convergente de
modo que f menos essa série seja uma fungéo inteira. Esse resultado foi demonsirado por

Mittag-Lefller, para fun¢des meromorfas no plano complexo.

17.1 TEOREMA: Seja {¢;)%, uma seqiiéncia de nimeros complexos tal que
llm | a; |= +oo. Seja (F;)22, uma scquencm de polindémios sem termo constante. Entao

exmem fun¢oes meromorfas em @, cujos po]os 530 0s pontos {a;;7 € IN} e cujas partes
i
singulares nesses pontos sio dadas por P, (z—_—a_),J & IN. Qualquer funcio com essas
F)
propriedades pode ser escrita na forma:

10 =3 (B(2r) - @) +9te

i=1 z
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onde ¢ ¢ analitica em @ ¢ (}; é um polinémio, j € IV. (B claro que estd sendo suposta a
convergencia da séric indicada).

DEMONSTRACAO: Sem perder a generalidade podemos supor a; # 0 para cada
7 € IN (se um deles é zero, deixe-o separado. Pode denotd-lo por a9y = 0 ¢
. I ]
trabalhar com a funcdo f(z) — Pg(—) em lugar de f(z)j. Como PJ( ) é
Z Z— 4
analitica em B, (0), podemos representd-la por uma série de poléncias ao redor de
zero. Vamos escolher para (J;(z) a soma parcial dessa série de ordem n;. Assim se

| Pi(z) |€ M; para | 2 |< —= 4 2 | obtemos através das desigualdades de Cauchy:

Pj( : )*Q:‘(Z) SM:‘(%T‘)%H

Z— a4

Para | z |< e l, note que a séric
4

F=1 a;
converge em (' se
= 1
n
lim M? = 0.
gm0y

Escolhendo n; convenientemente isto é possivel: por exemplo n; > {nM;. Seja agora

R > 0 dado. A série
i[Pj( : _)—Qj(z)]

=1 z = aJ

s6 tem um ndmero finito de termos com singularidades em certos pontos de Br(0) (séo
os j € IV lais que | @; |< R). Assim, omitindo esses termos , o que resta converge
absoluta e uniformemente sobre Br(0) {por escolher os n; do modo acima). Para cada
z ¢ {a;;7 € IN} temos a série

convergente (: estd em algum Bg(0), R > 0). Portanto

r)=§3[ (=) - et

138




I - - ] . +
¢ meromorfa em @ ¢ scus polos sao0 s a; com partes singulares P (_,_) ,7 € IN. Duas

fungdes com tais polos ¢ partes singulares tem a sua diferenga analitica emn @’ ¢ o resultado
esta demonstrado. O

17.2 APLICACOES:

1. Seja

2

1z =

senirz

que é analitica em €\ Z. Como sen’rz = sen?x(z — n), segue que

lim(z — n)? ™ jim (—fu)—))g =1

z—n sep?rz  Foni\senw(z —n

e cada n é um polo de ordem 2 de f(z). Basta achar a parte singular de f em zero
para obter a parte singular de f em m

2 o0
T - - k
> = azz '+ ayz7! +Z;3’,L.z
sen?rmz —
k(o \Zk+1
senwz = i{-l) (7z)
R (2k+1)!
k=0 :
sen’wz = Tliztd .-
Para achar oy, a; temos
2 2 o
T T -2 —1 k
= =z a1z + ) Bz
izt +.-- senlnz ;; ’

daias =1eay =0.

. , 1 , .
Conclusao: a parte singular € — e Gi(z) = ¢ a parle singular no ponto k.

1

Logo temos
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2 0ule) = ) (i)
kez fez(z — k)
> 1
Para mostrar que (i) converge, para z # k,k € Z, use a comparagao com Z—:
= 1-?

Seja n o menor natural maior que | z |, entao

' 1
i = Z + 3 s < oo
ke?l o L | k_—n - kk(>—“n l z—k |

Note que (i} converge uniformemente sobre cada compacto, apds a eliminagao dos
termos n&o limitados sobre tal conjunto. Pelo Teorema de Mitlag-Leffler, tem-se

1
2= Yy ——
W)= 2
keZ
2 2
intao h(z) e sao periodicos com periodo 1. Logo ¢(z) = — h{z) é
SENT Z sen?wz
periddica com periodo 1,
| sen®rz| = senhry+ sen’nz
w2 w2 0 1
su = su — { quando y — oc.
IEE sen?yz xegsenh%y + senlwz

‘Para |y |> 1 fixo, h é periddico € tem-se

i
sup | Az + 1y) |= sup ———
zelR ] 1 =] <1 hez_z((z - 'ﬂ,) + Ey)z
1 ]

< sup _— < —
|:|<1,§:Z(-T —n)? +y? nez(l - ”)2 + 32

Logo

1
E(l—'n ¥ 4yr o Z 1—~n)2+]

nEZ

—
conucrge
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Escolha & suficientemente grande e escreva

1
";fm n-z—k]_n +§ L—n)2 4yt
e —k

Entéo sup | k(z + ty) |- 0 quando | y |— +oc e dai sup | g(z + iy) |— 0 quando
el e

ly |— +00. Como ¢ ¢ inteira e limitada ela é constante. Mas o limite é zero para
1k ] 4oo. Logog=0e

72 B 1
seninz _,;7( n)?
2. Mostre que
_ cosz N2 1
cotg z = sens = g(") - e2iz __ ] - e senz

tem as mesmas singularidades que 830 polos. Nole que as paries singulares tambcmn
sao iguais (mostre). Pelo Teorema de Mittag-Lefller cofg = — g{z) = h(z) é uma
fungao inteira. (Qual?).

I EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Seja {ex}52, uma seqgiiéncia de nimeros complexos distintos, nao decrescentes em
valor absoluto, que converge ao infinito e seja {Ax}§2, uma seqiiéncia de nimeros
complexos. Ache uma funcao inteira f(z) que tome valores Ax nos pontos .

SOLUCAO. Pelo Teorema de Weiertrass, existc uma funcao inteira £{z) quc tem
zeros simples em ¢; e s6 nesses pontos e tem a seguinte forma:

h(z) = H (1 - i) sz5k+---+z*;’kz§‘

k=1 €k

E claro que R'(gx) # O para todo k € IN. Agora, pelo teorema de Mittag-Leffer,
achamos uma fun¢io meromorfa p(z) que tem poloq simples em {¢x} e 56 neles com

. (Tiew) (P :
as partes singulares ——=—. Logo p(z) = Z + Pi(z)| onde Pi(z) sao
(z —ex) Sz —er)

polinémios escolhidos adequadamente. E claro que o produto h(z)p(z) representa
uma fungdo f{3) inteira que satisfaz as condigdes do problema pois:

[h(z) — h{es) '

€x)

flex) = lim [h(z)p(2)] = lim o(2)(z — & ] — R(ex)

TR ZT=—E)

h’(e )
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2. Ache a funcido meromorfa F mais geral cujas tinicas singularidades sio polos
1,2,3,--- de primeira ordem com HRes(Fyn) = n.

SOLUCAO. Sabemos que a funcio F(z) é da forma F(z) = = g{z) + Z Gi{z)
Pi(z)), onde g{z) € uma fun(;ao inieira. Pelos dados do problema temoa Gi(z) =

k
ePk(]ml—l—E Logo F(z) = —}—Z myave

z—k
3. Ache a funcao meromorfa ¥’ mais gera] cujas unicas singularidades sao polos a™ de
ordem 1( @ |[> 1,n = 1,2,3,--+) com Res(Fa") = a”.

™8

SOLUGAO. A fungio procurada é da forma F(z) = g(z) + 3 (Gi(2) + Pilz)),

k=1
k
onde g{z) ¢ uma fungéo inleira. Pelos dados do problema temos Gi(z) = < C e
z—a
P(z)zllogof‘( EDY :
sz —a

4. Ache a funcdo meromorfa F mais geral cujas unicas singularidades sio polos
n=1,2,3,--- de ordem dois com parte singular n?(z — )2 + (z — n)~".

SOLUCAO. A funcio procurada ¢ da forma F(z) = g(z) + > (Gr(z) + Pi(2)),
k=1

2
1
onde ¢g(2) € uma fungao inteira. Pelos dados temos Gi(z) = ( k 5)? + L e
z— z—k
2z 1 1 22 1
Pie(z) = 1= 04 1 logo F(z +Z[~ (z—k)“l‘Tﬂ]

5. Ache a funcao meromorfa F’ mais geral cujas dnicas singularidades sao polos simples
—1,-2,-3,--- com Res(F;—n)=(-1)".
SOLUCAO. A funcio procurada é da forma F(z) = g(2)+ Y_[Gk(2) + Pi(z)] onde

k=1
-] k N RYS

g(z) € uma fungado inteira. Pelos dados temos Gi(z) =

oc( l)k-l-lz
Logo F(z) = Q(z)-]nZT-F_;:)—

6. Ache a funcao meromorfa F' mais geral cujas iinicas singularidades sdo polos simples
Wimny =m +ni,(m,n=0,1,2,---) com Res(F;twmr) = 1.
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SOLUGCAO. A funcao procurada é da forma F(z) = g(z)+ 3 (Grnl2) + Pan(2)),

T, Tt
1

(z — {m + ni)) ¢

~, quando m = n = 0, Rye(z) = 0. Logo tem-sc

onde g(z) ¢ uma fungho inteira. Pelos dados temos G, {2z} =

1 z
m + 'm" + (m + nt)

Z | 1 z
F ]
o)+ - 2z = (m+ ni)) t m+ 7 + {m + nz)?

Pralz) =

II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Mostre que:

2
.....1____
z ] +2:2:2-!-41'3 252’

(i) 2

(i) se:z?z - nim(zfln”_)g'
(iii) g 2 = 2@1—?{;—_;
(iv) Se; . é + 22(2__1):3;'
s i = i)Egﬂ%;Tﬁl])Q

2. Ache a funcdo meromorfa F mais geral cujas tnicas singularidades so os polos

simples 0,1,v/2,v/3,---,/n, - --, com Res(F;/n) = 1.

3. Ache a funcdo meromorfa F mais geral cujas unicas singularidades sao os polos £n
de ordem 2 com Res(F;n)=|n |

4. 5¢ a #  0,8/a # £1,42,--- Mostre que: Ecq_oi.‘g'ﬂ =
o o

i( ! — 1 ) Desta relacio mostre que L—FL—F ! s --?T—

Z\na 18 nat(a—p) ; RS EAEAL ¥ A Vo)
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6.

Z &N Z

1. D€ 08 A, 530 raizes positivas da equagao gz = z. Mostre que =

SCT 5 — Z €08 %
3 < 2z
; + Z 22 _ A2

n=1"~ t

Ache a fungao meromorfa com polos de ordem 2 em 1,v/2,v/3, - tal que o residuo
em cada polo € zero € lirf/l_(z - V) f(z) =1,
Z— 11
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¢ 18. PRODUTOS INFINITOS

18.1 DEFINICAO: Seja (@;)%, uma sequéncia de nimeros complexos onde apenas um

numero finito dos a; sao nulos. Scja / = {j;; = 0}. Paracadam € IV tome P, = Hcrj-.

k'3)
Diz-se que o produto infinito Ha-j- existe se ﬂgilnm}’m =a#0.
=1
18.2 OBSERVACOES:
- i
1. Se J]e; existe entao lime; = 1. De fato: se j — 1 ¢ I teremos a; = o C
i=1 300 -1
Py = P;. Assim hma; = e _ . Portanto é razoavel escrever a; = 1 + ¢,
J—eo O
para todo § € IV, com lima; = 0 e ¢; # —1 para j ¢ I. Podemos escrever o
j—oo

produto na forma
1__[0.1 = H 1+ a‘j) (1)
i=1
2. No caso em que I = ® vamos considerar a série numérica

ifﬂ(] +a;) (e2)

i=1

€ escrever

Sp = zn:fn(l +a;) (Yn € IV).

i=1

Logo ¢ claro que P, = % onde P, = [J(1 + @;). Assim se (ii) converge a S temos
j=1

(1) convergindo a €° # 0. Por outro lado, se Aim P = P # 0, podemos escolher

o argumento principal de P e os argumentos §, de P, =| P, | ¢ de modo que

0, €larg(P) — 7,arg(P)+ 7] para todo n € IN. Vamos fazer logP, = {n | P, | +i0,

para todo n € IN. Entao S, = IogP + h,, + 271, onde h, estd bem determinado e é

inteiro, Temos
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: (hﬂ+] - hn)?,‘ﬂ'ﬁ = fﬂ(} + aﬂ-l-l) + !ngn - fO_(}R?.l_]

Tomando n suficientemente grande podemos ter:

2
0 —arg(P)| < T
27
| bngr —arg(P)| < 3
2T
| arg(l + ﬂn+1) | < ‘?‘

Assim obtemos | b4y — ky 1< 1 € hnyy = hy para n suficientemente grande. Logo
podemos escrever h,, = h para todo 7 > nyp € obter:

lim S,, = llrgloan 4+ 2mih = énP 4 2xih

L= 0

Portanto

S =P +2%ih =) (1l +a;).

=1

Sendo I = {j;1 + a; = 0} # ¢, nos raciocinios acima eliminamos os § € I e o
resultado ainda vale.

Provamos o seguinte resultado:

o
18.3 TEOREMA: Uma condigao necessaria e suficiente para existir [{(1 + a;) é que
g=1
1+ a; = 0 somente para um nimero finito dos js e que Zf'n(l + @;) seja convergente.
i=1
JEl

18.4 TEOREMA: Uma condicao necessiria e suficiente para a convergéncia

S o
14 a;{éa convergéncia de a; |
i g j

7=l i=1

% fn(l +z o k+1
DEMONSTRACAO: Temos 1in{1)-i(-i—)~ =lefn(l+z)= Z[—l)It f+ .
= “ k=0 <
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Logo ———

Dado € > 0, exisie 6, > 0 tal quc 1 — ¢ <

[n(] + = = 2 - o
Z = g(z) analitica em B{0) e assim ]]nég(z) =¢(0) = 1.

wr k—l—]
Fn(l + 2) |
|z

< 1 4+ €. Assiin para € > 0 existe

n. € IN 1al que n > n, implica

Dai:

(1—¢)fan|<|fn(l +a.) |<(1+€)]a|

-9 el€ Y [ +a)[<0+)3 | a]

NN nIn, A2,

e o resultado segue do teorema 18.3 e do critério de comparagao. =

18.5

1.

OBSERVAGOES:

Dado uma seqiéncia de fungdes f;(z} definidas em A C (' podemos perguntar so-
o]

bre a convergéncia de [J(1 + f;(z)) quando z € A. Assim precisamos que, para
F=1

cada z € A, somente um nimero finito dos 1 4+ f;(2)} sejam nulos. E razoavel
nesscs casos trabalhar com fungoes tais que para algum jo € IN,1 + fi(z) # 0
4]

para todo z € A e cada 7 2 jo. Nestas condi¢bes dizemos que H(l + f;) con-

i=1
o

verge pontualmente em A se [[(1 + f;(2)) converge para todo z € A. Além
=1 -

disso dizemos que H(l + f;) converge uniformemente a g sobre B C A se
1=1
k

[1(1 + fi(2)) — g(z)| é zero. Note que precisamos g(z) # 0 para todo
j=1
z € B. Reafirmamos que para a convergéncia pontual basta supor gue para cada

z € A Il + f;(z})] = 0 para um numero finito de j, € que para a convergéncia
uniforme precisamos a condigao [1 + f;(2)] # 0 para cada = € Ae j > jo.

lim sup
k—oo . c B

Os dois teoremas de convergéncia anteriores valem para convergéncia uniforme

sobre B.

Seja f analitica em {”, com um nmimero finito de zeros a4, - -, a, e respectivas ordens
Q. ,ap. Podemos escrever
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o f{rrj+k)(a])

f6) = (=)™ e

(z —ay),
o que nos di f(z) = (z—a1)™ f1(z) com fi(z) inteira e fi(a;) # 0. Podemos repetir
o raciocinio para f; e a; e assim sucessivamente, para obter

fz)={z—a)® (2 —a,)"h(z)

k(=)

h(z) = g(z) Inleira.
d

onde /(z) ¢ inteira, h(z) # 0 para todo z € . Neste caso temos ——

d h'
Seja go(z) uma primitiva de g(z). Temos —go(z) = —Ll = ~—(h{2)e9)) = 0.
dz h(x.,) d
)

Logo h{z)e %) = ¢ para todo z € (' com ¢ constante. Daf h{z
onde g;(z) é inteira. Assnn h(2 ) é da forma e9(*) para alguma g inteira. Vollando a

= ¢ 97 = mlz)

[ temos: f{z) = &3 H z—ay)%. No caso de a; = 0 temos para alguma ¢ inteira

E natural perguniar se para uma funcdo inteira com um ndmero infinito de zeros
existe uma representa¢do semelhante usando produto infinilo. A respostia é sim e é
o seguinte teorema devido a Weiersirass.

18.6 TEOREMA: Dada uma segiiéncia (g¢;)7%, de numeros complexos tais que
lim | a; |= +oc, é possivel achar uma funcéo inteira com o conjunto de seus zeros

F—ro

sendo {a;;j € IV}. Neste caso cada funcao inteira desse tipo pode ser escrita na forma:
oo TN\ Egl(ay?y..q Lz
f(z) — Cg(z)z'm H (1 — _"_)CQJ+2(¢J-) + +m1{a3)
=1 a;
ﬂj#O
com g(z) inteira e {(m;)%, cerla seqiiéncia de naturais. A convergéncia do produto é

uniforme e absoluta sobre cada compacto de .

DEMONSTRACE&O: Estamos procurando polinémios Py, (z}. tais que H (1 - —) Tal2)

n=1 Gn
converge a uma fungao inteira. Estamos supondo «,, # 0 para todo n € IN. Tal produto
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: - : z
converge sc ¢ 50 se a s¢rie do termo geral Hy(z) = fn (1 - -—) + P.(2) converge. Para
’ a'.'n

R > 0 dado, vamos considerar por enquanio somente os a,, lais que | @, [> K. Na bola
Bg(0) temos a convergéncia uniforme da série de Taylor:

fn(} — vz—) = —i%(i)J.

an =

Vamos escolher:
Znls oz \?
- E1(2)
(z) j; i\
para obler
* 1/ 2N\
R - 5 1E)
j=§+1] Gn
ou
o0 | 2 \Mnti
R.(z) = — (_) .
(z) ;mn+3 Qay
Logo
{2)

1 R \metl 1
. < .
|Rn(2) < mn—|-1(| )

ey |

para | z |< B. Vamos escolher os m, de modo que a série

oo ] R \mstl
;?'nﬂ +1 (| ar, l) <o

De (i} segue que lim | Ra(z) |= 0 uniformemente sobre Bg(0). Agora seja ng tal que

(i)

n > ng tmplique | a, |> K. De
S Ru(z) = Y Ra(z) + > Ru(2)
n==0

n=1 n>Tg
temos
o 1/ R\t ~
| Bul) |< (=) (v2 € Br(0)).
71)2?10 ngr:to Mn + 1 | an | 1— !i[
s o1 L ! &
pois (11} converge e ﬂlin;ol = = 1. Existe M > 0 tal que TR <Me > |Rud2)]
" Janl = lant n>ng

converge uniformemente sobre Bp(0). Resta somente mostrar que podemos escolher m,,
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de modo a (ii) convergir para todo 2 > 0. Se tomarmos m,, = n o termo geral de (ii) é

] R\t
( ) e, usando o teste da raiz, temos:
n+1\la,]|

Rn+1 ] w11 ; R

li

ﬂ-@[(nunaw = Jim (n 1) - = = 1.0 =0,

para todo R > 0. Temos entdo a convergéncia de

[0}

_ F\ Pl
H(l aj)e ;

=1

Assim

¢ inteira e tem {a;;7 € IN} como conjunto de seus zeros. Se (a;)2, admite zero
como alguns de seus lermos, entdo esses termos sao em mimero finito m e a funcio

s = ,
hiz) = 2™ [] (1 - -—) e"7(*) & inteira com {a;;j € IN} sendo o conjunto de seus zeros.
=1 a;
uj:,\!O

Seja fl= ) uma oulra fungio inteira qualquer cujos zeros formem o conjunto {a;;j €

tem como polos os zeros de k{z) que sdo os zeros de f(z) com as mesmas

flz) . e 4

h(z) 520 removivels e h(z)

os pontos. Assim existe g(z) inteira tal que flz) = e99) islo é f(z) = 7 Dh(2). O

h(z)

18.7 COROLARIO: Se f for uma funcao meromorfa em (" entio existem funcoes in-

h( )

ordens. Logo os polos de é inteira e diferente de zero em todos

teiras h e ¢ tais que [ = —.

DEMONSTRACAO: Os polos de f formam um conjunto no méaximo enumeravel em
(". Tome, pelo Teorema de Weirstrass (18.6), a funcio g inteira cujos zeros sao os polos
de f. Ao fazer isso o produto g(z)f(2) passa a ter singularidades removiveis nos polos de
f. Logo ¢(2)f(z) pode ser definida analitica nesses pontos e passa a ser inteira.

18.8 OBSERVACOES E DEFINICOES: Na demonstracio e no enunciado do Teo-
rema de Welrstrass temos

=

1_ =+ (E Y+ ()7
)= 11 ( )

=1

150



(0 caso mais interessante ocorre quando m, = k para todo n € IV. Neste caso

H(l_-f)fm(;.}% +HE (i)
n=1 n

converge € representa uma fungdo inteira se:

=/ R MY )
)

Z( k]

n=1

[a.

converge para cada R > 0. Mas isto equivale a

— 1 .
Z_l o Fr < +o0. (i1)

O menor inteiro k para o qual (i1) converge torna (i} convergente e (i) é chamado
produtlo candnico associado & seqiéncia (a,)iw, € o k correspondente é chamado genus do
produto candnico.

20
. . Z
Se o genus do produto candnico for zero temos a representagao | | (1 - —) conver-

n=1 A

gente.

Sempre que possivel procura-se uma representaciao de f de modo que o produto
infinito na representagdo seja candnico

f{z) = eg(z)zmH (1 - &z—)cﬁi"" aEitl

n=1 n

Se nessa representacéo g{z) for um polindmio diz-se que f tem genus finito € o genus
de [ é o maximo entre o grau de ¢ e o genus do produto canénico da representagéo.

Uma funcio inteira de genus zero tem a forma

—czm]___[(l——;) com Z!

Uma fungéo de genus 1 tem uma das seguintes formas:

(a) k=0egenus f=1

(1——) comz <+oo,0'750.

ay

flz) = ¢2™o0r

||::]8

(b) k=1egenus f=0



ii[( - _"‘)("“" Com z

(c) k=1legenus f =1

J(z)=cz™e> ] (1 — i)(:fn com
a

n

)
—— < +00.
v | an 2

18.9 EXEMPLO: f(z) = senwz tem Z como conjunto de seus zeros. Como

i

E—*‘—kooe Z—<+oo

neZ nEZ

podemos, pelo resultado acima, obter uma representaczo da forma

-

senmz = ze9*) I (1 - :—)cﬁ

nex €y
nho

Vamos determinar ¢(z). Temos

4 (sennz T
(senmz) _ MCOSTE _ reotgnz.
SENTZ senTz
Sendo
) ( )
ngl
temos
W) 1 .
h(z) -1-9(2)"1";?‘(_‘_”. +‘n)
nFEo
IJOgO

weolgmz — -l- Z (

Vimos que




Integragiao do lado esquerdo de (ii) fornecc —meolg 7z Cada {ermo do lado direito € a

. 1 1
derivada dc -—( + —) A série Z convcrgo uniformement e
z—n m n("—'n) ~ n(z —n)
ngZ

sobre cada compacto & se tirarmos os termos em que z € K N Z (compare com a série

1 .
—). Assim temos
n?

1
meolgnz = -|— z)+ ( )+k 1%
g 4 ; z—n n (i7)
nelZ
ou
TColgnz
T n0
fungao impar nEN
funcao impar

Logo k = 0 e comparando (i) com (iii} temos que g¢'(z) = 0, g{z) constante. Como

senTz
lim = 7 devemos ter ¢¢ = 7. Logo
z—H) =
ZN =
SENTT = T2 H 1——Jen
ngld n
neZ
ou

22
SENTzZ = T2 H (1 — —;)

nEdv n

que € a representacio de senwz como produio infinito. E claro que senwz tem genus 1.

I EXERCICIOS RESOLVIDOS

L {a,}=, é uma seqiiéncia de nimeros complexos tal que | a, [< 1 ) £ 0,6, # a,
— & convergente no disco
12— T

Sem;éneZl—[anH(—i—oo Provequel—lz_{1

unitario e representa uma fungdo analitica nesse dl‘iCO Tal fungdo ¢ igual a zero sd
se 2z — an,m € IN, e limitada em valor absoluto por 1.

. — =1
SOLUGAO. Seja ——" =1 — (o n ) Jogo
z -, z -,
an — @;° 1—an |
un(z) = e | ua(z) | T | (1)



1 1

Sc 0 < r < 1ez € B{0)temos Ep < ; T Logo a relagao (i) fi-
Gz _
, 1_ laﬂ l2 o0 [=] 2
card | un(2) |< . ¢ 3 ualz) < —~—Z | an |*] < oo. Portanto
-r n=1 =1

oo

1111 + ua(z)] representa uma funcio #'{z) analitica cm B;(0). Se z # «, entio to-
n=1

dos seus fatores sao diferentes de zero e portanto F(z) # 0. Além disso | Fi(z) [« 1
an Z— Gy
:| Qn l ]

em B{0) resulta de < an < 1.

n

4

Tt

2. Prove que H (1 + ) */" & convergente em todo o plano e seu limite é uma funcao
n=1

inteira.

SOLUCAO. Se | z |< 1 temos

2 (%_1)+ +z“(;1]—1—(T_1—]5;)+|

Como |2 I"<|z |* Vn e IV\ {1}, obtemos

(1 - =) 1=

201 1 = (n—1)
_ z < 2 " 1=z 2 = 2
(=2 =11l P |- gl =l 2 P =
Assim mostramos que:
(=)= 1]l se [z]<1. ()
. z R L. z
Se z € Bgr(0), entdo, para n > R, temos [—| £ — « 1 e substituindo z por —— em
z 2 ;%2 " =2 R‘Z n
(i), temos (1 + ) ~2/n 1‘ <= (V2 e Brl0). Como 3 < e,
n n=] n

tem-se que y Kl + i) e — 1] converge uniforme e absolutamente em cada B,(0)
n=1

com p < R. Sua soma f{z) é uma funcao analitica em Bg(0}. Como R é arbitrério
o0

z .
temos f analitica em @'. Logo [] (1 + —) ¢ */" é convergente em todo o plano e
n
n=1
seu limite € uma. funcao inteira.

3. Prove que:
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Z x Z o z Z I
1=-2 _ = I - . = .—;ng2‘ - )
z( w) (] zﬁ)(““?r) ('1 (2;:-1)«)(1 2«&)(”%) ¢ ren z

SOLUGCAO. Seja

== 2)(=5) 0 2) - (- @) (-3 0 )

Podemos escrever P, na forma

Pk . cz}‘f( ]—2+1-]—...._.“—_1—2—{k-+%)z(] o E)ez,’:‘-’ o (1 _ 2_;7_) ez}‘?kﬂ' (1 + é)e*zl’kr,

T

. . - & .
pois o produto cujos fatores sao (1 - k_) ¢*/*" ¢ absolutamente convergente (ver
w .

exercicio (i)). A ordem de seus fatores pode ser alterada. Além disso sabemos que
1 1 1

3092:1—§+§—4—+g+"'. Assim J}Lrglopk( )__crng

z4+n

. Seja hy(z) = (z!+ D--(z4n)
nlexp(z log n)

todo o plano e que seu limite 2(z) representa uma funcio inteira igual a zero sé se

z=0,-1,-2,-3, .

SE€nN Z.

. Mostre essa seqliéncia (h,)22, é convergente em

- = z
SOLUCAO. Pelo exercicio anterior (2) sabemos que H(l + I) e *'* ¢ con-
k=1
vergente em todo o plano exceto nos pontos z = 0,-1,-2,—3,---. Portanto

Z N . P
zH (1 + —) e~** também é convergente em todo o plano, exceto nos pontos

z=0,-1,-2,-3,---. Como h,{z) = z(l—}-z)(l—f—i) (1—}— ) =2 log 6 produto

falz) = zH (H— A) * pode ser relacionado com A, (z) do seguinte modo: h.(z) =

cFatht+i-log m) f () Logo temos h(z) = Jim b (2) = fﬂl__[ (H‘ ) ¥, onde

1
¥ = i = Jim (145 = log ).
. Sc f e g sao funcoes inteiras tais que | f(z) [<] g(2) | para todo z € (', entéao existe
A€ @ tal que [ = Ag.
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—

(%
(z

= A = constante

SOLUCAO. (i) Se g(z} # 0 para todo z € (', entao tem-sc inteira ¢

(2) I(z)
g(2) g(z)
e f(z) = Aglz).

L

=

< 1 para todo z € €. Pelo teorema de Lioville temos

(i1) Se z; é um zero de g(z) de multiplicidade ey, entao | f(z3) |<| g(z1) |= 0

e f(z1) = 0. Assim z; é um zero de f(z} de multiplicidade f;. Portanto f(z)

e ¢(z) podem ser escritos na forma f(z) = (z — z)P¢(2),{21) # 0 e g(z) =

(z—2z1)*19)(2), (=) # 0. E claro que f > ai, pois se B < oy terfamos oy — B > 0

el() || 2— 21 1P <22 | b(2) | ou | p(2) |<] 2 — 21 |27 p(2) |. 1sto daria
z

9(z)

I < 1 para todo z € &'. Pelo teorema de

©(21) = 0, 0 que contradiria ¢(z1) # 0. Neste caso temos também que ¢ uma

f(z)
g{z)

funcao inteira e satisfaz a condigao
Lioville temos f(z) = Ag(z).

. Sejam f(z) e g(2) sdo duas funcoes inteiras tais que [f{2)]* + [¢(z)]* = 1, para todo
z € (. Existe uma fun¢do inteira h(z) tal que: f(z) = cos[h(z)] e g(z) = senlh(2)]?

SOLUCAO. De [f(z)* + [g(z)]* = 1 temos (f(2) + ig(z))([(z) — i9(2)) = 1.
Como f(z) +1ig(z) # 0 para todo z € €, existe uma funcao inteira h(z) tal que

f(2)+ig(z) = ™3, Desta equacio obtemos f(z)—ig(z) = ¢ ***). Resolvendo estas
h() | =ih() cihl(®) _ o—ih(2)
duas equagdes temos f(z) = ————— = cos h(z) e g(z) = —F—F——— =

2 2
sen h{z).

oo 2
’, " 2
. Ache a féormula sen 7z =7 zH (1 — —)
- n?

SOLUCJAO Se f( ) = sen 7z, entdo f(z) = 0 implica z = k,k € Z. Como

Zﬁ < 4ooe z— = +o0, temos que f(z) é da forma seguinte:
k=1

flz) = 2507 ﬁ (1 _ %)ezﬂ-

k== o=

k#£0

ou equivalente
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f'(z)

Derivando (i) e fazendo temos:
I(z)
Jz) 1 o2z g
) = +g'(2) + ;kz — =7 colg 7z. (27)

1 & 2z

Também sabemos que wcotg 72 — — = Z
z
k=1

Colocando esta relagao em (ii)

BT
obtemos ¢'(z) = 0 e g{z) = ¢ para todo z € . De (i) temos rlim 22

” ’ zesl) =
z
hme H (1 n —) e =e = et Logo f(z) = Wz;]] (1 - _k_z)
=1
. Ache as férmulas:
22
sen hrz == (1 )
(i) Tz = an:[ + —
/2 o0 22
et el 142
{ii) € ze };[} + T2
1 e (a — b)%2?
az bz __
(iil) e** - €”* = z(a — B)ea:p[E(a + b)z]g [1 + W}
. &7 — =Tz
SOLUCAO. (i) sen hrz = — Como sen hn: = —i sen [r{iz)} pelo
oo 2,2 oo 2
exercicio anterior temos sen[r(iz)] = [] (1 - %) e sen hrz = wz[] (1 + E—i)
n=1 L n=1 n
.. . . Ezi )
(i1) Pelo exercicio anterior temos senz = ———— = zH ( - ) ee¥ — 1=
7ent
o0 2 .
€Zi2'££1_‘[ [] _Z ] Nesta tltima relagdo fazemos z = —, e obtemos ¢* — 1 =
win? 2

n=1

zf2
“e H( 41r n"’)

(iii) Pela parte (i) fazemos 2 =

(a —b)
27

z € obtemos
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Fazendo operagoes temos:

ar by {atbiz o (G - 5)22’2
€ - —(a-—b)zc 2 7:11;‘[1[14'—4;2”7]
II. EXERCICIOS PROPOSTOS
o < niz—1,
f. Mostre que o produto infinito B(z) = [] P ¢ absolutamente convergente para
n=1 n-z

Re(z) 2 0,z #0.

2

o AW i
. Prove que kH1 (1 + scnﬁ) é uma fungao inteira.

a 1 F4 z
. Prove que H (1 + —,_,cotg—) ¢ analitica exceto nos polos de cofg—.
P k k L

converge.

14l
2

. Prove que H (1 + i) diverge mas H
k=1 k k=1

(8] [
. Os produtos HPﬂ e J] g convergem. Analise a convergéncia

n=1 n=1

i3

(i) (Pn+‘?ﬂ)s

n=1

(i)

|

(Pn - Qn)a

1l
o

ki3

(i)

o b

Pﬂﬁ'n;

n=]1

i 2

n=1 qn

1

1—z

6. Mostre que no interior de 5;(0) : ]:[(1 —f-_zQ") =
n=]

. Mostre que o produto [] [l +

n=1
1

5 € converge absolutamente no semiplano Re(z) > 1.

G

=

](nz = ¢ ), converge no semiplano Re(z) >
n®
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Ache uma fungao inteira J7 tal que J'(n) = (n — 1)! para todo intciro positive.

Verifique se as seguintes seqliéncias tém genus finilo e, sendo possivel, determine-os.
(}] _]113_2121' .

(i) {log(n + 1)}.

(ii1) {E] i"}, onde [X] denola o maior inteiro n < .

(%) {(~1)" V).

(v) 1;2,2:3,3;4,4,4,,4;5---.

Determine o produto de Weiersirass para as seqiéncias do exercicios {2).

Ache os produtos.

0T (1+5)

(ii) E(l - -;)

i 1 1
Mostre que ][ (1 - ) =—(e"— ¢ ).
n=2

ni 81

sen wZ e z — z°
Verifique a formula ——— =[] (1 + )

mz(l —z) 5 n + n?
Prove que cos% — scnﬂf =(1-2) (1 + g) (l - gz)
Use a f6rmula [T'(2)]7! = ze™ [] (1 + %) ¢#/" | para mostrar que I'(z)I'(1 — z) =
- n=}
sen Tz
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§ 19. TEOREMA DA APLICACAO DE RIEMANN

Seja f uma funcdo analitica de um aberto A C @' em ¢'. Vimos anteriormenie que
se f {or ndo constante ela leva abertos de A em abertos de @ (isto é: é uma aplicacio
aberta}. Vimos Também que se f'(a) # 0 para um certo ¢ € A entao é possivel achar
uma vizinhanga aberta V de @ de modo que f/V € injelora e f'(z} # 0 para cada z € V.,
Consequeniemente sua inversa € analitica em W = f{V) e tem derivada ndo nula em
cada ponto w de W. Nio é dificil encontrar exemplos de fungoes analiticas de um aberto
A C @ em um aberto B C (' cuja derivada nunca se anula em A e que nao € um ho-
meomorfismo entre A e B. Por outro lado se A C @' e B C ¢ sdo abertos homeomorfos
por uma aplicagao analitica ¢ em A entdo necessariamente g=! é analiiica em B com
¢'(z) # 0 para cada z € A e (g7 (w) # 0 para todo w € B. Neste caso diz-se que A
e B sao conformemente equivalentes. Uma aplicagéo analitica em A e com derivada nao
nula é tradicionalmente chamada de aplicacdo conforme e tem a propriedade interessante
de preservar os angulos entre caminhos regulares em A {isto é: se v; e ¥, 530 caminhos
regulares em A passando por @ € A, entio as retas tangentes a y; e 92 no ponto a e as
retas tangentes a f oy e f o, no ponto f{a) tém angulos com a mesma onentacao e
magnitude). O famoso Teorema da Aplicacdo de Riemann garante que qualquer aberto
simplesmente conexo de @', que nio seja @, é conformemente equivalente ao disco aberto
unitario com centro O de (". Consequentemente abertos simplesmente conexos em (,
diferentes de d’, sao sempre conformente equivalentes. E facil ver que o plano tem que ser
excluido pois se fosse conformemente equivalente ao disco aberto unitario, existiria uma
fungao inteira nao constante limitada, o que contraria o Teorema de Liouville. Todavia
néo € dificil mostrar que @' e o disco unitario aberto séo homeomorfos.

18.1 TEOREMA: Se A # (' for um aberto simplesmente conexo e zp € A entdo existe
f+ A — B(0) bijetora analitica tal que f(zp) = 0, f'(20) > 0. Além disso, f com essas
propriedades € iinica.

DEMONSTRACAO: Sejam [ e g duas aplicacbes satisfazendo & tese. Entao:
h=gof~': By(0) — By(0)

é tal que A(0) = 0, h analitica, bijetora e | h(z) |< 1 para cada z € B;(0). Pelo
lema de Schwarz tem-se | A(z) |<| z | para todo z € Bi(0). Seja A" a inversa de
h que é analitica, bijetora, A1 (0) = 0 e | A7t} |< 1 para todo { € B;(0). No-
vamente pelo lema de Schwarz tem-se | A7(¢) |<| ¢ | para cada ¢t € By(0). Daf
Pz = B (R(2)) ] R(z) |€| 2 [ e | h(z) |=] z | para cada z € B;(0). Logo h{z) = ez,
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onde | ¢ |=1,e = K(0) = ¢'(f710)) - (/7)'(0) = ¢'{20) - f’(lzg') > 0. Porlanto c =1 ¢

h{z) = z para todo z € B(0). Como k(z) = (go f7')(z) = z, tem-se g(z) = f(z) para
cada z € B:(0).

Para demonstrar o resullado vamos chamar F = {g;¢ € analitica de A em (',

9(z0) = 0,¢'(20) > 0 e | g=) |< 1 (¥z € A)}.

Mostiraremos:

L) F#¢

(2) sggg’(zg) =p < 4oo e p=gylz) para algum gg € F.
9

(3) go € a f mencionada no enunciado.

(1} Sejaa & A,a € 0. Como A é simplesmente conexo podemos achar (G(2) analitica
em A tal que e%®) = 2 — g para lodo z € A. Isto segue do seguinte resultado mais
geral:

“Se g(z} # 0 para todo z € A € g € analilica, entdo existc G{z) anclitica em A tal
gue €9G) = g(2) pare cada z € A”.
g'(z)
9(z)

mitiva analitica F(z) em A. Logo F'(z) =

De fato: ¢ analitica em A. Como A € simplesmente conexo existe uma pri-

')
9(2)
tem derivada nula em A. Assim e ¥t g(z) = k para cada z € A,k uma cons-
tante. Tomando ao € (' tal que ¢® = g(z,) segue que eFE-Flateo = g(3) e
G(z) = F(z) — F(z) + «g é a fun¢ao procurada.

para todo z € A e daf e F)g(2)

Tomando entdo G(z) tal que %) = z — a temos a notagao {n(z — a) = G(z)

justificada e podemos escrever h(z) = e36() = g¥inlz—a) —; (z — a)% que ¢ analitica

em A. Como h é aberta, temos h(A) O B,(h(zo)) para algum p > 0. Além disso
1 1

h" = ,J_G(‘z}-—(;Jr z h‘f = |zZn—a 12, .

(z) = 295G (z) e B(20) = (20— a)' ™ 5 Go—a) |

nao pode assumir valores o € —a ao mesmo tempo. Dai, diminuindo p se necessario,

podemos escrever B,(h(z0)) N B,{—h(z)) = ¢ e 2 | h(z0) |> p. Defina

# 0. Note que k é injetora ¢
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)= p 1 W(=)| hzo) hi(z2) = h(z)

| . | h(zo) |2 h'(zﬂ) h(z) + }:(_Zu).

R {(zy
Entao gy(z0) = 0, g4(z0) = g%—;%-—-% > 0 e | go(z) |< 1 para todo z € A. Note que

| A(2) + h{z0) |= dist(h(z), —h(z0)) 2 p e entado

90(2

] 2

h(Z(}) R{z) + h(z0)| —

| go(2) |

&f"b

Logo go € F como se afirma em (1).
Para demonstrar (2) vamos usar:

19.2 LEMA (Teorema de Hurwitz): Seja A aberto conexo e seja (f,)%, uma
seqiiéncia de funcoes analiticas tais que fo,(z) # 0 para todo z € A e cada n € IV.
Se (f=)22, convergir a f uniformemente sobre cada compacto de A, entao ou f é
identicamente nula em A, ou f(z) # 0 para qualquer z € 4.

DEMONSTRACAO DO LEMA: Seja [ nao identicamente nula em A. Como

os zeros de f sdo isolados, fixado zg € A, € possivel achar r > 0 tal que f(z) # 0

para todo z € S;(z0) e B,{z0) C A. Sabemos que (f.)=, também converge a [’
t s oo

sobre cada compacto de A. Logo (J—) converge a f'/f uniformemente sobre
n=1

Ja
Sr(z ) Seja. c(f) = ZU—E—T‘Ciﬁgt c [0,2?’1’] Logo ( ;n[i ; c?((‘:))dz

'
falz )d4 ¢ o niimero dc zeros de f, no interior de ¢ que € igual a zero para

S o zm o fn(2)
todo n € M.

d~> converge a
n=]

03 ff )d& =0 e f nao possui zeros em B,{z). Como zy € A foi arbitrario,
i

f(z)

f nunca se anula em A.

Seja (g,)>2, C F tal gue nlglc}og;(zU) == sggg'(zg). Como F ¢ uniformemente
g

limitada em médulo por 1 sobre A, podemos usar o teorema de Moutlel e achar
(ga )22, tal que (gx, )52, converge a f (analitica em A) uniformemente sobre cada
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compacto de A. Logo (g;, )iz, converge uniformemente a f” sobre cada compacto
de A e em particular p = klirg)g;k(zo) = f'{2s) € IRy. Vamos mostrar que f € F.
Temos f(zy) = klig{] Gn, (20) = 0, fi(z0) =p > 0,f(z) = Jl:]im gulz) e gu(2) €1
para todo z € A. Logo | f(z) |€ 1 Vz € A. Para mostrar que f é injetora
fixemos z; € A e tomemos Ax(z) = gn,(2) — gn,(51) para cada z € A\ {z}. E
claro que (hg)52, converge a h uniformemente sobre cada compacto de A\ {1},
onde i(z) = f(z) ~ f(21) para todo 2 € A\ {z1}. Cada A nunca se anula em
AN {=1},f(z) # f{z) para todo z € A,z # 21. Assim f é injetorae f € F é a
fungao gq de (2).

(3) Basta mostrar que f(A) = By(0). Se existisse wy € B1(0) tal que f{z) # wo para
cada z € A, entdo poderiamos definir

F(z):(%)m  (V:e A).

Fazendo contas terfamos | F(z) |< 1 para cada = € A. Sendo H(z) =

| F'(20) | F(2) — Flz0) | #'(20) |
. = tem-se | H{z) |< 1,H{z) =0e H' (%) = ————— =
Fileo) 1= Fla)Fle) o1 B IS Tl =00 8] = 57,
1+‘IUO S
p>p.
2y/| wo |
Logo H € F é tal que H'(z) > p o que iria contrariar p = supg’(zo). u

geF

1. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verificar se cada afirmacao ¢ falsa ou verdadeira:

(1) Se G é simplesmente conexo ¢ [ é uma funcao inteira e analitica em G, entao
f(G) ¢ simplesmente conexo.

(1) Para alguma funcao analitica transcendental inteira f({") = 4.

(iii)Para alguma fungao analitica injetora f(d') C €' e f(d") # €.

163



SOLUCAO. (i) Falso. Tome f(z} = ¢ e G = (". Temos f{€} = €'\ {0}, e 0°\ {0}

néo € simplesmente conexo.

. N , - @
(ii) Tome f(z) = cos z = ———— que ¢ analitica transcendental inteira. Sendo

2
i
a#£0eb=ax+va?>~1#0tcmos b+ b= 2a¢ Portanto se 8 € [0,27) ¢ tal que
1
b=|b|c?, temos e—# 149 = p e cos(—i({n | b| +6)) = a. Se a = 0 basta ver que

cos— =a = [}.

(ii1) Falsa. Pelos dados sabemos que f(') = G # @' é simplesmente conexo e aberto.
Por 19.1 existe ¢ : G — By(0) bijetora analitica. Tome h = go [ : 4 — B,(0)
é claro que h é inteira e limitada. Pelo teorema de Liouville temos 2 constante, o
qual é impossivel.

. Seja {fa(z)}2, uma seqiiéncia de func¢des analilicas injetoras num aberto conexo
(G e uniformemente convergente a f(z) sobre G. Se f(z) # constante mostre que [
¢ injetora em G.

SOLUCAO. E claro que f(z) é analitica em (7, vamos supor que, f(2;) = f(22) =
a,z; # z9. Entao para a funcéo {f{(z) —a) = nli_{lol‘j(fn(z) — a) tem-se ao menos dois
zeros, z; € z; em (G. Entao as fungdes f.(z) — a para n > N tem que ter cada
uma delas a0 menos um zero em qualquer vizinhanga do ponto z;, € em qualquer
vizinhanga do ponto 2,. Logo podemos tomar vizinhancas disjuntas. Dai para
n > N as fungoes fo(z) — « tomam o valor zero em ao menos dois pontos distintos
de G, o qual contradiz a injetividade da funcao f.{z).

. Seja A C (' aberto conexo tal que cada f analitica em A possue uma primitiva.
Mostre que A é simplesmente conexo. {Sugestao: examine a demonstracio do teo-
rema da aplicagao de Riemann).

SOLUC}AO. Se A = (' nao temos nada que provar. Seja A C (', entado existe
a € @'\ A e tomemos a fungio f(z)} = 2 —a. Temos f analiticaem Ae f(z) # 0 para -

# 0, para todo z € A.

lodo z € A. Além disso — ¢ analilicaem A e

f f(z) ” z-a

Portanto existe h(z) analitica em A tal que h(z) = e3n(=72) Desta relagio temos
]f

h(A) D B,(h{z0)) para algum p > 0 e 20 € A. Definamos g(z) = g :}:(4(;‘;1%—
A =0

h{zo) h{z) — h(20)
R'(z0) h(2) + R(z0)

Temos | g(z) |< 1 para todo z € A e g: A — By(0) é um
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homeomorfismo. Como B;(0) ¢ simplesmente conexo, A é simplesmente conexo.

4. Seja G simplesmentie conexo cuja fronteira possue ao menos dois pontos. Se ¢ € G,
mosire que existe uma aplicacio @ : G — B.(0) com ¢{G) = B,(0),¢ injetora tal
que p(a) =0e | ¢'(a} |= 1.

SOLUGAO. Seja uma fungio ¢ : G — Bi(0) tal que $(G) = Bi(0), com ¢

injetora € ¥{a) = 0. Todas as fun¢bes que tem esta propriedade sdo da forma

: €"*1p(2) 1
¢**¥(z). Definamos ¢(z) = e =7, Temos p{a) =0 ¢ | ¢'(a) |= 1.
(2 @)= prde s )=0e|¢(a)]
Além disso 2y < =r.
| ) |< 1%5:(&) |
5. (i) Achar uma fungio analitica injetora que aplica {z :| z {< 1, Re(z) > 0} sobre

B;(0). '

(1) Achar uma fungao analitica injetora que aplica {z = z+y : y > 0} sobre B (0).
z+ b

Sugestdo: Use as funcoes f(z) = ozt
cz+d

SOLUGAO.

. 141z

1) f(Z) - 1 —iz

. z—1

1) f(z) = —7

II. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja f analitica em G = {z : Re(z) > 0}, injetora com Re(f(z)) > 0 para todo 2
em (G, e f{a) = @ para algum numero ¢, Mostre que | f'(a) {< 1.

2. Seja (G uma regiao simplesmente conexa que néo € todo plano e suponha quez € G
quando z € (G. Seja ¢ € G e suponha que f : G — D = {2z :| z |< 1} é funcao
injetora analitica com f(a) = 0,f'(a) > 0 e f(G) = D. Seja Gy = {z € G :
Im(z) > 0}. Mostre que f((G} ) deve estar contida inteiramente acima ou abaixo do
eixo real.
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3. Sejam () e (G5 regides simplesmente conexas, nenhuma delas igual a @', Seja f
uma aplicacao analitica injetora de Gy sobre (3. Tome « € 7 e a = f(a). Prove
que para qualquer aplicacao analitica & de (G; sobre G com h(a) = a segue que
| B'(a) |<| f'(a) |- Supondo A nao injelora o que se pode dizer?.

4. Seja G uma regiao simplesmente conexa GG # @', Seja A = {¢ :| ¢ |< 1} e suponha
que f é uma aplicagao analitica injetora de G sobre A, com f(a) =0e f'(a) > 0
para algum a em G. Seja g qualquer outra funcado analilica injetora de G sobre A.
Expresse ¢ em termos de f.

5. Mostre que nao existe uma fungao analitica injetora que aplica G = {z : 0 <| z |< 1}
sobre o anel 1 = {2 :r <| z |< R} onde r > 0.
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