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Um Texto de Geometria Hiperbdlica

Autor: INEDIO ARCARI
Orientador: Prof. Dr. EDSON AGUSTINI

Resumo

A presente dissertacao é um texto introdutério de Geometria Hiperbdlica com alguns resultados e co-
mentéarios de Geometria Eliptica. Nossa intencao foi compilar um material que possa ser utilizado em
cursos introdutérios de Geometria Hiperbdlica tanto em nivel de licenciatura quanto de bacharelado. Para
tornar o texto mais acessivel, notas histéricas sobre a bela pagina do desenvolvimento das Geometrias
Nao Euclidianas foram introduzidas logo no primeiro capitulo. Procuramos ilustrar fartamente o texto
com figuras dentre as quais varias que foram baseadas no Modelo Euclidiano do Disco de Poincaré para a
Geometria Hiperbdlica. Atualmente, o estudo de Geometria Hiperbdlica tem sido bastante facilitado pelo
uso de softwares de geometria dinamica, como o Cabri-Géometre, GeoGebra e NonEuclid, sendo esses
dois ultimos softwares livres.

Palavras-chave: Geometria Hiperbdlica; Trigonometria Hiperbdlica; Horocirculo; Curva Eqiiidistante.
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A Text of Hyperbolic Geometry

Author: INEDIO ARCARI
Adviser: Prof. Dr. EDSON AGUSTINI

Abstract

The present work is an introductory text of Hyperbolic Geometry with some results and comments of
Elliptic Geometry. Our aim in this work were to compile a material that can be used as introduction
to Hyperbolic Geometry in undergraduated courses. In the first chapter we introduced historical notes
about the beautiful development of the Non Euclid Geometries in order to turn the text more interesting
and accesible. We illustrated the text with many figures which were done on the Euclidean Model of the
Poincaré s Disk for the Hyperbolic Geometry. In this way, the study of Hyperbolic Geometry has been
softened by the use of softwares of dynamic geometry, like Cabri-Geométre and the freeware softwares
GeoGebra and NonEuclid.

Key-words: Hyperbolic Geometry; Hyperbolic Trigonometry; Horocycle; Equidistant Curve.



Sumario

Dedicatéria

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de Figuras

Introducgao

1

2

Notas Historicas

Axiomas da Geometria Euclidiana Plana
2.1 Axiomdtica de Euclides . . . . . . . . ...
2.2 Axiomatica de Hilbert . . . . . . . . . .

O Quinto Postulado de Euclides

3.1 Quatro Proposigoes Importantes . . . . . . . . . . ...
3.2 Equivalentes do 5° Postulado de Euclides . . . . . . . ... ... ... ... ........
3.3 Outras Proposi¢oes Equivalentes ao Quinto Postulado de Euclides . . . . . ... ... ..

Precursores das Geometrias Nao Euclidianas

Alguns Modelos para as Geometrias Eliptica e Hiperbdlica

5.1 Modelos . . . . . . e e e
5.2 Modelo do Disco de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica . . . . . . ... ... ... ..
5.3 Modelo do Semiplano de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica . . . ... ... ... ..
5.4 Modelo de Klein para a Geometria Hiperbdlica . . . . . . .. ... ... .. .. ... ...
5.5 Modelo da Pseudo-esfera de Beltrami para a Geometria Hiperbdlica . . . . . .. ... ..
5.6 Modelo de Klein para a Geometria Eliptica . . . . . . . .. ... ... L.
5.7 Modelo Duplo da Esfera para a Geometria Eliptica . . . . . . ... ... .. ... .....

Geometria Hiperbdlica

6.1 Paralelismo na Geometria Hiperbdlica . . . . . .. .. .. .. . o 0L
6.2 Propriedades Elementares das Paralelas . . . . . . .. . ... ... ... ..........
6.3 Pontos Ideais . . . . . . . ..
6.4 Triangulos Generalizados . . . . . . . . ...
6.5 Propriedades de Triangulos Generalizados . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
6.6 Congruéncia em triangulos generalizados . . . . . . . . . . . ... ... L.
6.7 O Angulo de Paralelismo . . . . . . . .. L

XV

vii

ix

xi

xiii

xvii

15
15
16

19
19
22
31

33

41
41
42
43
44
44
45
46



xvi

6.8 Extensao da Funcao Angulo de Paralelismo . . . .. ... ... ... ... ...,
6.9 Quadrilateros Especiais . . . . . . . . . ... e
6.10 A Soma dos Angulos Internos de Triangulos e Poligonos . . . . . . .. ... ... ... ...
6.11 O Caso de Congruéncia AAA . . . . . . . .
6.12 Variagao da Distancia entre Duas Retas . . . . . . .. .. .. ... .. .. .. ...
6.13 Construcao Geométrica de Uma Reta Paralela a Uma Reta Dada . . . . . . ... ... ..
6.14 Horocirculos e Curvas Equidistantes . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
6.15 ATEAS . o o

7 A Trigonometria Hiperbdlica
7.1 Arcos Concéntricos de Horocirculos . . . . . . . . . . . .. L
7.2 Unidade de Comprimento para a Geometria Hiperbdlica . . . . . . .. .. ... ... ...
7.3 Sistema de Coordenadas na Geometria Hiperbdlica . . . . . . . .. ... ... ... ....
7.4 Trigonometria Hiperbélica em Tridngulos Retangulos . . . . . . .. .. .. ... ... ...
7.5 Teorema de Pitagoras Hiperbdlico . . . . . . . . . . .. ... ... ..
7.6 Trigonometria Hiperbdlica em Tridngulos Quaisquer . . . . . . . .. .. .. ... .....
7.7 Trigonometria Hiperbdlica e Fungao Angulo de Paralelismo . . . . ... ... ... ....

8 Comparagao Entre as Trigonometrias Hiperbdlica e Euclidiana
Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

97

97
101
103
108
110
110
113

121

125

127



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17
3.18

Euclides de Alexandria. . . . . . . . . . 3
Claudius Ptolomeu. . . . . . . . . . . . o 4
Proclus Diadochus. . . . . . . . . . e e e e e e 4
Nasiredin. . . . . . . o e e e e e e e e e 5
John Wallis. . . . . . . e e e 5
Pdgina da obra de Saccheri. . . . . . . ... 6
Johann Heinrich Lambert. . . . . . . . . . . . e e e 7
Adrien Marie Legendre. . . . . . . . . . 7
Johann Carl Friedrich Gauss. . . . . . . . . . 0 o v i i i it e e e e 8
Janos Bolyai. . . . . . . . e e e 8
Nikolai Ivanovich Lobachewsky. . . . . . . . . . . . . . . e 9
Georg Friedrich Bernhard Riemann. . . . . . . . . . e 10
Eugenio Beltrami. . . . . . . . . 11
Feliz Christian Klein. . . . . . . . . . . 0 e 11
Jules Henri Poincaré. . . . . . . . . . . 0 o e e e e e 12
David Hilbert. . . . . . . . . e e e e e e e e 12
O 5° Postulado de Fuclides: duas retas cortadas por uma terceira. . . . . . . . . . . ... 16
Apoio para a demonstracao do Teorema do Angulo Externo. . . . . ... ... 19
O Teorema do /ingulo Externo nao € vdlido para triangulos esféricos. . . . . . . . . .. .. 20
Proposicdo 27 de Fuclides: angulos correspondentes congruentes implica em paralelismo. . 20
Apoio para a demonstracao da Proposicdo 27 de Euclides. . . . . . . . .. . ... .. ... 20
Prop. 28 de Fuclides: soma de colaterais internos igual a dois retos implica em paralelismo. 21
Proposicao 29 de Fuclides: paralelismo implica em angulos correspondentes congruentes. . 21
A Proposi¢ao 28 de Fuclides € a reciproca de seu 5° Postulado. . . . . . . . . . ... ... 21
Apoio para a demonstracao da equivaléncia entre o Azioma de Playfair e o 5° Postulado. — 22
Apoio para a demonstracao da equivaléncia entre o Azioma de Playfair e o 5° Postulado. 22
Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Azioma de Playfair e o 5° Postulado. 22
Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Azioma de Playfair e o 5° Postulado. 23
Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre a soma dos angulos de um triangulo ser

dois retos e 0 5° Postulado. . . . . . . . . . e e e 23
Apoio para a demonstracdo da Equivaléncia entre a soma dos angulos de um tridngulo ser

dois retos e 0 5° Postulado. . . . . . . . .. 23
Um angulo externo de um triangulo € igual a soma dos angulos internos que ndo lhe sao

AAJACENTES. . . . o o e e e e e e e e e e e 24
Dados uma reta e um ponto fora dela, pode-se construir uma reta passando pelo ponto tal

que o angulo formado pelas retas seja tdo pequeno quanto se queira. . . . . . . . . . . .. 24
Triangulo retangulo isésceles. . . . . . . . . . e e e e 24
Processo construtivo de triangulos isosceles. . . . . . . . . . ... .o oo 25
Seqiiéncia de triangulos isosceles obtidos por processo comstrutivo. . . . . . . . . . . .. .. 25

xvii



xviil

3.19

3.20

3.21

3.22
3.23
3.24
3.25
3.26

3.27

3.28

3.29

3.30

3.31

3.32
3.33

3.34

4.1
4.2
4.3
44
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14

5.1

5.2

5.3
5.4
5.5
5.6

Apoio para a demonstragdo da equivaléncia entre a soma dos angulos de um tridngulo ser

dois retos € 0 5° Postulado. . . . . . . . . e 25
Azioma de Pasch: toda reta que entra em um triangulo por um lado deve cortar um outro

lado desse triangulo. . . . . . . . . e 26
Apoio para a demonstragao de equivaléncia entre a existéncia de tridngulos semelhantes e

nao congruentes e o 5° Postulado. . . . . . . ..o oL 27
Apoio para a demonstracdo da “Primeira Proposicao de Legendre”. . . . . . . . . . .. .. 27
Apoio para a demonstracao da “Sequnda Proposi¢do de Legendre”. . . . . . . . . .. ... 28
Apoio para a demonstracdo da “Segunda Proposicdo de Legendre”. . . . . . . . .. .. .. 28
Apoio para a demonstracdo da “Segunda Proposicdo de Legendre”. . . . . . . . .. .. .. 29
Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e

nao congruentes e o 5° Postulado. . . . . . . . . .. L L 29
Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e

nao congruentes e o 5° Postulado. . . . . . . ..o L L 29
Apoio para a demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°

Postulado. . . . . . . . . e e e 30
Apoio para a demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°

Postulado. . . . . . . . e e e e e 30
Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°

Postulado. . . . . . . . e e e e 30
Mais equivalentes ao 5° Postulado: mesma soma de colaterais internos implica na unici-

dade da reta paralela. . . . . . . . . .. e e e 31
Mais um equivalente ao 5° Postulado: a existéncia de retangulos. . . . . . . . . .. . ... 31
Mais equivalentes ao 5° Postulado: retas paralelas implicam em mesma soma de angulos

colaterais INternos. . . . . . . . . o e e e e e e e e e 32
Mais equivalentes ao 5° Postulado: desigualdades envolvendo a distancia de pontos de uma

reta @ outra Teta. . . . . . . ..o e e e 32
Apoio para a tentativa de demonstracao do 5° Postulado por Ptolomew. . . . . . . .. .. 33
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Proclus. . . . . . ... ... 34
Apoio para a tentativa de demonstragdo do 5° Postulado por Proclus. . . . . . ... ... 34
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Proclus. . . . . . .. .. .. 34
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Nasiredin. . . . . . . .. .. 35
Apoio para a tentativa de demonstragcdo do 5° Postulado por Nasiredin. . . . . . . . ... 35
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Wallis. . . . . . . .. .. .. 36
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Wallis. . . . . . . . . .. .. 36
Quadrildtero de Saccheri. . . . . . . . 36
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Saccheri. . . . . . .. .. .. 37
A hipdtese do angulo obtuso de Saccheri. . . . . . . . . ... L 37
A hipdtese do angulo agudo de Saccheri. . . . . . . . . ... 37
Quadrildtero de Lambert. . . . . . . . . 38
Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Legendre. . . . . . . . . . .. 38

Dados dois pontos no interior de um disco, existe apenas uma circunferéncia ortogonal ao

bordo do disco passando pelo pelos pontos dados. . . . . . . . . .. ... ... ... ... 42
Dados dois pontos no interior de um disco alinhados com seu centro, existe apenas uma

reta ortogonal ao bordo do disco passando pelo . . . . . . . ... 42
Retas hiperbdlicas no modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . . . ... ... ... .... 42
Angulo hiperbolico no modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . . .. .. ... .. ... 43
Medindo distancias no modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . . . . ... ... ... .. 43
O 5° Postulado de Fuclides nao é vdlido no modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . .. 44



5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13

6.1
6.2

6.3

6.4

6.5
6.6

6.7

6.8

6.9

6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20
6.21
6.22
6.23

6.24
6.25
6.26
6.27
6.28
6.29
6.30

6.31
6.32

Xix

Retas hiperbdlicas no modelo do semiplano de Poincaré. . . . . . . . . .. ... ... ... 44
Retas hiperbdlicas no modelo do disco de Klein para a Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . 44
Construindo o modelo da pseudo-esfera de Beltrami a partir da tratriz. . . . . . . . . . .. 45
Aplicacdo perspectiva para os Axiomas de Separacdo da Geometria Eliptica. . . . . . . . . 46
Retas no modelo do disco de Klein para a Geometria Eliptica. . . . . . . . . ... .. ... 46
Triangulo eliptico no modelo do disco de Klein. . . . . . . . . . ... .. ... ... 46
Modelo duplo da esfera para a Geometria Eliptica. . . . . . . . . . .. . .. ... ..... 47
O Axioma de Lobachewsky para a Geometria Hiperbolica. . . . . . . . . ... ... . ... 49
Apoio para a demonstracao da infinidade de paralelas a uma reta, passando por um ponto

dado: regides angulares. . . . . . .. L e 50
Apoio para a demonstracdo da infinidade de paralelas a uma reta passando, por um ponto

dado. . . . . . e e 50
Usando o Axzioma de Pasch na demonstracdo da infinidade de paralelas a uma reta, pas-

sando por um ponto dado. . . . . . . . . e e e e e e e e e 50
Regioes angulares no modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . . . . .. ... .. ... .. 51
Apoio para a demonstracao da existéncia de duas retas paralelas a uma reta, passando por

um ponto dado. . . . . ... e e e 51
Eziste uma infinidade de retas hiperparalelas a uma reta, passando por um ponto dado. . . 52
Apoio para a demonstracdo da congruéncia dos dngulos de paralelismo. . . . . . . . . . .. 52
Apoio para a demonstracdo da congruéncia dos angulos de paralelismo. . . . . . . . . . .. 53
Apoio para a demonstracao de que os angulos de paralelismo sdo agudos. . . . . . . . . .. 53
Definindo paralelismo em um determinado sentido na Geometria Hiperbolica. . . . . . . . 54
Paralelismo em um determinado sentido. . . . . . . . . . . ..o o 54
Apoio para demonstracdo: paralelismo em um determinado sentido. . . . . . . . . . .. .. 55
Propriedade simétrica de paralelismo na Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . . .. .. .. 55
Apoio para a demonstracao da propriedade simétrica do paralelismo na Geometria Hiperbdlica. 56
Propriedade transitiva de paralelismo na Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . . . . .. .. 56
Apoio para a demonstracdo da propriedade transitiva do paralelismo na Geometria Hiperbdlica. 57
Apoio para a demonstracao da propriedade transitiva do paralelismo na Geometria Hiperbdlica. 57
Pontos ideais na Geometria Hiperbolica. . . . . . . . . . . . . . . . ... .. .. 58
Triangulo generalizado com wm ponto ideal. . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 58
Triagngulo generalizado com dois pontos ideais. . . . . . . . . ... 59
Triangulo generalizado com trés pontos tdeais. . . . . . . . . . . ..o e 59
Apoio para a demonstracdo do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta

entrando pelo VETtice. . . . . . . . L e e e e e e e e e 60
Apoio para a demonstracao do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta

entrando pelo vértice. . . . . . . L Lo e 60
Apoio para a demonstragao do “Axioma de Pasch” para tridngulos generalizados: reta

entrando pelo vértice. . . . . . .. Lo 60
Apoio para a demonstracio do “Azioma de Pasch” para triangulos gemeralizados: reta

entrando pelo lado. . . . . . . . L 61
Apoio para a demonstracio do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta

entrando pelo lado. . . . . . . . .. e 61
Angulo externo em triangulos generalizados com um vértice ideal. . . . . . . . . .. . ... 62
Angulo externo em triangulos generalizados com dois vértices ideais. . . . . . . . . . . .. 62
Apoio para a demonstracao do “Teorema do Angulo Externo” para triangulos generalizados. 62

Apoio para a demonstracdo do “Teorema do /ingulo Ezterno” para triangulos generalizados. 63
Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “lado-dngulo” para triangulos genera-
lizados. . . . . . . e 64



XX

6.33
6.34
6.35
6.36
6.37
6.38
6.39
6.40
6.41
6.42
6.43
6.44

6.45
6.46

6.47

6.48

6.49

6.50

6.51

6.52

6.53

6.54

6.55

6.56

6.57

6.58

6.59

6.60
6.61

6.62
6.63

Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “angulo-angulo” para triangulos gene-
ralizadoS. . . . . e e e e e e e e 64
Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “triangulos isdsceles” para triangulos
generalizados. . . . .. ..o e e e 65
Angulo de paralelismo na Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . . . . ... ... .. .... 65
/ingulo de paralelismo no triangulo retangulo generalizado. . . . . . . . . . . .. ... ... 65
Apoio para a demonstracao de que a Fungao Angulo de Paralelismo € injetiva. . . . . . . 66
Apoio para a demonstracao de que a Funcgao Angulo de Paralelismo é sobrejetiva. . . . . . 66
Apoio para a demonstracdo de que a Func¢do Angulo de Paralelismo € sobrejetiva. . . . . . 67
FExtensao da Funcgdo Angulo de Paralelismo. . . . . . . . . .. ... ... 68
Quadrilatero de Saccheri. . . . . . . . . . 69
Apoio para a demonstragao de que o segmento que une os pontos médios do topo e da base
de um quadrildtero de Saccheri é perpendicular a esses lados. . . . . . . . . ... .. ... 69
Apoio para a demonstracao de que o topo e da base de um quadrilatero de Saccheri estao
em retas hiperparalelas. . . . . . . . . e 69
Apoio para a demonstracao de que os angulos do topo de um quadrildtero de Saccheri sao
GGUAOS. . . e e e 70
Quadrilatero de Lambert. . . . . . . . . 71
Apoio para a demonstra¢do de que o angulo desconhecido de um quadrildtero de Lambert é
GGUAOD. . . . e e 71
Apoio para demonstracdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico
com dois angulos Tetos. . . . .. Lo 71
Apoio para demonstracdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico
com dois angulos Tetos. . . . . .. Lo e 72
Apoio para demonstracdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico
com dois angulos Tetos. . . . . . .. L e 72
Apoio para a demonstracdo de Lobachewsky de que a soma dos angulos internos de um
triangulo hiperbolico é menor do que dois retos. . . . . . . . ..o 73
Apoio para a demonstracdo de Lobachewsky de que a soma dos angulos internos de um
triangulo hiperbolico € menor do que dois retos. . . . . . . . . . ... o 73
Apoio para a demonstracao de que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo
ordindrio de n lados € menor do que (M —2)7T. . . . . . . . ... . 74
Apoio para a demonstracao de que a soma dos angulos internos de um triangulo genera-
lizado com dois vértices ideais € menor do que dois retos. . . . . . . .. ... 74
Apoio para a demonstracdo de que a soma dos angulos internos de um triangulo genera-
lizado com um vértice ideal € menor do que dois retos. . . . . . . . . . ... .. ... ... 75
Apoio para a demonstracao de que a soma dos dngulos internos de um tridingulo genera-
lizado com trés vértices ideais € menor do que dois retos. . . . . . . . . . ... ... ... 75
Apoio para a demonstracdo de que a soma dos angulos internos de um poligono convexo
generalizado de n lados € menor do que (M —2)7T. . . . . . . .. 76
Apoio para a demonstragao do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
OTAINATIOS. .+« o v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 76
Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
OTAINATIOS. .« « o o o i i e e e e e e e e e e 76
Apoio para a demonstragao do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
OTAINATIOS. . o« v v v v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 77
Existe exatamente uma reta perpendicular a duas retas hiperparalelas. . . . . . . . . . .. 77
Apoio para a demonstracao de que existe exatamente uma reta perpendicular a duas retas
hiperparalelas. . . . . . .o 78
Nao existe reta perpendicular a duas retas paralelas ou concorrentes. . . . . . . . . . ... 78

Distancia de ponto a reta. . . . . . . ..o e e 78



6.64 Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacdo de distancia em retas concorrentes.
6.65 Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacdo de distancia em retas concorrentes.
6.66 Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacdo de distancia em retas paralelas. . .
6.67 Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacao de distancia em retas paralelas. . .

6.68 Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacao de distancia em retas hiperparalelas.

6.69 Construcao de paralelas no disco de Poincaré descrita em [2]. . . . . . . .. ... .. ...
6.70 Construcao exata das duas retas paralelas a uma reta dada, passando por um ponto, uti-

lizando software de geometria din@mica. . . . . . . . . . . e e e e
6.71 Pontos correspondentes em retas concorrentes, paralelas e hiperparalelas. . . . . . . . . ..
6.72 Apoio para a demonstracao da existéncia de um ponto equidistante a duas retas paralelas.
6.73 Apoio para a demonstragdo da existéncia de uma reta equidistante a duas retas paralelas.
6.74 Apoio para a demonstracdo da unicidade de pontos correspondentes em retas paralelas. . .
6.75 Apoio para a demonstracdo da unicidade de pontos correspondentes em retas paralelas. . .
6.76 Apoio para a demonstracdo da ndo colinearidade de pontos correspondentes em trés retas

paralelas. . . . .o e
6.77 Apoio para a demonstracdo da transitividade de pontos correspondentes em trés retas pa-

6.78 Pode haver colinearidade entre pontos correspondentes em trés retas hiperparalelas. . . . .
6.79 Definindo horocirculo (ou horociclo). . . . . . . . ...
6.80 Um horocirculo fica completamente determinado por um ponto ideal e um ponto ordindrio.
6.81 Um horocirculo pode ser pensado como limite de circulos hiperbdlicos. . . . . . . . . . ..
6.82 Definindo horocirculos congruentes. . . . . . . . . .o
6.83 Apoio para a demonstracdo de que quaisquer dois horocirculos sao congruentes. . . . . . .
6.84 Reta tangente a horocirculo. . . . . . . . . . . e e e
6.85 Apoio para a demonstracao de que retas tangentes a horocirculos sao perpendiculares aos

6.86 Definindo curva equidistante. . . . . . . ..o
6.87 Curva equidistante mno modelo do disco de Poincaré. . . . . . . . . . . . .. ... .....
6.88 Definindo curvas equidistantes congruentes. . . . . . . . . .. ..o e
6.89 Apoio para a demonstracdo de condi¢des de congruéncia para curvas equidistantes.

6.90 Definindo arcos e cordas de circulos, horocirculos e curvas equidistantes. . . . . . . . . ..
6.91 Definindo congruéncia de arcos em circulos, horocirculos e curvas equidistantes. . . . . . .

6.92 Apoio para a demonstragdo de condi¢ées para congruéncia de arcos em curvas equidistantes.
6.93 Apoio para a demonstracdo de condi¢ées para congruéncia de arcos em curvas equidistantes.

6.94 Apoio para a demonstracdo de condicdes para a equivaléncia de dreas entre tridngulo e
quadrildtero de Saccheri. . . . . . . . . e e
6.95 Apoio para a demonstragdo de que dois triangulos que possuem mesmo defeito possuem a
MESMG ATCO. . o« v v v v e e e e e e e e e e e e e
6.96 Apoio para a demonstracdo de que dois triangulos que possuem mesmo defeito possuem a
MESTMA ATEA. .+ v« o v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e
6.97 Relacionando defeitos em triangulo particionado. . . . . . . . . .. ...
6.98 Apoio para a demonstracdo de Gauss para a formula da drea de triangulos hiperbolicos.
6.99 Apoio para a demonstracao de Gauss para a formula da drea de triangulos hiperbdlicos.
6.100 Apoio para a demonstracdo de Gauss para a formula da drea de triangulos hiperbdlicos.

7.1 Congruéncia entre segmentos de raios de horocirculos concéntricos. . . . . . . . . . . . ..
7.2 Apoio para a demonstracdo da congruéncia entre segmentos de raios de horocirculos concén-
IPiCOS. .« o o e e e e e e

7.3  Apoio de demonstragdo: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.

7.4  Relacionando arcos congruentes em horocirculos concéntricos. . . . . . . . . . . . .. ...
7.5 Propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos. . . . . . . . . . . ...

Xx1

79
79
80
80
81
82

82
83
83
84
84
84

85

85
86
86
86
87
87
87
88

88
88
89
89
90
90
90
91
91

91

92

93
93
94
95
96

97

98
98
99



xxii

7.6
7.7

7.8
7.9
7.10
7.11

7.12
7.13
7.14
7.15
7.16
7.17
7.18

7.19
7.20
7.21
7.22

7.23
7.24

7.25
7.26
7.27

7.28
7.29
7.30
7.31
7.32
7.33
7.34
7.35
7.36

8.1
8.2
8.3

Propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos. . . . . . . . .. . ... 100
Relacionando comprimento e distancia entre arcos correspondentes de horocirculos concén-
IPICOS. .« o o v e e e e e e e e e e e e 101

Apoio para demonstracao: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.101
Apoio para demonstragdo: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concénitricos.102

Introduzindo um sistema de coordenadas no plano hiperbolico. . . . . . . . . . ... . ... 103
Nao € possivel introduzir um sistema de coordenadas andlogo ao do plano euclidiano no

plano hiperbolico. . . . . . . . L e e 103
Quadrildtero de Lambert no sistema de coordenadas do plano hiperbolico. . . . . . . . .. 104
Encontrando a equagao de um horocirculo. . . . . . . . . ... 104
Apoio para a demonstracao da equacdo de um horocirculo. . . . . . . . . ... ... .. .. 104
Relacionando comprimento de arco de horocirculo e distancia. . . . . . . . . .. ... ... 105
Apoio para a demonstracdo de propriedade de comprimento de arco de horocirculo e distancia.105
Relacionando reta hiperbdlica paralela aos eixos coordenados e arco de horocirculo. . . . . 105
Apoio para a demonstracao de propriedade de reta hiperbdlica paralela aos eixos coordenados

e arco de horocirculo. . . . . . . .. L e 106
Apoio para a demonstracdo da equacdo da reta hiperbdlica paralela aos eixos coordenados. 106
Apoio para a demonstracao de equacdo envolvendo nimeros complementares. . . . . . . . 107
Triagngulo retangulo hiperbdlico ordindrio. . . . . . . . . . . .o 108
Apoio para a demonstragao de relagoes trigonométricas hiperbdlicas em triangulos retangulos

OTAIMATIOS. .« .« v v o v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 109
Apoio para a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico. . . . . . . . . . . .. .. 110
Em um triangulo retangulo hiperbdlico com catetos medindo 3 e 4, a hipotenusa é maior

do que D. . ..o e e 111
Triangulo hiperbolico ordindrio. . . . . . . . . . . . . e e 111

Apoio para a demonstracao de relagoes trigonométricas hiperbolicas em triangulos ordindrios.111
Figura de apoio para a demonstracao de relagoes trigonométricas hiperbolicas em triangulos

OTAINATEOS. .« « v o v i i i e e e e e e e e 112
Trabalhando com a Funcao Angulo de Paralelismo em um triangulo retangulo generalizado. 113
A Lei dos Cossenos 1 da Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . . .. . ... .. .. .... 113
A Lei dos Senos da Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . .. . .. ... ... . ...... 114
Encontrando as medidas dos angulos de um triangulo retangulo ordindrio. . . . . . . . . . 115
FEncontrando a medidas de angulos e lados de um triangulo ordindrio. . . . . . . . . . .. 115
A Lei dos Cossenos 2 da Geometria Hiperbdlica. . . . . . . . . . .. . ... .. .. .... 116
FEncontrando a medidas dos lados a partir das medidas dos angulos de um triangulo ordindrio.117
Encontrando o raio de um circulo hiperbdlico inscrito em um triangulo ordindrio. . . . . . 118
Encontrando alturas de um triangulo ordindrio. . . . . . . . . . ... L. 118
FEstabelecendo a unidade de medida hiperbolica. . . . . . . . . . .. .. .. ... 121
Estabelecendo sub-unidades de medida hiperbolica. . . . . . . . . . ... ... ... .... 121

Medidas dos lados de triangulos hiperbolicos ordindrios em termos da sub-unidades de medida.122



Introducao

A presente dissertacao é um texto introdutério de Geometria Hiperbdlica com alguns resultados e co-
mentérios de Geometria Eliptica. Nossa intencao foi compilar um material que possa ser utilizado em
cursos introdutérios de Geometria Hiperbdlica tanto em nivel de licenciatura quanto de bacharelado. Para
tornar o texto mais acessivel, notas histéricas sobre a bela pagina do desenvolvimento das Geometrias
Nao Euclidianas foram introduzidas logo no primeiro capitulo. Procuramos ilustrar fartamente o texto
com figuras dentre as quais varias que foram baseadas no Modelo Euclidiano do Disco de Poincaré para a
Geometria Hiperbdlica. Atualmente, o estudo de Geometria Hiperbdlica tem sido bastante facilitado pelo
uso de softwares de geometria dinamica, como o Cabri-Géometre, GeoGebra e NonEuclid, sendo esses
dois ultimos softwares livres.

O trabalho esta dividido do seguinte modo:

Capitulo 1: Notas histéricas sobre o desenvolvimento das Geometrias Nao Euclidianas.
Capitulo 2: Postulados de Euclides e Axiomas de Hilbert para a Geometria Euclidiana Plana.
Capitulo 3: O Quinto Postulado de Euclides e seus equivalentes - O “Problema das Paralelas”.
Capitulo 4: Os precursores das Geometrias Nao Euclidianas e seus trabalhos.

Capitulo 5: Alguns modelos euclidianos para a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Eliptica.
Capitulo 6: A Geometria Hiperbdlica - principais teoremas.

Capitulo 7: A Trigonometria Hiperbdlica - principais teoremas e identidades trigonométricas.
Capitulo 8: A comparacao entre as Trigonometrias Hiperbodlica, Euclidiana e Eliptica.
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Capitulo 1

Notas Historicas

O estudo sistemético de Geometrias Nao Euclidianas em espagos homogéneos, ou seja, como sao chamadas
0s que apresentam a mesma curvatura em todos os seus pontos, teve origem a partir do final do século
XVIII e comego do século XIX quando Gauss estudava o “Problema das Paralelas”, que consistia em tentar
provar que o Quinto Postulado' de Euclides era independente dos demais. Ironicamente, podemos dizer
que o proprio Euclides, ao adotar seu Quinto Postulado em sua obra “Os Elementos” langou a semente das
Geometrias Nao Euclidianas, uma vez que o questionamento de tal postulado levou ao desenvolvimento
da teoria que serviu de base para a fundamentagdo da primeira Geometria Nao Euclidiana, ou seja, a
Geometria Hiperbdlica.

Nesta secao introduzimos uma breve biografia dos principais matemadticos responsaveis pelo desen-
volvimento da teoria que envolve as chamadas Geometrias Nao Euclidianas. As biografias abaixo podem
ser encontradas com mais detalhes no site [16].

Euclides de Alexandria.
Euclides foi o matematico grego responsavel pela compilagao de praticamente toda a matemaética de-
senvolvida até sua época em uma monumental obra de 13 volumes chamada de “Os Elementos”. Seu

Figura 1.1: Buclides de Alexandria.

mérito nao se restringe apenas a compilacdao, como também a introducao do método légico-dedutivo no
desenvolvimento de uma teoria, isto é, do método axiomaético, tao conhecido na atual matematica. Na
obra de Euclides temos dez axiomas, sendo cinco “noc¢oes comuns”, que Euclides acreditava serem ver-
dades aceitas sem contestagoes em qualquer ciéncia, e cinco “postulados” que pretendiam ser proposicoes
especificas da geometria e que também deveriam ser aceitas sem contestagoes. A partir desses axiomas,
Euclides deduziu 465 proposicoes, dentre as quais figuram também resultados de geometria espacial e

Ver o enunciado do Quinto Postulado no Capitulo 2.



teoria dos numeros (do ponto de vista geométrico). Os livros didédticos de geometria, confeccionados ao
longo do tempo, possuem, até hoje, “Os Elementos” de Euclides como base. Trata-se da segunda obra
mais editada no mundo, perdendo apenas para a Biblia.

Sabe-se que Euclides nasceu por volta do ano 325 a.C. e morreu por volta de 265 a.C. Sabe-se também
que ele viveu boa parte de sua vida na cidade de Alexandria, no Egito, onde trabalhou na famosa biblioteca
de Alexandria, fundada por Alexandre, o Grande.

Claudius Ptolomeu.

Claudius Ptolomeu foi um dos mateméticos que contestaram o Quinto Postulado de Euclides, pro-
pondo uma demonstracio® de tal postulado a partir dos quatro primeiros. A demonstracio proposta
por Ptolomeu fazia uso, implicitamente, da vigésima nona proposicao do primeiro livro de Euclides, que
depende do Quinto Postulado, isto é, ele usou uma proposi¢ao equivalente ao proprio Quinto Postulado,
fazendo portanto, um ciclo vicioso.

Claudius Ptolomeu nasceu em 85 d.C. no Egito e morreu em 165 d.C. em Alexandria, também no Egito.
Foi um eminente matemaético e astronomo que escreveu uma importante obra, intitulada “Almagesto”,
que introduziu a trigonometria como ferramenta no estudo de astronomia.

Figura 1.2: Claudius Ptolomeu.

Proclus Diadochus.

Proclus foi um estudioso das obras classicas gregas e muito do que se sabe da histéria e da filosofia da
Grécia Antiga sobreviveu em seus escritos. Ele escreveu um trabalho sobre a obra de FEuclides chamado
de “Comentarios sobre Euclides” onde, assim como Ptolomeu, também critica o Quinto Postulado de
Fuclides, propondo uma demonstracao do mesmo, a partir dos quatro outros postulados. Essa demons-
tracdo® é baseada na aceitacdo do fato de que retas paralelas sao equidistantes, fato este que é equivalente
ao préprio Quinto Postulado de Euclides. Proclus nasceu em 8 de fevereiro de 411 d.C. (calendério juliano)

Figura 1.3: Proclus Diadochus.

2Ver o Capitulo 4.
3Ver o Capitulo 4.



em Constantinopla (atualmente Istambul, na Turquia) e morreu em 17 de abril de 485 d.C. em Atenas,
na Grécia.

Nasir al-Din al-Tusi (Nasiredin).

Assim como Ptolomeu, Nasiredin também estudou astronomia e tentou provar o Quinto Postulado
de Euclides. Para tanto, ele utilizou uma proposicao-axioma, que foi tomoda sem demonstracao devido
ao seu carater de auto-evidéncia’. No entanto, essa proposicdo assumida é um equivalente do Quinto
Postulado de Euclides. Assim como Ptolomeu, Nasiredin acabou realizando um raciocinio ciclico em suas
deducoes.

Nasiredin era arabe e nasceu em 18 de fevereiro de 1201 (calendério juliano) em Tus na Pérsia (a-
tualmente Ira) e morreu em 26 de junho de 1274 em Kadhimain, Persia (préximo a Bagdd, atualmente

Iraque).

Figura 1.4: Nasiredin.

John Wallis.

John Wallis foi um eminente matematico inglés que escreveu algumas obras sobre secgoes cOnicas,
algebra e aritmética. Uma delas, a saber, “Arithmetica Infinitorum” (Aritmética Infinita) foi utilizada
por Isaac Newton em seus estudos. Em suas pesquisas, Wallis também tentou demonstrar® o Quinto
Postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros. Para tanto, ele fez uso da existéncia de triangulos
semelhantes e nao congruentes, fato este que é equivalente ao préprio Quinto Postulado.

Wallis nasceu em 23 de novembro de 1616 em Ashford na Inglaterra e morreu em 28 de outubro de
1703 em Oxford na Inglaterra.

Figura 1.5: John Wallis.

4Ver o Capitulo 4.
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Giovanni Girolamo Saccheri.

Saccheri foi um padre jesuita e estudioso de teologia, filosofia, retérica e matemdatica que viveu nas
cidades de Milao, Turim e Pavia. Sua obra mais famosa é “Euclides Ab Omni Naevo Vindicatus” (Euclides
Livre de Todas as Méculas) que é considerada uma das primeiras obras de geometria nao euclidiana
(embora Saccheri nao tenha concebido esta obra com este intuito). Em sua obra ele tenta, assim como
seus antecessores, provar o Quinto Postulado de Euclides a partir dos quatro anteriores. A novidade é
que, pela primeira vez, o método de reducao ao absurdo em demonstragoes foi utilizado no “Problema das
Paralelas”. Com isto, Saccheri supos a negacao do Quinto Postulado e tentou chegar a uma contradigao
fazendo uso de um quadrildtero com dois angulos retos na base e dois lados verticais congruentes. Como ele
sabia que a existéncia de retangulos e o Quinto Postulado sao equivalentes, a negacao assumida conduziu
a dois casos, a saber: o caso em que os angulos congruentes do topo sao obtusos e o caso em que sao
agudos. Esse quadrildtero mais tarde passou a se chamar “quadrildtero de Saccheri”®. O caso em que
os angulos do topo de seu quadrilatero sao obtusos conduz a uma contradicao com o Segundo Postulado
de Euclides. O caso em que os angulos sao agudos nao conduz a uma contradicao. No entanto, apds
ter desenvolvido varios resultados, que hoje sao conhecidos teoremas de Geometria Hiperbdlica, Saccheri
forgou uma contradicao admitindo ser impossivel a existéncia de duas retas paralelas assintoticas, ou seja,
retas que sao paralelas, mas que vao se aproximando a medida que sao prolongadas. Essas retas podem
ser utilizadas para a construcdo dos chamados triangulos generalizados da Geometria Hiperbélica’.

Saccheri nasceu em 5 de setembro de 1667 em Sao Remo na Italia e morreu em 25 de outubro de 1733
em Milao, também na Itélia.

EUCLIDES
AB OMNI NEVO VINDICATUS:

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima ipla univerfz Geometriz Principia.
AUCTORE
HIERONYMO SACCHERIO
SOCIETATIS JESU

In Ticinenfi Univerfitate Mathefcos Profeflc

OPUSCULUM

EX."* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Auctore Dicatum.

MEDIOLANI, MDCCXXXIITL,
Ex Typographia Pauli Aatonii Montai.  Superiorun permifi-

Figura 1.6: Pdgina da obra de Saccheri.

Johann Heinrich Lambert.

Assim como Saccheri, Lambert também tentou provar o Quinto Postulado de Euclides por redugao
ao absurdo, em seu trabalho “Theorie der Parallellinien” de 1766, via a introducao de um quadrilatero
que possui trés angulos retos®, conhecido hoje como “quadrilatero de Lambert”. Como conseqiiéncia,
ele deduziu uma série de resultados que hoje sao conhecidos como teoremas de Geometria Hiperbdlica.
Talvez seu mais importante resultado nesse trabalho tenha sido a deducao de que a soma dos angulos
internos de um triangulo é inversamente proporcional & sua drea, em uma geometria onde nao vale o
Quinto Postulado. Apesar de suas contribui¢coes no campo da Geometria, Lambert é mais conhecido no
mundo matematico pela prova rigorosa que fez da irracionalidade do ntimero 7t.

Lambert nasceu em 26 de agosto de 1728 em Miilhausen na Franga e morreu em 25 de setembro de
1777 em Berlim na Alemanha.

5Ver o Capitulo 4.
"Ver a Secéo 6.4.
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Figura 1.7: Johann Heinrich Lambert.

Adrien Marie Legendre.

Legendre escreveu um tratado de Geometria intitulado “Eléments de Géométrie” em 1794, que serviu
de texto basico no ensino de Geometria durante muitas décadas na Europa. Foi nesse trabalho que
Legendre voltou-se para a questao do “Problema das Paralelas” e, assim como seus antecessores, tentou
demonstrar o Quinto Postulado a partir dos quatro primeiros. Em uma de suas demonstracoes ele admitiu
que a partir de um ponto no inteiror de um angulo nao degenerado, cuja medida nao é superior a 60°, é
possivel tracar uma reta que intersecta os dois lados desse angulo. Embora pareca evidente, essa proposicao
¢é equivalente ao préprio Quinto Postulado de Euclides e, desta forma, do ponto de vista 16gico-dedutivo,
assumi-la significa assumir o Quinto Postulado. Embora Legendre nao tenha feito progressos no “Problema
das Paralelas”, seu trabalho no campo da Geometria foi magistral do ponto de vista didético e da clareza
de raciocinio com que demonstrou diversos teoremas da Geometria Euclidiana, sendo dois deles usados
diversas vezes nesse texto®.

Legendre nasceu em 18 de setembro de 1752 em Paris na Franga e morreu em 10 de janeiro de 1833
no mesmo local.

Figura 1.8: Adrien Marie Legendre.

Johann Carl Friedrich Gauss.

Gauss tomou conhecimento logo cedo, por volta dos quinze anos de idade, do “Problema das Paralelas”
e, assim como seus antecessores, de inicio tentou demonstrar o Quinto Postulado a partir dos quatro
primeiros. No entanto, logo convenceu-se de que tal demonstracao nao era possivel. Embora nao haja
registros, é possivel que Gauss tenha lido os trabalhos de Saccheri, Lambert e Legendre sobre o “Problema
das Paralelas” e tomado conhecimento dos varios teoremas de Geometrias Nao Euclidianas constantes
nesses trabalhos. Embora nao tenha publicado nada sobre esse assunto sabe-se, por meio de numerosas
correspondéncias que Gauss mantinha com diversos mateméticos da época, que ele desenvolveu uma série

9Ver a Secdo 3.2.



de resultados de Geometria Hiperbdlica e, certamente, foi o primeiro matematico a reconhecer a existéncia
de uma Geometria consistente diferente da Euclidiana. Talvez a ndo publicagdo de tais resultados tenha
sido motivada pelo receio da nao aceitacao de uma Geometria diferente da classica e da contestagao da
filosofia de Kant, adotada pela igreja, que coloca o universo como euclidiano.

O termo “nao euclidiana” é de Gauss. Em 1824, em carta F. A. Taurinus, declara que “se supusermos
que a soma dos angulos internos de um triangulo é menor do que 180° (o que equivale a considerar uma das
negagoes do Quinto Postulado), é possivel desenvolver uma longa série de resultados nao contraditérios
que constituem uma Geometria Nao Euclidiana”.

Gauss foi um dos maiores matematicos que ja existiram e possui contribuigoes em diversas areas dessa
ciéncia. Nasceu em 30 de abril de 1777 em Brunswick na Alemanha e morreu em 23 de fevereiro de 1855
in Gottingen, também na Alemanha.

Figura 1.9: Johann Carl Friedrich Gauss.

Janos Bolyai.

O hungaro Janos Bolyai é filho de um amigo de Gauss, chamado Farkas Bolyai (1775 — 1856) que
tentou demonstrar o Quinto Postulado de Euclides a partir dos quatro primeiros. Talvez, por isso, Janos
tenha tentado logo cedo resolver o “Problema das Paralelas”. Assim como Gauss, o jovem Jénos logo
convenceu-se da impossibilidade de tal demonstragao e passou a admitir e a desenvolver diversos resultados
de Geometria Hiperbdlica. Jénos publicou, em latim, o fruto de seu trabalho sob o titulo “Ciéncia do
Espaco Absoluto”!?, em 1832, como um apéndice de um livro didético escrito por seu pai, intitulado
“Tentamen”.

Figura 1.10: Jdnos Bolyai.

10Uma traducéo para o inglés do trabalho “Ciéncia do Espaco Absoluto” de Janos Bolyai pode ser encontrada no final da
referéncia [3].



Um fato curioso na histéria de Janos se deu quando seu pai Farkas enviou uma cépia do “Tenta-
men” para que seu amigo Gauss avaliasse o brilhante trabalho de seu filho. No entanto, ao contrario
do esperado elogio do eminente matemaético, Farkas recebeu uma carta de Gauss onde o mesmo diz que
elogiar o trabalho de Janos seria 0 mesmo que elogiar a si proprio, uma vez que a maioria dos resultados
descobertos por Janos ja haviam sido descoberto por ele mesmo anos antes. Entretanto, Gauss escreveu
que estava feliz e surpreso, pelo fato de esses resultados de Geometria Hiperbodlica terem sido descober-
tos de modo independente pelo prodigioso filho de um ilustre amigo. Naturalmente, a carta de Gauss
provocou profundo descontentamento em Janos, que passou a cultivar profunda aversao ao “Principe dos
Matematicos”.

Jénos nasceu em 15 de dezembro de 1802 em Kolozsvar na Hungria (hoje é uma cidade da Roménia)
e morreu em 27 de janeiro de 1860 in Marosvasarhely na Hungria (hoje, também Romeénia).

Nikolai Ivanovich Lobachewsky.

Assim como seus antecessores, Lobachewsky tentou demonstrar o Quinto Postulado de Euclides a
partir dos quatro primeiros e logo se convenceu da impossibilidade desse feito. A partir de entao, passou
a reconhecer a existéncia e a desenvolver, de forma independente, resultados de uma nova Geometria, a
Hiperbdlica, diferente da Euclidiana, denominada por ele de pangeometria ou geometria imaginaria.
Em 1826 chegou a proferir palestra sobre a existéncia de geometrias nao euclidianas na Universidade de
Kazan onde foi professor e reitor. Em 1829, Lobachewsky publicou um trabalho, em russo, sobre suas
descobertas mas quase que completamente ignorado pela comunidade cientifica russa e completamente
ignorado no restante do mundo. Entretanto, cronologicamente, trata-se da primeira publicagdo de uma
geometria cujo autor admite ser nao euclidiana. Posteriormente, em busca do reconhecimento de seu
trabalho, Lobachewsky publicou uma versao em alemao em 1840, intitulada “Pesquisas Geométricas
Sobre a Teoria das Paralelas”!'!, chegando as maos de Gauss, que ficou mais uma vez surpreso com o
fato de Lobachewsky ter descoberto os mesmos resultados de forma independente. Além disso, Gauss
também se superpreendeu com a forma como os teoremas da Geometria Hiperbdlica foram demonstrados
por Lobachewsky, de modo totalmente diferente dos seus, chegando a afirmar em correspondéncia para
um amigo astronomo de nome Schumacher que o livro de Lobachewsky continha uma exposi¢ao admiravel
de toda a teoria de Geometria Hiperbdlica. Em 1866, dez anos apds sua morte, uma versao em francés
de seu trabalho foi publicada.

Lobachewsky nasceu em 1 de dezembro de 1792 em Nizhny na Rissia e morreu em 24 de fevereiro de
1856 em Kazan, também na Russia.

Figura 1.11: Nikolai Ivanovich Lobachewsky.

1Uma traducdo para o inglés do trabalho “Pesquisas Geométricas Sobre a Teoria das Paralelas”, de Lobachewsky, pode
ser encontrada no final da referéncia [3].
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Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Riemann generalizou as Geometrias Nao Euclidianas por meio do conceito de curvatura e fundamentou
a Geometria Eliptica, que pode ser obtida, do ponto de vista axiomatico, da negacao do Quinto Postulado
de Euclides que conduz a nao existéncia de retas paralelas e a substituicdo do Segundo Postulado de
Euclides por postulados que permitem que uma reta seja finita (Axiomas de Separacao!?). Com isso,
a geometria sobre uma esfera, que sob certas restricoes serve de modelo para a Geometria Eliptical3
desvinculou-se como parte da geometria euclidiana espacial e passou a ter vida proépria.

O trabalho de Riemann sobre Geometria estd muito além da simples generalizagao das trés geometrias
de espaco homogéneo (curvatura gaussiana constante'*). Ele introduziu as hoje chamadas Geometrias
Riemannianas que podem, inclusive, nao ser homogéneas e que foram, posteriormente, utilizadas na Teoria
da Relatividade de Albert Einstein em 1906.

Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 em Breselenz na Alemanha e morreu em 20 de julho de
1866 em Selasca na Italia, vitima de tuberculose.

Figura 1.12: Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Eugenio Beltrami.

Embora a grande maioria dos teoremas de Geometria Hiperbdlica ja estivesse estabelecida na segunda
metade do século XIX, o problema da consisténcia de tal geometria ainda nao havia sido resolvido. Havia a
preocupacao sobre a garantia da impossibilidade de se encontrar, no futuro, durante o desenvolvimento da
Geometria Hiperbdlica, uma contradicao légica na teoria, ou seja, um resultado verdadeiro cuja negagao
também pudesse ser provada verdadeira. O problema foi resolvido mediante a introducao de modelos
euclidianos para a Geometria Hiperbélical®, isto é, superficies nas quais as retas sdo definidas de modo
que os axiomas da Geometria Hiperbdlica passam a ser interpretados e aceitos como verdadeiros. Desta
forma, uma contradi¢do na Geometria Hiperbdlica seria automaticamente transferida para a Geometria
Euclidiana, que é considerada consistente.

Beltrami foi o primeiro a introduzir um tal modelo parcial para a Geometria Hiperbdlica em 1868 em
um artigo intitulado “Essay on an Interpretation of Non-euclidean Geometry”. Tal modelo faz uso da
pseudoesfera'®, superficie de revolucdo da curva denominada tratriz em torno de sua assintota.

Beltrami nasceu em 16 de novembro de 1835 em Cremona no Império Austriaco (atualmente, Italia)
e morreu em 18 de fevereiro de 1900 em Roma, na Itélia.

12Ver a Secdo 5.6.

3Ver a Secgao 5.7.

1A definicéo rigorosa de curvatura gaussiana de uma superficie requer a introducéo de definicdes e resultados de geometria
diferencial e pode ser encontrada na referéncia [15] nas paginas de 164 a 167. Geometricamente, a curvatura gaussiana em
um ponto de uma superficie suave indica, de um certo modo, o quanto essa superficie afasta-se de seu plano tangente em uma
vizinhanga desse ponto. Uma superficie que possui curvatura gaussiana constante em qualquer um de seus pontos possui
a propriedade de ser homogénea, ou seja, intrisecamente ndo ha pontos “especiais”, qualquer um de seus pontos possuem
as mesmas propriedades e sdo indistinguiveis. Exemplos de superficies com curvatura gaussiana constante e positiva sao as
esferas euclidianas e, com curvatura gaussiana nula, é o plano euclidiano.

15Ver o Capitulo 5.

Ver a Secao 5.5.
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Figura 1.13: Fugenio Beltramu.

Felix Christian Klein.

O modelo de Beltrami da pseudoesfera para a Geometria Hiperbdlica nao era totalmente adequado
devido ao fato de ser parcial, ou seja, representava apenas parte do plano hiperbdlico, impedindo que
as retas hiperbdlicas fossem convenientemente estendidas ao infinito, como reza o Segundo Postulado de
Fuclides. Deste modo, a busca por modelos completos para a Geometria Hiperbdlica passou a ser um
preocupacao dentre os gedmetras no final do século XIX.

Felix Klein foi um eminente gedmetra que publicou em 1871 dois artigos sobre a chamada Geometria
Nao Euclidiana, onde introduziu um modelo completo!” para a Geometria Hiperbdlica (Modelo do
Disco de Klein'®) e dois modelos para a Geometria Eliptica (Modelo do Disco Fechado e Modelo Duplo
da Esferal?). Talvez o trabalho mais conhecido de Klein seja o estudo das propriedades do espaco que sio
invariantes por um dado grupo de transformacoes, trabalho este conhecido como “Erlanger Programm?”,
de 1872, e que influenciou profundamente o desenvolvimento da geometria no século XX. Por fim, cabe
ressaltar que os termos “hiperbélica” e “eliptica” para as duas Geometrias Nao Euclidianas homogéneas
foram introduzidos por Klein.

Figura 1.14: Feliz Christian Klein.

Klein nasceu em 25 de abril de 1849 em Diisseldorf na Prissia (hoje, Alemanha) e morreu em 22 de
junho de 1925 em Géttingen na Alemanha.

170s modelos completos para a Geometria Hiperbélica imersos no Espaco Euclidiano ndo possuem métrica induzida da
Geometria Euclidiana (geometricamente, uma superficie possui métrica induzida da métrica do espago no qual ela estd
inserida quando o comprimento de qualquer curva dessa superficie é computado como sendo o comprimento dessa curva
quando vista como curva do espago. Assim, se uma esfera de raio r possui métrica induzida da métrica usual do espago
euclidiano, entdo um arco de circunferéncia ligando pontos antipodas da esfera terd comprimento 7ir). Neste caso, a nogao
de medida é diferente da euclidiana e faz com que as retas hiperbdlicas, ao contrario do modelo da pseudoesfera, ndo sejam
geodésicas euclidianas (curva de menor comprimento euclidiano que une dois pontos, descrita sobre uma superficie) sobre a
superficie do modelo.

18Ver a Secéo 5.4.

9Ver as Secbes 5.6 e 5.7.
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Jules Henri Poincaré.

Poincaré é um dos maiores matematicos de todos os tempos e é considerado o ultimo universalista em
matematica, ou seja, uma pessoa que detinha conhecimento profundo de todas as dreas da matematica.
Possui contribuicoes significativas em diversas areas da matemadtica e, dentre elas, a Geometria. No final
do século XIX, apds estudo de trabalhos de Lazarus Fuchs, Poincaré introduziu dois modelos euclidianos
para a Geometria Hiperbdlica enquanto pesquisava grupos de transformacoes automorfas do plano no
plano que sao razoes de transformagoes afins de uma varidvel complexa. Tais grupos sao conhecidos
atualmente como grupos fuchsianos. Os modelos completos introduzidos por Poincaré sao amplamente
utilizados no estudo e no ensino de Geometria Hiperbdlica e sao conhecidos como Modelo do Semiplano
Superior e Modelo do Disco de Poincaré®’.

Poincaré nasceu em 29 de abril de 1854 em Nancy na Franca e morreu em 17 de julho de 1912 em
Paris, também na Franca.

Figura 1.15: Jules Henri Poincaré.

David Hilbert.

No final do século XIX “Os Elementos” de Euclides nao estavam resistindo ao rigor que a légica exigia
para os fundamentos da geometria. Muitas proposicoes de geometria euclidiana plana faziam uso de
resultados que nao haviam sido demonstrados anteriormente e que nao constavam do rol de axiomas,
ou seja, era necessaria uma reformulagdo dos axiomas de Euclides. A proposta que foi melhor aceita
pela comunidade matematica foi a do matematico e légico alemao David Hilbert, publicada em seu
célebre trabalho “Grundlagen der Geometrie” (Fundamentos de Geometria) de 1899 onde Hilbert coloca
a Geometria Fuclidiana sobre bases sélidas por meio da substituicao dos cinco Postulados de Euclides
por cinco grupos de axiomas, que chamou de Axiomas de Incidéncia, Axiomas de Ordem, Axiomas de
Congruéncia, Axiomas de Continuidade e Axioma das Paralelas?!.

Figura 1.16: Dawvid Hilbert.

29Ver as Secdes 5.2 e 5.3.
2Ver o Capitulo 2.
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Com o trabalho de Hilbert, encerra-se talvez o mais longo problema em aberto na Matemadtica, o
“Problema das Paralelas” que, ironicamente, foi introduzido pelo préoprio Euclides e resistiu por cerca de
2200 anos!

Hilbert nasceu em 23 de janeiro de 1862 em Konigsberg na Prissia (atualmente, Russia) e morreu em
14 de fevereiro de 1943 em Gottingen na Alemanha.



Capitulo 2

Axiomas da Geometria Euclidiana Plana

Neste capitulo introduzimos os Postulados de Euclides e os Axiomas de Hilbert para a Geometria
Euclidiana Plana, que sao proposicoes aceitas sem demonstracoes e formam a base para a deducao de
todos as demais proposicoes dessa geometria.

Sob o rigor da légica na axiomdtica de Hilbert, ponto, reta, plano e espago sao conceitos (ou nogoes)
primitivos (as), ou seja, nao se definem, pois qualquer tentativa de definigdo desses entes geométricos
recai na utilizacao de outros conceitos que nao foram definidos previamente. Nao obstante, FEuclides
definiu esses conceitos primitivos em sua obra “Os Elementos”.

2.1 Axiomatica de Euclides

Euclides estabeleceu 10 axiomas divididos em 5 Nogoes Comuns e 5 Postulados.
Nogoes Comuns de Euclides
Fuclides acreditava que as nogao comuns eram aceitas em “todas as ciéncias”. Sao elas:

N1 - Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.
N2 - Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.
N3 - Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

N4 - Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais.

N5 - O todo é maior do que qualquer de suas partes.

Postulados de Euclides
Os postulados sao axiomas especificos da geometria plana. Sao eles:

P1 - Pode-se tragar uma (inica) reta (segmento) por quaisquer dois pontos.

P2 - Pode-se continuar (de modo tnico) uma reta infinitamente.

P3 - Pode-se tragar uma circunferéncia com quaisquer centro e raio.

P4 - Todos os angulos retos sao iguais.

P5 - Se uma reta corta duas outras retas formando angulos colaterais internos cuja soma é menor do que
dois retos, entao as duas retas, se continuadas infinitamente, encontram-se no lado onde estao os angulos
cuja soma ¢ menor do que dois retos.

15
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Figura 2.1: O 5° Postulado de Fuclides: duas retas cortadas por uma terceira.

2.2 Axiomatica de Hilbert

Hilbert criou, a partir dos 5 Postulados de Euclides, 5 grupos de axiomas. Sao eles:
- Axiomas de Incidéncia;
- Axiomas de Ordem;
- Axiomas de Congruéncia;
- Axiomas de Continuidade;
- Axioma das Paralelas.

1 - Axiomas de Incidéncia (nogao de “estar em”)

1i - Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta contendo-os.
1lii - Qualquer reta contém pelo menos dois pontos distintos.
1iii - Existem pelo menos trés pontos distintos com a propriedade de que nenhuma reta os contém.

Observacao: alguns autores sintetizam os 3 axiomas acima em 2 axiomas.
2 - Axiomas de Ordem (nogao de ordenagao)

2i - Se um ponto B estd entre os pontos A e C, entao A, B e C s@o pontos distintos e B esta entre C e A.
2ii - Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C e E tais que: B esta entre A e C;

C esta entre B e D;

D estd entre C e E.
2iii - Dados trés pontos distintos de uma reta, apenas um deles localiza-se entre os outros dois.
2iv - Sejam 1 uma reta e A, B, C trés pontos distintos nao pertencentes a .
(a) Se A e B estao do mesmo lado de r e B e C estao do mesmo lado de r, entdao A e C estdo do mesmo
lado de .
(b) Se A e B estao em lados opostos de 1, e B e C estdao em lados opostos de r, entdo A e C estao do
mesmo lado de 1.

3 - Axiomas de Congruéncia (nogao de “igualdade” entre segmentos e angulos)

3i - Se A e B sao dois pontos distintos e A’ é a origem da semi-reta s, entao existe um tinico ponto B’
distinto de A’ em s tal que o segmento AB é congruente ao segmento A’B’.

3ii - Se o segmento AB é congruente ao segmento CD e ao segmento EF, entao o segmento CD é congruente
ao segmento EF. Além disso, todo segmento é congruente a si mesmo.

3iii - Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas B em comum. Além disso, seja, A'B’ e B'C’
segmentos em uma reta 1’ com apenas B’ em comum. Se o segmento AB for congruente ao segmento A’B’
e o segmento BC for congruente ao segmento B’C’, entao o segmento AC é congruente ao segmento A’C’.
3iv - Sejam um semiplano ¢ e um angulo A. Tomemos uma semi-reta s com origem em B contida na reta
que determina o semiplano o. Entao, existe apenas um angulo B com lado em s contido no semiplano o
e congruente ao angulo A.
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3v - Se o angulo A é congruente ao angulo Beao angulo C , entao o angulo B¢ congruente ao angulo C.
Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo. R

3vi - Dados dois tridangulos ABC e EFG, se AB é congruente a EF, AC é congruente a EG e A é congruente
a /E\, entdao ABC é congruente a EFG. (caso “lado, angulo, lado” de congruéncia)

Observacao: alguns autores sintetizam os 6 axiomas acima em 5 axiomas.
4 - Axiomas de Continuidade (para medigao de segmentos e angulos)

4i - (Axioma de Arquimedes) Sejam AB e CD dois segmentos. Entao existe um nimero finito de
pontos Aj, Az, A3z, ..., A, na reta que passa por A e B tal que os segmentos AA1, A1A, AQAj3, ...,
An_1A4 sao congruentes a CD e o ponto B estd entre A e Ay,

4ii - (Axioma de Dedekind) Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma reta r estd na uniao
dos conjuntos nao vazios C1 e C,. Suponha ainda que nenhum ponto de C; estd entre dois pontos de C»
e vice-versa. Entao “existe um tinico ponto O € r tal que O esta entre Py e P, se, e somente se, Py € Cq,
P,eCyeO 75 Py, Py”.

5 - Axioma das Paralelas

Por um ponto fora de uma reta r pode-se tracar uma tunica reta paralela a .
(formulacao equivalente ao 5°. Postulado de Euclides de John Playfair (1748 — 1819), fisico e
matematico escocés)



Capitulo 3

O Quinto Postulado de Euclides

3.1 Quatro Proposicoes Importantes

Neste trabalho denotaremos o dngulo formado por duas semi-retas ﬁ e (ﬁ de mesma origem O por
AaB, ou entao por 6, quando nao héa duvidas sobre a qual angulo entamos nos referindo. Também sera
comum neste trabalho denotar angulos por letras gregas. Além disso, quando compararmos dngulos por
desigualdades, como exemplo, AOB < A’O’B/ , ol 0<O ,ou ainda o < o/, estamos tratando de comparar
as medidas de tais angulos.

Com relagao aos segmentos, quando denotarmos AB < A’B’| estamos tratando de comparar as medidas
de tais segmentos.

Congruéncias entre angulos serdao denotadas pelo simbolo =, enquanto que igualdades entre as medidas
de angulos congruentes serao denotadas pelo simbolo = .

Da mesma forma denotaremos congruéncias entre segmentos pelo simbolo =, enquanto que igualdades
entre as medidas de segmentos congruentes serao denotadas pelo simbolo = .

Proposicao 3.1.1 (Proposicio 1.16 - Livro 1 de “Os Elementos”) (Teorema do Angulo Externo) “Em
qualquer triangulo, se um dos lados for continuado, o dngulo externo formado € sempre maior do que
qualquer dos angulos internos que ndo lhe sejam adjacentes”.

Demonstragao:

Seja ABC um triangulo. Prolongue o segmento BC até um ponto D de tal modo que C esteja entre B e
D.

Seja E o ponto médio de AC e tomemos F # B no prolongamento de BE de tal modo que BE = EF,
conforme a Figura 3.1.

B

Figura 3.1: Apoio para a demonstracdo do Teorema do fingulo Externo.
Os tridngulos BAE e FCE sao congruentes ggaso LAAL). Logo, BAC = FCE < DCE.
Raciocinio analogo para demonstrar que ABC < ACD. g

Observagao: Esta proposi¢ao nao é véalida para tridngulos esféricos. Veja que « pode ser tal que o« > f3,
conforme a Figura 3.2.

19
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Figura 3.2: O Teorema do Angulo Ezxterno nao € vdlido para triangulos esféricos.

Proposicao 3.1.2 (Proposicio 1.27 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta duas outras for-
mando angulos correspondentes congruentes entdao as duas retas sio paralelas. (Figura 3.3).

Figura 3.3: Proposicao 27 de Euclides: angulos correspondentes congruentes implica em paralelismo.

Demonstragao:
Suponhamos que as retas r e s nao sao paralelas, veja na Figura 3.4. Logo, elas se encontram em um
ponto P e temos um triangulo ABP.

Figura 3.4: Apoio para a demonstracdo da Proposicao 27 de Euclides.

Assim:

PAC é angulo externo de ABP e mede «.

CBP ¢ angulo interno de ABP e mede «.

Contradicio com o Teorema do Angulo Externo.
Logo r e s sao paralelas. O

Proposigao 3.1.3 (Proposi¢ao 1.28 - Livro 1 de “Os Elementos”) Se uma reta corta duas outras for-
mando angulos colaterais internos de medidas o e 3 tais que x+ 3 € igual a medida de dois angulos retos,
entdo as duas retas sao paralelas.

Demonstragao:
Seja a Figura 3.5.



21

Figura 3.5: Prop. 28 de Fuclides: soma de colaterais internos igual a dois retos implica em paralelismo.

Por hipétese: «+ 3 = 180°. Como 3 + v = 180° (angulo raso), temos & = 7y, ou seja, os angulos
correspondentes possuem mesma medida, ou seja, sao congruentes. Pela Proposicao 3.1.2 temos que 1 e
s sao paralelas. O

Proposicao 3.1.4 (Proposicio 1.29 - Livro 1 de “Os Elementos” - € a primeira proposi¢ao de Fuclides
que faz uso do 5° Postulado) Quando uma reta corta outras duas retas paralelas, entao os angulos cor-
respondentes sao congruentes.

Demonstracgao:
Seja a Figura 3.6.

Figura 3.6: Proposicao 29 de Fuclides: paralelismo implica em angulos correspondentes congruentes.

Por hipétese 1//s. Devemos mostrar que & =y.

Como v + 3 = 180° (angulo raso), temos «x =y & &+ = 180°.

Logo, devemos mostrar que o« + 3 = 180°.

Suponhamos que & + 3 # 180°.

Sem perda de generalidade, suponhamos que o« + 3 < 180°. Logo, pelo 5° Postulado de Euclides, 1 e s se
encontram. C ontradigdo com a hipdtese assumida.

Logo, o+ 3 = 180°, ou seja, & =y. O

Observagao: A Proposigao 3.1.3 é a reciproca do 5° Postulado de Euclides.

Vejamos a Figura 3.7.
r
VA
o
s

7

Figura 3.7: A Proposi¢do 28 de Fuclides é a reciproca de seu 5° Postulado.

5° Postulado: o« + B # 180° = 1/s (3.1.4 é contrapositiva de P5)

Reciproca do 5° Postulado: rXs = o+ 3 # 180°.

Equivalente da reciproca do 5° Postulado: o+ 3 = 180° = r//s. (pois (P = Q) &< (~P= ~Q) -
contrapositiva)

Esta equivaléncia é exatamente a Proposicao 3.1.3.
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3.2 Equivalentes do 5° Postulado de Euclides

O 5° Postulado proposto por Euclides pode ser assim enunciado:

Postulado P5 - “Se uma reta, intersectando duas retas em um plano, forma angulos interiores de um
mesmo lado com soma menor que a de dois angulos retos, entao as duas retas, se prolongadas indefinida-
mente, irdo se encontrar do lado cuja soma dos angulos é menor que a de dois dngulos retos.”

Demonstraremos a seguir a equivaléncia entre as Proposicoes P5.1 e P5.2 com o 5° Postulado de Euclides.

Proposicao P5.1 - (Axioma de Playfair) “Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma tnica reta
paralela a reta dada”.

Demonstragao:

(P5 = P5.1) Seja P um ponto e r uma reta tal que P ¢ .

Tracemos uma perpendicular s a r passando por P.

Tracemos uma perpendicular m a s passando por P. Veja a Figura 3.8.

S
PJ

ul

m

r

Figura 3.8: Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Axioma de Playfair e o 5° Postulado.

Pela Proposig¢ao 3.1.2 ou 3.1.3 temos m//T e isso prova a existéncia da paralela m sem usar o P5.
Quanto a unicidade, suponhamos que existe n paralela a r passando por P e n # m. Veja a Figura 3.9.

S

Figura 3.9: Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Axioma de Playfair e o 5° Postulado.

Logo, o+ 3 # 180°.

Sem perda de generalidade, suponhamos que o + 3 < 180°. Pelo 5° Postulado de Euclides, n e 1 se
encontram. Uma contradigao com a hipdtese de que n e r sao paralelas.

Dai concluimos que n e m nao podem ser distintas, ou seja, m é unica.

(P5.1 = P5) Sejam as retas v e s cortadas por uma reta t de tal modo que os angulos colaterais internos
possuam soma menor que dois retos. Seja {P} =tNs. Veja a Figura 3.10.

Figura 3.10: Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Axzioma de Playfair e o 5° Postulado.

Devemos mostrar querTes se encontram.
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P/t m

o r o+y=180°

/

Figura 3.11: Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre o Axzioma de Playfair e o 5° Postulado.

Consideremos uma reta m passando por P de tal modo que os angulos colaterais internos somem dois
retos. Figura 3.11.

Pela Proposicao 3.1.3 temos m//r.

Suponhamos que s//1 (negagao da tese).

Por P5.1 temos a unicidade das paralelas, ou seja:

m=s=vyvy=f=aty=0a+f

que é uma contradicdo com a hipétese de oc + < 180°.
Concluimos entao que s nao é paralela a r, como queriamos.

Assim, P5 & P5.1. O
Proposicao P5.2 - “A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois retos”.

Mostraremos que P5.2 & P5.1. Como P5.1 & P5 teremos P5.2 & P5.

Demonstragao:

P5.1 = P5.2) Consideremos o tridngulo ABC e a reta r contendo AC. Tracemos a reta s por B, paralela
a r (a existéncia de s independe de P5). Figura 3.12.

B

slir
A C r

Figura 3.12: Apoio para a demonstracao da equivaléncia entre a soma dos angulos de um triangulo ser
dois retos e 0o 5° Postulado.

Tomemos as retas m e n contendo AB e BC (Figura 3.13).

n m

A <o Y C r

Figura 3.13: Apoio para a demonstracao da Fquivaléncia entre a soma dos angulos de um triangulo ser
dois retos e 0o 5° Postulado.

Pela Proposigao 3.1.4 (que depende de P5 e, portanto, depende de P5.1) temos o = $ e & = y. Como
04 B+ ¢ =180° (angulo raso) temos y + & + ¢ = 180°, como queriamos.
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Para demonstrar P5.2 = P5.1 precisamos de dois lemas:

Lema 1: Assumindo P5.2 verdadeiro, um angulo externo de um triangulo é igual a soma dos angulos
internos nao adjacentes. Veja a Figura 3.14.

o

Figura 3.14: Um angulo externo de um triangulo € igual a soma dos angulos internos que nao lhe sao
adjacentes.

Demonstragdo:

Temos:

= o+ =0.

o+ B +y=180°
v+ 8 =180°

0

Lema 2: Assumindo P5.2 verdadeiro. Sejam r uma reta, P um ponto fora de r e ¢ > 0. Entao, pode-se
tragar uma reta s por P que forma angulo com r cuja medida é menor que ¢. Figura 3.15.

P

S

Figura 3.15: Dados uma reta e um ponto fora dela, pode-se construir uma reta passando pelo ponto tal
que o angulo formado pelas retas seja tao pequeno quanto se queira.

Demonstragao:

Sejam P, r e ¢ > 0 conforme a hipotese. Seja A1 o pé da perpendicular baixada por P em .
Seja Ay € r tal que PA1A; seja um tridngulo retangulo isésceles. Veja a Figura 3.16.

Figura 3.16: Triangulo retangulo isosceles.

Como estamos assumindo P5.2 temos o Lema 1 verdadeiro. Logo:

90°
>

o+ o =90° = o1 =

Seja Az € 1 tal que PAAj3 seja isésceles (Figura 3.17).
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Figura 3.17: Processo construtivo de triangulos isdsceles.

Pelo Lema 1:
o7 90°
X + Xy = K :>062:7:>062:?.
Procedendo de modo andlogo com Ag, As,...,An, Ans1 € 1, chegamos ao triangulo isésceles PAL A1
(Figura 3.18) tal que:

20°
= 2711‘

&Kn

Figura 3.18: Seqiiéncia de triangulos isdsceles obtidos por processo construtivo.

Tomando n € N tal que % < ¢ temos que a reta s que passa por P e A, 1 forma angulo com r cuja
medida é menor que ¢ > 0, como queriamos. U

Voltemos a demonstracao de que P5.2 = P5.1.

Seja r uma reta e P um ponto fora de r. Devemos mostrar que existe uma unica reta s paralela a r
passando por P.

Sejam A o pé da perpendicular baixada por P em 1 e s a reta perpendicular a PA passando por P.

Observagao: as construgoes das perpendiculares acima nao dependem de P5 < P5.1.

Temos que 1//s (Proposicao 3.1.3).

Seja m a reta passando por P e formando angulo € > 0 com s.

Nosso objetivo é mostrar que mNr # & e, portanto, s é a Unica paralela a r.

Pelo Lema 2, podemos tracar a reta n por P de tal modo que n intersecta r em um ponto Q tal que y < ¢.
Seja 3 a medida do angulo QﬁA. Veja a Figura 3.19.

Figura 3.19: Apoio para a demonstracdo da equivaléncia entre a soma dos angulos de um triangulo ser
dots retos e 0 5° Postulado.



26

Seja o complementar de ¢. Logo, o« 4+ ¢ = 20°. Como vy < ¢ e, pelo Lema 1, 3 +v = 90° , concluimos que
x < f3. R
Deste modo, a reta m “entra” no triangulo PAQ pelo vértice P.

Pelo Axioma de Pasch: Se uma reta “entra” em um tridngulo intersectando um lado, entdo esta reta
intersecta um outro lado desse triangulo (Figuras 3.20).

A

B C B« / C

Figura 3.20: Azioma de Pasch: toda reta que entra em um tridngulo por um lado deve cortar um outro
lado desse triangulo.

Temos que m intersecta AQ, ou seja, m nao é paralela a .
Como ¢ > 0 é arbitrario, temos que s é a Uinica paralela a r, como queriamos. d

Proposigao P5.3 - “Existe um par de triangulos semelhantes e nao congruentes.”

Mostraremos que P5 = P5.3 e que P5.3 = P5.2. Como P5.2 & P5, teremos P5.3 = P5 e, portanto,
P5 & P5.3.

A A
Obs.: ABC ~ A’B’C’ quando existe uma correspondéncia biunivoca entre os vértices, digamos ¢ B «+— B’
C—

AB AC CB

CAB T AC T OB

talque?\zﬁ;ﬁz@;éz@

Demonstragao:

(P5 = P5.3) Como estamos assumindo que P5 é verdadeira, podemos considerar o seguinte Teorema
como verdadeiro:

Teorema: “Sejam ABC e EFG. Se A=EeB= f, entdo os triangulos ABC e EFG sao semelhantes.”!

Precisamos construir um par de triangulos semelhantes e nao congruentes.

Sejam m//r//s distintas e n, t transversais tais que nNtNm ={A}.

Veja a Figura 3.21.

Pela Proposi¢ao 3.1.4 (que depende de P5) temos que f = & e y = ¢. Conseqiientemente, pelo teorema
acima, ABC ~ ADE.

(P5.3 = P5.2) Para essa parte da demonstracio precisaremos de duas proposicoes, enunciadas abaixo,
cujas demonstragoes, devidas a Legendre, nao dependem de P5.

Para demonstrar a primeira proposicao, Legendre provou o seguinte lema.

Lema 3: Dado um triangulo ABC, existe um triangulo A’B’C’ satisfazendo:
(1) A soma dos angulos de A’B’C’ é igual & soma dos angulos de ABC;

'A demonstracio desse teorema pode ser encontrada no livro [1] nas paginas 93 e 94.
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Figura 3.21: Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e
nao congruentes e o 5° Postulado.

(2) O triangulo A’B’C’ possui um angulo menor do que ou igual & metade do menor angulo do triangulo
ABC.

Demonstracao do Lema 3:

Dado o triangulo ABC, suporemos que o angulo A é 0 menor dos trés angulos. Veja a Figura 3.22.

B E

A c

Figura 3.22: Apoio para a demonstracao da “Primeira Proposicao de Legendre”.

Seja D o ponto médio do segmento BC. Sobre a semi-reta de origem A passando por D, marque o ponto
E tal que AD = DE. Os triangulos ABD e ECD sao, conseqiientemente congruentes. Logo a soma dos
angulos do triangulo AEC é igual a soma dos angulos do triangulo ABC, provando assim o Item 1 do
lema.

Agora vemos que a soma dos angulos DAC e DEC ¢ igual ao angulo A do triangulo ABC. Temos que o

A
novo triangulo AEC possui um angulo 0 satisfazendo 6 < 7 verificando-se assim o item 2 do lema. [

Proposicao 3.2.1 (1. Proposi¢ao de Legendre) A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre
menor do que ou igual a dois retos.

Demonstragdo:

Assuma o lema anterior e a existéncia de um triangulo cuja soma dos angulos seja 180° 4+ «. Seja, entao
0o 0 menor angulo deste tridngulo. Aplicando o lema obtemos um novo triangulo, com mesma soma dos

angulos e cujo menor angulo, 81, satisfaz 87 < 70.

Aplicando o lema a este tridngulo, conclui-se pela existéncia de novo tridngulo, com mesma soma dos
angulos e menor angulo, 0,, satisfazendo a 8, < %.

Aplicando este lema n vezes, chegamos a um tridngulo cuja soma dos angulos ainda é 180° + « e cujo
menor angulo, 0, satisfaz 0, < e—g.

Escolhendo-se n suficientemente grande, teremos 0, < «. Mas, neste caso, a soma dos outros dois angulos
sera maior do que 180°, o que é absurdo. O
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Para demonstrar a segunda proposicao, Legendre provou mais dois lemas.

Lema 4: Se a soma dos angulos de um triagngulo € igual a dois angulos retos, o mesmo é verdade para
todos os triangulos obtidos deste, tracando-se um segmento ligando um de seus vértices ao lado oposto.

Demonstragao:

Dado um triangulo ABC, considere um ponto qualquer D do lado AC e trace BD. Veja a Figura 3.23.

B

A D

Figura 3.23: Apoio para a demonstracao da “Segunda Proposi¢cdo de Legendre”.

Se a soma dos angulos do triangulo ABC € 180°, entao, a soma dos angulos dos triangulos ABD e DBC
serda A + ABC 4 C + 180° = 360°. Pela proposicao anterior, nenhum destes dois triangulos tem soma dos
angulos superior a 180°. Logo, cada um deles tem soma dos angulos exatamente igual a 180°. O

Lema 5: Se existe um triangulo cuja soma dos angulos € igual a dois angulos retos, entdo, pode-se
construir triangulos retangulos isosceles com a soma dos angulos igual a dois angulos retos e catetos
maiores do que qualquer segmento dado.

Demonstragao:

Seja ABC o triangulo cuja soma dos angulos é 180°. Se este ja for um tridngulo retangulo isésceles, baixe
uma altura do vértice com maior angulo ao lado oposto. Tracando a altura BD no tridngulo da Figura
3.24 obtemos dois tridngulos retangulos, cada um com soma dos angulos igual a 180°.

B

A D c

Figura 3.24: Apoio para a demonstracao da “Sequnda Proposi¢cdao de Legendre”.

Se nenhum destes triangulos for isésceles, escolha um deles, por exemplo, o tridngulo ADB com angulo
reto em D. Verifica-se qual dos catetos AD ou BD tem maior comprimento. Supondo BD, tracemos um
segmento ligando o vértice A a um ponto E do segmento BD, tal que DA = DE.

Do Lema 4, obtemos que o tridngulo retangulo isésceles ADE tem soma dos dngulos igual a 180°. Com
base neste triangulo retangulo isdsceles com soma dos angulos igual a 180° observamos que a juncao de
dois deles, ao longo da hipotenusa, produz um quadrado. Quadrados podem ser empilhados, uns sobre os
outros, de modo a produzir quadrados de lados arbitrariamente grandes. A diagonal de um deles o divide
em dois triangulos retangulos isésceles cuja soma dos angulos é 180°, concluindo assim a demonstracao
do Lema 5. O

Proposicao 3.2.2 (2*. Proposi¢cdo de Legendre) Se existe um triangulo cuja soma dos angulos internos
€ igual a dois retos, entdo, a soma dos angulos internos de qualquer triangulo € igual a dois retos.
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Demonstracao:

Suponha que existe um tridngulo cuja soma dos angulos é 180°, e seja ABC um tridngulo retangulo
qualquer com angulo reto no vértice C. Pelo Lema 5 , existe um triangulo retangulo isésceles DEF, com
angulo reto em E, cujos catetos sao maiores do que qualquer dos catetos de ABC e cuja soma dos angulos

é 180°.
B
D E A A' C

Figura 3.25: Apoio para a demonstracao da “Sequnda Proposicdao de Legendre”.

—
Podemos, entao, marcar pontos A’ na semi-reta CA, de modo que B'C = FE (Figura 3.25). Tem-se, entéo,
A’CB’ = DEF, logo A’CB’ tem soma dos angulos igual a 180°. Trace o segmento A’B para concluir que

ABC tem soma dos angulos igual a 180° O
Voltemos a demonstracao P5.3 = P5.2. L
Sejam ABC e DEF triangulos semelhantes e nao congruentes (Figura 3.26), com A=D;B=Ee C=F.

Suponhamos que AB > DE.

A
D
|
A £ ~F
B & C

Figura 3.26: Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e
nao congruentes e o 5° Postulado.

Sejam G € AB e H € AC tais que AG = DE e AC = DF (Figura 3.27).

A D
‘
AA% E A A
G H F

Figura 3.27: Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de triangulos semelhantes e
nao congruentes e o 5° Postulado.

Pelo caso de congruéncia LAL, temos AGH = DEF = 6 =3 e ¢ =y. Logo, p + 0+ p+ v = 360° (pois
0+6+¢+p=360°). Dividindo BGHC em dois tridngulos, pela Proposigao 3.2.1 e  + 0+ p+vy = 360°,
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temos que cada triangulo possui soma dos angulos internos igual a 180°. Pela Proposicao 3.2.2 temos que
todo triangulo possui soma dos angulos internos igual a 180°, ou seja, vale P5.2. O

Proposicao P5.4 - “Existe um par de retas equidistantes.”

Iremos mostrar que P5 = P5.4 ¢ que P5.4 = P5.2. Como P5.2 & P35, teremos P5.4 = P5.
Demonstragao:

(P5 = P5.4) Sejam T e s retas paralelas.

Sejam A, B € r e tomemos as perpendiculares m,n a s passando por A e B, respectivamente, conforme a
Figura 3.28.

C
[ ]
o
\

r A B

T Mo

Figura 3.28: Apoio para a demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°
Postulado.

Assumindo P5, temos que a Proposicao 3.1.4 é verdadeira e, portanto, o« = 3 = 90°.

c D_p

A B

Figura 3.29: Apoio para a demonstracao de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°
Postulado.

Também pela Proposigao 3.1.4, temos que &’ = p’ e, pelo caso de congruéncia LAA (Figura 3.29), temos
que ABD =DCA = AC = BD.
Como A e B sao arbitrarios, temos que 1 e s sdo equidistantes.

(P5.4 = P5.2) Sejam 1 e s equidistantes.
Tomemos A, B em 1 e baixemos perpendiculares com pés C e D em A. Tomemos E € CD e baixemos uma
perpendicular com pé F em r, conforme a Figura 3.30.

C E D
S T B’ L]
Y| o
r o = B
A F B

Figura 3.30: Apoio para a demonstracdo de equivaléncia entre a existéncia de retas equidistantes e o 5°
Postulado.



31

Como CA = EF temos CAE = FEA (caso “cateto-hipotenusa” de triangulos retangulos, que nao depende
de P5 ). Logo, o« = o/

Analogamente, EDB = BFE = 3 = p’.

Assim, & +y+6+p =180° = a+v+ 56+ = 180°, ou seja, o triangulo AEB possui soma dos angulos
internos igual a 180°.

Pela Proposigao 3.2.2, temos que todos os triangulos possuem soma dos angulos internos igual a 180°, ou
seja, vale P5.2. ([l

3.3 Outras Proposigoes Equivalentes ao Quinto Postulado de Euclides
P55.Ser //ses //t entaor // t.

P5.6. Considere a Figura 3.31.

Figura 3.31: Masis equivalentes ao 5° Postulado: mesma soma de colaterais internos implica na unicidade
da reta paralela.

Se ax+p =v+6=180° entdo m =n.

P5.7. A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre a mesma.

P5.8. Dados quaisquer trés pontos nao colineares, existe um circulo passando por estes trés pontos.
P5.9. Se trés dos angulos de um quadrilatero sdo retos, entdo o quarto angulo também é reto.

P5.10. Uma reta que corta uma de duas paralelas, corta também a outra.

P5.11. Uma reta perpendicular a uma de duas paralelas é, também, perpendicular a outra.

P5.12. Retas paralelas sao equidistantes.

P5.13. Existem retangulos. (retangulo: quadrildtero com quatro angulos retos)

P5.14. Considere a Figura 3.32.

Bl e

Figura 3.32: Mais um equivalente ao 5° Postulado: a existéncia de retangulos.
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Se AB = CD, entao o« = 3 = 90°.
P5.15. Um angulo inscrito em um semicirculo é sempre reto.

P5.16. Lados opostos de um paralelogramo s@o congruentes. (paralelogramo: quadrildtero com
lados opostos paralelos)

P5.17. Considere a Figura 3.33.

51 B
Y (0
Figura 3.33: Mais equivalentes ao 5° Postulado: retas paralelas implicam em mesma soma de angulos
colaterais internos.

Se 1 é paralela a s, entao x+ p =y + 9.

P5.18. Sejam m e n duas retas, A € me B € n tais que AB L n e forma um angulo agudo com m.
Entao, as perpendiculares baixadas de m a reta n, do lado do angulo agudo sao menores do que AB e as
que ficam do outro lado sd@o maiores do que AB. Veja a Figura 3.34.

¢ A

D B F n
Figura 3.34: Mais equivalentes ao 5° Postulado: desigualdades envolvendo a distancia de pontos de uma
reta a outra reta.

P5.19. Dado um triangulo, é possivel construir outro semelhante com lados arbitrariamente grandes.

P5.20. Por um ponto dentro de um angulo menor que dois retos pode-se tracar uma reta que intesecta
os dois lados desse angulo.



Capitulo 4

Precursores das Geometrias Nao
Euclidianas

Varios matematicos tentaram demonstrar o 5° Postulado de Euclides a partir dos 4 primeiros postulados.
Vamos apresentar o raciocinio desenvolvido por alguns deles.

(1) Claudius Ptolomeu (85-165)

O raciocinio de Ptolomeu segundo [2] foi o seguinte:
Sejam 1//s e t transversal e «, 3,7V, d conforme Figura 4.1.

Figura 4.1: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Ptolomeu.

Como 1//s, temos que «+ B =y + 5 (}).
Logo, se o« + B > 180°, entao y + 6 > 180°. Contradicao, pois o« + 3 +vy + 6 = 360°.
Se oo+ 3 < 180°, entao y + & < 180°. Contradigao, pois &+  + vy + & = 360°.
Assim, o+ 3 = 180°.
Mas
(r//s = a+p=180°) & (x+ P #180° = r nao é paralela a s),

Proposicao 3.1.4 P5

o que prova P5.
(2) Proclus (410-485).

O raciocinio de Proclus segundo [2] foi o seguinte:
Primeiramente, demonstra-se a seguinte proposi¢ao “sem usar o P5”:

“Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo corta a outra”. (?)

!Na verdade, Ptolomeu usou a Proposicio 3.1.4 para provar a prépria Proposicio 3.1.4.
2Essa proposicio é equivalente de P5.

33
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De fato: sejam 1//s e t concorrente com 1 em P.
Seja Q € t na regiao entre r e s (Figura 4.2).

Figura 4.2: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Proclus.

Temos que a medida que Q € t “se afasta” de P, a distancia de Q a A aumenta, tornando-se maior que
qualquer valor pré-fixado (3), inclusive, tornando-se maior que a distancia entre v e s (), ou seja, tNs # ()
e portanto, t corta s. Isso prova a proposicao acima.

Agora, sejam 1 e s cortadas por t de tal modo que os angulos colaterais internos de um lado sejam menores
que dois retos (Figura 4.3).

o o+P<180°

Figura 4.3: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Proclus.

Seja m passando por P formando angulo 'y com s de tal modo que o+  +vy = 180° (Figura 4.4).

Figura 4.4: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Proclus.
Pela Proposig¢ao 3.1.3 temos que m//r.
Como s corta m em P, pela proposigao acima provada, temos que s N1 # &, ou seja, vale P5.
(3) Nasir Al-Din Al-Tusi (Nasiredin) (1201-1274).

O raciocinio de Nasiredin segundo [2] foi o seguinte:
Considere o seguinte axioma:

3Essa proposicio nio depende de P5 e foi simplesmente admitida por Proclus.
4Retas paralelas serem equidistantes é um equivalente de P5.
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“Sejam 1 e s duas retas; A € r e B o pé da perpendicular baixada de A em s. Suponha ainda que AB
nao é perpendicular a r. Entao, os segmentos perpendiculares a s baixados de r no lado do angulo agudo
entre AB e 1 sao menores que AB e os do lado oposto sao maiores que AB.”

Observagao: o axioma é assumido no caso de ABCD formar quadrildtero convexo conforme a Figura

4.5.
\5

a<90N\C

m=p> CD<AB<EF

F B D

Figura 4.5: Apoio para a tentativa de demonstraciao do 5° Postulado por Nasiredin.

Considere o quadrilatero da Figura 4.6.

A D

e AB = CD

B C

Figura 4.6: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Nasiredin.

Assumindo o axioma acima, se A< 90°, entao AB > CD, uma contradigao. Se A > 920°, entao AB < CD,
uma contradicao. Logo, A = 90°. De modo analogo, D = 90°.

Assim, ABCD é um retangulo (possui 4 angulos retos) e, portanto, ABD = CDB (caso “cateto-hipotenusa”
de conguéncia). Assim, existem tridngulos cuja soma dos angulos internos é 180°, (°) de onde concluimos
P5.

Observagao: O axioma assumido é equivalente de P5.
(4) John Wallis (1616-1703)

O raciocinio de Wallis segundo [2] foi o seguinte:

Considere o axioma:

“Dado um triangulo, é possivel contruir outro semelhante a esse com lados arbitrariamente grandes.”
Considere a construcao da Figura 4.7, onde o + 3 < 180°.

Mostremos que T encontra s.

Observemos que vy > f3, visto que o + vy = 180°. Logo, se deslocarmos a reta r ao longo de m mantendo
o angulo (3 rigido, podemos colocé-la passando por P inteiramente acima do angulo o.

SNasiredin precisava demonstrar que a existéncia de um tridngulo, cuja soma dos angulos internos seja igual a 180°,
acarretasse que todos os tridngulos possuem mesma propriedade.



36

Figura 4.8: Apoio para a tentativa de demonstracdo do 5° Postulado por Wallis.

Nesse movimento, passamos por um ponto entre P e S formando um triangulo PQR, como na Figura 4.8.
Pelo axioma acima, podemos construir um triangulo PST semelhante a PQR com lados correspondentes
PQ e PS. Logo, T € rN's, o que prova P5.

Observagao: Na demonstracao de Wallis, o axioma assumido é equivalente a P5.
(5) Girolano Saccheri (1667-1733)

Foi o primeiro a tentar provar o 5° Postulado substituindo-o por uma afirmagao contraditéria. (demon-
stragao por redugao ao absurdo)
Para tanto, considerou um quadrilatero construido conforme a Figura 4.9.

B - —— b
o

=

A C

Figura 4.9: Quadrildtero de Saccheri.

Logo, o« = 3. De fato, ABC = CDA (caso LAL). Logo, ABD = CDB (caso LAL), ou seja, « = f3, veja na
Figura 4.10.

Sabendo que a existéncia de um retangulo (o« = 3 = 90°) é um equivalente de P5, Saccheri esperava que
se considerasse o« = 3 > 90° ou o« = 3 < 90° (negacao da existéncia de um retangulo e, portanto, negacao

de P5), poderia chegar a alguma contradi¢cao com algum dos 4 primeiros postulados provando assim que
P1,P2,P3,P4 = P5.

No 1° caso: se &« = 3 > 90° (Figura 4.11), Saccheri concluiu que uma reta seria limitada (teria compri-
mento finito), contradizendo P2.
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Figura 4.10: Apoio para a tentativa de demonstracao do 5° Postulado por Saccheri.

0=p>90°

Figura 4.11: A hipdtese do angulo obtuso de Saccheri.

No 2° caso: se &« = B < 90° (Figura 4.12), Saccheri ndo conseguiu chegar a uma contradi¢do com
com algum dos 4 primeiros postulados. No entanto, deduziu uma série de resultados que mais tarde se
tornariam teoremas da primeira geometria nao euclidiana.

0=P<90°

Figura 4.12: A hipdtese do angulo agudo de Saccheri.

(6) Johann Heinrich Lambert (1728-1777)

Fez trabalho semelhante ao de Saccheri, considerando o quadrilatero da Figura 4.13.

E procedeu de maneira andloga a Saccheri com relagao ao angulo «.

Também nao chegou a contradigao quando supds o < 90°. No entanto, chegou a um dos principais
teoremas da Geometria Hiperbdlica:

“A drea de um triangulo hiperbdlico é proporcional & diferenca entre 7t e a soma dos angulos internos”,

ou seja:
Area(ABC) =k(m— (A+ B+ C)); k > 0 constante fixa.

(7) Adrien Marie Legendre (1752-1833)

A tentativa de provar P5 de Legendre também foi por reducao ao absurdo. Para tanto, ele considerou a
Proposicao 3.2.1 cuja demonstragao nao depende de P5:

“A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre menor ou igual a dois angulos retos”.

Como P5 & P5.2, negar P5 significa admitir a existéncia de um tridngulo cuja soma dos angulos
internos é menor que 180° (maior que 180° nao ocorre devido & proposigao acima).
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A C

Figura 4.13: Quadrildtero de Lambert.

Seja ABC triangulo com soma dos angulos internos igual a 180° — «; 0 < « < 180°. Suponha que A é um

menor angulo de ABC. (%)

Sobre o lado BC construa um triangulo BCD congruente a ABC de modo que D= ﬁ; ABC = DCB e

ACB = DBC. Veja a Figura 4.14.

Figura 4.14: Apoio para a tentativa de demonstracao do 5° Postulado por Legendre.

Por D trace uma reta que intersecte o angulo BACem E e F, como na Figura. (7)
Pela Proposigao 3.2.1, temos que a soma dos angulos de AEF é menor ou igual a 180° — 2«.
De fato:

e+d+g<180°
h+d+f <180°
b+d+c=180°
a+b+c=180°—«
g+a+h=180°
Assim, somando (3) e (5):
b+d+c+g+a+h=360°

Substituindo (4) em (6) temos:
d+g+h=180°+ «

Somando (1), (2) e (5) temos:
ate+f+2(g+h+d) <540°

Substituindo (7) em (8) temos:

a+e+f+2(180° + «) <540° = a+e+f < 180° — 2«

[\

A~~~ N T/~
=~ W
D D O —

Ut

5Considerou o angulo A como sendo um menor angulo, entéo este angulo deverd ser, necessariamente, menor que 60°

(2/3 de um angulo reto).
TA existéncia de uma reta que intersecta os lados de A e passe por D, é equivalente ao P5:

“Dado um angulo ndo raso e um ponto no seu interiror, é possivel passar uma reta pelo ponto que intersecta os dois lados

do angulo”.
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Repetindo o raciocinio acima no triangulo AEF, damos inicio & construcao de uma sequéncia de triangulos
cuja soma dos angulos internos forma a sequéncia real

(180° — 2" &) nen-
180°
Para n > log, (oc) temos:

18 [e] [
PALIS zlogz(To) = 2" > % — 180° — 2"« < 0,

o que ¢é impossivel pois 180° — 2"« é soma de angulos e, portanto, positivo.
Desta forma, Legendre concluiu que a + b + ¢ = 180° e, portanto, vale P5.2.



Capitulo 5

Alguns Modelos para as Geometrias
Eliptica e Hiperbdlica

5.1 Modelos
Este Capitulo foi baseado principalmente na referéncia [10].

Um modelo para um sistema axiomético é um ambiente no qual podemos representar (ou interpretar) os
conceitos primitivos em relacdo aos quais os axiomas passam a ser afirmacoes aceitas como verdadeiras.

Exemplo: o Plano Euclidiano tal qual o conhecemos é um modelo para o sistema axiomatico de
Hilbert (ou de Euclides) pois nele é possivel representar ponto e reta de tal modo que os Axiomas de
Hilbert passam a ser afirmacoes aceitas como verdadeiras.

Vamos usar a existéncia de um sistema axiomaéatico para a Geometria Euclidiana e apresentar modelos
para a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Eliptica.

Esquematicamente podemos dispor os aximas bem como a negacao do Quinto Postulado de Euclides
conforme quadro a seguir, apresentado em [6]:

] 5°. Postulado ‘

N

N°. paralelas =1 — ] Geometria Fuclidiana ‘

Axiomas de: e
Incidéncia
Ordem
Congruéncia
Continuidade

N°. paralelas >1 — ’ Geometria Hiperbdlica ‘

] Negagao 5°. Postulado ‘

N°. paralelas =0 — ] Geometria Eliptica

N

e

N

Aziomas de: ya
Incidéncia
Separacao

Congruéncia

Continuidade

41
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5.2 Modelo do Disco de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica

Fixemos um disco euclidiano D de raio 1 e seja H seu interior. Usando os Axiomas de Hilbert e teoremas
da Geometria Euclidiana podemos provar que:

(1) Dados os pontos nao colineares A, B, O (O é o centro de D) existe um tnico circulo euclidiano ¢ que
passa pelos pontos A e B e intersecta o bordo de D ortogonalmente. Veja a Figura 5.1.

Figura 5.1: Dados dois pontos no interior de um disco, existe apenas uma circunferéncia ortogonal ao
bordo do disco passando pelo pelos pontos dados.

(il) Se os pontos A, B e O sdo colineares, entdo existe uma tnica reta euclidiana r passando por eles e
ortogonal ao bordo de D. Veja na Figura 5.2.

Figura 5.2: Dados dois pontos no interior de um disco alinhados com seu centro, existe apenas uma reta
ortogonal ao bordo do disco passando pelo

Além disso, a interseccao em H de circulos e/ou retas distintos(as) como as acima ocorre em um tinico
ponto de H.

Facamos as seguintes interpretagoes em H:

Pontos: os pontos hiperbdlicos sao os pontos de H.

Retas: as retas hiperbdlicas sao intersec¢oes de H com um diametro de D ou intersecgoes de H com um
circulo perpendicular ao bordo de D. Veja na Figura 5.3.

D

Figura 5.3: Retas hiperbdlicas no modelo do disco de Poincaré.

Plano: o plano hiperbdlico é a regiao H, interior de D.

A nocao de “estar em”: a nogdo de um ponto estar em uma reta (no sentido hiperbélico) coincide com
a nocao de “estar em” no sentido euclidiano.
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A nocao de “estar entre”: a nocao de um ponto estar entre outros dois pontos (no sentido hiperbélico)
coincide com a noc¢ao de “estar entre” no sentido euclidiano.

Definimos o angulo hiperbdlico entre duas semi-retas hiperbdlicas de mesma origem como sendo o
angulo (euclidiano) entre suas tangentes (euclidianas) no ponto de intersecgdo (Figura 5.4). Assim, a
medida de angulo é feita exatamente como no sentido euclidiano e, portanto, obedece os axiomas relativos
a tais medicoes.

Etangente arem?P

Figura 5.4: Angulo hiperbolico no modelo do disco de Poincaré.

Dado um segmento hiperbdlico TU (Figura 5.5), sejam R e S os pontos de D que sdo as “extremidades”
da reta hiperbdlica que contém TU. Definimos o comprimento hiperbdélico d (T,U) do segmento TU
por:

N
Figura 5.5: Medindo distancias no modelo do disco de Poincaré.
Notemos que, com essa defini¢ao de distancia em H, a reta hiperbdlica é ilimitada (tem comprimento

infinito). No contexto geral, o segmento hiperbdlico ligando dois pontos T e U é a curva de menor
comprimento (hiperbdlico) ligando estes pontos.

O Disco de Poincaré acima definido é um modelo para o sistema axiomatico da Geometria Hiperbdlica
Plana, onde o Axioma das Paralelas de Hilbert é trocado pelo Axioma de Lobachewsky:

“Por um ponto fora de uma reta existem pelo menos duas retas distintas passando pelo ponto e paralela
a reta dada.” Veja a Figura 5.6.

5.3 Modelo do Semiplano de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica

Consideremos um semiplano euclidiano fechado (contém a fronteira). Neste modelo as retas hiperbdlicas
(Figura 5.7) sdo semicirculos contidos no semiplano euclidiano e com centro na fronteira do mesmo, ou
semi-retas euclidianas contidas no semiplano e perpendiculares a fronteira do mesmo.

Observacgoes:
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s/lr;s"//r;Pes;Pes’;s#s’

Figura 5.6: O 5° Postulado de Fuclides nao é vdlido no modelo do disco de Poincaré.

S H H
S
T
L P

s/t s/lr;s’//lr;Pes;Pes;s#s’

Figura 5.7: Retas hiperbolicas no modelo do semiplano de Poincaré.

(1) A reta euclidiana que ¢é fronteira do semiplano néo faz parte do “plano hiperbdlico”.
(i1) A nocéo de distancia é diferente daquela do Disco de Poincaré.
(ii1) A nocdo de angulo coincide com a nogao de angulo euclidiana.

5.4 Modelo de Klein para a Geometria Hiperbdlica

Neste modelo temos um disco de raio 1 e as retas hiperbdlicas sao cordas desse disco (Figura 5.8).

~
7

s//r;s"//[r;Pes;Pes’;s#s’

Figura 5.8: Retas hiperbdlicas no modelo do disco de Klein para a Geometria Hiperbdlica.

Observagoes:

(1) A fronteira nao pertence ao “plano hiperbdlico”.

(il) A nocao de distancia é diferente daquelas dos outros modelos de Poincaré.

(1i1) A nocao de angulo entre as retas hiperbélicas desse modelo é diferente da nocao de angulo euclidiana.

5.5 Modelo da Pseudo-esfera de Beltrami para a Geometria Hiperbdlica

A pseudo-esfera é a superficie obtida pela rotacdo de uma curva denominada tratriz em torno de um
eixo y. Esta curva pode ser concebida mecanicamente do seguinte modo: consideremos um segmento AB
perpendicular a um eixo y conforme Figura 5.9. A medida que o extremo A é tracionado deslocando-se
pelo eixo Yy, o extremo A livre descreve uma curva no plano. Essa curva é uma tratriz, cuja parametrizacao
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pode ser dada por:

o: Jk, /2] — R?
t —  oc(t) = (sen (t),cos (t) +In (tan (3))) °

sendo 0 < k < 7t/2.
A pseudo-esfera nao é um modelo plenamente adequado para a geometria hiperbdlica, pois nao é completa,
isto é, apresenta “pontos singulares” que impedem o prolongamento das “retas hiperbdlicas”.

tratriz
pseudo-esfera

Figura 5.9: Construindo o modelo da pseudo-esfera de Beltrami a partir da tratriz.

5.6 Modelo de Klein para a Geometria Eliptica

Na Geometria Eliptica o 5°. Postulado de Euclides é substituido por:

“Dado um ponto fora de uma reta, ndo existe reta paralela a reta dada passando pelo ponto”.

3

Para que nao haja contradicao com o 2°. Postulado de Euclides, é necessario que este seja substituido
por um conjunto de axiomas chamados de “Axiomas de Separagao”:

Dizemos que dois pontos A e C separam os pontos B e D sobre um circulo, desde que nao seja possivel ir
de B a D percorrendo o circulo sem atravessar os pontos A ou C.
Designaremos a relagao definida “A e C separam B e D” pelo simbolo (A, C|B, D).

Os axiomas de separacao sao os seguintes:

S1 - Se (A,B|C,D), entao os pontos A, B, C, e D sado colineares e distintos.

S2 - Se (A,B|C,D), entao (C,D|A,B) e (B,A|C,D).

S3 - Se (A,B|C,D), entao nao vale (A, C|B,D).

S4 - Se os pontos A, B, C e D sao colineares e distintos, entao ou (A, B|C,D) ou (A, C|B,D) ou (A, D|B, C).
S5 - Se os pontos A, B e C sao colineares e distintos, entao existe um ponto D tal que (A, B|C,D).

S6 - Por quaisquer cinco pontos colineares e distintos A, B, C, D, e E, se (A, B|D, E), entao (A, B|C,D)
ou (A,B|C,E).

Dadas duas retas distintas 1 e n e um ponto P ¢ 1, n, definimos a aplicagao perspectiva com centro em P
como sendo @ : 1 — nU{oco} tal que se M € 1, entao M, P e @ (M) = M’ sao colineares. Veja Figura 5.10.

Observacdo: quando //n tomamos ¢ (P) = M/ = 0.

S7 - Aplicagoes perspectivas @ : 1 — m, sendo 1 e m retas, preservam separacao, isto é, se (A,B|C,D),
com A, B, Ce D sobre aretal, ese A’, B, C" e D’ sao imagens de A, B, C, D por ¢, entao (A’,B/|C’,D’).
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A
/

M

Figura 5.10: Aplicagdo perspectiva para os Aziomas de Separagdo da Geometria FEliptica.

No Modelo de Klein para a Geometria Eliptica, é considerado um disco de raio 1 e as retas elipticas
sao arcos de circunferéncias (ou didmetros) unindo pontos diametralmente opostos no bordo do disco.
Ao contrario do que ocorre nos modelos da Geometria Hiperbdlica, os pontos do bordo pertencem ao
“plano eliptico”, no entanto, pontos diametralmente opostos sao vistos como sendo um inico ponto

(Figura 5.11).
A
s m .
0 1, s, t, m sdo retas ‘retas elipticas’ concorrentes
A e A’ constituem um tinico ponto
t
A

Figura 5.11: Retas no modelo do disco de Klein para a Geometria Eliptica.

Notemos que, dados dois pontos, existe uma tnica “reta eliptica” que os contém, veja exemplos na Figura

5.12.

rlt

O triangulo ABC eliptico possui soma

3!

N

e
Y

de angulos internos maior que 180°

Figura 5.12: Triangulo eliptico no modelo do disco de Klein.

Observagoes:
(1) Na Geometria Eliptica retas possuem comprimento limitado (nao vale o 2°. Postulado de Euclides)
(i1) A nocao de angulo no modelo acima coincide com a nogao de angulo euclidiana.

5.7 Modelo Duplo da Esfera para a Geometria Eliptica

O Modelo do Disco de Klein para a Geometria Eliptica inspira considerar uma esfera de raio 1T como
“modelo” para essa geometria. No entanto, alguns cuidados devem ser tomados: as “retas elipticas” sao
circulos maximos com os pontos diametralmente opostos identificados. Desta forma, ndo temos
contradicao com o 1°. Postulado de Euclides.
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Esse procedimento é equivalente a considerar uma semiesfera como modelo e tomarmos os pontos diame-
tralmente opostos da fronteira identificados, veja na Figura 5.13.

A=A’
N=N’ B=B
= /B ..,8 §=5
equador < 5 ~—s“equador”

Figura 5.13: Modelo duplo da esfera para a Geometria Eliptica.

Desta forma, a esfera pode ser considerada como um “modelo duplo” para a Geometria Eliptica.

Observagao: uma esfera com os pontos diametralmente opostos identificados recebe o nome de Plano
Projetivo.



Capitulo 6

Geometria Hiperbdlica

Tomando-se os quatro primeiros grupos de axiomas de Hilbert, a saber:

(i) Axiomas de Incidéncia;

(il) Axiomas de Ordem;

(ii1) Axiomas de Congruéncia;

(iv) Axiomas de Continuidade;

juntamente com a negacao do 5°. Postulado de Euclides conhecida como Postulado de Lobachewsky:

“Por um ponto ndao pertencente a uma reta dada, podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas
que nao encontram a reta dada,”

temos o sistema axiomatico que origina a chamada Geometria Hiperbdlica.
A semelhanca da Geometria Euclidiana, temos que ponto, reta e plano na Geometria Hiperbdlica sao

conceitos primitivos, portanto, indefiniveis. Veja a Figura 6.1.
n
m#m’; Pemmnm’, mnn=m "n=g Modelo

Figura 6.1: O Azioma de Lobachewsky para o Geometria Hiperbdlica.

6.1 Paralelismo na Geometria Hiperbdlica

Proposigao 6.1.1 Sejam v uma reta e P um ponto ndo pertencente a v. Entdo, existem infinitas retas
que passam por P e nao intersectam .

Demonstracao:

Pelo Postulado de Lobachewsky, existem m e m’ passando por P tais que mNn=m'Nn = &.

Deste modo, m e m’ dividem o plano hiperbdlico em quatro regides angulares, conforme a Figura 6.2.
Seja Q o pé da perpendicular baixada de P a n. Consideremos os angulos « e 3 de vértice comum P
formados pelas retas m e w e;m e iD_), respectivamente. Seja R ponto em uma das regices angulares

49
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Figura 6.2: Apoio para a demonstracdo da infinidade de paralelas a uma reta, passando por um ponto
dado: regides angulares.

Q

Figura 6.3: Apoio para a demonstracdo da infinidade de paralelas a uwma reta passando, por um ponto
dado.

tal que o angulo vy = R/P\Q esteja contido na regiao angular formada pelo angulo # mas nao esteja contido
na regiao angular «, conforme a Figura 6.3.
Seja m” reta passando por P e R. Logo, m” # m, m’ e est4 contida nas regioes opostas pelo vértice P que
nao contém n (regioes 2 e 4 da Figura 6.2).

Temos que m” Nn = &. De fato, se m” Nn = {A}, temos um triAngulo PQA e:

(1) m entra em PQA por P (Figura 6.4). Pelo Axioma de Pasch, temos que m N QA # &, que é uma
contradigao.

Figura 6.4: Usando o Axioma de Pasch na demonstracdo da infinidade de paralelas a uma reta, passando
por um ponto dado.

(2) m’ entra em PQA por P. Pelo Axioma de Pasch, temos que m’ N QA # &, uma contradigao.

Logo, m" Nn = @.
Como ha infinitos pontos R que podem ser escolhidos, conforme acima, concluimos que existem infinitas
retas m” que passam por P e nao intersectam m. O

Proposicao 6.1.2 Sejam n uma reta e P um ponto nao pertencente a n. Consideremos:

Cq: conjunto das retas que passam por P e ndo intersectam m;

Cy: conjunto das retas que passam por P e intesectam m.

Entao, existem exatamente duas retas distintas m e m’ de Cq que determinam no plano hiperbdlico dois
pares R1 e Ry de regides angulares opostas pelo vértice P de modo que Cy =Ry, 1 =1,2. Veja a Figura 6.5.
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Figura 6.5: Regides angulares no modelo do disco de Poincaré.

Demonstragao:

Baixe a perpendicular do ponto P a reta n e designe por Q o pé desta perpendicular. Em seguida trace
a reta passando por P e perpendicular ao segmento PQ, a qual sabemos que nao intercepta a reta n.
Escolha dois pontos E e F sobre esta reta, de modo que P pertenca ao segmento EF. Considere o triangulo
EFQ. Como o ponto P pertence ao lado EF, todas as retas que passam por P, com excecao da reta que
passa por E e F, sao retas que cortam o segmento EF em um ponto, e que, conseqiientemente, cortam
também o segmento EQ ou o segmento QF. Vamos nos restringir, inicialmente, as que cortam o segmento
EQ. Observe que, neste segmento, cada ponto representa uma das retas que passa por P. Veja na Figura
6.6.

A Q

Figura 6.6: Apoio para a demonstracdo da existéncia de duas retas paralelas a uma reta, passando por
um ponto dado.

Estes pontos podem ser separados em duas classes, a dos que representam retas que nao intersectam n,
e que chamaremos de N, e a dos que representam retas que intersectam n, e que chamaremos de M. E
claro que NN M é vazio, que E € N e que Q € M. Além disto, se A € M, entdo QA C M. Para ver que
isto ocorre, seja A’ o ponto de n onde a reta que penetra no triangulo PQA’ pelo vértice P deve cortar o
lado QA’. Da mesma forma, se B € N, entao, EB C N.

Segue-se, entdo, do Axioma de Dedekind para os niimeros reais, que vale para os pontos de uma reta ou
de um segmento, que existe exatamente um ponto S que separa os conjuntos M e N. A questao que se
coloca imediatamente é se este ponto de separagao pertence ao conjunto M ou ao conjunto N. Suponha
que pertence ao conjunto M, ou seja, a reta que passa por P e S intersecta 1 em um ponto S’. Tome agora
qualquer ponto da semi-reta de origem Q passando por S’ e que esteja fora do segmento QS’. E claro que
esta reta intersecta EQ em um ponto que fica fora do segmento QS, o que é absurdo. Logo, S € N.

O mesmo raciocinio pode agora ser repetido com o segmento QF, obtendo-se outro ponto de separagao
daquele lado. Estes dois pontos correspondem a retas que separam todas as retas que passam pelo ponto
P em duas categorias - as que intersectam n e as que nao intersectam n. Além disto, estas duas retas nao
intersectam n. ]
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Observagoes.

(1) o par de setores angulares R opostos pelo vértice P é fechado, ou seja, sua fronteira, que é constituida
pelos angulos opostos pelo vértice P formado pelas retas m e m/, estd contida em Ry;

(2) o par de setores angulares R, opostos pelo vértice P nao é fechado, ou seja, sua fronteira, que também
¢ constituida pelos angulos opostos pelo vértice P formado pelas retas m e m’, nao estd contida em Ry;
(3) a decomposi¢ao do plano hiperbdlico em R; e R nao é disjunta pois Ry N Ry = {P}.

Devido & infinidade de retas que passam por P e sao intersectam m, iremos alterar a definicdo de retas
paralelas proveniente da Geometria Euclidiana.

Sejam n uma reta e P um ponto nao pertencente a . As retas m e m’ de C; enunciadas na Proposi¢ao

6.1.2 chamamos de retas paralelas a n por P, enquanto que as demais retas, como por exemplo, T e 1/
de Cy chamamos de retas hiperparalelas a n por P, conforme a Figura 6.7.

a2

Figura 6.7: Eziste uma infinidade de retas hiperparalelas a uma reta, passando por um ponto dado.

Proposigao 6.1.3 Sejam n uma reta e P um ponto ndo pertencente a n. Entdo, as retas paralelas a
n pelo ponto P formam dngulos congruentes com a perpendicular baizada de P a reta n. Além disso, os
angulos congruentes mencionados sao agudos.

Demonstragao:

Seja Q o pé da perpendicular baixada de P a n. Sejam «; e «z as medidas dos angulos entre as paralelas
mem an por P com PQ em comum, conforme Figura 6.8.

Figura 6.8: Apoio para a demonstracao da congruéncia dos dngulos de paralelismo.

Suponhamos que a7 < 2.
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Figura 6.9: Apoio para a demonstracdo da congruéncia dos dngulos de paralelismo.

Tomemos um angulo de medida &7 contido na regiao angular determinada pelo angulo de medida o, e
com PQ em comum. R

Devido & Proposicao 6.1.2, 3R € n tal que a medida de RPQ seja o, conforme a Figura 6.9.

Seja S € n tal que Q € RS e RQ = QS. Logo, QﬁS tem medida menor do que &.

Logo, pelo caso LAL, PQR = PQS, o que implica em QPS ter medida «;. Contradigao!

Assim, o1 = ;.

Como m # m/, seja B a medida do angulo entre essas retas (Figura 6.10).

Figura 6.10: Apoio para a demonstracao de que os angulos de paralelismo sdo agudos.

Logo,

(o1 4+ o1) + B + 2001 + B = 360° =
4o + 2 =360° =
2000 + B =180° =

oc1:900—§:>

gy < 90°.
O
Sejam as retas s e s’ passando por P e paralelas a r. A uma das retas paralelas s ou s’ (qualquer) chamamos

de reta paralela a r por P a direita ou no sentido positivo. A outra chamamos de reta paralela
a r por P a esquerda ou no sentido negativo.

Deste modo, uma reta paralela a uma reta dada por um ponto e em um determinado sentido é tnica.

Sejam T uma reta; P um ponto nao pertencente a 1; s a reta paralela a v por P em um determinado sentido
e O o pé da perpendicular baixada por P até r. O angulo agudo enunciado na Proposicao 6.1.3 formado
por s e PO é chamado de angulo de paralelismo entre s e r em P.

Dizemos que s e t sdo retas paralelas a v por P e Q, respectivamente, em um mesmo sentido (Figura
6.11) quando:
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(1) Todas as semi-retas com origem em P e contidas no interior do angulo de paralelismo entre s e T em
P intersectam r em pontos no interior do angulo de paralelismo entre t e r no ponto Q.

ou

(2) Todas as semi-retas com origem em Q e contidas no interior do dngulo de paralelismo entre t e T em
Q intersectam T em pontos no interior do angulo de paralelismo entre s e r no ponto P.

(toda reta r que entra em « por P é rNn # &) = (toda reta s que entra em  por Q é sNn # )

0,B<90°

Figura 6.11: Definindo paralelismo em um determinado sentido na Geometria Hiperbolica.

6.2 Propriedades Elementares das Paralelas

Dizemos que uma reta s é paralela a r em um determinado sentido quando s é paralela a r por um
de seus pontos nesse mesmo sentido.

Dizemos que uma reta s é paralela a r quando s for paralela a r em um determinado sentido. Indicaremos
por s//r.

Proposigao 6.2.1 Sejam m reta paralela a n passando por um ponto P e em um determinado sentido.
Entdo, a reta m € paralela a 1 nesse mesmo sentido por qualquer de seus pontos Q. Veja a Figura 6.12.

{ m//n a direita por P — m//n a direita por Q.

Qem

- N

Figura 6.12: Paralelismo em um determinado sentido.

Demonstragao:

Seja A o pé da perpendicular baixada de P a n.
Seja m//n a direita por P.

1° caso: Suponhamos que Q € m estd a direita de P. Seja B € n tal que QB L n.
Seja oo 0 angulo suplementar de BQP.
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A B

Figura 6.13: Apoio para demonstracdo: paralelismo em um determinado sentido.

Para mostrar que m//n a direita por Q, basta mostrar que qualquer t entrando em o por Q corta n.
Seja t conforme Figura 6.13 e C € t no interior de «.

Logo, corta n em um ponto D (Proposigao 6.1.2), pois m//n a direita por P.

Assim, t entra em PAD por PD. Pelo Axioma de Pasch, t corta AD ou PA.

A reta t ndo corta PA pois, caso contrario, t cortaria QB em outro ponto diferente de Q, o que implica
t = QB que ¢é impossivel.

Logo, tNAD # &, o que implica em t NN # &, ou seja m//n & direita por Q.

2° Caso: Suponhamos que Q € m esta a esquerda de P. Seja B € n tal que QB L n.

Seja « o dngulo suplementar de BQP.

Para mostrar que m//n a esquerda por Q, basta mostrar que qualquer t entrando em o« por Q corta n.

Seja t e C € t no interior de «.

Logo, corta n em um ponto D (Proposigao 6.1.2), pois m//n a esquerda por P.

Assim, t entra em PAD por PD. Pelo Axioma de Pasch, t corta AD ou PA.

t ndo corta PA pois, caso contrario, t cortaria QB em outro ponto diferente de Q, o que implica t = QB
que é impossivel.

Logo, t N AD # @, o que implica em t N n # &, ou seja m//n a esquerda por Q. g

Todas as defini¢oes envolvendo paralelismo enunciadas na secdo anterior envolvem pontos. A Proposicao
6.2.1 permite escrever as proximas defini¢coes que estabelecem paralelismo envolvendo apenas retas.

Proposicao 6.2.2 Se s € paralela a v, entdo v ¢ paralela a s. Veja a Figura 6.14.

(VYm que entra em « € tal que mN's # &) = (Vm que entra em B € tal que M N1 # &)

0<90°  m—— /’)B/V B<90°

Figura 6.14: Propriedade simétrica de paralelismo na Geometria Hiperbdlica.

Demonstragao:

Considere as retas m e n que passam pelos pontos A e B, e C e D, respectivamente, como na Figura
6.15. Seja P um ponto do segmento AB. Suponha que m seja a paralela a reta n passando por P em uma
direcao, digamos a da direita. Trace PQ perpendicular a n e QR perpendicular a m.
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Figura 6.15: Apoio para a demonstracao da propriedade simétrica do paralelismo na Geometria
Hiperbolica.

Como pela Proposicao 6.1.3 o angulo QﬁB é agudo, o ponto R ficard & direita do ponto P (do lado do
paralelismo), do contrario o triangulo PQR teria dois angulos nao agudos, o que é proibido pelo Teorema
do Angulo Externo. Devemos provar que a reta n é paralela a reta m passando pelo ponto Q.

Para isto, temos de provar que toda reta que passa pelo ponto Q e divide o angulo RQD, intersecta a reta
m. Considere uma de tais retas e seja E um de seus pontos dentro daquele angulo. Trace PF perpendicular
a esta reta. O ponto F pertence a semi-reta de origem Q passando por E. Na semi-reta PQ, marque um
ponto G, de modo que PG = PF. O ponto G € PQ, ja que PF < PQ, como cateto e hipotenusa de um
triangulo retangulo. Trace a perpendicular GH ao segmento PQ e construa um angulo GPI igual ao angulo
FPB. Seja J o ponto onde a semi-reta ﬁ corta a reta n. Como a semi-reta GH corta o lado PQ do triangulo
PQJ, mas nao corta o lado QJ, entao, deve cortar PJ] em algum ponto K. Em PB marque um ponto L
tal que PL = PK e trace FL. Observe que os triangulos PGK e PFL sao congruentes. Conseqiiéntemente,
PFL = PGK = 90°. Logo os pontos Q, F, E e L sdo colineares. Portanto a semi-reta QE corta a reta m,
como queriamos demonstrar. O

Proposicao 6.2.3 Se s e r sdo paralelas a m em um determinado sentido, entdo s € paralela a v. Veja

a Figura 6.16.
\B\r
— m
I <A
o, B <90°

Figura 6.16: Propriedade transitiva de paralelismo na Geometria Hiperbdlica.

Demonstracao:

1° caso: Consideremos a terceira reta entre as outras duas. (Figura 6.17).

Tomemos a reta m, que passa por A e B, e a reta m’, que passa por C e D, paralelas & reta n, que passa
por E e F, ambas na mesma diregdo. Suponha que o segmento AC seja perpendicular a CD. Considere
uma reta que passe nos pontos A e H, com H no interior do angulo CAB.

Como m ¢é paralela a n, esta corta a reta que passa pelos pontos E e F em algum ponto I. Tracemos o
segmento CIl. Fazendo uso da Proposicao 6.2.2, sabemos que a reta que passa por E e F é paralela a reta
que passa por C e D. Logo a reta que entra no angulo CIF deve interceptar a reta que passa por C e D.
Isto prova o resultado neste caso.
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C

Figura 6.17: Apoio para a demonstracdo da propriedade transitiva do paralelismo na Geometria
Hiperbolica.

2° caso: Consideremos agora as retas m e m’ do mesmo lado da reta n.
Suponha que m’ seja a reta que estd entre as duas outras. Tome um ponto P € m. Considere a reta m”,
passando por P paralela a m’, na mesma dire¢ao do paralelismo (ver a Figura 6.18).

m
m

m

n

Figura 6.18: Apoio para a demonstra¢do da propriedade transitiva do paralelismo na Geometria
Hiperbolica.

De acordo com a primeira parte provada, m” é paralela a n. Como m também é paralela a n. e o paralelismo
de m e m” é na mesma diregao, concluimos que m = m”, ja que a paralela, em uma determinada diregao
¢ tnica. Conseqiientemente, m é paralela a m’'. O

Dizemos que duas semi-retas s1 e s; sao paralelas se suas retas suportes assim o forem. Indicaremos
por s1 // s2.

6.3 Pontos Ideais

Indiquemos o plano hiperbélico por H e consideremos o conjunto S de todas as semi-retas de H.
Embora o conceito de paralelismo entre retas introduzido na segao anterior nao admita que duas retas
paralelas possam ser iguais (pois ai terfamos apenas uma reta e ndo duas), vamos convencionar por ora
que uma reta possa ser paralela a ela mesma para podermos introduzir uma relagao de equivaléncia ~ em
S envolvendo tal conceito.

Sejam s1,s2 € S. Definimos:
81~ 82 & s1//s2.

Considerando a convencao acima, e as Proposicoes 6.2.2 e 6.2.3, é imediato provar que ~ é uma relagao
de equivaléncia em S.

As classes de equivaléncia da relagao ~ definida acima no conjunto S das semi-retas do plano hiperbdlico
H sao chamadas de pontos ideais ou pontos no infinito ou pontos 6megas de H. Veja a Figura 6.19.
Geralmente uma classe de equivaléncia acima ¢ indicada pela letra Q.

E bastante til pensar em um ponto ideal () como um ponto do bordo do Modelo do Disco de Poincaré
para a Geometria Hiperbdlica e considera-lo como o “ponto de convergéncia” de todas as semi-retas da
classe que o define.
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Figura 6.19: Pontos ideais na Geometria Hiperbdlica.

Sejam T uma reta e A € 1. Logo, A define duas semi-retas em v que podem ser representantes de duas
classes de equivaléncia acima definidas. Qualquer outro ponto B € r definird as mesmas classes que A
define.

Assim, podemos dizer que uma reta v determina dois pontos ideais, um para cada sentido de paralelismo
em 1. Indicando tais pontos ideais por Q_ e O, podemos imagina-los com os mesmos papéis dos pontos
—o0 e 400 associados a reta dos niimeros reais. Neste sentido, tendo a no¢ao de reta orientada com sentido
positivo e negativo em mente, é conveniente pensar em ()_ como sendo um ponto que vem “antes” de
todos os pontos de r e (O como sendo um ponto que vem “depois” de todos de r.

Por fim, é conveniente observar que pontos ideais nao sao pontos do plano hiperbdlico (assim como +oo
nao é ponto da reta real). Para distingui-los é comum chamar os pontos do plano hiperbélico de pontos
ordinarios.

6.4 Tridngulos Generalizados

Sejam:

(i) A, B pontos ordindrios e Q) ponto ideal do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas semi-
retas AQ, BQ e o segmento AB é chamada de tridngulo generalizado (ou tridngulo com um vértice
ideal, ou tridngulo émega) ABQ (Figura 6.20).

>
>

Figura 6.20: Triagngulo generalizado com um ponto ideal.

(i) A ponto ordindrio e Q, Q5 pontos ideais do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas
semi-retas AQq, AQ; e a reta 010, é chamada de triAngulo generalizado (ou triangulo com dois
vértices ideais, ou tridngulo 6mega) AQ1Q; (Figura 6.21).

(iil) Q1, Q», Q3 pontos ideais do plano hiperbdlico. A figura geométrica formada pelas retas Q1Q,, 21Q3
e 0,03 é chamada de tridngulo generalizado (ou tridngulo com vértices ideais, ou triangulo
6mega) (10,03 (Figura 6.22).
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A
/\; )
Q'] g 2 QZ
Q4

Figura 6.21: Triangulo generalizado com dois pontos ideais.

Q3
Q3
Q
A Q, Q4 2
Qq

Figura 6.22: Triangulo generalizado com trés pontos ideais.

Dadas as semi-retas PQ e QQ, consideremos suas retas suportes Q'Q e Q”Q. A figura geométrica formada
por Q'Q e Q"Q é chamada de angulo ideal Q’QQ" e sua medida é definida como sendo nula. Tal
angulo pode ser também indicado por PﬁQ.

Desta forma, um triangulo generalizado possuira pelo menos um angulo interno ideal, cuja medida é nula.
Seja S7 o semiplano originado por Q'Q e que contenha Q”Q). Seja S, o semiplano originado por Q”Q e
que contenha Q'Q. Ao conjunto (E1NEz) — (Q’QUQ"Q), ou seja, intersecao dos semiplanos Eq e E;
excetuando-se as retas que os originam, é chamado de interior do angulo ideal Q' QQ”.

A interseccao dos interiores dos angulos internos de um triangulo generalizado chamamos de interior do
triangulo generalizado.

Observagao. Poligonos convexos generalizados podem ser definidos de modo anélogo.

6.5 Propriedades de Tridngulos Generalizados

Dizemos que uma reta entra em um triangulo generalizado quando a interseccao desta reta com o interior
do tridngulo generalizado for nao vazia.

Seja ABQ um triangulo generalizado. Dizemos que uma reta r passa por um dos vértices de ABQ quando
A €1ouB €rouQ éum dos pontos ideais de r. Analogamente, este conceito estende-se para triangulos
generalizados AQ1Q5 ou 210,03,

Proposigao 6.5.1 Se uma reta v entra em um triangulo generalizado ABQ passando por um de seus
vértices, entdo v intersecta o lado do triangulo generalizado oposto a esse vértice.

Demonstragao:

Seja r entrando em ABQ por A.
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Seja Q o pé da perpendicular baixada de A até a reta ﬁ’) e o a medida do angulo QﬁQ.
Temos dois casos:

(1) Se a medida de QAB é menor do que ou igual a . Veja a Figura 6.23.

Figura 6.23: Apoio para a demonstracio do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta
entrando pelo vértice.

Entao, pela Proposicao 6.1.2, temos que r N BQ # @.

(2) Se a medida de QAB for maior do que «. Veja a Figura 6.24.

Figura 6.24: Apoio para a demonstracio do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta
entrando pelo vértice.

(2.1) Se r entra em AQQ), entdo pela Proposicdo 6.1.2 temos que TN BQ # @.
(2.2) Se r entra em ABQ, entdo pelo Axioma de Pasch, rNBQ # &.
(2.3) Se r contém Q, entdo rNBQ ={Q} # 2.

Seja T entrando em ABQ por Q.
Considg}emos um ponto P € r no interior de ABQ), conforme a Figura 6.25.
Logo, AP intersecta BQ em um ponto C.

Figura 6.25: Apoio para a demonstracdo do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta
entrando pelo vértice.

Logo, r entra no triangulo ABC. Pelo Axioma de Pasch r corta AB ou BC. A reta r ndo corta BC pois,
caso contrario, r e BQ seriam paralelas em um mesmo sentido com um ponto em comum, ou seja 1 = BQ.

Contradigao!
Logo, TN AB # @. O
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Proposicao 6.5.2 Se uma reta v entra em um triangulo generalizado ABQ intersectando um de seus
lados mas ndo passando por nenhum de seus vértices, entdo T intersecta um dos outros dois lados do
triangulo generalizado.

Demonstragao:

Se r entra em ABQ por AQ, entdo consideremos {Q} = r N AQ, conforme a Figura 6.26.

A r
Q

Q

o
-

@

Figura 6.26: Apoio para a demonstragio do “Azioma de Pasch” para tridingulos generalizados: reta
entrando pelo lado.

Temos dois casos:

(1) Se r entra em BQQ, pela Proposigao 6.5.1, rN BQ # &.

(2) Se r entra em ABQ, pelo Axioma de Pasch, rN AB # @.

Observagao: r nao contém BQ pois, caso contrario, B € r que é contra a hipdtese.

Se r entra em ABQ por AB, entdo consideremos {C} = r N AB, conforme a Figura 6.27.

A

y

B

Figura 6.27: Apoio para a demonstracdo do “Axioma de Pasch” para triangulos generalizados: reta
entrando pelo lado.

Temos, novamente, dois casos:
(1) Se r entra em ACQ, pela Proposigao 6.5.1, rN AQ # &.

(2) Se r entra em BCQ, pela Proposicdo 6.5.1, rNBQ # @.

Observacao: T nao contém CQ pois, caso contrario, T passaria por Q: contra a hipotese. O
Observagoes.
(i) As Proposigoes 6.5.1 e 6.5.2 podem ser facilmente estendidas para os outros dois tipos de tridngulos
generalizados.

(il) As Proposigoes 6.5.1 e 6.5.2 sdo os “Axiomas de Pasch” para tridngulos generalizados ABQ.

Seja ABQ triangulo generalizado conforme a Figura 6.28. Os angulos externos de ABQ sdo os angulos
suplementares de BAQ e ABQ construidos sobre as retas suportes de AB, AQ e BQ.
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Y

B B
v € o angulo externo de ABQ Y
y+p=180°

v € o angulo externo de ABQ

Figura 6.28: Angulo externo em triangulos generalizados com um vértice ideal.

v € o angulo externo de AQ,Q,
y+p=180°

y € o angulo externo de AQ Q,

Figura 6.29: Angulo externo em triangulos generalizados com dois vértices ideais.

Seja AQ1Q; triangulo generalizado conforme a Figura 6.29. Os dngulos externos de AQ1Q; sao os
angulos suplementares de Q1A Q> construidos sobre as retas suportes de AQ; e AQ,.
Triangulos generalizados Q10,03 nao possuem angulos externos.

Proposicao 6.5.3 (Teorema do Angulo Externo para Triangulos Generalizados) Um angulo externo de
um triangulo generalizado é sempre maior do que o angulo interno que nao lhe seja adjacente.

Demonstragao:

Um éangulo externo de um triangulo generalizado é sempre nao nulo. Logo, é maior que o dngulo nulo dos
vértices ideais. Resta mostrar que um angulo externo em B é maior do que A em ABQ.
Consideremos ﬁ conforme a Figura 6.30.

A > 0O

B
Va
Figura 6.30: Apoio para a demonstracdo do “Teorema do Angulo Ezterno” para triangulos generalizados.

— —
Temos /ED NAQ = @. De fato, se ED NAQ ={C}, terfamos um tridngulo ABC com angulo externo « e
angulo interno nao adjacente «. Contradicdo com o teorema do angulo externo.
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Restam duas possibilidades:
(1) A medida de DBQ nio é nula. Daf a medida de DBQ é maior do que a medida de &, como queriamos.

(2) A medida de DBQ é nula. Logo, ﬁ = ﬁ’z
Considere a Figura 6.31.

Figura 6.31: Apoio para a demonstra¢do do “Teorema do Angulo Ezxterno” para triangulos generalizados.

Seja M: ponto médio de AB.

Seja N : &da perpendicular baixada de M a T
Seja L € AQ tal que LA = BN, conforme figura.
Pelo caso LAL de congruéncia temos BNM ALM.

Logo, L, M e N sao colineares e ML L AQ Contradigao com a Proposi¢ao 6.1.3. 0

6.6 Congruéncia em triangulos generalizados

Dizemos que dois triangulos generalizados ABQ e A’B’()’ sao congruentes quando AB = A’B’, A=A
e B = B’. Indicaremos por ABQ = A’B’()’. L
Dizemos que dois tridngulos generalizados AQ1Q; e A’Q} Q) sao congruentes quando A = A’. Indi-
caremos por AQ;Q, = A’Q[ Q5.

Definimos que todos os tridngulos generalizados (210,03 sao congruentes entre si.

Proposicao 6.6.1 (Caso “lado-angulo” - LA - de congruéncia para triangulos generalizados) Sejam ABQ
e A'B'Q) triangulos generalizados. Se AB=A'B’ ¢ A = A/, entdo ABQ = A'B'Q’.

Demonstragao:

Suponhamos que B> B.

Seja C no interior de ABQ tal que ABC = A’B'Q)’, conforme a Figura 6.32.
Pela Proposicao 6.5.1, % corta AQ) em um ponto D.

Seja D’ € A’Q’ tal que AD = A'D’.

Logo ABD = A’B’D’ pelo caso LAL. Assim,

ABD = A'B'D’ < A’'B'Q' = ABC = A/B'D’' < A'B'Q’ = A'B'Q’ = A/B'D’ < A'B'QY,

contradigao!
Logo, B = B'.

Proposigao 6.6.2 (Caso “angulo-dangulo” - AA - de congruencza para triangulos generalizados) Sejam
ABQ e A'B'QY tridngulos generalizados. Se A=A’ e B = B/, entdo ABQ = A’B'Q’
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A A
D D'
Q o
B
B

Figura 6.32: Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “lado-dngulo” para triangulos generali-
zados.

Demonstragao:
Devemos mostrar que AB = A’B’.

Suponhamos que AB > A’B’.
Seja C € AB tal que AC = A’B’, conforme a Figura 6.33.

A
A . B
Q Q
C
B'
B

Figura 6.33: Apoio para a demonstragdo do caso de congruéncia “éngulo-angulo” para triangulos genera-
lizados.

Logo, pela Proposicao 6.6.1 temos ACQ = A’B’Q)’. Logo, C=B= E, ou seja,
ACQ = CBQ. (%)

Mas ACQ é angulo externo do tridangulo generalizado CBQ.

Pelo Teorema do Angulo Externo para triangulos generalizados (Proposigao 6.5.3), temos ACQ > CBQ.
Contradicao com ().

Assim, AB = A’B’, como querfamos. O

Dizemos que o triangulo generalizado ABQ ¢ isdsceles de base AB quando A =B.

Proposicao 6.6.3 (Caso “triangulos isdsceles” de congruéncia para triangulos generalizados) Todos os
triangulos generalizados isdsceles com bases de mesma medida sao congruentes entre si, ou seja, se ABQ
e A'B'Q) sdo tais que AB=A'B’, A=B e A =B/, entio ABQ = A’B'()’.

Demonstracao:

E suficiente mostrar que B=B e usara Proposicao 6.6.1.

Suponhamos que B>P.

Sejam C e D no interior de ABQ de tal modo que CAB=A’e DBA = §’, conforme a Figura 6.34.
Pela Proposicao 6.5.1, ﬁ corta AT). em um ponto que chamaremos de E.

Pelo Axioma de Pasch, A(? corta BE em um ponto que chamaremos de F.

Seja B’ € B’Q)’ tal que B'E’ = BE. Pelo caso de congruéncia LAL temos que ABE = A’B'E’.
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Figura 6.34: Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “triangulos isdsceles” para triangulos
generalizados.

Logo,
B/A’E/ < B'/A’Q — BAE < B'/A’Q)' — BAQ < B'A/Q)/ =— A < A/,

Assim,

—~ —

§>l§’e7\<A’=>}A\+§’<§+A’,
contradicao, pois B'=A’eA =B.

Assim, B = B/, como queriamos. U

6.7 O Angulo de Paralelismo

Consideremos o angulo de paralelismo entre as retas s e v no ponto P definido na Se¢ao 6.1, por meio das
Proposigoes 6.1.2 e 6.1.3.

Q a,=a,<90°

Figura 6.35: Angulo de paralelismo na Geometria Hiperbolica.

Notemos que a nogao de angulo de paralelismo estd associada a um triangulo retangulo generalizado PQQ
e que seu angulo interno P ¢é exatamente o angulo de paralelismo entre s e T em P, conforme a Figura 6.35.
Sendo assim, iremos chamar o dngulo P também de dngulo de paralelismo do tridngulo retangulo
generalizado PQQ relativo a altura PQ, de acordo com a Figura 6.36.

P

(03

Q —Q

Figura 6.36: fingulo de paralelismo no triangulo retangulo generalizado.
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Notemos que o angulo de paralelismo P depende apenas da altura PQ do triangulo retangulo generalizado
PQQ. Logo, podemos definir uma funcao, chamada de funcao angulo de paralelismo, do seguinte
modo:

e: R,—{0} — R
h — O(h)=«

tal que h ¢ a medida da altura PQ do triangulo retangulo generalizado PQQ e « ¢ a medida (em radianos)
de seu angulo interno P.

Proposicao 6.7.1 A funcdo angulo de paralelismo € estritamente decrescente e, portanto, injetiva.
Demonstragao:

Sejam h; > hy. Devemos mostrar que © (hy) < © (h,).
De fato (Figura 6.37).

(X’I:e(hl)
O('zze(hz)

Q

Q -

Figura 6.37: Apoio para a demonstracdo de que a Func¢do Angulo de Paralelismo ¢ injetiva.

Pelo Teorema do Angulo Externo para o triangulo generalizado PP’Q, temos «; > o1 pois &y é angulo
externo de PP'Q) e «y é angulo interno nao adjacente. Logo, © (h1) < © (hy). O

Proposigao 6.7.2 A funcdo dngulo de paralelismo € sobrejetiva se restringirmos seu contra-dominio ao
intervalo aberto 10, /2] C R.

Demonstracao:

Construa um angulo BAC agudo de medida «. Vamos supor que nao exista reta perpendicular a /ﬁ e
que nao intersecte AB. Marque C; em AC.

Tome B interseccao da perpendicular de A?f com A—B> A soma dos angulos do triangulo AB;Cy é 180°—¢.
Tomemos um ponto C, em A?, fora de ACq, tal que AC, = 2.ACjq, e considere o ponto B, onde a
perpendicular a R corta AB, conforme a Figura 6.38.

Figura 6.38: Apoio para a demonstracao de que a Fungdo Angulo de Paralelismo € sobrejetiva.

Os triangulos AB1C; e C2B1Cy s@o congruentes pelo caso LAL. Continuando temos que a soma dos
angulos do triangulo AB,C», é menor que 180°—2¢. Repetindo-se indutivamente este argumento, chegamos



67

a tridngulos com soma dos angulos igual a 180° — no. Tomando n suficientemente grande, obtem-se um
tridngulo cuja soma de angulos é negativa, o que é um absurdo. Logo existe uma reta perpendicular a
AC que nao intersecta AB.

. . . ~ . -3 .
Existem retas perpendiculares a A? que 1ntersectam /ﬁ e as que nao intersectam AB e existe exatamente
uma reta m separando estas duas classes.
Mostraremos que m é paralela a /ﬁ, conforme a Figura 6.39.

-
A C D

Figura 6.39: Apoio para a demonstracdo de que a Fungdo Angula de Paralelismo € sobrejetiva.

Seja D o ponto onde m corta A_C) e E um ponto de m. Considere uma semi-reta qualquer lﬁ): que divida
o angulo ADE. Afirmamos que Iﬁ: corta ATS Se Iﬁ: nao intersectasse AB, F pertenceria a uma das retas
perpendiculares a AC que intersectam ﬁ Logo, Pelo Axioma d& Pash deve intersectar /ﬁﬁ

Mas, se qualquer semi-reta que divide o angulo ADE intersecta AB, entao ﬁ é paralela a AB. Portanto,
o comprimento h do segmento AD tem o como angulo de paralelismo. O

Proposicao 6.7.3 A funcdo angulo de paralelismo é continua.
Demonstracao:

Seja hg € R™ —{0}. Mostremos que © é continua em hy. Facamos O (hg) = xp. Assim, devemos mostrar
que:

Dado ¢ > 0, existe 6 >0 tal que [h—hg|<d =0 (h)—0O (hy)| =& — x| < ¢, (1)
sendo © (h) = «.
Tomemos ¢ > 0. Seja o > «o; o € 10,7/2[; tal que & — g < ¢. Como © & sobrejetiva, temos a
existéncia de h/ tal que © (h’) = o. Além disso, como © é decrescente, temos também h’ < hy. Facamos
ho—h =& > 0. Assim:

K <h<hy= o > a> xp,

sendo © (h) = «, ou seja,
[h — ho| < ‘h’—ho] =0 = |a— apl < ‘oc’— oco| < €.

De modo analogo, seja o’ < g, o € ]10,7/2[; tal que ag — & < ¢. Como © é sobrejetiva, temos a
existéncia de h” tal que ©® (h”) = . Além disso, como © é decrescente, temos também h” > hy. Facamos
h” —hg =08 > 0. Assim:

ho<h<h’'= ay>a> o,

sendo © (h) = «, ou seja,
lh —hol < [h" —hg| = 8" = o — xo| < [ — oxg| < €.

Tomando & = min{d’, 8"} temos (1) satisfeita.
Como hg ¢é arbitrario, temos que © é continua. O
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6.8 Extensao da Funcgao Angulo de Paralelismo

Podemos estender o dominio da funcao angulo de paralelismo © ao conjunto dos ntimeros reais R do modo
seguinte.

Definamos a funcdo 0 tal que, para h > 0: 6(h) =0 (h), 0(0) =m/2e 8 (—h) = 1 — O (h). Assim, a
chamada fungao angulo de paralelismo estendida 0 é dada por:

0: R — R
«, se x >0
x — 0(x)=< m/2, sex=0

mT—«, se x <0

sendo « a medida do angulo de paralelismo P do triangulo retangulo generalizado PQQ relativo a altura
PQ de medida h, conforme a Figura 6.40.

Figura 6.40: Extensdo da Fungdo Angulo de Paralelismo.

Observemos que o fato de © ser continua implica em 6 ser continua em R —{0}.
Também somos induzidos, pela representacao geométrica de 8 dada acima, a considerar que lim 6 (x) =

. x— 0t
5 Como
lim 0 (x) = lim O(—
R
= i —0
Jim (7 —0 (x))

somos levados a crer que lir% 0 (x) =
X—

em R.
No préximo capitulo iremos deduzir uma expressao analitica para 6 onde poderemos constatar que 0 é
continua, decrescente e bijetora quando restringimos o contra-dominio ao intervalo aberto ]0,7t[ C R.

6.9 Quadrilateros Especiais

Um quadrilatero convexo ABCD é dito quadrilatero de Saccheri de base AB, topo DC e laterais
AD e BC quando os lados laterais sao congruentes e perpendiculares ao lado base, ou seja, AD = BC,
AD 1 AB e BC L AB. Veja a Figura 6.41.

Proposigao 6.9.1 O segmento ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrildtero de Saccheri
ABCD ¢ perpendicular a esses lados. Além disso, os angulos do topo C e D sdo congruentes.
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Ae B

Figura 6.41: Quadrilatero de Saccheri.

Demonstragao:

Sejam M e N pontos médios do topo e da base, conforme a Figura 6.42.

Figura 6.42: Apoio para a demonstracdo de que o segmento que une os pontos médios do topo e da base
de um quadrildtero de Saccheri é perpendicular a esses lados.

Pelo caso LAL:
ADN = BCN = DN = NC.

Pelo caso LLL:
DNM = CNM — NM = DC.

Como R R R R
AND =BNC e DNM = CNM = MM L AB.

Finalmente,

ADN =BCN ¢ NDM =NCM = D = C.
O
Proposicao 6.9.2 A base e o topo de um quadrildtero de Saccheri fazem parte de retas hiperparalelas.

Demonstracao:

Consideremos M e N conforme Proposicao 6.9.1, observe a Figura 6.43. Se W fosse paralela ou concor-
rente com Aﬁ , pela Proposicao 6.1.3, deveriamos ter NMC agudo, o que contradiz a Proposicao 6.9.1.

M

N I B

Figura 6.43: Apoio para a demonstracdo de que o topo e da base de um quadrildtero de Saccheri estdo em
retas hiperparalelas.
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Proposicao 6.9.3 Os angulos do topo de um quadrildtero de Saccheri sao agudos.

Demonstragao:

Pela Proposicao 6.9.2, A(? e (B—d sao hiperparalelas (Figura 6.44).

B D

Figura 6.44: Apoio para a demonstracdo de que os angulos do topo de um quadrildtero de Saccheri sdo
agudos.

Logo, A(T). dividﬂ angulo BAC.
Analogamente, CQ divide o angulo DCE.

Temos
x=0(AB)=06(CD) =p.
Temos
d>y=d0+PB>v+PB=v+a=c¢,
ou seja,
S0+ p >e. (1)
Mas

6—1—[5—1—52180"?s+s,180°:>£<900,
como queriamos.
Outra demonstragao:

Pela primeira Proposicao 3.2.1 de Legendre temos que a soma dos angulos internos dos triangulos ABD
e ADC ¢é menor ou igual a 360°.

Se um desses triangulos possuisse soma dos angulos internos igual a 180°, pela Proposicao 3.2.2 de
Legendre teriamos que todos os triangulos possuiriam soma dos angulos internos igual a 180°, o que
implicaria no 5° Postulado, que é contrario ao postulado de Lobachewsky. Logo, ABD e ADC possuem
cada um soma de angulos internos menor que 180°. Assim, D + C < 180° = D < 90°. O

Dizemos que dois Quadrildteros de Saccheri ABCD e A’B’C'D’ com bases AB e A’B’ e lados AD, BC L AB
e A'D’,B’C’ L A’B/, respectivamente, sao congruentes quando AB = A'B’ e AD = A’'D’.

Um quadrilatero convexo é dito quadrilatero de Lambert quando possuir trés angulos internos retos,
conforme a Figura 6.45.

Proposigao 6.9.4 O angulo interno nao conhecido de um quadrildtero de Lambert é agudo.

Demonstragao:

Seja ABCD um quadrilatero de Lambert com A=B=C=90°.

Tomemos E € ABe F € CHD de tal modo que EA = AB e FC = CD, conforme a Figura 6.46.

Por congruéncia de triangulos podemos mostrar facilmente que E=90°¢ FE = DB, ou seja, EBFD é um
quadrilatero de Saccheri. Pela Proposicao 6.9.3, temos que D < 90°, como queriamos. O



71

D
CD—T
o
A B

Figura 6.45: Quadrilatero de Lambert.

D
Cﬂﬁ
A B

Figura 6.46: Apoio para a demonstracdo de que o angulo desconhecido de um quadrildtero de Lambert é
agudo.

E

Proposicao 6.9.5 Seja ABCD wm quadrildtero convezo com base AB e laterais AD e BC perpendiculares
a base, ou seja, A =B =m/2. Entdo,

C<D & AD < BC.

Demonstragdo:

(1 C<D= AD < CD. Veja na Figura 6.47.

O

A B
Figura 6.47: Apoio para demonstragdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico com
dois angulos retos.

1°) Se AD = CB, ABCD seria de Saccheri. Pela Proposi¢ao 6.9.1 teriamos C=D.

2°) Se AD > CB. Ver a Figura 6.48.
Seja C" € AD tal que AC’ = BC.
Temos « = & pela Proposicao 6.9.1.
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A B

Figura 6.48: Apoio para demonstracdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico com
dois angulos retos.

Temos o« > 3 pelo Teorema do Angulo Externo.
Logo, L
d>p=dé+yvy>p=C>C.

Contradigao!

(2) AD < CB = C < D.
Seja D’ € CB tal que AD = BD’, conforme a Figura 6.49.

Figura 6.49: Apoio para demonstracdo: relacionando angulos e lados em um quadrildtero hiperbdlico com
dois angulos retos.

Pela Proposicao 6.9.1 temos « = f3.
Pelo Teorema do Angulo Externo temos
[3>v:>oc>y:>oc+6>y:>15>6,

como queriamos. O

6.10 A Soma dos Angulos Internos de Triangulos e Poligonos
Proposigao 6.10.1 A soma dos dngulos internos de um triangulo ordindrio é menor do que dois retos.
Demonstracao:

Considerando-se os Axiomas de Hilbert excetuando-se o Axioma das Paralelas de Euclides (Axioma de
Playfair), vimos que é possivel provar as Proposi¢es 3.2.1 e 3.2.2 de Legendre.

Suponhamos que exista um triangulo ordinario cuja soma de angulos internos seja igual a dois retos.
Pela Proposicao 3.2.2 concluimos que todos os triangulos ordinarios possuirao soma de angulos internos
igual a dois retos, que é precisamente o equivalente P5.2 ao Axioma das Paralelas de Euclides provado
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na Sec¢ao 3.2. Assim, chegamos a uma contradi¢do com o fato de que tal axioma néao vale na Geometria
Hiperbdlica.
Conclusao: todo triangulo ordinario possui soma de angulos internos menor do que dois retos. O

Outra demonstracao (de Lobachewsky).

1) Mostremos que a soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo retangulo ordinario é menor do que
dois angulos retos.

Consideremos o triangulo retangulo ABC com angulo reto em C, conforme a Figura 6.50.

A 1L Q D
a LI
Y
M
| | \Al%\
c ) B

Figura 6.50: Apoio para a demonstracao de Lobachewsky de que a soma dos dngulos internos de um
triangulo hiperbolico é menor do que dois retos.

Tomemos P como sendo o pé da perpendlcular baixada de M a CB, sendo M o ponto médio de AB.
Seja D tal que DAB = o« = ABC. Seja Q € AD tal que AQ = PB. Logo, AQM = BPM (caso LAL).

Assim, MQ L AD e P, M e Q sao colineares. Deste modo, AQCP ¢ quadrilatero de Lambert, ou seja,
x+v < 920°. Logo, A + B+ C < 180°.

2) Mostraremos agora que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo ordindrio é menor do que
dois angulos retos.

Consideremos um triangulo ordindrio ABC qualquer e tracemos a altura relativa ao vértice de maior
angulo (que vamos supor ser o vértice A). Assim dividimos o triangulo ABC em dois tridngulos retangulos
ordinarios ABD e ACD, conforme a Figura 6.51.

A
Bl

o ‘ o
B D C

Figura 6.51: Apoio para a demonstracao de Lobachewsky de que a soma dos angulos internos de um
triangulo hiperbolico € menor do que dois retos.

Logo, a + B < 90° e Y+ 6 < 90° (pelo item 1). Assim, o+ 3 +v + 8 < 180°, como queriamos. O

Corolario 6.10.1 A soma dos dangulos internos de um poligono convexo ordindrio de n lados possui
medida menor do que (n—2)

Demonstragao:

A partir de um dos vértices de um poligono convexo de n lados podemos tracar as diagonais!, dividindo
assim o poligono em n — 2 triangulos St,,ST,, ... »ST(n,z) (resultado da Geometria Euclidiana), conforme
a Figura 6.52.

!Diagonais em poligonos convexos ordindrios sdo segmentos que ligam dois vértices néo adjacentes, e em poligonos convexos
generalizados podem ser retas ou semi-retas que atingem os vértices ideais.
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Figura 6.52: Apoio para a demonstraciao de que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo
ordindrio de n lados € menor do que (n — 2)m.

Da Proposicao 6.10.1 temos que os tridngulos ordinédrios tém soma dos angulos internos menor que dois
angulos retos (ST] VST ’ST(nfz) < 7[). Logo, a soma dos angulos de todos os (n — 2) tridngulos é dada
pela soma St; +St, + -+ 57, _, <7+ 7T+ F W= (n—2)m. O

Proposigao 6.10.2 A soma dos dngulos internos de um triaingulo generalizado € menor do que dois
retos.

Demonstragao:

Podemos dividir em trés casos:

1° caso: triangulo generalizado ABQ.

Baixemos a altura relativa ao vértice A, e chamemos de C o pé da altura sobre o lado BQ), obtendo assim

dois triangulos retangulos. Consideremos o tridngulo retangulo ordinario ABC e o tridngulo retangulo
generalizado ACQ), conforme a Figura 6.53.

Q

Figura 6.53: Apoio para a demonstracdo de que a soma dos angulos internos de um triangulo generalizado
com dois vértices ideais € menor do que dois retos.

Temos que o’ + 3 < 90° (pelo item 1), &’ < 90° pela Proposicao 6.1.3 (o angulo de paralelismo é agudo)
e Q é nulo por defini¢ao. Logo, temos que o + &” + B < 180° e como o + &’ = « concluimos que
o+ 3 < 180°.

2° caso: triangulo generalizado AQ1Q. I

Por defini¢ao os angulos em Q7 e Q) sao nulos. Como as semi-retas AQq e AQ; sao paralelas ao lado
010, a esquerda e a direita respectivamente basta-nos baixar a perpendicular de (270Q; pelo ponto A
para podemos fazer uso da Proposicao 6.1.3. Sabendo que os angulos de paralelismo sao agudos podemos
concluir que o« < 180°. Veja a Figura 6.54.
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Q, Q,

Figura 6.54: Apoio para a demonstracdo de que a soma dos dngulos internos de um triangulo generalizado
com um vértice ideal € menor do que dois retos.

Q, Q,

Figura 6.55: Apoio para a demonstracdo de que a soma dos angulos internos de um triangulo generalizado
com trés vértices ideais € menor do que dois retos.

39 caso: triangulo generalizado 0105,Q3.
E imediato que a soma dos angulos do triangulo é menor que 180° pois por defini¢do os trés angulos sao
nulos, o que resulta em soma nula (Figura 6.55). U

Corolario 6.10.2 A soma dos angulos internos de um poligono convexo generalizado de n lados possui
medida menor do que (n— 2) .

Demonstragao:

Um poligono convexo generalizado pode ser dividido em triangulos ordinarios ou generalizados, conforme
a Figura 6.56. A partir de um dos vértices seja ele ordindrio ou ideal, de um poligono convexo de n
lados podemos tragar as diagonais dividindo assim o poligono em n — 2 triangulos Sv,,St,,..., 57, _,,-
Das Proposicoes 6.10.1 e 6.10.2 temos que os triangulos tem soma dos angulos internos menor que dois
angulos retos (ST] v STy ST(nfz) < 7'[). Logo a soma dos angulos de todos os (n — 2) tridngulos é dada
pela soma St; + S, +...+ S, _,, <7+ 7+ ..m=(n—2)7m Se um poligono tem todos os seus vértices
ideais tera soma dos angulos internos nula.

0

6.11 O Caso de Congruéncia AAA

Proposigao 6.11.1 (Caso de Congruéncia AAA da Geometria Hiperbdlica) Se ABC e A'B'C’ sao triangulos
ordindrios tais que A= A’, B=B' ¢ C = C/, entio ABC = A’B'C’.

Demonstragao:

Sejam ABC e A’B/C’ tais triangulos.
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Q

Figura 6.56: Apoio para a demonstracao de que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo
generalizado de n lados é menor do que (n — 2)7.

Suponhamos que AB > A’B’. Sejam D € AB, E € AC tais que AD =A'B’e AE = A'C".

1° caso) C = E. Veja a Figura 6.57.

A A
D i /\
C B' C'
B

Figura 6.57: Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
ordindrios.

Pelo caso LAL temos ADE = A’B'C’. Logo, ADE = A’B/C’ = ABC. Contradi¢io com o Teorema do
Angulo Externo.

2° caso) E < AC. Veja a Figura 6.58.

B C

Figura 6.58: Apoio para a demonstracdo do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
ordindrios.

Pelo caso LAL temos ADE = A’/B'C’ = ADE = A’B'C’ e AED = A'C'B’.
Logo, o quadrilatero BDEC possui soma de angulos internos igual a 360°. Contradicao com o Corolario
6.10.1.

3° caso) AE > AC.
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Figura 6.59: Apoio para a demonstracao do caso de congruéncia “angulo-angulo-angulo” para triangulos
ordindrios.

Pelo caso LAL temos ADE = A’B/C’. Assim, os triangulos BDF e FCE na Figura 6.59 possuem um angulo
externo igual a um angulo interno nao adjacente. Contradigdo com o Teorema do Angulo Externo.
Desta forma, AB = A’B’ e, pelo caso LAL temos ABC = A’B'C. O

6.12 Variacao da Distancia entre Duas Retas

Proposigao 6.12.1 Duas retas hiperparalelas possuem uma, e somente uma, reta perpendicular em co-
mum. (Figura 6.60)

Figura 6.60: FExiste exatamente uma reta perpendicular o duas retas hiperparalelas.

Demonstracao:

Existéncia:

Sejam m e n um par de retas que nao se intersectam. Dados dois pontos A e B em n trace AC e BD
perpendiculares a m. Se AC = BD, ACDB é um quadrilatero de Saccheri. Logo, temos que m e n possuem
uma perpendicular comum.

Se AC nao for congruente a BD, podemos supor sem perda de generalidade, que AC < BD. Seja Q o
ponto ideal da semi-reta AB. Marque E € AC tal que EC = BD, e marque um ponto qualquer H na
semi-reta CD fora do segmento CD. Construa o angulo CEF = DBQ com o ponto F no quadrilatero
ACDB, conforme a Figura 6.61.

Vamos considerar que a semi-reta ﬁ): intersecta . Para isto, considere semi-retas CQ e DQ que ficam
respectivamente dentro dos angulos ACH e BDH. Desde que HDQ > HCQ (Teorema do Angulo Externo),
podemos tracar uma linha CJ, penetrando no dngulo AC\_O_, tal que Hé] = HDQ. Tal reta intersectars a
reta n em um ponto, o qual podemos, por simplicidade, supor que é o ponto J.

O triangulo generalizado BDQ possui os lados BQO e DQ) paralelos e a figura formada pelas semi-retas EF,
CJ e o lado comum EC, é tal que EC = BD, FEC = OBD e ]éE = QDB. Logo, tal figura é congruente
ao triangulo generalizado BDQ e indicaremos por ECQ’. Por conseqiiéncia, a semi-reta EF é paralela a
semi-reta CJ. Conseqiiéntemente, ﬁ: intersecta a reta n em um ponto K situado no intervalo AJ.

Trace o segmento KL perpendicular a reta m. Na semi-reta I?)_, marque um ponto M tal que MB =
EK. Na semi-reta DH, marque um ponto N tal que ND = CL. Trace MN. Usando congruéncia de
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n A B K M MS’Q
T L
T

Figura 6.61: Apoio para a demonstracdo de que existe exatamente uma reta perpendicular a duas retas
hiperparalelas.

triangulos, verificamos que os quadrilateros EKLC e BMIND sao congruentes. Conseqlientemente, MN é
perpendicular a m e MN = KL. Portanto, KLNM ¢é um quadrilatero de Saccheri, e o resultado se segue.

Unicidade:

Se existissem duas retas perpendiculares as duas retas, terfamos um quadrildtero com quatro angulos
retos, o que, como vimos, é impossivel. Isto conclui a demonstragao. O
Observagoes.

(i) Duas retas concorrentes ndo possuem uma reta perpendicular em comum. Caso contrario, terfamos
um triangulo ordinario com dois angulos internos retos ou um angulo raso com medida diferente de 7
radianos.

(i1) Duas retas paralelas ndo possuem uma reta perpendicular em comum. Caso contrério, terfamos um
triangulo generalizado com dois angulos internos retos. Veja a Figura 6.62.

A S
p F A
t
Bf—r t @
B

Figura 6.62: Nao existe reta perpendicular a duas retas paralelas ou concorrentes.

A distancia de um ponto P a uma reta r é o comprimento do segmento PQ sendo Q o pé da perpendicular
baixada de P a r, conforme a Figura 6.63. Indicaremos a distancia de P a v por d (P, ).

P

I__‘d(P,r)
. r

Figura 6.63: Distancia de ponto a reta.

Q

Proposicao 6.12.2 Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O. Seja P € m. A distancia de P an
cresce quando P se afasta de O, tornando-se arbitrariamente grande, e decresce quando P se aproxima de
O tornando-se arbitrariamente pequena.

Demonstragao:
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Figura 6.64: Apoio para a demonstracao da propriedade de variagdo de distancia em retas concorrentes.

Sejam m e n duas retas concorrentes e & o angulo entre elas, conforme a Figura 6.64.

Se o« = 90°, o resultado é ébvio.

Se o < 90°, considere Py, P, € m tais que Py € OP2 e Q1,Q2 € m tais que P1Qq L n.
Temos que 3 >y pois y < 90° (triangulo OQP7) e p > 90° (Teorema do Angulo Externo).
Logo, pela Proposicao 6.9.5 temos:

P1Q1 < P2Q2= d(Py,n) < d(P2,n).

Isto mostra que:
d(Pn) { cresce quando P se afasta de O
’ decresce quando P se aproxima de O
Resta mostrar a segunda parte:
Seja K > 0. Pela funcao angulo de paralelismo, 3 h > 0 tal que 0 (h) = «.
Seja M € n tal que OM = h. Tomemos m’ perpendicular a n por M.
Logo, m///m (pois 0 (h) = «).

Seja R € m’ tal que MR = K. Seja P € m tal que PR L m'. Seja Q € n tal que PQ L n. Temos que

MRPQ é um quadrilatero de Lambert e, devido a Proposicao 6.9.5 temos
MR <PQ =K< d(P,n),

ou seja, d (P,n) pode tornar-se arbitrariamente grande.
Agora, seja P € m tal que OP = K, conforme a Figura 6.65.

Figura 6.65: Apoio para a demonstracao da propriedade de variagdo de distancia em retas concorrentes.

Temos OP > TP (maior lado oposto ao maior angulo).
Logo, d (P,n) < K, ou seja, d (P,n) pode tornar-se arbitrariamente pequena.
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Proposicao 6.12.3 Sejam m e n retas paralelas com ponto ideal Q em comum. Seja P € m. A distancia
de P an decresce quando P se move no sentido de Q, tornando-se arbitrariamente pequena. A distancia
de P an cresce quendo P se move no sentido oposto de () tornando-se arbitrariamente grande.

Demonstracao:

Sejam m e n duas retas paralelas e P1,P, € m tais que P, € P1Q. Sejam Q1,Q2 € m tais que P1Q7 L n
e P2Q2 L n, conforme a Figura 6.66.

Figura 6.66: Apoio para a demonstrac¢do da propriedade de variacdo de distancia em retas paralelas.

Temos que & < 90° < 3. Logo, pela Proposigao 6.9.5, temos
P1Q1 > P2Q2 = d (Py,n) > d (P2,n),

ou seja:
d(Pm) decresce quando P se move no sentido de Q
’ cresce quando P se move no sentido oposto

Quanto a segunda parte:

Seja K > 0. Seja P € ne Q € n tais que PQ L n.

Se d (P,n) = K, nao h4 nada a fazer.

Se d (P,n) > K, mostremos que existe P’ € m tal que d (P’,n) = K.

Figura 6.67: Apoio para a demonstracdo da propriedade de variacdo de distancia em retas paralelas.

Seja R € PQ tal que d (R,n) = K, conforme a Figura 6.67.

Seja m’ reta paralela a n passando por R no sentido oposto de Q.

Seja {A} =m'Nm (m’ entra em PQQ).

Seja c € m tal que AR=AC e D €n tal que CD L n.

E f4cil mostrar, por congruéncia de tridngulos, que RQ = CD, ou seja, d (C,n) = K, como queriamos.
Se d (P,n) < K, o raciocinio é andlogo. O

Proposigao 6.12.4 Sejam m e n retas hiperparalelas e MN o segmento perpendicular comum a m en
comMemeneN. Seja P em. A distincia de P a n decresce quando P se aprorima de M, tornando-
se igual a MN quando P = M. A distancia de P a n cresce quando P se afasta de M tornando-se
arbitrariamente grande.
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Y

N Q Q Q

Figura 6.68: Apoio para a demonstracao da propriedade de variacdo de distancia em retas hiperparalelas.

Demonstragao:

Consideremos a Figura 6.68.
Temos que MP1QN é quadrilatero de Lambert, assim como MP,Q>N. Logo,

Y < 90° = B > 90°.

Pela Proposicao 6.9.5, temos
P1Q1 < P2Q2= d(Py,n) <d(P2,n).

Logo,

d(Pm) aumenta quando P se afasta de M
’ diminui quando P se aproxima de M

Quanto a segunda parte:

Seja NQ paralela a M.

Pela Proposicao 6.12.2, d (R,n) aumenta arbitrariamente quando R se afasta de N.

Como R € PQ temos que d (P,n) aumenta arbitraiamente quando P se afasta de M.

Pela Proposicdo 6.12.2, d (R,n) tende a zero quando R se aproxima de N, sendo zero quando R = N.
Logo, d (P,n) tende a d (M, n) quando P se aproxima de M, sendo MN quando P = M. O

6.13 Construcao Geométrica de Uma Reta Paralela a Uma Reta Dada

Proposicao 6.13.1 Sejam v uma reta e B & .

Trace o segmento perpendicular BE a v com E € 7.

Trace um segmento perpendicular BC o BE.

Trace o segmento perpendicular CD a BC de modo que D € 7.

Trace o circulo de centro B e raio ED. Esse circulo determina um ponto A € DC.
Entao, a reta s = A(—B> € para a v passando por B.

Nao faremos a demonstracao da Proposicao 6.13.1, que pode ser encontrada no livro [2] da pagina 94 até
a pagina 102.

Acompanhe os passos pela Figura 6.69.

Apresentamos aqui um roteiro para esta mesma construcao de uma paralela no software NonEuclid,
conforme a Figura 6.70.

Selecione a op¢ao do modelo do disco;

Marque dois pontos A e B distintos;

Construa a reta r que passa por A e B;

Marque um ponto C fora desta reta;

Construa a reta p perpendicular de r passando por C;
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Figura 6.69: Construcdo de paralelas no disco de Poincaré descrita em [2].

Figura 6.70: Construcdo exata das duas retas paralelas a uma reta dada, passando por um ponto, utilizando
software de geometria dindamica.

Construa a reta s perpendicular de p pelo ponto C;

Marque um ponto E sobre a reta s;

Conduza uma reta q perpendicular de s pelo ponto E;

Determine o ponto G na interseccao das retas g e 1, caso nao se encontrem, mova o ponto E para obté-lo;
Determine o ponto médio K entre o ponto C e a interseccao D de 1 e p;

Trace a perpendicular t de p pelo ponto K;

Reflita o ponto G pela reta t e obtenha o ponto H sobre a reta s, (este procedimento proporcionou conduzir
a medida do segmento DG para CH);

Construa um circulo M com centro em C e raio CH;

Marque as duas interseccoes I e L, de M com a reta q;

Determine, entao, as retas ligando IC e CL;

Agora divirta-se com as variagoes possiveis nesta construgao, movendo o ponto C.
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6.14 Horocirculos e Curvas Equidistantes

Sejam m e n retas distintas e P € m, Q € n. Dizemos que P e Q sd@o pontos correspondentes se o
segmento PQ forma com m e n angulos congruentes em um mesmo lado de PQ, veja na Figura 6.71.
Também podemos dizer que P corresponde a Q.

m m
P P
B Y o
Q 1
B
Y Qz
Q
n n Q

Figura 6.71: Pontos correspondentes em retas concorrentes, paralelas e hiperparalelas.

Proposicao 6.14.1 Dadas duas retas paralelas, existe um ponto ordindrio equidistante dessas duas retas.
Demonstragao:

Sejam 1//s; P €1, Q € s e t reta que passa por P e Q.
Sejam m e n bissetrizes dos angulos formados por v e t e, por s e t, conforme a Figura 6.72.

Figura 6.72: Apoio para a demonstracdo da existéncia de um ponto equidistante a duas retas paralelas.

Temos que MAP = MCP e MCQ = MBQ. Logo, MA = MC = MB, ou seja, M é equidistante de 1 e
S. ]

Proposicao 6.14.2 Sejam v e s retas paralelas com o ponto ideal QO em comum. Seja M um ponto
ordindrio equidistante de v e s. Entao a reta MQ € equidistante de T e s.

Demonstragao:

Consideremos a Figura 6.73:

Por congruéncia de triangulos, é facil perceber que: AMQ = BMQ, AMN = BMN e AA'N = BB'N, ou
seja, A’'N = B'N.

Como N € MQ ¢ arbitrario, temos o resultado. O

A reta 391(1 da Proposicao 6.14.2 é chamada de reta bissectora das retas paralelas r e s.
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B

Figura 6.73: Apoio para a demonstracao da existéncia de uma reta equidistante a duas retas paralelas.

Proposigao 6.14.3 Sejam v e s retas paralelas e P € r. Entdo, existe um winico ponto Q € s tal que P e
Q sao pontos correspondentes.

Demonstragdo:

Seja b a reta bissectora de r e s, conforme a Figura 6.74.

Seja M € b o pé da perpendicular baixada de P a b.

Sejam A € r e B € s pés das perpendiculares baixadas de M a r e s.

Seja Q € s tal que PA = QB.

Assim, PAM = QBM e PMQ = QMQ, de onde concluimos que P, M e Q s&o colineares.

r P
A

o
\/
@)

B
Q

S

Figura 6.74: Apoio para a demonstracdo da unicidade de pontos correspondentes em retas paralelas.

Deste modo, é facil ver que QﬁQ = PQQ, ou seja, P e Q sao correspondentes.
Quanto a unicidade: Suponha que existam Q7 e Q2 € s correspondentes a P € 1, conforme a Figura 6.75.

Figura 6.75: Apoio para a demonstracdo da unicidade de pontos correspondentes em retas paralelas.
Temos vy > « pelo Teorema do Angulo Externo e 3 < « por construgao. Contradigao.
Logo, Q ¢ tnico. O

Proposicao 6.14.4 Sejam v,s,t retas paralelas distintas em um mesmo sentido e P € v, Q € s, R € t.
Se P corresponde a Q e Q corresponde a R, entdo P,Q e R sdo pontos ndo colineares.

Demonstragao:
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Figura 6.76: Apoio para a demonstracdo da ndo colinearidade de pontos correspondentes em trés retas
paralelas.

Seja a Figura 6.76.
Pelo Teorema do Angulo Externo para tridangulos generalizados, temos que o < 90° e f < 90°.
Logo, o« + 3 < 180° e P, Q, R nao sao colineares. O

Proposicao 6.14.5 Sejam v,s,t retas paralelas distintas em um mesmo sentido e P € v, Q € s, R € t.
Se P corresponde a Q e Q corresponde a R, entdo P corresponde a R.

Demonstragao:

Considere a Figura 6.77.

Figura 6.77: Apoio para a demonstragdo da transitividade de pontos correspondentes em trés retas pa-
ralelas.

Pela Proposicao 6.14.4, P,Q e R formam tridngulo. Sejam A e B pontos médios de PQ e QR. Logo, AQ
e BQ sao mediatrizes de PQ e QR (congruéncia de triangulos). Assim, a mediatriz de PR deverd ser CQ
(C é ponto médio de PR) pois, caso contrario, haveria um circuncentro ordinério para PQR. Contradicao,
pois AQ e BQ sao paralelas.

Assim, PCQ e RCQ sdo tridangulos retangulos generalizados congruentes. Logo, RPQ = PﬁQ, ou seja, P
e R sdo correspondentes. ]

Observagoes.

(i) As Proposigoes 6.14.1, 6.14.2, 6.14.3, 6.14.4 e 6.14.5 podem ser adaptadas para retas concorrentes. As
Proposigoes 6.14.1, 6.14.2, 6.14.3 e 6.14.5 podem ser adaptadas (com o auxilio da Proposigao 6.12.1) para
retas hiperparalelas. Veja a Figura 6.78.

(i1) A Proposicao 6.14.4 é falsa para retas hiperparalelas. De fato, se v e s sdo retas hiperparalelas e RS é
o segmento perpendicular a ambas, entao a reta t perpendicular a RS passando pelo ponto médio M de
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Figura 6.78: Pode haver colinearidade entre pontos correspondentes em trés retas hiperparalelas.

Y

RS é reta hiperparalela a r e a s. Assim, 1,s,t sao hiperparalelas, R e M sao pontos correspondentes, M
e S sao pontos correspondentes e R, M, S sao pontos colineares. Veja a Figura 6.78.

Sejam o feixe (conjunto) de todas as retas paralelas em um mesmo sentido com um ponto ideal Q
em comum e P um ponto ordindrio em uma reta desse feixe. Ao lugar geométrico de todos os pontos
correspondentes a P nas demais retas do feixe chamamos de horocirculo (ou horociclo) de centro Q
e raio PQ, conforme a Figura 6.79.

P Horocirculo

Figura 6.79: Definindo horocirculo (ou horociclo).

No modelo do disco de Poincaré temos as Figuras 6.80.

HOROCIRCULO

Figura 6.80: Um horocirculo fica completamente determinado por um ponto ideal e um ponto ordindrio.

Observemos que um horocirculo fica determinado por um ponto ideal Q (centro) e um ponto ordinério P.

Se tomarmos um circulo com centro em A € PQ e raio AP e fizermos A “tender” a (), entdo o circulo de
centro A e raio AP “tende” ao horocirculo de centro Q) e raio PQ.

No modelo do disco de Poincaré temos a Figura 6.81.
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circulos de centro A e raio AP

horocirculo de centro Q e raio PQ

Figura 6.81: Um horocirculo pode ser pensado como limite de circulos hiperbdlicos.

Observagao: No modelo do disco de Poincaré, um horocirculo possui a forma de um circulo euclidiano
tangente ao bordo do modelo.

Sejam H e H’ dois horocirculos de centros Q e Q', respectivamente. Dizemos que H e H' sdo congruentes
quando para quaisquer A, B € H, existem A’, B’ € H’ tais que ABQ = A’B’Q)’, conforme a Figura 6.82.

Figura 6.82: Definindo horocirculos congruentes.

Proposigao 6.14.6 Quaisquer dois horocirculos sdo congruentes.
Demonstragao:

Sejam A,B € He A’ € H, conforme a Figura 6.83.
Seja o circulo de centro A’ e raio AB. Logo, este circulo intersecta H em dois pontos B, B” € H'.

Q
B o
A A
H
Bn H' B

Figura 6.83: Apoio para a demonstracao de que quaisquer dois horocirculos sdo congruentes.
Pela Proposicao 6.6.3 (caso de congruéncia de tridngulos generalizados isdsceles), temos que ABQ = A’B'Q
(ou A’B”Q), como querfamos. O

Dados um horocirculo H e uma reta r, dizemos que v é tangente a H quando r N H for um conjunto
constituido por apenas um ponto.

Proposigao 6.14.7 Uma reta € tangente a um horocirculo se, e somente se, for perpendicular a um de
seus raios em sua extremidade. Veja a Figura 6.84.
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Figura 6.84: Reta tangente a horocirculo.

Demonstragao:

=) Seja {P} = HNr. Suponhamos que o angulo entre PQ e r seja agudo.

H

Figura 6.85: Apoio para a demonstracao de que retas tangentes a horocirculos sdo perpendiculares aos
raio0s.

Seja h > 0 tal que 0 (h) = & < 90° (0: funcao angulo de paralelismo).

Seja Q € r tal que PQ = h. Seja R € r tal que PQ = QR, conforme a Figura 6.85.

Logo, PQQ = RQQ (caso “lado, angulo” de triangulos generalizados).

Assim, PRQ = RﬁQ, ou seja, P e R sao correspondentes. Logo, R € H, contradizendo a hipdtese.
Conclusao: o = 90°.

&) Se PQ L r e r cortar H em um outro ponto Q, teremos que P e Q serdo correspondentes e PQQ
serd um triangulo generalizado com dois angulos retos. Contradigao!
Logo, HNr ={P} e, portanto, r é tangente a H. O

Seja v uma reta. Consideremos o conjunto P de todas as retas perpendiculares a r. Seja P um ponto
pertencente a uma dessas retas e P ¢ r. O lugar geométrico C de todos os pontos correspondentes de
P nas demais retas de P é chamado de curva equidistante de r. A distancia de P a r é chamada de
distancia de C a r, conforme a Figura 6.86.

C: uma curva equidistante de r passando por P.

P
s s P4 4 N2 2N 8N
ul

Figura 6.86: Definindo curva equidistante.



89

Figura 6.87: Curva equidistante no modelo do disco de Poincaré.

Veja na Figura 6.87 uma curva eqiiidistante no modelo do disco de Poincaré:

Observacgoes:

(i) C nao é uma reta hiperbdlica.

(i) Se P,P € C e Q,Q’ sao os pés das perpendiculares baixadas de P,P’ a r, entao PQQ'P’ é um
quadrilatero de Saccheri.

Sejam Cq e C; curvas equidistantes das retas r e s, respectivamente, conforme a Figura 6.88. Dizemos que
C; é congruente a C» se, dados A, B € Cq, existem A’, B’ € C; tais que ACDB = A’C’'D’B’, sendo C,D
os pés das perpendiculares baixadas de A,B a r e C', D’ os pés das perpendiculares baixadas de A’,B" a
s. (ou seja, os quadrildteros de Saccheri ACDB e A’C’'D’B’ sao congruentes).

A B c A B'

] 1 7 ] G,
[ 1 ] > ul [ - s
C D c' D'

Figura 6.88: Definindo curvas equidistantes congruentes.

Proposigao 6.14.8 Duas curvas equidistantes C1 e Cy de r e s, respectivamente, tais que a distancia de
Ci ar € a mesma que a distancia de C2 a s sao congruentes.

Demonstragao:

Sejam A,B € C; e C,D € r tais que AC L v, BD L r, conforme a Figura 6.89.

Sejam A’ € Cy e C’' € s tais que A’C’ L s. Seja a circunferéncia de centro C’ e raio CD. Esta circunferéncia
intersecta s em dois pontos D’ e D”.

Tomemos B’ € C; correspondente de A’ na reta perpendicular a s por D’.

Por congruéncia de triangulos, é facil mostrar que o« = 3 e, portanto, que o quadrildtero de Saccheri
ABCD = A’B'C'D’, ou seja C; e C, sao curvas equidistantes congruentes. O

Sejam A e B pontos ordindrios em um circulo, horocirculo ou curva equidistante. Chamamos o segmento
AB de corda do circulo, horocirculo ou curva equidistante e a parte de comprimento finito compreendida
entre A e B de arco de circulo, horocirculo ou curva equidistante. Veja a Figura 6.90.
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A B e A’ B' c

Dll T T
H— - H L s
C D C D'

arco
B

A /O\ curva
horocirculo corda equidistante

[,
|

r

Figura 6.90: Definindo arcos e cordas de circulos, horocirculos e curvas equidistantes.

Sejam AB e A’B’ arcos de circulos Cy e C, de centros O e O’, respectivamente. Dizemos que AB e A’B’
sao congruentes quando ABO = A’B’O’.

—~

Sejam AB e A’B’ arcos de horocirculos H e H' de centros Q e Q', respectivamente. Dizemos que AB e

A’ B’ sao congruentes quando ABQ = A’B'()’.

Sejam AB e A’ B’ arcos de curvas equidistantes C; e C; a 1 e s, respectivamente. Dizemos que AB e A’ B’
sao congruentes quando os Quadrilidteros de Saccheri ABCD = A’B’C'D’, sendo CD e C'D’ suas bases
em T e s, respectivamente. Veja na Figura 6.91.

Figura 6.91: Definindo congruéncia de arcos em circulos, horocirculos e curvas equidistantes.

Proposicao 6.14.9 (i) Cordas congruentes em circulos de mesmo raio subentendem arcos congruentes.
(i1) Cordas congruentes em horocirculos subentendem arcos congruentes.

(ii1) Cordas congruentes em curvas equidistantes C1 e Co a mesma distdncia de v e s, respectivamente,
subentendem arcos congruentes.

Demonstragdo:

No primeiro caso, o caso de congruéncia LLL resolve.

No segundo caso, o caso de congruéncia para triangulos isésceles generalizados resolve.
No terceiro caso, considere a Figura 6.92.

Devemos mostrar que ABCD = A’B’C’D’. Para isso, devemos mostrar que o = {3.
Suponha que & < 3 e consideremos a Figura 6.93.
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Figura 6.92: Apoio para a demonstracdo de condi¢des para congruéncia de arcos em curvas equidistantes.

A 8 B" c

[ [ [l -

Figura 6.93: Apoio para a demonstracdo de condi¢des para congruéncia de arcos em curvas equidistantes.

O triangulo A’B’B” é isésceles. Logo,
Y-ax=y+p=p=—«

Contradi¢ao. Conclusao: o = 3, como queriamos. O

6.15 Areas

Proposicao 6.15.1 Sejam ABC um triangulo e BCDE um quadrildtero de Saccheri com base DE tal que
M, ponto médio de AB, e N, ponto médio de AC, pertencem a reta ﬁ Entao, ABC e BCDE possuem
a mesma drea.

Demonstracao:

Considere a Figura 6.94.

B Cc

Figura 6.94: Apoio para a demonstracao de condi¢ées para a equivaléncia de dreas entre triangulo e
quadrildtero de Saccheri.

Temos AHN = CDN e AHM = BEM. (caso LAAy)
Logo, Area (ABC) = Area (BCDE). O

A diferenca entre 7 e a soma dos angulos internos de um triangulo ordinédrio ou generalizado, medida em
radianos, é chamada de defeito do triangulo.
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Proposicao 6.15.2 Dados dois triangulos (ordindrios ou generalizados), se eles possuem o mesmo de-
feito, entao eles possuem a mesma drea.

Demonstragao:
Dividiremos a demonstracao em dois casos.

1°) Se ABC e A’B’C’ possuem um dos lados congruentes, digamos BC = B/C’. Consideremos a Figura
6.95, sendo:

Cc

Figura 6.95: Apoio para a demonstracdo de que dois triangulos que possuem mesmo defeito possuem a
mesma drea.

M.: ponto médio de AB;
N: ponto médio de AC;
M’: ponto médio de A’B’;
N’: ponto médio de A’C’.

Temos d+e=oed +¢ =«.
Por hipétese,
atp+y=o'+p+7.
Assim,
S+e+B+y=08+¢+p +7.

Mas B+06=v+eep +8 =v"+¢. Logo,
2(y+e) :2(y’+£’) =v+e=v+¢.
Deste modo:
S+B=v+e=0+p =y +¢.
Como BC = B/C’, concluimos facilmente que BCDE = B'C'D’F.
Pela Proposicao 6.15.1 temos a igualdade das 4reas dos triangulos ABC e A’B’'C’.

2°) Se ABC e A’B’C’ nao possuirem lados congruentes.
/C/

2

Suponha AC < A’C’. Consideremos a circunferéncia de centro em C e raio . Temos que esta circun-

feréncia intersecta MN (Figura 6.96) nos pontos F e F”.
Consideremos:

M: ponto médio de AB.

N: ponto médio de AC.

Seja A” tal que F é ponto médio de A”C.

Facilmente vé-se que G é ponto médio de A”B.
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A

B c B c

Figura 6.96: Apoio para a demonstrag¢do de que dois triangulos que possuem mesmo defeito possuem a
mesma drea.

Assim, pela Proposicao 6.15.1 podemos concluir que A”BC e ABC possuem mesma area.

No entanto, A”BC e A’B’C’ sao tridngulos com mesmo defeito (pois ABC e A”BC possuem mesmo defeito)
e com A”C = A’C’. Pelo 1° caso acima temos que A”BC e A’B’C’ possuem mesma &rea. Logo, ABC e
A’B’C’ possuem mesma drea. O

Seja um triangulo ABC e D € AB, como na Figura 6.97. O que podemos dizer da relagao entre o defeito
de ABC e os defeitos de ACD e BCD?

B

Figura 6.97: Relacionando defeitos em triangulo particionado.

Temos:

[m—(x+e4+AN]+m—(P+0+0)]=2n1—(x+P+A+0+e+0)
=2n—(x+B+v+m)
=n—(x+p+v)

Deste modo, concluimos que o defeito de ABC é a soma dos defeitos de ACD e BCD.

Esse procedimento pode ser estendido para uma decomposicao qualquer de um triangulo A em uma
quantidade finita de tridngulos menores Ai; i =1,...,n; e, assim, o defeito do triangulo A sera a soma dos
defeitos dos triangulos Aj.

Na verdade, a reciproca da Proposicao 6.15.2 é verdadeira. Isto é decorréncia do Teorema de Gauss

Bonnet [5], que tem por coroldrio, que a integral da curvatura gaussiana do plano hiperbélico sobre um
tridangulo A é igual a diferenca entre a soma das medidas dos dngulos internos do triangulo e 7, isto é:

(x+B+v)—m= ”Akdo,
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sendo «, 3,7y, medidas dos angulos internos do triangulo A, k curvatura do plano hiperbdlico e do elemento
de 4rea hiperbdlica, isto é, do = VEG — F2dxdy, sendo E, F, G coeficientes da Primeira Forma Quadratica
relativa a uma parametrizacao local do plano hiperbdlico que contém A. Deste modo,

AA)=k((a+B+v)—m).
Logo, juntando a Proposi¢ao 6.15.2 ao Teorema de Gauss-Bonnet, podemos enunciar a proposicao abaixo.

Proposicao 6.15.3 Dois triingulos (ordindrios ou generalizados) possuem mesmo defeito se, e somente
se, possuem mesma drea.

Como a curvatura do plano hiperbdlico é constante e negativa, concluimos que a area de um triangulo
T na geometria hiperbdlica é proporcional ao seu defeito. Tomando a curvatura gaussiana k igual a
—1 (que corresponde a tomarmos o modelo do disco de Poincaré com raio euclidiano igual a 1), temos
que a area de um triangulo hiperbdlico T serd exatamente o seu defeito. Sintetizamos esse resultado na
Proposicao 6.15.4 abaixo.

Proposigao 6.15.4 Fazendo a curvatura gaussiana do plano hiperbélico igual a —1, temos
AA)=n—(ax+B+7vY).

Seja um poligono convexo de n lados. Chamamos de defeito do poligono a diferenca entre (n—2) 7
e a soma dos angulos internos do poligono. Deste modo, podemos generalizar o resultado acima para
poligonos:

Area (poligono) = k - Defeito (poligono) .

Curiosidade. Como Gauss chegou a férmula da drea de um triangulo hiperbdlico.

Primeiramente, Gauss assumiu que todos os triangulos generalizados com trés vértices ideais possuem a
mesma area e esta é finita, digamos 6.
Consideremos a Figura 6.98:

Figura 6.98: Apoio para a demonstracao de Gauss para a formula da drea de triangulos hiperbdlicos.

Como a drea de um triangulo estd em funcao dos angulos internos, podemos dizer que a area de AQ,Q3
éf(m— ) eadreade AQ1Q3é f (). Logo, f(a)+f(m— a) = 5. Notemos que f(7tr) =d e f(0) =0.
Consideremos um ponto O no interior de 010,03 de tal modo que Q26Q3 = 1 — «, conforme a Figura
6.99.

(Notemos que O sempre existe: basta pegar um ponto em Q;Q3 e “caminhar” em dire¢ao a Qj.)
Assim,

flo) = A (00203)
f(B) =A(0010Q3)
f(m—a—p)=A(00:0Q3)
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Figura 6.99: Apoio para a demonstracao de Gauss para a formula da drea de triangulos hiperbdlicos.

Logo, f (o) +f(B) +f(m— o —pB) =9, ou seja,

fla) +f(B)+f(m—ax—P)=F(a) +f(mt—x) =
f(B)+f(m—o—p)="F(m—a.
Chamando y = m— o — 3 temos
f(B+vy)=1(B)+f(v).

Sejam n € N e x € [0,7]. Logo, por (1):
f(nx) =nf(x).

Também:

—1nx+nx=0=f(-—nx+nx)=1(0) = f(-—nx)+f(nx) =0= f(—nmx) = —f (nx).

Finalmente,

f(0x)=71(0)=0=0f(«x).
e concluimos, por (2),(3) e (4) que:
f(mx) =mf(x); Ym € Z.

Seja % € Q com q > 0. Logo:

P = P.) = — PY_P
qf<qx> f(qqx) f (px) pf(x):>f<qx> qf(x).

Seja a € R. Como f é continua (pela modelagem e natureza do problema), entao:

af (x) = (;i_r}xglr)f (x) = ;i_g}lrf (x) = lg%f (rx) = f(ax),
1 S0) reQ reQ

ou seja:
f(ax) = af (x), Va € R.

Conclusao: f é linear, ou seja:
f: 0,11 — R
x — f(x)=kx

sendo k = f (1) > 0 constante real.

Em particular,

>
f(n):kn:>5:k7c:>k:%.
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Figura 6.100: Apoio para a demonstragdo de Gauss para a férmula da drea de triangulos hiperbdlicos.

Consideremos a Figura 6.100:
Temos

Area (ABC) +f(x)+f(B)+f(y)=6=
Area (ABC) + kot + kB + ky =kt =

Area (ABC) =k (m— (a+ B +7))

como queriamos.



Capitulo 7

A Trigonometria Hiperbdlica

As ilustragoes das préoximas subsecoes foram inspiradas nas construgoes geométricas realizadas no Modelo
do Disco de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica Plana. As mesmas podem ser reproduzidas com o
auxilio de um software de geometria dinamica hiperbdlica, como o NonEuclid, que é livre e pode ser
copiado do site [17].

7.1 Arcos Concéntricos de Horocirculos

Proposicao 7.1.1 Segmentos de raios entre horocirculos concéntricos sio congruentes (Figura 7.1).

Figura 7.1: Congruéncia entre segmentos de raios de horocirculos concéntricos.

Demonstragao:

Dados os horocirculos concéntricos H e H’, com centro em () e os pontos A,B € H e identificando os
pontos A’ e B, respectivamente interseccao dos raios AQ e BQ de H com H’, conforme a Figura 7.2,
temos:

Seja M ponto médio de AB. Pelo caso “lado, angulo” para triangulos generalizados temos MQ | AB.
(AMQ = BMQ)

Temos AMM’ = BMM’ (caso LAL) e, portanto, AA’'M’ = BB’'M’ (caso LAAy).

Conclusao: AA’ = BB/, como queriamos. O

Os arcos AB e A’B’ de H e H' com extremos nos mesmos raios (como na Figura 7.2) sdo chamados de
arcos correspondentes.

Proposigao 7.1.2 Se um raio divide ao meio um arco de horocirculo, entdo divide ao meio qualquer arco
correspondente de horocirculo concéntrico.

97
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Figura 7.2: Apoio para a demonstracdo da congruéncia entre segmentos de raios de horocirculos concén-
tricos.

Demonstragdo:

Dados os horocirculos concéntricos H e H', com centro em Q, os pontos A,B € H, os pontos A’ e B’

respectivamente interseccao dos raios AQ e BQ de H com H’, M dividindo ao meio o arco AB, M’ € A’B’,
C ponto médio de AB e C’' ponto médio de A’B’, conforme a Figura 7.3, temos:

Figura 7.3: Apoio de demonstracao: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concénitricos.

Como AM = MB temos AMQ = BMQ (definicao).

Como AMC = BMC (caso LAL) temos AC = BC e AB L MQ. Logo, ACC' = BCC’ (caso LAL).
Assim, AA’C’ = BB'C’ (caso LAL), o que implica A’C'Q = B'C’'Q.

Conclusao:

A'M'C’ = BPM'C’ (caso LAL) = AAM'Q = BM'Q = A'M’ = B'M’
0

Corolario 7.1.1 O conjunto dos pontos médios de arcos correspondentes em horocirculos concéntricos
constituem um raio.

Corolario 7.1.2 Se Py, ..., Py, dividem PoP,, C H em n partes iguais e H' € horocirculo correspondente
a H, como na Figura 7.4, entio Py, ..., Py, € H' tais que PiPj e P{P! sdo correspondentes e dividem PoP,

C H em n partes iguais.

Demonstragdo:

—~

Basta aplicar a Proposicao 7.1.2 a PoP; P1P3; P2Pg4; P3Ps; ... PP
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Figura 7.4: Relacionando arcos congruentes em horocirculos concéntricos.

Proposigao 7.1.3 Sejam H e H' horocirculos concéntricos e A,B,C € H (Figura 7.5). Entdo os pontos
A’ B, C" € H' determinados pelos raios que passam por ABC sao tais que

AC AC

Figura 7.5: Propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.

Demonstracao:

1° caso: Os arcos AB e AC sdo comensuraveis, ou seja:

AB
— € Q.
AC

Logo, existe uma unidade de medida comum aos dois arcos. Suponhamos que AP, P € H, possua o

comprimento dessa unidade. Logo, AB = mAP e AC = nAP com m, n € N,
Consideremos o raio PQ. Ele determina P’ € H'.

Pelo Corolério 7.1.2 temos A’B’ = mA’P’ e A’C’ = nA’P’. Logo:

AB A m

AC AC M
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2° caso: Os arcos AB e AC nao sao comensuraveis.
Neste caso, seja m € N tal que AB = mAP; P € H. Logo, 9n € N tal que

nNAP < AC < (n+T1)AP.

Pelo Corolério 7.1.2, A’/B’ = mA’P’ e nA'P' < A'C' < (n+1)A’P".

Logo:
m AAB m
— < =< —
n+1 AC n
e
m <A’B’<m:>
n+1 A//\C/_TL
m m A\B A'BS m m
— <= < ———— =
n+1 nToaAC A n n+1

Fazendo AP — 0 temos m,n — 400 com T limitado.

Logo, ¥ — 775 — 0, ou seja:
AB AR/ AB AR/
—  — | =0= = = —.
AC A/C AC A/C

O

Proposicao 7.1.4 A razao entre arcos correspondentes de horocirculos concéntricos depende somente da
distancia entre eles (Figura 7.6), medida ao longo de um raio, ou seja:

A1By A, AB;
AB» AsB;  AuB4

-=1f(d) > 1.

Figura 7.6: Propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.
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7.2 Unidade de Comprimento para a (Geometria Hiperbdlica
Lembremos a férmula da area de Gauss para um triangulo ABC:
Area(ABC) = k(m — (/A\ +B+ 6)); k > 0 constante.

Fixando k = 1, é possivel mostrar que quando

AB;

A,B,

b

—~

a distancia de A1By a AyB, é 1, sendo A1Bq e A,B, arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.
Doravante adotaremos essa unidade de comprimento na geometria hiperbdlica, ou seja,

~ o~ A1B
d(A1B1,ABy) =1 & L 1_ e, onde e é o nimero de Euler.
A2B2

Proposicao 7.2.1 Sesg e sx sao comprimentos de dois arcos correspondentes em horocirculos concéntricos

com sx < So € x € a distincia entre eles ao longo de um raio comum (Figura 7.7), entao sx = spe” .

So Q

Figura 7.7: Relacionando comprimento e distancia entre arcos correspondentes de horocirculos concéntri-
Cos.

Consideremos a Figura 7.8.

o 0

Figura 7.8: Apoio para demonstracdo: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.

Tomemos BC =s, AC =S, sendo H horocirculo de centro Q e S > s.
Nas condigoes da figura acima vale a seguinte proposicao.

Proposicao 7.2.2 (1) S—s = Se W (2) S 4 s = Se¥ .
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3 o

Figura 7.9: Apoio para demonstracao: propriedades de arcos correspondentes de horocirculos concéntricos.

Observagao: Se S > s, entao existe D ordindario na figura acima. De fato, cansideremos a Figura 7.9.
Temos:

hy) <h; = 0(hy) >0(hy) = B > o =45° = 2B > 90° = ID ponto ordinario.

Recordemos as definicoes:

senh (y) = ¢
-
sech (y) = cos}]l (y);

cosech (y) = se11}11(y); y #0.

Corolario 7.2.1 Nas condicoes da Proposicao 7.2.2 temos: (1) e* =cosh (y); (2) s = Stanh (y).
Demonstragdo:

Somando (1) e (2) da Proposicio 7.2.2:

eV +eY

3 = e" = cosh (y) .

2S=S(e Ve " —eVe™) = 2e" =Y+ e V= e =
Subtraindo (1) e (2) da Proposicdo 7.2.2:

2S=S(eYe™—e Ve V) =

=2 )=
2 el

s = i(L 7e_y) ==
ev 2

S
s = ;senh(g) -

_ osenh (y)
~ “cosh (y)

s = Stanh (y).
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7.3 Sistema de Coordenadas na Geometria Hiperbdlica

Sejam dois eixos perpendiculares e orientados a partir de O: Oy e Oy,.
Seja P um ponto do plano hiperbdlico.
Associamos a P dois ntiimeros reais:

(1) |al: distancia da projecao ortogonal Py de P em Oy até O, sendo:
a > 0 se Py situa-se na semi-reta de orientagao positiva de Ox.
a < 0 se Py situa-se na semi-reta de orientagdo negativa de Ox.

(ii) |bl: distancia de P a Py.

b > 0 se P estiver no semiplano determinado por O, que contém a semi-reta de orientacao positiva de
Oy.

b < 0 se P estiver no semiplano determinado por Oy que contém a semi-reta de orientacao negativa de
Oy.

Chamaremos a e b de coordenadas de P, sendo a a abscissa e b a ordenada de P, conforme a Figura 7.10.

o t+ P=(a,b)
2° Quadrante 1° Quadrante
Qx a | +
- < 10 Px Ox
[rante -d 4° Quadrante
Q=(c,d) -

Figura 7.10: Introduzindo um sistema de coordenadas no plano hiperbolico.

Observemos que, deste modo, existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares
ordenados de ntimeros reais.

Observagoes:

(1) Nao podemos definir b como sendo a distancia da projecao ortogonal Py, de P em O até O. (Isto é,
definir coordenadas como na Geometria Euclidiana). Caso contrario, ndo haveria uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano e os pares ordenados de ntimeros reais.

Exemplo: Seja a € R tal que 8(a) = 7 (0: fungao angulo de paralelismo) (Figura 7.11). Nao existiria o
ponto do coordenadas (a, a).

Figura 7.11: Nao € possivel introduzir um sistema de coordenadas andlogo ao do plano euclidiano no plano
hiperbolico.
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Por outro lado, se partirmos do ponto P, sempre existiria Px e Py e, portanto, existiriam as coordenadas
a e b como na geometria euclidiana.

(2) nas condicoes como definimos o sistema de coordenadas na Geometria Hiperbdlica, um ponto P = (a, b)
é tal que d(O, Py) < b, como na Figura 7.12.
De fato, OPxPPy é um quadrilatero de Lambert e, portanto, d(O, Py) < d(P,Px) =b.

Figura 7.12: Quadrildtero de Lambert no sistema de coordenadas do plano hiperbdlico.

Proposicao 7.3.1 Seja Q. ponto ideal do eixo coordenado O no lado de orientagdo positiva. A equagdo
do horocirculo de centro QO passando pela origem O é e* = cosh (y). Veja na Figura 7.13.

Demonstragdo:

Oy P=(xy)

Figura 7.13: Encontrando a equacao de um horocirculo.

Consideremos a Figura 7.14:

Figura 7.14: Apoio para a demonstracao da equacao de um horocirculo.

Pela Proposicao 7.1.1: OC = PB = «x.
Pelo Corolério 7.2.1: e* = cosh (y). U

Proposigao 7.3.2 Na Figura 7.15 temos AAC =S; BAC =se lﬁi = a, sendo H horocirculo de centro () e
raio CQ. Entdo s = Ssenh (a).

Demonstragao:

Tomemos por E um horocirculo H' de centro em Q. Seja {F} = BQ N H’, conforme a Figura 7.16.
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0

H H

Figura 7.16: Apoio para a demonstragdo de propriedade de comprimento de arco de horocirculo e distincia.

Seja EF — /.
Temos que CB e EF sdao correspondentes. Pela Proposi¢ao 7.2.1: s’ = e *s.
Pelo Corolério 7.2.1: s’ = Stanh (a) . Logo,

e *s = Stanh (a) = s = Se*tanh (a).
Também pelo Corolério 7.2.1: e* = cosh (a). Logo,
s = Scosh (a) tanh (a) = s = Ssenh (a).
O

Lema 7.3.1 Considere a Figura 7.17,sendo H horocirculo de centro Q4 e raio OQ. Sejam AAO =Se
AQ, 1L Q. Entao AQy e Oy sdo retas paralelas.

Oy

/ S
Q Qi

} 0 Ox

Figura 7.17: Relacionando reta hiperbolica paralela aos eixos coordenados e arco de horocirculo.

Demonstragdo:

Considere a Figura 7.18.
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Q-

Figura 7.18: Apoio para a demonstracao de propriedade de reta hiperbdlica paralela aos eixos coordenados
e arco de horocirculo.

Sejam DO =y e BO = .
Pelo Corolério 7.2.1: s = Stanh (y). Fazendo D — Q temos y — 400, o que implica tanh (y) — 1.
Logo s — S, ou seja, AQ, é paralela a Oy.

Proposicao 7.3.3 A reta paralela aos eixos coordenados situada no 1° quadrante é e = tanh (y) .
Demonstragao:

Consideremos a Figura 7.19.

Figura 7.19: Apoio para a demonstracao da equagao da reta hiperbdlica paralela aos eizos coordenados.

Seja H horocirculo de centro Q passando pela origem. Pelo Lema 7.3.1: AO =S.

Seja A’ € H' tal que A’C’ =S. (H’ é horocirculo com centro em Q passando por C').
Seja B'C' = s.
Pelo Corolério 7.2.1: s = Stanh (y).

X

AO e B'C’ sdo correspondentes. Pela Proposicao 7.2.1: s = Se ™.
Logo, Stanh (y) = Se ™ o que implica e = tanh (y). O

Dois ntimeros positivos z e z’ sdo chamados complementares quando os angulos de paralelismo a eles
associados sao complementares, ou seja:

0(z) +0(2) =

N

Proposigao 7.3.4 Se z e z/ sio complementares, entdo:

Z/
“Z=tanh | = |.
e an <2>
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Oy

o

Figura 7.20: Apoio para a demonstracao de equac¢do envolvendo niumeros complementares.

Demonstragdo:

Consideremos a Figura 7.20.

Sendo d(O, Py) = z; PP, L O4 e PP, = QP.

Temos PP, Q4 = PQQ (caso “lado, angulo”). Logo, (AQ = 90°.

Temos 0(z) = & e 8(QPy) = . Como ot + B = 90° segue que z’ = QP é complementar de z.
Mas a equagao de r é e * = tanh (y) (Proposicao 7.3.3).

Mo R

!/
No ponto P € 7 temos x =z e y = PPy = %, Logo, e * = tanh <> . O

Corolario 7.3.1 Se z e z/ sao complementares, entdo:

Z/
] Z: h .
) €% = cotan <2> :

(
(2) senh (z)senh (z/) = T;
(3) cosh (z) = cosh (Z/);
(4) tanh (z) = sech (Z/) .
Demonstragao:
(1) Temos:
/ !/
e ?=tanh <22> = e” = cotanh (3) .
(2) Temos:
eZ—e %
h =
senh (z) 3
cotanh (‘%) — tanh (%)
- 2
cosh? (%) —senh? (%)
- senh(%/) cosh(%/)
N 2
B cosh? (%) + 1 — cosh? (7‘7/)
a senh (z/)
B 1
senh (z/)’
ou seja:

senh (z) senh (z') = 1.
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Observagdo:
cosh? (x) — senh? (x) = 1;
X X
senh (x) = 2senh <§> cosh (E) :

cosh (x) = senh? <§> + cosh? (%) .

(3) Temos:

e +e~
2

cotanh (%) + tanh (%l)
)

cosh (z) =

(
cosh (z) = cotanh (z’) .

(4) Temos:

senh (z)
tanh (z) = cosh (2

)
cosech (/)
cotanh (2/)
1

cosh (/)
= sech (z') o
tanh (z) = sech (2') .

7.4 'Trigonometria Hiperbdlica em Triangulos Retangulos

Seja um triangulo ABC como na Figura 7.21.

Figura 7.21: Triangulo retangulo hiperbdlico ordindrio.

Chamaremos tal tridngulo de triangulo retangulo com partes a, b, c, A, W.
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Proposicao 7.4.1 Em um triangulo retangulo com partes a,b,c, A, u tem-se:
(1) senh (¢) = senh (a) cosh (1) ;

(2) senh (c) = senh (b) cosh (m) .

Sendo L e m tais que O(1) = A e 8(m) = .

Demonstragao:

Considere a Figura 7.22.

Figura 7.22: Apoio para a demonstracdo de relacdes trigonométricas hiperbdlicas em triangulos retangulos
ordindrios.

Temos s7 = Ssenh (a) (Proposicao 7.3.2) e s3 = sje™" (Proposigao 7.2.1).

Logo,
u
senh (a) = 2 = £ 3 =e‘*<52283 ‘ssz> .

S S
Mas

e = cosh(l — ¢) (tanh (1) — tanh(1l — ¢))
= cosh(l — ¢) tanh (1) — senh(l — ¢)
cosh(l — ¢) senh (1) — cosh (1) senh(1l —¢)
cosh (1)
senh (1— (1—c¢))
cosh (1)
_ senh (c)
~ cosh (1)
senh (¢) = senh (a) cosh (1) .

De modo totalmente andlogo:
senh (c) = senh (b) cosh (m) .

Corolario 7.4.1 Seja ABC triangulo retangulo com partes a,b,c,A, u. Entdo:
(1) cosh (1) = senh (c¢) senh (d’);

(2) cosh (m) = senh (c)senh (b’);

(3) cosh (¢) = senh (1) senh (m);

(4) cosh (a’) = senh (1) senh (b');

(5) cosh (b’) = senh (m)senh (a’) .

Sendo a,a’ complementares; b, b’ complementares; 6(1) = A e 8(m) = .

Demonstragao (dos itens (1) e (2)):

(1) Da Proposicao 7.4.1: senh (c) = senh (a) cosh (1) .
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Do Corolario 7.3.1: senh (a)senh (a’) = 1.
Logo:

senh (¢) = cosh (1) =

~ senh (a')
cosh (1) = senh (¢) senh (a') .

(2) Anélogo. O

7.5 Teorema de Pitagoras Hiperbdlico

Proposicao 7.5.1 (Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico) Em um triangulo retingulo de hipotenusa medindo
c e catetos medindo a e b wvale
cosh (¢) = cosh (a) cosh (b).

Demonstragao:

Considere a Figura 7.23.

Figura 7.23: Apoio para a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico.

sendo O(l) =A e O(m) = .

h(a/ h (b’
Pelo Coroldrio 7.4.1: cosh (¢) = senh (1) senh (m); senh (1) = M e senh (m) = L().
senh (b) senh (a’)
Logo:
cosh (a’) cosh (b’)
cosh (¢) = sonh () senh (o) = cotanh (a’) cotanh (b’) .

Pelo Corolério 7.3.1: cotanh (a’) = cosh (a) e cotanh (b’) = cosh (b).
Logo:
cosh (¢) = cosh (a) cosh (b).

O

Exemplo: Seja um tridangulo retangulo hiperbdlico com catetos medindo 3 e 4, (Figura 7.24). A
hipotenusa mede aproximadamente 6,30966. De fato:

Temos cosh (¢) = cosh (3) cosh (4) = 274,93 — ¢ = 6, 30966.

Observacdo: A hipotenusa é “maior” que no caso euclidiano.

7.6 Trigonometria Hiperbdlica em Tridngulos Quaisquer

Consideremos o triangulo ABC da Figura 7.25.
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4

Figura 7.24: Em um triangulo retangulo hiperbdlico com catetos medindo 3 e 4, a hipotenusa € maior do
que 5.

A b C

Figura 7.25: Triangulo hiperbolico ordindrio.

Proposigao 7.6.1 Nas condi¢oes da figura acima, tem-se

senh (a)  senh(b)  senh/(c)

sech (1)  sech(m) sech(n)’

sendo O(1) =A; 0(m) = e B(M) = .

Demonstragdo:

Seja h a altura relativa ao vértice B, como na Figura 7.26.

Figura 7.26: Apoio para a demonstragao de relagdes trigonométricas hiperbdlicas em triangulos ordindrios.

Pela Proposicao 7.4.1:
senh (¢) = senh (h) cosh (1)
senh (a) = senh (h) cosh (n)
Logo,
senh (a)  cosh(n)  sech (1) senh (a)  senh (c)

senh (¢)  cosh(l)  sech(n) - sech (1)  sech(n)’

De modo anélogo,
senh (b)  senh (c)

sech (m)  sech(n)’
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Proposicao 7.6.2 Nas condi¢oes da Figura 7.26, tem-se:

cosh (a) = cosh (b) cosh (c) — senh (b) senh (c) tanh (1)
sendo O(1) = A.
Demonstragao:

Consideremos a Figura 7.27, supondo que p seja o maior angulo.

Figura 7.27: Figura de apoio para a demonstracdo de relagoes trigonométricas hiperbolicas em triangulos
ordindrios.

Pelo Teorema de Pitagoras Hiperbdlico:

cosh (a) = cosh (h) cosh(b — d)
cosh (¢) = cosh (h) cosh (d)

Logo,
cosh (a) = cosh (c) cosh(b —d)
~ cosh (d)
cosh (c)
= (cosh (b) cosh (d) — senh (b) senh (d)) =
cosh (d)
cosh (a) = cosh (b) cosh (c) — cosh (¢) senh (b) tanh (d) .
Mas,
tanh (d) = tanh (¢) tanh (1) .
De fato,
h (W h(h h
tanh (1) = Sm (V) O T @) iy senh (d) 3) b senh () _ tanh(d)
~ cosh (1)  semh(c) senh(c) N senh (c) ~ tanh (c)
senh(h) senh(h)

tanh (d) = tanh (¢) tanh (1) .

(1): Corolério 7.4.1 (numerador) e Proposigao 7.4.1 (denominador)
(2): Corolério 7.3.1
(3): Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico

Logo:

senh (c)
cosh (c)
cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (¢) tanh (1) .

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — cosh (c) senh (b)

tanh (1) =



7.7 Trigonometria Hiperbdlica e Funcao Angulo de Paralelismo

Proposicao 7.7.1 Seja
6: R — R
h — 06(h)=«

a fungdo angulo de paralelismo estendida a R (Figura 7.28).
(Obs: 8(—a) =m—06(a); a>0)
Entao,

0(h) = arccos(tanh (h));
(isto €, cos («) = tanh (h))

w=—dav]

S Q
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Figura 7.28: Trabalhando com a Fung¢ado Angulo de Paralelismo em um triangulo retangulo generalizado.

Corolario 7.7.1 (Lei dos Cossenos 1) Nas condi¢ées da Proposi¢io 7.6.2 temos pela Figura 7.29:

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (c) cos (A) .

b

Figura 7.29: A Lei dos Cossenos 1 da Geometria Hiperbdlica.

Corolério 7.7.2 (Lei dos Senos) Nas condi¢oes da Proposi¢ao 7.6.1 temos:
senh (a) senh(b) sec(h)

sen (A) sen(pn)  sen(v)’
Demonstracao:

Consideremos a Figura 7.30.
Do Corolario 7.3.1 e da Proposicao 7.7.1 temos:

sech (1) = tanh (l’) = cos (7\') ,

sendo O (') =N e 0 (1) =A.

Mas: - - -
6(1)—|—9(1’):§:>7\—|—7\’:§:>7\’:§—7\.



114

b

Figura 7.30: A Lei dos Senos da Geometria Hiperbdlica.

Logo:
sech (1) = cos (g - 7\) = cos (g) cos (A) + sen (g) sen (A) = sen (A) = sech (1) = sen (7).

De modo andlogo: sech (m) = sen (i) e sech (n) =sen (v).
Daf substituindo na Proposicao 7.6.1 temos o resultado.

Corolario 7.7.3 Se 0 € a funcdo angulo de paralelismo estendida, entdo:

0 (h) = 2arctan (eih> ,

tan (%) = e*h,

isto €,

sendo 0 (h) = «.
Demonstragao:

Temos
e = senh (h) + cosh (h) .

Da Proposicéo 7.7.1 temos tanh (h) = cos («) .
Por outro lado, como 6 (h) = «, temos do Corolario 7.3.1 e da Proposigao 7.7.1:

sech (h) = tanh (h/) = cos (oc’) = cos (g — oc> =sen () = cosh (h) = cosec («) .
Desse modo:

tanh (h) = cos (a¢) = senh (h) = cosh (h) cos (&) = cosec (et) cos (¢) = senh (h) = cotan (&) .

Logo:
e = senh (h) + cosh (h) = cotan () + cosec () = LOS(O()_
sen (o)
Mas:
T+cos(a) cos? (%‘) — sen? (%‘) +1 cos? (%‘) + cos? (%‘) _ cos (%‘) ~ cotan <E>
sen(a)  2sen ($) cos (5) ~ 2sen (%) cos (%) " sen (%) N 2
Logo,

Exemplos:
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Figura 7.31: Encontrando as medidas dos angulos de um triangulo retangulo ordindrio.

(1) A 4rea de um tridngulo retdngulo com catetos medindo 3 e 4 na Geometria Hiperbdlica é 1,43488196
unidades de &rea.

De fato:

Precisamos encontrar os angulos internos da Figura 7.31.

Pelo Teorema de Pitagoras Hiperbdlico:

cosh (¢) = cosh (3) cosh (4) = ¢ = 6, 30966.

Pela Lei dos Senos:

h h (6,30966
senh (3) _ senh (6,30966) ., (B) = 0,036438166 —> B = 0,036446234 rad (ou B = 2,088°).

sen (B) sen (77()
Analogamente:
h (4 h 9
seuh (4) senhi(6,30966) _,  (x) = 0,099262 = « = 0,0994257 rad (ou a = 5,6966%).
sen (o) sen (%)
Assim:

Area(ABC) = 1 — (; +0,036446234 40, 0994257) = 1,43488196 unidades de drea.

Observagao: Se o triangulo fosse euclidiano: B = 36,87°%; o« =53,13° e Area(ABC) = 6.

(2) Um tridangulo possui lados medindo 1 e 2 e o angulo entre eles é de 30°, conforme a Figura 7.32. A
medida do terceiro lado é 1,380472 unidades de area e os demais angulos medem 18,3887° e 76,7979°.
De fato:

Figura 7.32: Encontrando a medidas de angulos e lados de um triangulo ordindrio.

Pela Lei dos Cossenos 1:
cosh (a) = cosh (1) cosh (2) — senh (1) senh (2) cos (30°) = 2,1141193 — a = 1,380472.

Pela Lei dos Senos:
senh (a)  senh (1)

son (30°) ~ sen (B) = 3 =0,320944 rad = 18,3887

senh (a)  senh (2)

= =1,340376rad = 76,7979°.
sen (30°)  sen () —« ' e ’
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Proposicao 7.7.2 (Lei dos Cossenos 2) Seja um triangulo com lados medindo a,b,c e angulos internos
x, 3,y conforme a Figura 7.33.

Entao:
cos (&) cos (B) + cos (v)
cosh (¢c) =
sen (o) sen (B)
Figura 7.33: A Lei dos Cossenos 2 da Geometria Hiperbdlica.
Demonstragao:

Facamos A = cosh (a); B = cosh (b) e C = cosh (c).
Temos cosh? (a) — senh? (a) = 1 = senh? (a) = cosh? (a) — 1.
Para a > 0 = senh (a) > 0. Logo:

senh (a) = VAZ 1.

Analogamente:
senh (b) = v/BZ -1

senh (¢) = vV C2—1.

Pela Lei dos Cossenos 1:

AB—C
AZ_1vBZ -1

C=AB— VA2—1VB2—1cos(y) = cos (y) =
Analogamente:
BC—-A
VB2 —1vC2 -1
AC—B
VAZ-1V/C2 -1

cos (&) =

cos (B) =

Assim:

sen? (y) = 1 — cos? (y)

_1_< AB —C )2
VAZ_1VBZ 1
(A2—1) (B2—1) — A?B2+2ABC — C?
B (AZ—1)(BZ—1)
1+2ABC—A%2—-B2—-C?
- (AZ—1)(B2—1)

Facamos
D =1+2ABC—A*—-B*-C%
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Logo:
vD
sen (y) = .
VAZ —1vB2% -1
Analogamente,
VD
sen () =
VB2 —1vC2 -1
e
(B) vD
sen = .
VAZ —1/C2 -1
Assim:
BC—A AC—B AB—C
cos () cos (B) +cos (Y) _ VB 1V TVAL W T VA2 1VB2 1
sen (o) sen (B) VD vD
VBZ-1V/C2-1 VAZ-1V/CZ1
_ (BC—A)(AC—B)+(AB—C)(C2—1)
B D
~ ABC?—B?C—A?C+AB+ABC?—C3—AB+C
B D
14+2ABC—A2-B2-C? D
=C 5 = C6 =C.
Isto é:
cosh (¢) = cos (&) cos (B) + cos (v)
sen () sen ()
O
Exemplos:

(1) Um tridngulo possui angulos internos 30°, 45° e 60° (Figura 7.34). Os lados opostos a esses angulos
medem 1,3120735; 1,6230837 e 1,8130936, respectivamente.
De fato:

Figura 7.34: Encontrando a medidas dos lados a partir das medidas dos angulos de um triangulo ordindrio.

Logo:
~¢0s (30°) cos (45°) + cos (60°)

cosh (a) = e (30°) aon (450 =3,146264 —> a = 1,8130936
cos (60°) cos (45°) + cos (30°)
h(b) = =1,991563 b=1,3120735
cosh (b) sen (60°) sen (45°) ' - '
cosh (c) = C08(60%)cos (30%) +cos (45%) 5 r003 . =1 6230837

sen (60°) sen (30°)
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Figura 7.35: Encontrando o raio de um circulo hiperbolico inscrito em wm triangulo ordindrio.

(2) O raio da circunferéncia inscrita em um triangulo equildtero hiperbdlico de lados medindo 1 (Figura
7.35) é 0,2637354 unidades de medida.

De fato:

Temos o = Z. Pela Lei dos Senos:

= 0,4593989 rad =
B =0,9187978 rad = 52,643°

)
h(l
sen (g) - Sen%) = 0, 44340944 —>
B
2

Assim:
senh (1) senh (3)

sen (%) - sen (%)

— 1 =0,2637354.

(3) Dado um triangulo ABC, seja h a altura relativa ao vértice A (Figura 7.36). Entao, colocando h em
funcao dos lados a, b, ¢ temos

o - \/2 cosh (a) cosh (b) cosh (¢) — cosh? (b) — cosh? (¢)
= cos

senh (a)

De fato:

Figura 7.36: Encontrando alturas de um triangulo ordindrio.

Temos:
cosh (¢) = cosh (h) cosh (d — a) = cosh (h) (cosh (d) cosh (a) — senh (d) senh (a))
cosh (b) = cosh (h) cosh (d)
cosh? (d) — senh? (d) = 1
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Logo:

] 2
cosh (¢) = cosh (h) (EZZE Eg cosh (a) — \/—1 + <§zz£ Eg) senh (a))

= cosh (b) cosh (a \/ — cosh? (h) + cosh? (b) senh (a) =

cosh (¢) — cosh (b Cosh 2
sonh (a \/ — cosh

h) 4 cosh? (b) =

cosh (¢) — cosh (b) cosh (a) 2
senh (a) > -

\/2 cosh (a) cosh (b) cosh (¢) — cosh? (b) — cosh? (¢c)
senh (a) '

— cosh? (h) + cosh? (b) = (

cosh (h)




Capitulo 8

Comparacao Entre as Trigonometrias
Hiperbodlica e Euclidiana

Estamos tomando como unidade de medida a distancia entre dois arcos correspondentes de horocirculos
concéntricos cujo quociente é e. Veja a Figura 8.1.

’-\
N

Figura 8.1: Estabelecendo a unidade de medida hiperbdlica.

L

Temos pela Proposicao 7.2.1 que se x é a distancia entre AB e CD, entao CD = ABe™. Tomemos x = %;

k > 0.
Podemos considerar lk (Figura 8.2) como sendo unidade de medida. Logo, para k grande, a unidade de

medida é pequena e os arcos AB e CD possuem quase o mesmo comprimento.

Figura 8.2: Estabelecendo sub-unidades de medida hiperbdlica.

Com esta unidade de medida (Figura 8.3), as férmulas trigonométricas ficam do seguinte modo.

(1) Teorema de Pitagoras Hiperbdlico:

cosh (%) = cosh <E) cosh (%) ;

121
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b/k clk ~

Figura 8.3: Medidas dos lados de triangulos hiperbdlicos ordindrios em termos da sub-unidades de medida.

(2) Lei dos Senos:

(3) Lei dos Cossenos 1:

cosh (%) = cosh (%) cosh (E) — senh (%) senh <E> cos (v);

(4) Lei dos Cossenos 2:

a> _ cos (B) cos (v) + cos ()

cosh (7 sen () sen (y)

k

Note que, fazendo k grande, nossos triangulos sdo “pequenos”.
X
Da Formula de Taylor para senh (E) em torno do zero temos:

X n
s senh™ (0) (E) X 3 x5
h (f> _ Xy XX
senh (1) = 2 nl k T3ne Tans T
Analogamente:
X n
<\ o cosh(™(0) (E) 2 a4
cosh (E) =2 nl =T e T T

Deste modo; para valores altos de k podemos considerar:

senh (%) ~ %

2

cosh (%) ~ 1 +%

(1) Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico:
c b a
cosh (E) = cosh (k) cosh (E) =

RN CUM:a PR NN
225\ T 22 22

LR I L I
2k2 2k2 - 2k? - 4k4
ZbZ
czzaz—l—bz—I—a

2k2



Para k grande temos
c?~a?+b?

que é, aproximadamente, o Teorema de Pitagoras Euclidiano.

(2) Lei dos Senos:

sen o« sen (B) sen ()
a b C
X . X X

sen ()~ sen(p) sen(y)
a b c

2
2

sen () sen(p) sen(y)

que é, aproximadamente, a Lei dos Senos Euclidiana.

(3) Lei dos Cossenos 1:

cosh (%) cosh (%) cosh <E> — senh (%) senh <z> cos (y) =

c? b? a? ab a? b? a’b?
T+~ (1+ 1+ ———cos(y)=1+ +o5+t 51—

2k2 2k2 kk 2k2 ' 2k2 4x4
2 aZbZ

2 2
c”~ bc—-2 —
a2+~ 2cos (y) + T 7 =
c? ~ a?+b?—2cos(y)
para k grande, que é, aproximadamente, a Lei dos Cossenos euclidiana.

(4) Lei dos Cossenos 2:

a cos (B) cos (y) + cos («)
cosh (E) - sen (B) sen (v)
1_|_a72 _ cos (B) cos (v) + cos (a)
2k2 sen (B)sen (y)
_ cos (B) cos (v) + cos (a)
B sen (f3) sen (v)

sen (B)sen (y) ~ cos (B) cos (y) + cos (&) =
—cos (o) ~ cos (B +7)
cos (11— o) ~ cos (B +7v)
mT—a~pB+y—
T~ o+ B +y.

=
=

ab

K2

cos (v) =

123

Conclusao: Para unidades de medida muito pequenas, os tridngulos hiperbdlicos sdo “quase” euclidianos,

ou entao, o plano hiperbdlico é “localmente euclidiano”.
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