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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugdes locais e globais para a equagio
de Schrédinger nao linear (NLS). No primeiro capitulo apresentamos as ferramen-
tas basicas para posleriormente no capitulo dois fazermos um estudo da equacao
de Schrodinger homogénea. Estudamos também as propriedades dispersivas dessa
equagio, que serve para tratar a (NLS). Finalmente no capitulo trés estudamos o
problema de valor inicial associado a (NLS); demonstramos que sob certas hipéteses
o problema. é localmente bem posto e que sua solucao nem sempre pode ser extendida

globalmente,



INTRODUCAO

A presente monografia trata fundamentalmente sobre o seguinte problema de valor

inicial para a equagio diferencial parcial nio linear.

{ 1 = —Au+ Mulu; com (x,t) € R x R (NLS)

u(z,0) = oz}

A equagdo acima é conhecida como Schrédinger ndo linear. Aqui A, ¢ > 0 séo
numeros reais, ¢» € X um certo espaco de Banach escolhido e a funcio « toma
valores complexos.

A equagio (NLS) é tema de bastante pesquisa pela sua importancia na fisica,
especificamente em optica ndo linear.

O objetivo da presente monografia é mostrar que sob certas condigdes sobre
A, e n o problema (NLS) é “localmente bem posto em X7 (espago de Banach que
denota um espago de fungdes a ser escolhido), isto €, deseja-se provar que existe

0 < T < oo tal que a funcdo

F: X o C(-T,T],X)

g — u(t)

onde u(t) representa a solugéo de (NLS) ¢ continua, Conclui-se entdo a existéncia
local, unicidade, persisténcia, (isto siginifica que a solucdo u(t) estd no mesmo espaco
X do dado inicial para todo t € [—T,T)) e dependéncia continua da solugio com
respeito ao dado inicial. Se a fungdo F" acima definida é continua para todo T € IR,
diz-se que o problema {NLS) é bem posto “globalmente”.

Veremos também que nem sempre a solugao local pode ser estendida a qualquer
intervalo de tempo, isto é, para valores especiais de A, o e u, a solu¢do “explode”

em tempo finito.



O capitulo 1 é dedicado a estabelecer as ferramentas necessarias para melhor
compreensido do problema (NLS). Sao dadas as defini¢bes basicas e as principais
referéncias deste capitulo sao [B], [Po], [D], {C], [CH].

Fizemos também o estudo da existéncia da solugao da equagédo linear

{ Ou = —~Au; com (r,t)e R" x R (LS)

w(2,0) = o(a),

chamada a equacao de Schrodinger linear. Esse estudo é desenvolvido no capitulo
2 onde as propriedades dispersivas da equagdo (L.S) sdo enfatizados e as referéncias
principais sao [C] e [Pol.

Finalmente no Capitulo 3 apresentamos nossos resultados principais colocando
énfase no caso o = —, ¢ € L*(IR") que é chamado de caso critico, as referéncias
principais sao [Po] e ?CWZ].

A notagao empregada sera a usual na teoria das equagdes diferenciais parciais.
Os teoremas, defini¢bes, lemas e proposi¢des serao indicados por 3 ou 4 digitos onde
o primeiro digito indica o capitulo e os demais digitos correspondem a numeragao

dentro do capitulo.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

1.1 ALGUMAS FERRAMENTAS

Inictalmente vou apresentar os enunciados de alguns dos tecremas que serao usados
frequentemente e cuja demonstragao fazem parte dos cursos de Matematica e podem

ser encontrados na bibliografia indicada.

Teorema 1.1.1 (Teorema de ponto fixo de Banach) Seja (£, d) um espago métrico
completo e f : £ — E uma aplicacdo tal que existe £ € [0,1) satisfazendo
d(f(x), f(y)) < kd(z,y) para todo (z.y) € E x E. Entdo existe um vinico ponto o
de E tal que f(zq) = zq.

Para a demonstragao ver por exemplo o livro de Hutsom and Pym[HP] (pag. 116).

Teorema 1.1.2 (Teorema de Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e seja
a: Hx H — R uma forma bilinear. Supornha que existe ¢ < oc e @ > 0 tal que
(1) |afu,v)] < ¢||ull ||v]], para todo (u,v) € H x H (continuidade),
(i) a(u,u) > allul|?, para todo u € H {coercividade).
Entdo para todo f € H' existe um vnico u € H tal que a(w,v) = {f,v) pwra todo
v E.H .

Quando f € H' (o dual de H) e v € H nds denotaremos geralmente {f, v} no
lugar de f(v). Diz-se que {, } é o produto escalar na dualidade H', H. Para a prova

destes resultados ver o livro de Brezis [B] (pag. 84).

1.2 INTEGRACAO: Consideraremos no que se segue os espacos L? de funcoes

a valores complexos, {1 é um subconjunto aberto de . LF{}) (ou simplesmente



I?, quando nao existir risco de confuséo) denota o espaco das funcées mensuraveis

u: 2 — € tal que

-

fn lu(z)}Pdz < oo, se p € [1,00);

Fsssup [u{z)] < oc, se p = cc.
Tef

LP(€1} sera munido da norma {| |jzs(a) (ou simplesmente || ||r» quando ndo existir

risco de confusdo) definido por

i/p
(fn‘(“-(l’)|pd$) , sepe[l,00);
[lef]ze =
Fsssuplul. se p = oo.
0

Consideremos agora um intervalo aberto I € IR e um espago de Banach X que tem

norma || |[].

Definigdo 1.2.1 Denotaremos como C (I, X') o espago das funcdes continuas de [

em X com suporte compacto em /.

Definigdo 1.2.2 A funcdo f: [ — X é mensuradvel se existem N C [ de medida

zero € uma sequéncia { fp)nery C C.{I, X) tal que

Im £.(t) = f(t) paratodo t€ I/N.

n—o0

Pela definigao observamos que se f : I — X é mensuravel, entdo ||fi| : I — R é

também mensuravel.

Defini¢gao 1.2.3 Seja f : I — X mensurdvel. Diz-se que f é integrdvel se existe
uma sequéncia (fn)new de fungdes de C(1. X)) tal que / Nfa = f|| — 0 gquando
I

n— 00,



Observagao J4 que {|f, — f|| é mensurdvel e positiva entdo / || £ — f|| faz sentido.
I

-

Proposicdo 1.2.4 Seja f integrdvel como acima entdo existe z{f) € X tal que

para gualquer sequéncia (fu)nerv C Co(1, X) satisfazendo
Jm [ 1600 - f@)ldt =0
se tem

lim /Ifn(t)dtzzr.(f).

i3

Definigao 1.2.5 O elemento z(f) é chamado a integral de f sobre I. Denotaremos

(f)= [1=[f= [t

Se I = {a,b), denotar-se-a tamhém

o(f)= [ fode= [ 1

Proposicdo 1.2 (Teorema de Bochner) Seja f : I — X mensurdvel. Entdo f é

integravel se e somente se || f|| é integravel. Além disso se tem

[ A< i

Um desenvolvimento detalhado destas questbes pode ser encontrada por exemplo
nos livros de Brezis [B], Dunford and Schwartz [DS], Yosida [Y]. Para integracio
vetorial ver Cazenave e Haraux [CH] (Cap.1, pag. 12-20), Dinculeanu [D].

1.3 ESPAGOS L°(I,X)

Como na secao 1.2. T é um intervalo de JR e X é um espago de Banach com

norma || ||.



Proposicdo 1.3.1 Seja p € [1,00]. Denotamos por L?(1, X) o conjunto das fun¢des
f+ I — X mensurdveis tais que ¢ — |[f(2)]| esta em L?(J). Para f € LP(I, X)

-

denotamos

ip
Wl = ( [IFIE) " se p < oo
£ lestixy = Ess sup L F(B)l. se p= co.

O espago LP(I, X)) possui muitas propriedades do espago LF(I), citaremos algumas

que serdo uteis para nos.

Proposigao 1.3.2 (LP(I,X),|| ||zr) é um espaco de Banach. Se p < oo, C*(I, X)
é denso em L*(1, X).

Proposigao 1.3.3 Seja X' o dual de X, esejam f, o tal que f € L2(I, X),» € L(])
1

1 1 -
com -+ — =— <1 entdo of € L"(I,X). e temos a desigualdade
rp q T
e Al xy < e x)llellzan.

1 1 1

Proposicio 1.3.4 Se f € LP(I,X)eg € L*({,X) com —+ —-=- < ] entio a
g q T

funcéo i definida por A(%) = {g(t), f(2)}x' x estaem L"(I) e

2l < [fllzeeray gl zagrxy.
Proposigdo 1.3.5 Se f € LP(I,X)NL¥(I. X) com p < ¢q entio para cada r € {p,q]
temos f e L7(I,X) e
WAz im0 < W Eer o IS X0

1—-¢6
——q :

.+.

onde

5 =
o

Proposicdo 1.3.6 Se J é limitado e p < gq. entdo L[, X) — Lf(J.X) e
)z < W% | £]lze (1, X). || denota a medida de I.



-

Definigdo 1.3.7 Seja p € [I, <], Denotaremos L} (I, X) o conjunto das funcdes

loc

f: I— X mensurdveis tais que para todo subintervalo compacto J de I tem-se que

flye LP(J, X).

Proposigdo 1.3.8 Se X é um espaco de Banach e se 4 € L(X,Y), entdo para
cada f € LP(1, X) temos que Af € LP(L.Y) e Y|Afl|re (1Y) < WAl cei)| | f1le(r, x)-
Em particular, se X < Y ese f € L?(I,X), entao f € LP{I,Y) (tomar A como o
mergulho).

Proposicao 1.3.9 Se ¥ é um espaco de Banach e se A € £{X.Y) entdo para cada

fe NI, X), temos
/I.ﬁlf(t)dt - AUI f(t)dz).

Em particular, se X «— Y e se f € L}{(I, X), entdo a integral de f no sentido de X

¢ também a integral no sentido de Y.

A demonstragio dos teoremas acima é encontrada em Dinculeanu [D], Diestel
and Uhl [DU], Dunford e Schwartz [DS]. Cazenave T e Haraux A. [CH] (pag. 18).

1.3.1 A transformada de Fourier
Defini¢io 1.3.1.1 Seja f € L'(R") definimos sua transformada de Fourier

Ff(f) = f(f] = - f(l,)f-—h:'rﬁdx

onde z.£{ = z,£,+ ...+ xpén.
QO seguinte teorema nos permite definir a transformada de Fourier em L.

Teorema 1.3.1.2 (Teorema de Plancherel). Se f € L' N L%, entio f c [% e

Flringz se estende de forma tinica a um isomorfismo unitério sobre L2.

—1



Teorema 1.3.1.3 Seja S(JR?) o espago de Schwartz, a transformada de Fourier
F:8(R*YY = S(IR*), p — @ é um isomorfismo.

A demonstragdo dos teoremas acima é encontrada em Folland [F] (pag. 244) e
Ponce [Po] (pag. 11).

1.4 ESPACOS DE SOBOLEV. No que se segue {1 denota um subconjunto
aberto de IR™.

Definicao 1.4.1 Uma funcado u definida em quase toda parte sobre Q é chamada
localmente integravel sobre Q se « € L'(K') para cada K CC ). E escrevemos

u € L},.(), (a notagio K CC Q significa que K C Q"e K é compacto).

Notagdo. Para nds, C(1) denota o espago das fun¢des infinitamente dife-

rencidveis ¢ : £} — IR com suporte compacto em §). Chamaremos as fungdes em

C*(Q) de teste.

Definigao 1.4.2 Suponha u,v € L] (Q), e o = (a1, 040,...,¢,)} € IN*. Denotamos
= o™ g%
ICEI:Q’1+C!!3+...+QR=§Q'{eDOQ:a—x?—l...a‘xgﬂ@.

Dizemos que v é a a-ésima derivada parcial fraca de u, e escrevemos
Dfu=w
se
/ uD?édr = (—1)k L vodz (1.4.1)
0 0

para todas as fungées teste ¢ € C(().

Fixe 1 < p < o0 e seja k um inteiro nao negativo. Vamos definir a seguir os

espagos de Sobolev.

(ol



Definigio: 1.4.3 O espaco de Sobolev
- We(0)

consiste de todas as fung¢des localmente integraveis » : ) — R tal que para cada
multi indice @ com |a| < k, D% existe no sentido fraco (i.e u satisfaz 1.3.1) e per-

tence a LP(Q}.

Também definimos o subconjunto fechado W, P(Q) de WH*P(Q) como o fecho em
W ?(Q) de C°(Q). Quendo p = 2, denota-se WH2(Q) = H*(Q)) e WP} =

HE(Q). Se utilizamos a seguinte norma para H*(Q)

ol = lulls = (3 [ 10rutw)iae)

0<lo <k

entdo H*(Q) (também HE(Q)) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

(w,0)ge = Y, Re(/D“ )dx)

o<le|<k

Observagao 1.4.4

(i) O espago WH2(§}) é um espaco de Banach com a norma || - |lwxs = || ||lwrs(a)

definida por
lulhyer = >, |D*ullzoy

0<lar<h
A seguir apresentamos resultados importantes schre espagos de Sobolev que serdo
utilizados nos capitulos seguintes e para sua prova indicaremos o livro de Brezis [B]
(Corol. 1X.10, pag. 165), Fridman [Fr]. (Thm 9.3, pag. 24) Ponce[Po] (pag.44).

Teorema 1.4.5 Seja 1 < p < n. Entéo

WYP(R™) C LY(R"), Vg € {P= %}



Teorema 1.4.6 {Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 < p,q,r < oo e

sejam j, m dois inteiros 0 < j < m. Se

¥

p n roon q
para algum @ € [£,1] (¢ < 1,ser > len —j — 2 = (), entdo existe ¢ =
e(n,m.,j,a,q;r) tal que
S 1Dl < o X D%l
fol= loj=m

para cada v € CF(R").

¢ 1
o)l

Teorema 1.4.7 Se k > n(% — l) com p > 2, entdo H*(IR") — LP(IR").
£ P

Paral < p < oocem € IV, definimos W™"?((1) como o espago dual de Wy *(£2)
define-se também H~™(Q) = W~"*(Q), logo H"(Q) = (HF(1))'.

1.5 A DESIGUALDADE DE HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Enunciaremos um teorema que usaremos na prova da Proposicéo 2.2.6

Definigao 1.5.1 Sejam f € LP(IR?) e 0 < o < d. O potencial de Riesz de ordem

&, denotado por 1, é definido como

ILflz)=C, ——)f-(ﬂ"—hdf: (1.5.1)

R |z — {]i-a
onde

Ca = 72T (a/2)/T{d]2 — a/2),
e I é definida por T'(s) = /me’ffs_lda‘.
0

Teorema 1.5.2 (Hardy - Littlewood - Sobolev) Sejam 0 < a < d, 1 Sp< g < oo

1 &
COIN — = -

L
qg p d

10



-

1) Se f € LP(IR?), entdo a integral em (1.5.1) que define a 7, converge absolutamente
para quase todo z € R7.

ii) Se, além disso, p > 1 entdo I, é tal que

||L:(f)“£‘i‘ < C(pJQ]i[fllLP-

Para a demonstracio ver os livros de Sadosky [3]. Ponce [Po] (pag. 36).
1.6 OPERADORES m-DISSIPATIVOS
1.6.1 Operadores nao Limitados em um espag¢o de Banach

Defini¢do 1.6.1.1 Um operador linear em X ¢ uma dupla (D, A), onde D é um
subespago vetorial de X e A : D — X é uma aplicacido linear. Diz-se que A é
limitado se ||Au|| fica limitada quando v € {2 € D.{|z|| € 1}. E o caso contrario,

A é dito nao limitado.

Definicao 1.6.1.2 Se (D, A) é um operador linear em X, a imagem de A é o
subespaco vetorial R(A) de X definido por R(4) = A(D); e o grifico de A é o
subespaco vetorial de X x X definido por G{A) = {{u, fle X x X talqueu € D e
f = Au}.

Observagio 1.6.1.3 No que se segue do capitulo, subentende-se o termo operador
ao operador linear definido acima quando nao exista risco de confusao. (onforme
a notagao comumente usada nos livros de Analise Funcional, designaremos a dupla

(D, A) por “A com dominio de 4 = D{A) = D",

11



1.6.2 Espacos de Hilbert Complexos

-

Consideremos um espago de Hilbert complexo X. Lembramos que X é por
definigao um espac¢o de Hilbert complexo. se existe uma forma IR-bilinear continua

b: X x X — @ verificando as seguintes propriedades

bliu,v) = tb(u, v} Vi(wv)e X x X,
blo,u) = blu,v) Y(w.rv)e X x X,
blu,u) = IIUHQ, Vu e X.

Neste caso {u,v) = Re(b{u,v)) define um produto escalar (real) sobre X, que
faz do X nm espaco de Hilbert real. No que se segue, consideramos X como um
espaco de Hilbert real

Seja A um operador linear sobre o espago de Hilbert real X. Se A é (-linear,

pode-se definir ¢4, como um operador linear sobre o espago de Hilbert real X.

1.6.3 Operadores m-dissipativos

Definicdo 1.6.3.1 Um operador {linear) A em X ¢ dissipativo se Yu € D(A), e
YA > 0 tem-se {Ju — AAul| > [|u]|.

Definicdo 1.6.3.2 Um operador A em X dito m-dissipativo se A é dissipativo e
V€ X,¥A > 0,3u € D(A), tal que u — XAy = f.

Proposigao 1.6.3.3 Seja A um operador m-dissipativo. Parau € D(A}, denotamos

ellpgay = l|uwl| + |JAu||. Entdo (D(A).]| - ilpry)) € um espago de Banach e 4 €
L(D(A),X).

12



1.6.4 Operadores nao limitados em espacos de Hilbert

-

Neste paragrafo, vamos supor que X é um espago de Hilbert, com produto

escalar {,). Se A é um operador linear em X de dominio denso D(A), a férmula
G{AT) = {(v.») € X x X.V(u, f) € G(A), {p,u} = (v, f}}
define um operador linear A* {0 adjunto de A), de dominio
D(AY) = {v € X, 3¢ < o, |(Au,0)| < c||u]l,Yu € D(A)}

e tal que
(A%v,u) = {v, Au). Vv € D[{A).Vv € D(A™).

De fato, a forma linear v — {v. Au} Yo € D(A™), definido sobre D(A), se estende

de forma tnica a uma aplicagdo & : X — IR, e fazemos A*v = .

Proposicao 1.6.4.1 A é dissipativo em X se e somente se {Au,u) < 0 para todo

u € D(A).

Proposigdo 1.6.4.2 Se A é m-dissipativo em X. entdo D(A) é denso em X.

Em seguida caracterizamos um operador m-dissipativo por meio de A~ e G(A4)

Teorema 1.6.4.3 Seja A um operador linear dissipativo em X, de dominio denso.

Entao A é m-dissipativo se e somente se A™ é dissipativo e G(A4) é fechado.

Definigdo 1.6.4.4 Seja A um operador linear em X, de dominio denso diz-se
que A é auto-adjunto {respectivamente anti-adjunto) se A* = A (respectivamente

A* = —A)

Proposigao 1.6.4.5 Seja A um oiaerador linear em X, de dominio denso. tal que

G(A) C G{A") e A < 0 (isto é dizer {Au,u) < 0 para todo u € D{A)). Entao A é

13



m-dissipativo se e somente se A é auto-adjunto.

Proposigac 1.6.4.6 Seja A um operador dissipativo em X. As propriedades se-

guintes sao equivalentes

(i) A é m-dissipativo em X,
(31) Existe Ao > 0 tal que Vf € X, existe u € D(A) tal que v — Agdu = f.

Proposigao 1.6.4.7 Suponha que D(A) é denso em X. Entao 4* é (-linear, e
tem-se que {14)* = —14~.

Proposigao 1.6.4.8 Se A € auto-adjunto, entao 1A é anti-adjunto.

Proposigio 1.6.4.9 Se A ¢ um operador anti-adjunto em X, entdo 4 e —A sao

m-dissipativos.

1.7 O LAPLACIANO EM UM ABERTO DE ™.

Seja 9 um aberto qualquer de R" e Y = L?*(1), consideramos Y como um

espaco de Hilbert real (ver §1.6.2). Define-se o operador linear A sobre ¥ por

D(A) = {u € H)(Q) tal que Aue LM},
Au = Au,Vu € D(A).

Proposi¢ao 1.7.1 Temos que A é m-dissipativo, de dominio denso. Mais precisa-
mente A é auto-adjunto e A < 0.

A demonstracio da proposicdo acima se apdia no seguinte lema.
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Lema 1.7.2 Sejau € D(A) e v € H}(Q). Entio

/O(Au)vd;t = —/QVqudJ:. (L.7.1)

Demonstracao.

Fazendo integragéo por partes verifica-se {1.7.1) quando v € C°(Q). A prova do
lema se faz por densidade. Seja (vi)ren uma sequéncia em C°(€1) tal que vy — v
em Hj() temos que

/ﬂ (Au)opds = — L VuViudz (1.7.2)

j& que os dois membros de 1.7.2 sio funcionais continuos de v, em Hj(Q)

/Auvd:c = lim / Aurydr = — lim/Vqukd.r
¥ Q k 9]

k—oo —ou

= fVu.Vtrdx.

Demonstragdo da proposicao 1.7.1 Jd que C2°(?) C D(A), entdao D(A) é denso
em Y. Seja agora v € D(A); aplicando (1.7.1) com v = u obtemos {Au,u) < 0e
entdo A € dissipativo (Proposicao 1.6.4.1). Consideramos a forma bilinear continua

e coerciva sobre H; ()

Blu,v) = / (uv + VuVo)dz

De {ato ela € obviamente bilinear provemos a continuidade

1B(u,v)] < / luv + VuVo|de < [ulizz + || Vu||z2 |Vl <
< (s + UV 2020 + 1190013207 = Hullm ollg

provemos agora que € coerciva

Blu,u) = [(uut VuTude) = |lulffs + |[Vulltz = fjullh,



pelo teorema de Lax-Milgram (teorema 1.1.2}, Vf € L*(Q?) existe u € H}(Q) tal que

] (uv + VuVo)dz = / fode, Vo € HYQ).

Assim pelo Lema 1.7.2, /(u—-Aumf)vdx = { com o que u— Au = f em quase toda
parte sobre (2, logo u € D{A} e u — Au = f 0 que implica pela Proposicio (1.6.4.6)
que A é m-dissipativo, para todo u,v € D(A). De (1.7.1) tem-se {Au,v) = {u, Av)
entdo G(A) C G(A*) e entdo pela Proposicio 1.6.4.5 A é auto-adjunto.

1.8 0 OPERADOR DE SCHRODINGER

Seja 1 um aberto qualquer de R, e Y = L%((, @') (consideramos ¥ como um

espaco de Hilbert real (ver §1.5). Definimos o operador linear A sobre ¥ por

D(A) {u€ HYQ,0),Aue L?}
Alu) = 1Au,Yu € D(A).

Proposigao 1.8.1 A é anti-adjunto, e em particular 4 e —A sdo m-dissipativos

com dominios densos.
Demonstragao

Pelas Proposicoes 1.7.1 e 1.6.4.8 verifica-se que 74 é anti-adjunto, finalmente a

Proposicao 1.6.4.9 completa a demonstragao.
1.9 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Consideremos o espago de Hilbert X. Lembramos que nés estamos considerando

X como um espag¢o Hilbert real (ver §1.6.2)
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A seguir alguns resultados referentes a teoria de semigrupos de operadores line-

ares.
1.9.1 Semigrupos de contragao e seus geradores

Definigao 1.9.1.1 Uma familia a um parametro {5(t)}»¢ de operadores lineares
continuos é dito um semigrupo de contragao sobre X, se:

(i) [{S(8)|] < 1 para todo t > 0,

() $(0) = 1,

(11) S(t + s) = 5(t)S(s) para todo s, 2 0.

(iv) para todo = € X, S(t)xr € C([0. =), X).

Definigdo 1.9.1.2 O gerador infinitesimal de S(t) é o operador linear A definido

por

existe em X },

S(hyz —
D(A) = {.rex;l}i%ah&ﬁ

h
W’—):Z‘—T,vx € D(A).

Az = lim
o

Proposicio 1.9.1.3 Seja S(7) um semigrupo de contragdes sobre X e A seu gera-

dor, entio A é m-dissipativo e D(A4) é denso.
Teorema 1.9.1.4 (Teorema de Hille-Yosida-Phillips) um operador linear A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes sobre X se e somente se A ¢

m-dissipative de dominio denso.

Para a demonstracdo do teorema acima ver Cazenave e Haraux [CH] (pag. 43).



1.9.2 Grupo de Isometrias

Definicao 1.9.2.1 Uma familia a um pardmetro {5(¢)};cr de operadores lineares

continuos é dito um grupo de isometrias sobre X, se

(1) |1S(2)=|| = ||z|| para todo z € X et € R,

(i) 5(0) =1,

(111} S(t +s) = S(¢)S(s} para todo s,t € R,

(iv) para todo z € X a aplicagdo t = S(t)z é continua de R — X.

Teorema 1.9.2.2 Vamos supor que A é um operador anti-adjunto. Entdo S(t) se

estende a um grupo a um parametro S(¢) : B — L{X} tal que

(1) Yz € X, S(t)r € C(R, X),
(i) Vo € X, ¥t € R, ||S(t)al| = 1]
(i) S(0) = 1

(iv) Vs,t € R, S(s +t) = S(s5)5(t)
(v) Para todo z € D(A),u(t) = S(t)z verifigue v € C(R, D(A)NCHIR, X) e
d_tu(t) = Au(t), para todo t € R.

Corolério 1.9.2.3 Com as notagdes do Teorema 1.9.2.2 tem-se que (S{t))" =
S(~t), Vi€ R.

Demonstragao. Consideremos z.y € D{A). Temos assim que

LSz, S(1) = (AS()r. S(1)y) + (S(t)e, AS(1)y) = (S(1)z, ~AS(1)y) +

+H{S(t)z, AS(t)y) =0

Entio {(z,y) = (S(t)z, S(t)y), Vt € R, Vz.y € DA
Se fizermos y = S{—t)z, temos entéo {z, S(—1}z) = {S(¢)z, z} para todo r,z € D(A).
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Como o dominio D(A) é denso em X, aproxima-se z e z que pertencem a X por

Tn,zn € D(A), entdo

(2, 5(—t)z) = lim (n, S(~t)zn) = lim (S, (t)2n, za) = (S(t)2,2).

1.9.3 Observagdes finais. No que segue-se faremos um resumo de alguns fatos
estabelecidos anteriormente e outros sem demonstragio (ver Cazenave [C]) que seréo
usados no Capitulo 2. Seja A : D(A4) C X — X um operador €-linear. Supondo
A auto-adjunto (portanto D(A) e denso em X) e A < 0 {isto é (Az,z) < 0 para
todo z € D(A)), A gera um semigrupo de contracdes {5(¢)}i»o sobre X (ja que pela
proposi¢éo 1.6.4.5, A é m-dissipativo e pelo Teorema 1.9.1.4 gera um semigrupo
de contragdes). Também D(A) é wn espago de Hilbert munido do produto escalar
(z,y)p(a) = (Az, Ay)x +(z, y)x , correspondente a norma |[ullp 4 = | Aull} +[ullk.
Temos D(A) — (D(A)) com o mergulho denso.

Denotamos por X4 o completamento de D{A4) pela norma |jz|l3 = |lz||% —

(Az.z}x, e para z,y € D(A) temos,
D(A) = Xy = X = X} < (D(A)),

com todos 0s mergulhos densos (ver Cazenave [1]). Além disso podemos estender A
a um operador A sobre (D(A))' com dominio X tal que

Alpgy = A, ¢ Alpo € £D(A,X), A, € £(Xs. X4). Alx € £(X, (D(A))) como
A é auto-adjunto, entdo

A D{A) C X — X definido por (i4)zr = {Ar, para 2 € D(A) é também (-
linear, e é anti-adjunto. Em particular sabemos que ¢ A gera um grupo de isometrias

(S(t)):cr sobre X. Também o fato de i A ser anti-adjunto implica
S(t)" = S(—t): paracadate R.

Assim pelas observacoes feitas acima (S{t)};er pode ser estendido a um grupo
de 1sometrias (?(t))ten sobre (D{A)}); o qual é grupo gerado pelo operador anti-

adjunto 1A.5(1) coincide com S(¢) sobre X, e (5(t))ep restrita a qualquer um dos
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espagos X'y, X, X4, D{A) é um grupo de isometrias. Por conveniéncia, usaremos a

mesma nota¢io para S(t) e S(¢). Podemos agora enunciar o seguinte teorema, o

-

qual pode ser encontrado em Cazenave {C].

Teorema 1.9.3.1 Para cada z € X, u(t) = S(f)r é a 1nica solugio do problema

u € C(R,X)NCHR, (D(A));

du  —
E(T:: L Au=0, Vi€ R:
u{0) = x.

Além disso, nos temos as seguintes propriedades de regularizacio.
Se x € Xa, entdo u € C(R,X3) N CY{R, X}); se 2 € D(A), entdo u €
C(R,D(A)NnC'(R, X).

Para ter mais informacdo quanto aos resultados das seqées 1.6, 1.7, 1.8 ver o
livre de Cazenave e Haraux [CH], e para a se¢do 1.9 os livros de Cazenave e Haraux

[CH], Pazy [P], Brezis [B], e na seccao 1.9.3 Cazenave [C].



CAPITULO 2

A EQUACAO DE SCHRODINGER LINEAR

Neste capitulo trataremos de algumas das propriedades da equagdo de

Schrodinger linear

whu + Au=0, (z.t)e R* x R,
u(2,0) = o(z).

2.1 PROPRIEDADES BASICAS

Consideremos o operador (1. A} defimdo na secgao (1.7). Pela proposi¢do (1.7.1)
sabemos que A é um operador auto-adjunto e A <0 (i.e {Az,z} <0 Vo € D(A));
assim aplicaremos os resultados da secgio (1.9) com a mesma notagio e consideremos
0 =R

Observamos que X4 é Hi(R™). De fato || llx = || |lm (pelo Lema (1.7.2))
e Co(R") C D(A), logo H}{IR"} ¢ X4. Ja que D(4) C HI(R") implica que
Xa C H); logo X4 = H}{IR") e com as normas iguais, e Xy = H-1(R"}).

Por outro lado, notamos que D{A) # HZ{IR") o qual implica que (D(A)) #
H=YR™). O operador A € L{L*(Q), (D(A))") é definido por

(Au, v)p(ay pa) = (v. Av)r2, para u € L% v e D(A)

Daqui em diante denotamos por S(f):er ¢ grupo de isometrias gerado por 1A
em qualquer um dos espagos D(A). H3(R"). L} (R"), H™'(R"), (D(4}). O seguinte

resultado é importante no que se segue, e é consequéncia do Teorema 1.9.3.1.

Proposicdo 2.1.1 Seja ¢ € L*(IR™). Entio u(t) = S{t)p é a unica solugio do



problema

iy + Au =0, em (D(A)), paracada t € R,

u(0} = .
Além disso |[u(t)||z2 = |l¢|lz2, para cada t € R e se ¢ € H}(IR"), entdo
u € C(R, Hg(IR*)) N CH(R, H1(Q)) e |[Vu(t)|r: = |[Vellr.

{ u & C(R, L*(R"))NCYR,(D(A))),

Observagao 2.1.2 Com a notacdo da Proposicdo 2.1.1, observamos que v(t) =

u(—t) satisfaz o seguinte problema

?‘-aﬂ) + AU =0
oe.0) = 7

Logo, v(t) = S(¢)(®) mas como v(t) = u(—t) = S(—t)p; entdo S(1)}F = S(—t)y
para @ € L2(JR").

2.2 AS PROPRIEDADES DISPERSIVAS
Nesta segdo trataremos das propriedades dispersivas da equacao de Schrodinger

Proposigao 2.2.1 Seja 2 < p < oc et # 0, entdo S(¢) aplica continuamente
L7 (™) em LP(IR") e

erf{il
1Sl |Lrrmy < (A1) 578 ol o

: 1 1
Para todo ¢ € LP {IR"), com p’ tal que - + — =1
p_p
Para a prova faremos uso do seguinte Lema.

Lema 2.2.2 Dado ¢ # 0, definimos a funcdo K; por

1 )% 122
—— e 41
47t

Kt(:::)z(

]
o



para z € JK*. Entéo
ult) = S(t)e = K v

parat # 0 e ¢ € S(R").

Demonstragao Seja ¢ € S(JR") (0 espago de Schwartz) e seja u € C(R, S(IR™))
definida por
u(@)(€) = e IHS(E), para €€ BT (2.2.1)

observamos que
-, 1) .
i; — 477 = 0. em R x R"

logo
— & DPu
TTI N N =0, em R x R"
;:_:'i aI;\.
assim
g+ Au=0, em Rx IR" epor (22.1) uﬁ) = ¢, (2.2.2)
—4=7 g2

agora de {2.2.1) e do fato que f&‘;(f) =€

r—

u(t)(€) = e EIHE) = Ri(©)2(6) = Ko * 2(6).
Portanto de {2.2.2) e da unicidade da solugdo (ver Proposigao 2.1.1) da equacdo da

Schrodinger, u(t) = K, * ¢.

Demonstragio da Proposigio 2.2.1 Seja ¢ € S(B"). Pelo Lema (2.2.2) e

usando a desigualdade generalizada de Young (ver [Po] pag. 39), temos
1S()ellz= < G172 el

Por outro lado, do fato que a transformada de Fourier é uma isometria de L? em L?

e de (2.2.1) temos

452 |2

1S®)ellze = ||l = |le ollze = [1¢)lr2
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logo
IS@)pllze < cliplli; onde c=(4nli])E e » € S(RY) (2.2.3)

IS(&)ellzz = llellzz: para ¢ € S(R") (2.2.4)

A prova de (2.2.3) e (2.2.4) para ¢ € L}(R") e x € L*(IR"), respectivamente
se faz por densidade. Provemos (2.2.3) para ¢ € L'(R"); por densidade existe uma
sequéncia (¢ )rev em S(IR™) tal que ¢r —  em L'(JR™), quando £ — oo; por
(2.2.3) temos

[1S(E)eellLe < cllolle (2.2.5)

Agora, passando ao limite em 2.2.5 temos,
15(@)2llp> < cllgllpr : para » € LY(R").
Logo temos provado que
1SEleqrrr=) < (4nlt]) 2.

Da mesma forma provamos que

S| ezeney =

O caso geral se deduz do Teorema de interpolacdo de Riesz - Thorin (ver o livro

Bergh e Lofstrom [BL] ou Folland [F]) o qual afirma que

: 1 1
S(t): LF (R™) — LP(R"), com 5 + - =1

COIT a Nnorma
1S ()] gepe rey < 1¥((4rft]) =727
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. 1 1-4 8 6 1 1-¢ 48 T
ondeﬁsatlsfaz}—j=——;+.—2-=§, E=T+§; e 0 € (0,1) e qual implica
1 1
1—0=—--
p P

com o que temos o resultado.

Definicao 2.2.3 Chamaremos o par (¢.r),¢ > 0,7 > 0; de par admissivel se as
seguintes condigdes sdo verificadas:

(i) 2<r< 2<r<o,sen=2,e2<r<oc se n=1),

4

y 1
(i) 2= n(l - —).

q 2 r
Observagao 2.2.4

(1} Se(g,7) é um par admissivel g € (2,0c}, (se n =1,q € [4, >c]).

(i) O par (00,2) é um par admissivel,

(i1} Se (g,r) é um par admissivel, tem-se em particular que H* C L” com a inclusdo
densa, entdo L™ ¢ H'. Logo C(0,T),HY) C LY[0.T),L7) e LY{{0,T),L”) C
L9([0,T], H-Y), com T > 0

Definicdo 2.2.5 Sejat < [0.7T]; para T > 0, definimos os operadores ¢, 4. 8, por
1
é,(t) = f S(t = ) f(r)dr, Vit € [0, 7).
0
T
oi(r) = / S(r — )f(t)dt, ¥r € [0.T).

6, /(r) — LrS(r—a)f(a)do., ¥r € [0,7).

O seguinte Teorema contém o resultado principal deste capitulo.

s
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Teorema 2.2.6 Seja (7, p) um par admissivel e seja f € LY([0,T],L7} e T > 0.
Entdo ¢; € C([0,T], L?). Além disso, para todo par edmissivel (¢,r) tem-se ¢; €

L3([0,T], L7), e existe uma constante ¢ depende‘ildo unicamente de 7 e g tal que

os1|zsgo.mzry < el Fllpv qo1yey- (2.2.6)
Demonstragdo do Teorema 2.2.6 A prova serd feita em seis etapas.
Etapa 1 Para todo par admissivel (q.r) o operador & é continuo de L#'{[0,T], L")
em L9([0,T),L").
Primeiro consideremos o caso em que f & C([0,T].L™). Neste caso

¢; € C([0,T],L") pela Proposigio (2.2.1): ja que

1St = 1) £(7)l|er < cft = 7|n57)]

g < clt =717 1l peoqpogy.ry < 00,

enguanto que para t € [0,77]

gl < e [ o=l B dr = [ le= I dr

< e [ lt—HIAEiledr
2
Pelas estimativas do Teorema 1.5.2 (Hardy-Littlewod-Sobolev) comd = lea = 1_:1
temos que
||/ lg,qnf Migrdrllze < @Il ooy
2 1 1 2
onde ¢{¢) depende unicamente de gse 0 <1 ——-<le - =~ — (1 - —),
q ¢ ¢ q
1 1 2 I 1 2
por sua vez — = — — (1 — —) implica que n(; — —) ==,
q q q 2 r q



s1 n> 2.

2 N
eofatoque 0 < 1—— <1 implica que2 < r <
q n—14

Da mesma forma prova-se nocason =2, 2<r<oc.eocason =12 <r < oc.

Além disso, r pode ser igual a 2 independentemente da dimensdo n. Segue entio,

16/ lzettoiin < @Il woriry ara f € C(0.7].L7).
Finalmente pela densidade de C({0.T]. L") em L¥([0, 7], L") conclui-se a demons-

tracao da etapa 1.

Etapa 2 Da mesma forma mostra-se que os operadores ¢ e 8, sdo continuos de
L43e, T, L™ em L9([0,T), L7).

Por exemplo, tem-se para o operador v

T T
Wa®lles < [ 118G =05 @)lzde < [ elr = a7 (0.

A prova é analoga a desenvolvida na etapa 1.

Etapa 3 Para todo par admissivel (¢, ) o operador 6 é continuo de L9'([0, T], ™)
em ([0, T}, L?).
A demonstragdo da etapa 3 faz-se supondo primeiro f € C({0.T), L") e como na
etapa 1 conclui-se o resultado por densidade.
Assim, seja f € C([0,T],L7), nés podemos supor que f € C([0,T). HY), de fato
conwoluindo f com a sequéncia regularizante p, na variavel espacial; sabemos que
po* f(E,-) € C(RY), p,* f(t.) — f(t,-) em L7 (R").

Agora f,(¢) = p, * f(t,)) € C([0.T), H'); de fato. seja {t;)rew tal que ¢ — 1
parat € [0,T] assim

g (1) = % F(E Wize S Hpalt)llzetl f(Ers) = F(E, ). para € [0,7]

ot
Pela designaldade de Young generalizada {ver Folland [F]) com p = 3 :r 21 e
a2 — 2
11 1,
9 por :



Analogamente.

g d 5 -
”a_:.c,-p‘? * fltx,) — 3P FE e < Hb—}-—{-p,}”‘r_‘,,”f(tk}.) — f(t, )|l para i =

1,2,...,n j4 que f € C([0,T]. L") implica que ||f{tz,*) — f(.)/I~ — O quando
k — 400 com o que f, € C([0,T]. H'). Neste caso ¢;, € C([0,T], H*). (veja
Cazenave e Haraux [CH] Lema 4.1.5).

Do fato que (S(t))* = S(—t) (ver Proposigdo 1.9.2.3), e denotando {(-,-} o pro-

duto escalar em L2, obtemos que para todo ¢ € [0, T]
165,01l = (6,(8)1,(8)) = { /0 S~ 1) foln)dr. [ S(t ) (0)do).
_ /Or/:(s(t — ) fo(r). S{t - &) f, (o) dodr = / / (o), (S(t = 7))
S{t - o) folo))dodo
= [ [150), 86 = )(dodr = [{12(7),01,(7)).

Aplicando a desigualdade de Holder no espaco e no tempo, e usando a etapa 2,

obtém-se

t
Ba@lE < [ IOl (Plerdr < 1ol oy eyl Lottorron
< C(?)“fn”iq'([o.r],l,r‘)

jd que || £y ()] — 117 (0

Finalmente temos que

ot € |16, (Dllez — {187 (¢)]|z2 quando 5 — .

| ]
-1

||¢f(tm£2 < C(g)HfHLQ'[[CI,T],Lf'): (2.2.7)
usando a densidade de C([0,T], L) em L%'([0,T],L") obtem-se (2.2.7) para f &
L7(0,T,L7).

Etapa 4 Da mesma forma mostra-se que o operador % é continuo de L?'([0, T}, L)
em C([0, T, L?).

o]
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Por densidade é suficiente considerar o caso f € C([0,T], L") e convoluindo com
uma sequéncia regularizante pode-se supor f € C[0,7], H*). Pela demonstragio na

etapa 3, temos

sl = ([ St — s, [ = o)fordo) = [ [ 500,
S(t - ) (2)f(o ))dadf
= [0, [ St~ o)f(edo~ [ St~ o)f(e)de) < [ HFOI0r i
#11He 11611l
< ”f|L9’([0,J‘],LF’)C(Q)”f||LQ'([0.T],L’"'} + ”f|[Lq’{[o,nLr*}C(Q)||f||La’([o,T},Lr’)

concluindo-se assim a etapa 4.

Etapa 5 Para todo par admissivel (¢.r] o operador ¢ é continuo de
L{{0,7]; L*(IR")) em L2({0, 7], L7 (1R")).

A seguinte observagio é importante para a prova da etapa 5.

Observagao 2.2.7 Se (g,r) é um par admissivel verifica-se que
T )
”u“Lq([g?T]‘Lr) = sup-“/O Ré(f 'I'.a':_:/) o E C([OT]LT ) M C([UT]Hl),
olleeomzy < 1}

Continuando com a demonstracao da etapa 3. seja f € LYW[0,TL,L?*) e » €
cyo, T, HY n C([0,T],L7) tal que “55|IL?’{{O,T],L"} < 1. Em particular, ¢; €
C([0,T),L*) (j& que (co0,2) é um par admissivel) e aplica-se a etapa 4 com v’ =
2, ¢ =1el[¢,llreqorzy < cg)lielieoriry < clg) (tambem pela etapa 4).

Temos entac que
jRe(fcaf (1))t = f(cs»f(ﬂ.-»u dt = /T /r(S(t—r’)ﬂ?):dﬂ)drdﬁ:

Z/G/Df,—),s Vdrdt = // (7 — t)e(t))dtdr

T
= [ (f7) vl



Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a etapa 4 obtemos
T T
A i 1] = TN || W\ T dT = L{[0,1},L2) 2| 1Le{[0,71,12)
| [ Re([ ¢s(8Jp(0))dt] < [ |[f(P)lzel[e(r)ledr < [if]] [l
< Dl o, 29)-

E finalmente pela observagéo (2.2.7) conclui-se o resultado.

Etapa 6 Conclusdo da demonstracio da Proposicio (2.2.6). Seja (v, p) um par
admissivel seja (g,r) um par admissivel tal que 2 < r < p e seja 8 € [0,1] tal que
1-4

oo

1 g 1-46 1
e — =

roop 2 q

e

[ -2

rr < Moy @Iz Hos(BIIL,

165(2)]

Logo,

[ igstolitsae < ool el < ([ lgslIEF e ®

6
s 1% ey -

Assim,

184]lzsgo,1.L7) < ||¢f”%"f([o,1“],Lﬂ)||¢f”,15;9([oﬂ,,52] < c(qa7)i|f||LT’([D,T],LP’)1 para f €
LY ([0,7],L7).

Portanto ¢ é continua de L7([0,T], L?") em L7([0,T). L7).

2n
Tomemos agora um par admissivel (¢.r) tal que p < r <

9(p<r<

P

o, se n=2p<r<oo se n=1).eseja pg € (0.1) tal que

1 1—u 1 1—pn
- e — —
ol q P ’

Pelas etapas 1 e 5 ¢ é um operador continuo de L7([0,T), L™) em L?([0,T), L"), e

de LY([0,T},L%) em L%([0,7],L7). Aplicando um teorema de interpolagao (ver J.

-+ -+

N [T

f T

=1
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Bergh e J. Lofstrém [BL] (Teorema 5.1.2 pag. 107)) ¢ é um operador continuo de
Lo([0,T), L8} — L%([0, T}, L"), para toda dupla (¢, §) tal que
14 . 146 g 1-8

1 q 2 r!
com & € (0,1). Se fizermos a escolha § = p, se deduz-se que ¢ é continuo de
L7([0,T], L) em L2([0,T], L").

A seguir estabelecemos outro resultado da mesma natureza que o Teorema 2.2.6

1
e —
d )

o

e cuja demonstracdo é paralela a demonstracédo do Teorema 2.2.6.

Proposigao 2.2.8 Seja ¢ € L. Entao para todo par admissivel (g, r) tem-se que

S(-)p € L1{(R, L"), e existe uma constante c;, dependendo unicamente de ¢ tal que

1S bl ariony < elghlol|ce- (2.2.8)

Demonstragao A demonstragao é da mesma forma do Teorema 2.2.6 e s6 faremos

um esbogo das etapas. Definimos

M = [ s )par Ty [ S0 f

—00
Mostra-se que (ver etapa 1 da prova da proposigio 2.2.6)
[| Agllzeqreny € C(‘I)“fHLQ’(R,Lr’)

Na mesma forma que na prova da etapa 3 do Teorema 2.2.6 temos que

Il = ([ seoswd, [ s(-0)f(o)do) =

_

+oo p4o0
-/;oo /_w (f(t), S{t — o) f(o))dodt =

+20 +oo
= /_m (f(t)7/\f(f))‘ﬁ < [_Oo ”f(””{;’“ AJ’ (t)”L"df < ]|f||Lq'(ﬁ,_[_r’)
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Conclut-se a demonstracio de forma similar que na prova da etapa 5 do Teorema
2.2.6. Seja ¢ € C(R, L") N C(R, HY), e () £ 1, entéo

+o0 +a
[ 180w p(e)dt = o, [~ S(=00(t)t) < el)llplla 1Ty lze <

— 0

< cBllellze ¥l (m oy < el

Logo
1SC)el|zamery < alg)lplle.

Observagao 2.2.9

1) O Teorema 2.2.6 e a Proposicéo 2.2.7 fornecem uma estimativa para a solugéo do

problema de valor inicial
{ D+ Au+ f =0,
u(0) = @;

como serd visto no Capitulo 3.



CAPITULO 3

A EQUACAO DE SCHRODINGER NAO LINEAR

Neste capitulo estudaremos o problema nao linear de valor inicial

{ 10 = —Au+ Alulu, em (2, t) € B x R, (NLS)

o(2,0) = p(z).

onde A e a sio constantes reais com a > 0.
Consideremos a formulacio integral da equagdo (NLS) (ver Cazenave e Haraux
[CH]; capitulo 4 e Kato [K]; Lema 1.1}
Seja,
u(t) = S(t)p + (=) | ' 5(t - o) ultu(o)do, (3.1)
onde S(t) € o grupo de isometrias gerado por 1A (ver capitulo 2, se¢io 2.1) chamando

Fu(t) = i fj S(t — o)|uf*u(o)do em (3.1). Escrevemos

u(t) = S(t)o + Fult). (3.2
3.1 A TEORIA LOCAL EM L*(R*)

Nosso principal resultado estabelece que sob certas hipdteses no expoente o da
nao linearidade, o problema (3.2) esta localmente bem posto em L?(/R"); mais exa-

tamente temos o seguinte teorema.

a
Teorema 3.1.1 (Teoria Local em L*(R")) Seja 0 < & < —, entdo para todo
1
0 € L*(R"), existem T = T(||z]|z2.n. A, @) > 0 e uma tnica solugao v da equagdo

integral {3.2) no intervalo de tempo [~T1, 7] com

w € C([-T,T). LA{R") 0 L'([-T, T}, L***(R™)). (3.1.1)
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Mo +2)

onde r = ————~,

no
Mais ainda, para todo Ty < T existe uma vizinhanca V de ¢ em L*(JR™) tal que a
fungao

FV oo C(-Tu T, LR )N LT{({-T, Ta), LoPH(R™))

B e a(t)

¢ lipschitziana.
Na demonstracdo faremos uso da seguinte notacdo: para todo par (Ty,a) de

constantes positivas definimos o espaco.

E(To,a) = {ve C([-To, To), LAR™))Y N L7([=Tb, To), L*T*(IR™)), tal que

7

Hollze -t molzyy < @ e |[ollir-1o.m}z0t2) < a}
Observacao 3.1.2.

1) A dupla (r o + 2) é um paer admissivel.
ii) E(Ts, ) é um espago métrico completo. (ver [T], Lema 2.3).

A demonstracdo do Teorema 3.1.1 sera feita em duas etapas

Etapa 1: Existemn constantes positivas T e ¢ (que dependem sé de {|p]||z2, ., A, &)

tais que o operador ¢ definido por
ou(t) = s(t)p + Fult) (3.1.2)

satisfaz
¢: E(T,a) —» E(T.a) e ¢ éuma contragao (3.1.3)

Para a demonstragao é suficiente considerar o caso em que t > {. Fazendo uso de

(2.2.6), {2.2.8) (Cap. 2) e da definicdo de o em (3.1.2) temos que

a1
lé(lleripmzerny < allells + M T L0 et

= eillelize + oM Il o porsy (B14)
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4
Pelas hipdtese 0 < o < -, tem-se entao 1 — %Cz >0
n’
Logo de (3.1.4) da desigualdade de Holder no tempo com as fungoes 1 e H-ﬂ(t)”_(;;_t} ,
eses talque -+ =1e(a+1)'s —-r(oquallmpllca—*“r(l—-z—a) temos,
s s s
M) lerom.ze+n < eallollze + MTulifhio my rove) - (3.1.3)
comf=—=1- =,
s
Fazendo uso de (2.2.6), (2.2.8) (Cap. 2) e (3.1.2) obtém-se
é(wlmomzny < alllla + A >, om. )
e na mesma forma que em (3.1.3) temos,
6@ lsqorrn < alloliss + T el orny - (3:16)
onde as constantes ¢; e ¢ dependem s0 de a e da dimensio n.
Sejam u,v € E(T,a) (com (T.a) a serem escolhidos depois), temos
¢
(60) — 6(u)t) = —i2 [ S(1 - o)l ~ |ul°w)(o)do:
Usando novamente (2.2.6) como em (3.1.3),
1966) = gllrqomzorn < AWl blo —Julull s (LT)

Tendo em conta a desigualdade
v|%0 — ju]®u| < eulfu]®+|v]* Vv —u| (onde a constante ¢, depende de o) (3.1.8}

a qual pode ser obtida da seguinte forma:

|

Sem perda de generalidade podemos supor que |v] < |uf; seja © = |—u—'u entdo
] = ||
R R I T B A
< e e 2l el -
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calculemos agora os termos da tltima desigualdade

{lu|*u — |v|ﬂ][—3u| = Jultul* - [le:1| = [l — o]et] <
< eofu]® + ]| — vl

< calful® + ol - ol

o]0 = vl <{ul®lp = o] < Jul*|u - ¢
com o que demonstra-se a desigualdade.

Agora, aplicando a desigualdade de Holder generalizada (ver Brezis [B] Pag. 57)
o4 1 2

i . temos que

1
10 espagoe com = + .
a+2 «+2 a2

16(e) — S lzromey < eal ANl + [ = wlll e

< AL + el (Ol agz [lo — ul)llLava]l L o,y

< eal T ]l + [l (] etz llo = w()lzes |l o.m

< TR e + Ol = ul izl o1,
< Ca|f\|T9{(||U||%r([o.r]},z,u+2)

+Hu||zr[_lﬂ,ﬂ)‘Lc+2})HU — Ui Lr([D‘T]]?LQ_f.z)}’

onde usamos a desigualdade de Holder no tempo com s e s’ tal que (a+1}7's" = 7,

1 1 1 . . .
e —+ = = 1 (com o que § = —) para a terceira desigualdade e a desigualdade
5 s r
at+l « e )
de Holder generalizada no tempo com = — + = para a iiltima desigualdade.
r roor

Assim se u,v € E(T, a)
18(v) — ${e)lpr(ro,my.2042) < ol AT2a% v = u|prio.7y.2042), (3.1.9)
analogamente obtemos
l6(v) = S(v)|lL=tto11r2) < €alMT?2a% o — ullLro.17,000)
de isto, (3.1.3} , (3.1.6} e (3.1.9) temos

|¢(u)lleromy.rarny < ell@llze + e |AT e+, (3.1.10}
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o(w)l] rgomy.zy < ellellze + afd[TPa T, (3.1.11)

Fixemos ¢; = max{¢1,¢,} e a tal que a = 2¢,||0||z2 e T > 0 tal que ey A|T9a>+! < g-,

<

entao

2HEH Tl < 1.

Tem-se entao que 2¢q|A|T%a < 20F1 SN T[] < 1.
Logo de (3.1.9), (3.1.10) e (3.1.11) conclui-se a demonstragio da etapa 1.

Etapa 2 Conclusio da demonstragio do Teorema 3.1.1.
Pelo Teorema 1.1.1 € a etapa 1, existe uma unica solugio da equagdo (3.2).
).

Assim temos provado a existéncia, unicidade da solugio da equacgéo (3.2). Agora

provaremos a continuidade de ¢(u)(¢) com respeito a . Sejam u,v duas soluges

de (3.2} correspondentes aos dados iniciais . 0 entdo
ult) = o(t) = SO = o) + (=) [ (¢~ o)(Jul*u ~ [olo)(0)do
Usando {2.2.6) e (2.2.8) de maneira aniloga a demonstracao da etapa 1, obtém-se,
e~ vllorqomnrese) < clloo = ollz2 + 2caTia®[fu — vl|zr(o.zpy Lov3)
para todo 77 < 7. Pela escolha feita para T na etapa 1 temos

Il = vller oz zosny < kil — all2

51

1 — 2¢c,a0T?
Analogamente chtém-se que

com k =

lfu = vllL=gon.0) < klls = 2ollz2,

com o que de se termina a demonstracao do Teorema 3.1.1.
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Corolario 3.1.3 A solugdo u da equacio (3.2) obtida no Teorema 3.1.1 pertence a
LY{T, T}, L?(IR™)) para todo par admissivel (q,p). Mais ainda, a dependéncia con-
tinua da solugdo com respeito ao dado inicial descrita no Teorema 3.11 se estende
aos espacos L([—7, T, LP(IR™)).

Demonstraééo Sem perda de generalidade vamos supor que ¢ > 0. Combinando a

etapa 1 da demonstragio do Teorema 3.1.1 com (2.2.3) e (2.2.5) temos que

[**H]

h

ullzeoriry £ alplie +efAllJu a2

L ([0.T].L 341

< alele+ C|)\|T6|lu-|]zr+(1[o,ﬂ,m+2)-

A prova da dependéncia continua com respeito ao dado inicial descrita no Teorema
3.1.1, faz-se da mesma forma. De fato. sejam u, v duas solugdes de (3.2) correspon-

dentes aos dados iniciais ¢, ¢q entdo
wlt) () = S — o) + (1) [ S(t = 0)(()u — [efv)(o)do
Usando (2.2.3) e (2.2.5) analogamente a demonstragio do Tecrema 3.1.1,
[l = ¢l poo,my ey € @il — wollre + 2eaT{ ™ Nu — v|zr (o Lase)
e pela demonstragao do Teorema 3.1.1
i =0l gogoitze) < erll = vollzs + kil — vollzs < Fllp — vollze

com o que termina-se a demonstracaoc.
3.2 A TECRIA LOCAL EM HY(R")

O seguinte resultado é da mesma natureza que o Teorema 3.1.1, assim como a

demonstragao.
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Consideremos a equagdo integral (3.2}, e vamos supor que « satisfaz.

{ 0<a<=; sen>3 (3.2.1)

O<a<oo; sen=1,2.

Teorema 3.2.1 Se o satisfaz (3.2.1), entio para todo v € H'(R") existe T’ =
T({lolgr.n, Ay @) > 0 € uma unica solugéo u da equacdo integral (3.2) no intervalo
[T, T] com

uwe C([-T, T, H{R" ) N L{[-T,T), Wh*(R™) (3.2.2)

Ho+2
onde r = -—(Eﬂ—).
(84

Mais ainda, para todo T) < T', existe uma vizinhanca 1¥ de ¢ em H(R") tal que

a funcéo

F: W C(-T, 0 H(R))n L"([-T1. T}, W R™))
Bo > U(t)

é lipschitziana.
Demonstragao

Neste teorema faremos a demonstraciao apenas no caso em que o > 1. A de-
monstragdo no caso geral pode ser encontrada em Kato [K] (Theo I}.
Observemos primeiro que a dupla (r.a + 2) é um par edmissivel. Definamos

E(T:a] = {'U € C([—T T}Hl(mn)) N L‘”([_T T]I‘I,Vl,a—i-?(ﬂzn)) .
Hollpsqoraay Sa e

(0 aes + 19000201 < a)

onde T, a sdo constantes positivas e E{T, a) € um espago métrico completo.
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Definamos o operador (ver 3.2)
bult) = S(o + Fult) -

e provemos que existem constantes T e a tal que ¢(E(T,a)) C E(T,a).
Supondo ¢ > 0 e usando (2.2.6), (2.2.8) tem-se,

(3

lo(lleromzers) < aflells + e HuF Yy, s (323)

S CH(IDHLQ + CIA|||U| z;{;l-}i}r"([u’r]'ﬁ’a-{-?)

Pelo Teorema 1.3.5 segue-se que

Hu(t)[zese < |u(t)|im.

(Por exemplo, se n 2 3,0 < -

L .
5 se e somente se o + 2 < 5 @ qual é nossa

condicdo de par admissivel (para n = 1 ou n = 2 usa-se o Teorema 1.4.7).

Temos assim que de (3.2.3)

la—}—l

lé(llzrgoizorsy < elielln + ePillullglionm T

< cllgllze + e[Ma1 T

Pelos mesmos argumentos usados acima,

9.8l amzern < VAl + e FVaull e (32
1 1
Usando a desigualdade de Hélder generalizada com ar:__° + eo

at+?2 a4+2 a+?2
Teorema 1.3.5 tem-se,

" Vo] ase < [lu(®)]|Zasa[Vru(t)llzose < Nullfn ||V zu(@)]]zese.

Lat

Logo temos,

I} ||V s ul| < el oo, 1V 20 (O 2 0. 19,2042

. a42
Lr(fo,T],La+1)
1}(

IA

||U||L°°([o T1.HY) |V U”L“{[O T],Lo+2),
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onde para a ultima desigualdade usa-se a desigualdade de Hélder generalizada com

1

1 1 2 -
i + - e 7= 1-—- . > 0, obtendo-se em (3.2.4) que

ey | —

oLty < CI|V59|[L2+C|)‘]T1ﬂ||“-|f?,w([u.n,ﬁl)||qu||5f([o,i']-L°+2)-
< |Vl + ¢ AT gt (3.2.3)

|| Vz6(w)]

Para mostrar que

(L U6 s + 19260}t <

e basta escolher 77 > 0 tal que

o @

fixemos a tal que clle}|m =
e T+ T < 1

Analogamente mostra-se que

ha

) , " |+l -
lig(w)llz~qomrzy < ellellee + el A[l]u] “Lr'([uﬂ.ﬁi—i)

< cllpllze + e MTO Nl qomyzosey < ;

{ o

+ ¢|A|T4a>"?

)

L

ondeezl—?fm.

Da mesma forma que em (3.2.5) obtemos

Ve limonzn S cllVllss + Ml Vaull oot

[FAN

Vol + cfA| H“-”Ex{[o,j’j,yl)TW||Vx”||L'([0,T1.L°+2)

< % + c|Ala® T
Para mostrar que
[o(w)flL=(o,1.0) < @
basta escolher T, > ( tal que
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- c])\]T;a““ + c[,\|T.31Ha“+1 < 1.
Tomando T = min{T}, T3} tem-se que ¢(E(T,a)) C E(T,q).
Demostraremos agora que existe uma tnica solugdo u da equacio (3.2). Para

isso demostraremos que ¢ : E(T.a) — E(T, a) é uma contragao.

Sejam u,v € E(T, a), entdo

Ho(v) — ¢(ulllzrqoryrery < eadliul®u —{o|*0] on i)
< A e@)lizesa + [lo(t)]]Fas2)
[ = v)(E) Lotz || Lo 0. 1)
< e NI = ol | o qgo . (el e o 17.0)
+”1’||Ew([o,1r‘j,ﬁl))
< CJ/\ITUT’QGQIIU — 'r”Lo:u{[O,T]_Hl). (326)
Analogamente
I¥2(6(0) = uDllroyonn < cifluPVou = Pl ull e (3:2)
A seguinte designaldade
Il 0o — [0]°80] < eo{folue — val + (7 + [ Y — v Jusl}  (3.2.8)

¢ obtida da seguinte forma

[ul?uy — Jolove] <l — (o7 el + flofur = o]0 ]

AN

Hul*~Hul = el ol Juz| + ol fue — vl
< eallu' 4 Jel* o — elfug] & ol e — vel)
De (3.2.7), (3.2.8) e da desigualdade de Holder generalizada obtemos
el Vet~ o]*Var ()]l ap < 2l A{[[o(O)][Fresell(u = v)(E)][wress

() fwnmsz | = 030 s ooz (M) s + [0 530e2) )
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para obter mais uma desigualdade similar a (3.2.6) temos supondo & > 1, e usando

a desigualdade acima

-

IVa(8(v) = ¢(u)llerqomyressy < [Mea®{lw =~ vllpm o 17, w1042

+2&0 I I'U, —_ ’U| IL,—'{IOJT,WI,Q+2)

IA

|A2ca®[fu — t’||L=”’({U,I'],I’V1-o+2}
S QCGOI/\ITGH’U - t‘HL"{[O,T],W'l-““'Z] (329)

1 r -2

com 8 = ; onde para obter a ultima desigualdade aplicamos a desigual-

;_.JSJ'
. 1 o2
dade de Holder com s e s’ tal que - + — =1 e r's = r; observe-se que § > 0 ja que
s s
> 2.

Analogamente prova-se

llo(u) = ¢(0)|lzoeqomrzy < ATV 20w = v]|=qpo.17.87) (3.2.10)

HVE(é(u) - C:&(v))lIL':"‘([OJ'].L?] S QCTQ(IQI)\I”H — Ul Lr([p.T].Wie+2), (3211)

de (3.2.6) a (3.2.11) podemos escolher T'(|2llg1.n, A, @) > 0 tal que
2| ATV a® + T?2¢a®)}| < 1.

Com o que a aplicagio ¢ é uma contragio (ver demonstracdo do Teorema 3.1.1),
assim pelo Teorema 1.1.1 temos a existéncia e unicidade da solucdo para a equacio
integral (3.2).

De maneira andloga ao Teorema 3.1.1 provaremos a dependéncia continua da
solugdo com respeito ao dado inicial. Sejam u, v duas solu¢des de 3.2 correspondentes

aos dados inicials y, pg entdo

Lo wiet2y) < e — 2ol + 2e,a”[AN(TY + Tlm N — ]

”TL - 'vl Lr([O,TJ]JV]‘O-FQ)

para todo 73 < 1.
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Pela escolha feita para T temos que
- [|u — UI!Lr[[O,Tl]‘1.1f1.c+2} < K| — wollm.
Da mesma forma demonstra-se que

o — vllp~qo,rpmny < Kl — ¢ollin

com ¢ que conclui-se a demonstracdo do Teorema acima.
Coroldrio 3.2.2 A solugdo v da equacio integral (3.2) obtida no Teorema 3.2.1
pertence a LI([--T, T, W'P(IR")) para todo par (g, p) admissivel. Mais ainda a de-

pendéncia continua da solugao com respeito ao dado inicial descrita no Teorema

3.2.1 estende-se ao espaco LU([—T, T, W 2(IR")).

Demonstragao Fazendo uso da Proposigéo 2.2.6 ¢ do Teorema 3.2.1 temos

A\

]L2 + C|A‘ ] iul IEE{;I—I—I):"([D‘T]_LQ{-?)

< allellzz + AT ullfio n .o

Nullregomrey X cxllep

na mesma forma temos

9 -ullscomren < el Vel + eld] || Vasll oo
analogamente a (3.2.5) e (3.2.6)
¥ aullzooman < esllVellz + TN lullem o |Vt e

A prova da dependéncia continua da solugido com respeito ao dado inicial faz-se

como no Teorema 3.2.1, donde concluimos a demonstragao.
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3.3 A TEORIA LOCAL EM H?(R")

Consideremos a equacio integral 3.2 supondo que a nio linearidade « satisfaz

n—4 (3.3.1)

8
0<a< n>5
I<a<oe,n <4

Teorema 3.3.1 (A teoria local em H?*(IR")) se o satisfaz (3.3.1) entdo para todo
© € H*(IR") existe T = T(||||g2.n. A.a) > 0 e uma tnica solugdo u da equagdio

integral (3.2) no intervalo [—7, T com
uve C{-T,T), H*(IR")NLA[-T, T, W> (IR")) com {g,r) par admissivel (3.3.2)

Mais ainda, para todo T} < T existe uma vizinhanca W de © em H*(JR") tal que a

funcao
F: W C([-T, T, H}(R")) N L([-Ty, Tx]), W (IR™))
2 (1)

¢ lipschitziana.
A demonstragio é feita da mesma forma que na demonstracado dos Teorema 3.2.1 e

Teorema 3.2.1; ver também Kato [K1].

Corolario 3.3.2 Se u é solugéo de (3.2) obtida no Teorema 3.3.1, entao para todo

par admissivel (¢,r) temos que
o € LY([-T.T], L' (R")),

Mais ainda u é a iinica solucio da equacdo diferencial (NLS) no intervalo [T, 7.

Demonstragao Sem perda de geralidade vamos supor que ¢ > 0. Provemos que

luju € C([0, T), L*(]R*)). De fato, pelo Teorema 3.3.1, u € C([0,T]. H*(IR*)). Pela
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Proposi¢ao 1.4.7e (3.3.1),sejar € [0,T]eh > 0talque h < T —7

thel®u(r + 8) = [ul*u()le < (llulr + B2 + Hu(D)IgEe e lulr + A) = u(7)]|gaam -

< llzZemmyllu(r + k) — u(7)l| 5.

como o que conclui-se o resultado.
Pelo Teorema 3.3.1 Au € C([0,T],L*(RR")): provaremos que toda solucio u da
equagao integral (3.2) é solucdo da equacdo diferencial (NLS).

Sejat €[0,T),e h >0 tal que h < T —1, temos

Fult+ h}z - Fult) _ (S(hi_ *’)(_5,\ /Uf St — 7)|ufu(r)dr) + %[M S{t+h —7)jufu(r)
_ _; t+h
- &;T*{f“(ﬂ + (fz_”/f+ St + b — 7)ful*u(r)dr

fazendo A | 0 e observando que

h)—1 Atk
§L}'u(t)—>m}‘u(t) e %
t

b S(t 4+ h — 7)|ulu(r)dr — —idju|u(t)

d+
temos —d%-}'u(t) = iAFut) + {(—id)|ul*u(t).

Da mesma forma prova-se que para t € (0. 7]
d- ) ,

Efu(t] = tAFult) + (—2A)|uf%u(t)
com o que u é solugdo de {(NLS). Assim du € C{{0,T]. L*(IR")), e a equagao dife-
rencial (NLS) se realiza no espago C{[0.T]. L*(IR")).

S6 resta provar a unicidade da solugdo da equagdo (NLS). Seja v seolugdo de
(3.2), dada pelo Teorema 3.3.1, tal que v € C{[0,T], H>(R™)).

Seja 7 € (0,1)

wi{t) = S(t—nefr)
Gw{t) = St —7)oe(r)+{(—1A)5( — 7)v(r)
= St =)= iN|e]Pelr),
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integrando de 0 a ¢
1 T
/ dpe(7) = —i)\/ St — 7)|v|*(r)dr -

w(t) = w( —zA/ ) |vi%e(r)dr
v(t) = 3(t )v + Fu(t)

logo v = u com o que conclui-se 2 demonstracao do coroldrio acima.
A seguir provaremos as leis de conservacao para a solugdo u obtida no Teorema

3.3.1.

Conservagao da carga
llul,)l|z2 = [l2llze, Yt €[0.T). (3.3.3)
Conservacio da energia

E(u(-1)) = E(z), Vi€ [0,T), (3.3.4)

onde
ez, pora w € H(RY).

B(w) = f [V'w|2d$—l-

Para demonstrar (3.3.3) multlphca-se a equacio diferencial (NLS) por @ e

- f— i‘ ; .__. g , oS _ ’ . 3'3.5

Analogamente temos

[ wiﬁtﬁuzf —Aﬁu.dx-l-fﬂ Al dude . (3.3.6)
n Hn n

computando a diferenca de (3.3.5) com (3.3.6) e integrando por partes temos que

zf dut + duudr =0 .
Rﬂ
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Logo
a 2 6 — _
| il = = [ @(tu(t)ds=0.
com o que obtemos (3.3.3).

Demonstremos agora a conservacao da energia {3.3.4). Para isso, multiplica-se

a equagdo diferencial (NLS) por 7, e integra-se sobre JR" obtendo
f iOuBuds = — / AuBadz + A / u|*uBudz .
R R Rt
Analogamente, temos
/ —iOuudr = _-/ Aﬁatudxﬁ—,\/ lu|°0,udzr .
i Rn Rn

somando membro a membro obtemos

Y ) S
0 = i /Hn —[Vu(t)? + = () da.

a+2
Logo,
a 2A
= — 2o 0yt
0 pr j;qn |Vu(t)]|” 4 a—}—?w dz

com o que obtém-se (3.3.4).

Teorema 3.1.1 resolve o problema de valor inicial para a equacio (NLS) em L2, se
consideramos o dado inicial em H! o seguinte teorema afirma que a solugao existe

em H' tanto quanto ela existia em L%

Teorema 3.3.83 Considere {(¢. p) um paer admissivel.
1) Seja v € C([-T,T), L*{(R*)) N L*([~T.T). L*(IR")) a solugdo da equagio integral
(3.2) obtida na secio 3.1. Se v € H{R") entao

€ O([-T,T), H(R")) n LY([~T, T), W *(IR"™)).

i) Seja v € C([-T,T), HYR™)) n LY(|-T,T), W"(IR")) a solucdo da equagdo
integral (3.2) obtida na segio 3.2. Se » € H*(R") e o > 1 entdo u €
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C({-T,T), H*(IR*)), satisfaz a equacdo diferencial (NLS) e as leis de conservacio
(3.3.3) e (3.3.4).

Para a demonstracdo deste teorema ver Ponce [Po] (Pag. 88).

-

A seguir provaremos a lei de conservacao (3.3.3) para a solucio u obtida no
Teorema 3.1.1.

Supondo .59 € L*(B") ea € (1,%), escolhamos uma sequéncia {=F}2, €
H*(R") tal que [|p* ~ |lz2 — 0 quando & — oc. Pelos Teoremas 3.3.1. e 3.3.3
temos que existe 7 > 0 tal que «* € C([-T.T]: H*).k = 1, ..., é solucio de (3.1)
e (3.2) com dado inicial ¢*. Por satisfazer a equagio diferencial (3.1), temos a

conservagao da carga
¥ (®)llze = [|9"]lz> para ¢ € [T, 7). (3.3.7)

Pela dependéncia continua da solugio com respeito ao dado inicial descrita no Te-
orema 3.1.1 temos que {|u* — ul{r=(_7,7y122) — 0 quando k — oo, onde Ty < T

Assim passando ao limite em (3.3.7). tem-se que para ¢ € [-17, T3]
Ol]22 = Il (33.5)

A identidade 3.3.8 permite aplicar de novo o Teorema 3.1.1 e estender a solugdo
ao intervalo [—(Th + ATy), Ty + ATh] onde a identidade (3.3.9) se preserva aplicando
sucessivamente o Teorema 3.1.1 obtemos a identidade (3.3.5) em qualquer intervalo

de tempo.

3.4 A TEORIA GLOBAL EM [L*(RR")

Xesta se¢ao 1nosso objetivo é estender a solucao u da equagao integral (3.2} dada

no Teorema 3.1.1 a qualquer intervalo de tempo.

4 _ .
Teorema 3.4.1 Se 0 < a < —, entdo para todo ¢ € L?(JH") existe uma umca

n
solucio u da equacdo integral (3.2} em qualquer intervalo de tempo [—T5. Tg] com
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Tp>0e
u € C([~To, To}, L*(IR™)) N L™ ([~ Ty, To], L***(R™))
4(a + ‘2)
noy

onde r = . Mais ainda, existe uma vizinhanca W de ¢ em L?(IR") tal que

a funcao
Fo W C([-To. To), LH{R)) N L7 {([~To, Ty), L*T*(R™))
Go - (1)

¢ lipschitziana.

Demonstragao Pelo Teorema 3.1.1 existe T' > 0 tal que a solugdo da equagio
integral (3.2) w € C([-T.T), LY R")) n L'([-T,T), L***(RR")). Pela identidade
(3.3.3) temos que ||u(T)||r2 = ||¢||r>. Aplicando de novo o Teorema 3.1.1 pode-se
estender a solucido u ao intervalo [—(T 4 AT).T + AT]. Aplicando sucessivamente

o Teorema 3.1.1 conclui-se o resultado.

3.5 A TEORIA GLOBAL EM H'(jR")

Como no Teorema 3.4.1, agora estendemos a solugdo obtida no Teorema 3.2.1 a

um intervalo de tempo qualquer.

Teorema 3.5.1
(1) Se A > 0 os resultados do Teorema 3.2.1 séo globals.
” ne . , 4 .
(ii}Se A <0 e - < 2isto éa < — entio.
2 n

HVull~o.r1.r2) < co
e por consequéncia, a solugio dada pelo Teorema 3.2.1 pode ser estendida a qualquer
intervalo de tempo.
no 1
(ii1)Se A < 0e — > 2isto é a > —. entao a solngio obtida no Teorema 3.2.1 pode-

n'
se estender a um m’rewalo de tempo qualquer se ||2|/z2 é suficientemente pequena.



Demeonstragdo Usando 3.3.4, temos que se u é solugdo no intervalo [0,7] entao
para todo ¢ € [0, 7]
E(u(-.1)) = E(¢) (3.5.1)

Logo se A > 0 pode-se concluir que
IV () soqo,m.22) < E(7)

e pela identidade (3.3.3)

{[el|Zoe 0,275y < E(2) + 2122

com o que aplicando sucessivamente o Teorema 3.2.1 se estende a solu¢do u a qual-
quer intervalo de tempo. Assim temos demonstrado (z).
Para demonstrar (i1} suponha ) < 0 e pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

(Teorema 1.4.6) tem-se

Hu(Olizhe < IVau@llz a2

tal _ E l l—=a G _ no
com a tal que p— --a(_2 — n)+ 5 entdo a = _(0:+2)2'
Assim neste caso,
Hu(@)]757 < ellellga Vet A - (3.5.2)
no
comf=a+2—-—.
2
Assim de (3.5.1) e (3.5.2)
Vau(®)[F2 < |E@)| + M [lelifaliVaul®ll S (3.5.3)

4 p
supor ? < 2 é dizer & < — e fazendo f(t) = ||V u(t)]{f. temos,
n
@) S B+ af(®)¥ onde o =ala. ) |l¢lle).
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no .
como = < 1, existe M > 0 tal que
|IVIu||Loo([o,mL:) < M.

Analogo a demonstracio de (1), u pode ser estendida a um intervalo de tempo

qualquer.

Demonstremos agora (iii), fixando o € [i ); provaremos que para todo M > 0

noa -2
existe § = §(M,n, o, A) tal que se p € HY(R") com ||Vio|lze € M el|¢|lr2 < 8 entdo
a sohicdo u da equacdo integral {3.2) obtida no Teorema 3.2.1 pode ser estendida
globalmente.

De (3.5.1) temos que
IVou(t)llZe < () + a6l Vau(t)]] 3.
fazendo f(t) = ||V u(t)]|r2 temos em particular para ¢ =0

(f(0))* — cr8°(f(0))*¥* < E{yp),

com g € [0,a) e u = E—?— — 2 onde ¢; = ¢1{A.a) > 0. Tomamos ¢ € (0,8p) com

F(OP — cbo M4 > 0,
Assim E(p) > 0 e

(F(1))? < Ble) + @ (f(2)) (3.54)

onde a tltima desigualdade é verdade se f{f) € [0, ¢c2(8)) U (cz(8), o0) com ¢3(d) <«
c3(8). Dado M > 0 sempre é possivel escolher § > 0 tal que ¢;(8) > M; e ja que
||Vellr2 < M pela continuidade de f em ¢ temos que

sap [[Vou(t)lzz < e(é)
[0.7]

Logo € possivel estender a solucdo a qualquer intervalo de tempo. Assim a demons-

tracao do Teorema estd completa.

[o13
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- . 4 :
Observagao 3.5.2. Observe que de (3.3.3) temos que se o = — e ||p||z» suficiente-
n

1
mente pequeno tal que 1 — ¢[A] {|]|%2 > 5 entdo
IV oullzxom.02) < 2[E(p)].

com o que pode-se estender a solugdo a um intervalo de tempo qualquer.

3.6 O CASO CRITICO EM L R")

Na secdo 3.1 mais especificamente o Teorema 3.1.1, resolve o problema de
existéncia da soluglo para a equagéo (3.2); com algumas condi¢des sobre o expoente
da nao linearidade «. Nesta segao apresentaremos um resultado de existéncia e uni-
cidade da solugdo para a equagao (3.2) ainda no caso em que a = = chamando este

o caso critico en L*(R™).
Antes de demonstrar o resultado principal desta segao, demonstremos alguns

resultados prévios.
4 . : . ,
Lema 3.6.1 Supor @ = —. Seja I' € (0.¢) seja ¢ = a + 2, e seja também (g, )
um par admissivel. Entdo, se u € L7([0. T], L¢(IR™)), segue-se que
Fue C([0,T). HH(R™M) n L]0, T], L™ (R™))

Além disso existe &, que ndo depende de T', tal que

1Fv = Fullzaqo.n.Lry < k(lullze o1y Loy + HellZoqomio)llv = wllzeqomeny (3.6:1)
para cada u,v € L7([0,T], L7([R")).

Demonstragao Se uw € L([0.7). L?(/R")). entdo |ul®u € L7([0,T), L° (IR™)); de

fato ja que (@ + 1)o’ = @ 4+ 2 = 7 tem-se que

o 1 et _ y+1
I el oo ey = 1l gine o,y posnery = eligaom Loy
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Observemos que a dupla {¢,0) é um par admissivel o qual implica pela observagio
(2.2.4) que L7 (R™) ¢ HY(R*) e L°'([0,T), L7 (R™)) C LM[0,T], H(IR™)). As-
sim Fu € C([0,T), H-*(IR")); aplicando o Teorema 2.2.6 com 7y = p = & tem-se
que Fu € Lo([0,T],L7) para (g,r) par admissivel. Estimemos agora (3.6.1). Pelo

Teorema 2.2.6 com v = p = 0, e a desigualdade de Holder, tem-se
) t
1P — Fol|aqorrery < 1A I[fO St = 7)(Jule = [el*e)(7)dr{lLagom.ry <
<] ful*e = ool omrey < ATl +1el*)u = vllize o.1y,00) <

T
<R[ Gl + ) gl = o)l d) e
< k(”u“zo([o,n,m] + ”U”EJ([{),H,U])”U = ul|reqo1.Lo)s

onde ¢; ¢ a constante obtida pelo Teorema 2.2.6 e k € o produto de ¢; com a cons-

tante obtida na desigualdade (3.1.8).

Proposigio 3.6.2 Existe § > 0 que satisfaz a seguinte propriedade, se p € L*(IR")
eT >0, tal que ||S(-)¢@||reo.m.Ley < ¢. existe uma tinica solugao da equagdo integral
(3.2) w e C([0,T]. LA R™)) N L7([0, T]. L7(R™)). Além disso w € L9([0,T], L™ {IR"))
para cada par admissivel (g,7) e ||u(t)|lz: = ||}|ze para t € [0,7]. Finalmente a
solugdo u depende continuamente em C{[0. T, L*(IR*))NL° ([0, T, L7 (IR™}) do dado
inicial o € LY R™). Se » € HY(R") entao u € C([0,T], H(R")).

Demonstragdo Seja § > 0 a ser escolhido depois, e sejam , T como acima.

Definindo o conjunto £ come
E ={ue L(0.7]. L7(R")). l[v|jrego.n.Loy < 28},
observemos que E e um espago métrico completo. Para w € E, definimos o{w) por

o(w)(t) = S(t)p + Fuult).



Vamos provar que ¢ € uma contracio em E. Sejam wy,w; € F,

o(wr) = ¢(wa)llee(omLoy = [[Fwr = Fwallzzomze <
< k{(jlen|lFe ooy + |1wallFeqo.1.ro) ) lwn — w2llpeqo,r,Ley
< 2k(26) w1 — wallzeom.ze)-
Escolhemos 6 tal que 2k(26)* < 1.
Assim pelo Teorema 1.1.1 ¢ possul um unico ponto fixe u, o qual é solugao de
(3.2). Provemos agora que u € L3{[0,T),L"); pelo Lema 3.6.2 (com v = 0) e a
Proposi¢ao (2.2.8) tem-se '

lfullzegoain < NSl paaLry + Fullzsomen
< ellellzz + 2k {uilZo 0,1 20 el |zoggo. 1y, 2)-
Precisamos provar também que se {2™} é uma sequéncia em L?(R") com ™ —
@, quando m — oo, entdo u™ — u em L([0.7}], L7(R")) n L°°([0, T], L*(IR")).
Consideremos a sequéncia ¢™ € L*(R"), com ™ — 2, quando m — o0o. Seja m

suficientemente grande tal que

)
”ifjm - ‘r"”L? < .
Cy

onde ¢; é a constante obtida na Proposi¢do 2.2.3

Pela Proposicido 2.2.8 tem-se,
ISC)e™ eeqomeey £ NSC)™ = S()p + S(ellieqor.Le) < afle™ — o[z +6 < 26

Pelos argumentos feitos anteriormente construimos u™ & L?(0,T, L7} solugdo de

(3-2) com dado inicial ™. Novamente por (3.6.1) tem-se

™ = wlleeo ooy = ISCHe™ — @llzegoriee) + IFu™ — Fulireqom.Loy <
< alle™ — |z + k2(20)[[«™ ~ ullzegom,Le)-

Pela nossa escolha de 6(§ > 0 tal que 1 — A2(28)* > 0

[
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entéo
™ = wlzoqozyie) < klle™ — 2flLe.

Como {00,2) é par admissivel tem-se também,

Hu™ — ullpeeqo,m,02) < ko™ — 2llr2

Mass ainda, '
™ = ullioryan < Hig™ = iz

para {q, r) par admissivel.
Assim ™ — wem L7([0,T). L°(R*)) n L={[0.T]. L*(R")). e

u™ —u em L[0.T],L{RR"})

quando m — oo.

Suponha ¢ € HY(IR™). Ja que (3.2) possui solugio local unica em H'(IR"),
condui-se que » € C([0, 7], H}(R™")) N Lo({0, 7. W7 (JR™)) (Teorema 3.2.1 e Co-
rolario 3.2.2) para algum 7 € (0. 7).

Afirmamos que pode-se tomar 7 = T, isto é a solugao existe em H'(IR")
tanto quanto ela existe em L*(/R"). Suponha que ndo, entdo deverfamos ter que
Hu(il|m;m — oo quando ¢ T 7. (Ver Teorema 2.1 de {CW1)]). Pela desigualdades
(3.6.1), {2.2.6) e (2.2.8) tem-se que

||}l Legogiwrey < ex] SN ooy + [|Fullpago.g.mwiny- (3.6.2)
Vamos estimar os termos da direita da desigualdade anterior;

ISCellrapgwrny < HSCellespaen + VS C)elleeqon.Ln

A

< allelle + allVellz: = allellm.
Da mesma forma

WFullzaoemmney < HNFullLaonrny + Y = Fullpagoqg.en €

< el el ullper toLoy + 2RIl [Ee o, g0 )1 Vel Lo o Loy,
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Para obter a tltima desigualdade computamos o termo ||V Fuflre(04,.) da seguinte

forma.
Usando (3.6.1) com u e vy; com vp(z) =u(z+ he;)i=1,...,n b >0

fvh—.?-'uﬂ & o Uy — U
= engoanery € koo ooy + 1ol oy 25— Hee ooy

fazendo A — 0 temos

“fouilm[o,ﬂ,v) < k(||'u||EV([0,f],L‘?)+Hu“z"{[ﬁ.r],ﬂ’))||vu”L“{[0>t]‘Lg)
< 2;-'||U||Ec([o,r].£a)”vu||L"([o.f]fo’)

com o que em (3.6.2) temos
HHHLq{[O,t],WI-"} < allellm + C||u||zj(l[0‘f]?[,°') + 2;‘7””“2“([0,1]‘}5")”vxullLa([o.f]eL“]
= alle|lm + 1|U||Ec({o,r],La)(C||“]|L“{{o,t]L=f) + 2k|lvzu||b"([0.t]-.L°))
= allellm + kLo 1oy lullLego.qwie) (3.6.3)
com k = max{2k, c}.
Assim, de (3.6.3) temos

elizsqoamry < el + k(26)% ulizeqogwro

para cada t, < 7.
Fazendo sucessivamente (¢, 7) = (0,0) e (g,7) = (<. 2) na desigualdade anterior
temos

[wllzoqoamre) < aillllm + R28)|ulizeo.g.wie)

[l | peoqpo.gm) < el + R(26)° lufipe (o,

Escolhendo § > 0 suficientemente pequeno tal que 1 > {26)° temos

el oo, g < eaflollmr com ez = I k(28)°

(&1
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ul] o= qo.0.81) < callellmn
fazendo t T T temos

Ilu”L“([O.f]‘Hl} < el
o qual contradiz o fato que ltiTrE”u(t)”Hl — oo,
Assim 7 = T' e segue-se disto que [|u(¢)|lz2 = ||l|z2 YVt € [0, T] {ver equacio 3.3 e
[CW1j).

Seja agora ¢ € L*(JR™) arbitréario. pela densidade de H'(IR") em L*(IR") existe

uma sequéncia (o™ )merw € HYIR") tal que o™ —  em L*(R"). quando m — co; e
seja u™ a solugdo de (3.2) correspondente ao dado inicial ™ e para cada m tem-se

que

[ (£)]]z2 = llomllzz: para t € [0.7]. (3.6.4)

Pela dependéncia continua da solucido com respeito do dado inicial, u™ — u em
L*({0.77], L*(IR™}) quando m — oc. Assim u € C([0,T]. L*(IR")) e fazendo m — co

em (3.6.4) temos que
lu(t)izz = Il para cada t €0, T},

com ¢ que a prova da proposi¢do esta completa.

Finalmente demostraremos o resultado principal deste Capitulo.

| b

Teorema 3.6.3. Suponha o = —. Para cada € L*(JR"), existe uma tinica solugdo
maximal v € C([0,T7), L*(IR™)) N LT[0, T*), LoT(IR™)) de (3.2). Além disto

foe

=

) u € L[0,T), L"(JR™)) para cada T < T™. e cada par admissivel (q.7):
i) {ult)|lrz = |l@||rz, para cada t € [0.77).
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iii) Se T < oo, entdo |lullzeqo,r-,Lr) = oo para cada par admissivel (g,7) com

r>a+ 2.

Demonstracdo Seja ¢ € L°(R*). J4 que ||S()ollzeoryzsy — 0 quando
T — 0, para T suficientemente pequeno a hipdtese da proposicio (3.6.2) & satis-
feita. Aplicando iterativamente a Proposicio 3.6.2 pode-se construir uma solugio
maximal » € C([0,T"), L*(IR*)) N L}, ([0.T7), L7([R™)) de (3.2) da seguinte forma.
A Proposicdo 3.6.2 garante a existéncia de uma solucdo u de (3.2) no espaco
C{[0,T), L'{IR™)) N L°({0, T}, L (R™)); aplicando novamente a Proposicio 3.6.2 es-
tendemos a solugdo ao intervalo [0,7 + AT: e por aplicacdes sucessivas desta Pro-
posigio 3.6.2 obtemos o resuitado desejado. Agora sé resta provar (iii). Assim,
vamos supor que 7 < oo e supondo o contrario que |{ul|ze(p.7v0e) < c0. Seja
t €[0,7"). Para cada 7 € [0, 7" — 1), temos

S(r)ult) = S(r)(S(t)e + Fu(t)) = S(r + t)p + (—iA)
+T
f S(t+ 7 — r)|ulu(r}dr —-(—zA)] St + 7 —r)|u|u{r)dr
= u{T +t)p — z,\)/ (7 = X)ul*(@ + N)dA
=u(r+1t) - f( (t+-)(7) (3.6.4)

onde para obter a expressio (3.6.4) fizemos a mudancga de varidvel A = r — t.

Agora de (3.6.4) e (3.6.1) obtemos

LS C)u(t) | zeqore-s.0oy < et + Nlzegore-ag.Loy +
Rilu(t + Loz ~gzayllu(t + Hleeor—q.20) =
= Hu(t + regor—qre) + kllu(t + )i joro e ey (3.6.3)

Fazendo a mudanca de variavel p = ¢t + 7 temos,
T 1o
e+ Nlaeorr-azn = ([ lult+7)l[Fedr)

T /e
= ([ o) gods)"" = lfullzegoreyzon
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Portanto, de (3.6.5),
NS ruleeor-a.L) < lullzogeroe) + Fullz g ) e -
Escothendo-se ¢ perto de 1™, segue-se que
1SChu(@)|zeqore—n.Le) < &

Entio, aplicando a Proposigéo (3.6.2) a solucao pode ser estendida além do T, o
qual contradiz a maximalidade da solucdo u. Seja agora (¢,r) um par admissivel

com r > o. Aplicando a desigualdade de Holder temos que para T' < T e p € [0,1]

tal que
1— 1 1— . . e —
c 2 ro o q oo a(r — 2)
temos que

< ”uHLq(oﬂLr}““”Lm([gT] ) S HYHUHUHM(QT]U

ludlzeqo.zzey < IHullzaflullzx
fazendo T — T™ obtemos que ||u.||Lq{[0_T.]rL,~} = 00, 0 qual prova (iii). Assim com-

pletamos a demonstracido do Tecrema 3.6.3.

Observagao 3.6.4

A solugéo local obtida no Teorema 3.6.3 nem sempre pode ser estendida a qual-
quer intervalo de tempo, por exemplo se A < 0 e tp € H}(JR") é uma solugdo ndo

trivial da equagao
_Agrrn_{—v - )\l‘{_1|4‘fﬂ'1’r x e Bnt

definindo u(z,t) = (1 — )" ?exp(i(4t — |z|*)/4(L — ) (z/(1 — t)); para z €
IR*.t € [0,1) temos que u é solucio da equacdo diferencial (3.1) (ver [W]). Mas
u g L7([0,1], L7(IR"™)); com o0 = 2 + :1— ja que

1

la'__ 1 - 0‘ n 1foe _
l@llee = =l W07 = ([ el (1 = ey =

1

= Com———r—; com ¢ = ||3||ze.

1=
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Concluimos entdo que a solucdo u obtida no Teorema 3.6.3 nao pode ser estendida

ao intervalo [0,%) com ¢ > 1.
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