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RESUMO

O objetivo deste trabalho € contribuir para o estudo da geometria Hermitiana invariante das
variedades bandeira. Estudamos a classe das métricas de Einstein sobre variedades bandeira.,

Neste trabalhc apresentamos novas solugbes para a equacao de Einstein invariante sobre
as variedades bandeira do tipc A; maximais e nfo-maximais. Considere W um subgrupo
do grupo de Weyl. Descrevemos uma agdo natural de W sobre o conjunto das solugoes da
equacio de Einstein invariante e provamos que esta agao deixa a equagao e o conjunto solugao
invariantes. Determinamos a constante de Einstein de todas as métricas conhecidas ¢ em
alguns casos encontramos a métrica de Yamabe.

Estudamos o funcional de Einstein-Hilbert e concluimos que toda métrica de Einstein
invariante sobre uma variedade flag é estdvel. Usamos (- fibragbes para provar que sobre
F(n}), n > 4, uma métrica de Einstein (1,2)— simplética deve ser Kéahler. Fizemos uso
da classificacio das estruturas quase Hermitianas invariantes de San Martin-Negreiros e
provamos gue uma métrica de Einstein é Kahler ou pertence & classe W; @ W;. Isto implica
em uma solugio, no caso das variedades bandeira do tipo A;, para uma conjectura formulada

por W. Ziller[17].
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ABSTRACT

The goal of this work is to contribute the study of invariant Hermitian geometry on flag
manifolds. We study the class of Einstein metrics on flag manifolds.

In this work we present new solutions for the invariant Einstein equation on flag mani-
folds, maximals or not, of A; case. Let W a subgroup of the Weyl group. We described a
natural action of W on the solution set of the Einstein equation, and we proved that W lefts
the solution set invariant. We obtained the Einstein’s constant of all the known metrics and
in some cases we found the Yamabe metric.

We studied the Einstein-Hilbert functional and we proved that all invariant Einstein
metrics on a flag manifold are stable. Using C-fibrations we proved, in the case F(n), n > 4,
if g is an invariant Einstein metric, and (1,2)-symplectic then g is Kéhler. According to
San Martin-Negreiros’s classification of all almost Hermitian structures on maximal flag
manifolds we proved that an Einstein metric is Kahler or belongs to Wy @ W3, This implies

in a solution, in flag manifolds of A; case, for a conjecture proposed by W. Ziller[17)].

vii



Introducao

Fregiientemente, questfes oriundas de outras ciénelas fomentam problemas de relevancia em
matemética. Neste contexto merece destaque a que fol proposta por A Einstein {[61] e [32]).

Na Tecria da relatividade geral, a métrica de Lorentz g € vista como um potencial grav-
itacional. Como tal ela pode ser relacionada por uma equagfo a uma distribuico de massa
que gera o campo gravitacional. A.Einstein propds a equagdo tensorial Ric(g)~$g=T (%)
onde T ¢ o tensor de stress-energia, Ric{g) é o tensor de Ricci associlado ao tensor funda-

mental g e § é a curvatura escalar da métrica g.

O tensor Ric(g) — % g que aparece na equagio acima é o mais simples 2-tensor simétrico
construido a partir do tensor g. Por outro lado este tensor possui divergéncia nula, que
é uma condi¢do fisica relativa ao principic de conservagéo da energia. O tensor T estd
associado a especificidades do meio e no véacuo ele é nulo. Resolver a equagio de Einstein
significa encontrar um par (g, 7). No vécuo, a equacio fica reduzida a Ric(g) = gg, desse
modo resolvé-la significa encontrar uma métrica g que satisfaca a expressao acima. Uma tal

solucao é chamada de métrica de Hinstein.

Se a equagio (x) for modificada para Ric{g)— -‘g— g-+Ag = T de modo a agregar a constante
cosmolégica X, obtemos no vécuo Ric(g) = cg. Esta 1iltima é historicamente conhecida como
a equacio de Einstein. Sobre uma variedade Riemanniana uma solugBo da equagio de
Einstein é uma métrica Riemanniana que satisfaz Ric(g) = cg. Se (M, g}, é Einstein ¢ é

chamada de constante de Einstein.

il
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Em geral a equacéo de Einstein é um sistema de equacdes diferenciais parciais de segunda
ordem[11] e n&o sfo conhecidos resultados gerais sobre a existéncia de solugbes. hntretanto
alguns resultados asseguram tal existéncia em situacDes especiais. Por exemplo, se a var-
iedade admitir uma estrutura Kahler invariante, existe € € tinica a menos de isometrias uma
métrica de Kdhler-Einstein. Se M", n < 11 é compacta, homogénesa e simplesmente conexa
entio existe, & menos de isometrias, pelo menocs uma métrica de Einstein invariante{16].

Outros resultados de existéncia podem ser encontrados, por exemplo, em [17],{34] e [58].

Agquli investigaremos a equagao de Einstein invariante, sobre alguns espacos homogéneos
compactos de grupos de Lie semi-simples. Neste contexto a equagao de Finstein & um sistems
algébrico de equagbes e em alguns casos € possivel obter solucgbes explicitas ver por exemplo
5], [34] e |57]. Esta transformacfo da equagio de Einstein em um sistema algébrico € um
tipico exemplo de como a teoria de Lie pode ser dtil na reformulagio de problemas delicados

do ponto de vista analitico em problemas de certa forma mais trataveis.

E comum a descrigao de determinados problemas por meios variacionais. O problema se
resume & busca por pontos criticos de um funcional apropriado. Euntenda-se por funcional
apropriado uma funcdo cujos pontos criticos sdo solugdes do problema original. Essa idéia foi
amplamente estudada e se iniciou com os trabalhos de I. Newton, L. Euler ¢ J. L. Lagrange
[61].

Meétricas de Einstein de volume unitdrio sobre uma variedade fechada, podem ser vistas
variacionalmente como os pontos criticos de um funcional introduzido por D. Hilbert[32].
Este funcional associa a cada métrica Riemanniana de volume 1, a integral da sua curvatura

escalar: g~ [, Sqdv,.

Métricas de Einstein sdo consideradas métricas privilegiadas [11]. Uma variedade Rie-
manniana admite trés nogdes principais de curvatura: curvatura seccional{ou Riemanniana},
curvatura de Ricci e curvatura escalar. Decorre da definigdo que uma métrica € de Einstein
se, e somente se a curvatura de Ricci é constante. Supor que a curvatura seccional é constante
¢ demasiadamente forte, pois implica em sérias restrigbes & geometria da variedade [35] ¢

por outro lado toda variedade compacta de qualquer dimensio admite métrica de curvatura
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escalar constante ([11]Capitulo 4).

Relacionados ao problema de Einstein estao o de saber se uma variedade Riemanniana 3
admite ou ndo uma métrica de Einstein ¢ quantas sdo estas métricas [11},]17]. As respostas
para estas guestdes ainda nfo sdo conhecidas em geral. Quando M & um espago homogéneo
compacto de um grupo de Lie semi-simples por um subgrupo parabdlico, entao a existéncia
de uma métrica de Einstein é garantida [20}/40]. Uma méirica Riemanniana sobre M", n =
2, ou 3 é de Einstein se e somente se a curvatura seccional é constante([35]). Portanto se
uma variedade M nestas condigbes n&o admitir curvatura seccional constante entdo M nio

admite métrica de Einstein: um exemplo tipico desta situacio é a variedade 8% x 52.

Existemn exemplos de variedades homogéneas no-compactas que ndo admitem métricas
de Einstein por exemplo M = SL(2,R) ([42] Teorema 1.6). Se G é compacto e m; (G/H) é
infinito, entdo G/H nao admite métrica de Einstein com constante de Einstein positiva pois
a propria existéncia de uma métrica com curvatura de Ricci positiva contraria o teorema
de Bonnet-Myers. Se Ric < 0 o teorema de Bochner [14] implica que todo campo de
Killing ¢ paralelo e entdo G/H possui curvatura seccional zero. Portanto se G/H nio
admitir métrica com curvatura seccional nula entdo também nao admite métrica de Einstein
invariante. Mesmo quando M = G/H é compacta e simplesmente conexa a existéncia de
métricas de Einstein ndo estd garantida, por exemplo Wang-Ziller [58] fornecem exemplo de
uma variedade 12-dimensional compacta, simplesmente conexa que nac admite métrica de

Einstein invariante,ver também [11].

Por outro lado, Béhm-Kerr[16] provaram que se M" é homogénea, compacta, simples-

mente conexa e 7 < 11 entdo M admite pelo menos uma métrica de Einstein invariante.

Neste trabalho, estudamos alguns temas relacionados as métricas de Einstein invariantes
sobre variedades flag, e apesar de alguns resultados serem aplicdvels a todas as variedades
flag associadas a um grupo de Lie semi-simples, notadamente os que dizem respeito a esta-
bilidade do funcional de Einstein-Hilbert, enfatizaremos ¢ caso das variedades flag do tipo

A;. Exibiremos explicitamente novas solugdes sobre as variedades F(n}, =n > 5.
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Um flag é uma segiiéncia de subespagos encaixados: {0} =V, CV,C V.- - CV, =C",
onde dime V; = 1. O conjunto de todos os flags é uma variedade homogénea chamada de
variedade flag. Os flags {0} =V, C WV C Vo, C --- C V, = C™ g8o chamados de flags
maximais. A variedade que contém todos estes flags é chamada de variedade flag maximal

oo s . - . —1
classica ou geométrica e sua dimensio complexa é 3‘%:—3.

De uma forma mais geral, uma variedade flag F é um espago homogéneo obtido pelo

quociente de um grupo de Lie complexo semi-simples G por um subgrupo parabdlico P.

As variedades flag [60] aparecem em diversos ramos da matematica. Elas sdo compactas,
complexas, homogéneas, simplesmente conexas e suas estruturas algébricas, combinatdrias e
geométricas sio fortemente relacionadas{22],{24] e [54]. Alids esta forte relagio é a respon-

savel por muitas das aplicagbes.

As variedades flag admitem uma estrutura Kihler e ¢ possivel construir um mergutho
holomorfo desta em um espaco projetivo complexo[30]. Por esta razio as vezes elas sao

chamadas de ” (- espagos Kahlerianos”ou - espagos.

San Martin e Negreiros [54] classificaram a geometria Hermitiana invariante sobre as
variedades flag maximais, Silva {55] estudou a geometria Hermitiana invariante no caso de
flags parciais. Silva estendeu alguns resultados obtidos por San Martin-Negreiros. Pinzén
em [51] fez um estudo das estruturas F que admitem métricas (1,2)-simpléticas e obteve uma
expressdo explicita para a curvatura seccicnal. Anteriormente Paredes descreveu famfilias
de métricas (1,2)-simpléticas sobre F(n),n > 3. Um trabalho recente de Cohen et al [24]
caracteriza as f—estruturas invariantes sobre a variedade flag classica que admitem métricas

(1,2)— simpléticas.

E sabido que se uma variedade Riemanniana admite métrica de Kahler dentre estas
algumas sio Einstein[40]. Matsushima provou que uma vez fixada a estrutura complexa,
dentre todas as métricas de Kahler apenas ume, é de Einstein. Em {34], Kimura descreveu
completamente todas as solugbes da equacdc de Einstein invariante sobre uma grande classe

de variedades fiag dentre estas destacamos as variedades
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Uln)
Ulny )3 U{na)x U (ng)

F(?’L} 11, Ng, ?33) =

Anteriormente D" Atri-Nickerson[26] encontraram sclugbes para a equagBo de Einstein
sobre F(3).

Arvanitoyecrgos [5] obteve, de forma independente, alguns dos resultados obtidos por
Kimura. Ele obteve também novas soluges para a equacdo de Einstein invariante sobre
uma, classe de variedades flag dentre estas destacamos as variedades F(n) n > 4.

Sakane-Senda [52] descreveram novas sclugdes para a equacio de Einstein sobre uma
classe de variedades flag, e dentre estas destacamos ag variedades F(2m) m > 3. Sakane
também classificou as métricas de Einstein invariantes sobre a variedade F(4). Sakane fez uso
das bases de Gribner e de recursos computacionais [52]. Apresentaremos uma classificacio
das métricas de Einstein invariantes sobre F(4) utilizando as chamadas C- fibracdes ¢ a
classificacio das estruturas Hermitianas invariantes obtida por San Martin-Negreiros[54].

Agui descrevemos novas solugdes para a equagdo de Einstein sobre as variedades F(5), F(2m+
2Ym>5eF(2m+1) m > 6, além de obter solu¢des em variedades flag ndo maximais.

Wang e Ziller [57] descreveram uma ampla classe de variedades para as quais a métrica
normal ¢ Einstein (classe esta que inclue vérias variedades flag). O livro de A. Besse [11]
é uma excelente referéncia acerca das variedades Einsteinianas. Um outro trabalho neste

sentido foi escrito por LeBrun-Wang{37].

A equacdo de Einstein invariante sobre as variedades flag do caso A;,

Uln}
Tl % - X U(ne) (1)

IF(?"», Tey, Mo, -0, ﬂs) =

E‘Q\

7y {A 11 )\ji ) 2}
‘ll Aﬂ ‘

)‘zg =7+t Z
l:;ém

(2)

Esta equacéo é obtida fazendo uso da teoria de Lie para descrever o tensor de Ricci

[5],/62]. Dessa forma a equacic de Einstein Ricci{g) = eg fica reduzida a um sistema de

M equagtes e com a mesma quantidade de varidveis,
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Neste trabalho além das solugdes nas variedades maximais F(5),F(2m + 1) m > 6 e

F{2m + 2} m 2 5, }4 mencionadas, apresentamos também solugbes para & equagdo 2 sobre

as variedades (1) comng = =n, s 2 4:
Observe que quando n; = ng = .- ==, = 1 5 > 4 temos ¢ caso maximal e nesta situacio
reobtemos a menos de escala as métricas descritas em [5]. Quando n; # ng = - = n,; =

1 5 > 4 obtivemos duas métricas de Finstein ndo-Kihler invariantes.

Apresentamos, para uma classe de variedades flag do caso A;, uma solugdo para a con-
jectura de Wang-Ziller [17](ver Capitulo 3), provamos que sobre F(n) n > 4 se uma métrica
de Einstein invariante é (1, 2)-simplética entdo ela é K&hler. Mostramos(ver Capituls 3)
que uma métrica de Einstein invariante em F{n},n > 4 é Kihler ou pertence a Wi &

Ws. Mostramos (ver Capftulo 2) que sobre F(3), F(4) 2 métrica de malor constante de Ein-

3

stein é a Kahler-Einstein. Sobre F(5}, dentre as conhecidas, a métrica com maior constante

é a métrica descrita no Lema(2.5.3).
Este trabalho estéd organizado da seguinte forma:

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo das variedades flag via teoria de Lie. Apresentamos
neste capitulo uma descrigo destas variedades, e um breve relato dos entes da geometria
Hermitiana invariante: métricas invariante, formas de Ké&hler, estruturas quase complexas

mvariantes, conexoes invariantes.

No Capitulo 2 estudamos a equagdo de Einstein sobre variedades flag. Apresentaremos
as métricas de Arvanitoyeorgos-Einstein, as métricas de Senda-Einstein. Explicitaremos nos-
sas solugdes da equacio de Einstein sobre as variedades F(n), n > 12, assim comno uma nova
solucgao da equacgio de Einstein sobre F(5) esta alids possui, dentre as métricas conhecidas, a
maior constante de Einstein. Mostramos que a equacgio de Einstein e o conjunto das solugdes
desta, sdo invariantes por uma agio de um subgrupo do grupo de Weyl. Apresentaremos
solugoes da equagdo de Kinstein sobre variedades flag do caso A; ndo-maximais. Finalizamos
este Capitulo com um Teorema 2.9.2 que relaciona de forma biunivoca os conjuntos sclugdes

das equaghes de Einstein sobre flags maximais e flags parciais.

Ainda no Capftulo 2 encontramos a métrica de Yamabe invariante em F(3), F(4).
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Mostramos que dentre as métricas conhecidas a que possue a maior constante €, na maioria

dos casos, & métrica descrita por Senda em {52].

No Capitulo 3 utilizamos uma classe especial de fibragtes, as chamadas C-fibracdes
para obter propriedades das métricas de Einstein invariantes sobre F(n), n > 4. Dentre
essas propriedades conclulmos que para n > 4 ndo existe métrica de Binstein invariante
{1,2)-simplética ndo-Kahler sobre F{n). Além disso obtivemos uma classificacio das métricas
de Einstein invariantes sobre F(4). Provamos também que uma estrutura Einstein invariante

sobre F(n), n > 4, é Kahler ou pertence & classe W; & Ws.

No Capitulo 4 estudaremos a primeira ¢ a segunda variacdo do Funcional de Einstein-
Hilbert. Descrevemos o espago fangente & variedade das métricas invariantes de volume
unitério, e apresentamos novos resultados sobre estabilidade. Neste capitulo provamos que
se M & uma variedade flag de um grupo de Lie semi-simples toda métrica de Einstein

invariante é estdvel,



CAPITULO

Preliminares

Neste capftulo apresentamos a notacio a ser utilizada no decorrer do texto. Comecgamos
com o estudo dos espagos homogéneos, e em particular das variedades bandeira aqui denom-
inada de variedade “Hag”. Abordaremos também alguns aspectos da geometria Hermitiana

invariante destas variedades. Algumas referéncias gerais para este capftulo sio os trabalhos

1], [31], [53] e [54]

1.1 Variedades Homogéneas

Um espago homogéneo M é uma variedade sobre a qual um grupo de Lie G age de forma
transitiva, isto é, para quaisquer z,y € M existe g € Gtalquegr=y.

Podemos identificar M com o conjunto de classes de equivaléncia G/K onde K = {g €
G;g.xz = x} € o estabilizador de um ponto z € M, K ¢ claramente um subgrupo fechado
de G, porém K n#o é necessariamente conexo. Um fato bastante conhecido € que qualquer
subgrupo fechado K de um grupo de Lie G define uma variedade homogénea M = G/K.
Existe uma tinica estrutura diferencigvel sobre M para a qual a agio natural de G sobre

G/K & diferencidvel.

No que se segue admitiremos que a variedade homogénea G/ K & um espago redutive isto

é, que g = Lie (G) admite uma decomposicio.

1
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g= £dm. (1.1)

Sendo a subédlgebra £ a subdlgebra de Lie de K, m é o complemento de m e [&, m] ¢ m.

1.2 Variedade flag

Nesta secao apresentaremos os €Spacos homogéneos que sdo 0 objeto de estudo desta tese:
as variedades flag.
Seja G umn grupo de Lie complexo semi-simples, conexo, com algebra de Lie g, e subdlgsbra

de Cartan §. Uma subdlgebra de Cartan § determina a seguinte decomposicio de g.

=88 ) 0.® Y o (1.2)

asilt aell-
onde, go = {X € g;VH € §,[H, X] = a(H)X} é o espago uni-dimensional associado & rafz
o e 11

E possivel escolher em cada g, um elemento X, de tal modo que

[chyX-—o:} = Ha;

(XmX—a> = ],

{Xeu Xﬁ} = ma,,@Xa+ﬁ:
(1.3)

onde Mep € R satisfazem mep = m_yp, € Mapg=0se a+ G ¢ IL

Os elementos X, € go, « € II, formam o que chamamos de uma base de Weyl de g
131].

A subsigebra b = § & Z go € chamada de subdlgebra de Borel. Uma subdlgebra

agilt
parabdlica p é qualguer subdlgebra que contenhs a subdlgebra de Borel. Um subgrupo de G

¢ chamado de subgrupo parabdlico se ele contém um subgrupo de Borel{isto é um subgrupo
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soluvel maximal de G [31]). Podemos associar a cada subdlgebra parabélica p um subgrupo

parabdlico P ponde P = Ng(p).

Definicdo 1.2.1. Uma variedade flag € o espago homogéneo obtido pelo quociente de um

grupo de Lie semi-simples complezo conexo por um subgrupo parabilico.

Sabemos que, neste contexto, um subgrupo parabdlico [1] é sempre conexo e coincide com
o seu normalizador Ng(P) = P. Isto implica, em particular, que M = G/P é uma variedade
complexa e simplesmente conexa.

I também conhecido que G admite ums forma real compacta U [53]. U é o maior
subgrupo compacto real de G, e se escrevermos u para denotar a algebra de Lie de U teremos
u% = g. Como U age de forma transitiva sobre M = G/P, temos M = /T onde T = PNU,

entao concluimos a compacidade de M.

Exemplo 1.2.2. O grupo de Lie U = SU(n) € a forma real compacia do grupo de Lie
G = SL{n,C).

SU{n)
SUL) x U(1) x--- x U(1))

de flags mazimais cldssica ou geoméirica.

Exemple 1.2.3. A variedade F(n) == ¢ chamada de variedade

Exemplo 1.2.4. O conjunto de k-planos de C™ pode ser identificado com a variedade ho-
U(n) Uln)
UlkyxUn~k) By xUln—-%)

€ chamada de Grasmanniana. Vemos que Gx{C™) € um case especial de variedade flag [1].

MOGENEL

Este espaco homogéneo € denotado por G(C") = i

1.3 Espacgo tangente

Nesta secio descreveremos, com ¢ auxilio da teoria de Lie, o espago tangente & M = G/ P,
onde & é um grupo de Lie semi-simples complexo, conexo arbitrario. Sejam M uma var-
iedade flag, g, p as algebras de Lie de G, P, respectivamente. Como & é semi-simples a forma
Cartan-Killing B(X,Y) = tr{ ad(X)ad(Y)) de g é nio-degenerada. Podemos entdo obter

uma decomposicdo ortogonal de g em soma direta

g=pom {14)
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Onde, m = p* e [p,m] Cm.
A &lgebra de Lie de P, conforme sabemos [1] é uma subdlgebra de g que contém a

subalgebra de Borel b = h + Z g.. Ou seja, a dlgebra de Lie p contém a subalgebra de
el
Cartan, 08 espagos g,, « € II*, e possivelmente “alguns’espacos g,, « € II”. Usaremos

a seguinte notacao.
s 2 sistema simples de raizes,
e © C ¥ um subconjunto do sistema simples de raizes,
e Il conjunto de todas as rafzes [T = ITT U™ e
e (8) = (B)NTle (B4 = (8)NI*

Com as notagbes acima podemos escrever [lg = (8)_ U IIT e descrever a subdlgebra

parabdlica canénica associada a © C £ por:
Po=b+ > Gut P G (1.5)
aell+ aE(@)
A subélgebra pg ¢ parabdlica pois ela contém a subdlgebra de Borel,
b=5+ > fa
acHt

A seguinte proposicdo caracteriza todas as subélgebras parabdlicas de uma algebra de

Lie semi-simples g.
Proposicao 1.3.1. Toda subdlgebra parabdlica é conjugada & uma subdlgebra de forme pe

Demonstracde: Ver por exemplo{l] ou [31]. &

Conforme ja foi feito anteriormente, associaremos a cada subdlgebra parabdlica pg um
subgrupo parabélico Pg ponde FPg = Ng{pe).

Escrevamos I1 = Tlg U I, Assim IIps serd chamado de conjunto das raizes comple-
mentares. Ao longo deste trabalho denotaremos a variedade flag G/Pg por Fg. Observe

que quando © = § a subédlgebra parabélica é a de Borel neste caso a subdlgebra parabdlica
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é minimal e talvez por este motive a variedade F = /B seja chamada de variedade flag
maximal. Do mesmo modo quando © # § a2 variedade Fg é chamada de variedade flag
parcial ou generalizada [51], [55]. As variedades flag também sfo chamadas de “C-espacos
Kéhlerianos” [5] ou [-espagos.

Observe que para cada subconjunto © ¢ I podemos obter uma subalgebra parabdlica

associada a ©. Assim, podemos obter uma cadeia de inclusoes:
§==Tlg, C g, CHg, C---CII

Denotando por Py, o subgrupo parabdlico cuja dlgebra de Lie &

pr=h+ 3 Ga=h+ > Gat 2 Oa

a€ile, oeli as (9.,

Obtemos assim, a segiéncia de variedades flags
Maximal = G/B ~ G/Pq, — --- — G/G = {ponto}

Considere u uma forma real compacta de g construida a partir de uma subdlgebra de

Cartan §. De acordo com [53] u = (ih, A4, 15,, « €11}, onde

Ay = Xo—X_ o
Se = Xo+X o

Quando g é semi-simples e complexa, existe uma Unica, & menos de isomorfismos, forma
real compacta u de g [31],[53]. A forma real compacta u, é uma slgebra de Lie semi-simples
pois a sua forma Cartan-Killing, que é restricio da forma Cartan-Killing de g, é negativa
definida portanto ndo-degenerada [53].

A complexificagdo de u € g. Denote por U C & o grupo de Lie conexo cuja dlgebra de Lie
é u. Como no caso € =, o grupo U é compacto e age transitivamente sobre Fg [1]. Desse

modo,
Fg=G/Ps = U/Kos. (1.6)
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Na expressao acima, Ko = P N
Tendo em vista a decomposicio (1.4} podemos escrever o espago tangente complexo &

variedade Fg na origem, como:

Mo = Z Ba-

&l

Por uma série de razdes é conveniente olhar Fg como um espago homogéneo de U. Sabe-
mos que U é compacto, o que garante a redutibilidade de Fg. Existe, portanto, um subespago
me que é Ke-invariante e se 2o = u M pg & a &lgebra de Lie de Kg entdo mg = 5 ou seja,
u=ts & mg e Ad(k)me C ms.

Podemos entao escrever,

u = ie@zuﬁ,

ety
onde, ug = u N (g + g5

Portanto, para cada raiz 3 € I, ug possui dimenséo dois e é gerado por Ag, iS5

mo= Y  (ga+g-a) (17

o€l

Quando © = {§ temos uma variedade maximal. Neste caso, Iy = 1™,
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1.4 Estruturas quase complexas

Uma estrutura guase complexa J sobre uma variedade real A € um campo tenso-
vial J: TM —» TM tal que J? = —JId. Aqui, e no que segue estaremos interessados nas
estruturas quase complexas inveriantes{e.g.c.l.) sobre variedades flag. Uma referéncia para

alguns detalhes omitidos aqui é [55].

Definicao 1.4.1. Uma estruiura quase compleza em uma variedade flag Fg € um campo
tensorial J que em cada ponto z € Fe ¢ uma estrutura complera em T,Fg, ou seja é um

endomorfismo JO: TyFe — TpFs tal que (JO2)? = —Id.

Conforme jé mencionamos, estamos interessados em um tipo especial de estrutura quase

complexa.

Definicao 1.4.2. Uma estrutura quase complexa U-invariante em Fg € uma estrutura quase
compleza J® em Fo que satisfaz JS, = dE,JOdE,~» para todo u € U.
Onde, dE, : TFg — TFg denoto a diferencial da translagdo e esquerda por u € U. Em

outras palavras, para tode X € T,Fg vale:
dEJEX = JSdE,X.

Vamos caracterizar as estruturas quase complexas invariantes sobre Fg = U/Kg. A
proxima proposicdo, que é valida para espagos homogéneos em geral, estabelece uma corre-
spondéncia biunivoca entre estruturas quase complexas U-invariantes,(que denotaremos por

e.q.c.i.) e estruturas complexas que comutam com o grupo de isotropia {Ad"/%e (k) k € Kg}.

Proposicao 1.4.3. Fziste uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas guase com-
plezas U-invariantes J®, e as estruturas complezas Jg em T, Fo que comutam com 0 grupo

de isotropia.
Demonstracgo: Ver [51] ou [55]. B

Portanto para determinar todas as possiveis e.q.c.i’s em Fg é suficiente descrever as
estruturas complexas in em mg (ue comutam com ¢ grupo de isotropia. Assim temos o

seguinte lema,
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Lema 1.4.4. J® comuta com a representacio de g em mo.
Demonsiracao:

L € %o. Pela proposicio precedente sabemos que Ad(k)J® = J®Ad(k) para todo k € K.
Considere L € #g e k(£) = eF uma curva em K com vetor tangente L na origem, entdo:

ad(LYJ® = %gwgﬁd(k(mﬁ = %{wgﬁ}id(k(i}} = J%ad(L).
®

Considerando a complexificacio de me, podemos considerar a complexificacio de J©,

(J®)* da seguinte maneira: tome z, € Fg e defina (J2)°: TS Fg — T= Fg por
(I (u+ iv) = JO(u) +1J%(v).
Continuaremos denotando por J®, apesar de termos complexificado a e.q.c.i., a com-

plexificada de J®. A e.g.ci. (J®)C continua satisfazendo a condigio [(J2)C) = —Id. Os

autovalores desta sdo ¢ e seus auto-espagos Serao
TOYFy = {X em§;J®X = —/~1,X}
TMOF = {X em§;J%X =/=1X}.
(1.8)

Os vetores de TOUFg (respectivamente de TW-0Fg) serfic chamados de vetores do tipo
(0,1) {respectivamente (1,0)).

Os préximos lemas podem ser encontrados em [55]
Lema 1.4.5. J® deiza 0s espacos de raizes complementares (reais e complezos) invariantes.

Demonstragdo: Faremos a demonstragio para os espagos de raizes complexos. O outre

caso é inteiramente andlogo e pode ser encontrado em [55]. Observe que para H € § e para

X € g, temos:
[H,J®X] = J®[H,X] = JPa(H)X. Ou seja J® deixa os espagos g, invariantes. Como
dimga = 1 e (J®)? = —Id sobre cada espago g, temos JOX, == v/—1g,X,. =

A proposic@o abaixo descreve as estruturas quase complexas invariantes sobre uma va-

riedade flag, em termos de um conjunto de sinais.



CAPITULO 1 PRELIMINARES g

Proposicio 1.4.6. Uma e.g.c.i. J® sobre m = T,Fy € dada pelo conjunto {2} sen,, com

€ m 4l e =6,

Demonstracdo: Foi visto que sobre cada g, temos: JO(X,) = /169X, com % = £1.
Considere agora J®(g,) = i g,.

8 =
[+

Para mostrar que ¢ —ws?a Considere & igualdade —g_, = §, aqul & barra denotz a

conjugagdo complexa dai temos:

/It qlon = JO(~g_,) = JO(Fa) = V—1eaga = —v—1e4(—g_o) € iSto implica em

Eap = —Ep

Por forca da proposic2o acima, muitas vezes uma e.q.c.i. é dita ser um conjunto de sinals
{%1}, posto gue devido a natureza invariante da estrutura complexa J basta conhecer o
seu comportamento sobre os espagos de raizes g, € ¢omo vimos este pode ser determinado

através dos sinais +1.
Observagao 1.4.7. Denotaremos por g(©) o subdlgebra gerada por gq, com o € ©.
Seguinde a notagiic acima, Silva/55] provou o seguinte resultado:

Lema 1.4.8. Considere uma e.g.c.i. em Fg dada por €2 = {£1} com o € I\ (8). Se g,
e gg pertencerem a mesma componente irredutivel da representagdo adjunia de g(8) em md

entdo €2 = eg.

Demonstragdo: Suponha que g, e gp estejam na mesma componente irredutivel da repre-
sentagdo adjunta de g(8), isto é existe ¥ € (©) tal que o+ = f, logo para todo z em (©)~
temos,

Blz) = (B,z) = {a+7,2) = {a,2) + {7,2) = alz).

Portanto, €5 = €5. B
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1.5 Tensores invariantes sobre M

Nesta secio estudaremos os 2-tensores invariantes. Apresentaremos umea representacio destes
que nos serd Gtil no decorrer deste trabalho. Todos os resultados acerca dos tensores invari-
antes apresentados aqui valem para espagos homogéneos em geral e 5o fundamentals no
estudo da geometria invariante destas variedades. Como referéncia geral para esta segio,

sugerimos [23].
Definicio 1.5.1. Um 2-tensor h em M = G/H € G—invariante se pare todo g € G temos:
(X, Y ) = RAE, X, dEY Yy, para todo X, Y € T, (G/H).

O préximo resultado, que é uma versiic da proposigio (3.16)(1) de [23], mostra que um

2-tensor invariante h sobre G/H fica completamente determinado por seu valor na origem.

Proposicdo 1.5.2. [23] Existe uma correspondéncia biunfvoca entre formas bilineares simétricas

Ad(H)~invariantes em g/b e 2-tensores simétricos G—invariantes em G/H.

Demonstracdo: Seja b um 2-tensor simétrico G—invariante sobre M. Restringindo A ao
espaco tangente de M na classe [H] = 0 obtemos uma forma bilinear simétrica F scbre
g/h. A simetria de F decorre da simetria de A, além disso F é invariante pois F(X,Y) :=
h(dE.X,dE,Y ), YX,Y € TigM. Desse modo,

F(Aduy X, AdpY) = h{dE,AdyrdEy-1 X, dEy AdprdEy—:Y ),

Mas dE, - Ady (k) = dF,. Portanto,

R{dE, Adpyd By X, dE Adpyd Ey-1Y ), =

= RMdEpdE-1 X, dEdE,—Y )

= h{dE,~:X,dE,Y )y = MdE,X,dE,Y ), = F(X,Y
onde nas trés ultimas igualdades usamos a invariincia de h. Reciprocamente, dada uma

forma, bilinear simétrica F invariante pela acio adjunta de Ady sobre g/h, vamos definir um

2-tensor simétrico A sobre M = G/H pondo:



CAPITULO 1 PRELIMINARES i1

;B(U? V}{z@ = F(dgé—zg, dE§—1V) , T = gE.

Na expressdo acima h estd bem definido pois se [z] = [2/], entio z = gH e 2/ = ¢'H, dai

existe k£ € H com ¢ = gk. Portanto,

WU,V )

FldE -V, dEg-:V)

= FldEgy-U,dEBgy-1V)

= F(dE-1dEyy-1U, dEg-1dEgy-1V)

= F(Adg(k™)dE,-:U, Adg (k™)dEV)
= F(dE,~1U,dE, V) = h{U,V),.

Provaremos agora a (G—invaridncia de h. Se z € G/ H entlo z = gH com g € G. Entio,

hdEyA,dB,B)y = F(dEqg-1dEyA,dEq)-dE,B)
= F(dE-1dE,dE,A,dEydE,dE,B)
= F(dByA,dE,:B) = h(A4, B),.

Podemos escrever formas bilineares num espago vetorial V usando uma forma bilinear
nao-degenerada e transformacdes lineares de V. Isso € feito da seguinte maneira: suponba
que B e B, sejam formas bilineares e que B seja ndo-degenerada. Quando G ¢ semi-simples
podemos tomar, por exemplo, B como a forma de Cartan-Killing. Definimos ¢ : V — V

por:

Q = (B (B1)s,

onde, a transformacaoc linear B, € dada por:

By Vo — oV
v o~ By,
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Desse modo Bi{X,Y) = B(QX,?Y), YX, Y e V.

As propriedades da forma bilinsar B, sio conseqiiéncla das propriedades de ¢J. Por
exemplo: By é simétrica se e somente se ) for simétrica com relagio a B.

De fato, se B1{(X,Y) = By(Y, X entfo B(QX.,Y) = B{(QY, X), e a reciproca ¢ feita de
modo andlogo. By € positiva definida se, e somente se (} for positiva definida com relacio 2
B

Pensando desta maneira e considerando B como sende o negativo da forma Cartan-
Killing(pois a forma Cartan-Killing é negativa definida), uma métrica invariante sobre Fg

pode ser escrita como,

ds2e(X,Y) = (X,Y)pe = —(A°X, V)0 k,

onde, A® : m — m é positiva definida com relacdio a forma de Cartan-Killing. A préxima

proposicdo descreve um 2-tensor simétrico invariante em Feg.

Proposicaoc 1.5.3. Um 2-tensor simétrico invariante h em Fg € dado pelo conjunio {81} ,en,,

com A9 = )\%,.
Demonstracdo: Ver por exemplo [54] ou [55]. &

Como corolario imediato temos:

Corolario 1.5.4. Uma métrica invariante em Fo € dada pelo conjunto {1g > 0}aem,, com

A =28,

J4 vimos que a variedade homogénea G/P possui naturalmente uma estrutura de va-
riedade complexa. Desse modo é natural estendermos a métrica Riemanniana dada por
(A®) = {A8a € II};} a uma aplicagdo bilinear, ndo necessariamente positiva definida como
no casc Riemanniano. Como ¢ usual utilizaremos a mesma notagdo tanto para a métrica

Riemanniana como para a sua complexificada. Assim ds?, : T%Fg X T<Fg — C é dada por:

dsi@(Xi +/—1Y5, X+ \/—-}Yg) =
deSie (X]_: Xz) "‘%“‘ .Y *1d3§e(X17Yé> ‘1'?" Y "lda?i@ (E/E, Xg} “’Z”" dSia(Ef}, Y:?,)
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1.6 Forma de Kahler

Nesta secao veremos algumas propriedades bem conhecidas das variedades “fag.”

Uma métrics invariante ds?, satisfaz a relacio:
A®

ds2e{J®X,J%Y) = dsie (X, V), (1.9)

para todos os campos X, Y em [Fg.
Uma métrica satisfazendo {1.9) é dita ser quase Hermitiana . Para verificar (1.9), observe

que,
d5%6(J9 X, JOXg) = dshe (V=10 X o,V —1e5Xp) = —€2e5dsh 6 (Xo, Xp5) = —e5e5 (A®(X.), X4,
Sabemos que (X4, Xg) # 0 se, e somente se J + a = 0. Portanto,

dsie(JOX,, JOX_ o) = —€2e®, (A®(X,), X_a) = dste(Xa, Xoa).

Denote por 02° = Qe g a 2-forma Kihler dada por:

0P (X,Y) = dske (X, JY) = — (A®X, J®Y)

Do mesmo modo que ocorrera com a métrica invariante, (® (X, Xg) = 0 a menos que
B+a=0.

Neste caso,

0% (Xa, X_o) = —(A®%X,,J°%X_,)
= — (28X, 12, X ;)
= -2 (X, X_o)

[2 Bl *

= i)\g)e?‘

Decorre da definicio, que (° ¢ invariante. Antes de prosseguir, apresentamos a seguinte

proposicio.
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Proposicao 1.6.1. dQ°(X,, X35, X)) =0 a menos que o+ 5+ =0 e neste caso

d0%(X o, Xg, X)) = ~3img gleaha + eshg + €,0). (1.10)
Demonstragdo: Sew € uma p-forma diferencidvel entdo a sua diferencial [35] dw(Xo, X: -+ X,
é dada por:
1 e : .
(X, X1, Xp) = m[;{—zyxﬁw(){o,--- VX, Xp)
+ D (=D)Mw(X0, X5, Koy X, Xy X))
i<

Como ° §é invariante os termos envolvendo a derivada direcionsal sio nulos, portanio

podemos escrever:
340°(X,Y, Z) = —0°(1X, Y], 2) + 0°(X, 2],Y) - 0°([Y, 2], X). (L1}
Pela definicdo de Q° temos que na origem

3d0°(X,, X5, X,) =
= Q%([Xa, Xp], X))
+ 0%([X., X4, Xp)
— 0°([X5, X,4], Xa).

Mas pela escolha da base de Weyl

X5, X;] = my,Xsio sed+o forumaraize
(X5, X, = 0 caso contrario.

Segue dai que,

3d0°(X,, X5, X,) =
Qe (ma,ng+5, X’},)
+ §%{maqrKoiy. Xs)
Q@

(mﬁs’YXﬁ”‘?“Y? Xa) .
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i5

Mas, pela definicio de (® esta expressio pode ser escrita como
3408 (X, X5, X,) =
= éma,ﬁ}‘&n,@ge (Xarg Xy)
e ’)‘Aa—i—q’gb’ (£ by XS)

+ émﬁs’}’}‘ﬁ-i-'fé'y <X5+’}’! XQ)‘

Sabemos que (X3, X,) # 0 se e somente se ¢ + ¢ = (. Portanto cada um dos termos da

expressao acima é ndo nulo se e somente se o+ F + v = 0 resultando em:

3d0°% (X0, Xp. X)) =

= imegr e (X, X))

-~y 'Y
— i‘mawk_ﬁﬁﬁ (X_p,Xg)

+ i.m;g.?}\@ e (X_Q,X )
Mais uma vez pela escolha da base de Weyl
(X5, X_5) =

Logo,
3d0° (Xq, Xg, Xy) = —imgs3° €2 + imo A8 ge5 — img, 20, €2

Além disso, o + § + v = ( implica que

Mes = ([ Ko Xs)s —X_(ors)
= {([Xa Xg], —X,)
([Xp: Xa], Xy)
= (Xg, [Xa, X,])
(X g, Ma Koty

=My = My

Aplicande sucessivamente este argumento chegamos a:

—Cy »?,-

(1.12)
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Ma,8 = Mgy == My = —Mg - (1.13)
Finalmente usando as igualdades acima e A9, = AP obtemos a proposigdo. |

A expressio de df2° sugere a seguinte definicio:

Definicio 1.8.2. Seje J© uma estrutura quase compleza invariante. Uma trivla de raizes

a, 3,7 coma+ B+ =0 serd chamade de:
o Uma {0,3}-tripla se € = ¢f = €°.
e Uma {1,2}-triple caso contrdrio.

Convém lembrar que uma variedade quase Hermitiana é dita (1, 2)-simplética se, e so-

mente se
d{X,Y,Z) =0,

gquando um dos vetores é do tipe (1,0) e os outros dois sdo do tipo (0,1)(1.8). A préxima
proposicdo fornece um critério para um par invariante (J©, A®) ser (1,2)-simplético sobre

uma variedade flag.

Proposigao 1.6.3. O par invariente (J®,A®) sobre uma variedade flag é (1,2)-simplético
se e somente s¢

A+ eEAT +228 =0
para toda {1, 2}-triple {o, 5, v}
Demonstragdo: Ver por exemplo [54] no caso de flag maximal e [55] no caso de flags
parciais. E

Se df2 = 0 dizemos que M é quase-Kéahler. Uma variedade guase Hermitiana M é dita
Kihleriana se d2 = 0 e J for integrével. A integrabilidade da estrutura quase complexa J©

estd relacionadsa ao seguinte tensor, conhecido como tensor de Nijenhuis,
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%N (X,V)={J°X, 7% - X)Y] - J° [X, /%] - J® [J°X,Y] (1.14)

Sabemos que J® é integrivel se, e somente se N{X,Y) = { para quaisquer X, ¥Y'[35]. No
contexto invariante o tensor acima possul uma expressdo mais simples dada pela préxima

proposicao.

Proposicgo 1.6.4. Sejam J® = {2} uma e.q.c.i, e o, 3 € ;. O tensor de Nijenhuis é
nulo, a menos gue, o + [ seje wma roaiz. Neste caso

1
SN (Xa Xg) = ~map (€3 +€§) (€2 — €51p) Xois. (1.15)

Demonstracdo: Calculando (1.14) em dois vetores de uma base de Weyl de g obtemos;
1
—5N (Ko, Xg) = = [JXa, JOXg] + [Xa, Xg] + J® [Xo, JOXp] + J® [J%Xa, X
= — [éeSXa,zeﬁXg] + Ma,pXarg + J° [Xa, ﬁfﬁXﬁ] +J° [ze Xa,Xg]
= m&,ﬁef €3 Karp T MapXors — ma,ﬁfg ea%ﬁXa—'rﬁ - ma,ﬁegfgwi«ﬁxa-l-ﬁ

= Map (€S +¢5) (€ — enip) Xats:

Portanto se o + 8 ndo for raiz, m,p = 0 e a expressio é nula. Quando « + 8 for uma raiz

temos a expressac acima e isso encerra a demonstragao. E
A proposicao aclma tem como consequéncia o seguinte fato.

Corolario 1.6.5. Uma estruture guese Hermitiane invariante sobre Fg € quase-Kéhler se

e somente se € Kahler.
Demonstragdo: Ver [55]. B

Encerramos esta se¢ido com uma caracterizacao mais precisa das estruturas Kahler in-

variante sobre Fg. Esta caracterizacso foi obtida por Borel-Hirzebruch[19].

Proposicio 1.6.6. Uma métrica invariante A® = {)\,} sobre Fo € Kéahler com respeito o

alguma esirutura guase compleze invariante J© se e somente se

=20+ YV aBa+felly {1.16)
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Demonstragdo: Se A2, 5 = AS + 25 Vo,B8,a+ 8 € II}; entdo A® ¢ quase-Kshler com

€ = = —e2,5 Vo,B,0+ 3 € IIj; é sabido [54] que nestas condigdes o par invariante

{59? f*ﬁ} ¢ Kéhler.
(Juanto a reciproca, suponha que o par {Je} A@} é Kahler. Portanto d01® = 0e N = 0.
Pela proposicio(1.6.1) temos que:

08+ 828 + 228 =0 quando e+ B+ v =0.

Além disso, de acordo com (1.15) n8o podemos ter {0, 3}-triplas pois N = 0. Podemos

assumir sem perde de generalidade que o, § € 11}, € II7, desse modo
Ao =2 +28 Vo,8,0+p8cll

O que encerra demonstracio. &

1.7 Conexao Riemanniana

Nesta secio apresentaremos a conexac Riemannians associada a uma métrica invariante
sobre uma variedade flag. Comegamos com uma proposicae que é vilida em um contexto

mais geral.

Proposicio 1.7.1. Seja M = % um espaco homogéneo redutivel com uma decomposicdo
g = t®m e uma ad(K)—invariante forma bilinear siméirica ndo-degenerada B sobre m.

Denote por g a métrica invariante correspondente a B. Entdo:

1. A conexdo Riemanniana de A® € dada por
VaX)Y = 1[X, Y], + U(X,Y),
onde, U(X,Y"} € o aplicacdo bilinear simétrica de m x m — m definida por

2BU(X.Y),Z2) =B(X,[2,Y|m) + B([Z,X]a,Y) para quaisquer X,Y,Z € m.
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2. A conexdo Riemanniana de A® coincide com a conexdo natural se e somente se
BX,1Z, Y.+ B{Z,X]4,Y) =0 pare quaisquer X,Y, Z € m.

Demonstracdo: Ver por exemplo ([35], Volume 11 pdgina 201). =

Precisaremos de uma expressio para o vetor U(X,Y) com relacio a base de m®, formada

por {Xg; 5 € Iy} No que se segue escreveremos Mg Dra denotar A, se o € II7; ou A, se
e I

Escreva U{(X,Y) = Z cgX 5. Entao pars qualquer v € Iy
B,

deyhy = Zg(zcﬁXﬁ»Xw}
== g([X_T,X}m,Y)w}—g(X.,{X_»,,Y]mL

onde,

>

_ se Yy#Fa+
caﬁ - {3\.;5]”/\|a|)ma,ﬁ

i
2 Matsl

se T=a+f
Portanto,

UXY) =4 3 5 o0 X Xl + 906, 1Ko V) X
Bellyy

Em particular,
1
U(Xar Xa) = D 79(¥o [X—p, Xalm) X
Bellay

1
= Z “X‘m—ﬁ,ag(XmX—ﬁ+&)Xﬁ =0,
Bety; P

pois —fF + a # a. Do mesmo modo podemos provar que U(X,, X.o) = 0.

Exemplo 1.7.2. Com as notagdes acima se a métrica invariante A = {Ay}aen,, for Kihler

entdo U{X o, Xg) = $[X o, Xg|. Pois neste caso,

A;{GE - A!ai = }\}3 b ACX = }\’3_& = Agﬁ_ai
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Dai,

V(X Xs) = C5F K arp

Exemplo 1.7.8. Ainda com as nofagbes acime se o méirica invariante A = {Ag}aen,, for

a métrica normal,entdo U(X_,, X5) = 0.



Equacao de Einstein

Neste capitulo, exibiremos vérias solugfes da equacac de Einstein sobre variedades flag,
para o caso em gue estas sdo do tipo 4;, [ > 3. Descreveremos solugbes para as variedades
maximais F(n}, n > 4 que coincidem com solugdes j4 conhecidas [4]. Apresentaremos, de um
ponto de vista unificado, solugdes ndo-Kéhler da equacdo de Einstein sobre F(2m), m > 3
obtidas por Senda e descritas por Sakane em [52] e as métricas descritas por Arvanitoyeorgos
em [5]. Mostraremos novas solugdes néo-Kahler da equagéo de Einstein sobre F(2m+1) m >
6, F(2m +2) m > 5 e F(5). Além disso, encontraremos solugbes ndo-Kéhler invariantes
sobre variedades ndo-maximais do tipo A;. Mostraremos que um subgrupo do grupo de Weyl
deixa invariante a equacdoc de Einstein, sobre uma variedade flag. Com isso descrevemos uma
acéo natural deste grupo sobre o conjunto das métricas de Einstein e mostramos que este é

finito(respondendo no caso das variedades flag uma questo proposta por Ziller em [17]).

2.1 Tensor de Ricci e a equagao de Einstein

Nesta segéo apresentaremos ¢ tensor de Ricci de uma métrica invariante sobre uma variedade

flag e exibiremos a equagao de Einstein associada.

Definiggo 2.1.1. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € Finstein, se a métrica cumprir
Ric(g) = cg. Quando n > 3 ¢ serd chamada de constante de Finstein, ou seja, uma métrica

Riemanniana € de Einstein se o tensor de Ricei for proporcional a méirica g.

21
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Logo uma métrica. Riemanniana é de Einstein se, e somente se (M, g) possuir curvatura
de Riccl constante. Comecamos estudande o tensor de Ricci de ums métrica invariante em
um espaco homogéneo qualguer.

Apresentaremos também o tensor de Ricei e conseqiientemente a equagio de Binstein nos
proximos lemas para ume variedade flag maximal. O primeiro Lema pode ser encontrado
em [52] ou [44] e fornece as componentes do tensor de Riccl de uma métrica invariante sobre
o espago homogéneo M = U/K. Comegamos com uma notagdo introduzida por Wang-Ziller
em [58].

Considere {e,} uma base B- ortonormal adaptada a decomposicio de m = é my. Bm
outras palavras, e, € m; para algum i € {1,--- [lea < Fsei < jcome, € mgfieg € my.

Defina como em [58],

Ass = ([earegl. ex)ox (2.1)
isto é,
7 T \2 k
enesl = YAy @ Siar=] 22
¥ i 3
As somas acima (2.2) sfo tomadas sobre todos os indices o, 3,7 com €, € my, €3 € my, e, €

m;. Um ponto importante é que [ } independem do referencial ortonormal escolhido

i

UJ“LEJZ[;J (2:3)

Além disso se w € um elemento do grupo de Weyl entéo:

{ w(c: ii(@ } B [ arya } -

Usaremos as notagbes acima nos proximos lemas.

para m;, m;, my €

Lema 2.1.2. As componenies ry do tensor de Ricci de wmna métrica U-invariante sobre
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M = U/K sdo dadas por:

i%ﬁ@ f“‘f&“i

1 . 1
2x,  4dy

Tp =

=17t R g
7
onde, m = P my dp = dimmy
k=1
Demonstracdo: O tensor de Ricel de uma métrica invariante sobre umea variedade ho-

mogénea ¢ dado por [11]:

Rielg) (X, ) = =3 SN[ :

+ EZ{[XQ-‘,XQW,X)?

F2(X.X),

(2.6)

Considere {ef} uma base ortonormal de my, em relagio a (-,") oy
- - k
Considere também os vetores X~ = V‘f—%;. Estes vetores X* formam uma g base ortonormal

para wy. Como o tensor de Ricci de uma métrica invariante é dado por(2.6),temos:

= Ric(g) (XE:X!:) =

- QZ/\}%Z( a’s a‘} ijmj)

1 1 Ak

— ] i k
22 ’ 4 &, Aidj g ([eg}eskﬂk’ea)'

- —

Portanto decorre de (2.1) e (2.2) que,

dkrkziﬁic(g)( ,XE) = EB\ZMEAW\{ J%Zij’;jji] 2.7

a=1

O que prova o lema. -

Considere agora, M = U/T uma variedade flag maximal equlpada com uma métrica

invariante (A),ens = {Aa > 0}
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Lema 2.1.3. As componenies r, do tensor de Ricci de uma métrica U-invariante sobre uma

variedede flag mazimal M = U/T sdo dadas por:

1 1 A { a 1 1 A Ty j . .
T = e = |- ’ (acIl™) (2.8)
T | 8 Z: ol g o] 4&%‘% PYS VS
Bryell® Byeltt

Demonsiracdo: Basta aplicar o lema anterior em uma variedade flag M = U/T, trocando

m por € u,. Neste caso, d, = dimu, = 2. -
aell™

Nesta tese alguns resultados s&o aplicaveis a todas as variedades flag arbifrérias, mas
como encontramos solucdes para a equacio de Einstein apenas no caso 4;, concentraremos
nosss atencio as variedades deste tipo.

Uma subélgebra de Cartan para a complexificagio de su{n), é formada pelas matrizes

diagonais

§¢ = {diag(es, €2, ,€a) ©5€C, > &=0} (2.9)

=1

O sistema de rafzes tem a forma IT = {g; ~ &5 , ¢ # 7}, conseqiientemente as raizes
positivas podem ser escolhidas como II7 = {g; — g; ¢ < j}.

A forma Cartan-Killing de SU{n) é (X,Y) = 2n trXY temos {a,a) = = para todas as
raizes o e os vetores X, que satisfazem (X, X_,) = 1 séo da forma X% = ff—‘?\/%ﬁ onde
Xe,—¢; & 0 vetor associado & raiz ¢; — &;. As constantes de estrutura sao todas iguais a ﬁ

Agora podemos escrever, as componentes do tensor de Ricci de uma métrica invariante

sobre uma variedade flag maximal do tipo A;. Este é o conteddo do préximo Lema.

Lema 2.1.4. [52] Sobre as variedades F(n) n > 3 as componentes do tensor de Ricci de

uma métrica U(n)- invariante (A),en+ sdo dadas por:

Fo = e e - ~ K 2.10
! 2Aij dn g (AikAkj )\ij}\kj /\z-j/\,;gc ( )

Demonstragdo: Pelo lema anterior(2.1.3), as componentes do tensor de Ricci de uma



CAPITULO 2 EQUACAO DE EINSTEIN 25

métrica invariante g{-, J= D XBlm, sio dadas por
it

- Mggmi ")
P>

1
B+ Aﬁ'}\ l o 5 J

(2.11)

Mas, para F(n) n > 3 temos:

& fe
-
s
“H
o
fd

TR
£y — £ Ek"”éﬁjj

caso contrario 0

Para concluir a demonstracao do lema, basta observar as simetrias dos termos envolvidos

nos dois somatérios em (2.11) e que, conforme j4 mencionamos, pela definicic de AJ; [58]

AR P

Arvanitoyeorgos em |[5], obteve a seguinte expressdo para a squacdo de Einstein das

temos que:

variedades maximais do caso A;.

Uln)
U{l) x .- x U(1)

Proposicao 2.1.5. /5] Para o espage a equagdo de Finstein invarianie

é:

1 )\?j el O }‘jl)z
=2+ > . (2.12)

oyt At Aji
A equacdo de Einstein acima € um sistema algébrico com ﬂ%:-l-l equagies e ﬂ%ﬂi meognitas
Aij
Demonstracao:

Devemos provar que a equagdo de Einstein sobre F{n) dada pelo lema 2.1.4, é squivalente

5 equacdo (2.12). Pelo lema 2.1.4 temos que:
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b As Aki
Tip = s+ < il W ‘?>m6-
7 2Ahi; 47 ; AzkAkj Azg;\}gj /\é,j)\ifc

Vamos mostrar que as equacdes mencionadas sio equivalentes. De fato, partinde de

(2.1.4) e multiplicando, os dois dltimos membros desta igualdade por A;; ficamos com,
11 2= MG~ M

i
i Al = C;\g‘}.‘
2 4n g }\»;k)\;gj

Agora completando quadrados na expressao acima,

11 Z A% = (i — Agg)? _2(n-2)

ot s s
2 4n Py ’\ik}\kj in K
Portanto,
11 ML — O — Xg)*
i e < e CA@'
n  4n = AikAkj
Esta dltima €, a menos de escala, a equacio de Einstein(2.12). B

Arvanitoyeorgos obteve em [5] o seguinte resultado ,

Lema 2.1.6. O tensor de Ricci de uma métrica invariante sobre a variedade

U{n)

F gty M) =
(o) = oy % X D)
é dado por
71y T+ T4 Rf a ’)‘ﬂ)z)
iy = Rie(XY, X7 ) = = _..__m.,,,;?_m.__ i ) (2.13)
J 2n 4 }; 13}\31

onde, M = g(X9,XM1<i<ji<n
Demonstracdo: Ver (5] &

Mais geralmente, se M = U/Kg ¢ uma variedade flag generalizada, Arvanitoyeorgos

provou o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.7. O tensor de Ricci de wma métrica Riemanniana invariante (A,) =

{da >0 a€lly} sobre M € dado por

R’iC(Xa,Xg) = 0, o, € Iy, Q+,8¢1—IM
22— (Aars — Ag)?
Ric(Xa, X o) = + 3 ma¢+4 ) mg g{A5 = (A A+,s 6)%)
¢ells Bel a»f»«,@ 8
a+gEll oG]l gy

Demonstragdo: Ver [5] .
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2.2 Meétricas Kahler-Einstein

A existéncia de uma métrica Einstein, conforme j4 mencionamos, nem sempre € garantida
Sobre as variedades flag M = G/K equipadas com uma estrutura complexa invariante J
mostraremos seguindo os trabalhos de Matsushimal40], Koszul[36] e principalmente Borel[19]
g existéncia de uma métrica de Einstein distinguida, isto é, a existéncia de uma métrica de
Kahler-Einstein. Esta métrica é tnica, a menos de transformagdes holomorfas,[40].

Considere {M, J, g) uma variedade flag equipada com um par Kahler invariante {J, g =
Ao ), veremos que o tensor de Ricci ou equivalentemente a forma Ricel neste contexto inde-
pende da métrica invariante.

Sobre uma variedade Hermitiana podemos construir uma 2-forma fundamental também

chamada de forma K&hler fazendo
X, Y)=g9(JX, Y (2.14)

Diremos que M é Kahler se d) = 0. A forma Ricci é a 2-forma p(X, Y} = Ric(JX,Y).
Desse modo uma métrica invariante é Einstein se, e somente se p(X,Y) = ¢Q(X,Y), para
alguma constante c. Segue dal que uma métrica Kahler invariante é Einstein se a forma Ricci

for proporcional a forma Kéhler, ou seja, se

p(X,Y) = eg{JX,Y).

Considere agora M = G/K, uma variedade flag com a decomposicio g = ¢ @ m. Uma
estrutura complexa G-invariante J, e uma 2- forma 2 podem ser identificadas com uma
Ad{K )-invariante transformagao linear J, sobre m satisfazendo J? = —1 e uma Ad(K)-
invariante ndo-degenerada forma anti-simétrica (1, sobre m. O mesmo pode ser feito com o
tensor de Ricci e a forma Ricai 0. E usual estender a métrica g , a estrutura quase complexa
J e a forma Kihler 2 a m®, sem qualquer mudancs de notacio. O ponto central é que como

J? = —1d logo a complexificacio de J, possui autovalores =i.
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Seja (M, J, A) uma variedade flag equipada com uma estrutura complexa J e uma métrica
invariante (A). O tensor de cwrvatura é dado por R{X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ —
VixyZ ¥V X,Y,Z onde V denota a conexdo Riemanniana associada a métrica ds?. Para

variedades Kabler a forma Ricel pode ser escrita comol35]
1
X,V = 5?&3”@3{){, ¥ (2.15}
No contexto invariante, o tensor de curvatura € dado por

RX,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ ~ Vixy Z - X, Y], Z] (2.16)

Comeo a estrutura complexa é G~—invariante, e satisfaz VxJ = (, temos que para X, Y €

X, J¥) e = JIX,Y]e Vx(JY)=JVyY.

Segue daf que ir(JL,V(X)V(Y)) = tr(V(X)J, V) = tr(LV(YIV(X)).
Isto significa que os dois primeiros termos de (2.16) n#o deverdo ser considerados para o

calculo da forma Ricci. Além disso, pela invaridncia da forma Ricel vemos que ¢ suficiente
calculd-la para X = X, ¥ = X_,. Mas,

[(Xoy X_o) = Hy € 1%,
Portanto do exposto acima e de (2.16),

oKy X o) = %tr (Joad(HL)) . (2.17)

Por outro lado sobre m® os vetores X,, o € II, sbo sutovetores, tanto de J, como de

ad{H,) com autovalores £i e o(H), respectivamente.
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Portanto,

pelXos Xoa) = 53 eaB(H)
Beil

= (3D B - 3 B(H))

Geli+ pAell~

= 1 E{: 5(Eiﬁ

Beitt

= i Y ofH)

Beli+

= ia( > Hg) = %uB(H; Ha).
gert
(2.18)

Onde & = % 3 o. A partir dos fatos acima, descreveremos como construir uma métrica
Kéh}er—Einst:'iEI?;obre uma variedade flag maximal M = G/B = U/T, a construgio corre-
spondente, no caso de flags parciais pode ser encontrada em [4],[18]. Denotaremos por u® e
por t* as complexificadas das &lgebra de Lie de u e t respectivamente. Temos portantc uma

decomposi¢ao de u® em espacos de raizes:

W=ty Z (Ua Bu_y) (2.19)

eIl

Até o final desta secdo, b = h & Z g denotaréd a subdlgebra de Borel de g enguanto

agli+
que B denotard o subgrupo de Borel de GG correspondente 2 b, e T = G N B serd o toro

maximal de U.
O sistema simples de rafzes de u*, I = {a;, - a,} estard associado acs funcionais

T* = {1} de (uc)* da seguinte forma:

2 ((P‘is G’}) == s

(05 3;) (I<i<j<n) (2.20

Podemos identificar uma rafz de u® com um elemento de +/—1%, através da dualidade

decorrente da forma Cartan-Killing B. Lembramos, que o fato de u ser semi-simples assegura
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que a forma Killing é nio-degenerada. Em outras palavras, identificamos H,, com «, onde
H, € +/—1% é definido como B(H,, H) = o(H) para H € t*.
k3

Desse modo +/—1t = ¥ Ry, Defina a cAmars positiva com respeito a escolha de T como
=1

cy ={AeV=IEB(A ;) > 0,i=1,--- ,n} e dencte por § = 1 3 «, a soma das rafzes
asllt
nositivas.
Podemos escrever, § = ¢y +-- - + @, e portanto ¢ € c,.. A demonstragio do lema abaixo

pode ser encontrada em [20].

Lema 2.2.1. (/20]) Exisie uma correspondéncia 1-1 entre as métricas Kahier U-invariantes
sobre M == G/B = U/T e elementos de c.. Portanto, pare wne méirica Kahler U-invariante
sobre M correspondente a A € cy, o tensor de Ricei € também uma mélrica Kihler U-
invariente sobre M gue corresponde a 6 € c¢,. A métrica Kahler que corresponde a 6 €

Kihler-FEinstein.

Observe que de acordo com & equagio (2.18) a métrica Kihler-Einstein U—invariante

sobre U/T correspondente a § é dada por gs = {}, = Z Blp;+ -+ ¢n, )}

aellt
i

Podemos escrever cada raiz positiva o de forma lnica como o = E m;(e)o; onde m;(a)

=1
880 inteiros néo-negativos. Utilizando a expressdo (2.20) podemos escrever:

Gs={ra= Z my{o)B(ay, oy )} (2.21)

A expressido acima (2.21) fornece, a menos escala, os coeficientes da métrica Kahler-

Einstein sobre M = U/T

Exemplo 2.2.2. Sobre F(3) o métrica Kihler-Einstein de Matsushima [40] associada a
Y

estrutura compleza candnica | —./"1 0 V=1 € a menos de escala dada por:

V=1 —4/—1 0

i1
0 8 3
A 1 1
6 0 8
I 1
3 B 0
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CAPITULO 2

Exemplo 2.2.3. De uma forma mais geral, a méirica Kéihler-Finstein [40], sobre F(n)

associada o estruiura complexe candnica € ¢ menos de escele dada por:

/ Y n-1
0 2n 7 2
L A :
n 0 2n
= i A 1
A T n 0 7
: A
2n
fpoe1 1 1
2n P 2n 0

Portanto, sobre F(n), n > 3, uma vez fixada uma estrutura complexa, existe uma tnica

métrica K&hler-Einstein [40]. Vamos calcular a constante de Einstein desta métrica. Sabemos
que o volume de uma métrica invariante sobre M é dado por [5], [34]:

v=]]x

i<i

(2.22)

portanto uma métrica A* = (A};) com volume unitdrio, associada a A = (Ay;) é dada por:
h
i (2.23)

I
’\a‘j*W-

Ng case Kihler-Finstein
V= (_) |
Pl Zn

A constante de Einstein da métrica Kéhler-Einstein com volume unitédrio é dada por

Tl
fi(n—1) n kZ(nuk)
V fom=1

CEahler = n
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2.3 A métrica Normal-FEinstein

Nesta secio estudaremos a condigio Einstein, pars & métrica normal. Sejam & um grupo
de Lie compacto, conexo, semi-simples e H um subgrupo fechado conexo de G. Considere
M = G/H pelas propriedades de G ¢ H, M & um espage homogéneo compacto e simplesmente

conexo. Seguiremos a notagao de [57)

(Qualguer métrica bi-invariante sobre g = Lie ¢, induz uma decomposicio g = §H & m.
Podemos identificar m com T.x(M), a restricio da métrica bi-invariante a m induz, por
translacbes & esquerda, uma méirica G—invariante sobre 2. Tal métrica & usualmente,
chamada de métrica normal. A escolha candnica para a métrica bi-invariante sobre g é
o negativo da forma Cartan-Killing, chamaremos tal escolha de B, a métrica invariante

induzida seré denotada por gz.

No estudo da condigfio Einstein, para a métrica gz, a representacio isotrépica desempenha

um papel central.

Um elemento & € H age sobre M por translagdes & esquerda, e a classe eH é estével
para a esta agBo. A diferencial de h, dh é a diferencial da translacio & esquerda gerada por
h, ou seja, dh = dLy, dh é um automorfismo de m = T,z (M ). A representagio isotrépica y

é dada por h +— dh.

A representacdo y induz uma representacic de h em m, gue ainda serd denotada por
X, usando a identificaciio de m com T4 (M) essas representagdes serfio dadas por: x(h) =
Adw(h), para h € Hyepara X € he Y € m temos que x(X)Y = [X,Y].

Sejam X,Y € m, defina

AXY) == 3B (X200, 2) = = B (2 2, XI1LY), (2.24)

pois B é ad(g)—invariante. Wang-Ziller provaram em [57] a seguinte proposigao:

Proposico 2.3.1. ([57]) Ric(gs) =3B+ iA
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Demonstracdo: Seja X € m um vetor unitério. Sabemos ([35]Tecrema X) que

i , :
B(R(X, X)X, X) = gg(iX:Xﬁm%{XaXﬂm}+B([X;Xij€z[X:Xé}E}

3 3 .
= _2‘8({}(? X’é]mv [X: Xzém) - 5{{)‘{1 Xii? {X: Xi})‘:
onde {X;} é uma B— base ortonormal de m e X = X;. Portanto,
Ric(ge)(X, X) = Stru(pr o adX ) + B(X,X) — A(X, X) (2.25)

Como [m, € C m, e B ¢ adg— invariante, a matriz de adX com respeito a {Z;, X;} possui

O a{ X}
—a(X) B(X)

Dai, tru(prm © adX)? = tr(b(X)?) = ~B(X,X) + 2r(a(X)a(X)}) = ~BX,X) +
2A(X,X). Entéo usando agora(2.25), ¢ a igualdade acima temos:
Ric(gp)(X, X) = 1B(X, X} + $A(X, X), conforme afirmado. o

a seguinte forma:

O operador A pode ser relacionado ac operador de Casimir [31] da representagio isotrépica.
O operador de Casimir da representagéo isotrépica x de § com relacio a (-, -) = B |, é definido

por:

Coe ey = = D XXX (Y3), (2.26)

onde, {X;},{Y¥i} sfo bases de h duais com relago & {-,-), ou seja, {X;, ¥;) = &;;
Portanto por (2.24) e (2.26)

AX,Y) = B(Cy (4 X, Y) (2.27)

Combinando (2.3.1) com (2.27) Wang-Ziller obtiveram:
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Corolério 2.3.2. Se escrevermos o tensor de Ricci como um endomorfismo simétrico de m

entdo
Ricigg} = %{fﬁf—f- %CX Bl
Portanto gs € Einstein se, e somente se Oy, g, = ald

O resultado acima, e outros obtidos a partir deste, permitiram a Wang-Ziller classificarem
todos os espagos homogéneos de grupos de Lie simples sobre os quals a métrica normal €
Einstein [57] p.577-80.

Sabemos que sobre M = F(n), n > 3, a métrica normal ¢ Einstein [57]. Vamos calcular
a constante de Einstein desta métrica. Ja vimos que o volume de uma métrica invariante
sobre M é dado por (2.22).

Portantc uma métrica normal com volume unitério é dada por Ay =11 <i<j<n A
constante de Einstein desta métrica pode ser obtida em qualquer das equagdes componentes

da condicio Einstein sobre M. Assim:

Caormal =

+
R
[~
0
"

3
!
&)

¥l

S b e DO
+ %

+
AN N S

= (2.28)

.
&

O proximo lema, cuja demonstracio é imediata, serd usado na busca de solugdes para a
equacio de Einstein sobre variedades flag, sob as quais a métrica normal é Einstein.

A idéia é que os coeficientes de uma métrica invariante sejam divididos em blocos, onde em
cada bloco os coeficientes serfo tomados iguais. Pondo estas restrigbes na equagso de Einstein
obtemos uma nova equagdo cujas solugtes sao solugoes da equacac de Einstein anterior
porém elas s&o as tinicas com as condigbes impostas. Este processo reduz consideravelmente
o ntimero de incégnitas da equagdo. Nos espagos em que a métrica normal for Einstein este
processo sempre admite pelo menos uma soluggo, & saber a sclugéo normal que € a solugdo

em que todas as entradas sao iguais.



CAPITULO 2 EQUACAO DE EINSTEIN 35

Algumas decomposigbes geram apenas uma solugao, ou seja, existe apenas uma solucéo
com as condicbes impostas. Este processo também funciona em variedades em que a métrica
normal ndo € Einstein, porém nem toda decomposicio nestes casos produz soluges. Os

exemplos abaixo e os resultados da Secio 2.9 ilustram esta situacio.

Exemplo 2.3.3. [5/,/34/,/52]. Sobre F(3) a equacdo de Einstein é duda por:
1 1, A Az Azz

r 2752 i 12 30 A Appdas ‘
S R . I I .

BTG 12Vzhes A Ashas)
1 1, Az A1z Az oy .

T =..............._.,%,..__ —_ —_—
2T gy 12 A3h1n Aighes 3\23&3}

A redugdo A1p = A1z = Az produz a métrico normal Ao = Az = Ags = 1, com

3

constante de Einstein ¢ = 33,

as oulras redugdes produzemn as métricas Kahler- Binstein, gue

s4o o menos de escala e de permutagdes, dadas por

b

Aip= =1 Ap=2 c=-

[FM]

Exemplo 2.3.4. Sobre a variedade F(4) a reducdo de Arvanitoyeorgos é dada por
Az = A=Ay =A Agz = Aoy = Agy = B, (2.29)

colocando estas restricdes na eguacdo de Einstein, obtemos além da métrica normal uma das
métricas Arvanitoyeorgos-Finstein. Ainda sobre F(4) o conjunto de restrigies Ayp == Az =

Md = Az € Agq = Agg, produz em F{4), apenas a métrica normal.

Consideremos agora a matriz da métrica invariante A = (},). Posto que a matriz A
é simétrica basta considerar A, com « € II*, ou seja, consideraremos & parte triangular
superior e denotaremos por C(A) o conjunto das entradas da métrica invariante A = (A,).

Podemos decompor o conjunto C{A) da seguinte forma C{A) = |J C(Ap), onde Ax C
1™ é um subconjunto de C'{A). Se tomarmos em cada Ay C It o vaio?eggs coeficientes iguais
obteremos solugbes da equacio de Einstein com as condigbes dadas. Este processo gera uma
reducio no nimerc de varidveis da equacdo de Einstein.

Agora podemos enunciar o Lema, que nos serd wtil na busca por solugdes da equacio de

Einstein.
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Lema 2.3.5. Se sobre o espa¢o Riemoanniano homogéneo G/H a méirica normal{Cartan-

Killing) gg € Einstein, entdo toda decomposicio do congunto dos coeficientes da métrice

invariante do tipo

Aoy = @y, €Ay
Ay == dg,00 € Ao
Aoy = apop €A
{2.30)
onde a1, ..., a1 € RT, gera pelo menos uma solucido da eguacio de Einstein.

O préximo exemplo é particularmente interessante, pois apesar da métrica normal nao
ser Binstein sobre os espacos considerados, ele mostra que podemos, ainda assim, utilizar o

processo de redug@o para obter solucdes da equacio de Einstein.

Exemplo 2.3.6. Sobre F(5,2,1,1,1). O conjunto de restricdes dg = A3 = Ayg € Aoz =
Agq = Agq, produz em F(5,2,1,1, 1), duas méiricas de Einstein ndo-Kihler invariantes. Jd
a restrigdo Ajp = A1z = Aaz = Ame Ay = Agq ndo produzr uma solucdo sequer (observe que

neste espacoe a métrica normal nde € Finstein).

2.4 Meétricas Arvanitoyeorgos-Einstein

Arvanitoyeorgos em [5] descreveu vérias solucdes para a equacic de Einstein invariante sobre

as variedades F(n) n > 4. Ele provou o seguinte Teorema:

Teorema 2.4.1. (Arvenitoyeorgos) As variedades F{n), n > 4, admitem pelo menos 1‘21 +
1+ n métricas de Einstein invariantes. A métrica normal, as métricas Kihler-Einstein que
totalizam %{, e as n restantes sdo dadas por:

A= Agg =n—11i#3,i#s

ra=n+1kl#s5(1<s<n)
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Demonstracdo: A idéia é reduzir o nimero de incdgnitas da equagio de Einstein aplicando

umea reducdo (2.3.5) na equacio de Einstein.

}‘li = )\12 (izzygj“'v?’é)
Mg = Ap(2<i<k<n)

(2.31)

A fgura abaixo lustra esta situagio. Os coeficientes da métrica invariante gue pertencem &
uma regifo delimitada na figura serdo tomados iguais. Este processo reduz consideravelmente

o ndmero de incégnitas da equacdo de Einstein.

ATvanitoysergos

a1

A i

Apbs este processo as equacgtes de Einstein serdo dadas por:

i el f —A
re = pp+ E(5HE) =
e , (2.32)
- A [ S ¢ i ) —
Taz = 2Mz3 + 4n (Au A23 Az3 ) = ¢

A condic@o Einstein é dada por r12 = -+ = 1y, = -+ = 7,.1,. Com as condigdes(2.31)

mostraremos que & equagdo de Einstein (2.32) admite uma solucio diferente da solug@o

normal.

Fagamos 7z = gz esta igualdade é equivalente a:

{(n=1)2z = (n+ 1)) a2 — Ags) =0 (2.33)
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Observe que Ajp =n—1 e Ay = n + 1 ¢ solugio da equacio acima. Podemos considerar
também outras reducles equivalentes a esta, fazendo os elementos do grupo simétrice S, n >
4 agirem scbre as restrigdes. Como o grupo simétrico € gerado por transposicdes basta
verificar o efeito destas sobre as restrigdes{2.31), por exemplo se fizermos a transposicio

{1 3) agir sobre (2.31) obteremos as condighes:

AB’i = AES(imzzér"' 5?’?;)

As condigdes acima nos conduzem, a menos de permutacdo, as mesmas solugdes do caso
anterior e se continuarmos procedendo desta maneira, ou seja, considerando apés este cutro
conjunto de restrigbes obtido através da ag@o da transposigdo (1 4) em (2.31), obteremos
todas as n solucoes.

Uma maneira direta de encontrar as demais solugbes, é escrever a matriz da primeira
métrica obtida e aplicar as transposictes geradoras de 5, diretamente nesta matriz. As-
sim teremos ac todo n solugdes nado-Kahler, para a equagBo de Einstein sobre F(n) n >
4([5]p.991). Estas métricas nfo séo isométricas & métrica normal. O que prova o Tecrema.

Para n = 4, Sakane provou que nfo existem, outras métricas de Einstein invariantes
sobre F(4)[52]. Sakane fez uso de recursos computacionais para obter tal resultado. Faremos
uso das chamadas C- fibracbes e apresentaremos uma demonstracao deste fato no capitulo 3.
Para uso posterior calculamos a constante de Einstein das métricas descritas por Arvani-

LOvecrgos.

n*—n+2

% importante salientar que no céleulo acima (2.34), ndo foi levado em consideragio se a

méirica em guestao possul volume unitdrio ou nio.
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Para obter a métrica correspondente & métrica acima, porém com volume unitdrio deve-
mos proceder como ne caso Kahler, Inicialmente devemos caleular o volume de numa destas
métricas. Sabemos que o volume V é dado por{2.22). Neste caso V = (n — 1)%~ D . (1 +

1)(n=3{n=2) A constante de Einstein da métrica normalizada(2.23) é dada por:

o (n*—n+2)3/(n—1)2n+ 12
are dn{n—1)?

(2.35)
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2.5 Métricas Senda-Einstein

Sakane e Senda descreveram sclugdes diferentes das solugbes obtidas por Arvanitoyeorgos
para a equagéo de Einstein invariante sobre as variedades F(2m) m > 3. Este é o conteido

do préximo resultado.

Teorema 2.5.1. (Sckane-Senda)[52] As variedades F(2m) m > 3 admitem pelo menos 4

classes de métricas de Finstein invarianies.

1. A classe formada pelas métricas Kdhler que contém ao todo i?;;jil-’. méiricas,
2. A classe descrita por Arvanitoyeorgos, que contém co todo 2m métricas,
5. A classe formada pela métrica normal e

4. o classe de métricas Einstein ndo-Kdhler, que chamaremos de métricas de Senda, dadas

por:
Ay = m+2(1<i<i<m)
Ay = dIm-2i<m<y)
Aij = m+2(m<i<j<2m)

(2.36)

Demonstracdo: Observe que sobre estes espacos a métrica normal é Einstein. Portanto

pelo Lema (2.3.5) todo e qualquer conjunto de restrigdes produz pelo menos uma solugio.
Neste caso:
Ay = AQ<i<j<m)
Aij = Bi<m<j)
A = Clm<i<j<2m)
(2.37)

A figura abaixo ilustra esta situagao. Os coeficientes da métrica invariante que pertencem a
uma regido delimitada na figura serdo tomados iguais. Este processo reduz consideravelmente

o nimero de incégnitas da equagdo de Einstein.
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N [

|
N

As equacdes de Einstein sfio dadas por

11 2—m —2 A
S Ll 2 L 212Ny L
T2 = T it e LT Agﬂ) J=c

. & _E_((lmm)A12+((1—m)An—zn)>

TS o TR\ 2

. 1 +M;__(2mm+m( ~2 +)\nwgn>>mc
noin 2)\11—}.11, &m }‘ﬂ—ln )\n-——ln A%n

=

(2.38)

Uma métrica Riemanniana é de Einstein se, e somente se rig = -«» =y = -+ = Ip_ip.
Mostraremos que, com as condicdes acima (2.37), a equaglo de Einstein (2.38) admite
solucdo diferente da métrica normal. Com as condi¢des acima devemos buscar solugoes

para, "2 = Tin = Tn—in-
Fagamos inicialmente, 73 = 7,.-1,. Esta igualdade é equivalente a

()\n-l n ™ A12) (,\gn(m + 2) -+ m/\len__ln) == {} (239)

Observe que Az = Ay_i1n € solugio da equagio acims. Precisamos encontrar Ay, de
tal modo que ™2 = T1,. Podemos considerar que, a menos de escala, a métrica Einstein

procurada possui A;p = A,y = 1. Desse modo 79 = 71, € equivalente a
(m+2)A2 ~dmliy, —24+3m =0 (2.40)

A equacdo acima admite, para m > 2 a solugBo Ay, = 1, € a outra solucédo é dada fazendo
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Ain = 3’—;’—?23‘, Multiplicando por m + 2, obtemos Ajg = My, = Mm+2e Ay, = 3m — 2.
Observe que para m = 2 obtemos sobre F(4), a menocs de escala, a métrica normal.

Para verificar que estas métricas sfo de fato diferentes das demais métricas de Einstsin,
vamaos calcular a constante de Einstein, Calculando a constante de Einstein, diretamente de
gualquer uma das equagdes(2.38) temos:

m® +4m® + Tm — 2
= > 3, 2.
c 8m{3m ~ 2) mz3 (241)

Precisamos porém obter o valor da constante de Einstein impondo a condigéo de volume
unitério. Procedendo como nos casos anteriores, temos que:

4 nine e n N
V= ('n;— } ne2) ,3?22 4}“? (2.42)

Desse modo & constante de Finstein da méirica normalizada € dads por:

TL3 P —_ .
(% 12+ B — 2) 2o (Bt ynom2) - (Imty
2n(3n — 4)

Comparando com a constante de Einstein das demais métricas de Einstein nao-Kahler

CSenda — (2.43)

podemos concluir que elas ndo séo isométricas. O que encerra a demonstracio. [

Exemplo 2.5.2. A métrica de Senda sobre F(6) é:

5 6 7T 77
505 7 77
5 5 07 77
7T 7705 5
777 3 0 5
\\?77550)

Na tentativa de entender a construcio das métricas de Sakane-Senda obtivemos a seguinte

métrica invariante sobre F(5),

Lema 2.5.3. A métrica sobre F(5) cujos coeficientes sdo dados por:
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| T N B T =
T e T e i N

1
1
0
1
1

Y or SN o N (SR
[ O A L B ™

€, a menos de escala, uma métrica de Finstein.

Demonstracdo: De fato, um célculo direto em (2.1.4) mostra que ry; = ?i‘(lj)\ij 1<i<
- - 5 . + -~
j < 5. Normalizando o volume obtemos ¢ = %‘5@ Como podemos perceber, esta métrica é
nac Kahler e nio € isoméirica s nenhuma das demais métricas de Einstein descritas sobre

F(5) em [3]. &

Acreditamos que, além desta, nfo existam, a menos de isometrias e de escala, outras

métricas de Einstein invariante sobre F(5).
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2.6 Novas métricas de Einstein

Nesta secBo descreveremos solucdes obtidas nesta tese. para a equacio de Einstein invariante
sobre as variedades F(2m~+2), m > 5 e F(2m+1), m > 6. Comecamos com F(2m+2) m >

5.

Teorema 2.6.1. As variedades F(2m +2) m > 5 admitem pelo menos § classes de métricas

de Hinstein invorianies.

{Zm—+2)!
2

LN

. A classe formada pelas métricas Kéhler que contém ao todo métricas,
2. A classe descrita por Arvanitoyeorgos[5], que contém ao todo 2m + 2 méiricas,
3. A closse descrita por Senda (2.36),

4. A classe formada pela métrica normal e;

5. A classe:

2
LN
I

m+6(1<i<i<m+1)
Aij = dm—-20G<m+1<j)
/\gj == m~%~6(m+2§fé<j§2m+2)

(2.44)

Demonstragdo: Como a métrica normal é Einstein, todo e qualquer conjunto de restrigbes

produz pelo menos uma solugdo. Neste caso propomos as seguintes restrigoes:

M = Bli<m+1<j)

iy = C(m+2<i<j<am+2).

(2.45)
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A figura abaixo representa as condicbes acima. s coeficientes que pertencem a uma mesma
regifo serdo tomados iguals. Assim o ntmerc de incdgnitas da equacdo de Einstein, reduz

consideravelmente.

Apds essas restrigbes as equagbes de Einstein sdo dadas por:

r i 1 , }. 2 ki) _"2+)\12 _
2T L TEmrs\ T, Tt ) T

In

", 1 1 (1 - m)/\u (1 ) n—1n _
fin = 2,\m+8m+8< A2 +( A2 =°

- . 1 + 1 2—m tm -2 n-—ln )) e
nin 2An—in M E8\ Ay An—ln -

(2.46)

Uma métrica Riemanniana é de Einstein se e somente se a curvatura de Ricci for con-
stante, isto €, rig = -+ =7y, = - -« = 7,_1,. Mostraremos que com as restrigdes acima (2.45)
a equacioc de Einstein (2.46) admite uma solucio diferente da métrica normal. Com as

condicdes acima devemos buscar solucdes para 719 = Ti, = Tn_in.

Fagamos 71g = T'h_1,. Ista igualdade é equivalente a
(}\n—ln — Alz) ((m “+ 6))\%71 - mAlg)\nm.ln) =0 (24?)

Observe que Ajg = A1 é soluco da equacio acima. Precisamos encontrar Ay, de tal
modo que ri3 = T1,. Podemos supor que, a menos de escala, a solucdo procurada é tal que

Az = Ap1n = L. Assim 710 = 11, é equivalente a

(m+6)2, ~ (dm+4) ), —2+3m =0 {2.48)
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A equagio {2.48) admite, para m > 4 a solugdo Ay, = 1, a outra solugio é dada por
A = égffé%_ Observe que para m = 4 obtemos, a menos de escala, sobre F(10) apenas a
métrica normal.

Por fim, a menos de escala, obtemos para m > 5 Ap = dpoin=m+06 Ay, =3m — 2.

Essas métricas nfo sdo isométricas & nenhuma das métricas de Einsteln conhecidas.

Verificaremos este fato analisando suas constantes de Einstein. De fato, substituindo os

coeficientes da métrica em qualquer uma das equacdes (2.46) obtemos

oo 202m+2)(8m — 2)2 — 3m ~ 2  + m{m +6)7 _ 5m* +27m® — dm + 12

= 2.49
4(2m + 2)(3m ~ 2)? 2(2m + 2)(3m — 2)2 (2.49)
Escrevendo m = 252 a expressio (2.49) pode ser reescrita como:
- 3 5 . 2 - :
o 5(n— 2)7 + 54(n ~ 2)* ~ 16(n ~ 2} + 96. (2.50)

gn{3n — 6)
Precisamos porém, obter o valor da constante de Einstein impondo a condigao de volume

unitdrio. O volume é dado por(2.22). Assim,

N (L (251

Desse modo a constante de Einstein da métrica normalizada é dada por

(5(n —2)* +54(n — 2)? — 16(n — 2) + 96) Wﬂ{/ (2£10Yn(n=3) . (Sr=i0)(n-2)?
8n(3n — 6)

e = . (2.52)

Comparando com a constante de Einstein das demais métricas de Einstein nao-Kahler

podemos concluir que elas ndo sio isométricas, isso encerra a demonstragéo.

Agora trataremos da equagio de Einstein sobre as variedades F(2m + 1) m > 6.

Teorema 2.8.2. As variedades F{2m+1) m > 6 admitem pelo menos 5 classes de méiricas

de Finstein invariantes.

1. A classe formada pelas métricas Kahler-Finstein que contém ao todo 94”33’3-}5 métricas,

2. o classe descrita por Arvanitoyeorgos[5], gue contém ao todo 2m + 1 méiricas,
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3. a classe formada pela mélrica normal e as classes:

4.
A = 1 (1<i<j<m+1)
+2 2~ 8m+12 .
hij = (m }"E’""‘/? MIY Gem+l<j)
Ay = 1 (m+1<i<j<2m+1),
(2.53)
5.
Ay o= 1 (1§i<j§m+1)
2) — 4 - 12
Ny = Y ‘/;”‘ 12 cmr1<y)
)\z‘j = ] (m-§~1m<mz‘<j;_<_2m+1).
(2.54)
Demonstracéo: Considere o conjunto de restrigdes:
.)\.gj = A (1S‘L<j$m+1)
}\ij = B (z<m—i—1<g)
(2.55)

A figura abaixo representa as redugdes acima. Os coeficientes da métrica invariante, que
pertencem a uma mesma regifo delimitada na figura serfo tomados iguais. Novamente
vemos gue este processo reduz consideravelmente o nGmero de incognitas da equacio de

Einstein.
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As equacdes de Einstein nesta situagio (2.55) sdo dadas por:

1 1 1—m L+ Az

L vl L %m( T )=
_ 1 i {1 }\12 \ (1 - )Aﬂ—ln j’\ln }\12 /\n—ln _
fim = 2}\17& Bm + 4( N ( Agn * ;\12}\?1—1?1 Aln}\n—in /\17&}\12)) =€
o 1 1 mAn-—dn (377?; - 1} -
Tl T T T Bme r Az An1n ) =c

(2.56)

Com as condigbes acima devemos buscar solugles para, 719 = Tin = Tn-1n- Dividiremos a
condicio Einstein em duas partes. A primeira parte da condigdo de Einstein serd, 713 = Tpein
e ela é equivalente a (An—1n — Asz) [(m + 3)A%, — mAsgdn_1n] = 0.

Observe que Ap.in, = Az é solugdo da igualdade acima. Mostraremos que existem
solugdes para a segunda parte da condigdo de Einstein: 73 = ri,. Podemos supor que a
menos de escala as solugbes s80 Ap—1n, = A1z = 1, desse modo 719 = 71, $€, € somente se

— (m+3)A%, +4dmAy, + (2 —-3m) = 0.

Mas Ay, = 1 € solugBo, e este fato permite afirmar que 712 = 11, 5€ € somente se A, = 1

ou Ay, satisfaz a equacio A2, — (m + 2) A1, + (3m — 2) = 0, cujas solucBes sdo:

(m-+2) %+ +/m2 —8m + 12

-'\in e 5

m =5

Substituindo os coeficientes das métricas acima em qualguer uma das equagdes(2.56) e

fazendo m = E‘%"};, temos gue as constantes de Einstein destas métricas, sdo dadas por:

B

4 ;EL( 2n—2 )2

G = 222 fn1)2—dn+16
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1 n—2 A
+ (ag,:;)ﬁ/{ﬂ_z}?—mﬂﬁ)

[ Ee

L =

Obteremos o valor da constante de Einstein, impondo a condigdo de volume unitario. O

volume é dado por{2.22), neste caso, temos:

_ {n+3&¢(n4w 5}{7&—13)}&“_;%}3. (2.57)

id

Desse modo a constante de Einstein normalizada, de cada uma destas métricas serd dada

por

YL 2n 2 2y )+ 3= +/(n=5)(n—13)\ )
{:M<2%~4“{(@§—3)“\/{n~i)2~4%+§5}} ( i )T (259
e

E 2n 2 2 o m+ 34/ (R=5)(n=13),m)
= (2+ éﬂ((%ﬁ)*?\/(?’l——l)?“énﬂ»{»}@) ) \/( ) ) (2.59)

(Observe que ¢; ¥ ¢y, 0 que garante gue elas nfo s&o isométricas. Note que elas ndo sao
isométricas as métricas de Arvanitoyeorgos.
Observe também que as constantes acima, ndo s&o iguais a constante de Einstein da

métrica de Arvanitoyeorgos. O que encerra a demonstragao. B

2.7 Comparacoes entre as constantes de Einstein

Nesta secio vamos comparar a constante de Einstein de algumas das métricas mencionadas
na se¢ao anterior. Os resultados seguintes s&o relativos as variedades F(n) n > 3. Come¢amos

comparando as métricas Kahler-Einstein, a métrica normal e a métrica de Arvanitoyeorgos.

2.7.1 As métricas Kahler, normal e Arvanitoyeorgos

Lema 2.7.1. Para 4 < n < 6 a métrica Kdahler-Finstein possut constanie de Einsiein mator
do que o constanie da méirica de Arvanitoyeorgos, e para 7 < n < 12 g constante de Einstein
da métrica de Arvanitoyeorgos € maior do que a constanie de FHinstein da métrica Kihler-

Finstein
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Demonstracdo: Um cédleulo direto utilizando(2.2) e (2.35).

CKahler

CArv.

et ks | 3

0.378271437
0.352345918
0.334518647

0.376540048
0.350741738
0.333723986

Por outre lado, para 7 < n < 12 a relagdo acima se inverte, ou seja, a constante de

Einstein da métrica de Arvanitoyeorgos € maior do que a constante de Einstein da métrica

Kahler-Einstein.

CKihler

CAry.

@ G o~y |3

11
12

0.321431157
0.311371733
0.303372177
0.296841690
0.201398299
0.286783522

(.321651328
0.312635526
0.305642460
0.300058178
0.295494908
0.291695524

O gréfico abaixo descreve, para n > 13, a razéo entre as constantes de Einstein da métrica
de Arvanitoyeorgos e a métrica Kéhler-Einstein e exibe também a reta ¥ = 1. Ele sugere

qgue para n > 13 a constante de Einstein da métrica de Arvanitoyeorgos € maior do que a

constante de Einstein da métrica Kahler-Einstein.

iy
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Lema 2.7.2. Para n suficientemente grande a métrica de Arvanitoyeorgos possut constante

de Einstein maior do gue a constante de Finstein da métrica Kiahler-Einstein.

Demonstracdo: Counsidere a razéo,

chs _ -0 t2) {0 -+ 1)

CKahler

n—1
dnfn —1)° wr-p gy
G
Como Cary, Crrahter > 0 [14] temos

c
Ary - 1

CHahler
se, e somente se

CA'I”U )n{ﬂ_l) > }
CKahler

Assim sendo, considere as desigualdades,
(n+1) =2l {n—1) (=201 bara todo n > 4. (2.60)

nr=b > (n 1)2(%1) para todo n > 4. (2.61)

Portanto por (2.60) e (2.61)podemos escrever,

2(n—1}
Care )n(nwz} (%2 —n+ 2>n{nm1)nﬂ{n_1) (n + 1)(nw2}(n—1) (nml)

CKahler nl_—_f (k}z("—k) [4?3 (TL _ }-) 2} n(n—1)
k==2
S [(n*~n+2){n— 1)72]”(”“1) {77,2)1’1’“1 o1
_ -1 e :
fen(rn— 17 (1 (67)
(2.62)
pars n suficientemente grande. =

Lema 2.7.3. Para 4 < n £ 6 a méirice de Arvanitoyeorgos possui constente de Finstein

maior do gue ¢ constante de Einstein da métrica normal.
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Demeonstracdo: Um célculo direto utilizando(2.2) e {2.35) nos dé:

o Cnormal CAry.
4 1 (.375000000 | 0.376540048
0350000000 1 0350741738

6 | 0.333333333 | 0.333723986

o

O gréfico abaixo descreve a razdo entre as constante de Einstein da métrica de Arvani-
toveorgos e da métrica normal, e exibe também a reta y = 1. Observe que a figura abaixo

sugere que a situacdo do Lema precedente ocorre também para n > 7.

Lema 2.7.4. Para 3 < n <7 a métrica Kihler-Einstein possui constante de Finstein maior

do que a constanie da métrica normal.

Demonstracdo: Pelos Lemas (2.7.3),(2.7.1) temos que Cxohier > Cnormer Par2 4 < n < 6.
Para n = 3 um calculo direto mostra que cxaper = 0,419973683 > cnorma = 0, 416666667,
enquanto que para n = 7 Cxapier = U, 321431157 > Chopmar = 0, 321428571 ]

Observacio 2.7.5. Sobre F(3),F(4) o méirica Kdhler-Einstein possui,dentre as métricas de
Finstein, a maior curvatura escalar. Sobre F(35), dentre as métricas conhecidas, o que foi

descrita no Lema(2.5.3) possui a maior constante de Einstein ¢ = 0, 362864675,
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2.7.2 Senda

Lema 2.7.6. Sobre F(2m) m > 3 a métrica descrita por Senda, possui constante de Einstein

maior do que a constante da mélrica de Arvanitoyeorgos.

Demonstragdo: Considere(2.35) e (2.43). Pondo n == 2m nestas expressbes ficamos com:

CSenda ~

(m® + 4m? + Tm - 2) 2"’”‘"{:/ (m +2)"" . (3m — 2)°m?

8m(3m — 2)
(4m? —2m +2) %%/ (2m — 1)* - (2m + 1)
e =
Arv. Sm{Em . 1)2
Agora considere as seguintes desigualdades:
m® +4m® + Tm — 2 > 4m? — 2m + 2, paratodo m >3 {2.63)
zm“\lf(m +2) mIm-D) 2*’\‘/E2m - 1)2, para todo m > 3 (2.64)
3 (3m~-2)" > %/ (2m+ 1), para todo m > 3 (2.65)
Além disso,
1 1
> para todom > 3 2.66
8m(3m — 2) 8m{2m — 1)2 (2.66)
Assim, usando as desigualdades (2.63),- - -,{2.66) obtemos o Lema. B

Lema 2.7.7. Sobre F(2m), m > 3 a métrica descrita por Senda, possui constante de Einstein

rmaior do que a constante da métrica normal.

Demonstracdo: Considere,

CSenda =

(m® + 4m® + Tm — 2} "‘”“{/ (m+2)"* D (3m —2)™™
8m(3m — 2)

2m 4+ 2
c LS

normal = 2
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Um célculo direto mostra que para todo m 2 3,
(m® +dm? +Tm ~2)  2m+2
€Senda = S > g Chormal
&

2.7.3 Comparando as novas métricas

Comegamos comparando as métricas de Senda com as métricas descritas em({2.6.1)

Lema 2.7.8. Sobre F(2m + 2), m > 5 a métrica descrita por Senda possui constante de

Einstein maior do gue o constante das méiricas descritas no Teorema 2.6. 1.

Demonstracéo: Observe inicialmente que para n = 2m + 2

(8m® + 56m? + 144m + 94) ™/ (m + 3)7"C™*D (3m, 4 1) O+
“Senda ™ 16(2m + 2) (6m + 2)

Por outro lado,substituindo n = 2m + 2 em (2.52).

b4
(40m? — 144m? — 344m + 304) “’“(2’”“‘{/(7% +5) 2m (2m-3) (3m —5) (2m-2)

‘par = 16m(6m — 6)

Considere as seguintes desigualdades,

Am+2 ) 2m(2m—i—2)

(m+3

( oo gy

) 8m(2m—1}2m=1)

[(m + 3) 2} dm(m-+1)(2m—1){4dm)

(m + 5)8m(m-—-1){2m—£—1}

> (m+5)"

(2.67)
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( ém%\?/(?&m + E}{2m+2}2 >4mi~@m+2><2m—1)

o {2”“{/ (3 — 5) @)’

(3m +1) (2m-2)%-4m{ 2m—1)
(3m — 5) (2m-2}2-(4m~;—2)
> (Bm+1)7".
(2.68}
Portanto por (2.67),(2.68) podemos escrever,
‘sends,
Cpagj
16(6m — 6){&8m® + 56m® + 144m + 94) (m + 5)" (3m + 1)
16(2m -+ 2) (6m + 2) (40m? — 144m? — 344m + 304)
> lpara m>5
G que conclui a demonstracio. B

Lema 2.7.9. Sobre F(2m +2) m > 5 a métrica normal possui constante de Einstein menor

do que a constante das méirices descritas no Teorema(2.6.1).

Demonsitracdo: Observe que Cpar, Cnormal > U [14] portanto, cpar > Coormai S€, © somente se

Cpar {4m-+4}{2m41) >

1.
Cnormal
Mas,
Cpar )(4m+4){2m+1} _ (8m + 8)Um A EmE) (403 4 216m? — 32m + 96)Em A Emtl)
Coormal B Qﬁm(m 4 1)(4m—1~4}(2m+1} (Qm b 4) (4m-+4)(2m+1) )

com A > 1. A razdo acima é certamente maior do que 1.
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2.8 Acao do grupo de Weyl

Nesta segio apresentaremos um resultado que nos serd 1itil no decorrer deste capitulo, espe-
cialmente na demonstracdo, no caso de variedades flag, da conjectura de Wang-Ziller [17].

De acordo com Arvanitoyeorgos, [4], temos o seguinte teorema:

Teorema 2.8.1. A egquacdo de Einstein (£.1.7) para o variedade flag M = U/ Kg € invari-
ante pela acdo do grupo de automorfismos internos de g que preservam fg. Lguivalente-
mente a equacdo de Einstein € invariante pela acdo dos elementos do grupo de Weyl de 11

gue preservam llg.

O grupo de Weyl de 11 é o conjunto de todas as transformacses lineares sobre by induzidas
por automorfismos internos de g que preservam h [31], [53]. Por outro lado, um automorfismo
interno w € g ¢ dado por w = Adz, z € . Precisamos examinar o efeitc de w = Adz sobre
as raizes, os vetores da base de Weyl, as constantes de estrutura e o conjunto de equagdes
que determinam a condigdo Einstein dada pela proposicéo 2.1.7.

Chamaremos de Wy, o grupo formado pelos elementos do grupo de Weyl que satisfazem

as condigdes do Teorema 2.8.1 que serd provado apds uma segiiéncia de lemas.
Lema 2.8.2. Se denotarmos o*(H) = B{H, Adz(H,)), H e, entdo Ad2(X,) = Xy

Demonstracdo: Aplicando Adz a equagdo [H, X,] = o{H}X, obtemos:

[Adz(H), Adz(X,)] = a(H)Adz(Xa). (2.69)

Seguindo a notagio acima e escrevendo Adz{H,) = H,.. Esta relacio, e a invariancia da

forma Cartan-Killing com relagfio & Adz implicam que:

alHy=B(H,H,) = B(Adz(H),Adz{H,)) = B{Ad2(H), Hp+) = o (Adz(H)). (2.70)
De (2.69) e (2.70) obtemos:

(Adz(H), Adz(X,)] = o (Adz(H)) Adz(X.,). (2.71)
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Esta dltima igualdade implica que Adz(X,) é o vetor correspondente & raiz o, a menos
de constante. A escolha da base de Weyl torna esta constante igual a 1.

Observe que o satisfaz a equacio
o = B{Adz™*{(H), Hy) = o{Adz"H(H)) = w - o(H)
B

0 préximo lema diz como age o grupo Wy, sobre as constantes de estrutura e os simbolos
{ k }
i g

Lema 2.8.3. M g Xorpgr = Magdorp- € portanto We preserva os simbolos { K J
a O

Demonstracdo:
As constantes de estrutura sdo definidas pelas igualdades [X,, X5] = my g Xowp o+ 6 € IL
Aplicando Adz a esta igualdade obtemos

[Adz(X,), Adz(Xp)] = mo pAdz(Xais).
Pelo Lema(2.8.2)
Mer gt Kortpr = [Xor, Xge] = Mo s Xaipy
Logo podemos escrever,

Mo fX(arpy = Mo prXoripr-

L w(a) o
Agora os fatos acima implicam que = .

w(B) w(y) g

o
Note que l: } # (0 apenas quando a+ 347 = 0 e nestes casos { g } = 2(mg )
o a 3
a -
ou !i s } = 2(Ma_g)* w
a

O préximo lema diz que o grupo Wp leva métricas invariantes em métricas invariantes e

portanto define uma acdo scbre ¢ conjunto das solucdes da equacio de Einstein.
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Lema 2.8.4. Sejo g um méirica invariante entdo Adz - g{X,Y) = g(Adz(X), Adz(Y)).

Demonstracdo: Seja w = Adz um elemento do grupo de Weyl de Il que preserva Ilg.
Entdo o difeomorfismo de &, C.{g) = z-g-z~" preserva Kg, assim ele induz uma aplicagéo
sz £l G/K@v

Adz corresponde & restricio da aplicacio dC, sobre m = T,(G/Kg). Desse modo:

Adz - g(X,Y) = g(Adz(X), Adz(Y)). (2.72)

Mais precisamente para X = X, e ¥ = X_, a igualdade acima implica que

(Adz- gla = g{Xor, Xoor )

B
Finalmente apresentamos a demonstracao do TeoremaZ2.8.1.
Demonstracdo: Aplicando w = Adz em X, em 2.1.7 obtemos
- 1 mg* *Az*WA* *—'Ag.g
o =Te = (@07 + Y Mhot= > o ar = Qv =20 J7) (5 7
é*ell R A1+ Age
@ G ety
o g eIl o+ elly
Precisamos mostrar que {2.73) é equivalente a:
1 mz, A.‘Z* — (o — A 2
@0+ > mho,+= Y = e = Do = 2a)°) (2.74)
T4 AartpAB
ocllg Bellyy
o+l o*+Belly

Considere a equagdo (2.74). Comeo Ilg é invariante por w e II \ Il = Il entdo se
o, 8 €y com o+ § ¢ Iy temos que a -+ J € Ilg, e pela hipdtese {(a + G)* € llg
Portanto, ainda pela hipétese o + 3 € Ilg se, ¢ somente se (o + B)* = o* + F* € Ilg.

Isso implica, em particular, que se o, 8 € Il com o+ 8 € Iy entdo,
(a+ 8 =0+ Iy

Portanto ¢ grupe Wg preserva o conjunto dos elementos de Ily;, cujas somas ainda

pertencam & Il
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Tendo em vista que & = w - @, os fato acima e a hipétese podemos substituir em (2.74)
¢ e [ por ¢* e 3 respectivamente.

Usando mais uma vez a invarifncia de g pela a acio de w obtemos a equagdo (2.73) e
igso conclul a demonstragao do Teorema.

Denote por £(U/Keg) o conjunic de todas as solugdes da equacio de Einstein sobre
M = U/Kg, dada na proposicio 2.1.7, e por We 0 grupo descrito acima. O préximo

resultado desempenhard um papel central no restante desta segdo.
Corolario 2.8.5. Us elemenios de We deizom =(U/Kg) invariante

Demonstragao:

Note que pelo Lema 2.8.4 um elemento de Weg leva uma métrica invariante em outra
métrica invariante. Além disso, se v € €(U/Kg) e w é um elemento de Wg entéo w -z
também é solugao da equagéo de Einstein dada pela proposigao2.1.7.

Do contrario w levaria o sistema, dado na proposicdo 2.1.7 em um sistema ndo equiv-
alente(pois ndo possuiria o mesmo conjunto solugdo) e portanto n&o deixaria a condicdo

Einstein invariante. O que contraria o Teorema 2.8.1. ©

Exemplo 2.8.6. Considere a equagdo de Einstein sobre F(n), n >3 :

L AL~ (ha = A)?
{£4.4

AL

A equacdo de Finstein neste caso € um sistema algébrico de ”{n;l} equacces e COm 0

mesmo numero de incognitas Ag;.
O grupo de Weyl age sobre o conjunto de raizes de suln), II = {g; —¢g;:1 5 j} da

seguinie maneira:

wlg; — €;) = Ewps) = Euls)

W Gij = Guw(awli)-
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Se z = (&¥,-++, 2"V} € uma solugdo da equagdo de Finstein acima enido w - T =

{13 —1% 4 e - -
(gew@ . gwn=1wl) sambém € uma solucdo.

Decorre do Tecrema 2.8.1 gue o grupo Wy é finito, pois este € um subgrupo do grupo de
Weyl que é finito para as dlgebras de Lie semi-simples de dimensio finita. Na variedade flag
classica F(n), We é o grupo siméirico 5,.

O Lema 2.8.4 diz, em particular, que Wy age sobre ¢ conjunto das métricas invariantes de
forma natural, e portanto age sobre £(U/Kg). Escreveremos E(z) para denotar o subgrupo
que estabiliza a soluco x € e(U/Kg). A érbita que passa por z serd designada por I'(z). O

préximo resultado foi provado em [17].

Teorema 2.8.7. Sejam G um grupo de Lie compacto e G/H um espago homaogénes com

grupe fundamental finito. Enido cada componente de e(G/H) é compacta e o conjunio de

constantes de Einstein em e(U/Kg) é finito.
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2.9 Solucgdes em variedades nac-maximais

Nests secio apresentaremos solucles para a equacio de Einstein sobre variedades flag do
tipo A; nfc-maximais. Em cada situagio, serdo apresentadas pelo menos duas solugdes
néo-Kahler. Sabemos que na maloria dos espages abaixo (£ # ¢), a métrica normal nao é
Einstein, portanto o Lema 2.3.5 ndo garante a existéncia de solugdes para todo e qualguer tipo
de restricbes mencionadas no Lema. Contudo um conjunto de restrigbes permite encontrar

soluctes nesta situacao.

Teorema 2.9.1. O espago F(n, k,¢,0,--- ,9) = ﬂ%j ge {O, m%ﬂ) , n=Fk+sq

s > 3 admite pelo menos 2 méiricas Finstein ndo-Kihler invariantes .

Demonsiracdo: Colocando as seguintes restricdes na equacgdo de Einstein correspondente{2.13):

Ay = A = = )\1;+1 z €
/\23 == A?‘l R = A.‘1;1'9-1 = y}
(2.75)
obtemos as seguintes equacdes:
2z
_{s+2)q N ky?
T2 2%

As equagdes acima, sao as eguagbes de Einstein obtidas de 2.13 impondo as restrigtes
(2.75).

Escrevendo ¥ = ¢ obtemos a seguinte equagio:

kE+(s—1)g

4 5 }— (k+ sq)t + ,,{fj,;;_)ﬁ = () (2.76)

Observe que de acordo com a hipdtese

g€ (0} mﬁf (s — 2}>
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€ equivalente a

5% 4 — (5~ 2)

E>

que por sua vez é equivalente a
B4 (s—~2kg+(2—8)¢* > 0.

De fato,
2k+ (s —2)g)f° (5 ~4¢

(s —Dkg+(2-38) = 1 1

- e,
QH{; LN (32 ) ? conforme

Portanto, &% + (s — 2)kg+ (2 — 5)¢° > 0 se, e somente se
afirmamos.

Os fatos acima asseguram a existéncia de solugdes :

tmk—i—sgi VE* + (s — 2)kg + (2 — 5)g?
B k+(s—1)g '

Ainda pela hipétese, como g € {G, «?—”‘%ﬁ)= podemos tomar s >3 e k= g.

Um outro fato importante € que os valores de ¢ descritos acima sfo positivos pois

E+sg> k2 + (s — 2}kg ~ (2 — 5)¢°

¢ equivalente 2
(s4+2kg+(s*~s+2)>0,
e a expressao acima é verdadeira para todo 5 > 3, e para todo k,g > 0. Por construcao,

as métricas descritas ndo sdo Kahler. -

Note que no Teorema acima podemos tomar k = ¢. Se considerarmos &k == g = 1 obtere-
mos a menos de escale a métrica normal e uma das solugdes descritas por Arvanitoveorgos

{8]. No préximo resultado consideraremos k = ¢ € obteremos uma correspondéncia biunivoca
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entre o conjunto-solucdo da equagzo de Einstein invariante em F{(n), e o respectivo conjunto-
solucio da equacio de Einstein sobre Flkn, k, k,-- k) n>3, k> 1

(O que nos levou & este resultado foi o fato de gue o grupo 5, deixa a equacio de Einstein
invariante em ambas situagses.

A correspondéncia obtida afirma que o niimero de solugbes para a equacdo de Einstein
permanece inalterado nessas duas classes de variedades, e que as métricas que se relacionam
via este teorema s2o do mesmo tipo, ou seja, se A e A sdo duas métricas relacionadas
pelo teorema entdo A é (1,2)-simplética se, e somente se A o for. O mesmo vale para
A € W, & Wa[54]e [55].

Un)

Teorema 2.9.2. Seja F(n,ny,...,np) = Ty % Tln)) x ST
1 2} AT Lieg

COmm, =g =+ =

ny k> 3. A métrica invariante (A;) € Einstein sobre F(k) = U(l)xvzg?---xzf{n se, € somente

se a méirica inveriante A = {5\2-}() = (?%;#) VY = k,2k,3k,4k, -, for Einstein sobre
U

Fln,ni,..., ) = U(m)xU{nSi«--xU(nk) COM Ty = Ny = +++ = N

DemonstracGo: Se a métrica invariante A = (X;;) for solugio da equacao de Einstein sobre

F(k), entdo A, =2+ 2ZM dai,

}\zi;\gi
.5
nAy o _ Z BB — (Bha— 3A)%)
k 1#13 (FAa) (R
n 2. DA, — BN 2
= mi+n; s Z W(Ehg) = G — pa)) (2.77)
D COPIEW
Na dltima igualdade usamos que n; = ng = .-+ = ny = 7. A expressdo acima diz que
T iy 2 gme .
a métrica ()\ij) = (3-‘-:-‘-?-) é Einstein sobre F(n,ny,...,ng, ) com ny = ng = --- = n,¥n =
k,2k, 3k, 4k, --- . Pois decorre de (2.77) que:

3 n(( ~ (= An)?)

i = midn+ QZ )( ) E (2.78)
Isti, g il 31

Reciprocamente se (Xz.j) = (2%4—} Yn = k,2k, 3k, 4k, - - -, for uma métrica de Einstein invari-
ante sobre F(n, ny, ..., ng) COm 7y = ng = -+~ = ny, entdo pondo n = k obtemos a primeira

parte do Tecrema. B



iTULO 3

Fibracoes e a variacao candnica

Neste capitulo utilizaremos o fato de que todas as métricas U —invariantes sobre U/ H, quando
este € simplesmente conexo, sdo obtidas por meic de uma submersic Riemanniana fixa
K/H — U/H — U/K escalonando as métricas na fibra e na base[41],[58]. Este processo é
conhecido como variacgo candnica {11},[41]. Suporemos que GG é um grupo de Lie complexo
semi-simples e que U € a sua forma real compacta.

Podemos associar a cada grupo de Lie semi-simples complexc uma tinica, a menos de
isomorfismos, forma real compacta. U é um grupo de Lie semi-simples compacto e u* = g,
onde g ¢ a algebra de Lie de G. Este fato serd amplamente usado aqui(ver por exemplo|31]
ou [53]).

Comecamos definindo uma interessante deformagio de métrica g do espago total de uma
submersdo Riemanniana, chamaremos esta deformacio de a variacc candnica. Esta

terminologia foi introduzida por Bérard-Bergery e Bourguignon em [8], ver também [41].

Definicao 3.0.3. Seja n: M — B uma submersdo Riemanniena com fibra F. Chamamos
de variacdo candnica g, da métrice Riemanniana g sobre M ao conjunto de métricas ¢ =

gg +igr, >0 fal que:

gi]v = tglva
gt!H = gg*:s.tﬁ
gz(}’, H) = .

64
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3.1 Subvariedades de uma variedade flag

Nesta se¢io descreveremos um tipo especial de subvariedades de uma variedade flag. Antes
enunciaremos dois resultados que nos sero tteis neste capitulo. O primeiro € devido a

Berard-Bergery, provado independentemente por Matsuzawa [11],/41].

Teorema 3.1.1. ([11],[41])Seja F' -~+ M — B uma submersdo Riemanniana com fibras
totalmente geodésicas e espaco total completo. Suponha que as méiricas sobre B,M ¢ F
sejam Einstein com constantes de Einstein cg,cnr,cr respectivamente e cp > 0. Entdo a
métrica obtide pela variacdo candnica g, = gp + tgp, t > 0, € Finstein se, e somenie se,

t=1out=cr/cg—cr.

Demnonstragdo: Ver por exemplo [41]. &

Observe que se cp 3% -é—cB obtemos uma métrica de Einstein sobre M diferente de g.
O préximo resultado nos sera 1itil, especialmente no entendimento das relagbes entre as

métricas da fibra F' e do espaco total M.

Teorema 3.1.2. Sejam G um grupo de Lie compleso redutive, P C Q) subgrupos parabdlicos
de G, e K um subgrupo compacteo mazimal de G. A métrica K—invariante Kéhler-Einstein

em G/ P, restrita o gualguer fibra da fibracido G/P — G/Q € ainda Kahler-Finstein.

Demonstragdo: Ver [6] B

No Teorema acima & é um grupo de Lie complexo redutivo, podemos entdo supor que
(G & semi-simples. Assim ¢ subgrupo compacto maximal de G é, & menos de isomorfismos, a
sua forma real compacta.

Sejam K C H C U grupos de Lie compactos. Aqui, sempre estaremos pensando em U
como a forma real compacta de um grupo de Lie complexo e semi-simples G. Existe uma

fibragdo natural,

7. U/K — U/H
ak ~— aH
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com fibra, H/K e grupo estrutural H. Temos portanto um H-fibrado principal [35]
7: U — U/H, com fibra H/K.

A aplicac@o 7 € uma submersio Riemanniana com fibras totalmente geodésicas e isométricas
a H/K([7],18, [11] p.257 ¢ [41]).

Considere M = U/K = Ad(U)w (w € u) uma variedade flag, com decomposigio
u=tsm
Apresentamos agora a definicdo de C-subdlgebra,
Definicdo 3.1.3. Uma subdlgebra § de u € chamada de uma C—subdlgebro se:
fo) f=¥Snonde, ¥=fNten=fNm
(b) Eziste ume subdlgebra de Cartan b de € tal gue {h,n] C n.

Um subgrupo de Lie 7 C U com &lgebra de Lie f conforme a definigo acima é chamado
de um C'—subgrupo de Lie, e a érbita N = Ad(F)w é dita uma C-subvariedade de M. Entéo
uma C-subvariedade é uma variedade flag [1] N = F/K’, onde K’ é o subgrupo de Lie de F
com subdlgebra ¥ = fN &

Proposicdo 3.1.4. Seje N uma C-subvariedade de uma variedade flag M = U/K’. Entdo

N ¢ totalmente geodésica com relacdo a qualquer métrica U—invariante sobre M.

Demonstre¢do: Ver por exemplo[11] observando que N = F/K’ é a fibra da submerséo

Riemanniana U/K' — U/F . &

Estamos interessados nas fibragbes obtidas a partir de um C'-subgrupo F que contenha

um subgrupo parabélico XK.

Definicao 3.1.5. Sejam M = U/K uma variedade flag e F > K um C—subgrupo de Lie de
U. Entdo F/K € uma C—subvariedade de M, e o fibracéo

F/K --» U/K — U/F,

é chamada de uma C—fibracdo associada ¢ M.
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Arvanitoyeorgos [4] descreveu as Cfibragbes associadas a uma variedade flag M em

termos das raizes da dlgebra de Lie g. Agqui, e no que se segue M = U/K.

Proposicac 3.1.6. Ezisie uma correspondéncia entre subconjunios S C Ly e U-fibragdes

associadas o M.

Demonsitracdo: Sejam 2 C L bases para os sistemas de raizes Ilg e [, respectivamente.
Seja Ly = 2\ Zg = {o,...,an} o conjunto das rafzes complementares simples. Lem-
bramos que [Ig = IIT U ().

Fscreva a dlgebra de Liede K por 80 =kt o z U,

aE{S)
Onde u, =u{gy + g-0)

Dado um subconjunto § C Xy digamos S = {oy,,...04} C {ai,...@n podemos

escrever Il como
iy = (S)pr U (Tar \ (Shae), (3.1)
onde, (S} = (S) Ny

Assim ao subconjunto S podemos fazer corresponder a subdligebra

fngC@ Z L

a&(8)n
cujo subgrupo associado, £ contém K, ou seja F' O K. Temos portanto, nos termos da

definicdo 3.1.5, uma C-fibragdo associada a A, dada por:
U/K — UJF.

A decomposicBio de ITy;  (3.1) e a proposigéo 1.4.6 permitem descrever as e.q.c.i. J sobre

U/K do seguinte modo. Se J é uma tal e.q.c.l. escreva,

JU/I:‘(XQ} e g & ﬁM\ (S}M
jF/K(XQ) 82 e (S)M

j{XQ) =
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Note que J ¢ de fato uma e.q.c.i, pois J? = —1 e J é invariante pols as componentes
o sio. Os mesmos argumentos permitem descrever uma métrica invariante sobre U/K de
forma inteiramente analoga.

Algumas propriedades desta e.q.c.i J ¢ portanto de todas as e.q.c.l’s sobre U/K serfio
descritas na préxima secho.

Usaremos a notagio {a, b}-tripla para denotar uma {1, 2} ou uma {0, 3}-tripla.

Denotaremos Jr/x por Jr, Jy/p por Jp, numa alusdo & base e & fibra da C-fibracgo
conforme 3.1.5, e finalmente Jy/x por Jr para denotar a e.q.c.i. do espago total.

A demonstracio do préximo resultado é imediata.

Lema 3.1.7. Se {a,8,v} € uma {o,b}—triple para a e.g.c.i. Jr(ou Jg) entéo {a,B,v} €

uwma {a, b}—tripla para Jr.

3.2 C-Fibracoes e a geometria das variedades flag

Nesta segdo utilizaremos as C-fibracdes para estudar a Geometria Hermitiana invariante das
variedades flag. Comegamos esta se¢io, com um breve comentdrio sobre a classificacao das
estruturas quase Hermitianas invariantes, sobre variedades flags maximalis obtida por San
Martin-Negreiros [54].

Uma estrutura quase Hermitiana invariante, sobre uma variedade flag maximal é um par
(J,A) onde J = {e,} é uma e.q.c.i. sobre M = U/K e A = {A, a € [I*} é uma métrica
invariante sobre M.

Segundo a classificagio obtida por San Martin-Negreiros [54], baseada na classificagéo
de Gray-Hervella [29], as estruturas quase Hermitianas invariantes sobre as variedades flag

maximais podem ser agrupadas em trés classes:
{(a) W1 & W, (1,2)-simplética
(b) W Ws

(e} W1 & W, & W5 co-simplética,
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onde a classe W, & W, @ W3 contém todas as estruturas guase Hermitianas invariantes.
Vimos que uma estrutura invariante (J, A) € Wi © W, se, ¢ somente se, para toda {1, 2}-
tripla de rafzes {o, 5, v}
€AS + €GAT -+ eSAT = 0. (3.2)

Ver detalhes em [54] no caso © = @ ¢ [55] para © £ 0.
Observe que as estruturas Kahler invariantes pertencem & esta classe, conforme afirma

a proposicao 1.6.6. Por outro lado, a métrica Cartan-Killing(normal) néo é (1, 2)-simplética

exceto na variedade F(3} [43].

Lema 3.2.1. Uma condigdo necessdrio e suficiente para um por invarionte (J,A) estar em

Wy @ Wsm Wi @ We®Wa é A= As = Ay ¥ {0, 3}-tripla {a, 5,7}
Demonstracdo: Ver [54] no caso © = e [55] para © # {. =

Note também que as métricas descritas por Arvanitoyeorgos [5] p.991, as métricas obtidas
por Senda e as apresentadas aqui no Capitulo 2 n8o sfo (1, 2)-simpléticas.

Mostraremos que as métricas de Arvanitoyeorgos scbre F{n), n > 4 ndo sao {1,2)-
sitnpléticas mas pertencem & classe W7 @ W;. O mesmo argumento pode ser aplicado, as

métricas obtidas por Senda e as obtidas aqui nas variedades maximais F(2m+1) e F(2m-+2).

Lema 3.2.2. Para quaiguer n > 4, as métricas de Arvanitoyeorgos sobre B{n) n > 4, ndo

sdo {1,2)- simpléticas.

Demonstracdo: Considere uma das métricas de Arvanitoyeorgos sobre F(n) n > 4. Uma
métrica invariante sobre uma variedade flag maximal é (1,2)-simplética se e somente se toda
{1, 2}-tripla de rafzes satisfizer(3.2).

Portanto se {o, 5,7} é uma tal tripla com v = —(a+ ) e €, = ¢5 por (3.2) devemos ter
Ay = An + Ag. Mas isto ndo ocorre, pois para tais métricas e para todo n > 4 em cada tripla
{Xa, Ag, Ay} temos pelo menos um par de valores iguals, digamos A, = Ag. Com relacio a

A, sabemos que este cumpre a seguinte relacio (Ver[5]p.991 e (2.4.1)):

Ay 2
i m 1 1 —— pRu———— > 4.
% , T ou 14 7 para todo n >4
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Portanto em nenhum dos casos vale a relagao
Sy = ZAq

O que encerra a demonstragio. B

Devemos mencionar que scbre a variedade F(3), a métrica normal é Einstein e {1,2)-
simplética [43], [50],[57], mas n8o é K&hler. Conforme veremos na Proposicdo 3.2.12, sobre
as variedades F(n) este é o tnico caso de métrica de Einstein, (1,2)-simplética e ndo-Kahler.

(s préximos resultados permitem obter informacdes, sobre o par invariante (A,J =
Jr), a partir de dados sobre {Ap, Jp). O préximo Lema serd utilizado na demonstragiio da
Proposicio 3.2.12. Existe um resultado andlogo quando M é ums variedade Ka&hler, ver

Teorema 3.1.2 ou [6].

Lema 3.2.3. Se (Ap,Jrp) ndo € (1,2)-simplético entdo (A; = Ap +1tAr,J) nao € (1,2)-
simplético em U/ K.

Demonstracdo:
Provaremos no caso em que 0 espago fotal € uma variedade flag maximal mas, ¢ mesmo
argumento se aplica aos flags parciais devido a (3.2).
Se (Ap, Jr) nio € (1, 2)-simplético entdo existe uma {1, 2}-tripla de raizes {a, 3,7} com
Ea =€ F €y €
Eata + €808 + €42y # 0.

0 lema 3.1.7 conclui a demonstracao. ™

O préximo resultado € um andlogo do anterior para a cutra classe de estruturas quase-

Hermitianas invariantes sobre variedades flags maximais.

Lema 3.2.4. Se (A—F; JF) Q W, @ W3 enide (At = Ag + tAr, J} §é Wi Wz em U/K

Demonstracdo:
Se (Ap, Jr) ¢ W1 ® W5 por [54], no caso maximal, e por [55] no caso de flags parciais
existe uma {0,3}-tripla de raizes {o, 5,7} com €, = eg = €, € Ay # Ag = A,. O lema 3.1.7

conclui a demonstragio. B
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(s préximos lemas serac importantes na demonstragao da Proposicdo 3.2.12.

Lema 3.2.5. Suponha que o e.q.c.i. Jg € integrdvel. Se (A, J) ndo é Kdhier entdo (Ap, Jr)

nao € Kdhler.

Demonstracdo: Observe que da particio (3.1} podemos concluir que todas as as métricas
invariantes de M séo obiidas pela variacio candmica Ay = Ap -+ fAp, ¢ > {. Portanto
devemos considerar as triplas formadas apenas por rafzes em {(S) s, ou formadas apenas por
rafzes em Iy \ (S}, pois do contrério, pela Definicio 3.0.3 se {a,8,v} é uma tripla de

rafzes da e.q.ci. J com, por exemplo, o, 3 € (S)yr e v € Hy \ () entdo
(N(Xa, Xp), JX,), =0

Segue dai que, Np, = Ny, + Nya,.. Pela hipdtese Ny == 0. Aldm disso Ny, = tNa, com
t>0

Portanto, se (A, J) ndo é Kéahler entdo {(Ar, Jr) ndo é Kahler. =

Lema 3.2.6. Suponhe que g e.q.c.i. Jg € integrdvel. Se (A, J) ¢ W; & W3 entdo (Ap,Jr) €
W, & Ws.

Demonsitracdo: Observe que da particdo (3.1) podemos concluir que todas as as métricas
invariantes de M sio obtidas pela variagfo candnica A; = Ap + tAp, ¢ > (. Portanto
devemos considerar as triplas formadas apenas por raizes em ($) s, ou formadas apenas por
rafzes em Tlzs \ {S)as, pois do contrdrio, pela Definicio 3.0.3 se {a, 8,7} é uma tripla de

raizes da e.q.c.l. J com, por exemplo, o, 8 € (S} e v € Il \ (S)as entéo
(N(Xa, X5), X,) . =0.

Segue dai que, Ny, = Npy + Ny, A classe W), @ W; é formada pelas estruturas que
aniquilam o tensor (V(X,Y"), X)4. Portanto se Jg ¢ integravel temos que N, = 0. Portanto

se a estrutura A; = Ap + {Ar nfo aniguila o tensor (N({X,Y), X )4 como (N(X,Y), X ) =
tHN(X,Y), X)ar, t > Oentdo, aestrutura (Ap, Jr) também néo aniquila o tensor (N{X,Y), X)4,.
=
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Conforme j4 mencionamos o grupo de Lie U denota a forma real compacta de um grupo de
Lie complexo e semi-simples . Agora apresentamos um resultado que é quase uma reciproca

para o Tecorema 3.1.1.

Proposicio 3.2.7. Sejam K C F C U grupos de Lie compactos com K subgrupo parabdlico
e F/{K --+» U/K — U/F a submerséo Riemanniana correspondente. Se o méirica A =

Ap + Ag, for Einstein entfo as méiricas Ar, Ap sGo, @ menos de escala, Einstein.

Demonstragdo: Uma métrica invariante em /K pode ser descrita como:

AU,/F(XC.«) 8e o € HM \ (S)M
AF[!K(X&} & o {S}M

Portanto a eguacdo de Einstein em U/K se decomp®e nos espacgos de raizes. Logo se a

A(Xa:’ =

métrica de U/K for Einstein as métricas de U/F e de F/K sBo também Einstein, a menos

de escala, devido a decomposicio acima. |

Agora aplicaremos os resultados acima e as {-fibractes em uma situagio especial. Con-
sidere G = SL{n+1,C), n > 3, a sua forma real compacta U = SU{n). K =
S(U(1) x --- x U(1)) o seu toro maximal e F = S{U{n — 1) x U(1)) um C-subgrupo.

Assim,

U/F = Cp*?

U/K = F(n)
F/K = Fln-1)

Neste caso, o conjunto das raizes simples de su{n) é Z = {o,an, ... 0n_1}. Portanto, o
conjunto S é dado por S =X\ {an-1} = {ai, 02,..., 002}

Desse modo, conforme (3.1.6), temos a seguinte C—fibracio associada a F(n):
F(n — 1) --» F{(n) — CP™ 1, (3.3)
Sobre CF™~! a tnica, a menos de escala, métrica de Einstein, U(n)-invariante é a métrica

Fubini-Study [62], e sabemos que esta métrica é Kihler-Einstein [40]. Este fato serd usado

logo a seguir na demonstracao da Proposigdo 3.2.12.
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A classificagio das métricas de Einstein sobre F{n) é conhecida apenas para n = 3, 4.
Fm F(3) uma classificacio das métricas de Einstein invariantes fol obtida por Kimura [34] e

por Arvanitoyeorgos!5] de forma independente.

Teorema 3.2.8. [34]/5]/0 espago SU{n)/S(U{ny) x Ulny) x Ulns)} edmite, o menos de

escala, precisamente 4 méiricas de Einstein wnvarianies.

(e) Ap=1n;+n2 Az =Ty + 20 + N3 Agz = g + Na,
(B Az = ny + ng + 2ng A3 = Mg+ g Azz = Mg + N3,
(¢) Mz =n1+ny Az = N1 + N3 Agz = 2n; + g + N3,
{d) Aig=mn1-+ng Az =73 + 13 Az == N2 + N3

As solucdes (a)-(c] sGo Kihler-Einstein e {d) € ndo-Kdhler. Se ny=ng =ng entdo (dj € a

métrica normal [57].

A classificagdo das métricas de Einstein invariantes sobre F{4) foi obtida por Sakane
fazendo uso de bases de Grobner [52]. Apresentamos abaixo uma classificagiio em F(4)

utilizando as C-fibragdes, a variagio candnica e parte do que fizemos até agui.

Lema 3.2.9. As tunicas méiricas de Einstein sobre F(4) sdo as méiricas Kihler-Finstein,

as métricas descritas por Arvanitoyeorgos e a métrica normal{ver Teorema 2.4.1).

Demonsiracdo: Suponha que A = () seja uma métrica de Einstein invariante em F(4).

Pela decomposicio (3.2) todas as méiricas invariantes de F(4) pertencem a variagio
candnica. Pelo Teorema 3.1.1 as métricas de Einstein sobre F(4) sdo da forma A; = Ap+iAp
comt=1ou t=cr/cg—cr onde Ap, Ap sBo métricas de Einstein respectivamente na base
e na fibra da submersdo Riemanniana (3.3). A {inica métrica de Einstein U(4)— invariante
sobre a base da C-fibragéo (3.3) é a métrica Fubini-Study [62] que alids é Kahler-Einstein [40].
Pelo Lema 3.2.5, a métrica A serd Kahler se, e somente se a métrica Ap for Kihler.

Por outro lado se a métrica da fibra F(3) for a métrica normal-Einstein ent3o a métrica
do espago total F(4) possuird dois blocos com cada um trés entradas iguais. Um dos blocos é
proveniente da métrica normal em F(3) o outro bloco € oriunde da finica métrica de Einstein

da base da fibracBo. Separando as entradas de uma métrica invariante em F(4) em dois
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blocos com 3 entradas cads, teremos exatamente 20 possibilidades para a montagem destes
blocos. Resolvendo a equagio de Einstein com estas restrices obteremos em cada uma das
20 possibilidades uma das métricas de Arvanitoyeorges ou a métrica normal. E isso encerra

a demonstracao.

Corolédrio 3.2.10. Paru cada k > 1 o espago U(4k)/U(k)* admite, a menos de escala,

ezatamente 17 métricas de Einstein invarientes.

Demonsiracdo: Pelo Teorema acima a variedade F(4) admite exatamente 17 métricas de
Einstein invariantes: 12 séo Kéhler, 4 s30 as métricas de Arvanitoyeorgos{ver Teorema 2.4.1}

e a métrica normal. O coroldrio agora € consegliéncia do Teorema 2.9.2. &

Lema 3.2.11. Sobre F(5) ndo eziste métrica de Finstein invarianie {1,2)-simplética néo-

Kdhler.

Demonstragdo: Suponha que em F(5) exista uma métrica de Einstein invariante (1, 2} —simpléti
néo-Kahler.

Pela Proposigao 3.2.7 a métrica invariante Ap seria Einstein sobre F(4), pelo Lema 3.2.3
ela seria {1, 2)— simplética e pelo Lema 3.2.5 ela também seria ndo-Kihler. O que contradiz

o Lema 3.2.9 e a classificagho obtida por Sakane [52]. =

Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.12. EmF(n), n > 4, se uma métrica de Finstein € invariante e (1, 2)— simplética,

entdo elo é Kdhler.

Demonstracdo:

Considere a C~fibracéo {3.3), pela Proposicio 3.1.4 as fibras sdo totalmente geodésicas.
A constante das métricas de Einstein da fibra ¢r sio positivas, pois cada fibra é uma variedade
flag de um grupo de Lie semi-simples [14]. Todas as métricas invariantes sobre F{n) sdo da
forma Ay = Ag + tAr [58]. Nestas condigdes, pelo Teorema (3.1.1) uma métrica invariante

Ay = Ag + tAp é Einstein quando Ag,Ar forem Einstein e t = 1 ou t = ¢p/cg ~ ¢p.
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Observe que a métrica U(n)-invariante de Einstein sobre a base da fibracio (3.3) é
K&hler [62], 0 que nos permite aplicar o Lema 3.2.5.

Procederemos por inducfo. Pelos Lemas (3.2.9) ¢ {3.2.11) podemos iniciar a indugo com
n = 6.

Suponha que, neste caso, exista uma métrica de Einstein invariante A que seja (1,2}-
simplética e nac-Kihler. Pelo Teorema 3.1.1 pelos Lemas 3.2.3, 3.2.5 ¢ a Proposicao 3.2.7 a
métrica invariante Ap, que € a restrigio de A 4 fibra F(5), seria Einstein, (I, 2)-simplética ¢
nao-Kahler o que contradiz o Lema 3.2.11.

Suponde valida a afirmacio para n = k temos que F{k) nao admite métrica de Einstein
invariante (1, 2)—simplética nio-Kahler. Provaremos agora que o Teorema continua vélido,
para nn = k + 1. Suponha o contrério, ou seja, suponha que F(k + 1) admita métrica de
Einstein invariante (1, 2}—simplética ndo-Kahler.

Assim pela Proposicac 3.2.7, e os Lemas 3.2.3 e 3.2.5 a métrica invariante Ap seria
Einstein, (1,2)—simplética e ndo-Kéhler sobre F(k). O que contradiz a hipGtese indutiva e

isso encerra a demonstragao. B

0 préximo resultado produz uma classificagdo das métricas de Einstein na variedade flag

cléssica.

Tecorema 3.2.13. Uma métrica de Einstein invariante sobre F(n), n > 4 € Kéhler ou

pertence o W1 & Ws.

Demonstracdo: Pela decomposigao 3.2 todas as métricas invariantes de F(n) pertencem
a variacio candnica. Pelo Teorema 3.1.1 as métricas de Einstein sobre F(n) sfio da forma
Ay = Ag+tAp comt = 1 ou ¢ = cpfecg — cp onde Apg, Ap sBo métricas de Einstein
respectivamente na base e na fibra da submersfc Riemanniana 3.3.

Procederemos por inducao. Para n = 4 este fato é uma conseqliéncia do Lema 3.2.9.
Suponha que a afirmagdo seja vélida para n = k, ou seja, sobre ¥F(k) uma métrica de
Einstein é Kahler ou pertence a W, & W,

Considere a fibragio F(k) --+ F(k + 1) — CP* ¢ a variacio candnica. A métrica em

CP* ¢ Kahler. Se o par invariante {Ar, Jr), na fibraciio acima, for integrivel e Einstein
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pelo Lema 3.2.5 a e.q.ci. J no espago total serd serd integrével. Sabemos que tal e.q.c.l
¢ Kshler admissivel{54] e por Matsushima [40] para esta e.q.c.i. existe uma tinica métrica
Kéhler-Einstein.

Por outro lado se o par invariante {Ag, Jr), na fibragdo acima, ¢ Einstein e pertence a
classe W1 & W; considere o fato da vinica métrica de Einstein U(k+ 1)-invariante ser Kahler,
pelo Lema 3.2.6 e o Teorema 3.1.1 podemos concluir que a estrutura {A, J) é Einstein e
aniquila o tensor (N (X,Y), X), portanto esta estrutura pertence a Wi & Wi.

Suspeitamos que o mesmo seja valido para outras veriedades flags maximais. A dificul-
dade em verificar essa suspeita, reside na falta de exemplos de métricas de Binstein nestes
espagos que nao estdo no caso Ay, e de uma classificagdo destas métricas sobre variedades flag.
Contudo, estamos trabalhando na tentativa de produzir exemplos de métricas de Einstein,

especificamente nas variedades flag dos grupos cléssicos.



CAPITULO 4

Estabilidade

Neste capitulo, definimos o funcional curvatura escalar total, também conhecido por fun-
cional de Einstein- Hilbert[58]. Mostraremos que os pontos criticos deste funcional [13},[49]
sao métricas de Einstein. Estudaremos assim, o problema de Einstein sob o ponto de vista
variacional. Apresentamos também as férmulas da primeira e da segunda variacdo e novos

resultados de estabilidade. Adotaremos a notacao de [9],[11] e [38].

4.7 Funcionais Riemannianos

Nesta segBo apresentaremos alguns resultados sobre funcionais Riemannianos [13],[11} e [27].
Ainda nesta secac estudaremos ¢ espago dos 2-tensores simétricos sobre M. Comecamos com

a definicio de funcional Riemannianc.

Definigdo 4.1.1. Sejam M uma variedade Riemanniena compacia orienteda e M o varie-
dade das métricas Riemannianas sobre M. Uma aplicacéo 1 : M — R € dita um funcional

Riemannianof11] se:

W(d*g) = ¥(g) para todo ¢ € D e para toda g € M. (4.1)

Na expressio acima 7 denota o grupo de difeomorfismos de M.
Em outras palavras se gy, go € M sfo métricas Riemannianas, de modo que (M, g) 8

isométrica a (M, g2) entdo, ¥{g) = ¥{gs).

77
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No que se segue o conjunto dos 2-tensores simétricos sobre uma variedade Riemanniana

M serd denotado por S{M).

Definicio 4.1.2. Um funcional Riemanniano ¢ diferencidvel, possue um grodiente em g €

M se existir a € S2(M) tal que, para todo h € S*(M),
1’}; = {a, h)g

Passeremos agora a apresentar algumas propriedades dos funcionais Riemannianos, comegamos
com a propriedade que retrata a invari@ncia destes funcionais pelo grupo de difeomorfismos

de M.
Lema 4.1.3. Se grady, € o gradiente em g de um funcional Riemanniano v, entdo
dogradi, = 0.

Demonstracao:
Sejam X um campo de vetores, e Lx a derivada de Lie[11] correspondente. Considere
os difeomorfismos associados a X, ¢'(t) = X{p(t}). Como ¥ é um funcional Riemanniano

{emos:

Yg*(t)g) = ¥{g)
Portanto: Z9(*(t)g) = Z4(g) = 0.
Em particular:
0 = grad(2*(0)g)¢™ (0)g =

= grady, X.g
= gradi, Lxg
= (gradiy, Lxg)
= (gradi,, 26:X)
= 2(bygradi,, X).

Como X é arbitrario temos o resultado. &
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4.2 O espago tangente T,M;

Passaremos agora a estudar o espago tangente a variedade das métricas Riemannianas, em
uma métrica g fixada. O entendimento deste espago é fundamental no estudo da natureza
dos pontos criticos dos funcionais Riemannianos, umsa vez que devemos buscar vetores varia-
cionanais neste espago.

Como M é um subconjunto aberto de $*(M) = {2-tensores simétricos sobre M}, temos
que TyM = S*(M). Aqui, e no que se segue, a divergéncia §, é a adjunta formal de gy [11].
% importante observar que a variedade das métricas com volume unitrio M;, ndo é um
subconjunto aberto de S*(M). Vamos analisar o espago tangente a variedade M; em uma
métrica Riemanniana g fixa.

Considere g{t) umas variagio de classe C? da métrica g, isto é,

gy eMi, Vi€ (—¢+g), ¢>0 g(0)=g eg(0)=
Conforme a tradigdo, aqui h serd chamado de vetor variacional. Algumas vezes, serd
chamado de perturbagdo.

Como g{t) € M;, podemos escrever 1 = {g(¢),g(¢)). Derivando em # = 0 obtemos,
0= 2{g'(0),4(0)) dai,

ToMy = {h € 8% (h,g) =0} (4.2)

O conjunto % admite varias decomposigbes dentre estas convém destacar.
Lema 4.2.1. ([10]) §% = Keré, & Imd;.

Demonstracao:

Considere 0, : 8*(M) — A*(M) conforme definido em [11]. Sabemos que 8% = Kerd, ©
(Kerd)* mas Im&; = (Kerdy)*. De fato VZ € Kerdy W € Imé; temos (Z,W) =
(Z,8:(a)) = (8(Z),0) = 0.

Provando assim o lema. -

Come T,M; C &2, podemos reescrever (4.2) da seguinte maneira

T,My = Imd, @ (Kerd; nn{h € 8% {h,g) = 0}).
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O préximo Lema diz que ao considerar perturbacoes, nfo devemos tomar o vetor varia-

cional em 7 mc?;.

Lema 4.2.2. Seja ¥ um funcional Riemanniano que é diferenciduel, pelo menos, até sequnda

ordem, entdo para toda g € M e para tode X € TM temos
W&, ) =0
Demonstracdo: Ver [11] ou [27]. &

Com isso basta considerar variacdes g(f) cujos vetores variacionais k cumpram a seguinte
condiggo:

he Kers, (1 {h e 8*M);{h g} =0} (4.3)

4.3 Primeira variacao

Considere uma variedade Riemanniana compacta,M o funcional curvatura escalar total é
o funcional que associa a cada métrica Riemanniana g sobre A, a integral da curvatura

escalar. Ele é também chamado de funcional de Einstein-Hilbert.

gEM—=T(g)= j/ S, dy, (4.4
M
Portanto o funcional T é uma aplicagéo,

T M — R
g — T(g)mf S,dy,
M

O Teorema seguinte, devido a D. Hilbert [32], justifica o interesse pelos pontos criticos

deste funcional.

Teorema 4.3.1. (D. Hilbert [38])Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta, oTi-

entdvel, entdo as métricas de Einstein, sdo precisamente os pontos criticos de T restrito &

M.
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Em geral, ¢ tecnicamente dificil encontrar pontos criticos deste funcional. As dificul-
dades residem no fato da dimensio da variedade das métricas Riemannianas M, ser infinita.
Chamaremos de M, a variedade das métricas Riemannianas de volurne unitario. Designare-
mos por MY, o subconjunto de M, formado pelas métricas G- invarientes. O “Principio da
Criticalidade Simétrica”de Palais [49], fornece uma versdo do teorema acima em dimensfo

finita.

Teorema 4.3.2. (R. Palaisf/{9]) Sejom M = G/H wma variedade Riemanniana homogénea
e M — R um funcional Riemanniano. Dencte por ¥ = {pe M;gp=p Vg& G}. Se

p € L € um ponto critico de e;b}z, entdo p € ponto critico de .
Demonstracdo: Ver [49]. B

Como conseqiiéncia dos Teoremas acima temos o seguinte,

Teorema 4.3.3. Uma méirica g € MY € uma méirica de Einstein se e somenie se g €
1 g

£1) el
ponto critico d ] M

Demonsitragdo:

Inicialmente observe que se g € MY é uma métrica de Einstein entio pelo Teorema de
Hilbert 4.3.1, g € ponto critico de 7.

Reciprocamente, se g € ponto critico de T| ME entdo pelo “Principio da Criticalidade
Simétrica” de Palais 4.3.2 g € ponto critico de T, pois basta tomar no Teorema(4.3.2) M =
M, v=TeZ=MF B

Apés a discussaoc acima comegaremoes o estudo do fendmeno da estabilidade do Funcional
de Einstein-Hilbert(4.4).
Comecamos obtendo as chamadas equagtes de Euler-Lagrange do problema.

Considere o Funcional de Einstein-Hilbert(4.4):

f Sqvg

Além disso, considere também uma variagdo de classe pelo menos C°  g(f) da métrica

Riemanniana g, com g{0) = g e ¢'(t)|,_, = .
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Seguiremos a notagio de Berger [9], por esta razdo escreveremos p para significar o tensor
de Ricci.

Mostraremos neste primeiro momento gue os pontos criticos de T restritc 4s méfricas
de volume unitario sdo de Einstein. Este fato, além de fornecer um demonstracio para o
Teorema(4.3.1) serd o ponto de partida para obtermos na préxima secdo o indice de um
ponto critico deste funcional.

Considere o produto internc global {9],

@b = [ @ (45)
Considere,

T(g(t)) = f S daf,

T(e®) = [ Swomer+ [ S
- f Ah + 661 — (hlo)vgy
M
1
+ /Sg(z}'éf(hig)nug(t}
M
= f (Aﬁ+55h—(hlp)!1) Yot
M
1
+ 5/ (BSsn9(t)) vem
M

= %(h, Spgt} + (AR, 1)
+ (66R, 1) — {(hlogw) » 1)-

Mas pelo Teorema de Green [56], (Ah, 1) = 0 e pelas restrigdes ao vetor variacional & (4.3) (66h, 1) =
0.
Portanto,

766 = (m Fat) = (b pyo) ). (46)
Logo para { =0,

T'(9))-h = (1,329 — pg).
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Do exposto acima podemos escrever,

%

gradl, = 5

g — Py (4.7}

O método dos multiplicadores de Lagrange[9], nos diz que g € critica se, e somente se existir

um A € R tal que

gradTy = Ag. (4.8)
Contraindo os tensores, com relacdo a g, da igualdade tensorial(4.7) ficamos com
S,n
m%m ~ 8, = An.
Portanto,
5= Sy{n —2)
n

Finalmente, substituindo o valor de A em {4.7), obtemos:

Logo,
p= =g (4.9)
Conforme afirmamos, os pontos criticos do funcional T restrito a variedade das métricas

de volume unitdrio sfo métricas de Einstein. A equagdo (4.9) é também conhecida como

equacdo de Euler-Lagrange do funcional de Einstein-Hilbert.

Exemplo 4.3.4. Em uma variedade tri-dimensional nem toda méirica Riemanniana € de
Finstein. Além do mais existem variedades que ndo admitem nenhuma métrice de Einstein.
De fato, neste caso uma méirica € de Einstein se e somente se a curvatura seccional K
for constante [35]. Um exemple de variedade tri-dimensional que ndo admite méirica de

Einstein (invariante ou ndo) é M = S* x 5%

Exemplo 4.3.5. A variedade G = SL(2,R) ndo admite métrica de Finstein invariante.
De fato, neste caso uma métrica de Einstein possui necessariamente curvatura seccional
constante. Mas a variedade acima ndo admite métrica invariante com curvetura constante
K > 0, pois o teorema de Bonnet-Myers implicaria gue M £ compacta. Se K < 0 um

teorema de Milnor [{2] diz gue sob estas hipdieses o grupo de Lie G seria solivel.
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Exemplo 4.3.8. Mesmo quando M € homogéneq, compacta e simplesmente coneza, a e-
zisténcia de uma métrica de Einstein, e portanto de wm ponio critico do funcional de
Einstein-Hilberi, mesmo invariante, ndo esid garantida conforme foi mostrado em (/58]

ver também [16]).

4.4 Segunda variacao

Nesta se¢ao, apresentaremos a férmula da segunda variagdo do funcional de Einstein-Hilbert.

O objetivo é determinar o indice deste funcional.
Na secdo anterior obtivemos as equacgbes de Euler-Lagrange do funcional de Einstein-

Hilbert, agora usaremos a equagio {4.6) para obter a segunda variacdo deste funcional.

Teorema 4.4.1. Se g € uma métrica de Einsiein sobre a variedade compacta, orientdvel M

entao,
it — 1 T2 S T 12 S 2 1
T'(0) = —[lGhIP = SSIAIP + Z[Af ~ 5(h, Ash). (410
Nag expressde acima ¢ operador

Ap: SYUM) — SHM)
B = Ap(k) =V V(h) + R(h)

é o Laplaciano de Lichnerowicz [9] e [38],.

VV(R) =~ V.,V (h), (4.11)

& o Laplaciano da conexdo[10].

R(R) = Z(Pazhfb + poifg) — 2 Z Ropph™ (4.12)
{ Lp
¢ o operador de curvatura [9]. R € o tensor de curvatura,

Rxy = [Vx,Vy] - Vixy {4.13)

e finalmenie h= irgh.
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Demonstracdao:
Mais uma vez considere o produto inferno global (4.5).

Foi visto que

s

7

T'(2) = (ald), —=g(2) — p())

= j; (h{z}]%lg(f}j 710

- J;; (o) v

Portanto,

T(t) j;{ hit) Igg—g(ﬁ ) Vgt)

(
- o)
(R()1p(8)) o)

f (R0 1(®)) e

gx.

Desenvolvendo a expressdo acima obtemos:

o) = [ {(rerew) + (neiZ2) + (neis) -2 (s Xoin) e

- (h@ﬁ( Dot 1o}

- [ ) o + GO 1
1
— 20RO v — 5 | (BO16L2) (1) v

Podemos simplificar mais a expressio acima, usando essencialmente que g é ponto critico, e

obter:
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()

ST ETS

(!z’(i)é%?g(?}} Va(s)

(RlAR)S®)) w0

...§u

(Ri(60h)g(t)) vy
()] (A(8)p(8)) 9(2)) Yoy
(B(2) R () Vo

+
S

Af

_.}..
ST ETSET
e

.

R (t)le(e)) Yo(e)

i~

h()| AR} Yg(1)

B bt DO e
SRS

(R(2}|26"0h) vy

(h(t) |H ess;{z) Vatt)

|
B ]
—_—

Usando o fato de g ser Einstein, as expressbes para as derivadas de p(t) = p(g(£)), St} =

S(g(t)) e v{t) = vy para t =0 [9], a condigho (4.3) ¢ (Hess)” = §§ [9] ficamos com:

T'(0) = f (#'(0) f hiﬁh> Vg
- j;g h;g) vy + f (hR) v

- f; (K Olp) v~ 5 j/; (hlALR) v,

Usando mais uma vez ¢ produto interno global (4.5)
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T'0) = w—é{&,ﬂgh)n‘»%(h,é}
+ % ij (k) 5,
%) e
Logo,
TO) = «——%{h}ﬁg}z}—%g(h?h}
+ % fw (ﬁ;(ﬁ?z)%) vy
_ %Hﬁi%z- (4.14)

Mas, pela definigio de {-,-} ver [9] e pelo Teorema de Stokes [56] temos,

J (rahg)v, = [ @b,
- j;, (dhldR) v,

lldh)?. (4.15)

Substituinde (4.15) em (4.14), obtemos a demonstracio do Teorema.

T(0) = Lkl ~ SR + 2 Ihl7 — 3 (bl (216
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4.5 Indice de uma métrica de Einstein

Apresentaremos nossos resultados sobre estabilidade, das métricas de Einstein invariantes

sobre variedades flags. Comecamos com a definicio de estabilidade de um funcional.

Definicdo 4.5.1. Sejam ¢: M — R um funcional de classe pelo menos C? ep € M um
ponto critico de ¢. Dizemos que ¢ € estével em p se, e somenie se pare foda variacdo g(t)

com g(0) =p

d*¢(g(1))
WIM > 0. (4.17)

Agora apresentamos a definicio de perturbacio invarianie.

Definiggo 4.5.2. Uma perturbacdo invarianie de uma métrica Riemaenniana g € um Z-tensor

simétrico invariante h gque satisfaz (4.3).

Um tensor invariante & sempre satisfaz a condigioe §,h = 0, para toda métrica invariante
sobre Fg. Observe que, se h € um 2-tensor invariante sobre uma variedade flag entéo, para

toda métrica invariante g,
Sohley) = > Ve hlea, ea) =0.
7

O espaco das perturbagoes invariantes de uma métrica invariante g serd denctado por
Ze. Aqui estamos cometendo um abuso de notagdo. Na verdade uma perturbaciio de uma
métrica invariante g é uma famflia de métricas g{t), sendo cada uma delas de classe pelo

menos C? e satisfazendo:

gtyeM: g0)=g d|_,=h

Quando nos referirmos a uma perturbacho invariante, estaremos nos referinde a toda e
qualquer familia de métricas de classe C? que satisfaca(4.5) e cujo vetor variacional pertenca
& Z,.

Corm isso, a Definig8o 4.5.1 fica restrita as perturbacfes invariantes, o que é natural uma

vez que estamos estudando a geometria invariante das variedades flag.
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Quando consideramos perturbagdes invariantes, o indice do Funcional de Einstein-Hilbert
depende apenas do sinal da curvatura escalar, ou equivalentemente, do sinal da constante
de Einstein.

fiste é um dos resultados principais deste capitulo.

Teorema 4.5.3. Sejo g ume

3

éirica de Finstein invarionie sobre Fg entdo para toda per-

{12,

H H

turbacdo invariante, 77(0) =

3ln

Demonsitracdo: Seja ¢ uma métrica de Einstein invariante, se o é um 2-tensor simétrico
invariante sobre M a férmula da segunda variagio do funcional! de Einstein-Hilbert 7 nos

diz que :
T"(0) = —3{Dph, h) + S{|AIP — SR + LdAi®.

As hipéteses sobre g e f e o fato de Vol (M) = 1 implicam que:

0={(h,g)= / (h,g)dv, = f trohdy, = troh = h. (4.18)
M M
Por outro lado a invaridncia de h, acarreta:
(ALh)waa = ~VVehga T Pachip + Pwaeh; =~ 2Rse —ach™
Ainda pela invaridncia de A temos V h_oe = 0.
Agora pela invaridncia do tensor de Ricci p e do vetor variacional k temos,

Pae =10, amenosque a+e=0
e
ht, =10, a menosque Q=€
Ou seja, pach®, = 0, ¢ 2 mesma conclusdo é valida para o outro termo envolvendo o tensor
de Riccl.

Com as condices acima, por (4.13) e pela Proposicdo 1.7.1 temos,
Boenor = ({VXana; vXCX—a] >X5> - {vﬁmee]X——a, Xa)

Este termo é sempre nulo, exceto quando
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E=a € o=~
ou
€= —& 2 o=

Mas, observe que por {4.13) Foaa —o = 0 & Ry —pae = 0.

As igualdades acima e {4.18) encerram a demonstracio. =

(O Teorema acima pode ser enunciado de uma forma um pouco mais geral. Defina o

conjunto das deformacSes infinitesimais de uma métrica de Einstein g como:
g, ={h €S E(h)=0, 6,h=0 e f trohu, = 0}.
M
{Onds,
E: M; — Sg
g =~ Blg)=p— 5599

é chamado de o operador de Einstein[11].

Denotaremos o conjunto das deformages infinitesimais de uma métrica de Einstein g por

e(g).

M. Berger e D. Ebin [10] provaram o seguinte Teorema:

Teorema 4.5.4. Um 2-tensor simétrico h é uma deformacdo infinitesimal da métrica de

Einstein g se, e somente se h for solugao das sequintes equagées:
Drh=0, §h=0 e trgh=0. (4.19)

Demonstragdo: Ver [10] ou [11]. &

Observe que pelo Teorema 4.5.3, pela identidade (4.18) e por (4.3} o conjunto das per-
turbagOes invariantes, 7, C &,.

Observe que se uma variedade Riemanniana admitir apenas métricas de Einstein invari-
antes com curvatura escalar nac-negativa, em particular, ela admite apenas constante de
Einstein ndoc-negativa, a expressio dada pelo Teorema 4.5.3 permite afirmar que todas as
métricas de Einstein invariantes so estdveis. E o que acontece com as variedades flag de

grupos de Lie semi-simples.
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Teorema 4.5.5. (5. Bochner)Se M = U/K ¢ uma variedade compacta homogénes de um
grupo de Lie semi-simples, entdo toda métrica de Finsiein invarianie possyi curvalurg escelar

positivg

Demonstracdo: Ver [14] Teorema 8. ®

A combinacac do Teorema 4.5.5 com o Teorema 4.5.3 permite afirmar que:

Teorema 4.5.6. Seja M = U/K uma variedode flag entio toda métrica de Einstein invari-

ante € estdvel.

Demonsiracdo:
Vimos no Teorema 4.5.3 que a estabilidade de uma métrica de Einstein invariante sobre
uma variedade flag de uin grupo de Lie semi-simples depende apenas do sinal da curvatura

escalar. O resultado agora € conseqiiéncia do Teorema 4.5.5. -
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