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Modelos Nao-Lineares para Analise de Dados Longitudinais

Capitulo I - Dados Longitudinais

1.1. Introducao

Entende-se por dados longitudinais no sentido amplo, conjuntos de observacdes
onde uma ou mais variaveis sio medidas mais de uma vez em cada uma das unidades
amostrais (por exemplo, pessoas, animais, ou planfas). As variaveis de interesse sio medidas
ao longo de uma dimensdo especifica, como por exemplo o tempo. Esta definigio abrange
dados provenientes de diversos tipos de estudos. Alguns exemplos sdo: registros de sinais
captados em aparelhos de eletrocardiograma; ensaios clinicos para investigar a reagéo de
pacientes contaminados por alguma doenga sob diferentes dosagens de um medicamento,
comparagio da influéncia de diferentes tipos de ragio no ganho de peso de animais; estudos
do crescimento humano, medido pela altura em varias idades para comparacdo da evolugio
do crescimento de pessoas de diferentes paises.

Embora as variaveis possam ser medidas ao longo de uma dimens#io qualquer, como
distdncia de um ponto no espago ou dosagens de uma vacina, usaremos, sem perda de
generalidade, o tempo como dimensdo de interesse, H4 algumas especificidades no tipo de
dado que sera considerado neste trabalho:

i. a origem do tempo é defimda em relagdo a algum evento, como por exemplo, a
hospitalizagdo do paciente, nascimento, etc.;

ii. os tempos onde as caracteristicas serdo medidas sio fixados antecipadamente. Exemplo:
em estudos de crescimento, medir a altura uma vez por ano na data do aniversario;

iii. em geral, os dados deverdo ser balanceados e completos com relagdo ao tempo, isto é,
todas as unidades de investigagdo deverfo ser planejadas e efetivamente observadas nas
mesmas ocasides. Exemplo: pesar todos os animais a cada 15 dias, medir a altura de cada

crianca nas respectivas datas de aniversario;



fv. apenas uma variavel resposta sera considerada em cada vez (respostas unidimensionais);
a variavel resposta deve ser continua (por exemplo, pressiio arterial, peso, altura, etc.) e
assume-se, em geral, que as observagdes realizadas em uma mesma unidade amostral tém
distribuigho Normal Multivariada. A seguir apresentamos um exemplo onde os dados sdo

como especificados em (i-iv).

Exemplo 1: Na EMBRAPA (Sdo Carlos -SP) foi realizado um estudo com o objetivo de
avaliar dois tipos de pasto como sendo adequados a alimentagdo de vacas da raga Charolesa.
No total, fizeram parte da amostra 20 animais subdivididos em dois grupos de 10, sendo que
cada grupo foi alimentado com um tipo de pasto (A ou B). A variavel observada foi o ganho
de peso com relagéo ao peso inicial (em kg), sendo que todos os animais foram pesados nas

mesmas idades (em meses). Os resultados s&o apresentados na tabela e no grafico a seguir.

Tabela 1.1 Ganho de peso relative de vacas Charolesas (peso/ peso ao nascer) por

idade (em meses).

44 203 600 707 952

1 0

2 0 40 332 7.10 735 10.32 11.10
3 0 42 5.93 5.79 8.43 9.62 12.95
4 0 39 3.67 7.26 7.00 10.59 11.61
5 0 46 4.33 7.50 9.11 10.20 10.43
6 0 45 4.53 7.40 8.65 10.47 10.73
7 0 35 4.89 9.11 10.77 12.63 12.69
8 0 40 4.60 8.52 10.10 11.20 11.57
9 0 56 3.68 5.84 7.20 9.43 8.89
10 0 48 4.19 7.08 8.75 10.00 9.35
11 1 30 4.50 8.27 9.27 14.60 13.93
12 1 36 2.86 6.17 7.00 10.61 10.61
13 1 53 2.53 4.72 575 8.77 9.15
14 1 47 3.64 6.08 7.36 9.70 10.34
15 1 40 4.10 7.42 71.55 10.30 11.80
16 1 50 3.74 5.84 5.94 7.74 3.74
17 1 40 4.20 6.90 7.40 9.90 11.15
18 1 35 4.03 7.00 8.14 12.43 15.26
19 1 40 3.27 1.27 9.40 11.65 11.32
20 1 40 4.92 8.00 10.90 13.97 14.50




Grafico 1.1 Ganho de peso relativo (peso/ peso ao nascer) por idade
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Conforme se pode observar, no exemplo acima os dados sdo balanceados e
completos. O estudo foi planejado para que todos os bois fossem pesados com as mesmas
idades e todas as observacdes foram efetivamente coletadas de acordo com este
planejamento. Apesar do modelo geral proposto neste estudo ser adequado a dados com
estas caracteristicas, conforme sera visto no Capitulo 1V, ha casos em que serdo permitidos
dados nao-balanceados e/ou incompletos.

Em geral, o objetivo da analise de dados longitudinais ¢ entender o comportamento
das variaveis ao longo do tempo bem como comparar a influéncia de diferentes tipos de
tratamentos (por exemplo: tipos de pasto) medida, freqiientemente, sobre diferentes grupos
(por exemplo: sexo, raga). Considerando estes objetivos e as caracteristicas (i-iv), serdo

tratados aqui dados do tipo dos exemplos do ganho de peso de bois (Exemplo 1) e do

crescimento humano, citado no primeiro paragrafo deste capitulo.

1.2. Analise de Dados Longitudinais através do Ajuste de Curvas

As técnicas de analise usualmente empregadas procuram descrever o comportamento
da variavel de interesse em fun¢do do tempo, através de curvas, e comparar efeitos de

tratamentos através da comparagdo dos parametros das respectivas curvas. Assim, se na
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realizagio de um experimento onde o objetivo é comparar dois tipos de pastos para animais
ajusta-se uma reta para cada um dos grupos, a diferenga entre os dois tratamentos pode ser
avaliada através das diferencas entre os dois coeficientes angulares e lineares. Além disso, o
ajuste de curvas possibilita fazer previsGes para o comportamento médio da resposta ao
longo do tempo, utilizando, em geral, poucos pardmetros. A metodologia de ajuste de
curvas € conhecida como Analise de Curvas de Crescimento.

A anilise pode ser feita comparando-se curvas individuais ou curvas médias.
Normalmente considera-se as observagbes feitas em individuos sob o mesmo tratamento
como repetigdes ajustando-se o modelo para a média. Este € 0 caso dos modelos propostos
por Potthoff e Roy (1964) e Gosh, Grizzle e Sen (1973), que utilizam técnicas de Analise de
Varidncia Multivariada. Ambos procuram descrever 0 comportamento da variavel resposta
através de modelos lineares. O primeiro € o principal ponto de referéncia para o ajuste de
curvas de crescimento através de métodos multivariados (ver por exemplo, Singer (1977)) e
o tltimo utiliza métodos ndo-paramétricos.

O ajuste de curvas individuais, apesar de atraente pela possibilidade de acesso a
dindmica individual de crescimento, torna-se bastante mais complicado pela irregularidade
das curvas. Neste caso 0s modelos adequados sdo freqilentemente nio-lineares. No entanto,
esta € apenas uma das situagdes em que o uso de modelos ndo-lineares em dados
longitudinais torna-se apropriado. Mesmo no caso do ajuste de curvas médias, ha situagdes
em que o uso de fungdes ndo lineares dos pardmetros proporciona um ajuste mais adequado
aos dados, tanto do ponto de vista descritivo, quanto no que diz respeito 4 interpretagéo dos
parametros. Os modeios sdo construidos a partir de algum conhecimento que se tenha do
fendmeno, de forma que geralmente ndo s&c polindmios e os pardmetros tém significado
relacionado com o assunto estudado. Estas situagOes sdo encontradas com freqiiéncia em
biologia, engenharia, agronomia, economia, etc. Exemplos tipicos de aplicagio de modelos
de crescimento ndo-lineares ocorrem em estudos do crescimento humano, de animais ou
plantas.

Ha outros tipos de modelos ndo-lineares encontrados na literatura, como por
exemplo os chamados “Compartmental models” (ver por exemplo, Seber ¢ Wild, 1989,
pag.367). No entanto estes € outros modelos que nfio sio em geral empregados em dados

longitudinais, ndo serdo de interesse para este trabatho.
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De uma maneira geral, consideraremos que uma variavel resposta de interesse pode
ser explicada por uma fun¢do deterministica comum a todos os individuos, € por uma parte
aleatoria. Neste estudo, a fungdo deterministica sera um modelo de crescimento nio-linear
em relagdo aos parametros, conforme sera descrito no Capitulo II

A parte aleatoria sera alvo de interesse especial devido a sua importincia na
estimagdo dos pardmetros. A maioria dos trabalhos existentes sobre o ajuste de modelos
ndo-lineares tem como hipotese basica residuos independentes, normalmente distribuidos,
com varidncias constantes. No entanto, a situagio encontrada em dados longitudinais €
aquela onde as medidas sdo feitas em um mesmo individuo, razéo pela qual espera-se que
haja correlagdio entre elas. Além disso, é comum a situagdo em que as varidncias ndo sdo
constanies no tempo.

Uma das razdes para que a maioria dos trabalhos ignore esta possivel dependéncia é
simples: a estimagdo dos parametros torna-se mais facil, podendo ser feita pelo Meétodo de
Minimos Quadrados Ordinartos, através de subrotinas disponiveis em pacotes estatisticos.

No caso de se ufilizar outras estruturas de covaridncia, os métodos de estimagio
mais utilizados sdc os de Minimos Quadrados Generalizados ¢ o de Maxima
Verossimilhanga. Devido a necessidade de se estimar a matriz de covaridncia, estes métodos

tornam-se mais complicados computacionalmente que o de Minimos Quadrados Ordinarnios.

1.3. Revisdo da Literatura

Conforme dito anteriormente, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura sobre
o ajuste de modelos de crescimento a dados longitudinais supde observacdes nio-
correlacionadas e varidncias constantes com relagdo ao tempo. Alguns exemplos sdo Nelder
(1961) , Day (1966) ¢ Preece ¢ Baines (1978).

Day e Nelder descrevem o ajuste de familias de curvas exponenciais. Ambos utilizam
0 Método de Minimos Quadrados Ordinarios. Nelder utiliza ainda um método que se baseia
em aproximagdes graficas para obter estimativas iniciais para os pardmetros. Entre as
hipdteses necessarias a aplicacdo do metodo estd a suposigio de que as observagdes

medidas em diferentes tempos tenham sido feitas em unidades experimentais diferentes. Para
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observagdes tomadas sobre uma mesma unidade experimental, a Ginica observagio feita pelo
autor € que se a varidncia permanecer constante, o método fornece bons resuitados. Nio ha
comentario sobre a eficiéncia do método na presenca de correlagio entre as observagdes. O
método utilizado por Nelder permite que os tempos em que as observagdes sio medidas nio
sejam igualmente espagados.

Preece ¢ Bames (1978) desenvolveram um trabaltho voltado para o ajuste de curvas
que explicassem o crescimento humano, medido através da altura. Embora os autores
tenham tomado como base dados provenientes de um estudo longitudinal, supbSem
independéncia entre as observagdes. Segundo Berkey (1982), esta suposigiio ¢ acettavel
devido ao grande espago de tempo decorrido entre as medidas.

Ainda tratando do ajuste de curvas a dados de crescimento humano, alguns autores
assumem residuos com uma estrutura de processos auto-regressivos de primeira ordem.
Destacamos em particular, os trabalhos de Glasbey (1979) ¢ Bock e Thiessen (1980).
Ambos tém a preocupagdio com o ajuste de curvas individuais. No entanto, a metodologia
utilizada supSe séries individuais mais longas do que as normalmente encontradas em dados
longttudinais. No trabalho de Glasbey, por exemplo, o numero de observagdes por individuo
¢ bem grande (da ordem de 40).

Glasbey emprega o modelo logistico. Os pardmetros sdio estimados por maxima
verossimilhanga, sendo que os métodos iterativos utilizados sfo os de Newton e Gauss. No
mesmo trabalho, Glasbey apresenta uma generalizagdo para o caso em que as medidas nfo
sdo equiespagadas no tempo.

No trabalho de Bock e Thiessen, o modelo ajustado € o triplo-logistico, soma de trés
fungbes logisticas. Os autores discutem o procedimento de ajuste sob trés hipoteses:
residuos ndo correlacionados, estrutura geral de covaridncia e residuos com estrutura de
covaridncia auto-regressiva de primeira ordem. Ao final, apresentam um método para o caso
de dados incompletos.

Utilizando estrutura de modelos de efeitos aleatorios para a matriz de covaridncia, ha
artigos recentes como os de Vonesh e Carter (1992) e Vonesh (1993), além de outros
autores como Lindstrom e Bates (1990) e Sheiner e Beal (1980), que serfio tratados com

mais detalhe na Secgfio 4.3. Ha ainda outros artigos na literatura que nio serio discutidos por
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abordarem o assunto sob o enfoque Bayesiano (ver, por exemplo, Berkey, 1982, ou Racine-
Poon, 1983),

Neste trabalho, trataremos do ajuste de modelos nfo-lineares a dados longitudinais,
concentrando em alguns modelos de crescimento encontrados na literatura ¢ levando em
conta algumas das estruturas de covaridncia mais comumente utilizadas nesta édrea.
Ressaltamos, no entanto, que a teoria descrita aplica-se a qualquer modelo nfo-linear que
satisfaca determinadas condigdes de regularidade (ver Secio 3.1.2). Além disso, embora o
modelo geral proposto seja adequado a dados balanceados, completos e igualmente
espagados, este modelo podera ser estendido a outros tipos de dados, dependendo da
estrutura de covariéncia assumida.

No Capitulo II ha uma breve descrigdo dos modelos utilizados para a média e para a
matriz de covariancia.

O método de estimacio dos pardmetros utilizado é o de Minimos Quadrados. Como
as equacbes resultantes sfo ndo-lineares, sdo necessarios procedimentos iterativos para
soluciona-las. No caso, utiliza-se os algoritmos de Newton e Gauss-Newton. Estes
procedimentos, bem como os métodos de estimac#o e testes de hipoteses estfio descritos no
Capitulo HIL

No Capitule XV especificamos os métodos de estimagfio para os casos de estruturas
especiais de covaridncia.

No Capitulo V ¢ feita uma aplicagio dos modelos estudados em um exemplo

pratico.

14



Capitulo II - Modelos Nio-Lineares para o Vetor de Médias com

Estruturas Especiais para a Matriz de Covariincia

2.1. O Modelo Geral

Considere a situagdo geral em que o objetivo do estudo € analisar o comportamento
de uma variavel ao longo do tempo. Considere ainda que se dispde de uma amostra de n
individuos submetidos a M tratamentos, onde a variavel de interesse é medida nos mesmos p

pontos no tempo para todos os individuos.

O modelo a ser ajustado tera a seguinte forma:

yi=f(X, Ag, (1)+81,i=1,...., n, (2.1)
onde y; = (¥i1, Yiz, voovn.n- , Vo) € 0 vetor (p x 1) das observagées do i-€simo individuo,
a=(0ty, Oz, ... , o) ¢é o vetor (rx1) de parfimetros de locagdio; A; é a matriz (k x 1) que

pardmetros para cada tratamento e r o ndmero total de pardmetros; X=(x;, X, ........ LX) é
uma matriz {p x w) de variaveis regressoras sendo w o nimero de varidveis regressoras; f ¢
uma fun¢do ndo-linear de o com forma conhecida; & = {(€a, €2, .......- , Eip), €S vetores
aleatorios independentes com média 0 e covaridncia X,

Em geral, trabalharemos somente com uma variavel regressora (w=1). Assim, em
lugar da matriz X estaremos considerando um vetor Xgx) de tempos. Como em geral o
modelo serd adequado a dados balanceados e completos, a matriz Z € definida como sendo a
mesma para todos os individuos. Nos casos em que for possivel a aplicagdo a dados ndo-
balanceados, este fato sera ressaltado e a notagio sera adequada. Ainda com relagdo a
matriz de covaridncia X, esta podera assumir qualquer das estruturas especiais que seréo

descritas na Secfo 2.3, dependendo da sua adequagio ao problema.
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Este modelo, bem como a teoria de estimagio e testes de hipoteses utilizados neste
trabalho sio adaptagtes de modelos de regressdo ndo-linear. Neste contexto, da mesma
forma que em regressdo linear, a literatura (ver por exemplo, Seber ¢ Wild, 1989) trata de
modelos de regressio univariados e multivariados.

Neste trabalho, em geral estaremos trabalhando com uma adaptagio dos modelos de
regressdo ndo-linear multivariados. Isto significa que, em lugar de termos p varidveis
resposta para cada individuo, estaremos trabalhando com p medidas da mesma variavel ao
longo do tempo. Além disso, como o modelo é balanceado, os p valores assumidos pelo
vetor Xgy) $80 0os mesmos para todos os individuos, o que em geral n&o ocorre nos modelos
de regressdo. Em regressdo ndo-linear, estas n repetigdes dos mesmos p pontos seriam
replicagdes de um mesmo desenho experimental.

Outra diferenca entre alguns modelos de regresséo ndo-linear e (2.1) diz respeito a
fun¢iio f. Neste trabalho, f é 2 mesma para todos os individuos, podendo haver diferenga
apenas nos valores dos pardmetros (por exemplo, para individuos submetidos a diferentes
tratamentos). Em regressio nfo-linear, as p vanaveis resposta podem ser descritas por

diferentes fungdes f.

2.2 Modelos Nio-Lineares para o Vetor de Médias

Considerando-se a modelagem de dados de crescimento, pode-se dizer que existem
dois enfoques sob os quais os autores buscam o modelo mais adequado aos dados: a
modelagem empirica ¢ a modelagem na qual os modelos s&o deduzidos a partir do fenémeno
que gera os dados. Os modelos polinomiais sio em geral propostos de forma empirica com
o objetivo de descrever as observagdes, sem compromisso com o fendmeno que gera os
dados. Estes modelos podem ser uma boa opcio quando as informagdes forem coletadas
durante um periodo limitado do processo de crescimento. No entanto, ndo incorporam
informagdes previamente conhecidas, como por exemplo, em estudos de crescimento
humano a estabilizagdo da taxa de crescimento a partir de uma certa idade.

Em contrapartida, os modelos nfo-lineares costumam Ser propostos sob o enfoque

que incorpora informagdes sobre o processo de crescimento. Além de possibilitarem uma
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melhor caracterizagido da vanavel resposta, modelos ndo-lineares t8m como vantagem um
menor nimero de pardmetros a estimar, s¢ comparados com os modelos polinomiais. O
leitor interessado em maiores detalhes sobre a origem dos modelos nfo-lineares de
crescimento pode consultar Sandland (1983) ou Ratkowsky (1983).

A seguir apresentaremos alguns modelos ndo-lineares de crescimento que s3o
utilizados em dados longitudinais.

Suponha uma situacfio em que & taxa de mudanca no tamanho f de um organismo em
fun¢do do tempo seja proporcional ao seu valor. Neste caso temos a seguinte equagio

diferencial:

df _

i f, (2.2)
que resulta no modelo

J (%)= exp [x(x-1)], (2.3)

onde x= tempo, e k € a constante de proporcionalidade que estabelece a relagdc entre a taxa

de crescimento e f. Observe que para x>0 o crescimento € ilimitado, o que no ¢ a situagio
mais usual em estudos de crescimento. Em geral, espera-se que a taxa de crescimento

estabilize com o tempo. Uma forma de satisfazer esta condig¢do seria incorporar na equagio
a existéncia de um tamanho final # e supor a taxa de crescimento proporcional a diferenca

entre S e o tamanho atual:

b _ )
" k(B- 1), (2.4)

para algum x>0. Neste caso, (2.4) resulta no modelo

F(x) = a- (a-Pexp(-xx), (2.5)
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onde a>f3>0, para que a curva descreva o aumento no crescimento.

Em alguns tipos de crescimento, a taxa apresenta um comportamento diferente do
que foi descrito em (2.4). Em lugar de decrescer sempre, tendendo a zero com o tempo, ela
cresce até um certo ponto de maximo antes de iniciar a queda até zero. Este tipo de curva

tem formato sigmoidal (formato de S).

Exemplo 2 (Draper e Smith, (1981)): Um estudo em Riverside, California, durante o
periodo de 1969-1973 teve como objetivo estudar o crescimento de laranjeiras. A variavel
resposta (y) observada foi a medida da circunferéncia do tronco (em milimetros). A variavel
preditora (x) era o tempo (em dias) com origem arbitrariamente fixada em 31/12/68. Foram
medidas 5 arvores em 7 ocasides. Os dados sdo apresentados na Tabela 2.1 e representados
no Grafico 2.1:

Tabela 2.1. Comprimento da circunferéncia das laranjeiras (mm) por tempo (dias)

unid. tempo (em dias)
118 484 664 1004 1231 1372 1582
1 30 58 87 115 120 142 145
2 33 69 111 156 172 203 203
3 30 51 75 108 115 139 140
4 32 62 112 167 179 209 214
5 30 49 81 125 142 174 177

Grafico 2.1, Comprimento da circunferéncia das laranjeiras (mm) por tempo (dias)

~———arvore 1
= i |
g 2 —érvore 3
£ 150 érvored
EED ——— arvore 5 ‘
S % -
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Suponha que a partir de conhecimentos anteriores sobre a forma de crescimento das
laranjeiras, tenha-se decidido por uma curva sigmoide, a Logistica. Voltando ao modelo
geral (2.1), tendo como objetivo descrever o comportamento de y, esta seria a forma
funcional assumida para f.

A curva logistica tem por base situagbes em que a taxa de crescimento em um
particular tempo x € proporcional ao produto do tamanho atual pela futura quantidade de

crescimento. Assim, temos a equagao diferencial

dx Jij '

onde, no exemplo, x € a constante de proporcionalidade, f € o comprimento esperado da
circunferéncia no tempo x e # é o comprimento final. Integrando (2.6), chega-se a curva

logistica

X )= B 2
f () 1 + exp[-x (x-4)]° 27)

que neste exemplo sera utilizada para descrever a parte deterministica do modelo (2.1).
Varios modelos matematicos foram propostos na tentativa de descrever curvas
sigmoides. Além do Logistico, temos: Gompertz, Richards, Von Bertalanffy, entre outros.

Alguns destes modelos sdo apresentados a seguir.

Logistico: A curva logistica € simétrica em relagdo ao ponto de inflexdo, que ocorre no

ponto x=A4, quando /= f/2. Neste ponto a taxa de crescimento atinge o seu valor maximo,
que € igual a x .f/4. Nos Graficos 2.2 e 2.3 ha alguns exemplos de como a curva logistica

varia em funcdo dos parametros ke A (S € a assintota e esta fixo em ambos os graficos).
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Grifico 2.2: Modelo logistico (2.7) com =1, A=1 e alguns valores para x.
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O modelo logistico pode ser reparametrizado em outras formas que se ajustem melhor aos

dados:

p (2.8)

1 + exp(A-xx)

S(x) =

‘ (2.9)
B+ Aexp(xx)

f(x)=

20



Jlg) soe———0—=p (2.10)

g+ Ax?*

o p s
J&)= 1 + exp(A)x*™ B
f(x)= 1 (2.12)
: - B+ exp( A)x* '

e B 2.13
fx) 1 + Aexp(-xx) (2.13)

ou ainda, tomando z=In(f),

=In(B)-In(1+exp(A-xx)). (2.14)

Gompertz: Utilizado em estudos onde o crescimento nao € simétrico em relagdo ao ponto

; : T I .
de inflexao. A taxa de crescimento relativa, ;{x 7 , decresce de forma proporcional ao

logaritmo do tamanho e ¢ dada pela equagéo diferencial:

%: Kf(inp-Inf). (2.15)
que resulta no modelo
Ax) = Pexp{ - expl-x (x - D] }. (2.16)

O ponto de inflexdo ocorre em x = A com f=f/e sendo a taxa de crescimento maxima igual a

Kk .fJe. Outra forma em que € empregado:
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fx) =exp(f- 4 K). (2.17)

Nos Graficos 2.4 e 2.5 sdo apresentados exemplos de curvas de Gompertz (2.16), variando

0s parametros x e A.

Grifico 2.4: Curva de Gompertz (2.16) com f=1, A =1 e alguns valores para x.
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Von Bertalanffy: Proposto de forma mecanicista para descrever crescimento animal.
Segundo Von Bertalanffy (1957), o crescimento de um animal de peso f envolve a diferenca

entre o anabolismo e o catabolismo:

df

Bl o = B s @13)
dx

onde m € o parametro relacionado ao anabolismo e £ ao catabolismo. Esta equagdo resulta

no modelo:

f(x) e { _Z_ - [7}/5 £ f-n{'l—.s:] e-il-&r;; }Ie‘tl—&r’ (219)

onde fo=peso no tempo x=0. Von Bertalanffy descobriu empiricamente que &, a poténcia do
peso relacionada ao anabolismo, poderia ser fixada em 2/3 para grande parte das espécies de
animais. Assim esta forma alternativa a (2.19) pode também ser encontrada na literatura.
Abaixo, nos Graficos 2.6 e 2.7, exemplos de como o modelo de Von Bertalanffy se

comporta em relagdo aos parametros.

Grifico 2.6: Curva deVon Bertalanffy (2.19) com 6=2/3, 77 =8 e alguns valores para &
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Grifico 2.7: Curva deVon Bertalanffy (2.19) com §=2/3, £ =1 e alguns valores para 7.

Richards: Richards (1959) propdés um modelo mais geral que, aproveitando a formulagdo
(2.18) de Von Bertalanffy, mantém 8 como um parametro. Esta opgdo garante mais
flexibilidade a0 modelo, uma vez que & incide sobre o ponto de inflexdo, que ocorre quando

ﬁﬁalq&l) .

4 _ * el
e f[(ﬁ) 1], (2.20)

onde d # 1 e x=n(1-9) ﬁ‘g‘]. Através de algumas reparametrizagdes, este modelo

inclui os modelos logistico (6=2), Von Bertalanfty (5=2/3) e (Gompertz (6 —1). Esta
equagao resulta no modelo (Seber e Wild, 1989, pag.333):

fxy= A1 + (@~ ==, (221)

onde & # 1. De forma bastante semelhante, Nelder (1961) descreve o ajuste da familia de

curvas definidas pela equagao diferencial
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—xf1 - (Dyvey 2.22)

df
dx B

Integrando e restringindo & > 0 encontra-se a forma geral;

1]
fl +exp[-( + «x)/1°°

S(x)= (2.23)

que é chamada de equagdo logistica generalizada.

A partir da equagfo (2.23) é possivel obter por exemplo a curva logistica (5= 1); se
60, com f fixado e x fungdo linear de &, chega-se 4 curva de Gompertz,

Os modelos descritos anteriormente sfio alguns exemplos de fun¢des que podem ser
utilizadas em (2.1) para descrever a parte deterministica do modelo. Diversos outros
modelos podem ser encontrados em estudos de crescimento. Por exemplo, em Bock et al.
(1973) ¢ em Bock e Thiessen (1980), os modelos duplo e triplo logistico resultam,
respectivamente, da soma de duas e trés fungfes logisticas. Estes modelos foram
construidos com o objetivo de descrever o crescimento humano desde o nascimento até a
fase adulta. Nesta linha ha ainda os modelos de Preece e Baines (1978), que também
envolvem exponenciais e foram desenvoelvidos para ajustar os mesmos tipos de dados. Estes
modelos de crescimento humano, bem como outros modelos encontrados na literatura
descrevendo fendmenos especificos nio serdo definidos nesta se¢do por fugirem ao escopo

deste trabalho.

2.3, Estruturas para a Matriz de Covariincia

Varias estruturas podem ser adotadas para a matriz de covariancia, dependendo do
conhecimento que se tenha do fendmeno que gera os dados. A preferéncia por estruturas
especiais de covaridncia em substituigio a forma geral (ou ndo estruturada) é aconselhavel
por diversas razdes. Uma escolha adequada pode tornar 0 modelo mais realista em relagfo
aos dados, melthorar a eficiéncia das estimativas, além de trazer ganhos significativos no

aspecto computacional. Em alguns casos, o0 nimero de pardmetros da matriz de covaridncia
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a serem estimados diminui de p{p + 1)/2, onde p=numero de ocasides, para 2 parametros. &
bom lembrar que esta redugio torna-se especialmente importante quando p é grande.
Os tipos de estruturas de matrizes de covaridncia mais encontradas em dados

longitudinais, segundo Andrade(1989), séo:

2,3.1. Independéncia
T =4, (2.24)

onde ¢° = varidncia das observagdes e I,= matriz identidade de dimensdo p.

Esta estrutura ¢ adequada as situagdes em que € possivel supor que as observagdes
feitas em uma mesma unidade experimental sfo ndo-correlacionadas e possuem varifincia
constante.

Cabe ressaltar que embora a condiglio de que as observaghes sejam nio-
correlacionadas ndo implique em independéncia, esta estrutura é assim chamada porque em
geral, no contexto de dados longitudinais, assume-se que as observa¢des seguem a
distribuigio Normal e, conseqientemente, a auséncia de correlagio implica em

independéncia entre as observagdes. Esta estrutura possui apenas um pardmetro a estimar.

2.3.2, Uniforme

S .
. 1 0
2. =0 . c (2.25)
- 1 -

onde o” ¢ a varidncia das observagdes medidas na mesma unidade experimental e p é o
coeficiente de correlag@io entre duas observagdes medidas na mesma unidade experimental

em diferentes tempos.
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Esta estrutura assume que as varidncias sdo constantes no tempo e as correlagdes
entre as observagbes feitas sobre a mesma unidade experimental sdo iguais. Possui dois

parametros a estimar.

2.3.3. Efeitos aleatérios

> = ofR+2ZDZ, (2.26)

onde Z (pxv) ¢ uma matriz de especificagiio conhecida de posto v <p e D (v x v) € a matriz
de covaridncia dos efeitos aleatérios desconhecida, 64> é a varidncia do erros aleatorios e R
¢ uma matriz conhecida definida positiva. Freqiientemente, R = I,,. Neste caso, o numero de
pardmetros a estimar ¢ igual ao namero de pardmetros distintos de D mais um, um nimero
em geral bem menor que p(p+1)/2.

Esta estrutura é caracteristica dos modelos de efeitos aleatérios propostos por Laird
¢ Ware (1982) e Ware (1985). Observe que esta representagdo permite a construcio de
outras estruturas a partir da especificagdo de Z e D. Por exemplo, fazendo Z=1, e D=G‘e2,
temos a estrutura uniforme (2.25) com o> =0'd2+ 0'32 ep= Gezl(ﬁd2+cez).

Embora tenha sido definida sem indices pelo fato de estarmos tratando de dados
balanceados, a estrutura de covaridncia do modelo de efeitos aleatorios em geral ¢ definida

de forma mais ampla, sendo largamente utilizada em dados ndo balanceados efou

incompletos. Neste caso:

Ei= zRi + ZiDZit, (2.27)
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2.3.4. Auto-regressiva de 1a. ordem

p—2

Y=g’ R (2.28)

ho!

onde 6> e p sio como especificados em (2.25). Esta estrutura assume varidncias constantes

enquanto que as correlagdes decrescem com o tempo. Possui dois parfimetros a estimar.

2.3.5. Markov

|61 - 2] 1 - 3] [t1— tp] ]

o
) 1 p|:z-t3! . p
Y =0’ 1 : , (229

#2~ tpl

onde & e p sdo também como especificados em (2.25). Esta estrutura é uma generalizacio
do modelo anterior para o caso em que as observacdes nfc sfo igualmente espagadas.

Possui dois parametros a estimar.

2.3.6. Auto-regressivo geral

8, 6, 0, 0,
0, 0, 0,
Z = (2.30)
L 01 i
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Neste caso, da mesma forma que no anterior, as varidncias sdo constantes ao longo do
tempo enquanto as correlagdes variam de outra forma. Possui p parametros a estimar.

Embora as estruturas (2.28), (2.29) e (2.30) sejam utilizadas em dados longitudinais
com bastante freqiiéncia, estas nfio serfo consideradas neste estudo porque até o momento a
metodologia desenvolvida para aplicagio em modelos néo-lineares abrange apenas situagdes
em que se ajustam os modelos para curvas individuais bastante longas, com numero de
tempos da ordem de 30, por exemplo. No caso destas estruturas, as propriedades
assintoticas dos estimadores estfio ligadas ao tamanho da série (ver, por exemplo, Seber e
Wild, 1989, pagina 18).

2.3.7. Forma geral ou nio-estruturada

2
o, o, O O-lp
2

o, O, UZp

2 = )

: : ], 2.31)
2
L O-P -

onde o € a covaridincia entre observagdes medidas nos j-ésimo e 1-ésimo tempos € 6° é a
varidncia das observagdes medidas no j-€simo tempo, =1,...,p. Possui p(p+1)/2 parimetros a

estimar.
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Capitulo II1I. Inferéncia em Modelos Nio-Lineares com Estrutura de

Covariancia Geral ( ou Nio-Estruturada)

No modelo (2.1), o valor esperado do veter de respostas y é explicado por
uma fungiio que envolve o vetor de pardmetros desconhecidos a.

No contexto da inferéncia estatistica, existem diferentes métodos para
estimar este vetor de parimetros. Neste trabalho seré considerado um dos mais
comumente utilizados em modelos de regressio ndo-linear: o método de Minimos
Quadrados. Para algumas estruturas de covariincia serd utilizado também o
algoritmo EM como forma de obter uma aproximagio para o estimador de Maxima
Verossimilhanga.

Por outro lado, assumimos que a parte aleatéria, isto €, o vetor & do modelo
(2.1), possui distribuigiio normal com matriz de covarifncia Z. A estimag@o dos
elementos desta matriz é de fundamental importancia para o ajuste de curvas. Ela
contém toda a informacido sobre as correlagfes existentes entre as observagdes
feitas sobre uma mesma unidade experimental. E bom lembrar que as correlagdes,
juntamente com as varidncias das observa¢des em cada tempo, influenciam na
variabilidade dos estimadores do vetor de médias. Por isso, utilizaremos métodos de
estimacio que levam em conta esta estrutura ¢ onde serdo necessarias estimativas
dos parimetros da referida matriz,

Neste trabalho, em geral serd utilizado o teste de Wald para realizagdo de
testes de hipoteses. Em regressdo ndo-linear, costuma-se utilizar além do teste de
Wald, o da Razdo de Verossimilhanga ¢ o teste de Rao (ou dos Multiplicadores de
Lagrange). Segundo Seber e Wild (1989, pag. 228), os trés sfio assintoticamente
equivalentes, embora cada um apresente vantagens e desvantagens. No caso do teste
de Wald, seu uso € bastante freqiiente devido a facilidade de calculo do valor da
estatistica-teste. Os outros dois testes exigem a estimac¢io do vetor de parimetros
sob as restrigbes estabelecidas pela hipGtese testada, o que os torna mais
trabathosos. Por outro lado, o teste de Wald n3io ¢é invariante com relag80 a

reparametrizagdes do modelo ou da hipétese testada, caso esta seja também ndo-
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linear. Em outras palavras, diferentes formas de expressar o mesmo modelo podem
levar a diferentes valores para o teste. No entanto, decidiu-se por utilizar este teste
considerando-se que a discuss@io sobre qual dos trés é o mais adequado ¢ bastante
ampla, e tem como base caracteristicas especificas dos modelos e hipéteses
testadas. Portanto, esta discussio foge ao escopo do trabalho, sendo que o leitor
interessado pode consultar Seber ¢ Wild (1989, pag.228) para uma revisio sobre o
assunto.

Nas Secdes 3.1 ¢ 3.2, descreveremos os procedimentos de estimagio e testes
de hipoOteses para o caso em que temos somente um grupo de individuos, isto €,

M=1 e A=I; em (2.1). A generaliza¢do para M>1 sera feita na Sec¢iio 3.3.
3.1. Meétodo de Minimos Quadrados Generalizados

O estimador de minimos quadrados generalizados (EMQG) para a no modelo

(2.1) é o vetor & que minimiza
n

S(a,X) = '21 [vi- f(x, O 27 {yi -f(x, @) ], (3.1)
1=

onde y; = ( ¥i1»...Vip ), f(x,0) = [f(x1, ),..., f(xXp, )] ', 0= (@1,...,0.)' e ' ¢ a
inversa da matriz (pxp) de covariidncia das observac¢des.

O uso deste estimador supde que a matriz de covariancia seja conhecida, o
que dificilmente ocorre, ou que dispomos de uma estimativa obtida de forma
independente da amostra em que estamos trabalhando. Na pratica, em geral,
substitui-se o valor verdadeiro de £ por uma estimativa calculada a partir dos
dados.

Considerando a matriz de covaridncia geral ou nfo-estruturada (2.31), um

estimador consistente para X é dado por ( ver por exemplo, Malinvaud, 1970):

2= () 3 oA, @)1 Ly s, @)l (3.2)
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onde & ¢ o estimador de Minimos Quadrados Ordinarios (EMQOQO), que por sua vez

€ obtido a partir da minimizac¢io de

% [yi- £(x, ) [y1 -f(x, @) 1, (3.3)

i

Conforme Malinvaud (1970), ap6s obtermos uma primeira estimativa para £ ¢ em
seguida, para o, podemos substituir o valor de & em (3.2) e reiniciar o processo.
Embora nfo haja resultados analiticos que comprovem, este procedimento pode
fornecer estimativas mais precisas em amostras pequenas.

Na literatura encontramos em (allant (1987) e Seber e Wild (1989), por
exemplo, sugestdes de estimadores para X quando esta tem as estruturas auto-
regressivas (2.28) e (2.30). Vonesh e Carter (1992) ¢ Vonesh (1992 e 1993)
sugerem procedimento para o caso da matriz com estrutura de modelos de efeitos
aleatorios (2.27), que sera visto com maior detalhe em 4.3,

Sendo X conhecida, € possivel calcular L, triangular superior, tal que através
da decomposi¢io de Cholesky, =L A partir desta matriz transformamos os
dados, passando a tratar o problema como sendo de minimos quadrados ordinarios.

Isto €,

S(@,%) =2 [yi- Rua)] ‘2 fyi-fse0] =

[yi- f(x,0)]'L'L [y -f(x,0)] =

RYE

1

[Ly:- Lf(x,a)] [Ly: -Lf(x,0)} =

1

1
VS

p
2z _Zl [Voyi- Ve lxol, (3.4)
1=1 =

I
M

onde 1%, = j-ésima linha de L.
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Podemos entdo trabalhar com os dados transformados: y*= 1 'y yi e
)

f* (x,a)=1 ‘g f(x, ), para j=1, ..., p, i=1, ..., n, e onde s=p(i-1)+j . Assim,
5

S(o, 2)=5(a) = 1%)1 [y*- £ (x, )]’ = [y* - f(x,0)] *[y* -f*(x,0)],

2=

(3.5)

onde y*=(y*1, ¥*2 s Y*up) € 0 vetor (np x 1) de respostas transformado,
fr(x,0)=[f*(x, ), ..., T*(x, @)]* & 0 vetor (npx1) de valores calculados da fungio f
transformada.

No Exemplo 1, suponha um unico tratamento (tipo de pasto) para todos os
animais, e que se tenha decidido utilizar a curva de Gompertz (2.16) para modelar o
ganho de peso ao longo das idades. Neste caso, n=20 vacas; p=5 idades;
x=(6,12,18,24,30)" yi =( yi1 ....vis )', sendo y;=ganho de peso da i-ésima vaca na
j-ésima idade, j=1,...,5; i=1,....,20. A estimativa inicial para a matriz de covariéncia

|
(2.31) é dada por: E = (1/20) X {y: -f(x, )] [yi - f(x, &@)]', onde f(x,&) é um
i=1

1=

vetor de dimensio p=5, «cuja j-ésima componente ¢é dada por
f(xj,&)=&lexp{—exp[—&s(xj—&z)]}, j=1,..,5. Assim, a partir de

& =(13.4206, 7.9875, 0.0838)"' , obtém-se

06380 03724 08155 04392 07021]
12585 10319 14145 09434
23192 15606 14555
27815 22888

30620

4
It

Na transformagéo dos dados (3.4) utiliza-se a matriz
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(39866 10171 12663 15519 -11589
25000 01037 —16920 07771
= 11884 05572 01739
24554 13826

13037

)

decomposta no produte L'L onde

19966 05004 -06342 0772 —05804]
0 14968 02851 089 03216
0 0 O0B% -0376 -0120|°
0 0 0 0% 074

6 0 0 0 0575

Como exemplo, observe que a primeira componente do vetor y* em (3.5) € igual a

v*1 =1y yi= [1.9966 -0.5094 -0.6342 0,7772 -0.5804]x[2.93 6.00 7.07 9.52 11.27]'=-0,83.
A segunda componente é dada por: y*;=1'g y: = [ 0 1.4968 -0.2851 -0,8659 0,3216] x
[2.93 6.00 7.07 9.52 11.27] * = 2.34. Da mesma forma obtém-se os valores da fungdo f
transformada. Por exemplo:f’;‘ (%, & )='yf(x, & )=[1.9966 -0.5094 -0.6342 0.7772 -0.5804]

x [f(6,&) f(12,& ) f(18,& ) R24,& ) f30,& )] = [1.9966 -0.5094 -0.6342 0.7772 -0.5804] x
[4.126.57 8.71 10.33 11.46] ' = 0.7324.

Para encontrar & a partir de (3.5), derivamos S(o) ¢ igualamos a zero:

B 2y ()] 1) (3.6)

onde J*(cL)upxry = (J () I *(0)seeesd ‘(@) * € 0 jacobiano da fungdo é dado por
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A1) (x,0t) of; (x,0) |
T, e
Ioy=| . G
of (x,0) of, (x,0)
o Pa
- ' T Npah
6f; (X)) raf(xl,a) (’:)f()nip,oc)L .
Observe que Tzl(i) (IXD)XLT’ ....... ,ij (x1)» onde tg €

definida como em (3.4). Obtemos assim as equagdes normais
J=(Q) [y* - f* (x, d) ] =0, (3.8)

que sdo ndo lineares em relagdo aos pardmetros, nfo possuindo, em geral, solugdo
explicita. Para resolvé-las é necessario utilizar procedimentos iterativos.

A transformagdo dos dados através da decomposigio de Cholesky visa
aproveitar a metodologia desenvolvida para modelos nio-lineares com observacdes
independentes, Utilizando-se esta transformag¢do, o procedimento de estimagdo
torna-se computacionalmente mais simples devido & existéncia de pacotes que
possuem subrotinas para o ajuste de modelos n3o lineares com esta estrutura de
covaridncia (2.24).

Resumindo, o procedimento utilizado na estimagiio por minimos quadrados
generalizados segue as seguintes etapas:

i. Obtém-se uma estimativa inicial para a. Em geral utiliza-se o estimador de
Minimos Quadrados Ordinarios.
ii. Estima-se a matriz de covaridncia X (o esttimador vai variar de acordo com a

estrutura da matriz). Por exemplo, a partir de (3.2) quando X € ndo estruturada.

iii. Obtém-se Amge , com a estimativa > obtida em #i.

Em 7/ e #ii, utilizamos procedimentos iterativos, como os de Newton e Gauss-
Newton Modificado, que serfo vistos na préxima Segdo. No passo ii, em geral ndo
€ necessario utilizar procedimentos iterativos, em particular nas estruturas tratadas

neste trabalho.
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3.1.1. Procedimentos Iterativos para Estimacfio por Minimos Quadrados

Os procedimentos iterativos utilizados na estimagdo dos pardmetros sio
comumente empregados em problemas matematicos de minimizagio (ou
maximiza¢io) de fungdes. Eles tém por base a expansiio da funcio em série de
Taylor (ver, por exemplo, Gallant (1987), pag. 8). Neste trabalho serdo utilizados
os algoritmos de Gauss-Newton Modificado de Hartley (Hartley, 1961), e Newton
(ver por exemplo, Seber e Wild, 1989, pag. 620).

O método de Gauss-Newton Modificado ¢ uma adapta¢do do método de
Gauss-Newton, também chamado de linearizagio, onde expande-se primeiro a
funcdo ndio linear em série de Taylor até o 2° termo e depois minimiza-se a soma de
quadrados.

Considere a soma de quadrados (3.5) ¢ suponha o’ uma aproximagiio da
estimativa de minimos quadrados para o. Suponha ainda que a fungiio f seja
derivavel. Pelo teorema de Taylor temos que, em uma vizinhanga de &°, a func¢io f

pode ser aproximada da seguinte forma (ver por exemplo, Singer e Leite, 1990):

(X, o) = f* (o) = f(a’) + H;*gm @ -o® + Ru(@’),
o a= !

onde Ry(a?) é o resto de f em torno de o’ Entdo,
fx(a) = (") + I*(a”) (a - ) (3.9)

onde Fupmn(a’) = [I(@®),...... J@)] e Fom(a®) é como definido em (3.7).

Substituindo este resultado em (3.5), podemos aproximar S(c) por:
S(e) = [y* - (") - J* (@)@ - &")]* [y*- F*(c") - I*(a")(e - a”)] =

= [y*- P (") [y*-T* ()] -2[y*- f*(a")]' I*(a’) (@ - &) +
(o - o) T**(@)I* (") - a). (3.10)
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Derivando S(a) ¢ igualando a zero, chega-se a equacio

2 J*Ya)[y*- ()] +2 I* () J* () (a'-a¥) =0 >
= I*(a)I*a)( &'- a’) =3* (@")[y*- (o)) =
= @' = o+ [J* (@) I )] I* () [y*-f(a)]. (3.11)

Assim, na iterago de ordem (u+1), a aproximagdo de @ neste algoritmo é dada por
a ™ = g™+ FGN), (3.12)

onde 8(GN) = [J* (&™) J*(a™)]! J* (&™) [y*-f*(&™)]. Durante o
procedimento iterativo, o valor aproximado de & ¢ atualizado a cada iteragdo, até
que haja convergéncia. Em Seber ¢ Wild (1989, pag. 619) ou Hartley (1961), o
leitor interessado poderd encontrar maiores comentarios sobre critérios de
convergéncia e a velocidade obtida pelo método.

O algoritmo de Newton utiliza a expansdo da fungiio em série de Taylor até o
terceiro termo, necessitando das segundas derivadas. Neste método, a soma de
quadrados (3.5) € expandida diretamente.

Assim, de forma analoga a (3.9), aproximamos S(a):

S@ =509+ 2 o oy @-a) T3@| (@-a)-
G5V A 2 Sl

[ A
= 5(0) + (@)@ - @) + 7 (o - o) H(@) (o - o, (3.13)
0 oy B
onde g(a”) [6S(a ), ...... %:I é o gradiente de S{a) no ponto ', ¢
1 I
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[88(a®) 07 S(a®) |
2 do, 0o,

0a;

H@a’) = : ¢ a matriz Hessiana de S{a) no ponto o’

2* $(a°)
oo’

Derivando S{(a) e igualando a zero:

P@) — glape)@ - o) =0

H(a') & - a’) = - g(@”)
@ -a® =-H!(a")g(a’)
a=ao’- H'(«")ga"). (3.14)

Observe que

-9 f;‘(x,a“)J _
da'

2P * *
g(e’) = %S%) @ -o) =2 gl[ys - £ (x,0”)]. [

o= I!.o

=-2[F -fxa’) (@) (3.15)

= 2’%[_5 fs*(x,a)}{_é fs*(’“a)J +

H(a®) = 9°8(a) e P
24

&xaat ] s=1

= &

® o, . ) 0 £ (x,a"
230y; - £ (xa )].[ ot )]=
=2 . [T*4a”) I* (@") - Q*(a%), (3.16)

-9 f:(x,oc")J

ke — - et 0
onde Q*(a’) ;_l[yg fs(XsOﬁ)]-( Pad o

e
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021" (x,a) 0% (x,0) 87 (x,a) |
o, oo o, oo ,dd,
821, (x,0) _
fodot
8% (x,00)
] R

Substituindo (3.15) e (3.16) em (3.13), obtemos

S(a) = [y*- f*(@”)]' [y*-f*(@”)] -2[y*- f*(e)]' I*(a") (@ - ")
+ (o0 - o) [I* () I*(a”) - Q*(aN](cx - a¥). (3.17)

Comparando (3.17) com (3.10), nota-se que no método de Gauss-Newton a matriz

Hessiana é aproximada por 2[J*'(a?)J*(a")]. Observe que como

0°S(c) 2 [ha f;(x,oc)J 2 f:(x,a)] Rt et 0 [-6 f:z(x,ao)]
oo, 6“1'_2“‘2:‘1 { oa; . oot by. - £, (el dada ’

1 ]

E[ 8 S(a0)

. oa J =2 J(a) J'(a), isto €, H(a) é aproximada pelo seu valor esperado
i OOy

no ponto a’. A aproximagio de & na iteragdo de ordem (u+1) do algoritmo de

Newton ¢ dada por:
a(u+l) = a(“) -+ 6(“)(N) , (3 18)

onde 3(N)=-H"(a")g(a™)=[I* ‘(") I*(a®) - Q*(@)"I* () [y*-f*(a™)].
O algoritmo de Gauss-Newton € uma adaptagio de (3.18), conveniente por

ser computacionalmente mais simples, ndo precisando das derivadas de 2* ordem da

fun¢ido f. Em alguns casos, seu desempenho & bastante semelhante ao de Newton,

notadamente quando Q*(a) for pequeno em relagio a J* ‘(o) J*(). Por (3.16),
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observa-se que Q*(a) pode ser ignorada quando os residuos forem proximos de
zero ou a fungfo f for linear em uma vizinhanca de o™,

Com o objetivo de melhorar o desempenho do algoritmo de Gauss-Newton,
Hartley (1961) propdés uma pequena modificagio. A cada iteragdo, o incremento
8“(GN) definido em (3.12) é multiplicado por uma constante v, 0<v <1, sendo
que o valor de v’ é tal que a soma de quadrados S(a™*") & minimo. Desta forma, a
soma de guadrados S(a™") resultante na iteracdo de ordem (u+1) do método de
Gauss-Newton Modificado sera menor ou igual a resultante do mesmo método sem
a modificagdo proposta por Hartley.

Nesta mesma linha, ha outras adaptacdes do método de Newton e de Gauss-
Newton, como ¢ de Marquardt (1963), Quasi-Newton, em Broyden (1967), entre
outros. Além de procurar tornar os algoritmos computacionalmente mais simples ¢
melhorar a velocidade de convergéncia, as diversas propostas de procedimentos
iterativos existentes na literatura buscam contornar problemas comuns no métedo
de minimos quadrados para modelos ndo-lineares. Um dos problemas que podem
alterar o desempenho dos procedimentos é a possivel existéncia de minimos locais.
Este fato torna major a influéncia do valor inicial atribuido aos pardmetros na
performance do procedimento, podendo mesmo causar a ndo convergéncia. Qutro
problema que costuma ser abordado pelos autores é o fato da matriz hessiana, ou
sua aproximagdo, poder ser definida negativa em algumas iteragdes. Ela deve ser
definida positiva para que o @ encontrado seja um minimo local. Para maiores
detalhes sobre problemas na utilizacdo de procedimentos iterativos em minimos
quadrados, ver Draper e Smith (1981) ou Seber ¢ Wild {(1989), por exemplo.

Ha varios pacotes que possuem procedimentos iterativos para minimos
quadrados ordindrios em modelos ndo-lineares, como por exemplo, SAS, BMDP,
SPSS, etc. Em geral, ha diversas opg¢Bes de procedimentos iterativos, sendo
necessario fornecer a funcio, dependendo do procedimento escolhido, as derivadas

¢ um valor inicial para os parimetros. Neste trabalho utilizaremos o SAS.
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Para ilustrar a utilizagio de procedimentos iterativos em minimos quadrados,
voltemos ao Exemplo 1, onde se procurava ajustar a curva de Gompertz (2.16) aos
dados. Para simplificar, vamos supor um unico tratamento para todos os animais.
Atribuindo como valor inicial para e, oy=(10,7,0.1)' e utilizando o algoritmo de
Gauss-Newton Modificado de Hartley, obteve-se os seguintes resultados através do
procedimento NLIN do SAS:

Tabela 3.1.: Valores estimados para o através de MQG

0 10.0000 7.0000 70.1000

1 13.0187 7.3009 0.07% 99.1719
2 13.2215 74737 0.0830 97.8019
3 132273 7.4690 0.0829 97.8009
4 13.2273 7.4690 0.0829 97.8009

Entfo, o valor estimado para o foi @ =(13.2273, 7.4690, 0.0829)".

3.1.2. Propriedades dos Estimadores de Minimos Quadrados

Em modelos de regressdo linear, ¢ sabido que assumindo normalidade das
observagdes, os estimadores obtidos por minimos quadrados sio nfo-tendenciosos,
normalmente distribuidos e de varidncia minima.

Em regressio nao-linear, em geral as propriedades dos estimadores sfo assintéticas.
E descjavel que os estimadores obtidos sejam consistentes e assintoticamente normais (4AN),
isto 6, V(@ —-a")~ AN, (0.Q"), onde o & o valor verdadeiro do pardmetro o e Q' é

uma matriz definida positiva.
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Para tanto, ha uma série de condi¢cdes de regularidade que devem ser satisfeitas.
Varios autores procuraram estabelecer estas condiges e demonstrar alguns resultados
importantes, principalmente para estimadores obtidos pelo método de Minimos Quadrados.

Assumindo a estrutura de independéncia (2.24) para a matriz de covaridncia das
observacdes, aproveitamos a teoria ja bastante desenvolvida para o ajuste de modelos de
regressdo ndo-lineares. Jenrich (1969) estabeleceu condi¢les de regularidade sob as quais os
estimadores de minimos quadrados sdo fortemente consistentes ¢ assintoticamente normais.
Outros trabalhos importantes foram Wu (1981), Amemiya (1983) e Gallant (1987). Este
Gitimo estabelece condigbes de regularidade um pouco diferentes das discutidas pelos
demais autores. Em Seber ¢ Wild (1989, pag. 563), ha uma boa revisio do que foi publicado
na area.

Assumindo estrutura de covariincia geral (2.31) para as observagdes, podemos
utilizar resultados da teoria de regressdo nfo-linear multivariada. Malinvaud (1970) ¢
Phillips (1976) estabeleceram , respectivamente, condigbes para consisténcia fraca e forte
dos estimadores de Minimos Quadrados Generalizados. Phillips mostra ainda a equivaléncia
entre os estimadores de Minimos Quadrados Generalizados Iierativos (MQGI) e Quasi-
Maxima Verossimilhanga.

Para a estrutura de modelos de efeitos aleatorios ((2.26) e (2.27)), Vonesh ¢ Carter
(1992) provam consisténcia forte dos estimadores propostos (ver Se¢io 4.3) e normalidade
assintotica. Para a estrutura uniforme (2.25), as mesmas propriedades podem ser provadas,

considerando-se esta estrutura caso particular da de efeitos aleatdrios.

Quanto as estruturas auto-regressivas ((2.28), (2.29) e (2.30)), ndo foram
encontrados trabalhos que tratassem das propriedades dos estimadores de forma que
pudessem ser utilizados no caso especifico de dados longitudinais, com poucas observacdes
por individuo. Apenas no caso de curvas individuais com muitas observagdes (da ordem de
40, por exemplo), € possivel aproveitar a teoria de séries temporais (ver, por exemplo, Seber
e Wild (1989), pag. 271).
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De uma maneira um pouco mais geral, o estimador de Mimimos Quadrados, algumas
vezes tratado como estimador de distdncia minima, é definido como o vetor & que

minimiza;

glyi —£,(I'S, [y, - f, ()], (3.19)

onde y; e f; sdo como definidos em (2.1), S, ¢ uma matriz definida positiva que pode
depender da amostra. Na pratica, em geral S, é a inversa da matriz de covarincia das

observagdes.

Considere que assumimos para a matriz de covaridncia das observagdes a forma ndo
estruturada (2.31). Sejam o e X* os valores verdadeiros de « e X, respectivamente. A
seguir, a titulo de ilustragdo, apresentamos as condigdes de regularidade suficientes para que

Gyoc S€ja fortemente consistente (Seber e Wild, 1989, pag. 582), supondo Sy=§, S uma

matriz definida positiva.
i s sdo id(0, X). (3.20)
ii. Para cada i, os elementos de fi{or) sfo fungdes continnas de o, Voo € @ — R'. (3.21)

i ©® ¢ um subconjunto fechado, limitado (compacto) de R". (3.22)
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iv. lim n7' 3 f (o )f, (o) existe e a convergéncia é uniforme V o, o) € ©; e (3.23)
i=1

lim 0~ [F, (o) — £, ( Y]IF, (o) — £, (o )]* & definido positivo V & (2) € ©.

i=1

(3.24)

Neste caso, o estimador de X ¢ dado por;

o Yy, ~ TGNy, ~  GEN (3.25)

Se 8, = 8§, onde S ¢ uma matriz definida positiva, Phillips mostrou que &, € fln(S) séo

fortemente consistentes para o ¢ X, respectivamente. No caso mais geral em gue S, depende

de n, adicionamos a suposi¢o:

S.—8 quase certamente, sendo S definida positiva. (3.26)
Considere agora as seguintes suposi¢des adicionais:
v. o & um ponto interior de ©. (3.27)

vL. As derivadas de fi(et) até a 2* ordem existem e s3o continuas Vo € 8, (3.28)
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2 f(e) _ 0 ()

vii. Os produtos de cauda matriciais envolvendo f,(a), ™ oo existem V i,
=1,...n (3.29)
viil. Sendo M, (c.,S) uma matriz com elemento de ordem (r,s) igual a
af ()] [ of ()
-1 Lo i
n S , 3.30
ol 639

existe limite d.p. para My(c,S) quando n—oc .

Phillips compara 0s métodos de Minimos Quadrados Generalizados Iterativos e
Quasi-Maxima Verossimilhanga. Dado que € necessario estimar sucessivamente o e X, duas
questdes sfo levantadas: se o processo converge e, caso convirja, s€ © ponto limite
independe do valor inicial de Z. Phillips mostrou que sob i-viii e para n grande, as duas

respostas sdo positivas. Além disso, sob as mesmas suposigles, Qo € Gpqp 530

equivalentes. Quanto 4 distribuigiio dos estimadores, Malinvaud (1970} prova a normalidade

assintOtica a partir de condi¢Ges de regularidade bastante semelhantes.

Em amostras finitas, as propriedades dos EMQG’s para regressdo ndo-linear
sdo desconhecidas. Alguns autores, como por exemplo, Vonesh e Carter (1992),
afirmam que a utilizagio de Minimos Quadrados Generalizados Iterativos pode
melhorar as estimativas. Voltando ao procedimento descrito na Secgdo 3.1, isto
significaria repetir iterativamente os passos i/ e iii. No entanto, ndo ha resultados
analiticos sobre o assunto, sendo necessarios estudos adicionais que comprovem

essa afirmagdo.
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Ha ainda um aspecto especifico de modelos ndo-lineares a ser considerado. A
validade das propriedades assintoticas dos estimadores de minimos quadrados para
o varia bastante com o modelo para f Em alguns casos, conforme Ratkowsky
(1983), as propriedades sdo mantidas em amostras pequenas. No entanto, para
alguns modelos n3o-lineares elas podem ndo ser satisfeitas até mesmo em amostras
relativamente grandes. Alguns autores propuseram medidas atraveés das quais
analisam o quanto a ndo linearidade da parte deterministica do modelo influencia as
propriedades dos estimadores de minimos quadrados. Estas medidas nio serdo
tratadas neste trabalho. O leitor interessado podera encontrar maiores detalhes
sobre o assunto em Beale (1960), Bates e Watts (1980) ou Ratkowsky (1983).
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3.2. Testes de Hipdteses e Intervalos de Confianca

3.2.1. Testes dé Hipoteses

Conforme dito no inicio deste capitulo, neste trabalho utilizaremos uma das
estatisticas comumente empregadas em testes de hipdteses sobre par@metros de
modelos ndo-lineares: a estatistica de Wald. Além disso, consideraremos que seja de
interesse testar somente hipdteses sobre os parametros de locagdo. Testes de
hipoteses sobre a matriz de covaridncia podem ser encontrados em Mardia, Kent ¢
Bibby (1979), ou Morrison (1976).

Considere que seja de interesse testar:
Ho: h(a}) =0 Hi: h(a) # 0, (3.31)

onde h{ot) € uma fungdio com primeira derivada continna ¢ h(a): IR" _, IRY, Por

definigdo, a estatistica-teste de Wald ¢ dada por:
W = h4&) QY h(&) (3.32)

onde ¢ ¢ uma estimativa da matriz de covariincia dos estimadores &, dada por

O = [g,]t(a)ﬁ-l.;(a)]-l, sendo que J(d) é o jacobiano da fungdo definido em (3.7)
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€ d=H(a) = 5';( a) . Assume-se que H(&) e € sdo matrizes de posto
[/ a =«

completo, isto é, posto(H(&))=q e posto( Q )=r.

Assintoticamente, sob Hy , W tem distribui¢io qui-quadrado com q graus de
liberdade.

Gallant (1987) sugere duas corregdes no teste. A primeira, para melhorar a

precisio em amostras de tamanho moderado:

W, = W/qs?, (3.33)

onde S°- e Wi. Fqmpry Em seguida, com base em simulagdes,

Gallant observa que a estimagio dos pardmetros de £, juntamente com o uso de W,

pode aumentar o erro do tipo 1. Dai vem a sugestdo de se utilizar

W, =Wi/q, (3.34)

e a comparagdo deste valor com o tabelado pela distribuigio F com (q,(n-r)) graus
de liberdade. A justificativa para este procedimento é que, dada uma estimativa para
os parametros de locacdo, restam (n-r) graus de liberdade para a estimava de X .
Como W, tem distribui¢do aproximada F, «) , a utilizagdo da distribuigio Fgn.n

deve fornecer uma boa aproximag¢fo em amostras pequenas.
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Continuando a analise dos dados do Exemplo 1, considere ainda um unico
tratamento para todos os animais. Suponha que houvesse interesse em testar a
hipotese: Hy: o = 10 ; Hy: oy # 10. Neste caso, h{a) = a; - 10. Utilizando os
valores obtidos para & ao final da Sec¢éio 3.1.1, ou seja, &=(13.2273, 7.4690,
0.0829)", obtemos: h{a) = 13,2273 - 10 = 3,2273. Além disso,

08449 07018 -00087
07495 -00084 |; H(&)=(1 0 0); (HQH')Y'=, '=1/0.8449=1.1836 ¢
(sim.) 00001

0

g=1. Utilizando a estatistica de Wald (3.32), obtemos W=3.2273 x 1.1836 x 3.2273
= 12.33. Como P(#°>12.33) = 0.0004, rejeita-se Hy, isto é, pode-se dizer que ha
evidéncias estatisticas de que o seja diferente de 10.

Utilizando agora a primeira corregio (3.33), obtém-se
s* = 97.8009/(20 x 5 -3) = 1.008 e a partir deste valor: W; = 12,33/1,008 = 12,23.
Comparando com o valor da distribuigdo F(1,97) obtém-se P(F>12.23) = 0.0007.

Da mesma forma, a partir de (3.34) obtém-se W,=12.33/1 = 1233 e

P(F(1,17)>12.33) =0.0037.

3.2.2. Intervalos de Confianca

Considere uma funcgio dos pardmetros ¥(a) que tenha as duas primeiras
derivadas continuas. Para obtermos um intervalo de confianga de nivel 100 x (1-¢)%
para ¥a), ou regido de confianga no caso de W(o) multidimensional, basta

invertermos os testes descritos anteriormente. Considere a hipotese descrita em
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(3.31), com h(a) = ¥(a) - ¥,. Incluiremos no intervalo todos os valores de W
para os quais a hipodtese nula € aceita ao nivel de significincia ¢.

No caso do teste de Wald (3.32), para ¥(a) unidimensional, Hy € aceita

quando
lw(a)-w,
H RS t 4 s (3.35)
onde ﬂ:ah(&)= 1y (d) — v, _ dv(@ , tyr2 = ponto critico de nivel ¢/2
dat oo o'

da distribuigdo t-Student com (np-r) graus de liberdade.
Dessa forma, o intervalo de confianga de 100x(1 - $)% para ¥ (o)=Y, é dado

por

W@ - t,,(HQHAY? < vy, <y (&) + t,(HQH)".

(3.36)

As situacdes em que ¥{ot) € unidimensional sdo as mais comuns e abrangem
a construgiio de intervalos de confiangca para cada componente do vetor de

pardmetros o. Neste caso, o intervalo de confianga de 100x(1 - ¢)% ¢ dado por

. A \12 . A \112
o — t@fz(gii) L T tszwz(Qn) ) (3.37)

50



-
onde Q , =i-ésimo elemento da diagonal de Q = I:ZJ; (@)Z™J, (&) ] :
i
No Exemplo 1, considerando o valor de &=(13.2273, 7.4690, 0.0829) um
intervalo de confianca para oy obtido a partir de (3.37) é dado por:
R A N2
6yt tOT)ops{Qy) . Assim. obtém-se: 13,2273 + 1,98 x 0,0192 = 15,0473;

13,2273 - 1,98 x 0,9192 = 11,4073 . ICose(0ty) = (11,4073 , 15,0473).
Para ¥(a) q-dimensional, podemos obter a seguinte regido de confianga a

partir de (3.32):
wi(@)-v " (AGCA)Y w(a)-w,] < x,8l. (338)

No caso de se utilizar o teste modificado de Wald (3.34), basta dividir (3.38) por q.

Dessa forma a regido de confianca para ¥(a) € obtida por

lw (@)-y, | (HOH")Y v (@) -w,|
q

< F g, .81l (3.39)
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3.3. Generalizaciio para M Tratamentos

Em dados longitudinais ¢ {fregilente o interesse em comparar curvas
referentes 4 variavel resposta de diferentes tratamentos. Por exemplo, ao estudar a
altura dos seres humanos, o pesquisador pode ter interesse em investigar se as taxas
de crescimento masculina e feminina sdo iguais.

Os métodos de estimagiio e testes de hipoteses descritos nas segdes
anteriores referem-se ao ajuste de curvas nio-lineares a uma variavel resposta de
um determinado grupo de individuos. Nesta Segdo sera apresentada uma extensdo
para quando os n individuos s8o agrupados em M tratamentos (veja modelo descrito
na Seciio 2.1).

Neste caso existem dois tipos de informag¢des que precisam ser incorporadas
ao modelo. O primeiro tipo é formado de caracteristicas que variam entre o0s
individuos mas permanecem constantes ao longo do tempo (varidveis “entre”).
Fazem parte deste tipo varidveis tais como sexo, raga, exposi¢io a um determinado
tratamento que ndo muda com o tempo, ou covariaveis como pesc ac nascer, etc..
O outro tipo de varidveis é composto por caracteristicas que modificam-se ao longo
do tempo (variaveis “dentro”). Sio elas: peso, idade, etc.. Em (2.1), o primeiro tipo
¢ incorporado ao modelo pela matriz A; e o segundo pelo vetor Xy (que poderia
ser uma matriz se tivéssemos mais de uma varigvel regressora).

Voltemos ao Exemplo 1. Nas Secdes 3.1 e 3.2, obtivemos estimativas para
0s pardmetros sem levar em conta que os animais foram submetidos a tratamentos

diferentes. Consideremos agora que os animais 1 a 10 foram alimentados com pasto
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tipo A ¢ os demais, com o tipo B. Dessa forma, poderiamos escrever o valor

esperado para j-ésima observagio medida na i-ésima unidade experimental da

seguinte forma:

E(y; ) = fixy . A ),

(3.40)

onde j=1,..., 5; i=1,..20; k =3, r=6 e o=(0l11,0012,0215022,031,032)". Assim,

'1 0000 0l [0 1 00 0 0

0 00 001

Escrevendo o modelo Gompertz para este caso, teriamos:

o exp{-expl-a;, (x; -0y}, se j=1,..., 5 i=1,...,10.

E(Yij):{

oy expf-explaty, (x; -0} se j=1,..., 5 i=11,.20

A=|[0 0100 OJI se i=1,.., 10, e Aj:[O 0 010 OJ se i=11,..., 20.

(3.41)

Freqiientemente r=Mk, isto ¢, teremos 0 mesmo numero de parimetros para

cada tratamento. No entanto, é possivel encontrar modelos onde parte-se do

principio de que o valor verdadeiro de algum pardmetro € 0 mesmo para mais de um

tratamento. No Exemplo 1, poderiamos supor que os parametros o € 3 Sdo

iguais para ambos os adubos. Assim, teriamos o seguinte vetor de parimetros a

estimar: ca=[Ct11, 012, Ola1, O, Ga]'. Neste caso, r=5, € temos as seguinfes matrizes
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100 0 0l
de delineamento para os pardmetros A,—{O 010 0], se i=1,....10 e
0O 0 0 0 IJ
[0 1 0 0 ol
A,={0 0 01 Ojseill,...,zo.
0 00 01

Com relagdo ao procedimento de estimagio, com a presenga de unidades
experimentais submetidas a diferentes tratamentos, a unica altera¢dio no que foi
apresentado nas seg¢des anteriores deste capitulo é que o valor esperado dos vetores
de observagdes individuais sera diferente para unidades experimentais submetidas a
diferentes tratamentos, conforme exemplificado em (3.41). Assim, levando em conta
a existéncia de dois tratamentos, repetimos o procedimento de estimagio por
Minimos Quadrados Ordinarios para ¢ Exemplo 1. Os resultados de cada iteragio

sdo apresentados a seguir;

Tabela 3.2: Valores obtidos para o através de Minimos Quadrados Ordindrios

- Procedimento de Gauss-Newton Modificado

0 10.0000 | 10,0000 | 8.0000 | 8.0600 | 0.0500 | 0.0500 | 1200.4640
i 13.6166 | 78027 | 9.6647 | 45788 | 00933 | 0.1257 | 433.1860
2 138580 | 8.8456 | 06574 | -2.6941 | 00883 | 00747 | 388.7350
3 143703 | 10.6524 | 9.6905 | 64866 | 0.0809 | 0.0885 | 2850710
2 147954 | 120298 | 9.8352 | 64031 | 0.0738 | 0.0984 | 1955070
5
6
7

148255 | 12.2528 | 9.8741 6.4424 0.0741 0.0972 195.4580
14,8274 | 12.2561 | 9.8755 6.4449 0.0741 0.0972 195.4580
148274 | 12.2562 | 9.8755 6.4450 0.0741 0.0972 195.4580
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Nesta etapa, a estimativa de MQO para « e os erros-padrio correspondentes foram os que

5€ seguom.

Tabela 3.3.: Estimativas de MQO para o com Erros-Padriio

O 14.8274 2.4247
(373 12.2562 1.2222
Oz 9.8755 2.3845
o2 6.4450 1.1365
O3 0.0741 0.0228
02 0.0972 0.0280

Apos obter o vetor @ ¢x1y, estima-se T através de

T = (Un) ¥ [y -fx, Ad@)] [yi- f(x, AT (3.42)
i=1

1

que ¢ o mesmo estimador apresentado em (3.2), diferindo apenas pela matriz A;,
que define o tratamento a que pertence cada unidade experimental. Vale lembrar
queem (3.2), A; = L.

Em seguida, o procedimento de transformac¢iio dos dados é o mesmo de

(3.4). Transformados os dados, passamos a trabalhar com y*m, onde m=1,...., M e
M .

s=1,..., Nwp, n= X n,. Assim,
m=1
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M P

S((I.,E) - E1 Zl [y*ms - f;(xs As,“)]z =
= [y* - f(x,A,0)] ' [y*-F*(x,A,0)] (3.43)

onde y* € o vetor {np x 1) de respostas transformado, f*(x,a) é o vetor (npx1) de

valores calculados da fun¢@o f transformada. Esclarecendo melhor esta notagdo,

temos que
— i
Y o) =¥ ™1 e ¥ al Y2 100 ¥ 202, Y ML LY MM (3.44)
sendo que ¥*us=[V*mst, ¥¥ms2, -----. , Y*msp]” € 0 vetor de p observagdes para o s-ésimo

individuo do m-ésimo tratamento. Da mesma forma, podemos escrever

(XA, )y =[F1 (AL, ..., PHHGALG, ..., T 1K Anp, ),y T (KA, )]

(3.45)
Para encontrar & , derivamos S(¢,Z) e igualamos a zero:
oS(a, 2
% = —2[y*- f*(st:a)]t(lxnp) J*(a)(npxr); (346)

onde y* e f*(x,A, ) sdo como descritos em (3.44) e (3.45), respectivamente ¢
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Bi';(x,Al,a) ﬁff(x,A,,a)

ml . ' 6{Ir
o (x,A,,,0) o . (x,A,,,00)
daL, - O,
af:m (XA, ,-9) af:m (x,A,,,0)
B, At
oA (xA,,,a) . o (x,A,,,%)
J (a): . 60'.1 ‘ ‘ aar

# *

o(M-1)+1 (x’ A“(M—l)’” ’G') n(M-1341 (X’A“(M—l)*'l’a)
6@1 a(xr
' (3.47)
o (%A, ) o (xA,,.0)
L a(x'l aa'l' _{npx1)
of(x, ,A,q)
oo,
. oH(x,, A a)
A b E] 87 .
sendo %——"3&—)=L* Ba. , isto é, o vetor (px1) de derivadas da
H(x,.A,,0)
L oo, i

funcdo em relagdo ao r-ésimo parimetro para o s-ésimo individuo, transformado

através da matriz L, sendo L definida como em (3.4).
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Este vetor de derivadas € igual a 0y, quando a;¢ A;a. Desta forma temos
que J*(a) tem posto coluna completo, isto €, posto(J*(a))=r. Assim, (J*'(c)J*(ar))
€ ndo singular.

Utilizando o mesmo procedimento das Se¢des anteriores para estimagdo dos

parametros, obtivemos o valor final para & no Exemplo 1 com os erros-padrio

correspondentes:

Tabela 3.4.: Estimativas de MQG para a com Erros-Padriio

Parametro Estimativa Erro-padrio
oy 15.2747 1.9671
oy 12.0735 0.8802
(+37} 10.1569 2.1209
o 6.1371 0.6131
o3y 0.0671 0.0136
(e 25 0.1010 0.0156

Grifico 3.1.: Ganho de peso relativo (peso/peso ao nascer) por idade em meses

PastoB. OBS —— PRED =
16
14
12
10
8
6
4
2
B 6 /4 24 30

18
Idade (em meses)
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3.3.1. Testes de Hipoteses sobre Parametros de Diferentes Tratamentos

Para compararmos diferentes tratamentos, utilizaremos as mesmas estatisticas
de teste descritas na Secfio 3.2. Uma hipotese de interesse pode ser a igualdade
entre as curvas, Ou se¢ja, testar se 0 vetor de parametros € igual para todos os
tratamentos, ou ainda testar se o j-ésimo parametro de cada um dos M tratamentos
tem o mesmo valor.

Suponha o vetor de parametros o =(0l11 sees OlMisecer Ok s =eres Olmi )5 iStO €
r=Mk, onde k e M s#o como definidos em (2.1). Neste caso, se M=2 tratamentos,
por exemplo, a hipotese de igualdade para todo o vetor de parametros poderia ser

escrita da seguinte forma:

Hp : [Ik & (1,-1)] a=10 X H,: [Ik ® (1,-—1)] a+0. (348)

Neste exemplo, conforme (3.31), h(a)=[Ix ® (1,-1)]a, sendo que h(a)IR" _, IR
onde q=k.

Considerando novamente o Exemple 1, r=6, k=3 ¢ M=2 tratamentos. A
partir dos valores obtidos para & (ver Tabela 3.4), e utilizando a estatistica
modificada de Wald (3.34), temos: h(a) =[ 3.2012 4.0198  -0.0339]%

H(G)=[L®(1,-1)] e
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13894 0 39192 0  -00246 0
07748 0 03979 0 -0.0105
& - 44984 0 —00275 0 | (3.49)
03759 0 —0.0064
0.0002 0
| (sim.) 0.0002 |

Obtemos entdo W,=1.29. Pode-se tomar a decisdo de nio rejeitar Ho uma vez que
P(F(3,14)>1.29)_—"0.32.
Caso houvesse M=3 tratamentos, a hipétese nula para este mesmo teste

poderia ser escrita da seguinte forma:

1 -1 0
Hy: |,®1 0 -1]ja =0, (3.50)
0 1 -

¢ para M=4,

[ /1 -1 0 0)]
1 0 -1 0
0 1 -1 ©
Hy: Lo o la=o (3.51)
0 0 -1
. o 1 -V

Para testar se um determinado pardmetro ¢ igual para M=2 tratamentos, podemos

escrever a hipotese nula na forma:
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Ho : [Ij) ® (1,-1)] =0, (3.52)

onde I (;, é a j-ésima linha da matriz I . Neste caso, h(ct)=[Ix¢j, ® (1,-1)] o, H(ax)

=[kjy @ (1,-Deg=1.
Da mesma forma, pode-se utilizar (3.32) e (3.33) como alternativas a (3.34)

e também construir outras hipoteses que sejam de interesse para o problema,
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Capitulo IV - Inferéncia em Modelos Nao-Lineares Considerando

Estruturas Especiais de Covariancia

Neste capitulo, particularizamos a metodologia descrita no Capitulo III, considerando
algumas das estruturas especiais para a matriz de covaridncia normalmente empregadas em

dados longitudinais (ver Se¢io 2.3).

4.1. Estrutura de independéncia

Admitindo-se que a matriz de covariancia das observagbes possui a estrutura de
independéncia (2.24), estaremos supondo que as observagles feitas sobre uma mesma
unidade experimental s§o nio correlacionadas e as varidncias constantes através do tempo.

Em geral, estas condigBes nfio siio satisfeitas e esta estrutura ¢ inadequada para
dados longitudinais. No entanto em alguns casos a estrutura (2.24) é empregada, como por
exemplo em estudos de crescimento onde hd grande espagamento entre duas medidas
consecutivas. Nestes casos, alguns autores { ver por exemplo, Berkey, 1982) alegam que a
correlagio entre as medidas € tio pequena que pode ser ignorada. A estrutura de
independéncia pode também ser empregada em estudos onde sua adequagfo seja indicada
através do calculo da matriz de covarifincia amostral.

A metodologia para o ajuste de modelos n3o lineares com erros nio-correlacionados
encontra-se bem descrita, por exemplo, em Seber e Wild (1989), Gallant (1987) ou Bard
(1988). Esta ¢ a situagiio mais simples para analise, pois o problema reduz-se ao ajuste de
modelos ndo-lineares sem as especificidades de dados longitudinais, isto €, as p observagdes
de cada individuo podem passar a compor um Unico vetor de respostas sem que seja
necessario transforma-las na forma descrita no Capitulo X1

Neste caso, de forma diferente do que foi visto anteriormente, € possivel fazer uma
analogia com modelos de regressio umvariados (Seber e Wild, 1989), e aplicar a
metodologia desenvolvida para tais modelos.

O método de estimagio dos pardmetros pode ser o de minimos quadrados ordinarios,

uma vez que este ¢ equivalente ao de minimos quadrados generalizados para esta estrutura.
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Observe por exemplo que no incremento de Gauss-Newton dado por (3.12), para T=¢"1

temos:

8 “(GN) = [I* (@) (1) I* (@®)N" I*(@®NT)" [y*-f(a™)]

= [3*Ya™) J* (@)1 I* (o) [y*-f*(a™)) (4.1)

Os testes de hipoteses e intervalos de confianga seguem também a teonia descrita no
Capitule III, apenas ressaltando que neste caso = = 6’I, E o que se pode observar pelo

teorema a seguir, transcrito da teoria de modelos ndo-lineares de regressdo univariada
{Seber e Wild, 1989, pag.24):

Seja o o verdadeiro valor do vetor de pardmetros . Dados & ~N(0, 6°L,) ¢ condigGes de

regularidade apropriadas, entdo para n grande temos, aproximadamente:
(i) @ - a'~N(0, 6’1 ‘(&) T (@),

(i) (n-0)s’ / 6° = e'1-P) &/ o s, onde s°= S(a)/(n-r) é o estimador de o

P=J(J'J)*J " e L— P; sdo simétricas e idempotentes.

(iii) 4 ¢ estatisticamente independente de s*; e

[S@’)-S@]/r _ &'Pe  n-r
S(@)/(m-r) &' -P,)e n e

(iv)

Conforme dito anteriormente, quando utilizado para dados longitudinais, no lugar de
n observacdes, estaremos trabalhando com n x p.

Como ilustragdo, vamos assumir esta estrutura e estimar os pardmetros do modelo
proposto no Exemplo 2. Queremos estimar o vetor de parimetros a=(;,0.2,0:3)", dado

que assumimos o seguinte modelo para os dados: y;=o./[1tozexp(-as x;)] + &ij,

63



i=1,....,7, i=1,....,5, onde x=(118, 484, 664, 1004, 1231, 1372, 1582)' e
&~N(0,6°Ls). Pelo método de minimos quadrados, devemos encontrar G, que minimiza S{a)

5
= X

7
3 {yi-o/] 1 +aaexp(-oi; x;;)]} > . Apresentaremos apenas os resultados obtidos a
i =1

1j
partir do método de Gauss-Newton Modificado. O algoritmo de Newton forneceu

resultados bastante semelhantes.

Tabela 4.1.: Valores estimados para o através de MQO

e =S(d
) 150.0000 0.002000 | 701091911
i 1821164 0.003077 17984 1316
2 191.0541 0002815 175231933
3 1927011 0.002823 174802338
2 1626881 0.002829 174802335
5 192.6876 0.003829 174802335

Entdo, & =(192.6876, 7.6876, 0.002829) e °=17480.23/(35-3)=546.2573. Para

obtermos intervalos de confianga de (1-¢)x100% para qi, utilizamos:

. A \12
a; t@lz(gii) > (4.2)

-1
onde Q) = gz[zn: JE (@) @) ] . No exemplo, temos que:
Fl

Li

0.7853 -00418 -22x10°
Q = 5462573 x 00111  24x10% |, (4.3)
82x 107
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e tn(np-r) = tees(32) = 2.0369. A partir de (4.2), obtemos
ICos0,( € 1)=192.6876 + 2.0369 x V5462573 x 0.7853 =[151.4520 ;) 233.9233].
4 12.8095] e

Da mesma forma obtemos: ICese(as) = [2.9036
ICysos( @ 5) = [0.0015 ; 0.0042].
Suponha que haja interesse em testar se os=0. Utilizando a estatistica

modificada de Wald (3.34) obtemos: h(a )=a ;=0.002829. Neste caso: g=1,

hd h A A A ~

H= 0 (?) =0 0 1) e HOQH'=Q_,= 44 x 107 Dai calculamos
oo’ g
002829 x 2232486.77 x 0.002829

w, - 2002829 x2 x0002829 _ 1786 Como P(F>17.86) = 0.0134

1
rejeita-se Hy ao nivel de significincia de 1 %
O pacote estatistico utilizado foi o SAS, através do procedimento NLIN, e o
algoritmo de Gauss-Newton Modificado (ver Secfio 3.1.1). Através deste procedimento,
o SAS fornece as estimativas para os pardmetros, os erros padrdo, os intervalos de
confianga e a matriz de correlagio para os estimadores dos pardmetros. Com
relagio aos testes de hipoteses, os calculos foram feitos em separado (o pacote ndo

fornece). Ressaltamos que todos estes resultados s3o assintdticos.

4.2, Estrutura Uniforme

Conforme visto no Capitulo II, a estrutura uniforme (2.25) € adequada a situagdes
em que as correlagdes entre as observacdes feitas sobre a mesma unidade experimental sdo
iguais, independentemente do espaco de tempo decorrido entre elas. Além disso, estaremos
supondo também que as varifincias sdo constantes no tempo.

Estas suposi¢cdes sdo mais comuns no contexto de medidas repetidas, quando as p
condigdes experimentais sob as quais cada individuo serd observado sdo aleatorizadas. Em
geral, isto n#o ocorre em dados longitudinais, € espera-se que as correlagdes sejam menores
quanto maior for o espagamento de tempo entre duas observagdes. No entanto, em algumas

situagdes esta estrutura pode ser adequada.
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Neste caso, da mesma forma que na estrutura geral (2.31), pode-se utilizar o
procedimento de Minimos Quadrados Generalizados discutido no Capitulo IH. Segundo

Gennings et ali (1989), um estimador para a matriz de covaridncia quando esta segue o

padrio (2.25) pode ser
$=6(1-p)I, + &pL1 (4.4)
,. I a ~ n - ~
ondeg? E_ZZ[YU - f(xn,Ai,u,)]z ep= {Z[i[yU - f(xij’Ai’u')]]z -npé*} / np(p-1)6°.

np j=1

=t j=I

Conforme a Se¢fio 2.3, a estrutura uniforme pode ser obtida ainda como caso

particular dos modelos de efeitos aleatorios (2.27) quando se tem no modele somente um

efeito aleatorio. Basta fazer a matriz Z=1, ¢ D= 6% . Neste caso, 3=ZDZ'+c’I=16%1'6%I=

1 p p
1 P onde o= At ol e p=ohcht ).

Como caso particular dos modelos de efeitos aleatorios, serd possivel utilizar
também para esta estrutura o procedimento de estimagfio que serd apresentado na Secio
4.3. No entanto, no exemplo a segtir, utilizaremos o estimador proposto em (4.4).

Através do método de MQO obteve-se, no Exemplo 2, & =(192.6876, 7.6876,

0.002829)". A partir de (4.4) estima-se a matriz de covaridncia das observagdes. Em

primeiro lugar, obtém-se 6>=17480.2335/35 = 499.4352 p =0.6236, o que resulta em

I 6236 . 62361 [4994352 3114478 .. 3114478

. 1 6236 .6236| 4994352 3114478 3114478
2 = 4994352x 6236 L 3114
1 4904352
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00460 -0007 ... -0007

Ay 00460 -.0007 .

o= . Transformando-se os dados a partir desta
— 0007
00460

matriz, e utilizando-se o procedimento iterativo de Gauss-Newton, obtém-se 0s

seguintes resultados a cada iteragéo:

Tabela 4.2.: Valores estimados para o através de MQG

1
100.0000 265.1231
1 181.5743 8.5133 0.0036 43.4620
2 185.5589 73476 0.0028 36.2896
3 192.2717 7.9161 0.0028 34.9987
4 192.2526 7.9223 0.0028 34.9987
5 192.2527 7.9222 0.0028 34.9987

Ao final, temos a estimativa de MQG para @, e obtemos da mesma forma que em (4.3) os
erros padrio para cada componente do vetor. Comparando-se com os resultados obtidos na
Seciio 4.1, onde assume-se que as observagdes medidas na mesma arvore siio ndo-
correlacionadas, nota-se que as estimativas dos parimetros sdo praticamente as mesmas,

parecendo haver uma pequena diminuigdo nos erros:
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Tabela 4.3.: Estimativa de MQG para o com Erros-Padrio

Estrutura Uniforme Estrutura de Independéncia
Parimetro Estiﬁniza"iiva- E Erro-p_aid;rﬁfﬁ' Estimativa Erro-padrio
o 192.252? 16.3136 192.6876 20.7117
o 79222 2.2565 7.8566 2.4624
O3 0.0028 0.0004 0.0028 0.0007

Grafico 4.1:Comprimento da circunferéncia de laranjeiras (em mm) por tempo

(em dias)
250 +
=) 200 +
u=J ,‘——‘-’-‘;‘_‘W
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. -’r -.-.—:::::__-——"'
E. i ;1.-‘"/‘ ’TJ'E:::’J_
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4.3. Estrutura de Modelos de Efeitos Aleatorios

Modelos de efeitos aleatorios, algumas vezes chamados na literatura de modelos de efeitos
mistos, vém sendo utilizados com bastante freqiiéncia em medidas repetidas e em particular, em
dados longitudinais (Lindstrom e Bates, 1990). Além da vantagem de reduzir o nimero de
pardmetros da matriz de covaridncia, esta estrutura pode ser empregada em casos de dados ndo
balanceados ou incompletos (ver por exemplo, Jenrich e Schluchter, 1986, ou Laird e Ware,
1982). Para tanto, nesta Sec¢do trabalharemos com uma generalizagdo do modelo (2.1), mais
flexivel com relag@o a estas caracteristicas.

Considerando que em grande parte dos trabalhos que tratam dos modelos de crescimento
descritos na Secdio 2.1 ha o interesse no ajuste de curvas individuais, a estrutura de modelos de
efeitos aleatorios oferece um atrativo especial. Ela parte da idéia de que as respostas individuais
seguem uma mesma forma funcional com pardmetros que variam entre 0s individuos.

O uso de modelos de efeitos aleatorios no caso em que a variavel resposta pode ser
descrita por uma fungiio linear € discutido por Laird ¢ Ware (1982), Ware (1985) e Vonesh e
Carter (1987), entre outros.

No modelo proposto por Laird e Ware (1982), a vanavel resposta para cada unidade

experimental pode ser representada da seguinte forma
Y, =X, +Zb, +e, i=le...,n (4.5)

onde y; (p; x 1) é o vetor de respostas, X; (p: X r) é 2 matriz conhecida de delineamento de posto
coluna completo, o (r x 1) € o vetor de pardmetros populacionais desconhecidos, b; (v x 1) é o
vetor de efeitos aleatérios individuais, Zy(p; x v) € a matriz conhecida de especificagio de posto
completo que liga b; a yi € & (pi x 1) é o vetor de erros aleatdrios. Além disso, e~N(0,6°R;) ¢
bi~N{©.,D), onde Ripi x pi) e D (v x v) sio matrizes definidas positivas ¢ R; é uma matriz
conhecida que depende de i somente pela dimensdo; b; e ¢; sio independentes. Freqiientemente

assume-se R; = Ip;.
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Laird e Ware consideram o modelo em dois estagios: no primeiro, « ¢ b; sdo fixos e a
resposta y; ¢ condicional a b;. Os erros e sdo independentes com e~N(0,6°R;). No segundo
supde-se que os b;‘s sdo independentes com b; ~N(0,D) e b;‘s independentes dos ¢’s, i=1,...,n.
Dessa forma, a distribuigio marginal dos y;’s é N(Xiot, (ZDZ! + o’R))).

Na adaptagiio destas idéias aos modelos ndo-lineares, embora a principio os efeitos
aleatérios possam ser ligados i variavel resposta através de uma funcio nfio-linear, as solugdes
freqilentemente envolvem a linearizagio do modelo com relagfio a estes efeitos. Neste sentido, um
dos trabalhos mais recentes encontrados na literatura, publicado por Vonesh e Carter (1992),
propde um modelo bastante geral, onde os efeitos aleatorios sfo ligados a variavel resposta de
forma linear através de uma matriz Z;, enquanto a esperanga da variavel resposta € uma fungéo
ndo linear. Modelos anteriores com resposta linear em relagio aos parimetros (por exemplo,
Vonesh e Carter, 1987, Laird e Ware, 1982;) e néo linear (por exemplo, Lindstrom e Bates, 1990;

Sheiner e Beal, 1980) podem ser considerados casos particulares deste modelo.
4.3.1. O Modelo de Vonesh e Carter
A forma geral do modelo é dada por:
i =f(X;, a,@) + Z;b; +¢;, i=L.....,n (4.6)

onde y;, Z; e a sdo como definidos em (4.5); f ¢ uma fungdo vetorial ndo-linear; Xi (pix w) é a
matriz de vanaveis “dentro” de individuos; a; (Mx1), vetor de valores de M varidveis “entre”
individuos; b; (v x 1) é o vetor de efettos aleatorios para o i-ésimo individuo, e; (p: x 1) € o vetor
de erros aleatorios. Assume-se que ei~iid(0,cszlpi) e b; ~1id(0,D), onde D (v x v) ¢ uma matriz
definida positiva; b; ¢ e s8o mutuamente independentes. Dependendo do método de estimagiio
utilizado, néio € necessério supor distribnicio Normal para as observagdes. Conforme serd visto
mats tarde, basta que algumas condi¢des de regularidade sejam satisfeitas para que os estimadores
sejam consistentes e assintoticamente normais.

E facil ver que V(y) = Z; = ZDZ;! + o’Ip; . Para dados balanceados, pi~p ¢ Xi =X. Além

disso, em muitos casos, r=Mk.
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Observe que se f{X;, a) = X;a, temos o modelo de efeitos aleatérios proposto por Laird e
Ware (1982). Se além disso, f(X;, a;, o) = Xd{I, ® a)o e Z; = X;, entfo temos o modelo de curva
de crescimento de coeficientes aleatOrios discutido por Vonesh e Carter (1987). O modelo (4.6)
permite também o uso de matrizes de covaridncia alternativas. Por exemplo, se temos somente um
efeito aleatorio e fazemos Z; = 1(p; x 1), obtemos um modelo com coeficiente linear aleatério. A
matriz de covariancia resultante segue a estrutura uniforme (2.25).

A principio, (4.6) foge ao modelo geral (2.1) devido a presenca do vetor de efeitos
aleatérios ligado & variavel resposta de forma linear. No entanto, veremos a seguir que com
pequenas alteragdes esse modelo pode ser escrito sob a forma proposta anteriormente.

Considere o modelo em dois estagios:

Py, =fX,, a;), +¢, i=L.... I, 4.7

onde a; (k x 1) € o vetor de pardmetro para o i-ésimo individuo, y;, f e X; sdo definidos como em

{4.6) e e~NID (0,0°Ip;).

29 a,=gla;,, a) + B, i=1,..... W, (4.8)

onde a; e a s¥o definidos como em (4.6), g(a;, ) € uma fungfo vetorial (k x 1) que pode também
ser ndo-linear; B; (k x v) é uma matriz de valores conhecidos de posto completo; &; i=1,...n sdo
vetores aleatérios NID(0,D) e assume-se que s&o independentes dos &;’s.

Combinando (4.7) e (4.8) e expandindo em série de Taylor de 1* ordem sobre &=0,

obtemos o modelo:

y: = X, g@, @)} + Z,'b; + €, i=1l,uuuuusn, (4.9)
onde Z; —[m%fi—) } xB ., € b =E. Assim, como em (4.6), as
I oy =gln;.0) (psak)

suposicdes de normalidade para b; e e; podem ser desconsideradas. Desta forma vemos que o
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modelo de Vonesh e Carter pode ser visto como uma modificagdo de (2.1), onde a definigdo das
variaveis “entre” individuos ¢ os efeitos aleatorios constituem um segundo estagio do modelo.
Comparando agora (4.6) com a forma obtida em (4.9), observamos que esta Gltima ¢ ainda
mais geral, dado que a matriz Z; pode depender de a. Verificamos entdo que quando os efeitos
aleatorios forem também nfo-lineares em relagfio a variavel resposta, estaremos trabalhando com

0 seguinte modelo:

y,=f(X,0a) + Z(a)b, + e,, i=1,.....
(4.10)

onde a matriz de covaridncia (%; = Z;DZ' + o°I ) vai depender também dos parimetros o. Na
pratica o que se faz ¢ fixar Z; condicionando com relagdio a o, que serd substituido por uma
estimativa consistente (provado que existe). Em seguida, o procedimento de estimagio é o mesmo
que para o modelo (4.6}, e sera discutido posteriormente.

Como ilustragio, suponha que no Exemplo 2 um pesquisador decida ajustar a curva
logistica com um componente aleatério na assintota (o). Neste caso, v=1. Como os dados sdo

balanceados, X;=X (1) € Zi = Z7xy . Podemos escrever o modelo em dois estagios da seguinte

forma;

_ Oy
1+, exp(-a;X,)

19y,

29%a,=La+BE,, i=l,.... )5,

ai +ii1
onde B/=[100]e&'=[& & E&s],istoéaq,=| «, [ Emoutraspalavras, estaremos
O
trabalhando com o seguinte modelo:
y, = @ +&y tey, i=L....5i=1,.7 (a.11)

T 1+o, exp(-o,x;)
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Linearizando-se o efeito aleatorio através de expansio de Taylor de 1* ordem sobre &;,=0, chega-

se & forma proposta em (4.10):

o,

L= +z (o, +te., i=1,... ,3,1=1,...,7, 4.12
ylj 1+(I.2 exp(~a3xj) _|( ) il if J ( )

onde b= & tem dimensdo v=1 e z; € o j-ésimo elemento de

1
1+a, exp(-a;x;)

mrﬂ'(x,ai)T_ro’l‘(x,ai)] [5&1] B .:
Z(Txl}(a)"'[ P J—[ P J 5§itJ— : | 4.13)

1
L 1+a; exp(-a,;x;)

O modelo em dois estagios descrito em (4.7) , (4.8) € (4.9) ¢ similar ao que fol proposto
por Sheiner ¢ Beal (1980). Estes autores desenvolveram um programa (NOMEM - Nonlinear
Mixed Effect Model) para o ajuste de tais modelos, em que os efeitos aleatorios aparecem também
na forma ndo-linear, Sheiner e Beal trabalharam com modelos aplicados a problemas de
farmacocinética. Com base na suposicio de normalidade dos bi's e dos e’s, estimaram os
pardmetros por maxima verossimithan¢a. Vonesh e Carter (1992) criticam o método NOMEM,
afirmando que além de ser computacionalmente intensivo, pode nfo fornecer estimativas
consistentes.

Outro modele anterior ao de Vonesh e Carter que pode ser aproximado por (4.10) é o de
Lindstrom e Bates (1990). Estes autores utilizam também expansdo de Taylor de 1* ordem, mas a
expansio € feita sobre os valores estimados de by, diferente de Sheiner ¢ Beal, que expandem
sobre a media. Isto significa ter em (4.9), b; =&, - 5} Dessa forma, segundo Jones (1993), a
linearizaggo fornece uma melhor aproximagio para a fungfo ndo-linear. Nesse modelo, a fun¢do g

é sempre linear, isto €, g=A;a € b; ~N(0,D).
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Lindstrom ¢ Bates propdem um procedimento de estimagfio em dois passos, ambos
iterativos, que se sucedem até que haja convergéncia. No primeiro, chamado “Pseudo-Data Step”,
utilizam um procedimento comum de minimos quadrados nio-lineares aplicados aos dados
transformados. No segundo passo, chamado “Linear Mixed Effects Step”, aproveitam a teoria
desenvolvida para modelos de efeitos aleatorios com fungdo resposta linear e adaptam um
algoritmo para estimagio dos pardmetros através dos métodos de maxima verossimilhanga ou
maxima verossimilhanga restrita. O modelo proposto tem como desvantagens a necessidade de
suposigio de normalidade para os efeitos aleatdrios, além do fato de ter um procedimento de

estimagio computacionalmente intensivo.

4.3.2. Procedimentos de Estimacio

Com relagdo aos modelos (4.6) e (4.10), serdo apresentados dois procedimentos
alternativos de estimagio. O primeiro é o de minimos quadrados generalizados, na forma descrita
na Segiio 3.1. A estimativa consistente da matriz de covarniincia X, necessaria 4 aplicagio do
método, pode ser obtida a partir de resultados apresentados por Reinsel (1985) e Vonesh e Carter
(1987), nio necessitando de procedimentos iterativos. O oufro método de estimag¢do que sera
visto em seguida fornece estimativas de maxima verossimilhanga ou quasi-verossimithanga através
de uma adaptacéio do algoritmo EM (ver, por exemplo, Laird ¢ Ware, 1982) para modelos néo-

lineares.

(i) Método de Minimos Quadrados Generalizados

Caso a matriz Z; dependa de o (modelo (4.10)), o primeiro passo serd obter estimativas
iniciais consistentes para este vetor e substitui-las em Z{a). O estimador utilizado sera o de
minimos quadrados ordinarios, obtido a partir do 12 estdgio do modelo (4.7), considerando, no
entanto, estimativas diferentes para cada grupo de tratamento. Isto significa tratar os dados
inicialmente como se fossem ndo-correlacionados, ignorande a presenga de efeitos aleatorios
estabelecida no 2% estagio (4.8). A matriz Z; deve ter posto coluna completo ¢ p>v, V i. Os
estimadores oo s30 consistentes sob as condigBes de regularidade apresentadas por Vonesh e

Carter (1992).
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O proximo passo sera estimar a matriz de covariancia dos efeitos aleatorios, D, ¢ a
variancia “dentro” de individuos, 6°. Para tanto, é preciso primeiro obter b,, i=1,...,n, da seguinte
forma: a partir das estimativas de o obtidas por MQO, substituimos g; pelos residuos estimados

&, =yi-f(X;, @0 ) 10 modelo de regressio (4.14). Dessa forma, os pardmetros a serem estimados

$&0 os coeficiente aleatérios b;:
g, =4Zb, + ¢, 1i=1..n. {4.14)

Além da estimagdo dos b;’s por MQO, podemos obter uma estimativa para o” a partir do

quadrado médio do residuo (QMR;) deste modelo para cada individuo:

b, =(Z{Z,)"Z;2,, (4.15)
8" = (Ip, - o) 'L (p ~0)QMR, (4.16)

£ i[Ip, _Zi(Z;‘.Zl)_IZit]éi

onde QMR, = @ —0)

. A matriz de covanancia dos efeitos aleatdrios pode

ser estimada por

Q

~2 13 €0 tan-l try ot A
. | Ssp o (n-M) .ZIU_ai(A A a, Z;Z,)  , seldl>
D= - " ) 4.17)
S5~ 4 (n-M)” I[1-ai(A'A)"a,)2i2,) ", se A <67

B[, - A(A'A)'AIB , .
onde S;. = L n( M ) ] ¢ o estimador da matriz de covaridncia de b,, corrigida dos

efeitos “entre” individuos; B= (B,,...,ﬁ“ )* € o estimador da matriz (n x v) de coeficientes de
regressio, A=(a,,....., 2,)' é 2 matriz de delineamento que indica o tratamento a que cada individuo

pertence, A ¢ a menor raiz de
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Sy ~AZ(m-M)" Y [1-al(A'A) "8, [(Z{Z,) "= 0 4.18)

i=1

Segundo os autores, utilizando-se apenas a primeira equagdio de (4.17) ndo se pode

garantir estimativas semidefinidas positivas para D. Por isso propdem que se utilize a alteragio

dada pela segunda equagio, caso A < &”.

Estes estimadores de o (4.16) e D (4.17) foram apresentados anteriormente por Reinsel
(1985) ¢ utilizados por Vonesh e Carter (1987) para um modelo de efeitos aleatdrios linear. O uso
destes estimadores também em modelos ndo linecares € possivel, considerando-se que com a
expansio de Taylor, o modelo torna-se linear em relagdo aos efertos aleatorios. Assim, voltando a
(4.14), Vonesh ¢ Carter (1992) mostram que este modelo pode ser reescrito de forma anéloga ao

discutido por aqueles autores.
g, =Z,(1,®a)0+Zb, +e, i=L..,n (4.19)
A matriz de covaridncia do vetor y; ¢ entdo estimada por:
2 =[2DZ! + 6’L, 1 (4.20)

sendo utilizada na 3* etapa do procedimento de estimag#o descrito em 3.1 para obtengfio de

(o - Para ilustrar este procedimento, voltemos ao Exemplo 2. Partindo das estimativas iniciais

para o obtidas por MQO, & =(192.6876, 7.8566, 0.0028)" e substituindo estes valores na fungio

logistica, obtemos os residuos estimados &, =y;-K(X;, & ):
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T 09238 [ 39238 ] | 09238 29387 [ Q938 ]
649 47351 132619 —22649 152649
05448 B4552 -125M8 244552 65448

&=|-170618), &= BBV H= A8, & =|349382 [, & =] 70618 |

351980 168000 -4019%0 238020 —131980
239081 3719191 68081 431919 R1919
| 318581 | 261419 | | 36881 | 371419 | 01419 |

(01505 ]
03304
04406
A partir de (4.13), obtemos Z)=|0601|. Dai temos por (4.15) que
07959
08557
09144

B = [-30.4393, 326725, -38.2975, 41.4120-53476]. De (4.16) e (4.17) obtemos,

respectivamente, 6°=61.6592 e D=1280.5442. A matriz de covaridncia das observagdes ¢ entdo

estimada por (4.20) (abaixo da diagonal estfo as correlagdes):

(9065 6367 8663 13086 15411 16488 17618 |
47 20149 19026 28738 33847 36210 38698
51 J5 32055 39103 46054 48271 52647
4 79 85 65229 69562 74420 79520
54 80 87 92 88093 87649 93656
35 81 87 92 93 99986 100196
A5 81 37 93 94 94 113230

1>
il

Seguindo o procedimento descrito em 3.1, obtemos entéio a =(192.6868, 7.8566, 0.0028)"' e a

matriz de covariiincia desses estimadores:

3051511 —-24103 —00013
O(Q) = [LIQ)E I = 06587  0.0002
! 477E -8
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Observe que, assim como na Secdo 4.2, as estimativas obtidas por MQO e MQG sfio as mesmas,
parecendo haver apenas uma diminui¢io nas estimativas dos erros,

Vonesh e Carter (1992) demonstraram que os estimadores obtidos sfo fortemente
consistentes e tém distnbuigio assintotica Normal. O uso de Minimos Quadrados Ordinarios
Iterativos, isto €, a repeti¢do do procedimento a partir da segunda etapa (estimagic da matriz de
covariancia) até obter convergéncia pode melhorar as estimativas em amostras pequenas.

Para dados balanceados e assumindo normalidade das observagdes, o procedimente pode
ser ligeiramente modificado para fornecer estimadores de maxima verossimilhanga (ou uma
aproximacdo). Para isso, basta substituir S, por (n-M)n'lsﬁ, e iterar a partir da segunda etapa
até obter convergéncia sob algum critério. Segundo os autores, é possivel utilizar os mesmos
argumentos de Gallant (1987, Cap.5.) para demonstrar que os estimadores obtidos nesta Se¢do

para o, D e 6% e os estimadores de méxima verossimilhanga sdo equivalentes.
(¥) Métodos de Maxima Verossimilhan¢a e Maxima Verossimilhanca Restrita

Uma outra forma de estimar os par@metros baseia-se numa adaptagio do Algoritmo EM
(Laird, Lange e Stram, 1987) para modelos de efeitos aleatérios ndo-lineares, proposta por Hirst
et ali (1991).

Seja f uma fungo nio linear de a e dos efeitos aleatorios b;. Expandindo a fungio f em

séric de Taylor de 1°. ordem sobre valores iniciais o, € by de o e b;, obtém-se uma aproximagdo

do modelo:
Y — (X, 04,b) = UJa — a1 + Z[b, —b,] + ¢, (4.21)

onde Ui(p x k) é uma matriz cuja j-ésima linha é o vetor (1 x k)

0 f(xy,a.b) |
“i_] = T » (422)

a=a,
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e Zi{p;x k) € a matriz cuja }-€sima linha € dada por

of(x,,ab)
z Z[n—_(x‘?;: )} - (4.23)

by =by,
Considerando a expansio de Taylor sobre E(b;)=0, isto €, fazendo b= 0, obtemos
y, (X0, 0)=Ula—-0,] +Zb, +e. (4.24)

Uma outra opgdo é considerar a expansdo de Taylor sobre o valor estimado ﬁi.

Quando a varidvel resposta pode ser escrita através de uma fungiio linear de o e by, ¢
possivel utilizar o algoritmo EM da mesma forma que em Laird e Ware (1982), bastando que
sejarn feitas algumas adaptag¢des.

Considerando a metodologia na qual se baseia o algoritmo EM, e trabathando com o

modelo (4.21), a distribuigdo conjunta do sistema de dados completos é dada por

y, — £(X,,0t,,b,0) U(o—0g)+Zb, || ZDZ; +6°’1, ZD o’
b, ~N 0 , DZ; D o |
e 0 ¢, 0 o,

(4.25)

para i=1,....n. Note que em Laird e Ware (1982), as matrizes U; e Z; eram fixas, ndo dependiam
de a. Aqui elas dependem do valor inicial a, embora sejam tratadas como se fossem fixas durante
o procedimento. Ha ainda outras diferengas. Nesta adaptacdo, o EM fornece como resultado uma
estimativa para a diferenca entre a e ao, Aa. Além disso, no lugar de y;, estaremos trabalhando

com a distribuigiio de yi-f(Xy,0to,bre). A fungfio de verossimilhanga da amostra serd dada por
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Ly-f(X,aqbo).b.e;a, 0= ﬁ g(yi —f(X,,2,,b,)le, b, ;aae)g(bia’e)g(ei ,0,0)

el

~TTg(b,; . 0)g(e,;0,0) = 21) " (c*) ™ exp{— 5 } ; Ze?e.JlDl_”2 exp[—%tﬂ’_‘zb.b?}
i=1 O i=1

(4.26)

onde N= Zp,; 8 ¢ o vetor de pardmetros que compdem a matriz de covaridncia; e
i=l

b=(ht1,o.t.,bt“)t .
A partir da fung@io de verossimithanga ¢ possivel ver que as estatisticas suficientes para o'e
n n
D sio t, = ere, ¢ T, = bb], respectivamente. No passo E sdo calculadas as esperancas
i=1 i=1
condicionais de t; e T, dado y, para o e 0 fixados. O leitor interessado no calculo das esperangas

condicionais deve ver, por exemplo, Andreoni (1989):

E[tliy B f(X,(lo,bo);a’B)z El:i eiteiiy - f(X,ao,bn);a,B):|
=1
= E {[Ip, “Z,DZ:E]“][Y; _f(xi’ao’biﬂ)mUiAa_ZibiO]}

=1L, “ZiDZ:E;]][Yi ~f(X.apby) ~ UAa-Zb,]} + Gzztr[lp! ~-o’x]

i=1

(4.27)
E[T|y - f(X,a,,b,);a,0) = E|:zn: bibitly - f(Xsau,bo);u-se)]
i=1
= nD+§1{DZ:2;1[yi —(X,,0,,b,)-U(a-a,)-Zb,1}
=[y, —f(X(.a,.b,) - U (o —t,) - Zihio]tZ;lZiD - Dl:izitzi_lzii!n .
(4.28)

Na itera¢do de ordem (u+1), fazemos
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E[t,|ly-f(X,a,,b));a=a™; 8=0"] (4.29)

E[T,|y-f(X,a,,b)a=a™; 8=0"]. (4.30)

No passo M, onde o vetor 9™ ¢ determinado como sendo a solucdo das equagdes de

verossimilhanga, obtém-se

i e;ei t
6° = '=1N = —NL (4.31)
. Xbp
D= |=lrl - _n_Z, (432)
e ainda,
[ ~ -l g ~
A4 = [ZU:E;‘U,:’ ]:Z U:E;‘[Yi -1(X,09,b,) - Zihlo]j] (4.33)
i=1 i=1

Antes de iniciar 0 EM, ¢ necessario fixar um valor para o, que sera a estimativa de MQO
para o.. Caso seja de interesse trabalhar com b;o=ﬁi, pode-se obter este valor de (4.15). A partir

destas estimativas obtém-se U@ ) e Zi(@). Como estimativas iniciais para 6° ¢ D, Vonesh e
Carter (1992) sugerem (4.16) e (4.17). Feito isso, cada iteragdo de ordem (u+1) do EM ¢ dada

por:

Uz(uﬂ) :—;—z;[yi —f(xl,ao,bio)_ UIA‘I(") —Zi(b:“’ _ hw)]t

2‘
u u L " aoi(n
XI5~ 00, a0 b) - UAa® = Z, b by} + - 0rll, o7 1,

(4.34)
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n 1 w u
D™ _ p@ 4 %Z b b _DT[ZZ?Z‘I( )ZI}D("’, (4.35)
I=1 i

-1 n
Aa(uﬂ) =[EUI2;1(“)Ui:| [ZU:E‘;I(“)[yi —-f(X-,,Ot.g,bio)‘Zibm]]’ (436)
i=1 i=1

onde N= Zn:l’i’ 21 =[ZDVZ +5° 1" e BY =DZT [y, — (X, 0,b,) - VAL -Z D).
=1

A convergéncia ocorre quando a diferenga entre a verossimilhanga da iteragio anterior ¢ a atual ¢
muito pequena (segundo algum critério).

Quando empregado em modelos lineares, um Gnico “loop” do algoritmo EM ¢ suficiente
para fornecer as estimativas de maxima verossimilhanga para a. Nesta adaptagio para modelos
nfo-lineares, 0 EM estd inserido em um “loop” maior, que seré descrito a seguir, Na primeira vez,
fixa-se Ui(aw), Ziow) e yi-f(Xi0o,bi), cOM 0= Qs Ao final do EM (adaptado conforme
descrito anteriormente), obtém-s¢ Aa@ e conseqiientemente, a primeira estimativa para o, que
chamaremos @,, &,,= oo+ Ad . Em seguida, reinicia-se todo o processo, utilizando-se &, como
valor inicial. Assim, este grande “loop” onde o EM esta inserido, € repetido com “ote” assumindo
os valores &,,@,,a,... até que haja convergéncia, O critério de convergéncia baseia-se também
na comparacdo dos valores imcial e final da fungdo de verossimilhanga. No caso de se estar
trabalhando com os valores estimados de b; { !;i) em lugar de E(b;), mantém-se fixos os valores de

bio durante 0 EM, sendo atualizados no final, da mesma forma que os valores de a,.
Ap0s a convergéncia do procedimento, as varidncias das estimativas sdo obtidas a partir da

diagonal de
n -1
V() = [zvtz;‘UiJ . 4.37)
i=1

Caso Z; nio dependa de o (modelo (4.9)) ¢ assumindo que b;'s e ¢’s tém distnbuigdo

Normal, as estimativas obtidas sdo de maxima verossimilhanca. Para 0s modelos em que os bi‘s
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aparecem de forma n3o-linear, a distribuiglio dos yi’s induzida pelo modelo tomna-se bastante
complicada. Neste caso, as estimativas obtidas séo de quasi-verossimilhanga, com propriedades
similares as dos EMQG’s discutidos anteriormente.

Para obter estimativas de maxima verossimilhanga restrita, utiliza-se também a teoria
desenvolvida para modelos de efeitos aleatorios lineares (ver, por exemplo, Andreoni, 1989) com

as devidas adapta¢des. Neste caso, a iteragio de ordem (u+1) do algoritmo EM ¢ dada por

U+ 1 .
¢ ZEZ[.VI — (X, 00, by ) — U, Aa™ —Z, (b ~ b, )] x
i=1
®
X [y, —1(X, 09, byg) - UiAa(“) _Zi(bgu) —bel} + EN_ZH.[IP: —0’2lP‘](“)],

i=1

(4.38)

1a . D@ (@)
D(u+1) :D{u) +_ij(“)bi(“) _____[ZZ:P—I Zi:|D(ll) (439)

n o n 4=l
=
-1
" n & _1(u) n —1(u}
Aa e :[EU:ER U.} [ZU:EE “Iy, —f(X.,ao,bm)—zib..ﬂ] (4.40)
il =l

n 1
onde N, 3™ e b;' ™ s5o definidos como em (4.36), ¢ P =E'® -3 “Ui[z U:Z,‘“"’UJ Uz'®.

i=1
4.3.3. Seleciio da estrutura de covariancia em modelos de efeitos aleatdrios

Vonesh (1992) discute alguns critérios encontrados na literatura para escolha da estrutura
de covariincia mais adequada, entre possiveis modelos com efeitos aleatdrios. Sdo medidas de
“bondade do ajuste”, em alguns casos utilizadas também para comparar modelos onde sdo
introduzidos diferentes conjuntos de efeitos aleatorios.

Vonesh sugere a utilizacio de um indice chamado coeficiente de correlagido de
concorddncia, que é uma modificagio do coeficiente de determinacio, R? usualmente empregado

em Regressio Linear (ver, por exemplo, Draper e Smith, 1981).
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O coeficiente de concordancia entre duas varidveis y; e y2 € definido por

El(yi - v.)] - 2p0,0, (4.41)

pczl—— s
0f+0§+(U1_l—12)2 Uf+ai+(U1_uz)2

onde yi~(\1, ©1), ¥~(l2, Oz), € corr(yy, y2) = p. Este indice pode ser estimado substituindo os

parimetros que o compdem pelos usuais estimadores:y,e y, (médias amostrais), s° e s’
(varifincias amostrais), ¢ p (coeficiente de correlagio de Pearson). Além disso, fazendo y,=y;,
valores observados para a varidvel resposta, y;= y,, os valores preditos, yey as respectivas

médias, obtém-se:

_n-l > ‘__'\‘ 2
“ N E(y: Y1) _ SQm
pc] =1- =1-

n“‘ﬁl(yi~?)2+n"i(§u—§)2 LG9 SQua g@r?f*'n(?—f’)z

i=1

(4.42)

Conforme se pode observar em (4.42), a diferenca para o R? esta nos dois Gltimos termos do
denominador. Segundo o autor, esta é uma medida mais direta da proximidade entre y; ¢ ¥,.
Observe que, neste caso, as medidas repetidas por individuo estariam sendo tratadas como
observagdes independentes, em um Unico vetor. Para comparar diferentes especificagbes de ym
modelo de efeitos aleatérios e levando em conta os vetores de observagdes por individuo, Vonesh

sugeriu uma modificagio de (4.42) onde, em lugar de se trabalhar com y; ¢ ¥,, verifica-se a
proximidade entre os residuos observados, €, =y, —f(x,0ye0) € 0S residuos “preditos”
g = Zi(&)ﬁi, sendo b, dado por (4.15) (ver Segéo 4.3.2). Neste caso, supde-se que Z(d) seja

diferente de 11, , caso contrario este coeficiente néio se aplica (o resultado sera sempre zero). O
{pxL)

coeficiente de concorddncia para a amostra € uma estimativa “combinada” dos coeficientes

individuais, dados por
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ﬁcz,i =1- e o ; ’ (4.43)
pi'IZ(rgij _'gi.)2 +pi-12(éij _éi.)2 +(8, 'éi.)z
=1 iml

onde € e€, sdo as médias dos residuos para o individuo i. A estimativa “combinada™ ¢ entdo

dada por :

” 4 chﬁcz,l

pcz - 1=1n » (444)
2
i=1

onde 7 é o denominador de (4.43). Pode-se ainda empregar (4.44) com y; e §, em lugar dos

residuos, o que corresponderia a (4.42), mas levando em conta que se tratam de medidas repetidas

por individuo.
4.3.4. Testes de Hipdteses

Apos a obtencgo das estimativas para o e X, 0s testes de hipoteses utilizados s&o os de Wald, da

mesma forma descrita no Capitulo IIL
4.3.5. Aspectos Computacionais

A implementago dos procedimentos de estimagdo descritos neste capitulo pode ser feita
através de pacotes que disponham de subrotinas para ajuste de modelos ndo-lineares e sejam
adequados a manipulagio de matrizes, como por exemplo SAS®, S-Plus®, Minitab ®, etc.

Vonesh ¢ Carter (1993) desenvolveram o programa MIXNLIN (Mixed NonlLINear
regression) para o ajuste de modelos de efeitos aleatérios ndo-lineares. Este programa foi
desenvolvido a partir dos recursos do pacote estatistico SAS, mais especificamente, utilizando os
modulos SAS-MACRO e SAS-IML. O MIXNLIN permite estimar os parAmetros de modelos de

efeitos aleatorios através dos métodos de minimos quadrados ordinarios, minimos quadrados
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generalizados, minimos quadrados generalizados iterativos, maxima verossimilhanga ¢ maxima
verossimilhanga restrita. Nos métodos de maxima verossimilhanca € maxima verossimilhanga
restrita, utilizam a adaptagdo do algoritmo EM descrita na Se¢do 4.3.2. O procedimento iterativo
adotado para estimagfdo por minimos quadrados € o de Gauss-Newton (ver Secfie 3.1.1). Além
disso, os estimadores sdo os mesmos utilizados por Vonesh ¢ Carter (1992), apresentados
anteriormente, Este programa possibilita ainda a realizagfo de alguns testes de hipoteses (Wald).
No Apéndice, apresentamos os programas SAS utilizados nos exemplos para estimag@o por MQG

(ndo-iterativos), com e sem a utilizagdo do MIXNLIN.
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Capitulo V. Aplicacao Pratica

Este capitulo tem como objetivo exemplificar a utilizagdo de modelos ndo-lineares na
analise de dados longitudinais, levando em conta diversas estruturas para a matriz de
covaridncia das observagdes. Desta forma, sdo apresentados os resultados obtidos no ajuste
de um modelo nfo-linear a um conjunto real de dados, assumindo-se diferentes estruturas de

covaridncia ¢ alternando-se os procedimentos de estimagio descritos neste trabalho.

5.1. Descriciio do conjunto de dados

Os dados sdo provenientes de um estudo conduzido na Escola de Educacgéo Fisica da
USP (Cordani, L.X. e Ribeiro, R. O., 1993). A varidvel observada foi a quantidade de
lactaro de sodio (em mmol/l) presente no sangue de atletas durante corrida em pista, medida
a0 longo de diversas velocidades {em km/h).

A quantidade de lactato ¢ utilizada como indicadora de condig#o fisica e potencial de
atletas, sendo portanto fundamental na prescri¢io de um treinamento adequado. Um ponto
importante para a prescrigdo de treinamento de atletas de alto nivel € o limiar anaerobico,
definido como a transicBio do metabolismo aerObico para o anaerdbico. Durante o
metabolismo anaerdbico ocoerre uma reagdo que faz aumentar a produgic de lactato de
sodio, sendo que o aumento excessivo de lactato acarreta “stress™ no atleta.

Fazem parte da amostra 14 corredores de fundo e meio fundo, e 12 tnatletas. O
objetivo da analise foi comparar o condicionamento fisico dos dois grupos (que sdo os
rratamentos), através da analise da concentragio de lactato ao longo da velocidade. Nesta
comparagfio, é de interesse verificar se o lactato de sodio obtide no limiar anaerébico dos
fundistas € equivalente ao dos triatletas.

Conforme trabalhos especificos da drea de Educagiio Fisica (ver por exemplo,
Pompeu (1994)), a concentragio de lactato no sangue durante teste ergométrico ocorre de
forma exponencial. No entanto ndo se tomou como objetivo principal investigar uma fungédo
que fosse fiel ao “fendmeno” que gera os dados ou seja, a relagio funcional entre as

variaveis, uma vez que esta etapa exigiria maior dedicagfio ao tema e envolvimento de
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profissionais da &rea. Tomando como base principalmente a forma aparente da distribuigdo

dos dados nas velocidades em que foram observados, empregamos neste estudo o modelo

exponencial (2.3). Na Tabela 5.1 e nos graficos a seguir apresentamos os dados que foram

observados.

Tabela 5,1:Lactato de sédio (mmol/1) por velocidade (km/h) para fundistas e triatletas

1 0 -
2 0 -
3 0 -
4 0 1.7
5 0 1.6
6 0 1.9
7 0 1.6
8 0 14
9 0 1.2
10 0 -
11 0 -
12 0 1.4
13 0 1.7
14 0 1.7
15 1 1.3
16 1 -
17 1 13
18 1 1.3
19 1 1.6
20 1 1.3
21 1 1.2
22 1 -
23 1 1.7
24 1 1.0
25 1 1.4
26 1 0.9

25
L9
1.9
1.7
1.7
1.8
1.8
20
I8
1.4
L3
138
1.8
1.8
1.2
23
1.1
1.7
13
1.4
0.8
L1
1O

L0
0.8

25
2.2
22
1.8
21
1.8

2.2
2.9
18
1.4
18
1.8
2.1
12
1.8
1.1
12
12
15
1.1
11
12
13
0.9
11

27
24
23
1.7
24
20
22
2.4
32
1.8
1.7
1.8
1.9
22
1.5
24
1.4
1.7
1.1
1.3
0.9
1.0
1.7
1.9
1.1
2.0

32
28
235
1.8
3.0
21
3.0
28
42
22
23
1.9
20
24
1.7
1.6
1.7
2.2
1.3
1.4
0.9
1.3
1.6
22
24
L9

4.1
35
29
21
35
4.1
35
3.6
39
28
23
22
23
2.6
2.7
34
2.1
2.4
13
1.7
1.2
1.9
25
3.0
1.9
2.1

73
4.9
34
3.7
58

56
38

6.9
4.4
4.0
7.5
32
33
6.8

28
3.7
6.2
6.7
6.2

29
6.0

133
53
42
4.7
6.5

7.9

86
53
7.1
9.9
3.6

33
6.0
7.6

7.1
53
6.6

8.7

5.1

88



Grifico 5.1a: Lactato (mmol/l) por Velocidade (km/h) - Fundistas
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Grafico 5.1b: Lactato (mmol/l) por Velocidade (km/h) - Triatletas
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Algumas observagdes devem ser feitas com relagdo aos dados. Tanto as velocidades
quanto os respectivos valores de lactato para os fundistas foram coletados considerando-se

duas casas decimais. No entanto, foi feito o arredondamento para uma casa decimal de
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forma que se pudesse ter exatamente os mesmos pontos fixados para a velocidade e tratar os
dados como sendo de um experimento balanceado. Conforme visto no Capitulo III, na
utilizagio de algumas estruturas de covarifincia esta suposigio € uma condigio necessaria.
Além disso, seguindo o mesmo procedimento adotado em trabalho anterior com este
conjunto de dados (Cordani, L K. e Ribeiro, R. 0., 1993), o atleta n® 9 foi excluido da
amostra. Seu desempenho era bastante superior aos demais, tendo os pesquisadores

concluido que se tratava de um velocista.
5.2. Modelo para o vetor de médias e para a matriz de covariincia

Como temos dois tratamentos (fundistas e triatletas), escrevemos o modelo (2.3)

conforme descrito na Se¢do 3.3.:

explo,, (x; ~0y)], sej=1,...10;i=1,..3,10,.14
exp[au(xj~an)], sej=1,.....10; 1= 15,..26

E(y;;)= {
onde y; € a concentragio de lactato de sédio medida em uma amostra de sangue do i-ésimo
atleta, na j-ésima velocidade (x;); k=2 e r=4, sendo o= (11, O, Oz, O). Pode-se
considerar o experimento balanceado com relagiio a condigfio de avaliagdo (sendo p=10)
embora haja observagdes incompietas.

Com relagdo a interpretacio dos pardmetros, o € o1 sdo constantes de
proporcionalidade que estabelecem a relagdo entre a taxa de crescimento e a quantidade de
lactato, para cada tratamento. Ja o) € oz, além de interferirem também como constantes de
proporcionalidade, definem 0 ponto onde o tactato € igual a 1 (x= a2; ou x=0(22, conforme ©
tratamento). Segundo informagdes obtidas junto a pesquisadores, quando em repouso ©
lactato costuma ser aproximadamente igual a 1. De posse desta informagfio, procurou-se
ajustar o modelo (2.3) supondo o1=0t22=0. No entanto, devido a niio disponibilidade de
dados em baixas velocidades, a imposigio do ponto (x=0, y=1) acabou por pesar no ajuste

do modelo, tornando-0 menos adequado que o anteriormente adotado. Por esta razdo,



optou-se por manter o segundo parimetro no modelo, ainda que as estimativas possam ser
incoerentes com a interpretagdo (por exemplo, valores de 21 ou oz muito abaixo de 1).
O “ajuste” deste modelo foi repetido algumas vezes supondo-se, a cada vez,

diferentes estruturas de covaridncia:

I. Independéncia: estrutura (2.24), descrita anteriormente.

11. Independéncia com variéincia proporcional 3 velocidade: 6 diag(xy,.......,X10)

I1l. Uniforme: estrutura (2.25), descrita anteriormente.

IV. “Uniforme”, com varidncia proporcional 4 velocidade: 621" + o 2 diag(xy,........X10).
V. Efeitos aleatorios (2.27), com efeito ndo-linear em o;.

VI Efeitos aleatorios (2.27), com efeito nfio-linear em o,

V1. Efeitos aleatorios (2.27), com efeitos nfo-lineares em o € ot

Além disso, foram utilizados diferentes procedimentos de estimagdo: minimos quadrados
ordinarios (MQQ), minimos quadrados generalizados (MQG), minimos gquadrados
generalizados iterativos (MQGT) e maxima verossimilbanga restrita (REML).

5.3. Analise dos resultados

Embora o objetivo principal deste trabalho nfio seja escolher a estrutura de
covaridncia mais adequada para um conjunto de dados, foram feitas algumas consideractes
iniciais para melhor compreensdo dos resultados obtidos nos ajustes supondo diferentes
estruturas.

Devido ao tamanho reduzido da amostra, aliado ao nimero de observagtes
incompletas, torna-se inviavel o calculo da matriz de covaridncia amosiral na forma descrita
na Secdo 3.1, que auxiliaria na escolha de uma estrutura especial. Foram calculadas as
varidncias e as correlagdes para os valores existentes em cada velocidade. Através destes
resultados e dos Graficos 5.1a e 5.1b, observa-se que as varincias aumentam ao longo da

velocidade:
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Tabela 5.2; Estatisticas descritivas para a variavel lactato, em cada velocidade

9.5
10.9
12
13.3
14.4
15.7
17.1
18
19
20

18
24
25
25
25
25
22
21
15

1.44
1.54

1.62
1.81
2.08
2.63
3.87
5.36
6.52
6.94

0.07
0.21
0.21
0.24
0.35
0.64
244
291
7.15
2.42

0.9
0.8
0.9
0.9
0.9
12
1.8
2.8
33
51

1.9
2.5
2.5
2.7
32
4.1
7.9
8.8
13.3
9.2

Tabela 5.3: Coeficientes de correlacio de Pearson -

) n® de obs.utilizadas no calculo.

1 057 054 1

-0.20

95 021 033 0.16 023 -0.94
18y (A7) (18 (18 (I8 (18) (16 (4 (10 (5

10.9 1" 087 079 060 073 039 004 044 024
Q) @) Q) @) @y @) @) 05 O

12 1 084 70 072 022 00l 038 -0.01
@) @9 @5 @) @ @y a5 O

13.3 1 078 086 051 017 036 004
@) @) @5 @) ey (4% O

14.4 1 075 039 -002 028 0.10
@) @) @ e a5 o

15.7 1 065 036 045 024
@) @ ey ds5 O

17.1 1 052 047 062
2y a9 w4 O

18 1 0838 073
ey ads)

19 1 0091
as

20 1
)
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Conforme se pode observar, as varidncias crescem com a velocidade e, embora haja
poucas observacdes, na ultima velocidade parece decrescer. As correlagdes niio parecem
obedecer a um padrao muito definido.

Apesar do reduzido tamanho de amostra, analisando-se as estatisticas descritivas
para cada tratamento em separado (Tabelas 5.4 e 5.5), verifica-se que entre os fimdistas é

um pouco mais claro o comportamento das varidncias, que crescem com a média.

Tabela 5.4: Fundistas: estatisticas descritivas para a variavel lactato, em cada

velocidade

9.5 8 163 003 14 1.9

10.9 13 1.80 0.08 1.3 25
12 13 1.98 0.08 1.4 2.5
13.3 13 2.11 0.10 1.7 2.7
14.4 13 2.46 0.21 1.8 32
15.7 13 3.04 0.51 2.1 4.1
17.1 12 418 1.82 2.9 7.9
18 12 521 2.28 32 7.5
19 1 6.94 822 3.6 133
20 6 7.00 2.88 5.1 92

Tabela 5.5: Triatletas: estatisticas descritivas para a variavel lactato, em cada

velocidade

006 09 17

9.5 10

10.9 11 0.19 0.8 23
12 12 0.05 0.9 1.8
13.3 12 0.21 0.9 2.4
14.4 12 0.19 0.9 24
13.7 12 0.43 1.2 3.4
17.1 10 3.1% 1.8 73
18 9 4.06 2.8 8.8
19 4 3.47 33 7.6
20 1 - 6.6 6.6
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A primeira estrutura de covarnéncia utilizada (Independéncia) supGe varidncias
constantes ¢ dados ndo correlacionados. Diante do comportamento dos dados, com
varidncias que crescem com a velocidade, decidiu-se por utilizar também a estrutura il, mais
flexivel com relagfo a esta caracteristica. No entanto, esta estrutura permanece sendo pouco
indicada por ndio levar em conta as correlagles.

A estrutura HI (Uniforme), embora tenha sido utilizada a titulo de exemplificagdo,
também ndo parece ser a mais adequada, uma vez que supde varidncias e correlagdes
constantes ao longo da velocidade. Foi entfio utilizada uma modificagio (estrutura I'V), com
0 objetivo de pelo menos torna-la mais adequada no que se refere as varidncias. Esta
modificagdo, embora chamada de estrutura “Uniforme™ com varifincia proporcional a
velocidade, na realidade descaracterizou-se como estrutura uniforme, uma vez que além das
variancias, as correlagdes deixaram também de ser constantes ao longo da velocidade.

A estrutura de modelos de efeitos aleatorios parece ser a mais indicada ao problema
por diversas razdes. Em primeiro lugar nfio impde que varidncias ¢ correlagdes devam ser
constantes ao longo da velocidade. Além disso, separa a variabilidade dentro ¢ entre
individuos, permitindo também que se tenha além da curva meédia, estimativas das curvas
individuais.

Foram utilizadas todas as possiveis opges de inclusdo de componente aleatorio no
modelo: acrescendo somente a a; V), somente a oz (VI) e a ambos (VII), ndo esquecendo
que a estrutura Uniforme foi também gerada a partir da utilizagio deste modelo. Neste caso,
conforme visto na Seciio 4.3, o componente aleatério nfo esta ligado a um parimetro
especificamente e relaciona-se & variavel resposta de forma linear.

Com relacio ao procedimento de estimagfio, para as estruturas I e IT utilizou-se
MQO, através do procedimento NLIN, do SAS. Para as demais, utilizou-se minimos
quadrados generalizados iterativos (MQGI), tendo sido escolhida posteriormente uma Gnica
estrutura para exemplificar outros métodos (MQG ¢ REML). Estes calculos foram feitos
através da macro MIXNLIN (Vonesh, 1593). Os programas utilizados encontram-se no
Apéndice.

Na tabela a seguir sdo apresentados os resultados do ajuste com cada uma das

estruturas, atraves de MQGL
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Tabela 5.6: Estimativas para os parimetros e respectivos erros-padrio (ep)

Estruturas q,,

I 0,1796
i 0,1745
i1 0,1878
v 0,1798
v 0,210t
VI 0,1983
\8 02105

A estrutura V € a que apresenta menores erros para as estimativas de oz e a2, Com
relaglio as estimativas para o € ¢, a estrutura VI parece apresentar menores erros. No
entanto, considerando-se o significado dos par@metros oo € 02 no modelo como
determinando o ponto onde o lactato € igual a 1 para cada um dos tratamentos, verifica-se
através dos Graficos 5.1a ¢ 5.1b que na regido de baixos valores da velocidade (onde o
lactato aproxima-se de 1), a varidncia € pequena entre os individuos, ndo se justificando a
inclusio de componente aleatério nestes pardmetros. Assim, entre as trés estruturas de
covaridncia com efeitos aleatorios, a mais indicada parece ser a V, que inclui efeito aleatdrio
apenas no pardmetro que interfere na curvatura do modelo (o5 € o).

Qutro critério de escolha entre as estruturas seria utilizar os indicadores sugeridos
por Vonesh (1993) e apresentados na Secfio 4.3: os coeficientes de concorddncia calculados
a partir da comparacio entre valores observados e valores preditos (p,;) ou sobre os
residuos das estimativas de minimos quadrados ordinarics em comparagido com os residuos
finais obtidos (p.;). Conforme a Tabela 5.7, para ambos os indicadores, as estruturas V ou
VII parecem ser as mais indicadas entre as testadas. Assim permanece a escolha da estrutura
V, pela forma como se apresentam os dados ( com varidncia maior apenas nos maiores

valores de velocidade).
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Tabela 5.7: Coeficientes de concordancia para os modelos com diferentes estruturas

.I. .
11
m
v
v
A% |
vl

0,80
0,75
0,81
0,75
0,82
0,82
0,82

0,70
0,56
0,75

Com o objetivo de exemplificar no mesmo modelo diferentes procedimentos de

estimagdo, escolhemos a estrutura V e repetimos o ajuste utilizando MQG, REML ¢ REML

com expansio sobre valores estimados dos efeitos aleatorios (REML-SS). As estimativas

dos parimetros e respectivos erros sdo apresentados na Tabela 5.8..

Tabela 5.8: Estimativas para os parimetros e respectivos erros-padriio (ep) com

diferentes procedimentos iterativos - estrutura V

Proced.

-

&y @z
MQGI 0,2101 . 12,4299
MQG 0,2112 12,2755
REML 0,2099 12,4156
REML-SS 0,2083 11,9523
ML 0,2097  ( 12,3991

A seguir s&o apresentados alguns resultados do ajuste do modelo com a estrutura V,

através do procedimento de estimagiio de MQGI. Em primeiro lugar, estimamos a matriz de

covaridncia induzida no modelo, Z, =Z,(a)DZ; (o) + UZIPI . Como 30 temos um efeito

aleatério, a matriz D tem dimensio 1x1, Z,(a)é um vetor coluna (10 x 1), obtido como

em (4.9). Para cada tratamento, a matriz 2, varia entre os individuos apenas com relagio a

dimensdo. A seguir sdo apresentadas as matrizes estimadas para cada um dos tratamentos,
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supondo um individuo com dados completos. Em ambas observa-se o crescimento das

varidncias ac longo da velocidade, sendo este padrio mais claro entre os fundistas.

Matriz de covariancia (acima da diagonal) e correlacio (abaixo da diagonal)

marginais estimadas para os fundistas, supondo dados completos

105503 00007 —00018 -00037 -00061 -00103 -00171 -00231 -0032 —00438]
00013 05543 00103 00213 00353 00594 00984 01335 01847 02526
—0.0032 00182 05756 00530 00875 01472 02441 03312 04582 06265
-00067 00353 00859 06602 (01818 03059 05074 06882 09522 13020
$_ -0.0089 00514 01250 02426 08505 05054 08382 11368 15729 21508
00117 00674 01640 03181 04637 14005 14102 19128 26465 36188
-00135 00778 01893 03674 05347 (7011 28890 31723 43892 60020
-00142 00814 01981 03845 05596 07337 08472 48530 59533 81404
00146 (00837 02037 03953 05754 (07544 08711 091177 87872 112631
| -00148 00849 02068 04012 05839 07656 08841 09252 09513 15.9510]
Matriz de covariancia (acima da diagonal) e correlagio (abaixo da diagonal)
marginais estimadas para os friatletas, supondo dados completos
[ 0.5535 0.0026 00010 —00029 -00088 —00210 —00441 -00675 —0105]
0.0047 05522 00008 -00022 -00068 00161 -00339 -00519 -00808
0.0018 0.0014 05505 -00008 -0.0026 -0.0061 -0.0129 -0.0198 -0.0308
-0.0052 -0.0040 -0.0015 0.5526 00075 00178 00375 00573 00892
% =|-00157 -0.0121 -0.0046 00133 05732 00547 01151 01760 02738
-0.0342 -0.0263 -0.0100 0.0291 0.0876 0.6803 02736 04187 06512
—-0.0554 -0.0426 -0.0163 00471 01419 03097 1.1476 08807 13698
~0.0659 -0.0507 -0.0193 0.0560 01688 03685  0.5968 1.8975 20957
| —0.0723 -0.0857 -0.0212 0.0615 0.1853 04045 0.6551 0.7794 3.8098 |

Nos gréficos a seguir s30 apresentados os valores observados para 0s dois grupos de atletas

com as respectivas curvas médias (Grafico 5.2) e as curvas individuais (Grafico 5.3a ¢ 5.3b).
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Grifico 5.2.: Lactato (mmol/l) por Velocidade (km/h) - Fundistas e Triatletas

Valores observados e curvas médias preditas - Estrutura V

28,0 +
24,0+
200 |
o}
= 16,0 |
f_t 0 Fundistas
% 12,0 + Triatletas
Fundistas - curva média
8,0 E=Triatletas - curva média
40
0,0 ¥ - : : | f f |
95 109 120 133 144 157 171 180 190 20,0
VELOCIDADE
Grafico 5.3a.: Lactato (mmol/l) por Velocidade (km/h)
Valores preditos individuais - FUNDISTAS
Curva média
Atleta 1
o8 — Atleta 2
= = = Afleta3
24 Atleta 4
56 L Atleta 5
o Atleta 6
E Atleta 7
o ' Atleta 8
3 ! Atleta 10
© Atleta 11
Atleta 12
§ ! : - , . . . _ . ] Atleta 13
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LACTATO

Grifico 5.3b.: Lactato (mmol/l) por Velocidade (km/h)
Valores preditos individuais - TRIATLETAS

—

109 120

133 144 157
VELOCIDADE

A

171 180 190 200 |— Atleta 25

Atleta 16
Atleta 17
= = = Alleta 18
Atleta 19
Atleta 20
| ————— Atleta 21
Atleta 22
Atleta 23
Atleta 24

Atleta 26

Os fundistas parecem apresentar maiores valores de lactato nas velocidades mais baixas. No

entanto, a produgdo de lactato dos friatletas cresce a uma taxa superior, tendendo a superar
os fundistas, embora haja poucas observagdes nos valores mais altos de velocidade. Este
resultado pode ser observado também pela tabela a seguir, onde sdo apresentadas as taxas

de crescimento estimadas para os dois grupos e percebe-se que as taxas dos triatletas

superam os fundistas a partir da 6* velocidade:

Tabela 5.8.: Taxas de crescimento de lactato para fundistas e triatletas

Velocidade Fundistas Triatletas
vy i | taxa y I taxa

9.5 0.95 - 0.41 -
10.9 1.27 0.2311 0.63 0.1558
12 1.60 0.3000 0.88 0.2277
13.3 2.10 0.3864 1.30 0.3292
14.4 2.65 0.4968 1.83 0.4743
15.7 3.48 0.6398 272 0.6859
17.1 4.67 0.8085 417 1.0375
18 5.64 1.0800 549 1.4682
19 6.96 1.3191 7.46 1.9646
20 8.50 1.6274 10.12 2.6673
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Podemos agora vertficar s¢ a diferencga entre as taxas de crescimento de fundistas ¢
triatletas ¢ significativa, testando a hipotese de igualdade entre os pardmetros. Conforme os
resultados apresentados no Capitulo IIL para testar se as curvas coincidem, utilizamos por
exemplo o teste modificado de Wald (3.34), onde a hipotese nula a ser testada é: Ho:[I:®(1.-
D]e =0, H;: [1,R(1,-1)]a = 0. Neste caso, h(& ) = [a,,- &, 0,5, -5, ] =[-0.0957

1 -1 0 0

-2.6658], H(a. )=
I ()[0 N

} g=2 e a matriz de varidncia-covaridncia

assintética dos estimadores é dada por

0.0002 0 0.0028 0
0.0005 0 0.0045
01111 0 |
0.0765

ol
il

Obtemos entdo W2=[h‘(&.)([’-\Iﬁfll)_lh(&)]/q=l9.02. Como P(F(221)>19.02)~0.0001,
rejeita-se Ho. Para verificar se a diferenga entre os tratamentos ocorre para um ou
para os dois pardmetros, testamos cada um em separado.

Testando se oty;=0ty2, temos: h(a )= -0.0957; H{(a )=[1 -1 0 0l; neste caso, g=1 e
W2=12.9S. Sendo P(F(1.21y>12.95)~0.0017, rejeita-se a hipotese de igualdade enire oy
e o, Testando se op=0; obtemos h(a }=-2.6658; H(a)=[0 0 1 -1]; qg=t e
W,=37.88. Rejeita-se também a hipotese nula de igualdade entre o e o, ,uma vez
que P(F.21y>37.88)~4.17E-06.

Embora néio se tenha determinado o ponto de limiar anaerdbico, verifica-se que ha
diferenga entre os vetores de par@metros dos dois grupos. Alguns pesquisadores ( ver
Pompeu, 1994 ) indicam que no limiar anaerdbico, a concentragio de lactato €
aproximadamente igual a 4 mmol/l. Assim, uma forma de determinar este ponto seria estimar

o valor da velocidade para o qual § =4 em cada um dos tratamentos.
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Capitulo V1. Consideracies Finais

Neste trabalho, tratamos do ajuste de modelos ndo-lineares a dados longitudinais sob
um enfoque especifico. A abordagem foi paramétrica e em geral, consideramos que os
conjuntos de dados poderiam ser representados através de uma parte deterministica, uma
fungdo ndo-linear em relagdo aos pardmetros, € uma parte aleatéria. Foram estudados
basicamente quatro tipos de estrutura de covaridncia para as observagdes: independéncia
(2.4), uniforme (2.5), efeitos aleatoérios {2.27) e a forma geral (2.31).

Na analise de dados longitudinais através de modelos lineares, observa-se maior
diversidade nas estruturas de covariincia empregadas, sendo freqiientes estudos onde se
procuram estabelecer novas formas que representem mais adequadamente a relagdo de
dependéncia entre os dados (ver por exemplo, Suyama, 1995). Quando os modelos sdo néo-
lineares, percebe-se que a maior énfase ¢ dada a busca da fungfio nfio-linear que melhor
descreva os dados. Assim, este trabalho tém como continuagfio natural a aplicagio de outras
estruturas de covariincia em modelos ndo-lineares e a verificagio das condigdes de
regularidade correspondentes.

Ainda dentro da abordagem utilizada neste estudo, recentemente foram publicados
dois livros que fratam especificamente do ajuste de modelos ndo-lineares para medidas
repetidas { ver Davidian e Giltinan, 1995; Vonesh e Chinchilh, 1997 - em fase de
publicagiio), mas que nZo chegaram a ser abordados neste trabalho.

Outras linhas de pesquisa complementares sio a Bayesiana, tratada em Berkey
(1982) e Racine-Poon (1985) ou Mazucheli (1995), por exemplo, ¢ a abordagem nHo-
paramétrica (Gasser et ali, 1984 ou Miiller, 1989).
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Apéndice : Programas

A seguir, apresentamos os programas SAS utilizados em cada um dos exemplos

numéricos deste trabalho: o exemplo dos bois (Exemplo 1), o das laranjeiras (Exempio 2) e

o dos atletas, apresentado no Capitule V. Em alguns programas utilizou-se, além dos

recursos usuais oferecidos pelo pacote, a macro MIXNLIN (Vonesh, 1993), cujo programa

foi gentilmente cedido pelo autor.

Exemplo 1: Peso dos bois

o Examplel dat: Arquivo onde estfio armazenados os dados.
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11 0 0 30 30 |14 O 12 286 47 (17 O 24 39 40
11 0 6 135 30 (14 O 18 346 47 (17 O 30 446 40
11 0 12 248 30 |14 O 24 456 47 |18 O 0 35 35

il 0 18 278 30 |14 O 30 486 47 {18 O 6 141 35
11 0 24 438 301315 O 40 40 {18 O 12 245 35
11 0 30 418 30 {15 O 6 164 40 |18 0O 18 285 35
i1Z 0 0 36 36 15 O 12297 40 |18 O 24 435 35
12 0 6 103 36 (15 O I8 302 40 |18 O 30 534 35
12 0 12222 36 {15 O 24 412 40 (19 O 0 40 40

12 0 18 252 36 |15 O 30 472 40 (19 O 6 131 490
12 0 24 382 36 |16 O 0 50 50 119 O 12 2981 40
12 0 30 382 36 il6 O 6 187 50 |19 O 18 376 40
13 0 0 53 53 16 O 12 292 50 (|19 O 24 466 40
13 0 6 134 53 |16 O 18 297 50 (19 O 30 453 40
13 0 12 250 53 |16 O 24 387 50 |20 O 0 40 40

13 0 18 305 53 |16 O 30 437 50 |20 O 6 197 40
13 0 24 465 53 |17 0 0 40 40 (20 O 12 320 40
13 0 36 485 53 |17 ¢ 6 168 40 (20 O 18 436 40
4 0 0 47 47 |17 0O 12 276 40 {20 O 24 559 40
14 0 177 47 17 0 18 206 40 |20 O 30 580 40

¢ Boimqol.sas: Programa para estimar os parimetros através do método de minimos

quadrados ordinarios, supondo um unico tratamento. Utiliza somente a procedure NLIN

- ver Capitulo ITL

options ps=60;
data um;
infile "c:\tese\Examplel dat";
input boi $ trat idade pesoi pzero ;

proc sort data=um;
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by trat boi,
titte ' EXEMPLO 1: PESO DE BOiS- USANDQO MQO - CONSIDERANDQO 1
TRATAMENTO',
data um;
set um;
peso = pesoi/pzero ;
if idade=0 then delete;
proc nlin data=um iter=50;
parms b1=10 b2=8 b3=.05 ;
model PESO = bi*exp(-exp(-b3*(idade-b2)));
der bl=exp(-exp(-b3*(idade-b2))),
der b2=-b1*b3*exp(-(b3 *(idade-b2) + exp(-b3*(idade-b2))));
der.b3=b1*(idade-b2)*exp(-(b3*(idade-b2) + exp(-b3 *(idade-b2))));
id bot;
output out = saidal residual=el predicted=pred;
proc print data =saidal;
proc plot data=saidal;
plot pred*idade="*' peso¥idade/ overlay,
runm;
e Boimggl.sas: Programa para estimar os pardmetros através do método de minimos
quadrados generalizados, supondo um Unico tratamento. Deve ser rodado apds o
programa anterior, uma vez que utiliza 0 arquivo SAIDALI, onde estdo armazenados os
valores da variavel resposta (Y), da variavel explicativa (T) e dos residuos (E). Matriz de

covariancia segue a estrutura geral (2.31) - ver Capitulo HL

OPTIONS PS=60,
PROC IML ;
USE SAIDAL,
READ ALL INTO M;
T=M[,1];
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Y=M[,4],

E~=M[,6];
/**CALCULQO DA MATRIZ DE COVARIANCIA COM ESTRUTURA GERAL*#/;
/* N=NUMERO TOTAL DE INDIVIDUOS */,

N=20;
/* p=nimero de ocasioes (tempos) */;

p=3;

Sigma= (E[1:5,]*(E[1:5,]') + E[6:10,]*(E[6:10,]") + E[11:15,]*(E[11:15,]') +
E[16:20,]*(E[16:20,]') + E[21:25,]%(E[21:25,]') + E[26:30,]*(E[26:30,]) +
E[31:35,]%E[31:35,]') + E[36:40,]*(E[36:40,] ) + E[41:45,]*(E[41:45,] ) +
E[46:50,]*(E[46:50,]") + E[51:55,]*(E[51:55,] ) + E[56:60,]*(E[56:60,] ) +
E[61:65,]*(E[61:65,]') + E[66:70,]%(E[66:70,] ) + E[71:75,]E[71:75,] ) +
E[76:80,1*(E[76:80,]') + E[81:85,]*(E[81:85,]") + E[86:90,]*(E[86:90,T) +
E[91:95,]1*(E[91:95,] ) + E[96:100,1*(E[96:100,] })/N,

PRINT sigma,;

/¥ CALCULOQ DA DECOMPOSICAO DE CHOLESKY */;
WI = INV(SIGMA),
PRINT WI,
P=ROOT(WI),
PRINT P;
Z1=REPEAT(0,25,75);
Z2=REPEAT(0,75,25),
DIAPS=BLOCK(P.P,P,P.P.P,.P.P.P PP P PPP):
DIAPI=BLOCK(P,P,P P P),
DIAP1=DIAPS//Z1;
DIAP2=72//DIAPI,
DIAP=DIAP1|DIAP2,
YT=DIAP*Y;
PT=P//P//®//R//P//P//P/[P//P//PIIP//P//PI/P{P/IP//P{/P//P//P,
DADO=YT|[PT,;
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CREATE DOIS FROM DADO,
APPEND FROM DADO;
CLOSE DOIS;
QUIT;
DATA DOIS
SET DOIS,
RENAME COL1=PESO COL2=P1 COL3=P2 COL4=P3 COL5=P4 COL6=P5 ;
T1=6; T2=12; T3=18; T4=24; T5=30;
TITLE EXEMPLO DOS BOIS USANDO MQG COM MATRIZ ESTRUTURADA' ;
PROC NLIN ITER=50 ;
PARMS B1=10 B2=7 B3=0.10;
model PESQ = P1*b1 *exp(-exp(-b3*(T1-b2))) + P2*b1*exp(-exp(-b3*(T2-b2))) +
P3*b1*exp(-exp(-b3*(T3-b2))) + P4*bl *exp(-exp(-b3*(T4-b2))) +
P5*b1*exp(-exp(-b3*(T5-b2))).
der.bl= P1*exp(-exp(-b3*(T1-b2))) + P2*exp(-exp(-b3*(T2-b2))) +
P3*exp(-exp(-b3*(T3-b2))) + P4*exp(-exp(-b3*(T4-b2))) +
P5*exp(-exp(-b3*(T5-b2))) ;

der b2= -P1*b1*b3 *exp(-(b3*(T1-b2) + exp(-b3*(T1-b2}))))
P2*b1*b3*exp(-(b3*(T2-b2) + exp(-b3*(T2-b2))))
-P3*b1*b3*exp(-(b3*(T3-b2) + exp(-b3*(T3-b2))))
-P4*b1*b3*exp(-(b3*(T4-b2) + exp(-b3*(T4-b2))))
-P5*b1*b3*exp(-(b3*(T5-b2) + exp(-b3*(T5-b2)))) ;

der.b3=P1*b1*(T1-b2)*exp(-(b3*(T1-b2) + exp(-b3*(T1-b2)))) +
P2*b1¥(T2-b2)y*exp(-(b3*(T2-b2) + exp(-b3*(T2-b2)))) +
P3*b1*(T3-b2)*exp(-(b3*(T3-b2) + exp(-b3*(T3-b2)))) +
P4*b1*(T4-b2)*exp(-(b3*(T4-b2) + exp(-b3*(T4-b2)))) +
P5*b1*(T5-b2)*exp(~(b3*(T5-b2) + exp(-b3*(T5-b2)))) ;

output out = saida3 p=PRED?3 r=e3 PARMS=B1 B2 B3,
proc print data saida3;
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proc plot data=saida3;
plot e3*pred3;

rum;

e BoimqoZ2.sas: Programa para estimar os parimetros através do método de minimos
quadrados ordinarios, supondo dois tratamentos. Utiliza somente a procedure NLIN - ver

Capitulo I11.

options ps=60;
data um,;
infile "c:\tese\Examplel .dat";
input boi trat idade pesoi pzero ;
proc sort data=um,
by trat boi;
data um;
set um;
peso=pesol/pzero;,
if idade=0 then delete;
title ' EXEMPLO : PESQ DE BOIS- USANDO MQO - considerando 2 tratamentos',
proc nlin data=UM iter=50;
parms b11=10 b12=10 b21=8 b22=8 b31=.05 b32=.05 ;
model PESQO =(b11*(1-trat) + b12*trat)*exp(-exp(-(b31*(1-irat) +
b32*trat)y*(idade-(b21*(1-trat) + b22*trat))));
der bl1=(1-trat)*exp(-exp(-b3 1 *(idade-b21}));
der.b12=trat*exp(-exp(-b32*(idade-b22))),
der.b21=-(1-trat)*b11*b31*exp(~(b31*(idade-b21) + exp(-b3 1 *(idade-b21))));
der.b22=-trat*b12*b32*exp(-(b32*(idade-b22) + exp(-b32*(idade-b22))));
der b3 1=(1-trat)*b11*(idade-b21)*exp(-(b3 1 *(idade-b21) + exp(-b3 1 *(idade-b21})));
der.b32=trat*b12*(idade-b22)*exp(~(b32*(idade-b22) + exp(-b32*(idade-b22))));
id boi;

output out = sail p=pl r=el ;
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proc print;

rum;

e Boimqg2.sas: Programa para estimar os pardmetros através do método de minimos

quadrados generalizados, supondo dois tratamentos. Deve ser rodado ap6s o programa

anterior, uma vez que utiliza o arquivo SAIlL, onde estio armazenados os valores da
variavel resposta (Y), da variavel explicativa (T) e dos residuos {(E). Matniz de

covariancia segue a estrutura geral (2.31) - ver Capitulo 111

OPTIONS PS=60;
PROC IML ;
USE SAil;
READ ALL INTO M;
TRAT=M][,2];
T=M[,3];
=ML,6];
E=M[.8];
PRINT TRATTYE ;
/#*CALCULO DA MATRIZ DE COVARIANCIA COM ESTRUTURA GERAL**/;

/* N=NUMERO TOTAL DE INDIVIDUOS */,
N=20;

/* p=nimero de ocasioes (tempos) */,
p=5;

Sigma= (E[1:5,]*(E[1:5,]') + E[6:10,}*(E[6:10,]") + E[11:15,]*(E[11:15,]) +
E[16:20,]*(E[16:20,]') + E[21:25,]*(E[21:25,]' ) + E[26:30,]*(E[26:30,] ) +
E{31:35,1%(E[31:35,]") + E[36:40,]*(E[36:40,]') + E[41:45,]*(E[41:45,]) +
E[46:50,]*(E[46:50,]) + E[51:55,]*(E[51:55,] )} + E[56:60,]*(E[56:60,] ) +
E[61:65,1%(E[61:65,]) + E[66:70,1*(E[66:70,]') + E[71:75,1*(E[71:75.] ) +
E[76:80,]%(E[76:80,]') + E[81.85,]*(E[81.85,]' ) + E[86:90,]*(E[86:90,] ) +
E[91:95,}*(E{91:95,]") + E[96:100,]*(E[96:100,] ))'N;
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PRINT sigma;

/* CALCULO DA DECOMPOSICAO DE CHOLESKY */,

W1 =INV(SIGMA);
PRINT WI,

P=ROOT(WI),

PRINT P,
Z1=REPEAT(0,25,75) ;
Z2=REPEAT(0,75,25) ,
DIAPS=BLOCK(P,P.P.P.PP.P.P.P.P P PP PP)
DIAPI=BLOCK(P,P.P.P.P),
DIAP1=DIAPS//Z1,
DIAP2=72//DIAPI,
DIAP=DIAP|[DIAP2;
YT=DIAP*Y,

PT=P//P//P//P{/P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P//P,

DADO=YT||PT}|TRAT;
CREATE DOIS FROM DADO;
APPEND FROM DADO;
CLOSE DOIS;

QUIT,

DATADOIS ;
SET DOIS,

RENAME COLI=PESO COL2=P1 COL3=P2 COL4=P3 COL5=P4 COL6=P5

COL7=TRAT;
T1=6, T2=12; T3=18, T4=24; T5=30;

TITLE EXEMPLO DOS BOIS USANDO MQG COM MATRIZ ESTRUTURADA' ;

PROC NLIN ITER=50 ;
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PARMS B11=10 B12=10 B21=7 B22=7 B31=0.10 B32=.10 ;
model PESO = P1*{(b11*(1-TRAT) + BI12*TRAT)*exp(-exp(-(b31*{1-TRAT) +
B32*TRAT)*(T1- (b21*(1-TRAT) + B22*TRAT)))) +
P2*(b11*(1-TRAT) + BI12*TRAT)*exp(-exp(-(b31¥(1-TRAT) +
B32*TRAT)*(T2- (b21*(1-TRAT) + B22*TRAT)))) +
P3*(b11*¥(1-TRAT) + BI2*TRAT)*exp(-exp(-(b31*(1-TRAT) +
B32*TRAT)*(T3- (b21*(1-TRAT) + B22*TRAT)))) +
P4*(b11%(1-TRAT) + BI2*TRAT)*exp(-exp(-(b31*(1-TRAT) +
B32*TRAT)*(T4-(b21*(1-TRAT) + B22*TRAT)))) +
P5*(b11*¥(1-TRAT) + BI12*TRAT)*exp(-exp(-(b31*(1-TRAT) +
B32*TRAT)*(T5- (b21*(1-TRAT) + B22*TRAT)))) ;

der.bl1=(1-TRAT)*(P1*exp{-exp(-b3 1¥(T1-b21))) + P2*exp(-exp(-b31*(T2-b21))) +
P3*exp(-exp(-b31*(T3-b21))) + P4*exp(-exp{(-b31%*(T4-b21))) +
P5*exp(-exp(-b31*(T5-b21)))) ;

der.b12=TRAT*(P1*exp(-exp(-b32*(T1-b22))) + P2¥*exp(-exp(-b32*(T2-b22))) +
P3*exp(-exp(-b32*(T3-b22))) + P4*exp(-exp(-b32*(T4-b22))) +
P5*exp(-exp(-b32*(T5-b22)))) ;

der b21=(1-TRAT)*(-P1*b11*b3 1 *exp(~(b31*(T1-b21) + exp(-b31*(T1-b21)}))
-P2*b11%b3 1*exp(-(b3 1*(T2-b21) + exp(-b31*(T2-b21))))
-P3*b11*b31*exp(-(b31*(T3-b21) + exp(-b31¥(T3-b21)}))

-P4*b11*b3 1 *exp(-(b31*(T4-b21) + exp(-b31*(T4-b21))))
-P5*b11*b31*exp(~(b3 1*(T5-b21) + exp(-b3 1*(T5-b21))))) ;

der.b22= TRAT*(-P1*b12*b32*exp(-(b32*(T1-b22) + exp(-b32*(T1-b22))))
-P2*b12*032*exp(~(b32%(T2-b22) + exp(-b32*(T2-b22))))
-P3*b12%b32*exp(-(b32*(T3-b22) + exp(-b32*(T3-b22))))
-P4*512*b32%exp(-(b327(T4-b22) + exp(-b32*(T4-b22})))
-P5*b12*b32*exp(-(b32*(T5-b22) + exp(-b32*(T5-b22))))) ;

der b31=(1-TRAT)*(P1*b1 1#(T1-b21)*exp(-(b31*(T1-b21) + exp(-b31*(T1-b21)))) +
P2*b11%(T2-b21)*exp(-(b31*(T2-b21) + exp(-b31*(T2-b21)))) +
P3*b11%(T3-b21)*exp(~(b31*(T3-b21) + exp(-b3 1*(T3-b21)))) +
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P4*b11%(T4-b21)*exp(-(b31*(T4-b21) + exp(-b3 1*(T4-b21)))) +
P5*b11*(T5-b21)*exp(-(b31*(T5-b21) + exp(-b3 1*(T5-b21)))));

der.b32=TRAT*(P1*b12*(T1-b22)*exp(-(b32*(T1-b22) -+ exp(-b32*(T1-b22)))) +

P2*p12*(T2-b22)*exp(-(b32*(T2-b22) + exp(-b32*(T2-b22)))) +
P3*b12*(T3-b22)*exp(-(b32*(T3-b22) + exp(-b32*(T3-b22)))) +
P4*b12%(T4-b22)*exp(-(b32%(T4-b22) + exp(-b32*(T4-b22)))) +
P5*b12%(T5-b22)*exp(-(032*(T5-b22) + exp(-b32*(T5-b22))));
output out = saida3 p=pRED3 r=e3 PArms=b11 b12 b21 b22 b31 b32 ;

DATA SAIDA,
set saida3;

proc print;

rumn;

?

Exemplo 2: Circunferéncia das laranjeiras

s Example2 dat: Programa onde estfio armazenados os dados.

111830
1484 58
1 664 87
11004 115
1 1231 120
1 1372 142
11582 145

211833
2 484 69
2664 111
2 1004 156
21231172
21372203
2 1582203

311830
3484 51
366475
31004 108
31231115
31372 139
3 1582 140

411832
4484 62
4664112
41004 167
41231179
41372 209
41582214

511830
5484 49
5 664 81
51004 125
31231 142
51372 174
51582177

¢ Arvmqo.sas: Programa para estimar os pardmetros através do método de minimos

quadrados ordinarios. Utiliza somente a procedure NLIN - ver Se¢do 4.1.
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OPTIONS PS=60;

DATA UM,

INFILE “c:\tese\example2.dat”;

INPUT IND DAYS Y;

PROC NLIN DATA=UM METHOD=GAUSS ITER=50;
PARMS ALFA=150 BETA=5 GAMA=0.002 ;
D=BETA*EXP(-GAMA*DAYS);

MODEL Y=ALFA/(i + D),
DER.ALFA=1/(1 + D),
DER BETA=-(ALFA*EXP(-GAMA*DAYS))/{((1 + D)**2);
DER. GAMA=(ALFA*DAYS*D)/((1 + D)**2),
OQUTPUT OUT=SAIDAI1 RESIDUAL=E;
PROC PRINT,
RUN,;

o Arvingg sas: Programa para estimar os pardmetros através do método de minimos
quadrados generalizados. Deve ser rodado ap6s o programa anterior, uma vez que utiliza
o arquivo SAIDAI, onde estdo armazenados os valores da varidvel resposta (Y), da
variavel explicativa (DAYS) e dos residuos (E). Matriz de covariincia segue a estrutura
de modelos de efeitos aleatorios (2.27). Neste caso, foi considerado somente um efeito

aleatorio, ligado ao parAmetro « - ver Secio 4.3.

PROC IML ;
USE SAIDALI,
READ ALL INTO M,
DAYS=ML,1];
Y=ML,2],

E=M[,3],
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/** PRIMEIRO ESTAGIO: ENCONTRAR ESTIMATIVAS POR MQO PARA OS
PARAM */,

ALFA=192.6876;

BETA=7.8566,

GAMA=0.0028;

/*N=numero de individuos*/;
N=5;
*RI=numero de condicoes de avaliacao*/,
RI=7;
/¥K2=numero de between-variables*/;
K2=1;
*NI=numero de coeficientes aleatorios*/;
NI=t;
/**************CALCULO DA MATRIZ Z************/;
/**no caso da matriz de covariancia seguir o padrao uniforme, Z=UNIRI.*/;
/**no caso do modelo utilizado nao ser o pseudo-linear (utiliza apro-*/;
/**ximacao de Taylor), Z={UNIRI, DAYS[1:R],], DAYS[L:RIJ#HF2} ¥¥*dkrkrdk/
/**no caso do modelo pseudo-linear Z ¢ calculada como se segue, ******/,
UNIRI=VECDIAG(I(RI));
D=BETA#EXP(-GAMA#DAYS[1.RL]),
DALFA=UNIRI/(UNIRI + D},
DBETA=-(ALFA#D)Y/BETA#((UNIRI + D)##2),
DGAMA=(ALFA#DAYS[L:RL, #D)/((UNIRI + D)##2);
Z=DALFA|DBETA|IDGAMA,;
A=I(3),
A=A[,1:NI];
LIFZ*A,
PRINT ZI,
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/* SEGUNDO ESTAGIO: ESTIMACAO DOS EFEITOS ALEATORIOS E DAS
COMPONENTES*/

/* SI DA VARIANCIA (ENTRE) */
B1=INV(ZI *ZI)*ZT *E[1:7,];
B2=INV(ZT *ZI)*ZI *E[8:14,];
B3=INV(ZI *ZI)*ZI *E[15:21,];
B4=INV(ZI *ZI)*ZI *E[22:28.];
B5=INV(ZT *ZI)*ZI *E[29:35 ];
S1=E[1:7,] *(I(7) - ZIFINV(ZI *ZI)*ZI )*E[ 1.7, }/6;
S2=E[8:14,] *(I(7) - ZI*INV(ZT *ZI)*ZT' )*E[8:14,)/6;
S3=E[15:21,] *(I(7) - ZIXINV(ZT *ZI}*ZI )*E[15:21,)/6;
S4=F[22:28,] *(I(7) - ZI*INV(ZI *ZI)*ZI Y*E[22:28,]/6;
S5=E[29:35.] *(I(7) - ZI*INV(ZI *ZI)*ZI' )*E[29:35,)/6;

/* TERCEIRQ ESTAGIO: ESTIMACAQ DE SIGMAZ2 E PSI */
SIGMA2=((RI-NIL)/(IN#(RI-NI)))*(S1+S2+S3+84+85);
PRINT SIGMA2;
B=B1||B2|[B3{B4|BS;
B=B',
PRINT B;
X2I=1;
X2={11111};
SBB=B"*(I(N)-X2*INV(X2 *X2)*X2")*B/(N-K2),
PSI=SBB - SIGMA2#N#(1-X2I *INV(X2' *X2)*X2I)*INV(ZI *ZI)/(N-K2);
PRINT SBB;
PRINT PSI,

/* QUARTO ESTAGIO: ESTIMACAQ DE ALFA ATRAVES DE MQG */
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WI=INV(ZI*PSI*ZT + SIGMA2*I(RI));
PRINT WI,
P=ROOT(WI),
PRINT P;
DIAP=BLOCK(P.P,P P.P),
YT=DIAP*Y;
PRINT YT;
P=P//P//P//P//P,
DADO=YT||T||P;
CREATE DOIS FROM DADQ;
APPEND FROM DADO,
CLOSE DOIS;
QUIT;
DATADOIS ;
SET DOIS ;
RENAME COL1=YT COL2=T COL3=P1 COL4=P2 COL5=P3 COL6=P4 COL7=P5
COL8=P6 COL9=P7,
T1=118; T2=484; T3=664, T4=1004; T5=1231; T6=1372, T7=1582;
PROC NLIN METHOD=NEWTON ;
PARMS ALFA=100 BETA=5 GAMA=0.002 ;
D1=BETA*EXP(-GAMA*T1),
D2=BETA*EXP(-GAMA*T2),
D3=BETA*EXP(-GAMA*T3);
D4=BETA*EXP(-GAMA*T4),
D5=BETA*EXP(-GAMA*T5),
D6=BETA*EXP(-GAMA*T6),
D7=BETA*EXP(-GAMA*T7),
MODEL YT=P1*ALFA/(1 + D1) + P2*ALFA/(1+D2) + P3*ALFA/(1+D3) +
P4* ALFA/(1 + D4) + PS*ALFA/(1+D5) + P6*ALFA/(1+D6) +
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P7*ALFA/(1 + D7) ;

DER ALFA=P1/(1 + D1) + P2/(1+D2) + P3/(1+D3) +
P4/(1+ D4) + P5/(1+D5) + P6/(14D6) +
P7/1+D7),

DER BETA=-(P1*ALFA*D1/(BETA*((1+D1)**2)) +
P2*ALFA*D2/BETA*((1+D2)**2)) +
P3*ALFA*D3/(BETA*((1+D3)**2)) +
P4*AL FA*D4/(BETA*((1+D4)**2)) +
P5*ALFA*D5/(BETA*((1+D5)**2)) +
P6*ALFA*D6/(BETAX((1+D6)**2)) +
P7*ALFA*D7/(BETA*((1+D7)**2)));

DER.GAMA=P1*ALFA*T1*D1/((1 + D1)**2) + P2*ALFA*T2*D2/((1+D2)**2) +

P3*ALFA*T3*D3/((1 + D3)**2) + PA* ALFA*T4*D4/((1+D4)**2) +
P5*ALFA*T5*D5/((1 + D5)**2) + P6* ALFA*T6*D6/((1-+D6)**2) +
P7*ALFA*T7*D7/((1 + D7)**2) ;

DER.ALFA ALFA=0;

DER.ALFA BETA=DER BETA/ALFA ;

DER. ALFA. GAMA=DER. GAMA/ALFA;

DER BETA BETA=P1*2*ALFA*(EXP(-2*GAMA*T1))/((1 + D1)**3) +
P2%2* ALFA*(EXP(-2*GAMA*T2))/((1 + D2)**3) +
P3*2* ALFA*(EXP(-2*GAMA*T3))/((1 + D3)**3) +
PA*2* AL FA*(EXP(-2*GAMA*T4))/((1 + D4Y**3) +
P5*2* ALFAX(EXP(-2*GAMA*TS))/((1 + DS)**3) +
P6*2* ALFA*(EXP(-2*GAMA*T6))/((1 + D6)**3) +
P7*2* ALFA¥(EXP(-2*GAMA*TT))/((1 + D7)**3) ;

DER BETA GAMA=P1*ALFA*T1*D1*(1 - DI)ABETA*((1 + D1)**3)) +
P2*ALFA*T2%D2*(1 - D2)/(BETA*((1 + D2)**3)) +
P3*ALFA*T3*D3*(1 - D3)/(BETA*((1 + D3)**3)) +
P4*ALFA*T4*D4*(1 - D4)/(BETA*((1 + D4)**3)) +
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P5*ALFA*T5*D5%(1 - D5)/(BETA*((1 + D5)**3)) +
P6*ALFA*T6*D6*(1 - D6)(BETA*((1 + D6)**3)) +
P7*ALFA*T7*D7%(1 - DT)/(BETA*((1 + D7)**3)) ;

DER.GAMA.GAMA=P1*ALFAX(T1#**¥2)*D1*(D1 - 1)/((1 + D1)¥*3) +
P2*ALFA*(T2**2)¥D2¥(D2 - 1)/((1 + D2)**3) +
P3*ALFA*(T3**2)*D3*(D3 - 1)/((1 + D3)**3) +
P4*ALFA*(T4**2)*D4*(D4 - 1)/((1 + D4)**3) +
P5*ALFA*(T5**2)*D5*(D5 - 1)/((1 + D5)**3) +
P6* ALFA*(T6**2)*D6*(D6 - 1)/((1 + D6)**3) +
PT*ALFA*(T7**2)*D7*(D7 - 1)/((1 + D7)**3) ;

RUN:

e Arvmix.sas: Programa que utiliza a macro MEXNLIN para estimar os parametros por

minimos quadrados generalizados, supondo estrutura de efeitos aleatorios (2.27).

Substitui o uso dos dois programas anteriores- ver Sec¢iio 4.3.

libname rmlib '¢\TESE',

filename mixnlin 'c\TESE\mixnlin.sas';
filename example2 'c:\tese\example2 dat’;
%include mixnlin / nosource2;

options nodate pagesize=60 nocenter nonumber is=80;

data example2;

infile example2;
input tree $ days Y ;
intercep=1;
group='grand mean' ;

proc sort data=exampleZ;

by group tree;
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title' EXEMPLO 2 : DRAPER E SMITH - LARANJEIRAS-USANDO MQG',
Somixnlin(imllib=rmlb. storemod);
procm mixnlin data=example2 method=egls best=5 expand=average print=all
outpred=results;
subject tree;,
class group;
vars 'intercep days’,
parms b1="150,100'
b2="10,20"
b3="-.001, -.01";
design all='group’ ;
random 'b1";
model 'v=b1*intercep/(intercep + b2*(exp(b3*days)))’;
denv
der bl="intercep/(intercep + b2*(exp(b3*days)))
der b2='(-b1/((intercep + b2*(exp(b3*days)))**2))*(exp(b3 *days))'
der_b3='(-b1/((intercep + b2*(exp(b3 *days)))**2))*(b2*days*(exp(b3*days))),
execute mixnlin;
proc print data=results;
run,
e Arvunisas: Programa para estimar os parAmetros através do método de minimos
quadrados generalizados. Deve ser rodado apés o programa Arvmgo.sas, uma vez que
utiliza o arquivo SAIDAL1, onde estdo armazenados os valores da variavel resposta (Y),
da variavel explicativa (T) e dos residuos (E). Matriz de covarifincia segue a estrutura
uniforme (2.25). - ver Secfo 4.2

PROC IML ;
USE SAIDAL;
READ ALL INTO M;
T=M[1];
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Y=M[2];
E=M|,3},
PRINTT YE;

/** PRIMEIRO ESTAGIO: ENCONTRAR ESTIMATIVAS POR MQO PARA O0S

PARAM . */,
ALFA=192.6876;
BETA=7.8566;
GAMA=0.0028,
SQR=17480.2335;

/*N=numero de individuos*/;
N=5;

/#RI=numero de condicoes de avaliacao*/;
RI=7;

/*K2=numero de between-variables*/;
K2=1;

[*NI=numero de coeficientes aleatorios*/;
NI=ti;

/* TERCEIRO ESTAGIO: ESTIMACAQO DE SIGMA?2 E PSI */
SIGMA2=SQR/(N*RI);,
PRINT SIGMAZ2;

SI=(SUM(E[1:7.]));
S2=SUM(E[8:14,]);
S3=SUM(E[15:21,]);
S4=SUM(E[22:28.]);
S5=SUM(E[29:35,]);
PRINT S1 82 83 84 S5;
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RO=(SI#H2 + S2H2 + S3HH2 + S4HH2 + S5#H2 - NHRI4SIGMAR)/(N#RIHRI-
1#SIGMA2);

JOTA = J(RI)

SIG=SIGMAZ2#(1-RO)*I(RI) + SIGMA2#RO#IOTA,

PRINT RO JOTA SIG ;

/* QUARTO ESTAGIO: ESTIMACAQO DE ALFA ATRAVES DE MQG */
WI=INV(SIG);
PRINT WI;
P=ROOT(WI),
PRINT P,
DIAP=BLOCK(P,P,P,P.P),
YT=DIAP*Y:
PRINT YT,
P=P//P//P//P//P;
DADO=YT||P ;
CREATE DOIS FROM DADO,
APPEND FROM DADO;
CLOSE DQIS;
QUIT;
DATA DOIS ;
SET DOIS ;
RENAME COL1=YT COL2=P1 COL3=P2 COL4=P3 COL5=P4 COL6=P5 COL7=P6
COL8=P7 ;
T1=118,; T2=484; T3=0664, T4=1004; T5=1231, T6=1372;, T7=1582,
PROC NLIN ;
PARMS ALFA=100 BETA=5 GAMA=0.002 ;
DI1=BETA*EXP(-GAMA*T1),
D2=BETA*EXP(-GAMA*T2),
D3=BETA*EXP(-GAMA*T3);
D4=BETA*EXP(-GAMA*T4),
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D5=BETA*EXP(-GAMA*TS5);

D6=BETA*EXP(-GAMA*T6);

D7=BETA*EXP(-GAMA*T7),

MODEL YT=P1*ALFA/(1 + D1} + P2*ALFA/(1+D2) + P3*ALFA/(1+D3) +
P4*ALFA/(1 + D4) + P5S*ALFA/(14D5) + P6*ALFA/(1+D6) +
P7*ALFA/(1 + D7),

DER ALFA=P1/(1 + D1) + P2/(1+D2) + P3/(1+D3) +
P4/(1 + D4) + P5/(1+D5) + P6/(1+D6) +
P7/(1+D7);

DER BETA=-(P1*ALFA*D1/(BETA*((1+D1)*¥2)) +
P2*ALFA*D2/(BETA*((14D2)**2)) +
P3*ALFA*D3/(BETA*{((14D3)**2)} +
P4*ALFA*D4/(BETA*((1+D4)**2)) +
P5*ALFA*D5S/BETA*((14D5)**2)) +
P6*ALFA*DO/(BETA*((1+D6)**2)) +
P7T*ALFA*D7/(BETA*((1+D7)**2)));

DER.GAMA=PI*ALFA*T1*D1/((1 + D1)**2) + P2*ALFA*T2*D2/((1+D2)**2) +
P3*ALFA*T3*D3/((1 + D3)**2) + PA*ALFA*T4*D4/((1+D4)**2) +
P5*ALFA*TS*D5/((1 + D5)**2) + P6*ALFA*T6*D6/((1+D6)**2) +
PT*ALFA*T7*D7/((1 + D7)y**2) ;

RUN,;

Aplicagiio pratica: Concentracio de lactato no sangue de atletas

» Pistat2.dat; Programa onde estdo armazenados os dados.

1 0 109 25 1 0 157 4.1 2 0 109 19
1 0 12 25 1 0 17.1 42 2 0 12 22
1 0 133 2.7 1 0 18 73 2 0 133 24
I 0 144 32 1 0 19 133 )2 0 144 28
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31 1 12 09 31 1 18 29 32 1 133 2
31 1 133 1.1 (31 1 19 45 32 1 144 19
31 1 144 24 (32 1 95 09 32 1 157 2.1
31 1 157 19 (32 1 109 08 (32 1 17.1 49
31 1 171 25 (32 1 12 11 32 1 I8 6

o Atlestrl.sas: Programa que utiliza a procedure NLIN para estimar os parimetros por

minimos quadrados ordinarios, supondo a estrutura I (ver Capituio V),

options ps=60;
data umn;
infile "c:\tese\pistat2.dat";
input ind § tipo veloc lactato,
if ind=9 then delete;
proc sort data=um;
by tipo ind;
title] * EXEMPLO : LACTATO DE SODIO ATLETAS NA PISTA - USANDO MQO,
title2 ' Modelo: Exponencial - f{x)=exp(b1*(x-b2))’,
data um;
set um,
proc nlin data=UM iter=50,
parms b11=5 bl2=75 b21=6 b22=12,
model lactato = exp((b11*(1-tipo) + b12*tipo)*{veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo)));
der.bl1=(1-tipo)*exp((bl 1*(1-tipo) + b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo)
+ b22*tipo)))*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo)) ;
der.bl2=tipo*exp((bl 1*(1-tipo) + b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo)
+ b22*tipo)))*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo)),
der b21=-(1-tipo)*(b11*{1-tipo) + b12*tipo)y*exp((b11*{1-tipo)
+ b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo))),
der.b22=-tipo*(b11*(1-tipo) + b12*tipo)*exp((b11*(1-tipo)
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+ b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tip0)));

output out = saidal p=pl r=el ;
runm;
o Atlestr2 gsas: Programa que utiliza a procedure NLIN do SAS para estimar os parimetros

por minimos quadrados ordinarios, supondo a estrutura Il (ver Capitulo V),

options ps=60;
data um;
infile "c:\tese\pistat2.dat";
input ind tipo veloc lactato;
LACPON=0;
IF ind=9 then delete;
proc sort data=um,;
by tipo ind,
title] ' EXEMPLO : LACTATO DE SODIO ATLETAS NA PISTA - USANDO MQO -
PONDER
title2 ' Modelo: Exponencial - f{x)=exp(b1*(x-b2})’,
data um;
set um;
LACPON=LACTATO/SQRT(VELOC),
proc nlin data=UM iter=50;
parms b11=.5 b12=5 b21=6 b22=12;
model lacPON = exp((bl1*(1-tipo) + bl2*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo) +
b22*tipo)))/SQRT(VELOQC),
der.bl1=(1-tipo)*exp((b1 1*(1-tipo) + b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo)
+ b22*tipo)))*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo))/ SQRT(VELQC),
der.b12=tipo*exp({(b11*(1-tipo) + b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo)
+ b22*tipo)))*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipe))SQRT(VELOC);
der.b21=-(1-tipo}*(b11*(1-tipo) + b12*tipo)*exp({b11*(1-tipo)
+ b12*tipo)*(veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo)))/ SQRT(VELOC);
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der.b22=-tipo*(b1 1*(1-tipo) + b12*tipo)*exp((b11*(1-tipo)

+ b12*tipo)* (veloc-(b21*(1-tipo) + b22*tipo)))/ SORT(VELOC);

output out = saidal p=pl r=el ;

rurt;

Ed

» Atlestr3.sas: Programa que utiliza a macro MIXNLIN para estimar os pardmetros por

minimos quadrados generalizados, supondo a estrutura III (ver Capitulo V),

libname rmlib '¢c\TESE'";

filename mixnlin 'c\TESE\mixnlin sas",
filename pista '¢c\TESE\PISTAT? dat’,
%include mixnlin / nosource2;

options nodate pagesize=60 nocenter nonumber 15=80;

data um;

infile PISTA;
input ind tipo veloc lactato;
intercep=1,
if ind=9 then delete;

proc sort data=um;

by tipo ind ;

titlel ' EXEMPLO : LACTATO DE SODIO - ATLETAS NA PISTA - MATRIZ

UNIFORME';
title2 ' 1 EFEITO ALEAT. LINEAR - IRGLS - AVERAGE *;
Yomixnlin(imilib=rmlib. storemod);
procm mixnlin data=UM method=IRGLS best=5 expand=AVERAGE print=all
outpred=results;
subject ind,
class tipo;
vars 'intercep veloc';

parms b1="5 .2,
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.05 .01,
A5 .1
b2='6 12,
12 15,
12 ¢
design all="tipo’;
random 'intercep’,
model 'lactato = exp(b1*(veloc-b2))";
deriv
der_bi='(veloc-b2)*exp(b1*(veloc-b2))'
der_b2="-b1*exp(b1*(veloc-b2)) "
execute mixnlin;
proc print data=results;
run,
o Atlestrd4.sag: Programa que utiliza a macro MIXNLIN para estimar os parametros por

minimos quadrados generalizados, supondo a estrutura IV (ver Capitulo V).

libname rmlib '¢\TESE";

filename mixnlin 'c:\TESE\mixnlin.sas";
filename pista 'c\TESE\PISTATZ2.dat",
%include mixnlin / nosource2;

options nodate pagesize=60 nocenter nonumber 15=80;

data um;
infile PISTA,;
input ind tipo veloc lactato;,
lacpon = 0O;
intercep=1,
if ind=9 then delete;

proc sort data=um;
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by tipo ind ;
data um;
set wm;
lacpon=lactato/sqrt(veloc),
title! " EXEMPLO : LACTATO DE SODIO - ATLETAS NA PISTA ",
title2 ' UNIF PONDERADO - IRGLS - AMOSTRA TOTAL,
%emixniin(imiib=rmlib.storemod);
procm mixnlin data=UM method=irgls best=5 expand=AVERAGE print=all
outpred=results;
subject ind;
class tipo,
vars 'INTERCEP veloc';
parms bl='5 .2,
05 .01,
A5 .7
b2="6 12,
12 15
design all="tipo';
random 'user 1
model lacpon = (exp(b1*(veloc-b2)))/ sqrt(veloc)';
deriv
der_bl='{(veloc-b2)*exp(b1*(veloc-b2)))/ sqri(veloc)
der_b2='(-b1*exp(bi*(veloc-b2)))/ sqrt(veloc)
function user _1="intercep/sqrt(veloc)’;
execute mixnlin;
proc print data=results;

run;

¢ Atlestr5.sas: Programa que utiliza a macro MIXNLIN para estimar os pardmetros por

minimos quadrados generalizados, supondo a estrutura V (ver Capitulo V).
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libname rmiib '¢c\TESE",
filename mixnlin '¢.\TESE\mixnlin. sas',
filename pista 'c\TESE\PISTAT?2 dat',

%include mixnlin / nosource2;

options nodate pagesize=60 nocenter nonumber 1s=80;

data um;
infile PISTA;
input ind tipo veloc lactato;
IF IND=9 THEN DELETE;
proc sort data=um,

by tipo ind ;

title] ' EXEMPLO : LACTATO DE SODIO - ATLETAS NA PISTA ',
title2 * MODELO EXPONENCIAL - Efeito Aleat. no bl - MQGI - AVERAGE,

Yemixnlin(imilib=rmlib.storemod);

procm mixnlin data=UM method=IRGLS best=5 expand=AVERAGE print=all

outpred=results;
subject ind;
class tipo;
vars ‘veloc',
parms bi1='5 2,
05 .01,
A5 .1
b2='6 12,
12 15
design all="tipo",
random b1’;
model 'Tactato = exp(b1*{veloc-b2))’;

deriv

der_bl='(veloc-b2)*exp(bl*(veloc-b2))

der b2="-b1*exp(bl*(veloc-b2)) ",

129



execute mixnlin;
proc print data=results,

run,

e Aitlestr6.5as; Programa que utiliza a macro MIXNLIN para estimar os parametros por

minimos quadrados generalizados, supondo a estrutura VI (ver Capitulo V).

libname rmiib '¢\TESE";

filename mixnlin '¢c\TESE\mixnlin. sas",
filename pista 'c\TESE\PISTAT?Z dat',
%include mixnlin / nosource2;

options nodate pagesize=60 nocenter nonumber 1s=80;

data um;
infile PISTA,;
input ind tipo veloc lactato;
IF IND=9 THEN DELETE;
proc sort data=um;
by tipo ind ;
titlel ' EXEMPLO : LACTATO DE SODIO - ATLETAS NA PISTA
title2 ' MODELO EXPONENCIAL - Efetto Aleat. no b2/,
Yemixnlin(imllib=rmlib storemod),
procm mixnlin data=UM method=IRGLS best=5 expand=AVERAGE print=all
outpred=results;
subject ind,;
class tipo,
vars ‘veloc',
parms b1=.5 2,
05 .01,
A5 .1
b2='6 12,
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12 15

design all="tipo’;

random 'b2";

model 'lactato = exp(b1*(veloc-b2))';
denv

der_bl=\(veloc-b2)*exp(b1*(veloc-b2))'

der_b2="-b1*exp(b1*(veloc-b2)) ',
execute mixnlin;
proc print data=results,
rut;
o Atlestr7.sas: Programa que utiliza a macro MIXNLIN para estimar o8 pardmetros por

minimos quadrados generalizados, supondo a estrutura VII (ver Capitulo V).

libname rmiib '¢\TESE';
filename mixnlin '¢c:\TESE\mixnlin.sas';
filename pista 'c\TESE\PISTAT?2.dat',
%include mixnlin / nosource2;
options nodate pagesize=60 nocenter nonumber 15=80;
data um;
infile PISTA,
input ind tipo veloc lactato;
TF IND=9 THEN DELETE;
proc sort data=um;
by tipo ind ;
title] ' EXEMPLO : LACTATO DE SODIO - ATLETAS NA PISTA 4,
title2 ' MODELO EXPONENCIAL - 2 Ef. Al';
Yemixnlin(imllib=rmlib.storemod),
procm mixnlin data=UM method=IRGLS best=5 expand=AVERAGE print=ail
outpred=results;

subject ind;
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class tipo;
vars 'veloc',
parms b1=.5 .2,
.05 .01,
15 .1
b2='¢ 12,
12 15"
design all="tipo";
random ‘b1 b2';
model 'lactato = exp(b1*(veloc-b2)Y;
deriv
der_bl='(veloc-b2)*exp(bl*(veloc-b2))'
der_b2="-bI*exp(b1*(veloc-b2)) "
execute mixnlin;
proc print data=results,

rum;
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