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ABSTRACT

The purpose of this work is to develop a text in Portuguese about Harmonic Analysis
on the d-dimensional real sphere S? and to apply the results of the text to study a multiplier
theorem. In the first two chapters it is made a study about harmonic functions in a domain of
the euclidian space R, spherics harmonics, representations of SO(d+ 1), zonal harmonics,
ultraspherics polynomials and about the Laplace Beltrami operator on the sphere. Finally, in
the third chapter it is studied a recent multiplier theorem which gives sufficient conditions for
a multiplier operator be bounded from LP(S9) to L4(S9), for 1 < p,q < co. As application of
this theorem are obtained upper bounds for n-widths of Kolmogorov type of Sobolev classes

W; in the spaces L9(S?), 1 < p,q < o0, 7 > 0.
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RESUMO

O objetivo da dissertacao é desenvolver um texto em portugués sobre Analise Harmonica
na esfera d-dimensional real e aplicar os resultados deste texto no estudo de um teorema de
multiplicadores. Nos dois primeiros capitulos é realizado um estudo sobre fun¢ées harmonicas
em um dominio do espaco euclidiano R4, harmonicos esféricos, representacoes de SO(d+1),
harmonicos zonais, polinomios ultraesféricos e sobre o operador de Laplace Beltrami para a
esfera. Finalmente, no terceiro capitulo é estudado um teorema de multiplicadores recente,
o qual fornece condigoes suficientes para que um operador multiplicador seja limitado de
LP(8%) em L9(S9), para quaisquer p e ¢, 1 < p,q < oo. Como aplicacio deste teorema sao
obtidas estimativas superiores para n-larguras de Kolmogorov de classes de Sobolev WZ nos

espacos L9(S%), 1 < p,q < oo, v>0.
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Introducao

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um texto em portugués e com bastante
detalhes sobre Analise Harmonica na esfera d-dimensional real S¢. Este objetivo é realizado

nos Capitulos 1 e 2.

Quando alguém necessita fazer um estudo sobre Anilise Harmonica na esfera S?, sao
necessarios, quase sempre, varios livros e artigos em pelo menos uma lingua estrangeira
e que em geral nao fornecem os detalhes que necessitamos. Acreditamos que nestes dois
capitulos estao colocados os pré-requisitos para quem pretenda iniciar pesquisas em Anélise
Harmonica ou em Teoria de Aproximacao na esfera S¢.

Outro objetivo deste trabalho é o estudo de um teorema de multiplicadores recentemente
demonstrado por B. Bordin, A. K. Kushpel, J. Levesley e S. A. Tozoni em [2], o que é
feito no Capitulo 3. Teoremas de multiplicadores sao resultados importantissimos quando
pretendemos trabalhar com certas classes de espacgos de fungoes como a dos espagos de
Sobolev. Damos uma aplicacao na obtencao de estimativas assintéticas superiores para n-

larguras de classes de Sobolev.

Iniciamos o Capitulo 1 fornecendo alguns resultados preliminares, especialmente sobre
grupos topolégicos, medidas de Haar e sobre o grupo SO(d + 1). Em seguida fazemos um
estudo sobre funcoes harmonicas num dominio de R+, O principal objetivo deste capitulo
é o estudo de harmonicos esféricos, o qual é realizado na terceira secao. Na tltima secao
demonstramos o resultado que diz que um operador linear sobre L?(S?) que comuta com
as rotacoes proprias de R é um operador multiplicador. As referéncias para a primeira

segao sao [4] e [5], e para as demais segoes sao [3], [9], [11], [12] e [14].



No Capitulo 2 estudamos os harmonicos esféricos e os polindmios ultraesféricos. O re-
sultado mais importante é aquele que fornece uma representacao dos harmoénicos zonais em
termos dos polinomios ultraesféricos. Os resultados deste capitulo sao fundamentais para o
terceiro e ultimo capitulo. Na ultima secao estudamos o operador de Laplace Beltrami para
a esfera S?, demonstramos que os harmonicos esféricos de grau k sdao os autovetores deste
operador associados ao autovalor —k(d + k — 1) e demonstramos a férmula de Funk-Hecke.
Referéncias para os resultados deste capitulo sao [3], [9], [11], [12], [13] e [14].

O terceiro capitulo é o principal deste trabalho. Nele é estudado um teorema de multipli-
cadores obtido em [2], que fornece condigbes suficientes para que um operador multiplicador
seja limitado de LP(S9) em L9(S?), para 1 < p,q < oo. Para demonstrar este resultado sao
obtidas estimativas na norma L? para as somas de Cesaro associadas aos polinomios ultra-
esféricos. Na demonstracao destas estimativas integrais sao usadas estimativas pontuais para
os moédulos dos polinomios de Jacobi e em seguida para as somas de Cesaro associadas aos
polinomios de Jacobi, as quais também sao demonstradas. As estimativas pontuais para os
polinémios de Jacobi podem ser encontradas em [13] e para as somas de Cesaro em [1]. Estas
estimativas pontuais para os polinomios ultraesféricos podem ser encontradas também no
artigo de Kogbetliantz [6], onde a demonstragao é feita fazendo uso de representagao integral
para somas de Cesaro. Qutros teoremas de multiplicadores para a esfera S¢ onde sao dadas
condicoes suficientes para a limitacao de um operador de LP(S?) em L4(S?), 1 < p,q < oo,
podem ser encontrados em [1] e [3].

Na tltima segao do Capitulo 3 definimos os espagos de Sobolev W) (S?), para v > 0,
1 < p,q < co. Aplicando o teorema de multiplicadores demonstramos estimativas assintoticas
superiores para n-larguras das bolas unitédrias de W) (59) nos espacos L4(S?), 1 < p,q < cc.
Este resultado foi obtido em [2]. Outras referéncias para esta secao sao [7] e [10].

E valido ressaltar que nesta dissertacao a numeracao das equacoes é especifica para uma

demonstracao somente.



CAPITULO 1

Harmonicos esféricos

Na primeira se¢ao somente fixamos algumas notagoes e apresentamos algumas defini¢oes
e resultados preliminares, os quais serao utlizados no decorrer do trabalho. As referéncias
para esta segao sao [4], [5] e [14].

Na segunda se¢ao fazemos um estudo sobre fungoes harmonicas e posteriormente algumas
aplicagoes relacionadas ao nicleo de Poisson.

A secao seguinte é a mais importante do capitulo. Ela trata dos harmonicos esféricos e
os resultados desta secao sao de grande importancia para o desenvolvimento dos capitulos
posteriores. As referéncias para as segoes 1.2 e 1.3 sao [11], [12], [14], [9] e [3].

Finalmente, na ltima secao aplicamos a teoria de harmonicos esféricos no estudo de
representagoes de SO(d+1). O resultado principal desta secao diz que se um operador linear

sobre L?(S%) comuta com as rotacoes préprias de R entao ele é um multiplicador.

1.1 Preliminares

Notagao 1.1.1. Seja X um espago topoldgico. Denotaremos por C(X) o conjunto formado
por todas as fungoes continuas f : X — R e por B(X) a o-dlgebra de Borel de X.

Notacao 1.1.2. Seja D um aberto de R¥! e seja m um inteiro positivo. Denotaremos por

C™(D) o congunto formado por todas as fungdes de classe C™ sobre D, isto €, por todas as
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SECAO 1.1 e« PRELIMINARES 4

funcoes f: D — R com derivadas parciais

olel f B olel £

a aq a2 Qd41)
Oz 0x7"0xy® ... 0L}

continuas para todo o = (ay, ..., aq01) € N com |a| = ag + -+ + gy < m. Denotamos
C>*(D)= n C™(D).
meN
Denotaremos por A o operador laplaciano sobre C?(D) e por 57 o operador gradiente
sobre C1(D), isto €,

0? 02
Af() = () + -+ gri(a).
1 +1
0 0
7o) = (w2 @),

Uma fungio f € C*(D) é chamada harmonica se Af(z) =0 para todo x € D.

Definig¢ao 1.1.3. Seja p uma medida sobre a o-dlgebra de Borel B(X) de X, onde X é um
espaco localmente compacto de Hausdorff.

i) p € chamada regqular exteriomente sobre E € B (X) se
w(E)=inf{u(U): ECU U aberto}.
i1) p € chamada reqular interiormente sobre E € B (X) se
p(E) =sup{p(K): K CE, K compacto}.

iii) Se p for regqular exteriomente e interiomente sobre todo E € B (X), dizemos que j €

reqular.

iv) Se p for finita sobre compactos, reqular exteriomente sobre todo boreliano e reqular inte-

riormente sobre todo aberto, dizemos que p é uma medida de Radon.

Definicao 1.1.4. Um grupo topoldgico € um grupo G que também é um espaco topologico e

cujas operacoes de grupo

(u,v) EGXGr—u-veld

weGr—ulted

sao continuas.



CAP.1 ¢ HARMONICOS ESFERICOS

Definicao 1.1.5. Uma medida de Haar a esquerda sobre o grupo topologico localmente com-
pacto G é uma medida de Radon p sobre G tal que p(uE) = p(E) para todo u € G e
E € B(G), onde uE ={ua:a € E}.

Teorema 1.1.6. ([4], p. 815) Sobre todo grupo localmente compacto eziste uma medida de

Haar a esquerda, que € unica a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observacao 1.1.7. Podemos definir medida de Haar a direita da mesma forma que defini-
mos medida de Haar a esquerda e nesse caso também vale o teorema precedente. Observamos
que se G é um grupo topolégico compacto e p € uma medida de Haar a esquerda sobre G,

entdo p também é uma medida de Haar a direita sobre G e para todo g € G e f € C(G)

/f )dp(u /f (u™")dp(u) /fgudu /fugdu

Notagao 1.1.8. Seja d um inteiro positivo. Se x € R escrevemos |x| = (z, )

temos

1/2
/ , onde

(x,y) € o produto escalar usual entre x ey em RIFL.
Se z € R™! ¢ r >0, denotaremos as bolas aberta e fechada de centro em x e raio r em
R respectivamente por B(x,r) e Blx,r|.

Denotaremos por S* a esfera unitdria {x € R*™ : |z| =1} de R

Notagao 1.1.9. Denotaremos por SO(d+1) o grupo formado por todas as rotagoes priprias
em R4 SO(d + 1) pode ser identificado como o conjunto formado por todas as matrizes
ortogonais de ordem (d+ 1) x (d + 1) e com determinante igual a 1, munido da operag¢do
usual de multiplicagao de matrizes.

Consideramos SO(d + 1) munido da topologia induzida de R™! x R4 com a qual
SO(d + 1) é um grupo topoldgico compacto. Denotaremos a medida de Haar normalizada
sobre SO(d + 1) por du.

O subgrupo de SO(d + 1) que deiza invariante o pélo norte e = (0,...,0,1) € S é

formado por todas as matrizes da forma

onde M € SO(d). Com esta identificacdo podemos considerar SO(d) como um subgrupo de
SO(d+1).
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Observagio 1.1.10. Seja ¢ : SO(d+ 1) — S% a aplicacio definida por o(u) = ue. E fdcil
verificar que @ € continua e sobrejetora. Consideramos SO(d+1)/SO(d) munido da topologia
quociente e definimos @ : SO(d +1)/SO(d) — S¢ por (uSO(d)) = ue, u € SO(d + 1).
Verificamos que @ estd bem definida, € bijetora e usando @ obtemos que p € continua. Como
© € uma aplicagao fechada, seque que P € um homeomorfismo. Portanto podemos concluir

que os espacos topoldgicos SO(d + 1)/SO(d) e S sao homeomorfos.
Observagao 1.1.11. O grupo SO(d + 1) age sobre a esfera S¢ através da a¢do

SO(d+1) x 8¢ — 5.

(u,z) — ux

Mais ainda, SO(d+ 1) age sobre S transitivamente, no sentido que, dados x,y € S¢, existe

u € SO(d+1) tal que ux = y.

Notagao 1.1.12. Seja (X, X, u) um espago de medida, ou seja, X € um conjunto nao-vazio,
Y é uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p: X — [0,00] € uma medida. Se 1 < p < oo,

denotaremos por LP(X) o espago vetorial de todas as fungoes mensurdveis f : X — C, onde

£, = (/X |f(z)[ du(x))l/p < 00.

Denotaremos por L*(X) o espaco vetorial formado por todas as fungdes mensuraveis
f: X — C para as quais existe uma constante C' > 0 tal que |f(z)| < C ¢.s.. Se f € L>*(X)
escrevemos

| fll, =inf{C:|f(x)] < C, qt. x € X}.

Se f,ge L’(X),1<p<ooef=gaq.s., [egserdao considerados um mesmo elemento de

LP(X). Com esta identificagdo LP(X) ¢ um espago de Banach com norma ||.|,,.

Observacgao 1.1.13. Podemos usar coordenadas esféricas para descrever pontos de S¢. Se
D = [0, 7] x [0, 27] definimos &g : D — S por £4(01,...,04) = (x1,...,7as1) onde

i—1 d

r1 =cosb;  x; = cos GiHseHGj, 2<i1<d; w1 = HsenHj.

j=1 j=1
Consideremos S? com a medida de Lebesque normalizada que denotaremos por o. Se G €
B(D), entdo temos que

1
o (&(G)) = — / sen® 10, - - -senfy_1do; . ..do,,
a

Wy
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onde wy € a drea de S?. Se f € L*(S%) entdo
f(z)do(x) = wid/ f(€a(0))sen? 10, - - -sen Og_1db; . . . db,.
54 D

Proposicao 1.1.14. A medida de Lebesgue o sobre S é invariante por rotacoes, isto é,

o(uA) = 0c(A) para todou € SO(d+1) e A€ B(SY). Se f € L'(S?) eu € SO(d+1) entdo

futy)do(y) = y f(y)do(y).

Sd

Teorema 1.1.15. Seja f € L'(S?) e seja ]?afungdo definida em SO(d+1) por f(u) = f(ue).
Entio f € L* (SO(d+1)) e

[ wdot) = [ T

Demonstracao. Segue como consequéncia da invariancia da medida de Lebesgue por

rotagoes que
y fy)do(y) = y fluy)do(y), we SO(d+1).

Integrando ambos os membros da igualdade acima com respeito a “u” e aplicando o Teorema

de Fubini, obtemos que

[ttt = [ ([ somartn)au= [ ([ stuan) at

Para cada y € S% seja u, € SO(d + 1) tal que u,(y) = e. Assim, usando a invariancia da

medida de Haar du obtemos

/SO(d+1) f(uy)du = /50(d+1) fuuyy)du = /SO(d—i-l) f(ue)du.

Logo

Sdf(y)da (y) = /Sd (/So(d+1)f(ue)du> do(y) = /so(dﬂ)f(u)du'

Definigao 1.1.16. Sejam f,g € L*(GQ). Definimos o produto de convolugio f * g por

f*g(x) Z/Gf(y)g(xyl)dﬂ(y),

onde G € um grupo compacto e i € a medida de Haar normalizada.
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Definicao 1.1.17. Seja K(t) uma funcdo mensurdvel definida sobre [—1,1] e seja K(x) =
K ({z,e)), v € §% Se K, f € L'(S%), definimos a convolugio K  f por
K f(z)= | K{(z,)) f(y)do(y).
S

Observagao 1.1.18. Consideremos uma fungao mensurdvel K(t) definida sobre [—1,1] e
seja f € LY(S%). Sejam K(u) = K ((ue,e)), f(u) = f(ue), onde u € SO(d+1). Se K €
LYSO(d+ 1)), z € S e uw € SO(d + 1) com ue = x, entdo pela Observagio 1.1.7 e pelo
Teorema 1.1.15,

K * f(u) = /So(dﬂ) K@) f(uv™")dv = /SO(d+1) K(z7u)f(2)dz
= / K({(z 'z, e))f(ze)dz = / K({(x, ze)) f(ze)dz
SO(d+1)

S0(d+1)

- [ K wio(s) = K = f@)

Exemplo 1.1.19. A integral de Poisson sobre a esfera S¢ pode ser vista como um produto

de convolugao. Seja

1 1—1r2
P = gy 0S7<L S1SisL

A integral de Poisson de f € LY(SY) é definida por
wr.) = P @) = [ Pl f)doto)
Teorema 1.1.20. (Desigualdade de Young, [12], p. 31) Seja K(t) uma fun¢iao mensurdvel
definida sobre [—1,1], K(z) = K ((x,¢)) e sejam 1 < r,p,q < oo tais que 1—1/r = 1/p—1/q.
Se K € L"(S?%) e f € LP(SY), entio K  f(x) estd definida para quase todo v € S, K x f €
L1(S%) e
1B fll, < [[E -

Teorema 1.1.21. (Férmula de Green, [8], p. 538) Sejam u,v € C*(U), onde U C R™ é um

aberto e limitado. Entao

Ov ou
Av —vA = —_ _
/U(u v — vAu)dx /8U (uaﬁ Uaﬁ)> as

— 7 s . \ — . . .
onde W € o vetor normal unitdrio exterior a U, Ov/0nW € a derivada direcional de v na

direcdo de ' e dS € o elemento de drea sobre OU.
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Teorema 1.1.22. (Teorema de Representa¢ao de Riesz, [4], p. 166) Seja (E,{{.,.))) um
espaco de Hilbert. Se f € um funcional linear continuo de E, entao existe um unicoy € E

tal que f(x) = ({(x,y)) para todo z € E.

Lema 1.1.23. ([{], p. 74) Seja f € LY(R¥Y) e sejam ri,r9 € R; 0 < 1 < ry < 00. Entdo

/ F()de = / L rettdo(dr
ri<|z]|<re r1 Sd

Teorema 1.1.24. (Regra de Leibniz, [8], p. 143) Seja (X, 3, u) um espago de medida, D

um aberto de R™! e seja f : X x D — C uma funcgao tal que x — f(x,t) € integravel para

qualquer t € D. Seja F(t fX x, t)du(x). Suponhamos que Of [0t;(x,t) existe para todo
(x,t) € X x D e existe g € Ll(X) tal que

la—f(x,t)’ <g(x), (z,t)e X xD.

ot;
Entao existe OF/0t;(t) e

oF of

—(t t)d teD.

G0 = [ G tauto). te

1.2 Funcoes Harmonicas

Definigao 1.2.1. Seja u uma funcao definida num dominio D de R*™ (um aberto e conexo
de R™). Se z €D, r>0, S(z,r)={z+rt:t€ S} CDet—ulx+rt) €integrdvel

sobre S, definimos o “valor médio de u sobre a esfera S(z,r)” por

Mya(r) = /S (e +rt)do(t)

Teorema 1.2.2. (Teorema do Valor Médio para Fungées Harmonicas) Se w é harménica
num dominio D de R x € D, ry >0 e a bola Blx,ry| estd contida em D, entio u(x) =

M (1) para 0 <1 < 1.

Demonstracao. Se h € R%! denotemos por 7, o operador de translacdo por h, isto é,
Tf(x) = f(x — h). Podemos verificar facilmente que o laplaciano comuta com a translagao,
isto é, (ho A) f = (AoT,) f, e assim segue que se f é harmonica, entdo 7, f também é

harmonica.
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Suponhamos que u seja harménica no dominio D e que Blz,ro] C D. Tomamos v = 7_,u,
0<r<ry etemos
M (1) = / u(x +rt)do(t) = / T_u(rt)do(t) = / v(rt)do(t) = Mo (r).
5d 5d 5d
Portanto, ¢é suficiente demonstrar o teorema para o caso x = 0.

d—1)

Seja v(x) = |z|7“™, d > 1. Temos que

0? - B
@v(x) = —(d — 1) |:L" (d+1) + (d _ 1)(d—|— 1)1,]2 |:L‘| (d+3) ‘

J
Logo Av = 0 e assim v é harmonica. Aplicando a Férmula de Green (Teorema 1.1.21) a

fungao u e a funcdo constante igual a 1 em B0, r] obtemos

ou 01 ou
0= / 1Au — uAl)dx = / (1— — u—) do, = / —do,, 1
B(O,r>( ) son \ 0 oW st O .

onde o, é a medida de Lebesgue sobre a esfera S(0,7) e Ou/0n é a derivada direcional de
u na diregao do vetor normal unitdrio exterior a B[0,r].
Sejam 0 < & < r < 1 e seja A aregidao de R**! dada por A= {z € R : e <|z| <r}.

1)

—(d— ~ ~ ;
Como u e v(z) = |z| " sdo harménicas, segue pela Férmula de Green que

ov ou
0= /A (uAv — vAu) dx = /6A <u8_ﬁ - va—ﬁ)) ds, (2)

—_ I . , ’
onde 7 é o vetor normal unitario exterior a A e dS ¢é o elemento de area sobre 0A. Temos

que 0A = S, U S, S; = S(0,t). Como
Vo(z) = —(d — 1) || 4 2,

entdo, se x € S, e M = x/ |x| temos

ov x _d
S a) = (Vo). ) = ~@ = D)l
esex €S.en =—x/|r| temos

aa_%(m) = <Vv(:c), _%> (A1) |2

Como v é constante sobre S, e S, segue por (1) que

ou ou
0= v %0, = [ v 0.,
/ST”aW 7 /Sfaﬁ o
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sendo oy a medida de Lebesgue sobre S;. Temos entao por (2) que

ou ou
— —(d—1) |zl — 1Dzl . — —do, — ——do.
0 /r (d—1)|z|""udo, + /SE (d—1)|z| " udo /S,« Vo do /sg Vo do

=—(d— 1)7"_d/ udo, + (d — 1)5_d/ udo,
Sr £

e portanto
rd/ udo, zad/ udo.. (3)
Sr .

Tomando r = 1 e u = 1 obtemos 0.(S.) = . Como

| Jmdo(@) =77 [ f(@ydon(@)

segue por (3) que

Mo (r) = /S ulrt)do(t) = 1~ /5 ()i (z) = / ()i (r). ()

Agora, como u é continua em 0, dado § > 0, existe € > 0 tal que |u(z) —u(0)| < d se |z| < e.

5 [ wwao (o) = 5 [ oo

<= /|u — u(0)| do.(z) < 505(55):5.

Logo, por (4)

[Mo.u(r) —u(0)] =

Como a desigualdade acima é verdadeira para ¢ arbitrdrio, obtemos que M, (1) = u(0).

Lema 1.2.3. Seja u € C%*(D), onde D é um dominio de R e suponhamos que M, ,(r) =
u(z) para todo x € D er >0 tal que Blx,r] C D. Entdao u é harménica em D.

Demonstragao. Fixemos x € D e para cada r > 0 suficientemente pequeno seja M(r) =
M. (r). Como u é de classe C?, segue pela Regra de Leibniz (Teorema 1.1.24) que a fungao
M"(r) = 92 M /Or*(r) estd bem definida e é continua para r > 0.

Consideremos a funcao g : S¢ x [0, 9] — R definida por
g(t,r) =u(x +rt) =u(xy +rt1,...,Tq01 + rtar1).

Temos que
d+1

87"2 Zttum x+7“t

i,j=1
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onde u;; sao as derivadas parciais de segunda ordem de u. Como u é de classe C? temos que
d%g/0r* é continua e
829

a702( | <C, (tr) e ST x[0,r).

Como 9%g/0r? é continua em r = 0, entdo para todo t € S¢ temos

2 d+1

g g
figra(t:7) = Gra(t.0) = 2 bty (@)

Logo, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

M, (0) = imM"(r) = lim ng(t r)do(t) (1)
r—0 r—0 gd r

Temos que se © # j

Sd {t:t;t;>0} {t:t;t;<0}
{t:titj>0} {t:titj>0}

e assim por (1) temos que

d+1

M0 =3 ([ o)) o) 2)

j=1
Sejam agora e;, 1 < j < d+ 1 os vetores da base canonica de R*!. Se i < j , escolhemos
u € SO(d+ 1) tal que u(e;) = e;, e assim, tomando f(t) = ¢? e aplicando a Proposigao
1.1.14

ljwaw: [ 0ot - Wﬂmﬂdwzéfwdﬂ

€ como

d+1
1:/ It do(t Z/ t3do(t)
segue por (2) que
s
M) = = uy (@) = Aua).
d+14 d+1

Suponhamos agora que M, (r) = u(z) para todo 0 < r < ry. Entao M} ,(0) = 0 e assim

segue pela identidade acima que Au = 0, isto é, u é harmonica.
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Teorema 1.2.4. (Lema de Urysohn, [4], p. 237) Se K C R? é compacto e U C R? ¢ aberto
e K C U, entdo existe f € C®(RY) com suporte compacto tal que 0 < f <1, f =1 sobre K

e supp(f) C U.

Teorema 1.2.5. Seja u uma fung¢do continua num dominio D de R e suponhamos que
verifique a propriedade do valor médio, isto é, M . (r) = u(x) para todo x € D e r > 0 tal

que B x,r] C D. Entao u é harmédnica e tem derivadas parciais de todas as ordens em D.

Demonstracao. Como o problema é local, podemos restringir « a uma bola fechada contida
em D. Suponhamos entdo que D seja uma bola aberta B(zg,79) € que u seja continua sobre
D = Blxg,70].

Inicialmente vamos considerar zp = 0 e 19 = 1. Assim D = B(0,1) e u estd definida
em D. Tomamos U = (—1,1) e K = [0,1/2]. Pelo Lema de Urysohn existe f € C*°(R)
tal que 0 < f(t) < 1 parat € R, f(t) = 1 sobre K e f(t) = 0 para ¢t ¢ U. Considerando
a= [par [ (Jz|) do(z), ®(t) = f(t)/a e definindo p(z) = ® (|z|) temos que ¢ € C= (R4,
0 < ¢(z) < 1/a para x € R¥! o(z) = 1/a se z € B[0,1/2], supp(p) C B(0,1) e
Jgas p(2)dz = 1.

Para cada ¢ > 0, tomamos ¢.(r) = ¢ @Yy (/). Temos que supp(p.) C B(0,¢) e
Jgasr @e(x)dx = 1. De fato

1 T
/R o ? (z)dx /R D) de RM@O(@/) y

Estendemos u para todo R definindo u(z) = 0 para x ¢ D. Definimos u.(r) = ¢, *u(r) =

Jparr @< (x = y)uly)dy e tomamos g(z,y) = u(y)e(r — y); z,y € R Temos que

N o] _
0 (%y):uw)e““"(d*”a—w (z y)

Oz oz €

para todo @ € N1 Assim, como ¢ € C®(R¥1), p(x) = 0 para z ¢ D e u é continua em D

olel
' axag(ﬂf,y)’ < Coxp(y)-

Pela Regra de Leibniz (Teorema 1.1.24)

] |l
a—ug(az:):/]R 3_ (x,y)dy

a+1 0T

e portanto podemos concluir que u, é de classe C*°.
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Fixemos x € D. Usando o Lema 1.1.23 e a hip6tese que M, ,(r) = u(z) obtemos
us(z) = / e (2)u(x — 2)dz
B(0,e)
= / / o (rt)u(z — rt)rido(t)dr
0 Jsd

_ /0 B, (r)r ( /S e - rt)da(t)) dr

= u(x) /0 E d(r)ridr

= u(x) /06 /sd ®.(r)do(t)ridr
= u(x) /OE /Sd @ (rt)rido(t)dr
o) [ guloe = uta).

Portanto podemos concluir que u ¢é de classe C**°. O fato de u ser harmonica resulta direta-
mente do Lema 1.2.3.

Faremos agora a andlise do caso geral. Suponhamos que u(x) seja continua e verifique
a propriedade do valor médio em B[xg,ro]. Tomamos uo(y) = u(roy + o), y € B[0,1] e
temos que u(z)=ug ((x — xq) /1), * € Blxo, ro]. Entao uy é continua em B[0, 1] e verifica a

propriedade do valor médio, pois
Myaofr) = [ unly +rt)do)
5

— / u((roy + o) + rrot)do(t)
gd

= MTOQ+CE07U<TTO)

= u(roy + x0) = uo(y)-

Assim, pela primeira parte, podemos concluir que uy é harmonica e possui derivadas parciais
de todas as ordens em B(0, 1). Como u(z) = ug((z—x0)/r0) € Au(x) = (Aug((z — x0)/70)) /78,

obtemos o resultado desejado para wu.

Definicao 1.2.6. O nicleo de Poisson € definido por

reRM |zl <1eyeSh
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Observagao 1.2.7. Se P.(t) ¢ o nicleo de Poisson do Exemplo 1.1.19, entdo para 0 < r < 1

ex,y €S9 temos que ,
1—r

Prx(Q) =T 41 der (<$7y>) :
re —y|

Teorema 1.2.8. Temos que:
(a) Py(y) >0 paray € S e x € R || < 1.

(b) / P.(y)do(y) =1 para x € R¥ |z| < 1.
Sd

() / P,.(y)do(y) converge uniformemente para 0 para cada § > 0, quando r — 1.
lz—y[>6

Demonstracao. O item (a) é trivial. Passemos entdo a demontragao de (b). Fazendo
algumas contas podemos verificar que P,(y) é uma funcdo harmonica na variavel z, |z| < 1,

para cada y € S%. Segue entao pelo Teorema 1.2.2 que

1—17?

= Bl) = Mop(r) = [ Paliiot) = [ = rzaota
1—r?
:Lgﬁﬁmwmaémwwmzéﬁww@

e portanto concluimos a demonstracao de (b).

Demonstremos agora o item (c). Sejam z,y € S% e r > 0. Temos que |rz — y|> = 1% +
1—2r (x,y) e assim |z — y| > & implica 6> < |z — y|> = 2(1 — (z,y)), que implica — (z,y) >
62/2 — 1. Entao se |z — y| > ¢ temos

52
\rx—y[2>’r2+1—|—2r(5—1).

Se V2 < 4§ < 2, entdo para todo r > 0, temos que
52
re—y> >1+r2>1> T

Seja agora 0 < § < /2 e consideremos a funcao h(r) = |rz —y|* para 0 < r < 1 onde
z,y € S¢ estdo fixos e satisfazem |z —y| > 4. Temos que A'(r) = 0 se, e somente se,

(x,y) =r. Como h"(r) =2 > 0, segue que h(r) tem um minimo em r = (z,y) e assim

M) 2 B () =1 (o) > 2 > 0
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Entao para todo § > 0 e para todo 0 < r < 1 temos que |z — y| > ¢ implica em |rz —y| >
d/2. Portanto, se |x — y| > J segue que

12 2\ "
= < ()

rz —y|
e logo

/|xy|>5 Pra(y)do(y) < (?)dﬂ (1-r*)o(A) < (%)dﬂ (1—12),

onde A = {y €St |x—y| > 5} C S? Entao, fazendo r tender a 1, obtemos o resultado

desejado.

Teorema 1.2.9. Seja f uma fungdo continua sobre S¢. Entdo a funcdo definida por

u(z) = Sdf(y)Px(y)da(y% reR™, |zl <1

u(@) = f(z), =z €R™, |2 =1,
¢ harmonica para |z| < 1 e continua para |x| < 1.

Demonstragao. Observando que a fungao P,(y) é harmonica na varidvel x, segue pelo

Teorema 1.2.2 que esta verifica a propriedade da média, isto é,

Px(y) = Mw,P.(y)(T) = / Px+rt<y)da(t)

Sd

para todo y € S% e para todo r € R tal que 0 < r < 1 — |z|. Entdo aplicando o Teorema de
Y

Fubini obtemos
Meste) = [ ate e rtido® = [ ([ rPentiio) ) doto
= [ 36 ([ Peantnao®)) dots) = [ sP.tidot) = ute),

isto é, u verifica a propriedade da média.
Seja 0 < 79 < 1. Como a fungao (x,y) — P,(y) é continua no compacto B [0, rg] x S,

entao ela é uniformemente continua. Assim, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

3

/11y

|Po(y) = Po(t)] < se |(z,y) — (5,1)] <0
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Entao, se | — z| < ¢ temos que

e =2 < [ 1) = P drto) < = [ wldaty) =<

Hle s

Portanto u é continua em B(0, 1) e assim segue pelo Teorema 1.2.5 que u é harmonica em
B(0,1).
Vamos mostrar agora que u é continua na fronteira S¢. Seja 2/ € 8¢, 0<r <1, v = ra’

e € > 0 dado. Segue por (a) e (b) do Teorema 1.2.8 que para todo 6 > 0
ue) =) < [ 1) = ) Pl doto) (1)
~ [ W@ RWw + [ 150 - @) Plidoty)
ly—='|>6 ly—a’|<6
Como f é uniformemente continua, existe ¢’ > 0 tal que
€
fy) —fl <5 se |y—t|<d
e assim por 1.2.8(b)
£ £
[ U= 1@ Pdot) < 5 [ Palydoty) = 5. 2)
ly—z'|<8 Sd
Por outro lado, segue pelo Teorema 1.2.8(c) que existe §” > 0 tal quese |z — 2'| = 1—r < §”,

P....(y)d .
/|| W)dow) < 71

Portanto se |z — 2'| < §” temos que

entao

€

[0 = F Padot) < 2151 = 5 o

Logo, se x ¢ tal que |z — 2’| < §”, segue por (1), (2) e (3) que |u(z) —u(z’)| < e.
Seja 19 € S4 e x = ra’ tal que |z —2/| < §" e |2’ — 29| < &. Entao tomando § =
min {6”,4"/2}, temos que |x — xo| < ¢ implica que |x — /| < |z — x| < 0" e |2/ — xo| < 0.

Portanto
[u(@) — u(zo)| < Ju(x) — u(@)] + u(z’) — u(wo)| < e+ [f(2) — f(zo)] < 2¢

e logo podemos concluir que u é continua em B0, 1].
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Teorema 1.2.10. (Principio do Mdzimo para Fun¢oes Harmoénicas) Seja u uma fun¢ao
harménica real definida num dominio D de R4 que satisfaz A = sup,.pu(z) < oco. Entdo

u € constante ou u(x) < A para todo x € D.

Demonstragao. Suponhamos que u(xg) = A para algum zy € D e seja o > 0 tal que
Blxzg,1m0] € D. Como u é harmonica em D e Blxg, 9] C D, segue pelo Teorema 1.2.2 que
para todo 0 < r < ry
A =u(xg) = My, u(r) = / u(zo + rt)do(t).
Sd

Fixemos 0 < r < 7y e suponhamos que existe ¢, € S? tal que u(zo + rtg) < A.
Tomando ¢ = (A — u(xg + rty)) /2, segue pela continuidade de u que existe § > 0 tal que
|u(zo + rt) — u(xo + rtg)| < € se |t — to| < d. Logo u(zg + 1t) < € + u(xg + rty) = A — € se
|t —to] < 0 e assim

A= My u(r) = AH . u(zo + rt)do(t) + / u(xo + rt)do(t)

[t—to|<d
g/ Ada(t)+/ (A—e)do(t)=A—co ({t €S|t —t)| <d}) <A,
[t—to|>d [t—to|<d

o que é um absurdo. Logo devemos ter u(z) = A para qualquer z € B[z, 7). Isto mostra
que B={z € D :u(x) = A} é um aberto em D. Por outro lado, como u é continua, segue
que B também é fechado em D e sabendo que D é conexo e nao vazio, devemos ter u(z) = A

para todo x € D. Portanto, concluimos que u(x) < A ou u(x) = A para todo = € D.

Observagao 1.2.11. Aplicando o teorema anterior a fun¢do —u obtemos o “Principio do

Minimo para Fungoes Harmonicas”.

Corolario 1.2.12. Seja u uma funcdo real e harmoénica num dominio limitado D de R+!,
que € continua em D. Entao, se u nao for constante, o minimo e o mdximo de u sao

assumidos somente na fronteira de D.

Demonstragao. Pelo fato de v ser uma funcio continua em D (fechado e limitado), segue
que v admite maximo e minimo em D, isto é, existem zo, z; € D tal que
u(zg) =supu(z) e wu(zr;) = inf u(x)
zeD zeD
Sendo v uma funcao nao constante, segue pelo Teorema 1.2.10 e pela Observacao 1.2.11
que u(z) < u(zp) e u(x) > u(xy) para todo x € D. Portanto concluimos que o minimo e o

méaximo de u sao assumidos somente na fronteira de D, isto é, xg e 1 € 0D.
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Corolario 1.2.13. Seja D um dominio limitado de R e sejam u; e us duas funcées

harmonicas em D e continuas em D. Se uy = uy sobre 0D, entao u; = uy sobre D.

Demonstracao. Seja v = u; — us. Entdo u é harmonica no dominio limitado D de R¥*! e
continua em D. Pelo Coroléario 1.2.12, o maximo e o minimo de u ocorrem na fronteira 0D.

Como u = 0 sobre 0D, concluimos que u = 0 sobre D.

Observacao 1.2.14. A unicidade da fun¢ao harmoénica u do problema de Dirichlet para o

interior da esfera unitdria S¢ (Teorema 1.2.9) seque como consequéncia do Coroldrio 1.2.13.

1.3 Harmonicos esféricos

Definicao 1.3.1. Uma funcdio f : R — C é chamada homogénea de grau k, k € Z, se
fOx) = N f(x) para qualquer A > 0 e x € R4FL,

Notacao 1.3.2. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinémios definidos sobre R4+!

e por Py o subconjunto de P formado pelos polinomios que sao homogéneos de grau k.

Teorema 1.3.3. Para todo k € N, Py, € um subespago vetorial de P e

d+k
dk:dimpk:< _l: )

Demonstracdo. Seja h(t) = (1 —t)~", |t| < 1. Temos que h®)(t) = k(1 —t)~**) ¢ assim

para [t| < 1 temos
—h®M(0
(l—t)_l:Z%tk:1+t+t2+...+tk+...
k=0 ’

Portanto segue que

d+1 d+1
[T =zt = [ +at+ad® + - afth 40 (1)
j=1 j=1
Al
k=1 \|a|=k
onde o = (@, s, ..., aq11) E N ol =g + g + -+ + gy e 2@ =2t - a

Seja agora g(t) = (1 —t)~¢71, |t| < 1. Entao

d+ k(1 —1¢ —(d+k+1)
g(k)(t) _ ( ) ( ol )
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e assim, para |t| <1
_ 9"7(0) & _ d+k k
t)—ZTt—1+ L (2)
k=0 k=1
De (1) e (2) obtemos para z = (1,...,1) que
<d+k>
S e = .
|| =k

Podemos entao concluir que a dimensao de Py é o nimero de monémios z® com |a| = k,

que ¢ igual ao nimero de termos da soma Y x%, isto é
|a|=k

d+k
dimPk:< _;; >

Notagao 1.3.4. Seja p(x) € Py dado por

= E Aot

la|=k
Denotaremos por p(D) o operador diferencial associado a p(x) definido por
glal
a
Z O‘axa
|la|=k

Definicao 1.3.5. Se p,q € P, definimos

[p, q] = p(D)q.
Teorema 1.3.6. A aplicagio | ,]: Pr X Py — C € um produto interno em Py.
Demonstragao. Sejam «, § € N1 tal que |a| = |3| = k e sejam p(x) = 22, g(x) = 2°. Se

o = [ entao

I
[p,ql = Gy (35[3) =l agn!l=al=pl

Se o # [ entao existem 1 <14,7 < d+ 1 tal que o; > 3; e 3; > ;. Entao

g () = 5 65 =0
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e assim ool 2191
~ v 8 _n_Y (.«
[ 76] axa (x O axﬂ x [Q’ﬁ]
Agora sejam
p(z) = Z asx”, q(z) = Zbglﬁ
laf=k 181=k

e portanto | ,] é um produto interno em Py, pois:

i) [p,q] é um nimero complexo;

i) [p,p] = }f al laq|* > 0;
ol=k

iii) [p, p] = 0 se e somente se p = 0;

) [p,q] = [a,pl;
v) A\p+q,r] = Xp,r] + [g,r] para todo A € C e p,q,r € Py.

Notacgao 1.3.7. Seja A o operador laplaciano em R e seja k € N. Denotaremos por A,
o subespago vetorial de Py formado pelos polinomios harmonicos e homogéneos de grau k,
i1sto €,

A, ={p e Py: Ap=0}.

Teorema 1.3.8. Seja p € P e sejal € N tal que 21 < k < 2l + 1. Entdao existem [ + 1

polinémios py, . ..,p;, com p; € Ax_9j, 7 =0,...,1 e tal que
p(x) = po(w) + [z pr () + - - + | pu().

Demonstracao. Se p € P, entao Ap € Pr_5. Assim A é uma aplicagao linear de P; em
Pr_o. Vamos demontrar por passos.
1° Passo) Demonstraremos que [Ap, q] = [p, |x|2 q} para p € Py, q € Pr_s.

Sejam «, 8 € N4 com |a| = k e |B] = k — 2 e sejam p(x) = 22, q(x) = 2. Temos que

d+1
~ a1 a2 Qgi1
Ap = E (a5 = Dyt a7 -y
Jj=1

Portanto
[Ap, q] = (o — 1)a; 3!
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se existe 1 < j < d+1 tal que (ai,...,aj_1,0; — 2,®j41,...,0411) = B e [Ap,q] = 0 caso

contrario. Por outro lado temos que

olel

=~ 29 2 2 B1 Bd+1
[p, |z] q} T 05 gt (x4 + xd+1)371 o Tgq
1 P d+].
d+1 ov|
— a xﬁl...$ﬁj+2...xﬁd+l
- Or™ oplat1 1 j d+1
— Oxy" .. 0xyy

= B! B (B 4+ 2)18551! - - - Baga!
= (8 +1)(8; +2)p!

se existe 1 < j <d+1tal que (B1,...,05-1,0;+2,8i+1,- -, Bay1) = a, € [p, |x]2 q} =0 caso

contrario. Logo podemos concluir que
[Ap,q) = [p.|2*q] -

Sejam agora

Entao

2° Passo) Demonstraremos que A é sobrejetora.
Suponhamos que A nao seja sobrejetora. Entao existe ¢ # 0, ¢ € Pj_oortogonal a

imagem Im(A). Tomamos p(x) = |z|* ¢(x) e temos que

0=[Ap,q] = [p,]z[*q] = [p,p]

implicando assim que p = 0 e consequentemente ¢ = 0, o que contradiz a hipétese de que

q#0.
3° Passo) Demonstremos que P; = A; @ |z|* P;_5, 2 < j < k.
Seja r(x) = |z|* q(z), ¢ € P;_5. Se p € P; temos que

p,7] = [p. |2|*q] = [Ap, q]
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e portanto 0 = [p,r] para todo ¢ € P;_ se, e somente se, 0 = [Ap, ¢] para todo ¢ € P;_s.
Logo 0 = [p,r] se, e somente se, p € A; e assim A; é o complemento ortogonal de Els Pi_a
em P;.

4° Passo) Conclusao.

Seja p € Py. Segue pelo 3° Passo que
p(x) = po(z) + |35|2 q(r), po € Ak, Qo € Pr_o.
Aplicando novamente o 3° Passo obtemos

qo(x) = p1(x) + ’I|QQ1($)7 P1 € Ap—2, 1 € Pi—a

e assim

p(x) = po(x) + |z[* pi () + [2]" qa ().
Entao o resultado segue por indugao, aplicando o 3° Passo para j =k —4,...,k—2(l — 1),
20< k<20 + 1.

Definicao 1.3.9. Um harménico esférico de grau k € a restrigao a esfera S¢ de um elemento

de Ay. Denotaremos por Hj o conjunto dos harmonicos esféricos de grau k.

Teorema 1.3.10. Temos que dimHy =1, dimH; =d+1 e

d+ k d+ k-2
dimm:( : )( e ) .

Demonstragao. Considere a aplicacao ¥ : A, — H;, dada por V¥ (p) = pjg,. Temos que
U (p) = 0 se, e somente se, p(z) = |z|*p (z/ |z]) = 0 para todo = # 0. Como p(0) = 0, segue
que ¥ (p) = 0 implica p = 0 e assim ¥ é um isomorfismo do espago vetorial Ay sobre o espago
vetorial Hj. Vimos no 3° Passo da demonstracao do Teorema 1.3.8 que P, = A, & |x|2 Pr—o

e assim obtemos que dim P, = dim A, + dim P,_». Aplicando o Teorema 1.3.3 obtemos que

dim Hk = dim Ak = dim Pk — dim ’Pkfg = dk — dk,Q.

Coroldrio 1.3.11. A restri¢do a esfera S de qualquer polinémio de (d+ 1) varidveis é uma
soma finita de harmonicos esféricos.

Demonstragao. Seja o € N1 com |o| = k. Entdo p(z) = 2 € P}, e assim, pelo Teorema
1.3.8 existe | € N, 2l < k < 2/ + 1 e existem p; € Ap_9;, 0 < j < [, tal que p(x) =
po() + |z pi(x) + - - + |2 pi(x). Entdo

PISq = PojSq t P1isy T+ Pusy
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isto ¢, pis, € uma soma finita de harmonicos esféricos.
Como todo polinémio é uma combinagao linear de monomios, segue que a restricao de

qualquer polinémio & esfera S¢ é uma soma finita de harmonicos esféricos.

Teorema 1.3.12. (O Teorema de Aproximacio de Weierstrass, [4], p.135) Seja X um
subconjunto compacto de R4, Entdo toda funcdo real e continua definida sobre X pode ser

aproximada uniformemente por polinomios restritos a X.

Corolério 1.3.13. Toda funcdo continua sobre S pode ser aprozimada uniformemente por

combinagoes lineares finitas de harmonicos esféricos.

Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema de Weierstrass e do Corolario 1.3.11
que diz que a restricio a esfera S¢ de qualquer polinomio de (d + 1) varidveis é uma com-

binacao linear de harmonicos esféricos.

Corolario 1.3.14. O espaco vetorial gerado pela uniao :LjOHk ¢ denso em LP(S%),1<p <

.

Demonstragao. Como C(S%) é denso em LP(S9) (ver [4], p. 210), o resultado segue pelo
Corolario 1.3.13.

Definigao 1.3.15. Sejam f, g € L*(S?). Denotaremos por (f,g) o produto interno usual de
f por g em L?(S?), isto ¢,

(f.0) = | f@)a)do(a)

Observacao 1.3.16. Vimos na demonstracdao do Teorema 1.3.3 que {x"‘ cx € R |a| = k}
¢ uma base para Py, como espaco vetorial sobre R ou sobre C. Também wvimos na de-
monstracao do Teorema 1.3.8 que a decomposicao em soma direta Py = Ap @ Pr_o, k > 2, €
verdadeira quando consideramos Py e Ay espagos vetoriais sobre R ou sobre C. Sendo assim,
podemos concluir que dim Hy = dim Ay, independe se estamos considerando Hy como espago
vetorial real ou complexo. Como consequéncia, poderemos, sempre que for conveniente, su-
por que a base ortonormal {Yj(k) 1< < ak} de Hy que estd sendo considerada, é formada

somente por fungoes reais.

Teorema 1.3.17. Para k,l € N, k # [, temos HyLH; em relagdo ao produto interno ( ).
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Demonstragao. Sejam Y € H, e YD € Hycom [ # k. Se k # 0 e | # 0, tomamos

u(0) =v(0) =0 e para z € R*™™ 2 #£0, r = |z|, 2’ = z/|z| tomamos
u(e) = ulre) = YO @), o(e) = olr) = YO (@),

Se k = 0, tomamos u(r) = Y (e) = c. Seja D = B[0,1], 9D = S%. Se a € S e W é o vetor

R . ~ — .
normal unitario exterior a D, entdo m = a e assim

O () = P T Zla) (nm%) Y®) (a) = kY ) (a).

87 t—0 t t—0

Da mesma forma dv/0n (a) = 1YV (a). Como u € Ay e v € A; temos que Au = Av = 0.

Entao, pela Férmula de Green (Teorema 1.1.21)
ov ou
0= Av — vAu)dr = — () —v=—= d
[ o=t = [ () - v ) ot
=(l—k) / Y®(y)YO(y)do(y) = (1 — k) (Y®, ¥ 1)
Sd
e portanto (Y(k), Y(l)) =0, pois k # .
Corolario 1.3.18. Se f € L*(S%), entdo f admite uma tnica representagdo na forma

flx) =) Y¥(x),

onde a série acima converge para f na norma de L*(S?) e Y*) € Hy.. Além disso

1713 =3 1Y@,
k=0

Demonstracao. Para cada k, seja {Yl(k), e ,Ya(,f)} uma base ortonormal de Hy, ar =
dim ‘Hj. Vamos mostrar que :L_(J)() {Yl(k), . ,Ya(,f )} ¢ um conjunto ortonormal completo de
L%*(5%). Da forma que definimos, OL_j {Yl(k), e Ya(,f)} j& é um conjunto ortonormal, pois H;,

é ortonormal a H; se k # [. Agora, suponhamos por absurdo que exista g € L?(S9), g # 0 e
ortogonal a todo elemento de :Ljo {Yl(k) yeen ,Ya(,f )} . Se h é uma combinacao linear finita de

harmonicos esféricos, entao

lg = hll; = llgll; = 2 (g, h) + Il = llglly + IAllz > llgllz > 0.
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Mas isto contradiz o fato de que o espaco vetorial gerado por :LjOHk é denso em L?(S?). Logo

kOL_jO {Yl(k), e ,Ya(]f)} é um conjunto ortonormal completo de L?(S?).

Sabemos que
0o ak

=3y <f7 Yj(k)) y

k=0 j=1
estd bem definida, pois de uma forma mais geral, temos o seguinte resultado: Se H é um

espaco de Hilbert e (z,,),,cy um conjunto ortonormal, entao para todo x € H, a série

)
E X, J]n
n=1

¢ incondicionalmente convergente, isto é, convergente e sua soma independe da ordem. Con-

sideremos entdo h = f — g e mostremos que h = 0. Seja ¢ € {0,1,2,...} el € {1,...,a;}.

Temos que
oo ag
(h,Y}(l)) _ (f, YE(Z)> _ <g,Y2(Z)> _ (f, YEU)) _ ZZ (f, Y*j(k)> (}/;(k)’}/g(l)>
k=0 j=1

ay

)55 (08) (505) =0

j=1

I
/\

.

o0 1
Logo h € (kL_JO {Yl(k), o ,Ya(,f)}) = {0}, isto é, f = g. Portanto cada f € L*(S%) admite

uma Unica representacao na forma

F=3Y (fy) 0
k=0 j=1
e além disso .
113 = 35" [ (r v ™) )
k=0 j=1

Assim, se denotarmos
a

y® =% ( f Yj(k)> v, (3)

j=1
segue por (1) que

f=> Y®(a),

k=0
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onde Y®) € H,.. Mas também, como {Yl(k), e ,Ya(f)} ¢ uma base ortonormal de Hj, temos

por (3) que .
v @l = 32| (£,)]

e portanto por (2)

115 =D Y L,
k=0

Exemplo 1.3.19. Consideremos o caso d = 1. Entao, seque pelo Teorema 1.3.10 que ag =
dimHg =1, ap =dimH, =2, k£ > 1, e temos que

Ag=R; Ay ={az+by:a,beR}; A = {a(z® — y*) +b(2zy) : a,b € R};
Ay, = {aRe(z + iy)* + bIm(z +iy)* : a,b € R}, k > 2.

Fazendo a restricao do nimero complexo x + iy ao circulo S* e tomando x = cos@ e

y = senf obtemos (x + iy)* = ¥ = cos kO + isenkf. Assim
Hi, = {acoskf + bsenkf : a,b € R}.
Portanto as funcoes
Y®(0) = vV2coskd,  YiP(0) = V2 sen ko

formam uma base ortonormal para Hy, k > 1, quando identificamos o circulo S' com o
intervalo [0, 27] munido da medida de Lebesgue normalizada df/2m. Podemos entao concluir
que a representagdo de uma fungdo f € L*(S') numa série de harmonicos esféricos é a série
de Fourier de f.

1.4 Representagoes de SO(d + 1).

Definicao 1.4.1. Seja G um grupo, V um espago vetorial e GL(V') o grupo de operadores
lineares inversiveis sobre V. Uma representacio de G com valores em V€ um par (T,V)
onde T : G — GL(V) € uma aplicagdo tal que, a cada u € G faz corresponder um operador
T, € GL(V) de modo que:

i) T, = Id, onde e € o elemento neutro de G,

1) Ty = T, o T, para todos u,v € G.
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Seque de i) e it) que Ty-1 0T, =T, 0T, = Id. Portanto, cada operador T, é inversivel

e assim T € um homomorfismo do grupo G no grupo GL(V').

Defini¢ao 1.4.2. Definimos a aplicagio T : SO(d + 1) — GL (L*(5%)) para cada u €
SO(d+1) e f € L*(SY) por
T.f(z) = f(u"2).

Observacao 1.4.3. E facil verificar que a aplicacao T da definicdo precedente é uma re-
presentacio de SO(d + 1) em L*(S?) e para cada u € SO(d + 1), T,, € unitdrio, isto €, é
um isomorfismo de L?(S?) que preserva produto interno, ou seja, (T.f, Tug) = (f,g) para
qualquer w € SO(d+ 1) e f,g € L*(5%).
Teorema 1.4.4. Seja

Ly ={p € Hi : Tu(p) = p para todo v € SO(d)} .

Entao Ly € um subespago vetorial de Hy e dim Ly = 1.

Demonstragao. E imediato que Lj é um subespago vetorial de Hy. Seja p(x) € Li. Se
r € R™! e a € N nés denotaremos T = (11,...,74), * = (T,2441) . Denotaremos ainda
por p(z) a extensio p(z) de p(z) para R* isto 6, p(z) = |z[* p (¢ |a]) para z # 0 e B(0) = 0
se k > 1. Como p(x) € Px(R41) segue que para cada 0 < j < k, existe p;(Z) € P;(R?) tal

que
Z%pr (@)

Seja u € SO(d). Como p € Lj e u deixa invariante o pdlo norte de S¢, devemos ter

k k

k—j ~ k—j /o~
> alipi(ud) = plux) = pla) = b ip; (@)
j=0 Jj=0

Assim, considerando ¥ fixo obtemos uma igualdade entre dois polinomios na varidvel x4,
e portanto devemos ter p;(uZ) = p;(Z) para todo 0 < j < k e T € R%. Dado z € R¥*! com
T # 0, seja u € SO(d) tal que u (z/|z]) =e=(0,...,0,1) € S41. Entao

3:\ JE—
p] ’§| - pj
e assim (
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Como p; é um polinémio e |z = (23 + -+ ) , devemos ter p;(e)=0 para j impar. Se

¢; = poi(€) e [k/2] é a parte inteira de k/2 temos que

/2 |
k—2 2\J
p(z) = chxd—H] (I21°)" .
=0
Seja Ag = 0%/0%a3 -+ 0%/9%x% o laplaciano nas primeiras d varidveis. Entao
82 2 2\J L. 2 onNj—2 9 . 9 o j—1
02 (x1+...—|—xd) =4j(j — 1) (x1+...+xd) ] + 2 (gg1+...+xd)
I
e assim

A ([717) =22 +d = 2) |30
Por outro lado, como p(z) é harmonico temos que

2

0=Ap=Asp+ p
O,
[k/2] [k/2] el
1) 1
= ¢;2j(2j +d—2) 7V $d+1j+zcj —2j — 1)(k — 2) [ 2y 79V
7=0
[k/2]—1
. . . . AT k—2(j+1)
= > o2 + )25+ d) + ¢;(k — 25 — 1)(k — 29)] [2]7 25
§=0
e portanto
(k=25 —1)(k—2j) .
= = \:C: 0<5<k/2] -1
TR Er B
Tomamos
[k/2]
q(z) = $§+1 + Z(/\())‘l " Aj- 1)$d+1j |x|
j=1

e assim p(x) = coq(x), isto é, s, ¢ uma base para Ly.

Observagao 1.4.5. Sejam f : R — R de classe C%, u = (wij)o; jcgpq € SO(d+1) e
g(x) = flux) = f(y1,...,Ya41) onde y; = ujix1 + - + Ujapn a1, 1 < j < d+ 1. Entdo
usando a regra da cadeia e o fato que as linhas da matriz u formam uma base ortonormal

de R4 obtemos que

T (Af) (2) = (Af) (uz) = Ag(x) = ATy f) (z)

isto €, o laplaciano comuta com rotagoes.
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Seja p € Ai. Entao (T,-1p)(x) = p(ux) € Py e A(Ty-1p) (z) = T,-1(Ap)(x) = T,-1(0) =
0. Logo
Tu(Hiy) C Higy, weSO(d+1), keN.

Teorema 1.4.6. Seja H um subespaco nao trivial de Hy, tal que T,(H) C H para todo
u e SO(d+1). Entao H = Hy.

Demonstracao. Seja “e” o pélo norte se S¢ e consideremos o funcional linear ® sobre H
definido por ®(p) = p(e). Como H é nao trivial, existe p € H, p # 0. Seja z € S¢ tal que
p(z) # 0 esejau € SO(d+ 1) tal que ue = x. Tomamos p = T,,-1p € H e temos

®(p) = ple) = Turp(e) = p(ue) = p(x) # 0,

isto é, ¢ nao ¢é identicamente nulo.
Consideremos H munido do produto inteno (,) de L?*(S%). Entao H ¢é um espago de
Hilbert e como ® é néo-trivial, pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema 1.1.22)

existe um unico q € H, ¢ # 0 tal que

*p) = [ pe)i@iioto). pe I
Agora, para qualquer u € SO(d) e p € H, aplicando a Proposi¢ao 1.1.14 vamos ter
P(p) = /S dp(w)mda(l’) = p(e) = p(ue) = T,-1p(e) = S(T-1p)
- [ plaat@dots) = | pla)atTado(a)
- [ v Tua@into)

Logo, segue pela unicidade do elemento ¢(z) na representagao do funcional linear ® que
T,q = q para todo u € SO(d), isto é, ¢ € Ly N H.

Seja u € SO(d + 1) e sejam p,q € H. Temos que T,p = T,q se, e somente se, p(u~'x) =
q(u~'z) para todo x € S% isto é, se, e somente se, p = ¢q. Assim T, : H — H é injetora e
consequentemente 7T, (H) = H pois dim H < 0.

Suponhamos H+ = {q € Hy : (p,q) = 0 para todop € H} # {0}. Seja g€ H+, g#0e
u € SO(d + 1). Temos pela Proposi¢ao 1.1.14 que

0=(p,q) = (Tup,Tuq), p€ H
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e como T,(H) = H, segue que 0 = (p,T,q) para todo p € H. Portanto T,q € H* e

consequentemente podemos concluir que
T,(H") C H", ue SO(d+1).

Assim, de maneira andloga ao que fizemos para H, podemos encontrar ¢ # 0, ¢’ € L, N H*.
Mas ¢ € H e ¢ € H* inplica que ¢ e ¢’ sao linearmente independentes e como q e ¢’ € L,
vamos ter dim Ly > 2, o que contradiz o Teorema 1.4.4. Logo H+ = {0} e assim Hj, =
Heo H-=H.

Observagao 1.4.7. Para cada k € N, seja {Y(k . Ya(,f)} uma base ortonormal de Hy.

Dada f € L*(S?%) existe uma tinica representacdo de f na forma f = > Y®) onde Y*) € H,.

k=0
Definimos a proje¢io Py : L*(S%) — Hy, por
ag
Pf=Y®=%" (f Yk)> Y.
7j=1
Temos que
S k k - k k
(Tu o Pk)f = Z <f, }/j( )) Tu}/j( ) — Z (Tuf7 Tu}/j( )) Tu}/j( )‘
P =1

Por outro lado, {TUY;-(M 1<y < ak} também € uma base ortonormal de Hy e assim

ag
Pof =Y =3 (1,1 ) Ty,

j=1

Logo obtemos que (PyoT,)f = (T, o Py)f, isto é,
T,0P, =P, 0T, keN, UGSO(d+1)

Notacao 1.4.8. Denotaremos por 'H a enwvoltoria linear do conjunto kOLjOHk , isto €, o con-

junto de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de kOLjOHk.

Teorema 1.4.9. Seja T : H — L?*(S?) uma aplicacao linear tal que T, o T =T o T, para

todo u € SO(d + 1). Entdo existe uma sequéncia de escalares (\.) oy tal que
T, = Aldjy,,

para todo k € N. Além disso, T € limitado em L*(S%) se, e somente se, supy, |\| < 0o.
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Demonstragao. Para cada par k, k' € N, consideremos o operador linear
TF = Py o Ty, : Hi — M

Segue como consequéncia da hipétese e da observagio anterior que T), o TF = T,f' oT, para
todo u € SO(d+ 1). Para u € SO(d+ 1) e p € Ker(T}') temos que T} (T,p) = Tu(TF p) =
T.,(0) = 0 e portanto

T, (Ker (T,f/>> C Ker (T,f,> .
Se ¢ € Im(T}"), existe p € Hy, tal que ¢ = T p e assim

T,q=T, (T,f’p) — TV (T,p) € Im (T,f) .

T, (Im (T,f)) C Im (T,f) .

Pelo Teorema 1.4.6 temos que

Im <Tk> — {0} ou Im (T,f) = Hy

Portanto

Ker (T,f/> = {0} ou Ker (T,f) = Hy.
Logo devemos ter Im(TF) = {0} e Ker(T}) = Hy ou Im(T}) = Hyp e Ker(TF) = {0},
isto é, T, ,ff' =0 ou T,f' é um isomorfismo. Mas se T, ,ff' for um isomorfismo devemos ter
dim H;, = dim H; e assim k& = k’. Portanto, se k # k' temos T,f' =
Fixemos k € N e seja A\, um autovalor de Ty. Tomemos Jj, = Ty-A\yId. Temos que
Tyody=T,oTf —T\NId=T{oT, — \T,
= (T§ = \eld) o T, = Jy o T,

para todo u € SO(d + 1) e portanto J, = 0 ou Ji é isomorfismo. Como A, é um autovalor
de TF, existe p € Hy, p # 0 tal que TFp = M\p, isto é, Jyp = 0. Logo Ji, nao pode ser um
isomorfismo e assim devemos ter J, = 0. Portanto Tk’f = M\.1d.

Falta demonstrar que 7' é limitado em L?(S?) se, e somente se, sup,, |\x| < 0o. Supo-

nhamos primeiramente que sup;, |A\x| = C' < oo. Entdo se f = > -, Y*) € H temos que

S YO =S Y@
k=1 k=1

<N Y@L = ifla.
k=1

2

2
1711l =

2
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ou seja, T é limitado em L?(S?). Suponhamos agora que ||T'f||, < C'||f|l, para toda f € H.
Entdo se Y®) € H,,
el YO, = ([T (Y], < ¢ [y @

e assim |\g| < C. Como tomamos C' arbitrario, segue que sup,, |Ax| < C.



CAPITULO 2

Harmonicos Zonais

Na primeira secao definimos harmonicos zonais usando harmonicos esféricos e apresen-
tamos algumas propriedades, onde utlizamos resultados obtidos no Capitulo 1. Mostramos
também que o nicleo de Poisson se expressa em termos de harmonicos zonais.

Na segunda secao estudamos os chamados polinomios ultraesféricos e a relagao destes
com os harmonicos zonais. Este resultado é fundamental para o Capitulo 3.

Na terceira secao estudamos o operador de Laplace Beltrami Ag sobre a esfera S e
demonstramos o resultado importante que diz que os harmonicos esféricos de grau k£ sao os
autovetores do operador de Laplace Beltrami, associados ao autovalor —k(d + k — 1).

As referéncias para os resultados deste capitulo sao [3], [9], [11], [12], [13] e [14].

Definicao 2.0.10. Fizemos x € S¢ e consideremos o funcional linear LY sobre Hy que a
cada elemento Y € Hy associa o valor L;k)(Y) = Y (x). Como Hy, é um espaco de Hilbert
munido do produto interno ( ,) de L*(S?), existe um tinico harménico esférico 7P e Hy, tal

que

Vo) = 1000) = (v.29) = [ Y28 wiaty).

para todo Y € Hy. O harmonico esférico Z¥) ¢ chamado de “zonal de grau k e polo x”.

Lema 2.0.11. (a) Se {Yl(k), . ,Ya(,f)} ¢ uma base ortonormal de Hy, entdo

ag

ZW(y) = Y2y ().

J=1

34
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(b) 7™ tem wvalores reais e Zék)(y) — Zz,(fk) ).
(¢) Seu e SO(d+1) entao Z& (uy) = Z (y).

~ . k k ~ .
Demonstracao. 1° Passo) Consideremos uma base {Yl( ), . ,Ya(k)} de Hj;, nao necessari-
amente formada por fungoes reais. Temos que

ag

k) _ k) v (k) v ()
20 =3 (2. ,9) Y.

J=1

mas pela Definicao 2.0.10

(20.5) = [ 20w¥Pwints) = (a)
e assim

20 =S Y @)y P (y),

o que demonstra (a).

2° Passo) Como podemos considerar a base {Y;(k) 1< < ak} formada somente por fungoes

reais, segue por (a) que 7% também é real. Ainda por (a) temos que
ag
k k
20w = 3 V@) = 20 @),
j=1

o que demonstra (b).
3° Passo) Para Y®) € H,, dado u € SO(d + 1) temos que

[ 28y o) = [ ZEOTY W@t

= (Tuy(k)) (uz) = Y(k)(x) — %) (Y(k))

_ /S d Y® () ZF) (y)do (y).

Assim, segue pela unicidade da representacao do funcional linear Ly que A% (uy) = Zk (y),
o que demonstra (c).

Corolério 2.0.12. (a) Z;Ek)(x) = dim H}, = ay, para x € S°.

ag 2

(b) Z = ay, para x € S°.

j=1

(k)
Y (@)

(c)

20| < ar, paraz, y € 51
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Demonstragao. 1° Passo) Sejam x1, 25 € S? e u € SO(d + 1) tal que x5 = uz;. Segue por
(¢) do Lema 2.0.11 que
ZW (w5) = Z) (uar) = Z{) (1)

ury

e portanto a aplicacio z — ZF (x) é constante. Seja entdo ¢ € R tal que ZP (x) = ¢ para
todo z € S Por (a) do Lema 2.0.11 temos

ag

0= 20 =3[ )|
@ = )(:c)sz /S (Z y® () 2) do(z) = co(S%) = ¢,

o que demonstra (a) e (b).

2° Passo) Segue pela Defini¢ao 2.0.10 e por (a) que

1200, = / 20 () 2" (y)do(y) = (2, 2P) = 2 (x) = a.
gd
Portanto, aplicando a desigualdade se Schwarz e a Definicao 2.0.10 obtemos

Z(k )Zék)(z)da(z) <

|209(:)2(2)] dor(2)

Z;k) Zzsk)

= Q.

2 2

Exemplo 2.0.13. Consideremos o caso d = 1. Vimos no Exemplo 1.3.19 que H* é gerado
pelos harménicos esféricos Y, " (0) = V/2coskf e YQ(k) (0) = V/2senkf. Aplicando o Lema
2.0.11(a) obtemos

Z$(¢) = YR (0 (¢) + v (0) Y, (9)
= 2cos [k(0 — ¢)] = V2Y{" (0 — ¢),

e a formula (a) do Lema 2.0.11 diz essencialmente neste caso que
cos(f — ¢) = cosf cos ¢ + sen Gsen 6. (1)

A formula (b) do Coroldrio 2.0.12 no caso d =1 diz que

2
2= k) 0)’ = 2cos? kO + 2sen? ko),

j=1
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1sto €, essencialmente que
cos?f + sen’ = 1. (2)
Podemos entao entender que a formula (a) do Lema 2.0.11 é uma extensdo de (1) e (b) do

Coroldrio 2.0.12 é uma extensao de (2).

Teorema 2.0.14. (Critério de Weierstrass) Consideremos uma sequéncia de fungoes (fn),cy »

fn : (a,b) — R, e uma sequéncia de nimeros reais (a) tal que |f,(x)| < a, para todo

neN
€ (a,b). Se a série Yy ", a, converge, entao a série y . fn(x) converge uniformemente.

Teorema 2.0.15. Se 0 <r < 1 ex,y € S%, entdo para o nicleo de Poisson temos

f: T'kZ(k
k=0

Demonstracao. Temos que

d+k d+k—2
= dim H;, = - 1

L (d+Ek=2) (dHk-D)(d+k) (k—1)k
7 -55)

~ (k- Dl(d— kd dk
C(d+k-2\d+2k-1
k-1

——75——3<u+k—2y~kuflﬂ>u+1)
s

(d+1)(d — 1)1,

-1 __ d—1
CERY = Ok,

<

Sejarg ERtal que 0 <79 < 1. Se 0 <7 <r1gex,y €S temos por 2.0.12(c) e (1) que

|7+ 20 ()] = 1% | 209 ()] < rhay < CrERT = by

b 1 d—1
hm—ﬁiZTOMH(1+E) =1y < 1.

k—oo O k—o00
Portanto a série Y-, by converge absolutamente pelo critério da razao e assim segue pelo
Critério de Weierstrass que a série Y - r* 7 (y) converge uniformemente em B0, ro] x 5¢

para todo 0 < ry < 1. Denotemos

Qrz(y Zrka ., 0<r<1, z,yc S
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Suponhamos agora que u(y) seja uma combinagao linear finita de harmonicos esféricos, isto

€,
- Zy(k)(y)’ Y® ¢ H,.
k=0

Entdo a funcio u(z’) definida para 2’ € R4 por u(0) = Y(©(0) e
m /
no_ nkyrk) [ %
=Skt ()
2 B

para @’ # 0 é harmonica em RYT!. Segue entdo pela unicidade do problema de Dirichlet

(Observacao 1.2.14) que devemos ter

) = [ ) Peat), & R || <1, )

Usando a convergéncia uniforme da série de Q,.(y), a ortogonalidade Hy LH; para k # 1l e a

Definigao 2.0.10 (harmoénico zonal) temos que

[ w2 wioty _fj/ 1)@ )ity ®)

ZZ )Z(lf/p:/\( )do(y)
7=0 k=0
2y (\xw) = ule)

Logo, por (2) e (3) obtemos que

[, (Pets) = Qu(w)) t)dots) 0 ()

para toda combinagao linear finita de harmonicos esféricos u(y). Logo, segue pela densidade
das combinacoes lineares finitas de harmonicos esféricos em L%(S%) (Coroldrio 1.3.14) que
(4) é vélida para toda u € L?(S?) e portanto segue que Py (y) = Q. (y) para todo 2’ € R+
|| < 1eq.t.y € S% Mas como Py (y) e Q. (y) sao continuas, concluimos que Py(y) = Q. (y)

para todo y € S% e 2’ € R4, |2/| < 1. Assim, tomando 2’ = rz, x € S¢, temos que

Pro(y) = Qraly ZTkZ ), 0<r<1,z,yeSh.



CAP. 2 ¢ HARMONICOS ZONAIS

Definicao 2.0.16. Um paralelo de S® ortogonal ao ponto a € S% é a intersecio de S com
um hiperplano de R4 que € perpendicular a linha determinada pela origem e por “a”. Estes

paralelos sao dados por
Pa7r:{z€Sd:<z—ra,a>:O}; —-1<r<l1.

Lema 2.0.17. Sejam a,z,y € S% Entdo x e y pertencem a um mesmo paralelo de S?

ortogonal a “a” se, e somente se, existe u € SO(d+ 1) tal que u(xz) =y e u(a) = a.

Demonstragao. Suponhamos que z, y € S% e que existe u € SO(d + 1) tal que u(z) =y e

u(a) = a. Se x € P,,, entdo
0= (zr—ra,a) = (u(x —ra),ua) = (y — ra,a)

e portanto z e y pertencem ao mesmo paralelo P, .. Suponhamos agora que = e y pertencem

ao mesmo paralelo P, .. Seja H, = {ta : t € R} e H* o complemento ortogonal de H,. Entao
<l‘—y,&> = <.’L’—T’CL,CI> B <y—m,a> =0

e assim x —y € H-. Portanto existe £ € [0, 7] e existem 2/,y' € H} com |z| = |y'| =1 tal
que
r = (cos&)a+ (sené)z’ e y=(cos)a+ (senf)y'.

Seja {ay,...,aq} uma base ortonormal de H e sejam 8 = {ay,...,aq,a} e {e1,..., €441}
a base canonica de R, Seja w o operador linear de R4 que verifica

wla;) =e;, 1 <j<dew(a)=eq.

Temos que w é um operador ortogonal e podemos supor, caso necessario fazendo uma reor-

denagao nos elementos da base 3, que w € SO(d + 1). Se
¥ =tiog+---Ftgag e Y =siap+ -+ sq0y

entao

w(z') =tiey + -+ tgeq e w(y) = sier + - + Sqcq.

Como |w(2')| = |w(y')| = 1, isto é, w (z') ,w (y') € ST, segue que existe u € SO(d) tal que

1

u(w (z")) =w (y'). Tomando v =w ' cuow temos que

v(@) =w ouow(a) = w (w(y)) =y
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v(a) =w ouow(a) =w Huleg1)) = w ! (eqp1) = a.

Logo, encontramos v € SO(d + 1) tal que v(a) =a e

v(z) = (cos&)v(a) + (sen&)v(x’) = (cos&)a + (sen&)y = y.

Coroldrio 2.0.18. O harménico zonal Z" de grau k e polo “a” é constante sobre cada

paralelo de S¢ ortogonal a “a”.

Demonstracao. Sejam z e y pertencentes ao mesmo paralelo F,,. Entao pelo Lema 2.0.17

existe u € SO(d + 1) tal que u(z) = y e u(a) = a. Portanto segue pelo Lema 2.0.11(c) que
ZM(2) = 28 (ux) = 2P ().

Teorema 2.0.19. Sejam a € S? e Y € Hy. Se Y € constante sobre os paralelos de S¢

ortogonais a “a”, entdo existe ¢ € C tal que Y = cZék).

[P

Demonstracao. Se Y é constante sobre os paralelos de S? ortogonais a “a”, entao segue

pelo Lema 2.0.17 que Y (vx) = Y () para todo z € S¢ e v € SO(d + 1) tal que v(a) = a.
Seja w € SO(d + 1) tal que w(a) = eqy1 e seja W(z) =Y (w™! (x)) para todo z € S%.

Temos que v € SO(d+ 1) e v(a) = a se, e somente se, v € w SO(d)w. Sejam entao

u € SO(d) ez € S Comov=w"loutoweSO(d+1)ewv(a)=a, entdo

W(uz) =Y (w ' (uz)) =Y (vouw " ou(x))
=Y((wtoutow)o (wou)(z))
=Y (w'z) = W(x)

e portanto
W e L, ={p € H:T.(p) =p para todo u € SO(d)}.

Vimos no Teorema 1.4.4 que L; tem dimensao 1 e pelo Corolario 2.0.18, Ze(fil € Ly. Logo

W = cZe(ffJ)rl para alguma constante c.

Dado y € S; tomamos = = wy e assim pelo Lema 2.0.11(c),

= cZil (@) = 2,0, (wte) = 20 (y).
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Corolario 2.0.20. Seja F,(z) uma fungio definida para todos x,y € S¢ e suponhamos que:
(i) F, € Hy. para todo y € S%

(i1) F,y(uz) = F,(z) para todo u € SO(d+ 1) e x,y € S°.

Entao existe c € R tal que Fy(z) = cngk) (x) para todos z, y € S%.

Demonstragao. Fixemos y € S¢ e seja u € SO(d+ 1) tal que u(y) = y. Por (i) temos que

F,(z) = Fy,(uz) = F,(ux), v € S%

“,

e assim segue pelo Lema 2.0.17 que F, é constante sobre os paralelos de S? ortogonais a “y”.

Mas por (i), F,, € Hy, e assim pelo Teorema 2.0.19 existe ¢(y) € C tal que
Fy(z) = c(y)Zék)(:L’), r e S

Vamos mostrar que a funcdo y — c(y) é constante. Sejam y;,y2 € S¢ e seja u € SO(d + 1)

tal que uy; = yo. Entao por (ii) e pelo Lema 2.0.11(c) temos

Fypluz) = Foy, (uz) = F, (2) = c(y) 2P ()
— c(y) 2% (ux) = (1) 2 (uz).

uy1

Assim para todo x € S¢
c(y2) 2y (uzx) = Fy,(uz) = c(y1) Zyy) (uz)

e portanto devemos ter ¢(y2) = ¢ (y1) .

2.1 Polindomios Ultraesféricos

Observacao 2.1.1. Seja A > 0. O Teorema da Série Binomial diz que, para z € C com

|z| <1 temos
(1—2)"= Zakzk (1)
k=0

ondeag=1c¢e¢

AAE1D) Ak —1)
Kl ’

Ser,teR, |t| <1 elr|l <1, entdo

=r(t-vT=2)| [1=r (t+ivT=2)| =1-2r 442
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=1.

’t—z’\/l ) ’t—i—i\/l — 2

Portanto, seque pela série binomial (1) que

(1—2rt %) = [1—%1&4@)]” [1—r<t+z‘m)}_A 2)
= (iak (t - im>krk (iak (t +im>krk>

k=0

-y ( S (1 VI ) (mm)j) k

Sejam 1o, t € R fizos, 0 < rg <1 e |t| < 1. Entdo a série (2) converge uniformemente para
todo r € R, |r| < ro. Seque também pela expressio de PR (t) em (2) que as fungdes P (t) sio
derivdveis na varidvel t para todo t € R, |t| < 1. Fizemos agora r € R, |r| < 1. Entdo
‘P]?(t)‘ S Z aa; = bk
I+j=k

para todo t € R com |t| < 1. Para t =1 temos P} (1) = by. Como a série

oo oo 2
k k
> belrl* =D alr]
k=0 k=0
converge, seque pelo Critério de Weierstrass que a série (2) converge uniformemente na
varidvel t para |t| < 1. Temos que

%P,?(t) = l;kmlaj (t-ivi= t2)l_1 (1 + %) (t+ivi- t2>j +
p

H]Z:kjazaj <t - i\/thQ)l (t + z‘ﬂ)j_l <1 - —%)

e portanto obtemos a desigualdade de Bernstein

d 1 1
—PMt)| < kaa; = .
dt k(t)‘ <2 Vs \/1—t2kb’“ )

I+j=k

Mas a série Y, kbpx"~' tem raio de convergéncia igual a 1, pois é a série das derivadas

da série de poténcias ), bpa® que tem raio igual a 1. Logo podemos concluir por (3) que a
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série das derivadas na varidvel t da série (2) converge uniformemente para todo t, |t| < 1.
Como jd vimos que (2) também converge uniformemente para |t| < 1, seque pelo Teorema

da Derivagdo Termo a Termo que para |r| <1 e |t| <1,
2\r(1 —2rt P . 4
7 ( rt +1?) Zdt 2 ( (4)

Teorema 2.1.2. (i) PMt) =1, [t| < 1.

(44) %P,j(t) = 2\PXM1), |t < 1.

(iii) P} (—t) = (=1)kPX(t), |t <1, ke N.

(iv) PX(t) é um polinémio de grau k, k € N.

(v) As combinagoes lineares finitas de P, k = 0,1,2,... formam um subconjunto denso no
espago das fungoes continuas sobre o intervalo [—1,1] com a métrica da convergéncia uni-

forme.

Demonstracao. (i) : Basta tomar r = 0 em 2.1.1(2).
(i7) : Segue por 2.1.1(2) e 2.1.1(4) que

ZZ)\P’\“ rk = QTAZP,;\H(t)rk
k=0
= 2r\(1 — 21t + 72 Zdtp,j

e portanto obtemos (7).
(737) : Por 2.1.1(2) temos que

Zpk (1= 2t(=r) + (1)) =) (=1 R
k=0
para qualquer r, t € R com |r| < 1 e [t| <1 e assim obtemos (v).
(v) : O fato de que P (t) é um polinémio é encontrado na demonstracio do Teorema 2.1.4.
Vimos em (i) que P;(t) = 1 é um polinémio de grau 0. Usando (ii) obtemos que a derivada de
P (t) em relagio a t é 2AP T (t) = 2) e assim P (¢) é um polinémio de grau 1. Suponhamos

agora que P (t) seja um polinémio de grau k para todo A > 0. Aplicando (i7) obtemos que

d
%Plg\-&-l(t) = 2)‘P1§\+1(t)
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é um polinoémio de grau k. Portanto P, ,(¢) é um polinomio de grau k + 1.

(v) : Se By,..., P} forem linearmente dependentes, entdo existe 1 < [ < k tal que P} é
combinagao linear de Py, ..., P |, o que é uma contradicio por (iv). Seja Ej o espago vetorial
dos polinémios de grau < k. Temos que dim By, = k+ 1 e que Py, ..., P} sdo linearmente
independentes e pertencem a FEj. Logo formam uma base de Ej e assim os polinémios
1,,...,t* sdo obtidos como combinagoes lineares finitas dos polinomios Py, ..., P{. Segue
entao pelo Teorema de aproximacao de Weierstrass (Teorema 1.3.12) que o conjunto de todas
as combinagoes lineares finitas dos polindmios Py, ..., P{,... é um subconjunto denso do

espago das fungoes continuas sobre [—1,1] com a métrica da convergéncia uniforme.

Definigao 2.1.3. Seja A > 0 e sejam ag, k € N, o0s coeficientes da série binomial (1). Os
polinomios P} (t), —1 <t <1,k €N, em 2.1.2(2) dados por

PMt) = Z aa; (t — zﬂ)l (t + Z\/lT?ﬁQ)J :

I+j=k

sao chamados “polinomios ultraesféricos ou de Gegenbauer”.

Teorema 2.1.4. Sejam d > 2, A= (d—1)/2 ek =0,1,2,.... Entdo para todo x, y € S?

temos
B d+2k—1

A
Demonstragao. Primeiramente vamos demonstrar que existe uma constante ¢, tal que
Z (x) = ¢, ' P} ((x,y)) . Definimos a funcio F{¥(2) paray € 5% e z € R por Fy™(0) =0

se k> 1, Fy(o)(O) =1le

2]

Se mostrarmos que a funcao Fy(k) (x) satisfaz as hipéteses (i) e (i) do Corolario 2.0.20,

Fy(k)(a:) = |z|* P} ((x,y}) sex #0.

obteremos como consequéncia que existe uma constantre ¢ tal que Fy(k) () = ckZz,(,k) (x).
Seue SO(d+1)ex,ye S segue que

Fyy)(uz) = B ((uz,uy)) = B ((z,y)) = FP(x)

uy

e assim a funcao Fy(k) (x) satisfaz a hipdtese (i) do Corolario 2.0.20. Falta entao mostrar
que para cada y € S¢, a funcao x Fy(k) (x), quando restrita & esfera S¢, é um harmonico

esférico de grau k.
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Se k é par, suponha k = 2m, segue pelas propriedades (iii) e (v) do Teorema 2.1.2 que

PX(t) é um polinomio de grau k e P}(—t) = (—1)*P}(t) = P (t). Assim podemos escrever
Pt) = dojt™.
=0

1/2

Portanto tomando ¢ = (z,y) / |z| = (z1y1 + -+ + Tar1ya+1) / (23 + -+ 22,,) " obtemos

que
Fy(k)(x) = Zdzj (95% +eee x?lﬂ)mﬂ (xryr + -+ 93d+1yd+1)2j
=0

é um polindomio homogéneo de grau k = 2m na variavel . Da mesma forma podemos verificar

que se k for impar, k = 2m + 1, entao
FyP () = Zd%‘ﬂ (214 +250)" 7 (@ + -+ 2agayan) 7
=0

¢ um polindomio homogéneo de grau k = 2m + 1 na variavel .
. : < 1-d 4 . .
Fazendo alguns calculos podemos verificar que a func¢ao x +— |z| % é harmonica na regiao
R4 — {0} . Como o laplaciano comuta com translacoes, segue que se zo € R¥1 a funcao
1-d A i~ . N
T |x — 20| * é harmonica na regiao R4 — {z,} . Fixemos s € R, s # 0 e y € S Entao
< 1-d 1-d . ~ _
a funcio = — |s|" “|z —y/s|"" " é harmonica na regiao R4 — {y/s} e pela definicio de

polinomios ultraesféricos temos que

_ y|1-d (d—
e =] = (s = s -y T 1)

|s

sendo que a série acima converge na regidgo R, = {z € R¥: 0 < [z| < 1/]s|}.

Fixemos 7y € R x5 # 0 e tomemos 0 < 75 < |zo|]. Escolhemos s € R tal que
Blxo,mo] € B(0,1/]s]). Como u(z) = |s|"* |z —y/s|'~* é harmoénica na regido R, segue
pelo Teorema 1.2.2 que u(zg) = My, u(70). Mas a série em (1) converge uniformemente sobre

a esfera S(xg,79) e assim integrando ambos os membros de (1) obtemos

S F® (20)s* = u(an) = / w(wo + rot)dor (1)

k=0 54

= Z/ Fy(k) (2o + rot)do(t)s” = ZMmFy(k)(ro)sk.
k=0

5¢ k=0
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Logo M nw(ro) = Fék)(:vo) para todo k € N e assim segue pelo Teorema 1.2.5 que Fy(k)
L0,y

, . o~ . k) . A
é harmonica na regiao R4 — {0}. No entanto, como ja sabemos que Fy( ) ¢ um polindémio,

)

. k) . . o k
podemos concluir que Fy( ¢ harmonica em R4 isto é, Fy( )| gi € Hy.

Vamos agora demonstrar que ¢ = (d 4+ 2k — 1) /(d—1) . Pelo Teorema 1.3.10 temos que

(d+k —2)l(d+ 2k — 1)
kl(d— 1)!

Pelo Corolario 2.0.12(a) e pela primeira parte da demonstracao obtemos que

ap = 7 (k) (x) _ ckpk(d—l)/? (<x,$>> — Ckpkgd—l)/Q(l)'

x

Portanto
(d+k—2)/(d+2k—1)

k\(d — 1)!P D72 (1)
Por outro lado, por 2.1.1(2) e 2.1.1(1) obtemos

= _ Z2A2A+1) - (2A+ k-1
Zpk%\(l)rk: (1_7,) 2A:1+Z ( ) k‘( )T‘k
k=0

k=1

e assim para A = (d—1) /2 e k > 2,

A (@A k—1)  (d+k—2)
Pe() = i ~ Hd—2)

Substituindo o valor Pk(d_l) / 2(1) na expressao de ¢, dada acima, obtemos o resultado desejado.

Observagao 2.1.5. Para k € N, seja P)(0) = 2cos(kf). Pelo Exemplo 2.0.13 seque que
para d =1 temos
k
2,(6) = Bl(0 - 9).

que € o resultado do Teorema 2.1.4 quando d = 1.

Corolario 2.1.6. Os polinomios P,f,d_l)ﬂ(t), k=0,1,2,... sao mutualmente ortogonais com

respeito ao produto interno
1
(r9) = [ fOg01~ )
~1

Demonstragao. Seja &; : [O,ﬂ]d_l x [0,27] — S¢ a funcdo definida por &;(6:,...,04) =
(1,...,2411) onde

i—1 d
r1 =costy, x;=cos QiHsen 0;, 2<i<d e xg4 = Hsen9j.
Jj=1 Jj=1
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Denotaremos 0 = (01,...,04) = (61,0), 0/ = (62,...,04), e1 = (1,0,...,0). Entao &, () =
(cos Oy )er + (sen61)E4_1(0"). Sejam I,k € N, I # k. Entdo como Z% e 7 &0 ortogonais em
L?(S%), aplicando o Teorema 2.1.4, fazendo mudanca de varidveis para coordenadas esféricas

e finalmente fazendo a mudanca de variavel ¢t = cos 6; obtemos
0= / ZD () ZP (2)do (z) = cien / P2 ((ey, 2)) P2 ((ey, 2)) do(x)
5d 54

— % P2 (), £4(0))) P2 ((eg, £4(0))) send=1 0, - - - sen Oq_1d0

Wd J[0,7]* " x[0,27]

_ Ao (/ sen?20, - - -sen@d_ldQ’) (/ Pl(d_l)/Q(cos 91)P,§d_l)/2(cos 0, )send 1 91d91>
[0,7]9=2x[0,2n] 0

Wy

1
_ Clckwd—l/ F)l(d—l)/2<t)P]§d—1)/2(t)(1 —2)(d-2)2g,
Wq -1

Corolario 2.1.7. Os polinémios P,Sdilw(t), k =0,1,2,... formam uma base ortogonal
para o espago L* ([—1,1], (1 — t*)9=2/24dz) .

Demonstracao. Como o espago C ([—1,1]) das fungdes continuas sobre [—1, 1] é denso em

L2 ([-1,1], (1 — t*)4=2/2dt) (ver [4], p. 237) e o espago das combinagdes lineares finitas das

funcoes Po(d_l)/ 2

Pl(d—l)/2

Y

,... ¢ pelo Teorema 2.1.2(7v) denso em C'([—1,1]) com a métrica da convergéncia
uniforme e portanto também com a métrica de L?, segue que o espaco das combinacoes
lineares finitas das fungdes P\% /2 PUY™D/2 ¢ denso em L2 ([=1,1], (1 — ¢2)d=272q¢) .
Seja f € L* ([-1,1], (1 — ¢*)@2/24¢) . Se f for ortogonal a todo polinémio P,gd_l)ﬂ(t)7
k=0,1,2,..., entao pela observacao acima, vai ser ortogonal a toda funcao de
L? ([-1,1], (1 — t*)[=2/24¢) e portanto deve ser nula. Logo, os polinémios P,fdil)/z, k=
0,1,2,... formam um conjunto ortogonal completo de L* ([—1,1], (1 — ¢*)@=2/24dt) e por-
tanto, com raciocineo analogo ao utilizado na demonstracao do Corolério 1.3.18, concluimos

o desejado.

Definicao 2.1.8. Sejam z,y € R¥™ 2 £ 0, y # 0. O angulo 0 entre x e y € definido como
sendo o angulo 0 < 0 < 1 que verifica

(z,y)

cosf = .
|| [y

Observagao 2.1.9. Sejam a € S e —1 < r < 1. O paralelo P,, de S ortogonal a “a” ¢é
dado por

Poy,={2€8%:(z—ra,a)=0}.
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Mas 0 = (z —ra,a) = (z,a) — r se, e somente se, § = arccosr € o dangulo entre z e a.
Portanto os elementos de P,,. sio o0s vetores z € S¢ cujo angulo com o vetor “a” é dado por

6 = arccosr.

Teorema 2.1.10. (Teorema da Adigdo) Se {Yl(k), e ,Yll(,f)} ¢ uma base ortonormal de Hy,

k € N, entao
_d+2k—1

71 Pk(:d_l)/?(cos 0),

ag
k k
> V@) = 2P()
j=1
onde 0 € o angulo entre x e y.
Demonstragao. Segue imediatamente pelo Lema 2.0.11(a) e pelo Teorema 2.1.4.

Notacao 2.1.11. Denotamos por Z(k)(t) a funcao

A+ 2%k -1

(k) (t) i

d—1)/2
PR ()

e see=eq1 = (0,0,...,0,1) € 0 pdlo norte de S* e f € L*(S?), definimos o produto de

convoluc¢ao Ze(k) x f por

2095 fla) = 795 f(a) = [ 29 (2.) 0)iot) = | 2900 ft5)doto)

Sd
Teorema 2.1.12. Seja f € L?(S?). Entdo

(e 9]

fla) =) 20 * f(z)

k=0

onde a série acima converge para f na norma de L*(S9) e 75 « f(z) € Hy.

Demonstracao. Pelo Corolario 1.3.18 basta mostrar que se {Yl(k)? e ,Ya(,f )} ¢ uma base

ortonormal (podemos supor real) de Hy, entao

ag

205 f(2) = > (F@), 7,0 @) VP,

j=1

Sejam z € S e u € SO(d + 1) tal que ue = . Segue pela Notacao 2.1.11, pelo Teorema
1.1.15, pelo Teorema 2.1.4, pela Observagao 1.4.7, pela Defini¢ao 2.0.10 (definigao de zonal)
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e pela Definicao 1.3.15 que

28 x f() = / Z® ((@,y)) f(y)do(y)
= [ 2 e st = [ 20wy

/ ( Zl()lz),Y(k)> Y( )(ue)> f(ve)dv
S0(d+1) \ 5

- (/SO ) Y; )(ve)f(ve)dv) ¥ (ue)

k

= (1Y) ().

ak

]:

e

2.2 O Operador de Laplace Beltrami

Em geral uma hipersuperficie (superficie de dimensao d) suave S em R4 tem um
laplaciano Ag, o qual é derivado do laplaciano A definido sobre R*! no seguinte sentido:
dada uma funcao f sobre S, consideremos a extensao F para uma vizinhanca de S que
coincide com f sobre S e que é constante ao longo das linhas normais a S. Entao o laplaciano
Agf de f é obtido por restricao de AF' a superficie original S.

Em particular, se S for a esfera unitdria S? obtemos o operador Ag conhecido por

laplaciano esférico ou operador de Laplace Beltrami como segue.

Definicao 2.2.1. Seja f uma funcdo definida sobre S e seja Eof a funcdo definida sobre
R — {0} por Eof(z) = f (z/|z|), x # 0. Se g € uma funcio definida numa vizinhanga de
S4, denotaremos por Rg a restricio de g a esfera S?. O laplaciano esférico Ag € definido
por

Asf = RAE,f.

Observagao 2.2.2. Seja F(x) uma fungdo homogénea de grau k e com derivadas parciais
num aberto Q de R¥. Se x € Q et é um nimero real positivo suficientemente pequeno,

podemos verificar facilmente que

OF oy OF ‘
27 (tr) = -1 1<i<d+1.
xj( ) o, (), 1<j<d+
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Portanto as derivadas parciais OF /0x; sdo fungoes homogéneas de grau k — 1.
Se f é uma funcio definida sobre S¢, entdo Eof estd definida sobre R — {0} e ¢

homogénea de grau zero. Portanto AEyf € homogénea de grau —2.

Lema 2.2.3. Sejam f,g duas fungoes de L*(S?) tais que Asf e Agg estejam bem definidas
e sejam funcoes de L*(S%). Entao

/ FAsgdo — / Mg fdo.
Sd Sd

isto €, o operador de Laplace Beltrami Ag € um operador auto-adjunto em relacdo ao produto
interno de L?(S?).

Demonstracao. Sejam F' = Eyf e G = Eyg. Como AF e AG sao homogénceas de grau
—2, segue pelo Lema 1.1.23 que

/ (GAF — FAG) dx = /2 Td/ (G(rt)AF(rt) — F(rt)AG(rt))do(t)dr (1)
1<]z|<2 1 S

2
= (/ rd_gdr>/ (9Asf — fAgg) do.
1 Sd

Denotemos por o, a medida de Lebesgue sobre a esfera {x e R |z| = s} . Entao segue

pela Férmula de Green (Teorema 1.1.21) que

OF oG
GAF — FAG) dx = / (G— - F—) do p
/1§|w§2 ( ) joj=2 \ O ar) " 2

OF 0G
— —_— F— p—
Lzl (G or or ) doy =0

O resultado desejado segue entao por (1) e (2).

Lema 2.2.4. Seja F' uma funcdo de classe C? e homogénea de grau k numa vizinhanga da

esfera S e seja f a restricio de F a esfera S¢. Entdo

AF(z) =k(d+k—1)|2[*72 f (i) + 22 Agf (i) .

|z] |

Demonstragio. Tomaremos H(z) = |z|* e G(z) = Eyf(z) = f(z/|z]), = # 0. E facil
verificar que
A(HG)=HAG+2(VH,VG) + GAH.
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Temos que H(z) = (2% + ---—i—x?lﬂ)k/z e
0H _ 0*H _ -
a—%(fﬂ):kxj\if!k : a—x?(fﬂ):k\iﬂk o k(k = 2)a] 2

e assim

VH(z) =klz|" 2z, AH(z)=k(d+k—1)]z/"?%.

Como G é homogénea de grau zero segue que 0G/0r = 0, e como AG é homogénea de grau

—2, pela Observacao 2.2.2 obtemos

AG(z) = |2| 2 AG (i> = 2| 2 Agf <i> .

] |z]

Sabemos que o gradiente de G(x) aponta para a diregdo em que a fungao tem crescimento
maximo. Como G é constante na direcao normal as esferas centradas na origem, segue que

VG (x) é tangente a esfera centrada na origem e passando por z, isto é,
(VG(x),x) = 0.
Temos entao que
(VH(z), VG(z)) = <k 2|2, VG(x)> = k2| (2, VG (z)) = 0

e assim

AF(z) = A(HG)(z) = HAG + GAH

= |z|"? Agf (i) +h(d+k—1)|z|" 2 f (é_’) ,

|z
Teorema 2.2.5. Para cada k € N, Hy € o espaco vetorial dos autovetores do operador de

Laplace Beltrami Ag associados ao autovalor —k(d + k — 1).

Demonstracao. Seja A, o espaco vetorial formado por todos os polinomios harmonicos e
homogéneos de grau k definidos sobre R, Se Y¥) € H, e p € A, é tal que Y®) = Plse;

entao pelo Lema 2.2.4 temos

0= Ap(w) = k(d+ k1) [o 2 y®) (m) o sy <W)

e assim para |z| = 1 obtemos que

AsY W) (2) = —k(d + k — 1) Y ®)(z).
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Coroldrio 2.2.6. Os polinémios P} (t), X = (d — 1)/2, satisfazem a equagio diferencial

homogénea de sequnda ordem
(1 =)y (t) — dty'(t) + k(k +d — 1)y(t) = 0.

Demonstragao. Tomando t = cos @ e sabendo que

dy 1 dy Py 1 <d2y cosGdy)

dt ~  senfdf ¢ A2 sen20 \ dO2  senf df

devemos mostrar que P (cos ) satisfaz a equacao

2
%(COS 0)+(d—1)

cos @
senf do

(cos®) + k(k +d—1)y(cosd) = 0.

Como Z¥ € My, pelo Teorema 2.2.5 temos que AgZ (y) = —k(d+k— 1)Z§k) (y) e em

particular, tomando x = e; = (1,0,...,0) e utilizando o Teorema 2.1.4, temos que

A+ 2%k -1

AsZ) = —k(d+k = 1)l (cos ), o= —-— v

Por outro lado, seja F(x) definida para z € R\ {0} por F(x) = \x|kZ§f) (x/]z]). O

laplaciano AF, em coordenadas esféricas é dado por

d dF _ d 1 dF

AF = r’d—dr (rd—dr) + 772 (seny) " a0 [(sen@l)d ! _dej
_ _ d o dF

+ 772 (senf;) 2 (senfy) d+2 0, {(sen@)d Qd_QJ 4t

+ 772 (send); . . .sen@d_Q)_2 (sen@d_l)_l

d
Y Oa_
0y [@en =) T
o d*F
+r 2 (senf; .. .senfy_1) > d—gfl.
Fazendo a restricio de AF para a esfera S? e observando que Ze(f) = ¢ P (cos 6;) depende

somente de 6, obtemos

AR
ASZéf) = (senf;) ! diel [(sen&l)d_l ddell (2)
Ze(k) 2zék)
= (senf;) " [(d — 1) (sen6;)* % cos 91d L+ (senf;)*! d >
db, doy

cost, dzP  qzzP

=(d—-1
( )sen 0, do, do?
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Portanto, por (1) e (2) segue que

d?pPp cos 6, dP)‘

—k (cosb d—1
agp (Cost) + (= 1) o

—F (cos ) + k(d + k —1)P)(cos ;) = 0,

e logo concluimos o desejado. Esta demonstracao se encontra mais direta em [13]

Observacao 2.2.7. Pela demonstracao do Teorema 2.1.4 temos

d42k =1 g, (d+k=2)

d— 7
=BTV, = S AT = S

e pela demonstracao do Coroldrio 2.1.6

2 2
CrWd—1 (d—1)/2
Py

2,W

Wy

onde W(t) = (1 —t?)[4=2/2 ¢ Il € a norma do espago L* ([=1,1], W (t)dt) . Segue como
consequéncia que
S B w R M
e legdq)/z 2 T e P2
2,W

2,W

Agora, se K € L' ([—1,1], W (t)dt) , tomando x = uey, 0’ = (0s,...,04), fazendo mudanca de
varidaveis para coordenadas esféricas e em sequida fazendo a mudanga de varidvel t = cos 6y,

obtemos que

K ((z,y))do(y) = [ K ((uei,y))do(y) (2)

Sd Sd

:/ (<el,u y do / K ({e1,y)) do(y)

Sd
1

— (—/ sen?720, - --sen@d_lde') / K(cos #y)sen?1 6,d6,
Wd J10,7]%2x[0,27]

/ K(t H)[d=2/2q — / K(t)W (t)dt.
wq Wd

Teorema 2.2.8. (Férmula de Funk-Hecke) Se K € L' ([—1,1],(1 — ¢){@=2/24t) e Y®) €

Hy., entdo

K (=, y) Y P (y)do(y) = MY P (z) (1)

onde
/ K(t d 1)/2( (1 — t2)(d72)/2dt.
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Demonstragao. 1° Passo) Sejam k,m € N, 0 < k < m e seja

m

K(t) =0 ()

=0

Entao por 2.1.4, 2.0.10, 2.2.7(1) e 1.3.17 temos que

K () YW rls) = -2 [ 2200y )ity
=0

gd
~1
b P2
— _’fy(k)(x) = by Wd k (2) Y ®)(z)
Ck Wa—1 Hp(d—l)/ZH
k
2. W

1
_ Wd—1 (d-1)/2 (d-1)/2 2\(d—2)/2 (k)
= b P, t)P (1 —t dt | Y (z
Q%%dwawfl D) PO ) (1 - 2) )

2° Passo) Seja K(t) uma funcdo continua. Entéo segue pelo Teorema 2.1.2(iv) que
existe uma sequéncia de fungdes K;(t), onde cada K;(t) é uma combinacao linear finita dos
polindémios Pkgdfl)/Q(t), k=0,1,2,...etal que K;(t) — K(t) uniformemente quando j — oo.
Assim )
[ 1) - K@l - 2)¢ 22 -0
-1

quando j — 00, pois

1 ™
/ (1 —t3)d=22q = / (sen®) ' do < .

1 0

Logo, por 2.2.7(2) temos que

LJKM@W»—K«LMMWW@Mw@)

1
Wq— _
< HY(k)HOOle/l K (t) — K (1)] (1 —2)[@=2/2q¢

e asssim quando j — oo, segue que

g |55 (2, 9)) = K (. 9))] [Y P (y)] do(y) — 0. (2)

Como pelo 1° Passo a equacao (1) é verdadeira para cada K, entdo por (2) obtemos que (1)

também ¢é verdadeira para K.
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3° Passo) Seja agora K € L' ([=1,1], (1 — ¢*)"2/24dt) e seja K; uma sequéncia de fungoes
continuas tal que

/1 | (t) — K (8)] (1 —2)4=224t — 0

1

quando j — oo. Entao pelo 2° Passo temos que (1) é verdadeira para cada K;. Como (2)

também é verdadeira neste caso, segue que (1) é verdade para K (t).



CAPITULO 3

Teorema de Multiplicadores

Neste capitulo estao os resultados principais deste trabalho. Estudamos um teorema de
multiplicadores recentemente demonstrado por B. Bordin, A. Kushpel, J. Levesley e S. A.
Tozoni em [2].

Enunciamos algumas propriedades dos polinomios de Jacobi e as utilizamos para demon-
strar estimativas pontuais para os modulos destes polinomios e para as somas de Cesaro
associadas também a estes polinomios. Estas estimativas sao aplicadas na demonstragao
de estimativas na norma da LP para as somas de Cesaro associadas aos polinémios ultra-
esféricos. Estas tltimas estimativas constituem a ferramenta principal para demonstrar o
teorema de multiplicadores. As referéncias para as somas de Cesaro sao [1] e [13] e para o
teorema de multiplicadores [2] e [14].

Na tltima secao aplicamos o teorema de multiplicadores para obter estimativas assintoticas

superiores para n-larguras de classes de Sobolev nos espacos L7(S9). As referéncias sio [2] e

[7].

3.1 Somas de Cesaro

Definigao 3.1.1. Seja (Z;(x)) en uma sequéncia qualquer de fungéoes. Definimos a soma de

Cesaro S° de ordem n € N e indice § > 0 por

1 n
Su(@) = =5 _CoZm(®)

" m=0

56



CAP.3 ¢ TEOREMA DE MULTIPLICADORES

onde
b Cm+d+1)

o Tm+1DI0+1)

Definicao 3.1.2. ([13], p. 69) Sejam «, 3 > —1. Os Polinémios de Jacobi P,(La’ﬁ)(t) podem

ser definidos através de uma funcgao geradora por
2R (1—2+ R (1+2+ R => P9(1)z",
n=0

onde R = (1—2tz+ z2)1/2.

Lema 3.1.3. ([13]) Sejam o, € R, o, B > —1/2.

(1) Eziste uma constante C' > 0 tal que
‘P,go"ﬂ)(cos 9)‘ <Cn® 0<60<m7/2
(17) Para —1 <t <1,
P (—t) = (=1)"PP(1).
(131) Para —1 <t <1,

apy . FHT/2)T(n+2X) S 1 170
PO = ot gy R0

(iv) Dado e > 0, eziste uma constante C' > 0 dependendo de ¢ tal que
|P7§a’5)(c089)} <Cn %, n>1, e<f<m—c.

(v) Seja W (t) = (1 —t)*(1 +t)P. Entdo existe uma constanteC' > 0 tal que

-1

1
P = ([ e wP W) <con nxa

(vi) Os polinomios de Jacobi pled) (t) satisfazem a equacdo diferencial homogénea de sequnda

ordem
1—)' )+ [B—a—(a+B+2)tY{#) +nn+a+3+1)y(t) =0.

(vii) Seja & wm inteiro positivo e sejam S°(x) as somas de Cesdaro relativas a sequéncia

(Zn)nEN’

Z,(t) = || P PO O (),

-2
s
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Entao .
Sﬁ(m) _ (02)71 ZHk(na 5)P]§a+6+1,ﬁ) (1),
k=0
onde
no~t, k=0,
5—1 A _
Hi(n,0) =< > (n—Fk)yk*7, 1<k<n-—1,
3=0
nott, k=n.

Lema 3.1.4. Suponhamos que y(t) satisfaz a equagao diferencial

y'(t) + o(t)y = 0,

onde ¢(t) € uma fungdo positiva com derivada continua e com sinal constante no intervalo
[xo, Xo] .
(i) Se ¢'(t) < 0, entdo a sequéncia dos mdximos relativos de |y(t)| forma uma sequéncia

crescente quando t cresce de xy para X.

(17) Se ¢'(t) > 0, entao a sequéncia dos mdzimos relativos de |y(t)| forma uma sequéncia

decrescente quando t cresce de xy para Xj.

Demonstragao. Tomemos

e denotemos ¥ (t) = (4(t)) " . Temos que
fr="2uy + ' (v)" + 20y'y"
=2y {y + %w’y’ + (—w_ly)} = (67) ()

()
P?

e assim f’ possui sinal contrario ao de ¢'.

-0

Se ¢/(t) <0, entao f'(t) > 0, ou seja, f é uma funcao crescente. Considerando t; < ty <
... < t,, os pontos de maximo relativos de |y(t)| em (xo, Xo) , temos que t1, ..., %, sdo pontos
de méximo ou minimo relativos de y(t), isto é, y'(t;) = 0 para todo i = 1,...,n. Mas se
y'(t) = 0, por (1) segue que f(t) = (y(t))* e como f é crescente temos que f(t1) < f(ty) <
oo < f(tn). Assim |y(ty)| < ... < |y(t,)|, e portanto mostramos (7). A demonstracao do

item (7i) é andloga.
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Lema 3.1.5. A funcao
g\ o +1/2 o\ A1/
un(0) = (sen 5) <COS 5) P (cosh), 0<6<m,
satisfaz a equagao diferencial

d2u

L 1/4-a? 1/4 — 32 a+B+1\°
Onl6) = 4sen? (0/2) * 4cos? (0/2) * (TH_ 2 ) ‘

Demonstragao. Utilizaremos o Lema 3.1.3(vi), isto é, o fato de que os polinémios de Jacobi

onde

plep) (cos 0) satisfazem a equagao

d*y
W77 —(cos @) — {

+(f—a—(a+ F+2)cosb) 16] ZZ(COS@) (1)

cos

senf

+n(n+a+ 4+ 1)y(cosh) =

Denotando Y = P,(La’ﬁ)(cos 0), temos que

d*uy, 4a2—1< e>“3/2( H)BMY 4aﬁ+6a+2ﬁ+3< 9)0‘“/2( )BH/QY
= se1n — COS — — sen — COS —
do? 16 2 2 16 2

2@+1( 9)“1/2< e)ﬁ”’%y 4aﬁ+6ﬁ—|—2a+3< e>“+1/2( )5“/2
+ sen — Cos — —_ — Sen§ Cos — Y

4 2 2 deo 16
+ 41 (seng) e (cos Q>ﬁ3/2 Y — 25+1 (seng)aw/2 (cosg s ﬂ
16 2 2 4 2 2 de
. 20 + 1 Q a—1/2 Q B+3/2 d_Y - 26 +1 Q a+3/2 Q B—1/2 ﬂ
1 sen 5 COS 2 20 1 sen 5 COoS 5 20

0 a+1/2 0 B+1/2 d2Y
+ (Sen 5) (COS 5) W

Logo, aplicando algumas identidades trigonométricas e (1), obtemos que

dzun+¢ D) u, = seng e COSQ e d2Y+ 20t 1 seng B COSQ
dez T 2 2 d6? 2 2 2

—25+1 seng cosg oY do® 1 seng B cosg 2
2 2 2 16 2 2

n
_2a+126+3) (26+D2a+3) 452 — 1 (Sen€)2 ( 9)2

o
cos —
16 16 16 2

+1—4042 0 *2+1—452 0 *2+ +a+ﬁ+1 2
16 sen2 16 COS2 n 2
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Lema 3.1.6. Sejam o > (3 > —1/2. Entao paran > 1,

’I’Lo‘7 0 S 0 S 7T/27
‘Prg""ﬂ)(cos 9)‘ < Cq nl2gme1/2, c/n <6< 7/2,
nb, 7/2<60<m.

Demonstragao. Vamos demonstrar este resultado aplicando os Lemas 3.1.4 ¢ 3.1.5. Sejam
on(0) € u,(0) como no enunciado do Lema 3.1.5.

Suponhamos —1/2 < a < 1/2. Entao —1/2 < 3 < 1/2eassim 1/4—a? > 0,1/4—3* > 0.
Portanto temos que ¢, (0) > 0 paran >0, 0 < § < /2. Temos que

b= (1) () ) (2 () (o)

Entao ¢/,(0) < 0 se, e somente se,

4 —4
o’ —1/4< (seng) <cos g) (52 - i) :

2 1/4
5o U)T
432 1

Como o? —1/4<0, 3 —1/4<0e1/4<cos?(/2) <1, segue que se 0 < § < §, entao

o\* 9*4< 944<a2—1/4
sen cos 5 <{3 S F o
Portanto ¢/,(6) < 0 para 0 < 0 < 4, isto é, ¢,,(0) é decrescente.

Suponhamos agora a > 1/2 e tomemos k € R, k > 2 (a? — 1/4)1/2. Se —1/2 < 3 < 1/2,
entdo 3% —1/4 < 0. Assim

Tomemos

a+B+1\°_ a?-1/4
L N T S A
(n+ 2 ) ~ 4sen? (0/2)’

implica ¢,(0) > 0. Para k/n < 0 < /2, temos que

1 (® —1/4)"
n (0/2) = 2sen (0/2) (1)

- k

n J—
~ 4se

e assim ¢, (0) > 0. Agora, se § > 1/2,

(a+B+1)°>4(8%-1/4),
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e assim
atfl_ (B2 -1/4)" )
2 - 2cos(0/2) 7
e logo segue por (1), (2) e pela definicao de ¢,(0), que ¢,(#) > 0 quando 5 > 1/2. Se
% —1/4 < 0, segue trivialmente que ¢/,(6) > 0.
Agora, se f>1/2e0 <6 <4, temos

04< 94<1a2—1/4<a2—1/4 0\*
(Sen§> —(5) SiFE 14— 1/4 (COS§> !

e assim ¢/ (0) > 0. Portanto ¢,,(0) é crescente para 0 < 6 < ¢.

Segue como consequéncia dos Lemas 3.1.5 e 3.1.4 que os maximos relativos de |u, ()]
formam uma sequéncia crescente se o —1/4 < 0 e uma sequéncia decrescente se a*—1/4 > 0,

quando 6 cresce de k/n para J. Sendo assim, podemos concluir que

un(0)], o <1/4,

un(kfn)], o >1/4 (3)

k/n<0<5

sup |un(0)] < {

Usando 3.1.3(iv) obtemos
lun,(6)] < C }P}La’ﬁ)(cos (5)! < Cn~Y2 (4)

Agora, por 3.1.3(i), segue que

1\ oL/ 1\ A1/
lun(k/n)| = <sen %> (cos %>
a+1/2
<C (E) PP <COS E) ‘ < Cn7Y2.
n

n
Aplicando 3.1.3(iv) obtemos que, para 6 < 6 < /2,

k
Ph) (cos —) ‘ (5)

n

[un(0)] < O™, (6)
Por (3), (4), (5) e (6), obtemos que

lun (0)] < Cn~Y2, <0<

SEIES

NN

Mas (sen (6/2))”" < 407! e assim para k/n < 0 < 7/2,

n

0 —a—1/2
‘P(aﬁ)(cos 0)| < C'un(0)] (Sen 5)

< On—l/Qe—a—1/27
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onde demonstramos a segunda desigualdade .

As outras duas desigualdades seguem facilmente das propriedades dos polinomios de
Jacobi (i) e (i7) do Lema 3.1.3.

Observacao 3.1.7. Para m,k € N, temos que

k™ (m+k)! k k
— <O = = = I < 2mE™,
m!_(J,c T (k+1)<2+1> (m+1>_2 k

Lema 3.1.8. Sejam o > 3 > —1/2, § um inteiro positivo e S as somas de Cesaro relativas
aos polinomios de Jacobi (ver Lema 3.1.3(vii)). Entdo eziste uma constante positiva C
dependente de n tal que

(i) se 0 < < a+ [+ 2, temos

n2a+?, 0<0<m/2,
petpri=o 1 /2 <0 <

|SfL(cos€)‘ < C{
(i7) se 0 < § < a+ 3/2, temos
|80 (cos )| < Onot/2m0gmam03/2, 2/n <0< 7/2
(i7i) se a+3/2 < d < a+ [+ 2, temos

S3(cos )| < Cn~1072 2 + Cn o732 2/n <0 < 7/2.

Demonstragao. 1° Passo) Suponhamos 6 > 0 e 0 < 6 < 7/2. Segue por 3.1.3(i), 3.1.3(v),
3.1.7 ¢ 3.1.6 que

}52<C089)‘ < Z—Cék HP,E £) - ’P,E ’5)(1)‘ ‘Pk( ’m(cosﬁ)’
k=0 ™ ’

n 0
S CZ (1 . E) k,2a+1 S Cn2a+2,
n
k=0

e assim obtemos a primeira desigualdade em (7).
2° Passo) Suponhamos 0 < 6 < a+3/2 e 2/n < 6 < w/2. Por 3.1.3(i) temos que
Pttty = pletotihy = 1, ¢t € [-1,1]. Se a,b € Re z € C, |2| < 1, segue pelo

desenvolvimento binomial que

(1 —2)" @1 — )~ = (icg%) (f:Cjsz> = i (iCﬁ_kCII;) 2"

n=0 \k=0
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€ a0 mesmo tempo

(1 —(a+b+2) an+b+1 n

Portanto temos que

Ca+b+1 an i Ck

Mas C? ¢é da ordem de n’ (ver Observacio 3.1.7) e assim n®*! é da ordem de

n

> (n—k)E.

k=0

Logo, por 3.1.3(vii), 3.1.3(i), 3.1.7 e 3.1.6,
152(cos0)] < (C2) ™" | Hy(n, )] ‘P;O‘*‘S“ﬁ) (cose)‘
k=0
n—1 -1
< On—5 <n5—1 + (TL . k)jka—j—l/Q + na+1/2> 0—&—6—3/2

6—1
<C (n_l + — na+1/2 + na+1/2—5> Q—a—5—3/2

1/2—-6p)—a—06—-3/2
< Opotl/2-9g—a=9=3/2

e assim obtemos a primeira desigualdade em (iz).
3° Passo) Suponhamos 0 < § < a+f+2e /2 < 0 < m. Por 3.1.3(vii), 3.1.7 e 3.1.6,

obtemos que

6—1 n—1
|S§L<COS 9)‘ S Cnfé <n51 + ] kaJrﬁ J + na+ﬁ+1>
j=0 k:l
6—1
< Cn <n51 I A +na+6+1> <C (nil +n°‘+ﬁ+1*5)
j=0

1-6
< Cnotb+ ’

e assim obtemos a segunda desigualdade em (7).

4° Passo) Suponhamos a+3/2 <d < a++2e2/n <6 <x/2. Por 3.1.3(vii), 3.1.7, 3.1.6
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e 3.1.3(4), obtemos que

n—1
|50 (cosf)| < Cn™° (n‘S_I + potl/2gmaso=8/2 Z |Hy(n,0)] ‘Péa+6+1’ﬁ)(cos 9)‘) (1)

k=1

0—1
<C (nfl + na76+1/2) 9*047573/2 + CnfS Z Z(n o k_)jk2a+6fj+1

1<k<1/6 j=0

5—1
+ Cn_5 Z Z(n _ k,)jk,a—j—l/2 9—01—5—3/2

1/6<k<n/2 j=0

6—1
+ CTL_(; Z Z(n . k)jk?a_j_l/Q 9—04—5—3/2

n/2<k<n—1 j=0

< Cn7197a7573/2 + CSl + 05297117673/2 + 08367047673/2.

Seja 1/0 < k < n/2 e tomemos f(z) = (n — k)*k~® = e*M=R/k Como k < n/2, entdo
In[(n —k)/k] > 0 e assim o maximo de f(z) para 0 < x < — 1 é assumido em z = § — 1.
Portanto

(n— kY keI7V2 < (n — k)02 0<j <61

Assim
0—1
Sy = n—5 Z Z(n _ /{J)jka_j_l/2 < 571_5 Z (n _ k)5—1ka—5+1/2

1/0<k<n/2 j=0 1/0<k<n/2
n/2

< 5n—5n5—1 Z ka—6+1/2 < 5n—1/ ta—(5+1/2dt < Cn—l@—a-{—(S—S/Z’
1/0<k<n/2 1/6-1

e logo
5129—04—(5—3/2 < Cn—l@—Qa—3. (2)

Seja 1 < k < 1/6. Podemos mostrar que
(n . k)jk,2a+6fj+l S (TL o k)671k20¢+27 0 S ] g 5 — 1’

e assim

6—1
S, = n=9 Z Z(n _ k,‘)jk'2a+5_j+l < on=9 Z (n . k,)6—1k,2o¢+2 (3)

1<k<1/6 j=0 1<k<1/0

1/6+1
< (577,_1/ 1224t < en~le2073,
1
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Seja agora n/2 < k < n — 1. Como a fun¢ao f(z) = (n — k)*k™*, 0 <z <46 —1, é

decrescente, segue que
(n—kYkeI71V2 <gol20 0<j <61,

e assim para o > —1/2,

53 < 6n75 Z ka71/2 < Cna75+1/2’ (4)
n/2<k<n-1
Se —1/2 < a<1/2,
n—1
n/2—1
e se « = —1/2, obtemos a mesma desigualdade.

Por (1), (2), (3) e (4) e (5) segue que
S5 (cos )| < Cn~197278 + Ot 732,
e assim obtemos a desigualdade em (3iz).
Corolério 3.1.9. Consideremos as somas de Cesaro S° relativas & sequéncia (Z(k)> ,
Z®(t) = (d + 2k — 1)/(d — )PV (@), isto ¢, -

1 < ~
SO(t) = & Y Gz, —1<t<1
" m=0

Entao existe uma constante positiva C, independente de n, tal que para d > 1,
(1) se 0 <6 < d, entao

d 0<60<7/2
’Sﬁ(cos@)| <C " /2,
nd=1=0 /2 <0 <m;

(i1) se 0 < d < (d+1) /2, entao

p(d=2-1)/2~(d+25+1)/2 2/n<6<7/2,

S (cosO)| < C
| nl )} = { n(@=20-0/2(gz — 9)=[@=1/12 7/2 < <7 —2/n;

(13i) se (d+1)/2 <6 <d, entdo

‘Sﬁ(cos@)’ <Cn Hm -0 1/2<0<71—2/n.
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Demonstragao. Observamos que em virtude da propriedade 3.1.3(7ii), que relaciona os
polinomios de Jacobi com os polinomios ultraesféricos, podemos concluir que as somas de
Cesaro para os polinomios ultraesféricos podem ser vistas como um caso particular das somas
de Cesaro para os polinémios de Jacobi, quando a = =X —1/2 = (d — 2)/2.

Temos que (i) segue imediatamente de 3.1.8(7) quando tomamos o = = (d — 2)/2. Da
mesma forma a primeira desigualdade em (i7) segue de 3.1.8(i7).

Seja m/2 < 0 <7 —2/n. Tomemos v =m — 60, 2/n <~ < 7/2. Por 2.1.2(v) temos que

}P2(0059)| = !Pg\(— cos*y)! = ’P,i‘(cos*y)’

e assim, como na demonstracao de todas as estimativas do Lema 3.1.8 trabalhamos sempre

com o médulo dos polindmios de Jacobi, segue por 3.1.8(i7) que
|Sg(cos 0)‘ = }Sg(cos 7)‘ < Cpld=20-1)/2,~(d+285+1)/2

Para obter a segunda desigualdade em (i) basta observar que —(d+25+1)/2 < —(d—1)/2.
Sejam/2 <0 <7m—2/ney=m—40. Por 3.1.8(ii7),

‘SZ(COS 9)’ < Cnfl (,yfdfl + ,yf(d+26+1)/2) )

Como (d+1)/2 <6 < d obtemos que —(d+1) < —d+de —(d+25+1) /2 < —d+0. Assim

(1i1) segue da desigualdade acima.

Observagao 3.1.10. Sejam A > 0,6 > 0. Usando a relagao

PMXtyr™, |t <1, |r] <1,
(1— 27"75—1—7"2 Z g I

podemos obter, para |t| < 1,|r| <1, a relagao
A1 —1r?) - .
TEpEen i DR AU

n=0

Agora, usando o desenvolvimento em série de poténcias da fungio (1 — )~ (série bino-

mial), podemos mostrar que para |t| < 1,|r| <1,

A1 +7) B
e =3 (St )

2rt + r? —

g

(Casa(®) "

n=0
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k-1

Tomando r = 1/z, multiplicando ambos os membros da rela¢iao acima por z e tomando

t = cost, obtemos

AL+ 2)2F+5+2)

(z—1)° (1 — 2zcos 0 + 22)°

o(z) = Z [C2S2(cos )] 251
n=0

O residuo de ¢(z) no pélo zg =0 € C2S%(cos ). Seque entdo pelo Teorema de Residuo que

Cksk(COS(g) 271T2/Cg0(z)dz, (1)

onde C' € uma curva fechada, orientada no sentido positivo e envolvendo as trés singulari-
dades 2y = e 2y =1 e z3 = e ¥ de p(2).

E. Kogbetliantz estudou estimativas para |S3(cos0)| no seu artigo de 1924 (ver [6]) uti-
lizando a representagdo integral (1) no caso 0 < A < 1, obtendo depois estimativas para o
caso geral A > 0, usando indugao sobre N € N, N —1 < A < N. Embora as desigualdades
para ‘S,‘i(cos 0)| que necessitamos neste capitulo possam ser encontradas em [6], observamos
que as demonstragoes neste artigo sao trabalhosas e de dificil generaliza¢ao para outros ca-
s0s, como o caso importante dos polinomios de Jacobi. Assim sendo, preferimos, mesmo
tendo que utilizar algumas propriedades dos polinomios de Jacobi sem demonstracao, obter
as estimativas para as somas de Cesaro, primeiramente para os polinomios de Jacobi como

estd no artigo de A. Bonami e J-L Clerc [1] e fazendo algumas demonstragoes como no livro

de G. Szego [13].

Lema 3.1.11. Consideremos a LP- norma da soma de Cesaro S do Coroldrio 3.1.9 dada

121, = ( / 11<1 g2y ;sg(@\pdx) "

(1) Se 0 < d < (d+1)/2 entao eziste uma constante C' > 0 independente de n, tal que

por

=212 1 <p<2d/(d+25+1),
IS3ll, < €4 nl2 D2 Ann) @20, p =24/ (d+ 20+ 1),
nd1=1/p), p>2d/(d+25+1).

(i1) Se (d+1)/2 <0 < d entdo existe uma constante C' > 0 independente de n, tal que

[Sp]], < Cn?O"YP 1< p < oo
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Demonstracgao. Para obter cada uma das desigualdades desta demonstragao, faremos uso
do Corolario 3.1.9. Como todas as contantes C' que aparecem no enunciado deste corolario
dependem dos parametros d e 9, entao todas as constantes que surgirem nesta demonstragao
dependerao pelo menos de d e 9, algumas dependerao também de p, e iremos denotar todas
elas simplesmente por C.

Temos que senf < 0 se 0 <6 < 7/2elogose 1l < p< oo temos que
Iz 1l = /11(1 — )22 | 58 ()P (1)
= /W(l — cos? §)(4=2/2 ‘Sz(cos 0)|p sen 0df
0
= /07T ‘Sﬁ(cos 9)‘17 (sen )" do

w/2 ™
= / |Sg(cos 6) }p (sen )" do + / ‘Sfb(cos 6) !p (sen)* " do
0 w/2

w/2 ™
< / |S;§(cose)\ped—1d9+/ |5 (cos 0)]" (- — 6)* " do
0 w/2
=1+7T.

1° Passo) Vamos obter estimativas para a integral [ em (1) no caso 0 < § < (d+1)/2.
Tomemos r = 2d/ (d 4+ 20 4+ 1) . Pelo Corolério 3.1.9(i) temos que

2/n 2/n
/ |5 (cos 0)|” 0771do < Cn / 0e1dh < CyndP=1). (2)
0 0
Agora se p # r, pelo Corolario 3.1.9(ii) temos que

/2 .
/ |59 (cos 0) | 9% db < Cn(2—5)p/
2/n )

/2
/ g~ (481 g (3)
d+1+25 "’

_CE) Y (o (S

d— (EL2) d— (EL28)

Sel<p<remtaod— (d+20+1)p/2>0ed(p—1) < (d—25—1)p/2. Assim por (2) e
(3) obtemos

nde—1)

I < Cn(d72§71)p/2' (4)

Sep>rentaod— (d+20+1)p/2<0edp—1) > (d—25—1)p/2 e assim por (2) e (3)
obtemos
I < Cpdr=Y), (5)
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Se p=rentdo — (d+2J+1)p/2+ d = 0 e assim usando (2) obtemos

/2
I <COn®e=h 4 Cn(dzl—é)P/ 6
2/n 0

_ Cnd(p_l) + C (ln %) 71(%_6%) + C (ln n) n(%—&)p
< Cn(d—26—1)r/2 Inn.
2° Passo) Vamos obter estimativas para a integral I’ em (1) no caso 0 < 6 < (d+1) /2.

Tomemos ¢ = 2d/(d — 1). Temos que r = 2d/(d+25+1) < 2 et > 2 e pelo Corolario
3.1.9(4) temos que

T 2/n 2d » »
/ |Sn(cos )] (m —0)" " df < Cn(d”)p/ 01 dy = %n(%—fs)ﬁdzp—d. (7)
T—2/n 0
Agora se p # t, pelo Corolério 3.1.9(i7) temos que
T—2/n » i1 a1 _g w/2 i
/ |52(COS 9)} (m—0)""do < onl5 )p/ 9i-1-Fpp 8)
/2 2/m

= — N 2 —
d=5'p d=5'p

Sel<p<tentao (d—1)p/2 —d <0 e assim por (7) e (8) temos que

d—%1p _d-1
CE) 77 (st O 2 F (450t 5,

I < Cn(d—26—1)p/2. (9)
Se p > tentao (d—1)p/2 —d > 0 e assim por (7) e (8) temos que
Vi < Cn(%fé)er(%)pfd _ Cnd(p—l)—p(é—&-l)‘ (1())

Se p=tentao (d —1)p/2 — d =0 e assim usando (7) obtemos

d—1 d—1 7r/2
1 < Cnl*F-0 4 o5 -0} / < (11)

= CH(%_(;)‘D + C (hl %) n(%_é)p + On(%_a)p Inn

n

C’n(%_‘s)p Inn.

3° Passo) Vamos obter as estimativas da parte (7). Se 1 < p < r, entdo p < t e assim por
(1), (4) e (9) obtemos
|S2]|, < Cnld=20=172, (12)
p
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Se p=r, entdo p < t e assim por (1), (6) ¢ (9) obtemos
HSz||i < Cn(d—2§—1)r/2 Inn + Cn(d—26—1)r/2 < Cn(d—26—1)r/2 Inn.
Logo
|51, < Cnl=2=D72 (In g7 (13)

Ser <p<tentao d(p—1) > (d—25 —1)p/2 e assim por (1), (5) e (9) obtemos
S]] < (Cn®®=Y 4 Cnld=20-1r/2) P < Cpdi=1/), (14)
n p — —

Seja p =t. Como t > 2 segue que d(t — 1) > (d — 20 — 1)t/2 + 1. Entao, como Inn < n, por
(1), (5) e (11) obtemos

”82” < (Cnd(p_l) 1 Opld=25-1)p/2 hln)l/p < Cnd-1/p), (15)
p

Seja p>t. Comot >2>r entdo (d—20 —1)p/2+(d—1)p/2 —d < d(p — 1) e assim por
(1), (5) e (10) obtemos
|S2]] < Cnd=1/p), (16)
P

Assim concluimos a demontracao de (i).
4° Passo) Suponhamos (d+ 1) /2 < § < d e tomemos u = d/ (d — ¢§) . Segue por (i) e (i7) do
Corolario 3.1.9 e do fato de (d =25 —1)/2 <0 < d(p— 1) que para 1 < p < 0o temos

/2
I:/ |5 (cos 0)|” 07" db (17)
0

2/n w/2
< / ndpedflde + / n(d72571)p/29d7167(d+26+1)/2d9
0 2

n

< Ond(p—l) + C«n(d—26—1)/2
< CndP—=1)
Novamente pelo Coroldrio 3.1.9(i) obtemos
/ |52 (cos )" (m — )7 df < Ol d, (18)
T—2/n
e para p # u, pelo Corolario 3.1.9(ii7) obtemos
w/2

T—2/n
/ |52 (cos )" (r — 0)""do < CnP / g~ (d-9r+d=1gp (19)

/2 2/n
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o m\ —(d=)p+d
_ (5) n P — 02_(d_6)p+d n(dfé)pfdfp
d—(d—9)p d—(d—9)p '
Se 1 < p < u temos que d — p(d — J) > 0 e assim por (18) e (19)
I' < Cn7P 4 Cpld1=9p=d < O 7P, (20)
Se p > u temos que d — p(d — ) < 0 e assim por (18) e (19) temos que
I' < Opdle=D)-p(6+1) (21)
Se p=w entao d — p(d — §) = 0 e assim por (18) e pelo Coroldrio 3.1.9(4ii) obtemos
w/2 A6
I'< Cn_p/ 7 +CmP<CnPlan. (22)
2/n
Vamos agora obter a estimativa (ii). Se 1 < p < u, entao por (1), (17) e (20),
1S2]| < Cndt=1/p), (23)
P
Se p = u, entdo por (1), (17) e (22) temos que
12, < (CnteY 4 o) P < o1, (24)
Seja p > u. Entao por (1), (17) e (21) obtemos
1S2]| < Cndt=1/p), (25)
p

Assim concluimos (ii).

Definigao 3.1.12. Seja (M\p)ren uma sequéncia numérica. Definimos AP\, = A, AN\, =

Ak — Apr1 € definimos indutivamente
AN = A"\ — A"\

Proposicao 3.1.13. Para qualquer n,k € N temos que

A" =) (-1) ( 7; ) Akt j-

J=0
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Demonstragao. Temos que

AN = Ay — 201 + Ao,

APN = A — 3Ags1 + 3Ner2 — Aetse

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para um certo n € N e mostremos que vale para

n-+1

=M +Zn:<_1)j [( 7; ) + ( j f 1 >] Y (=1 Nppnt1

Proposicao 3.1.14. Seja f(x) uma fungao real definida para x > 0 e com derivadas até a
ordem n. Se A\, = f(x + k), escrevemos A'f(z) = ANy = f(x) — f(x +1) e A" f(z) =
A"f(x) — A" f(x + 1) = A"\g — A"\, Entao

A" f(z) = / /f (24t 4+ t)dty ... dty, (1)

A% ()] < x|/ + 1) &)
Demonstragao. Para n =1, (1) é verdadeira pelo Teorema Fundamental do Célculo, pois

SAf(@) = flo 1) - /f:c+t

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para um certo n € N. Vamos demonstrar que (1)

também é verdadeira para n + 1. Novamente pelo Teorema Fundamental do Célculo,
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A f(2) = A" f(x) — A" f(x + 1)

/ /f">x+t1+ +tp)dty ... dt,

—1)”/ .../f(”)(x+t1+-~-+tn+1)dt1...dtn
0 0

1 1
= (_1)n+1/ .. / f(n+1)(1' + tl —+ 4 tn+1)dt1 e dtn—H
0 0

e portanto obtemos (1) para n + 1. De (1) segue que

|A" f(x !</ /|f">x+t1+ +tn)|dty ... dt, < max | f®)(z +1)].

0<t<n

Lema 3.1.15. (A transformada de Abel) Sejam (ug)ken € (Vk)ren duas sequéncias quaisquer

e seja Uy = ug +uy + - - - + ug. Entao

n n—1
Zukvk = ZUk(Uk - Uk—i—l) + UnUn. (1)
k=0 k=0

Demonstracao. Para n = 1 temos

1

Zukvk = UpVo —+ U1 = UO(UQ — U1> -+ (Uo —+ ul)vl
k=0

0
= ZUk<Uk — V1) + Uy
=0

Suponhamos agora que a equagao (1) seja verdadeira para um certo n € N. Vamos de-

monstrar que (1) também ¢é verdadeira para n + 1. Temos que

n+1 n—1
E UV = g Uk(Uk — Vk41) + Un¥p + Ung1Vnp1
k=0 k=0
n—1
= E Uk(vk - Uk+1) + Un(vn - Un—H) + Unvn—i-l + Un4+1Un+1
k=0

= ZUk(Uk — Ukt1) + Ung1Una.
k=0

Lema 3.1.16. Para qualquer sequéncia de fungoes (Z;(x))jen e qualqguer N,n € N temos

que
k'N 1 k}]\]

SEAEED 35 Db 3B A m

k1=0 ko=0 kn=0 j=0
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Demonstragao. Vamos demonstrar (1) usando inducao sobre N . Para N = 0 temos que
CpSh(x ZZ

e como C} = m + 1 temos que

n

CoSh(x) = (n—m+1)Zy(z)

m=0

=(n+1)Zy(z)+nZi(z)+ -+ 2Z, 1(x) + Z,(x)
= Zo(x) + (Zo(x) + Z1(2)) + - + (Zo(z) + - + Zy(2))

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para 0,1,..., N. Temos que
N+ _ (m+ N +1)
N +1 "

m—j+N+1)=mn—-k+1)+(k —keo+1)+-+(knoa —kn+ 1)+ (ky —j+1).

Fixemos n € N e consideremos a sequéncia

(n—m)+N+1

W(x) = Zm ().
(z) N1 (z)
Entao, usando a hipdtese de inducao obtemos
kN 1 k‘N + N + 1
Ca 'Sy @) Z ol ZZ Sy
kl Okg kN 0] 0
1 a
= N1 2 (n—k+1)> .. ZZ

ko=0 j=0
kleN
N+1Z DD CEFERNAC
k1=0 kn=075=0
kn o J

SIS W1

k1=0 j=01=0
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Lema 3.1.17. Para qualquer sequéncia de nimeros (Ay,)men, qualquer sequéncia de fungoes
(Zn(2))men € quaisquer n, N € N, n > N temos que

n—N-—1

ixmzm Z CNSN(2)ANTIN,, +Zq’f S () A Ay (1)

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.16 temos que

n kn-1 kn
CNSN(x) = Z 0D Zi(w) Zc,gjflsgfl(x). (2)
k1=0 ko=0 kn=0 j=0 k1=0

Utilizando a tranformada de Abel e (2) obtemos que

ZCOSO JAIN,,, + SO(z)A%N,,

isto é, obtemos (1) para N = 0.
Vamos supor que (1) seja verdadeira para um certo N € N. Entao aplicando a transfor-
mada de Abel e (2),

n—N-1 —N— m
Z CNSN AN+1>\ _ Z (ZC Skzl ) AN-i—l)\m_AN-H)\m_H) (4)
n—N-1
+ CgS%(ZE)AN-’_l)\n_N_l)
=0

n—N-—-2
= 3 ONTISNH (@) AN, 4 O S () AN,
m=0

Portanto o resultado desejado para N + 1 segue pela hipétese de indugao ((1) para N) e por
(4).
Definigao 3.1.18. Seja A = (\), oy uma sequéncia de nimeros complezos e seja 1 < p,q <

00. Se para todo p € LP existe uma funcao f = Ap € LY com expansao formal em harmonicos

esféricos
FrY NZ® s
k=0
tal que

181, = sup {IAgl, - ¢ € 22, gl < 1} < oc

dizemos que A é um operador multiplicador de tipo-(p,q) com norma [[A[|,
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3.2 Teorema de multiplicadores

Teorema 3.2.1. Seja
N — (d+1)/2; d=3,5,...,
(d+2)/2; d=2,4,...,
e seja A = (A\p),ey wma sequéncia de nimeros complexos. Sejam 1 < r,p,q < oo tal que

1—1/r=(1/p—1/q), . Suponhamos que

klim AN K5 =0, 0<s<N (1)
€

Z |AN+1)\n| nN+d(171/r) < 0. (2)

n=1

Entao existe uma constante positiva C tal que

AL, < [Xo] + O JANTIN, | pNHd0=1/), 3)

n=1

Além disso, se p € LP(SY), [loll, <1 e

tn () = Aoco,1 () + (ZCéVS,iVAN“)\k> * 0,

k=1
temos que

1Ap —tu (p)ll, < C D [ANFIN[ RN HO, (4)

k=n+1

Demonstracao. Se demonstrarmos que o teorema ¢é valido para p = ¢, entao ele também
serd vdlido para ¢ < p desde que |.[|, < [|.[, quando ¢ < p. Portanto, é suficiente conside-
rarmos p < q.

Fixemos ¢, € j@on com |[[pml[, <1, onde H; é o espago dos harmonicos esféricos de

grau j. Seja

K, = ZAJ@
k=1

Pelo Lema 3.1.17 temos que

Kn *Pm = (Kylz—N—l + Kg) * POm,
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onde

n N
=Y CUSYANTIN e K2 =) Ok Sk AN

k=1

Segue da Observagao 3.1.7 e do Lema 3.1.11(i) que

il < S0 2] 1AM ] < O3 AV ke, o)
k=1 k=1

Sejam s,k € Ne
s,m 1 Em: s 7

Primeiramente observemos que

CHE T (ZYU)> > (Spxy®
=0 =0

FO

pois Z® 5y =0 para todo m < k. Portanto, usando a desigualdade de Young (Teorema
1.1.20) e 3.1.7, obtemos que

| A X ORISR mlly < TA™A] CEILSE™ (L llomll,,
" CE o~
i=0 7k '
=0 '

< O | AN K

Logo
N
G el < D _Cooe | A i [ om],
k=0

N
< Cpn ) |A k| (n = k).
k=0
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Agora, usando (1) obtemos

lim HK” * O — Kl—N—l * SOqu = lim ”KEL * SOmnq (6)

n
n—oo n—oo

N
< Cp Y lim [ARN | (n = k)F = 0.
k=0

Entretanto, pelo Lema 3.1.11, por 3.1.7 e por (2)

n+u
i L~ KL = i | 3 Gspar e
k=n+1 r
n+u
< Clim Y |ANFIN [ ENFO < g,
n—>ook:n+1

o que implica que (K}}), . ¢ uma sequéncia de Cauchy em L"([-1,1], (1 — )72 41 Seja

entdao K € L"([-1,1],(1 — tQ)(d_2)/2 dt) tal que (K,), oy converge para K em L". Entao pela
desigualdade de Young

lim HK * o — K} SOqu < nlljfolo ||K - KiHT [omll, =0,

n—oo

ou seja, (K * ¢), o converge para K * ¢, em L7(S?). Logo, usando (6) podemos concluir
que (K, * ¢),, oy converge para K *,, em L¢(S%). Portanto, mostramos que para qualquer
polinémio ¢, € 3§on com [l |, < 1, a sequéncia de fungdes K} * ¢y, converge em L (59

para a funcao
K * @, = (ZAkZ(k)> * O, T > M.
k=1

Agora, temos que
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e assim para todon > m

Ap,, = A (iick,jy}(m) = i)\k (ick,ﬂ/}(k)> (7)
k=0 j=1

k=0 j=1

m ak
“r 4 30 (S
k=1 j=1
= AoCo,1 + (ZMZ(’C)> * O = NoCo1 + K * o,
k=1
= )\OCO,l -+ <ZC£VS]]€VAN+1)\;C> * Oy = )\060’1 + K}L * Om-
k=1
Entao segue de (5), (7), da desigualdade de Young e do fato que |co1| < [l¢nll, <1 que
1A@mll, < ol leon] + || Kl lemll, (8)

< ol + [ K], < ol +CY [AVFEA RN FD,
k=1

Usando a desigualdade de Young, 3.1.7 e o Lema 3.1.11(#7) obtemos, para n < m que

< > C,ﬁVS,gVAN+1Ak) % O

k=n+1

| Aom — tn (Spm)”q: HKrln*(Pm_K}z*meHq: 9)

q

S Z CéVSIiVAN—i-l/\k ||90m||p S C Z ‘AN—i-l/\k‘ kN—l—d(l—l/r)
k=n+1 r k=n+1

<C i ‘AN+1>\k‘ kNer(lfl/r).
k=n-+1

O caso n > m é trivial, visto que A, = t,, (¢m) -

Como o conjunto formado por todas as fungoes ¢, € '%OH]-, m €N, [loml[, <1, é denso
na bola unitéria de LP(S?), temos que (3) segue de (8). F]i;almente seja p € LP(SY) tal que
H<p||p < 1 e seja (©m)pens Pm € jEZéOHj7 uma sequéncia de LP(S?) que converge para ¢ em
LP(8%). Temos que Ap,, — Ap e tu(om) = Xoco1(pm) + KL * 0 — ta(p) em LI(S9).

Assim por (9) obtemos
1A = tn (), = lim [[Apm —tn (m)ll,

<C i |AN+1>\k‘ k,N-i—d(l—l/r),

k=n+1

o que demonstra (4).
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3.3 Aplicagoes

Definigao 3.3.1. Seja A um subconjunto convezxo, compacto e radialmente simétrico de um
espaco de Banach X com bola unitdria B. A n-largura de Kolmogorov de A em X € definida
por

dn(4, X) = inf sup Jnf [If = gll,
onde X,, percorre todos os subespacos de X de dimensao n.
Notagao 3.3.2. Para cada v € R, denotamos N = (), oy onde ), = (k(k +d — 1H)/2.
Definigao 3.3.3. O espaco de Sobolev W, v >0, 1 < p < oo, € definido por
Wi={pelL,: Np € Ly}

com norma
lellwy = [[A7¢l], -

Aqui identificamos fungoes que diferem por uma constante, isto €, se f — g =constante, entdo
J =g sobre WJ. A classe de Sobolev W;, v > 0, € definida como sendo a bola unitdria de
W7, asto é,

p7
— ‘
Wy ={eeWy: gl <1}
Observacao 3.3.4. Observamos que
W {HA*'Y@ ceRepe (%), ol, <1 }

p:

De fato, denotemos A = {c—l—A’Vgo cce€Repe LP(S?), ell, <1 } Se f € A, entao
f=C+A7g, gel”elg|, <1 Logo

1/ llwy = (|47 (e + A7) ||, = [[A7 (A7) [, = llgll, < 1,
o que implica que f € W;. Agora, se h € W;, entao NVh=¢p € L, e ||h||pr < 1. Assim
AT(NR)=h=A"¢ e |ol, =Ry <1,

o que implica que h € A.
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Observagao 3.3.5. Suponhamos que a sequéncia A = (\) oy Satisfaca a condigao (1) do

teorema de multiplicadores e que existe uma constante positiva C' e n > 1, tal que

|AN+1>\k‘ < Ck—d(l—l/r)—]\f—n7 k > 1.

Entao . .
Z ‘AN+1/\7L‘ nN—l—d(l—l/r) < Czn—n < 0.
n=1 n=1

Portanto, de acordo com o teorema de multiplicadores temos que

o0 0o 1
E : N+1 N+d(1-1/r) _
HA“ZLQS Ao +C ‘A /\n‘n < |/\0|+CE n "< |)\0|+C(1+Uj)

n=1 n=1

e sep € LP(SY), [lell, <1

1A =t ()], < C Y JANFIN| RN <0 N <

— -1
k:n+1 k:n+1 (77 1)n77

Observagao 3.3.6. Consideremos agora a sequéncia A" = (k (k+d — 1))7"% onde v € R,
v > 0. Denotando f(k) = A", pela Proposicao 3.1.14 temos que

AN | = A F (k)] < max [ £k +1)] (1)
— (s) — —y—s
=2 [F00] = max Gt
=k

para s,k € N. Logo
|ANT K < C ok

e entao
lim |A*A7|k* =0, 0<s<N, (2)

k—o0

isto €, a condi¢ao (1) do teorema de multiplicadores € satisfeita.

Sejay =e+d(l/p—1/q)1,e >0el1 <rpg<ootalquel—1/r=(1/p—1/q),.
Temos por (1) que
‘ANJrl/\I;’Y‘ < C’ykfd(lfl/r)fo(lJrs)

e segue de (2) e da Observagao 3.3.5 que

37—t < 1 = T
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se p € LP(S9), |||, < 1. Logo temos que

sup inf [ f —tll, < sup [|f —tu(o)ll, < Cn Y HdA/p=1/a)s n €N,
JEW,  tne & Hi few;
onde f = A"7p.

Teorema 3.3.7. Para a n-largura de Kolmogorov da classe de Sobolev temos para 1 < p,q <
o0 ey >0,
dn (_7 Lq) < O N—/d+1/p=1/a),

p?

w
Demonstracgao. Seja N = dim ( Gna Hk) . Fazendo algumas contas podemos mostrar que
=0

existem constantes positivas C; e Cy tais que Cin? < N < Cyn?. Entao pela Observacao

3.3.6, obtemos que

dy (W, L) < sup  inf |[f —t,]], < CnrHUp=Y0 < oN=/a+(1/p1/0)
few, tneéom
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