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Co-Orientador: Prof. Dr. Alexander Kushpel

†Este trabalho contou com apoio financeiro da Capes.

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

viiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiw



Análise Harmônica na Esfera Unitária
d-dimensional Real

Este exemplar corresponde à redação fi-

nal da dissertação. devjdament.c càríigida

e defendida. por Fernanda Moura

de Oliveira e aprovada pela. comLo;;são

julgadora.

Campinas; 29 de agosto de 2005.

~//~.
Prof. Dr. Sérgio Antônio Tozoni

Orientaeor

Banca examinadora:

?01 ?
Prof. Dr. Alexander Kushpel

Co-orientador .

Prof. Dr. Sérgio Antônio Tozoni.

Prof. Dr. Dimjtar K. llimitrov.

Prof. Dr. Benjamin Bardio.

DjsseItação apresentada ao Instituto de

Matemática, Estatístiéa e Coniputação

Científica, UNICAMP, como requisito.

parcial para obtenção do título de
Mestre em Matemática.



FICHA CATALOGRÁFICAELABORADAPELA
BffiLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Bibliotecário:MariaJúliaMilaniRodrigues- CRB8a/ 2116

OL4a

Oliveira, Fernanda Moura de

Análise harmônica na esfera unitária d-dimensional real /

Fernanda Moura de Oliveira --Campinas, [S.P. :s.n.], 2005.

Orientadores: Sergio Antonio Tozoni; Alexander Kushpel.

Dissertação (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica.

1. Análise harmônica. 2. Funções ortogonais. 3. Funções

hannônicas. I. Tozoni, Sergio Antonio. 11. Kushpel, Alexander. m.

Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matemática,

Estatística e Computação Científica. IV. Título.

Título em inglês: Hannonic analysis on the unit d-dimensional real sphere.

Palavras-chave em inglês (Keywords):
3. Harmonic functions.

1. Harmonic analysis. 2. Orthogonal functions.

Área de concentração: Matemática

Titulação: Mestre em Matemática

Banca examinadora: Prof. Dr. Sergio Antonio Tozoni (IMECC-UNlCAMP)
Prof. Dr. Benjamin Bordin (IMECC-UNlCAMP)i
Prof. Dr. Dimitar K. Dimitrov (UNESP-RioPreto)

Data da defesa: 29/08/2005



Dissertação de Mestrado defendida em 29 de agosto de 2005 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

~~/~.
Prof. (a). Dr (a). SERGIO ANTONIO TOZONI

~I"'\~~{ 1'-. (1)1",W,
Prof. (a). Dr (a). DIMITAR KOLEV DIMITROV

Prof. (a). D

-
d- .



AGRADECIMENTOS

Agradeço primeiramente a Deus por ter me dado força para ultrapassar todos os obstáculos
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ABSTRACT

The purpose of this work is to develop a text in Portuguese about Harmonic Analysis

on the d-dimensional real sphere Sd and to apply the results of the text to study a multiplier

theorem. In the first two chapters it is made a study about harmonic functions in a domain of

the euclidian space R
d+1, spherics harmonics, representations of SO(d+1), zonal harmonics,

ultraspherics polynomials and about the Laplace Beltrami operator on the sphere. Finally, in

the third chapter it is studied a recent multiplier theorem which gives sufficient conditions for

a multiplier operator be bounded from Lp(Sd) to Lq(Sd), for 1 ≤ p, q ≤ ∞. As application of

this theorem are obtained upper bounds for n-widths of Kolmogorov type of Sobolev classes

W
γ

p in the spaces Lq(Sd), 1 ≤ p, q ≤ ∞, γ > 0.

ii



RESUMO

O objetivo da dissertação é desenvolver um texto em português sobre Análise Harmônica

na esfera d-dimensional real e aplicar os resultados deste texto no estudo de um teorema de

multiplicadores. Nos dois primeiros caṕıtulos é realizado um estudo sobre funções harmônicas

em um domı́nio do espaço euclidiano R
d+1, harmônicos esféricos, representações de SO(d+1),

harmônicos zonais, polinômios ultraesféricos e sobre o operador de Laplace Beltrami para a

esfera. Finalmente, no terceiro caṕıtulo é estudado um teorema de multiplicadores recente,

o qual fornece condições suficientes para que um operador multiplicador seja limitado de

Lp(Sd) em Lq(Sd), para quaisquer p e q, 1 ≤ p, q ≤ ∞. Como aplicação deste teorema são

obtidas estimativas superiores para n-larguras de Kolmogorov de classes de Sobolev W
γ

p nos

espaços Lq(Sd), 1 ≤ p, q ≤ ∞, γ > 0.
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Introdução

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um texto em português e com bastante

detalhes sobre Análise Harmônica na esfera d-dimensional real Sd. Este objetivo é realizado

nos Caṕıtulos 1 e 2.

Quando alguém necessita fazer um estudo sobre Análise Harmônica na esfera Sd, são

necessários, quase sempre, vários livros e artigos em pelo menos uma ĺıngua estrangeira

e que em geral não fornecem os detalhes que necessitamos. Acreditamos que nestes dois

caṕıtulos estão colocados os pré-requisitos para quem pretenda iniciar pesquisas em Análise

Harmônica ou em Teoria de Aproximação na esfera Sd.

Outro objetivo deste trabalho é o estudo de um teorema de multiplicadores recentemente

demonstrado por B. Bordin, A. K. Kushpel, J. Levesley e S. A. Tozoni em [2], o que é

feito no Caṕıtulo 3. Teoremas de multiplicadores são resultados important́ıssimos quando

pretendemos trabalhar com certas classes de espaços de funções como a dos espaços de

Sobolev. Damos uma aplicação na obtenção de estimativas assintóticas superiores para n-

larguras de classes de Sobolev.

Iniciamos o Caṕıtulo 1 fornecendo alguns resultados preliminares, especialmente sobre

grupos topológicos, medidas de Haar e sobre o grupo SO(d + 1). Em seguida fazemos um

estudo sobre funções harmônicas num domı́nio de R
d+1. O principal objetivo deste caṕıtulo

é o estudo de harmônicos esféricos, o qual é realizado na terceira seção. Na última seção

demonstramos o resultado que diz que um operador linear sobre L2(Sd) que comuta com

as rotações próprias de R
d+1, é um operador multiplicador. As referências para a primeira

seção são [4] e [5], e para as demais seções são [3], [9], [11], [12] e [14].

1



2

No Caṕıtulo 2 estudamos os harmônicos esféricos e os polinômios ultraesféricos. O re-

sultado mais importante é aquele que fornece uma representação dos harmônicos zonais em

termos dos polinômios ultraesféricos. Os resultados deste caṕıtulo são fundamentais para o

terceiro e último caṕıtulo. Na última seção estudamos o operador de Laplace Beltrami para

a esfera Sd, demonstramos que os harmônicos esféricos de grau k são os autovetores deste

operador associados ao autovalor −k(d + k − 1) e demonstramos a fórmula de Funk-Hecke.

Referências para os resultados deste caṕıtulo são [3], [9], [11], [12], [13] e [14].

O terceiro caṕıtulo é o principal deste trabalho. Nele é estudado um teorema de multipli-

cadores obtido em [2], que fornece condições suficientes para que um operador multiplicador

seja limitado de Lp(Sd) em Lq(Sd), para 1 ≤ p, q ≤ ∞. Para demonstrar este resultado são

obtidas estimativas na norma Lp para as somas de Cesàro associadas aos polinômios ultra-

esféricos. Na demonstração destas estimativas integrais são usadas estimativas pontuais para

os módulos dos polinômios de Jacobi e em seguida para as somas de Cesàro associadas aos

polinômios de Jacobi, as quais também são demonstradas. As estimativas pontuais para os

polinômios de Jacobi podem ser encontradas em [13] e para as somas de Cesàro em [1]. Estas

estimativas pontuais para os polinômios ultraesféricos podem ser encontradas também no

artigo de Kogbetliantz [6], onde a demonstração é feita fazendo uso de representação integral

para somas de Cesàro. Outros teoremas de multiplicadores para a esfera Sd onde são dadas

condições suficientes para a limitação de um operador de Lp(Sd) em Lq(Sd), 1 < p, q < ∞,

podem ser encontrados em [1] e [3].

Na última seção do Caṕıtulo 3 definimos os espaços de Sobolev W γ
p (Sd), para γ > 0,

1 ≤ p, q ≤ ∞. Aplicando o teorema de multiplicadores demonstramos estimativas assintóticas

superiores para n-larguras das bolas unitárias de W γ
p (Sd) nos espaços Lq(Sd), 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Este resultado foi obtido em [2]. Outras referências para esta seção são [7] e [10].

É válido ressaltar que nesta dissertação a numeração das equações é espećıfica para uma

demonstração somente.



CAPÍTULO 1

Harmônicos esféricos

Na primeira seção somente fixamos algumas notações e apresentamos algumas definições

e resultados preliminares, os quais serão utlizados no decorrer do trabalho. As referências

para esta seção são [4], [5] e [14].

Na segunda seção fazemos um estudo sobre funções harmônicas e posteriormente algumas

aplicações relacionadas ao núcleo de Poisson.

A seção seguinte é a mais importante do caṕıtulo. Ela trata dos harmônicos esféricos e

os resultados desta seção são de grande importância para o desenvolvimento dos caṕıtulos

posteriores. As referências para as seções 1.2 e 1.3 são [11], [12], [14], [9] e [3].

Finalmente, na última seção aplicamos a teoria de harmônicos esféricos no estudo de

representações de SO(d+1). O resultado principal desta seção diz que se um operador linear

sobre L2(Sd) comuta com as rotações próprias de R
d+1, então ele é um multiplicador.

1.1 Preliminares

Notação 1.1.1. Seja X um espaço topológico. Denotaremos por C(X) o conjunto formado

por todas as funções cont́ınuas f : X → R e por B(X) a σ-álgebra de Borel de X.

Notação 1.1.2. Seja D um aberto de R
d+1 e seja m um inteiro positivo. Denotaremos por

Cm(D) o conjunto formado por todas as funções de classe Cm sobre D, isto é, por todas as

3
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funções f : D → R com derivadas parciais

∂|α|f

∂xα
=

∂|α|f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂x
αd+1

d+1

,

cont́ınuas para todo α = (α1, . . . , αd+1) ∈ N
d+1 com |α| = α1 + · · · + αd+1 ≤ m. Denotamos

C∞(D) = ∩
m∈N

Cm(D).

Denotaremos por ∆ o operador laplaciano sobre C2(D) e por ▽ o operador gradiente

sobre C1(D), isto é,

∆f(x) =
∂2f

∂x2
1

(x) + · · · + ∂2f

∂x2
d+1

(x),

▽f(x) =

(
∂f

∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xd+1

(x)

)
.

Uma função f ∈ C2(D) é chamada harmônica se ∆f(x) = 0 para todo x ∈ D.

Definição 1.1.3. Seja µ uma medida sobre a σ-álgebra de Borel B(X) de X, onde X é um

espaço localmente compacto de Hausdorff.

i) µ é chamada regular exteriomente sobre E ∈ B (X) se

µ (E) = inf{µ (U) : E ⊂ U, U aberto}.

ii) µ é chamada regular interiormente sobre E ∈ B (X) se

µ (E) = sup{µ (K) : K ⊂ E, K compacto}.

iii) Se µ for regular exteriomente e interiomente sobre todo E ∈ B (X) , dizemos que µ é

regular.

iv) Se µ for finita sobre compactos, regular exteriomente sobre todo boreliano e regular inte-

riormente sobre todo aberto, dizemos que µ é uma medida de Radon.

Definição 1.1.4. Um grupo topológico é um grupo G que também é um espaço topológico e

cujas operações de grupo

(u, v) ∈ G × G 7−→ u · v ∈ G

e

u ∈ G 7−→ u−1 ∈ G

são cont́ınuas.
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Definição 1.1.5. Uma medida de Haar à esquerda sobre o grupo topológico localmente com-

pacto G é uma medida de Radon µ sobre G tal que µ (uE) = µ (E) para todo u ∈ G e

E ∈ B(G), onde uE = {ua : a ∈ E} .

Teorema 1.1.6. ([4], p. 315) Sobre todo grupo localmente compacto existe uma medida de

Haar à esquerda, que é única a menos de constantes multiplicativas positivas.

Observação 1.1.7. Podemos definir medida de Haar à direita da mesma forma que defini-

mos medida de Haar à esquerda e nesse caso também vale o teorema precedente. Observamos

que se G é um grupo topológico compacto e µ é uma medida de Haar à esquerda sobre G,

então µ também é uma medida de Haar à direita sobre G e para todo g ∈ G e f ∈ C(G)

temos ∫

G

f(u)dµ(u) =

∫

G

f(u−1)dµ(u) =

∫

G

f(gu)dµ(u) =

∫

G

f(ug)dµ(u).

Notação 1.1.8. Seja d um inteiro positivo. Se x ∈ R
d+1, escrevemos |x| = 〈x, x〉1/2 , onde

〈x, y〉 é o produto escalar usual entre x e y em R
d+1.

Se x ∈ R
d+1 e r ≥ 0, denotaremos as bolas aberta e fechada de centro em x e raio r em

R
d+1 respectivamente por B(x, r) e B[x, r].

Denotaremos por Sd a esfera unitária
{
x ∈ R

d+1 : |x| = 1
}

de R
d+1.

Notação 1.1.9. Denotaremos por SO(d+1) o grupo formado por todas as rotações próprias

em R
d+1. SO(d + 1) pode ser identificado como o conjunto formado por todas as matrizes

ortogonais de ordem (d + 1) × (d + 1) e com determinante igual a 1, munido da operação

usual de multiplicação de matrizes.

Consideramos SO(d + 1) munido da topologia induzida de R
d+1 × R

d+1, com a qual

SO(d + 1) é um grupo topológico compacto. Denotaremos a medida de Haar normalizada

sobre SO(d + 1) por du.

O subgrupo de SO(d + 1) que deixa invariante o pólo norte e = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sd é

formado por todas as matrizes da forma



0

M
...

0

0 . . . 0 1




onde M ∈ SO(d). Com esta identificação podemos considerar SO(d) como um subgrupo de

SO(d + 1).
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Observação 1.1.10. Seja ϕ : SO(d + 1) → Sd a aplicação definida por ϕ(u) = ue. É fácil

verificar que ϕ é cont́ınua e sobrejetora. Consideramos SO(d+1)/SO(d) munido da topologia

quociente e definimos ϕ : SO(d + 1)/SO(d) → Sd por ϕ (u S O(d)) = ue, u ∈ SO(d + 1).

Verificamos que ϕ está bem definida, é bijetora e usando ϕ obtemos que ϕ é cont́ınua. Como

ϕ é uma aplicação fechada, segue que ϕ é um homeomorfismo. Portanto podemos concluir

que os espaços topológicos SO(d + 1)/SO(d) e Sd são homeomorfos.

Observação 1.1.11. O grupo SO(d + 1) age sobre a esfera Sd através da ação

SO(d + 1) × Sd → Sd.

(u, x) → ux

Mais ainda, SO(d + 1) age sobre Sd transitivamente, no sentido que, dados x, y ∈ Sd, existe

u ∈ SO(d + 1) tal que ux = y.

Notação 1.1.12. Seja (X, Σ, µ) um espaço de medida, ou seja, X é um conjunto não-vazio,

Σ é uma σ-álgebra de subconjuntos de X e µ : Σ → [0,∞] é uma medida. Se 1 ≤ p < ∞,

denotaremos por Lp(X) o espaço vetorial de todas as funções mensuráveis f : X → C, onde

‖f‖p =

(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

)1/p

< ∞.

Denotaremos por L∞(X) o espaço vetorial formado por todas as funções mensuráveis

f : X → C para as quais existe uma constante C > 0 tal que |f(x)| ≤ C q.s.. Se f ∈ L∞(X)

escrevemos

‖f‖∞ = inf {C : |f(x)| ≤ C, q.t. x ∈ X} .

Se f, g ∈ Lp(X), 1 ≤ p ≤ ∞ e f = g q.s., f e g serão considerados um mesmo elemento de

Lp(X). Com esta identificação Lp(X) é um espaço de Banach com norma ‖.‖p .

Observação 1.1.13. Podemos usar coordenadas esféricas para descrever pontos de Sd. Se

D = [0, π]d−1 × [0, 2π] definimos ξd : D → Sd por ξd(θ1, . . . , θd) = (x1, . . . , xd+1) onde

x1 = cos θ1; xi = cos θi

i−1∏

j=1

senθj, 2 ≤ i ≤ d; xd+1 =
d∏

j=1

senθj.

Consideremos Sd com a medida de Lebesgue normalizada que denotaremos por σ. Se G ∈
B(D), então temos que

σ (ξd(G)) =
1

ωd

∫

G

send−1θ1 · · · senθd−1dθ1 . . . dθd,
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onde ωd é a área de Sd. Se f ∈ L1(Sd) então

∫

Sd

f(x)dσ(x) =
1

ωd

∫

D

f(ξd(θ))sen
d−1θ1 · · · sen θd−1dθ1 . . . dθd.

Proposição 1.1.14. A medida de Lebesgue σ sobre Sd é invariante por rotações, isto é,

σ(u A) = σ(A) para todo u ∈ SO(d + 1) e A ∈ B(Sd). Se f ∈ L1(Sd) e u ∈ SO(d + 1) então

∫

Sd

f(u−1y)dσ(y) =

∫

Sd

f(y)dσ(y).

Teorema 1.1.15. Seja f ∈ L1(Sd) e seja f̃ a função definida em SO(d+1) por f̃(u) = f(ue).

Então f̃ ∈ L1 (SO(d + 1)) e

∫

Sd

f(y)dσ(y) =

∫

SO(d+1)

f̃(u)du.

Demonstração. Segue como consequência da invariância da medida de Lebesgue por

rotações que ∫

Sd

f(y)dσ(y) =

∫

Sd

f(uy)dσ(y), u ∈ SO(d + 1).

Integrando ambos os membros da igualdade acima com respeito a “u” e aplicando o Teorema

de Fubini, obtemos que

∫

Sd

f(y)dσ(y) =

∫

SO(d+1)

(∫

Sd

f(uy)dσ(y)

)
du =

∫

Sd

(∫

SO(d+1)

f(uy)du

)
dσ(y).

Para cada y ∈ Sd, seja uy ∈ SO(d + 1) tal que uy(y) = e. Assim, usando a invariância da

medida de Haar du obtemos

∫

SO(d+1)

f(uy)du =

∫

SO(d+1)

f(uuyy)du =

∫

SO(d+1)

f(ue)du.

Logo ∫

Sd

f(y)dσ (y) =

∫

Sd

(∫

SO(d+1)

f(ue)du

)
dσ(y) =

∫

SO(d+1)

f̃(u)du.

Definição 1.1.16. Sejam f, g ∈ L1(G). Definimos o produto de convolução f ∗ g por

f ∗ g(x) =

∫

G

f(y)g(xy−1)dµ(y),

onde G é um grupo compacto e µ é a medida de Haar normalizada.
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Definição 1.1.17. Seja K(t) uma função mensurável definida sobre [−1, 1] e seja K(x) =

K (〈x, e〉) , x ∈ Sd. Se K, f ∈ L1(Sd), definimos a convolução K ∗ f por

K ∗ f(x) =

∫

Sd

K (〈x, y〉) f(y)dσ(y).

Observação 1.1.18. Consideremos uma função mensurável K(t) definida sobre [−1, 1] e

seja f ∈ L1(Sd). Sejam K̃(u) = K (〈ue, e〉) , f̃(u) = f(ue), onde u ∈ SO(d + 1). Se K̃ ∈
L1(SO(d + 1)), x ∈ Sd e u ∈ SO(d + 1) com ue = x, então pela Observação 1.1.7 e pelo

Teorema 1.1.15,

K̃ ∗ f̃(u) =

∫

SO(d+1)

K̃(v)f̃(uv−1)dv =

∫

SO(d+1)

K̃(z−1u)f̃(z)dz

=

∫

SO(d+1)

K(
〈
z−1x, e

〉
)f(ze)dz =

∫

SO(d+1)

K(〈x, ze〉)f(ze)dz

=

∫

Sd

K(〈x, y〉)f(y)dσ(y) = K ∗ f(x).

Exemplo 1.1.19. A integral de Poisson sobre a esfera Sd pode ser vista como um produto

de convolução. Seja

Pr(t) =
1

ωd

1 − r2

(1 − 2rt + r2)(d+1)/2
, 0 ≤ r < 1, − 1 ≤ t ≤ 1.

A integral de Poisson de f ∈ L1(Sd) é definida por

uf (r, x) = Pr ∗ f(x) =

∫

Sd

Pr(〈x, y〉)f(y)dσ(y).

Teorema 1.1.20. (Desigualdade de Young, [12], p. 31) Seja K(t) uma função mensurável

definida sobre [−1, 1], K(x) = K (〈x, e〉) e sejam 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tais que 1−1/r = 1/p−1/q.

Se K ∈ Lr(Sd) e f ∈ Lp(Sd), então K ∗ f(x) está definida para quase todo x ∈ Sd, K ∗ f ∈
Lq(Sd) e

‖K ∗ f‖q ≤
∥∥K

∥∥
r
‖f‖p .

Teorema 1.1.21. (Fórmula de Green, [8], p. 538) Sejam u, v ∈ C2(U), onde U ⊂ R
n é um

aberto e limitado. Então
∫

U

(u∆v − v∆u)dx =

∫

∂U

(
u

∂v

∂−→n − v
∂u

∂−→n

)
dS

onde −→n é o vetor normal unitário exterior à U, ∂v/∂−→n é a derivada direcional de v na

direção de −→n e dS é o elemento de área sobre ∂U.
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Teorema 1.1.22. (Teorema de Representação de Riesz, [4], p. 166) Seja (E, 〈〈., .〉〉) um

espaço de Hilbert. Se f é um funcional linear cont́ınuo de E, então existe um único y ∈ E

tal que f(x) = 〈〈x, y〉〉 para todo x ∈ E.

Lema 1.1.23. ([4], p. 74) Seja f ∈ L1(Rd+1) e sejam r1, r2 ∈ R; 0 < r1 < r2 < ∞. Então

∫

r1≤|x|≤r2

f(x)dx =

∫ r2

r1

∫

Sd

f(rt)rddσ(t)dr.

Teorema 1.1.24. (Regra de Leibniz, [8], p. 143) Seja (X, Σ, µ) um espaço de medida, D

um aberto de R
d+1 e seja f : X ×D → C uma função tal que x 7−→ f(x, t) é integrável para

qualquer t ∈ D. Seja F (t) =
∫

X
f(x, t)dµ(x). Suponhamos que ∂f/∂tj(x, t) existe para todo

(x, t) ∈ X × D e existe g ∈ L1(X) tal que

∣∣∣∣
∂f

∂tj
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x), (x, t) ∈ X × D.

Então existe ∂F/∂tj(t) e

∂F

∂tj
(t) =

∫

X

∂f

∂tj
(x, t)dµ(x), t ∈ D.

1.2 Funções Harmônicas

Definição 1.2.1. Seja u uma função definida num domı́nio D de R
d+1 (um aberto e conexo

de R
d+1). Se x ∈ D, r > 0, S(x, r) =

{
x + rt : t ∈ Sd

}
⊂ D e t → u(x + rt) é integrável

sobre Sd, definimos o “valor médio de u sobre a esfera S(x, r)” por

Mx,u(r) =

∫

Sd

u(x + rt)dσ(t).

Teorema 1.2.2. (Teorema do Valor Médio para Funções Harmônicas) Se u é harmônica

num domı́nio D de R
d+1, x ∈ D, r0 > 0 e a bola B[x, r0] está contida em D, então u(x) =

Mx,u(r) para 0 < r ≤ r0.

Demonstração. Se h ∈ R
d+1, denotemos por τh o operador de translação por h, isto é,

τhf(x) = f(x − h). Podemos verificar facilmente que o laplaciano comuta com a translação,

isto é, (τh ◦ ∆) f = (∆ ◦ τh) f, e assim segue que se f é harmônica, então τhf também é

harmônica.
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Suponhamos que u seja harmônica no domı́nio D e que B[x, r0] ⊂ D. Tomamos v = τ−xu,

0 < r < r0 e temos

Mx,u(r) =

∫

Sd

u(x + rt)dσ(t) =

∫

Sd

τ−xu(rt)dσ(t) =

∫

Sd

v(rt)dσ(t) = M0,v(r).

Portanto, é suficiente demonstrar o teorema para o caso x = 0.

Seja v(x) = |x|−(d−1) , d > 1. Temos que

∂2

∂x2
j

v(x) = −(d − 1) |x|−(d+1) + (d − 1)(d + 1)x2
j |x|−(d+3) .

Logo ∆v = 0 e assim v é harmônica. Aplicando a Fórmula de Green (Teorema 1.1.21) à

função u e à função constante igual a 1 em B[0, r] obtemos

0 =

∫

B(0,r)

(1∆u − u∆1)dx =

∫

S(0,r)

(
1

∂u

∂−→n − u
∂1

∂−→n

)
dσr =

∫

S(0,r)

∂u

∂−→n dσr, (1)

onde σr é a medida de Lebesgue sobre a esfera S(0, r) e ∂u/∂−→n é a derivada direcional de

u na direção do vetor normal unitário exterior à B[0, r].

Sejam 0 < ε < r ≤ r0 e seja A a região de R
d+1 dada por A =

{
x ∈ R

d+1 : ε ≤ |x| ≤ r
}

.

Como u e v(x) = |x|−(d−1) são harmônicas, segue pela Fórmula de Green que

0 =

∫

A

(u∆v − v∆u) dx =

∫

∂A

(
u

∂v

∂−→n − v
∂u

∂−→n

)
dS, (2)

onde −→n é o vetor normal unitário exterior a A e dS é o elemento de área sobre ∂A. Temos

que ∂A = Sr ∪ Sε, St = S(0, t). Como

∇v(x) = −(d − 1) |x|−(d+1) x,

então, se x ∈ Sr e −→n = x/ |x| temos

∂v

∂−→n (x) =

〈
∇v(x),

x

|x|

〉
= −(d − 1) |x|−d ,

e se x ∈ Sε e −→n = −x/ |x| temos

∂v

∂−→n (x) =

〈
∇v(x),− x

|x|

〉
= (d − 1) |x|−d .

Como v é constante sobre Sr e Sε, segue por (1) que

0 =

∫

Sr

v
∂u

∂−→n dσr =

∫

Sε

v
∂u

∂−→n dσε,
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sendo σt a medida de Lebesgue sobre St. Temos então por (2) que

0 =

∫

Sr

−(d − 1) |x|−d udσr +

∫

Sε

(d − 1) |x|−d udσε −
∫

Sr

v
∂u

∂−→n dσr −
∫

Sε

v
∂u

∂−→n dσε

= −(d − 1)r−d

∫

Sr

udσr + (d − 1)ε−d

∫

Sε

udσε

e portanto

r−d

∫

Sr

udσr = ε−d

∫

Sε

udσε. (3)

Tomando r = 1 e u = 1 obtemos σε(Sε) = εd. Como
∫

Sd

f(rx)dσ(x) = r−d

∫

Sr

f(x)dσr(x),

segue por (3) que

M0,u(r) =

∫

Sd

u(rt)dσ(t) = r−d

∫

Sr

u(x)dσr(x) = ε−d

∫

Sε

u(x)dσε(x). (4)

Agora, como u é cont́ınua em 0, dado δ > 0, existe ε > 0 tal que |u(x) − u(0)| < δ se |x| ≤ ε.

Logo, por (4)

|M0,u(r) − u(0)| =

∣∣∣∣
1

εd

∫

Sε

u(x)dσε(x) − 1

εd

∫

Sε

u(0)dσε(x)

∣∣∣∣

≤ 1

εd

∫

Sε

|u(x) − u(0)| dσε(x) <
1

εd
δσε(Sε) = δ.

Como a desigualdade acima é verdadeira para δ arbitrário, obtemos que M0,u(r) = u(0).

Lema 1.2.3. Seja u ∈ C2(D), onde D é um domı́nio de R
d+1 e suponhamos que Mx,u(r) =

u(x) para todo x ∈ D e r > 0 tal que B[x, r] ⊂ D. Então u é harmônica em D.

Demonstração. Fixemos x ∈ D e para cada r > 0 suficientemente pequeno seja M(r) =

Mx,u(r). Como u é de classe C2, segue pela Regra de Leibniz (Teorema 1.1.24) que a função

M′′(r) = ∂2M/∂r2(r) está bem definida e é cont́ınua para r > 0.

Consideremos a função g : Sd × [0, r0] → R definida por

g(t, r) = u(x + rt) = u(x1 + rt1, . . . , xd+1 + rtd+1).

Temos que

∂2g

∂r2
(t, r) =

d+1∑

i,j=1

titjuij(x + rt)
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onde uij são as derivadas parciais de segunda ordem de u. Como u é de classe C2 temos que

∂2g/∂r2 é cont́ınua e ∣∣∣∣
∂2g

∂r2
(t, r)

∣∣∣∣ ≤ C, (t, r) ∈ Sd × [0, r0] .

Como ∂2g/∂r2 é cont́ınua em r = 0, então para todo t ∈ Sd temos

lim
r→0

∂2g

∂r2
(t, r) =

∂2g

∂r2
(t, 0) =

d+1∑

i,j=1

titjuij(x)

Logo, segue pelo Teorema da Convergência Dominada que

M′′
x,u(0) = lim

r→0
M′′(r) = lim

r→0

∫

Sd

∂2g

∂r2
(t, r)dσ(t) (1)

=
d+1∑

i,j=1

(∫

Sd

titjdσ(t)

)
uij(x).

Temos que se i 6= j
∫

Sd

titjdσ(t) =

∫

{t:titj>0}

titjdσ(t) +

∫

{t:titj<0}

titjdσ(t)

=

∫

{t:titj>0}

titjdσ(t) −
∫

{t:titj>0}

titjdσ(t) = 0

e assim por (1) temos que

M′′
x,u(0) =

d+1∑

j=1

(∫

Sd

t2jdσ(t)

)
ujj(x). (2)

Sejam agora ej, 1 ≤ j ≤ d + 1 os vetores da base canônica de R
d+1. Se i < j , escolhemos

u ∈ SO(d + 1) tal que u(ej) = ei, e assim, tomando f(t) = t2i e aplicando a Proposição

1.1.14

∫

Sd

t2i dσ(t) =

∫

Sd

f(t)dσ(t) =

∫

Sd

f(ut)dσ(t) =

∫

Sd

t2jdσ(t)

e como

1 =

∫

Sd

|t|2 dσ(t) =
d+1∑

j=1

∫

Sd

t2jdσ(t)

segue por (2) que

M′′
x,u(0) =

1

d + 1

d+1∑

j=1

ujj(x) =
1

d + 1
∆u(x).

Suponhamos agora que Mx,u(r) = u(x) para todo 0 < r < r0. Então M′′
x,u(0) = 0 e assim

segue pela identidade acima que ∆u = 0, isto é, u é harmônica.
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Teorema 1.2.4. (Lema de Urysohn, [4], p. 237) Se K ⊂ R
d é compacto e U ⊂ R

d é aberto

e K ⊂ U, então existe f ∈ C∞(Rd) com suporte compacto tal que 0 ≤ f ≤ 1, f = 1 sobre K

e supp(f) ⊂ U .

Teorema 1.2.5. Seja u uma função cont́ınua num domı́nio D de R
d+1 e suponhamos que

verifique a propriedade do valor médio, isto é, Mx,u(r) = u(x) para todo x ∈ D e r > 0 tal

que B [x, r] ⊂ D. Então u é harmônica e tem derivadas parciais de todas as ordens em D.

Demonstração. Como o problema é local, podemos restringir u a uma bola fechada contida

em D. Suponhamos então que D seja uma bola aberta B(x0, r0) e que u seja cont́ınua sobre

D = B [x0, r0] .

Inicialmente vamos considerar x0 = 0 e r0 = 1. Assim D = B(0, 1) e u está definida

em D. Tomamos U = (−1, 1) e K = [0, 1/2] . Pelo Lema de Urysohn existe f ∈ C∞(R)

tal que 0 ≤ f(t) ≤ 1 para t ∈ R, f(t) = 1 sobre K e f(t) = 0 para t /∈ U. Considerando

a =
∫

Rd+1 f (|x|) dσ(x), Φ(t) = f(t)/a e definindo ϕ(x) = Φ (|x|) temos que ϕ ∈ C∞
(
R

d+1
)
,

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1/a para x ∈ R
d+1, ϕ(x) = 1/a se x ∈ B [0, 1/2] , supp(ϕ) ⊂ B(0, 1) e

∫
Rd+1 ϕ(x)dx = 1.

Para cada ε > 0, tomamos ϕε(x) = ε−(d+1)ϕ (x/ε) . Temos que supp(ϕε) ⊂ B(0, ε) e
∫

Rd+1 ϕε(x)dx = 1. De fato

∫

Rd+1

ϕε(x)dx =

∫

Rd+1

1

εd+1
ϕ

(x

ε

)
dx =

∫

Rd+1

ϕ(y)dy = 1.

Estendemos u para todo R
d+1 definindo u(x) = 0 para x /∈ D. Definimos uε(x) = ϕε ∗u(x) =

∫
Rd+1 ϕε(x − y)u(y)dy e tomamos g(x, y) = u(y)ϕε(x − y); x, y ∈ R

d+1. Temos que

∂|α|

∂xα
g(x, y) = u(y)ε−|α|−(d+1) ∂|α|

∂xα
ϕ

(
x − y

ε

)

para todo α ∈ N
d+1. Assim, como ϕ ∈ C∞(Rd+1), ϕ(x) = 0 para x /∈ D e u é cont́ınua em D

∣∣∣∣
∂|α|

∂xα
g(x, y)

∣∣∣∣ ≤ CεχD(y).

Pela Regra de Leibniz (Teorema 1.1.24)

∂|α|

∂xα
uε(x) =

∫

Rd+1

∂|α|

∂xα
g(x, y)dy

e portanto podemos concluir que uε é de classe C∞.



SEÇÃO 1.2 • FUNÇÕES HARMÔNICAS 14

Fixemos x ∈ D. Usando o Lema 1.1.23 e a hipótese que Mx,u(r) = u(x) obtemos

uε(x) =

∫

B(0,ε)

ϕε(z)u(x − z)dz

=

∫ ε

0

∫

Sd

ϕε(rt)u(x − rt)rddσ(t)dr

=

∫ ε

0

Φε(r)r
d

(∫

Sd

u(x − rt)dσ(t)

)
dr

= u(x)

∫ ε

0

Φε(r)r
ddr

= u(x)

∫ ε

0

∫

Sd

Φε(r)dσ(t)rddr

= u(x)

∫ ε

0

∫

Sd

ϕε(rt)r
ddσ(t)dr

= u(x)

∫

B(0,ε)

ϕε(x)dx = u(x).

Portanto podemos concluir que u é de classe C∞. O fato de u ser harmônica resulta direta-

mente do Lema 1.2.3.

Faremos agora a análise do caso geral. Suponhamos que u(x) seja cont́ınua e verifique

a propriedade do valor médio em B[x0, r0]. Tomamos u0(y) = u(r0y + x0), y ∈ B[0, 1] e

temos que u(x)=u0 ((x − x0) /r0) , x ∈ B[x0, r0]. Então u0 é cont́ınua em B[0, 1] e verifica a

propriedade do valor médio, pois

My,u0(r) =

∫

Sd

u0(y + rt)dσ(t)

=

∫

Sd

u((r0y + x0) + rr0t)dσ(t)

= Mr0y+x0,u(rr0)

= u(r0y + x0) = u0(y).

Assim, pela primeira parte, podemos concluir que u0 é harmônica e possui derivadas parciais

de todas as ordens em B(0, 1). Como u(x) = u0((x−x0)/r0) e ∆u(x) = (∆u0((x − x0)/r0)) /r2
0,

obtemos o resultado desejado para u.

Definição 1.2.6. O núcleo de Poisson é definido por

Px(y) =
1 − |x|2

|x − y|d+1
, x ∈ R

d+1, |x| < 1 e y ∈ Sd.
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Observação 1.2.7. Se Pr(t) é o núcleo de Poisson do Exemplo 1.1.19, então para 0 ≤ r < 1

e x, y ∈ Sd temos que

Prx(y) =
1 − r2

|rx − y|d+1
= ωdPr (〈x, y〉) .

Teorema 1.2.8. Temos que:

(a) Px(y) ≥ 0 para y ∈ Sd e x ∈ R
d+1, |x| < 1.

(b)

∫

Sd

Px(y)dσ(y) = 1 para x ∈ R
d+1, |x| < 1.

(c)

∫

|x−y|>δ

Prx(y)dσ(y) converge uniformemente para 0 para cada δ > 0, quando r → 1.

Demonstração. O ı́tem (a) é trivial. Passemos então à demontração de (b). Fazendo

algumas contas podemos verificar que Px(y) é uma função harmônica na variável x, |x| < 1,

para cada y ∈ Sd. Segue então pelo Teorema 1.2.2 que

1 = P0(y) = M0,P·(y)(r) =

∫

Sd

Prt(y)dσ(t) =

∫

Sd

1 − r2

|rx − y|d+1
dσ(x)

=

∫

Sd

1 − r2

|ry − x|d+1
dσ(x) =

∫

Sd

Pry(x)dσ(x) =

∫

Sd

Px(y)dσ(y).

e portanto conclúımos a demonstração de (b).

Demonstremos agora o ı́tem (c). Sejam x, y ∈ Sd e r > 0. Temos que |rx − y|2 = r2 +

1− 2r 〈x, y〉 e assim |x − y| > δ implica δ2 < |x − y|2 = 2(1− 〈x, y〉), que implica −〈x, y〉 >

δ2/2 − 1. Então se |x − y| > δ temos

|rx − y|2 > r2 + 1 + 2r

(
δ2

2
− 1

)
.

Se
√

2 ≤ δ ≤ 2, então para todo r > 0, temos que

|rx − y|2 ≥ 1 + r2 ≥ 1 ≥ δ2

4
.

Seja agora 0 < δ <
√

2 e consideremos a função h(r) = |rx − y|2 para 0 ≤ r < 1 onde

x, y ∈ Sd estão fixos e satisfazem |x − y| > δ. Temos que h′(r) = 0 se, e somente se,

〈x, y〉 = r. Como h′′(r) = 2 > 0, segue que h(r) tem um mı́nimo em r = 〈x, y〉 e assim

h(r) ≥ h (〈x, y〉) = 1 − 〈x, y〉2 >
δ2

2
>

δ2

4
.
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Então para todo δ > 0 e para todo 0 ≤ r < 1 temos que |x − y| > δ implica em |rx − y| >

δ/2. Portanto, se |x − y| > δ segue que

Prx(y) =
1 − r2

|rx − y|d+1
<

(
2

δ

)d+1

(1 − r2)

e logo ∫

|x−y|>δ

Prx(y)dσ(y) <

(
2

δ

)d+1

(1 − r2)σ(A) <

(
2

δ

)d+1

(1 − r2),

onde A =
{
y ∈ Sd : |x − y| > δ

}
⊂ Sd. Então, fazendo r tender a 1, obtemos o resultado

desejado.

Teorema 1.2.9. Seja f uma função cont́ınua sobre Sd. Então a função definida por

u(x) =

∫

Sd

f(y)Px(y)dσ(y), x ∈ R
d+1, |x| < 1

e

u(x) = f(x), x ∈ R
d+1, |x| = 1,

é harmônica para |x| < 1 e cont́ınua para |x| ≤ 1.

Demonstração. Observando que a função Px(y) é harmônica na variável x, segue pelo

Teorema 1.2.2 que esta verifica a propriedade da média, isto é,

Px(y) = Mx,P·(y)(r) =

∫

Sd

Px+rt(y)dσ(t)

para todo y ∈ Sd e para todo r ∈ R tal que 0 < r < 1 − |x| . Então aplicando o Teorema de

Fubini obtemos

Mx,u(r) =

∫

Sd

u(x + rt)dσ(t) =

∫

Sd

(∫

Sd

f(y)Px+rt(y)dσ(y)

)
dσ(t)

=

∫

Sd

f(y)

(∫

Sd

Px+rt(y)dσ(t)

)
dσ(y) =

∫

Sd

f(y)Px(y)dσ(y) = u(x),

isto é, u verifica a propriedade da média.

Seja 0 < r0 < 1. Como a função (x, y) 7−→ Px(y) é cont́ınua no compacto B [0, r0] × Sd,

então ela é uniformemente cont́ınua. Assim, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|Px(y) − Pz(t)| <
ε

‖f‖1

se |(x, y) − (z, t)| < δ.
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Então, se |x − z| < δ temos que

|u(x) − u(z)| ≤
∫

Sd

|Px(y) − Pz(y)| |f(y)| dσ(y) ≤ ε

‖f‖1

∫

Sd

|f(y)| dσ(y) = ε.

Portanto u é cont́ınua em B(0, 1) e assim segue pelo Teorema 1.2.5 que u é harmônica em

B(0, 1).

Vamos mostrar agora que u é cont́ınua na fronteira Sd. Seja x′ ∈ Sd, 0 ≤ r < 1, x = rx′

e ε > 0 dado. Segue por (a) e (b) do Teorema 1.2.8 que para todo δ > 0

|u(x) − u(x′)| ≤
∫

Sd

|f(y) − f(x′)| |Px(y)| dσ(y) (1)

=

∫

|y−x′|>δ

|f(y) − f (x′)|Px(y)dσ(y) +

∫

|y−x′|≤δ

|f(y) − f (x′)|Px(y)dσ(y).

Como f é uniformemente cont́ınua, existe δ′ > 0 tal que

|f(y) − f(t)| <
ε

2
se |y − t| ≤ δ′

e assim por 1.2.8(b)

∫

|y−x′|≤δ′
|f(y) − f (x′)|Px(y)dσ(y) ≤ ε

2

∫

Sd

Px(y)dσ(y) =
ε

2
. (2)

Por outro lado, segue pelo Teorema 1.2.8(c) que existe δ′′ > 0 tal que se |x − x′| = 1−r < δ′′,

então ∫

|y−x′|>δ′
Prx′(y)dσ(y) <

ε

4 ‖f‖∞
.

Portanto se |x − x′| < δ′′ temos que

∫

|y−x′|>δ′
|f(y) − f(x′)|Px(y)dσ(y) ≤ 2 ‖f‖∞

ε

4 ‖f‖∞
=

ε

2
. (3)

Logo, se x é tal que |x − x′| < δ′′, segue por (1), (2) e (3) que |u(x) − u(x′)| ≤ ε.

Seja x0 ∈ Sd e x = rx′ tal que |x − x′| < δ′′ e |x′ − x0| < δ′. Então tomando δ =

min {δ′′, δ′/2} , temos que |x − x0| < δ implica que |x − x′| ≤ |x − x0| < δ′′ e |x′ − x0| < δ′.

Portanto

|u(x) − u(x0)| ≤ |u(x) − u(x′)| + |u(x′) − u(x0)| ≤ ε + |f(x′) − f(x0)| < 2ε

e logo podemos concluir que u é cont́ınua em B[0, 1].
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Teorema 1.2.10. (Prinćıpio do Máximo para Funções Harmônicas) Seja u uma função

harmônica real definida num domı́nio D de R
d+1 que satisfaz A = supx∈D u(x) < ∞. Então

u é constante ou u(x) < A para todo x ∈ D.

Demonstração. Suponhamos que u(x0) = A para algum x0 ∈ D e seja r0 > 0 tal que

B[x0, r0] ⊂ D. Como u é harmônica em D e B[x0, r0] ⊂ D, segue pelo Teorema 1.2.2 que

para todo 0 < r ≤ r0

A = u(x0) = Mx0,u(r) =

∫

Sd

u(x0 + rt)dσ(t).

Fixemos 0 < r ≤ r0 e suponhamos que existe t0 ∈ Sd tal que u(x0 + rt0) < A.

Tomando ε = (A − u(x0 + rt0)) /2, segue pela continuidade de u que existe δ > 0 tal que

|u(x0 + rt) − u(x0 + rt0)| < ε se |t − t0| < δ. Logo u(x0 + rt) < ε + u(x0 + rt0) = A − ε se

|t − t0| < δ e assim

A = Mx0,u(r) =

∫

|t−t0|≥δ

u(x0 + rt)dσ(t) +

∫

|t−t0|<δ

u(x0 + rt)dσ(t)

≤
∫

|t−t0|≥δ

Adσ(t) +

∫

|t−t0|<δ

(A − ε)dσ(t) = A − εσ
({

t ∈ Sd : |t − t0| < δ
})

< A,

o que é um absurdo. Logo devemos ter u(z) = A para qualquer z ∈ B[x0, r0]. Isto mostra

que B = {x ∈ D : u(x) = A} é um aberto em D. Por outro lado, como u é cont́ınua, segue

que B também é fechado em D e sabendo que D é conexo e não vazio, devemos ter u(x) = A

para todo x ∈ D. Portanto, conclúımos que u(x) < A ou u(x) = A para todo x ∈ D.

Observação 1.2.11. Aplicando o teorema anterior à função −u obtemos o “Prinćıpio do

Mı́nimo para Funções Harmônicas”.

Corolário 1.2.12. Seja u uma função real e harmônica num domı́nio limitado D de R
d+1,

que é cont́ınua em D. Então, se u não for constante, o mı́nimo e o máximo de u são

assumidos somente na fronteira de D.

Demonstração. Pelo fato de u ser uma função cont́ınua em D (fechado e limitado), segue

que u admite máximo e mı́nimo em D, isto é, existem x0, x1 ∈ D tal que

u(x0) = sup
x∈D

u(x) e u(x1) = inf
x∈D

u(x)

Sendo u uma função não constante, segue pelo Teorema 1.2.10 e pela Observação 1.2.11

que u(x) < u(x0) e u(x) > u(x1) para todo x ∈ D. Portanto conclúımos que o mı́nimo e o

máximo de u são assumidos somente na fronteira de D, isto é, x0 e x1 ∈ ∂D.
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Corolário 1.2.13. Seja D um domı́nio limitado de R
d+1 e sejam u1 e u2 duas funções

harmônicas em D e cont́ınuas em D. Se u1 = u2 sobre ∂D, então u1 = u2 sobre D.

Demonstração. Seja u = u1 − u2. Então u é harmônica no domı́nio limitado D de R
d+1 e

cont́ınua em D. Pelo Corolário 1.2.12, o máximo e o mı́nimo de u ocorrem na fronteira ∂D.

Como u = 0 sobre ∂D, conclúımos que u = 0 sobre D.

Observação 1.2.14. A unicidade da função harmônica u do problema de Dirichlet para o

interior da esfera unitária Sd (Teorema 1.2.9) segue como consequência do Corolário 1.2.13.

1.3 Harmônicos esféricos

Definição 1.3.1. Uma função f : R
d+1 → C é chamada homogênea de grau k, k ∈ Z, se

f(λx) = λkf(x) para qualquer λ > 0 e x ∈ R
d+1.

Notação 1.3.2. Denotaremos por P o conjunto de todos os polinômios definidos sobre R
d+1

e por Pk o subconjunto de P formado pelos polinômios que são homogêneos de grau k.

Teorema 1.3.3. Para todo k ∈ N, Pk é um subespaço vetorial de P e

dk = dimPk =

(
d + k

k

)
.

Demonstração. Seja h(t) = (1 − t)−1 , |t| < 1. Temos que h(k)(t) = k!(1− t)−(k+1) e assim

para |t| < 1 temos

(1 − t)−1 =
∞∑

k=0

h(k)(0)

k!
tk = 1 + t + t2 + · · · + tk + · · ·

Portanto segue que

d+1∏

j=1

(1 − xjt)
−1 =

d+1∏

j=1

(1 + xjt + x2
j t

2 + · · · + xk
j t

k + · · · ) (1)

= 1 +
∞∑

k=1




∑

|α|=k

xα


 tk

onde α = (α1, α2, . . . , αd+1) ∈ N
d+1, |α| = α1 + α2 + · · · + αd+1 e xα = xα1

1 · · ·xαd+1

d+1 .

Seja agora g(t) = (1 − t)−d−1, |t| < 1. Então

g(k)(t) =
(d + k)!(1 − t)−(d+k+1)

d!
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e assim, para |t| < 1

g(t) =
∞∑

k=0

g(k)(0)

k!
tk = 1 +

∞∑

k=1

(
d + k

k

)
tk. (2)

De (1) e (2) obtemos para x = (1, . . . , 1) que

∑

|α|=k

xα =

(
d + k

k

)
.

Podemos então concluir que a dimensão de Pk é o número de monômios xα com |α| = k,

que é igual ao número de termos da soma
∑

|α|=k

xα, isto é

dimPk =

(
d + k

k

)
.

Notação 1.3.4. Seja p(x) ∈ Pk dado por

p(x) =
∑

|α|=k

aαxα.

Denotaremos por p(D) o operador diferencial associado a p(x) definido por

p(D) =
∑

|α|=k

aα
∂|α|

∂xα
.

Definição 1.3.5. Se p, q ∈ Pk definimos

[p, q] = p(D)q.

Teorema 1.3.6. A aplicação [ , ] : Pk × Pk → C é um produto interno em Pk.

Demonstração. Sejam α, β ∈ N
d+1 tal que |α| = |β| = k e sejam p̃(x) = xα, q̃(x) = xβ. Se

α = β então

[p̃, q̃] =
∂|α|

∂xα
(xβ) = α1! · · ·αd+1! = α! = β!.

Se α 6= β então existem 1 ≤ i, j ≤ d + 1 tal que αi > βi e βj > αj. Então

∂αi

∂xαi

i

(
xβi

i

)
=

∂βj

∂x
βj

j

(
x

αj

j

)
= 0
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e assim

[p̃, q̃] =
∂|α|

∂xα
(xβ) = 0 =

∂|β|

∂xβ
(xα) = [q̃, p̃] .

Agora sejam

p(x) =
∑

|α|=k

aαxα, q(x) =
∑

|β|=k

bβxβ.

Segue então por linearidade que

[p, q] =
∑

|α|=k

α!aαbα

e portanto [ , ] é um produto interno em Pk pois:

i) [p, q] é um número complexo;

ii) [p, p] =
∑

|α|=k

α! |aα|2 ≥ 0;

iii) [p, p] = 0 se e somente se p = 0;

iv) [p, q] = [q, p];

v) [λp + q, r] = λ [p, r] + [q, r] para todo λ ∈ C e p, q, r ∈ Pk.

Notação 1.3.7. Seja ∆ o operador laplaciano em R
d+1 e seja k ∈ N. Denotaremos por Ak

o subespaço vetorial de Pk formado pelos polinômios harmônicos e homogêneos de grau k,

isto é,

Ak = {p ∈ Pk : ∆p = 0} .

Teorema 1.3.8. Seja p ∈ Pk e seja l ∈ N tal que 2l ≤ k ≤ 2l + 1. Então existem l + 1

polinômios p0, . . . , pl, com pj ∈ Ak−2j, j = 0, . . . , l e tal que

p(x) = p0(x) + |x|2 p1(x) + · · · + |x|2l pl(x).

Demonstração. Se p ∈ Pk então ∆p ∈ Pk−2. Assim ∆ é uma aplicação linear de Pk em

Pk−2. Vamos demontrar por passos.

1◦ Passo) Demonstraremos que [∆p, q] =
[
p, |x|2 q

]
para p ∈ Pk, q ∈ Pk−2.

Sejam α, β ∈ N
d+1 com |α| = k e |β| = k − 2 e sejam p̃(x) = xα, q̃(x) = xβ. Temos que

∆p̃ =
d+1∑

j=1

(αj − 1)αjx
α1
1 · · ·xαj−2

j · · ·xαd+1

d+1 .

Portanto

[∆p̃, q̃] = (αj − 1)αjβ!
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se existe 1 ≤ j ≤ d + 1 tal que (α1, . . . , αj−1, αj − 2, αj+1, . . . , αd+1) = β e [∆p̃, q̃] = 0 caso

contrário. Por outro lado temos que

[
p̃, |x|2 q̃

]
=

∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂x

αd+1

d+1

(x2
1 + · · · + x2

d+1)x
β1

1 · · ·xβd+1

d+1

=
d+1∑

j=1

∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂x

αd+1

d+1

xβ1

1 · · · xβj+2
j · · · xβd+1

d+1

= β1! · · · βj−1!(βj + 2)!βj+1! · · · βd+1!

= (βj + 1)(βj + 2)β!

se existe 1 ≤ j ≤ d+1 tal que (β1, . . . , βj−1, βj +2, βj+1, . . . , βd+1) = α, e
[
p, |x|2 q

]
= 0 caso

contrário. Logo podemos concluir que

[∆p̃, q̃] =
[
p̃, |x|2 q̃

]
.

Sejam agora

p(x) =
∑

|α|=k

aαxα, q(x) =
∑

|β|=k−2

bβxβ.

Então

[∆p, q] =
∑

|α|=k

∑

|β|=k−2

aαbβ

[
∆ (xα) , xβ

]

=
∑

|α|=k

∑

|β|=k−2

aαbβ

[
xα, |x|2 xβ

]

=
[
p, |x|2 q

]
.

2◦ Passo) Demonstraremos que ∆ é sobrejetora.

Suponhamos que ∆ não seja sobrejetora. Então existe q 6= 0, q ∈ Pk−2 ortogonal à

imagem Im(∆). Tomamos p(x) = |x|2 q(x) e temos que

0 = [∆p, q] =
[
p, |x|2 q

]
= [p, p]

implicando assim que p = 0 e consequentemente q = 0, o que contradiz a hipótese de que

q 6= 0.

3◦ Passo) Demonstremos que Pj = Aj ⊕ |x|2 Pj−2, 2 ≤ j ≤ k.

Seja r(x) = |x|2 q(x), q ∈ Pj−2. Se p ∈ Pj temos que

[p, r] =
[
p, |x|2 q

]
= [∆p, q]
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e portanto 0 = [p, r] para todo q ∈ Pj−2 se, e somente se, 0 = [∆p, q] para todo q ∈ Pj−2.

Logo 0 = [p, r] se, e somente se, p ∈ Aj e assim Aj é o complemento ortogonal de |x|2 Pj−2

em Pj.

4◦ Passo) Conclusão.

Seja p ∈ Pk. Segue pelo 3◦ Passo que

p(x) = p0(x) + |x|2 q0(x), p0 ∈ Ak, q0 ∈ Pk−2.

Aplicando novamente o 3◦ Passo obtemos

q0(x) = p1(x) + |x|2 q1(x), p1 ∈ Ak−2, q1 ∈ Pk−4

e assim

p(x) = p0(x) + |x|2 p1(x) + |x|4 q1(x).

Então o resultado segue por indução, aplicando o 3◦ Passo para j = k − 4, . . . , k − 2(l − 1),

2l ≤ k ≤ 2l + 1.

Definição 1.3.9. Um harmônico esférico de grau k é a restrição à esfera Sd de um elemento

de Ak. Denotaremos por Hk o conjunto dos harmônicos esféricos de grau k.

Teorema 1.3.10. Temos que dimH0 = 1, dimH1 = d + 1 e

dimHk =

(
d + k

k

)
−

(
d + k − 2

k − 2

)
= ak, k ≥ 2.

Demonstração. Considere a aplicação Ψ : Ak → Hk dada por Ψ (p) = p|Sd
. Temos que

Ψ (p) = 0 se, e somente se, p(x) = |x|k p (x/ |x|) = 0 para todo x 6= 0. Como p(0) = 0, segue

que Ψ (p) = 0 implica p = 0 e assim Ψ é um isomorfismo do espaço vetorial Ak sobre o espaço

vetorial Hk. Vimos no 3o Passo da demonstração do Teorema 1.3.8 que Pk = Ak ⊕ |x|2 Pk−2

e assim obtemos que dimPk = dimAk + dimPk−2. Aplicando o Teorema 1.3.3 obtemos que

dimHk = dimAk = dimPk − dimPk−2 = dk − dk−2.

Corolário 1.3.11. A restrição à esfera Sd de qualquer polinômio de (d+1) variáveis é uma

soma finita de harmônicos esféricos.

Demonstração. Seja α ∈ N
d+1 com |α| = k. Então p(x) = xα ∈ Pk e assim, pelo Teorema

1.3.8 existe l ∈ N, 2l ≤ k ≤ 2l + 1 e existem pj ∈ Ak−2j, 0 ≤ j ≤ l, tal que p(x) =

p0(x) + |x|2 p1(x) + · · · + |x|2l pl(x). Então

p|Sd
= p0|Sd

+ p1|Sd
+ · · · + pl|Sd

,
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isto é, p|Sd
é uma soma finita de harmônicos esféricos.

Como todo polinômio é uma combinação linear de monômios, segue que a restrição de

qualquer polinômio à esfera Sd é uma soma finita de harmônicos esféricos.

Teorema 1.3.12. (O Teorema de Aproximação de Weierstrass, [4], p.135) Seja X um

subconjunto compacto de R
d+1. Então toda função real e cont́ınua definida sobre X pode ser

aproximada uniformemente por polinômios restritos a X.

Corolário 1.3.13. Toda função cont́ınua sobre Sd pode ser aproximada uniformemente por

combinações lineares finitas de harmônicos esféricos.

Demonstração. Consequência imediata do Teorema de Weierstrass e do Corolário 1.3.11

que diz que a restrição à esfera Sd de qualquer polinômio de (d + 1) variáveis é uma com-

binação linear de harmônicos esféricos.

Corolário 1.3.14. O espaço vetorial gerado pela união
∞
∪

k=0
Hk é denso em Lp(Sd), 1 ≤ p <

∞.

Demonstração. Como C(Sd) é denso em Lp(Sd) (ver [4], p. 210), o resultado segue pelo

Corolário 1.3.13.

Definição 1.3.15. Sejam f, g ∈ L2(Sd). Denotaremos por (f, g) o produto interno usual de

f por g em L2(Sd), isto é,

(f, g) =

∫

Sd

f(x)g(x)dσ(x).

Observação 1.3.16. Vimos na demonstração do Teorema 1.3.3 que
{
xα : x ∈ R

d+1, |α| = k
}

é uma base para Pk, como espaço vetorial sobre R ou sobre C. Também vimos na de-

monstração do Teorema 1.3.8 que a decomposição em soma direta Pk = Ak ⊕Pk−2, k ≥ 2, é

verdadeira quando consideramos Pk e Ak espaços vetoriais sobre R ou sobre C. Sendo assim,

podemos concluir que dimHk = dimAk independe se estamos considerando Hk como espaço

vetorial real ou complexo. Como consequência, poderemos, sempre que for conveniente, su-

por que a base ortonormal
{

Y
(k)
j : 1 ≤ j ≤ ak

}
de Hk que está sendo considerada, é formada

somente por funções reais.

Teorema 1.3.17. Para k, l ∈ N, k 6= l, temos Hk⊥Hl em relação ao produto interno ( , ) .
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Demonstração. Sejam Y (k) ∈ Hk e Y (l) ∈ Hl com l 6= k. Se k 6= 0 e l 6= 0, tomamos

u(0) = v(0) = 0 e para x ∈ R
d+1, x 6= 0, r = |x| , x′ = x/ |x| tomamos

u(x) = u(rx′) = rkY (k) (x′) , v(x) = v(rx′) = rlY (l) (x′) .

Se k = 0, tomamos u(x) = Y (0)(e) = c. Seja D = B[0, 1], ∂D = Sd. Se a ∈ Sd e −→n é o vetor

normal unitário exterior a ∂D, então −→n = a e assim

∂u

∂−→n (a) = lim
t→0

u(ta + a) − u(a)

t
=

(
lim
t→0

(t + 1)k − 1

t

)
Y (k) (a) = kY (k)(a).

Da mesma forma ∂v/∂−→n (a) = lY (l)(a). Como u ∈ Ak e v ∈ Al temos que ∆u = ∆v = 0.

Então, pela Fórmula de Green (Teorema 1.1.21)

0 =

∫

|x|≤1

(u∆v − v∆u)dx =

∫

Sd

(
u

∂v

∂−→n (y) − v
∂u

∂−→n (y)

)
dσ(y)

= (l − k)

∫

Sd

Y (k)(y)Y (l)(y)dσ(y) = (l − k)
(
Y (k), Y (l)

)

e portanto
(
Y (k), Y (l)

)
= 0, pois k 6= l.

Corolário 1.3.18. Se f ∈ L2(Sd), então f admite uma única representação na forma

f(x) =
∞∑

k=0

Y (k)(x),

onde a série acima converge para f na norma de L2(Sd) e Y (k) ∈ Hk. Além disso

‖f‖2
2 =

∞∑

k=0

∥∥Y (k)
∥∥2

2
.

Demonstração. Para cada k, seja
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
uma base ortonormal de Hk, ak =

dimHk. Vamos mostrar que
∞
∪

k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é um conjunto ortonormal completo de

L2(Sd). Da forma que definimos,
∞
∪

k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
já é um conjunto ortonormal, pois Hk

é ortonormal a Hl se k 6= l. Agora, suponhamos por absurdo que exista g ∈ L2(Sd), g 6= 0 e

ortogonal a todo elemento de
∞
∪

k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
. Se h é uma combinação linear finita de

harmônicos esféricos, então

‖g − h‖2
2 = ‖g‖2

2 − 2 (g, h) + ‖h‖2
2 = ‖g‖2

2 + ‖h‖2
2 ≥ ‖g‖2

2 > 0.
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Mas isto contradiz o fato de que o espaço vetorial gerado por
∞
∪

k=0
Hk é denso em L2(Sd). Logo

∞
∪

k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é um conjunto ortonormal completo de L2(Sd).

Sabemos que

g =
∞∑

k=0

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)
Y

(k)
j

está bem definida, pois de uma forma mais geral, temos o seguinte resultado: Se H é um

espaço de Hilbert e (xn)n∈N
um conjunto ortonormal, então para todo x ∈ H, a série

∞∑

n=1

(x, xn) xn

é incondicionalmente convergente, isto é, convergente e sua soma independe da ordem. Con-

sideremos então h = f − g e mostremos que h = 0. Seja i ∈ {0, 1, 2, . . .} e l ∈ {1, . . . , ai} .

Temos que

(
h, Y

(i)
l

)
=

(
f, Y

(i)
l

)
−

(
g, Y

(i)
l

)
=

(
f, Y

(i)
l

)
−

∞∑

k=0

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)(
Y

(k)
j , Y

(i)
l

)

=
(
f, Y

(i)
l

)
−

ak∑

j=1

(
f, Y

(i)
j

) (
Y

(i)
j , Y

(i)
l

)
= 0.

Logo h ∈
(

∞
∪

k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

})⊥

= {0} , isto é, f = g. Portanto cada f ∈ L2(Sd) admite

uma única representação na forma

f =
∞∑

k=0

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)
Y

(k)
j (1)

e além disso

‖f‖2
2 =

∞∑

k=0

ak∑

j=1

∣∣∣
(
f, Y

(k)
j

)∣∣∣
2

. (2)

Assim, se denotarmos

Y (k) =

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)
Y

(k)
j , (3)

segue por (1) que

f =
∞∑

k=0

Y (k)(x),
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onde Y (k) ∈ Hk. Mas também, como
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é uma base ortonormal de Hk, temos

por (3) que
∥∥Y (k)

∥∥2

2
=

ak∑

j=1

∣∣∣
(
f, Y

(k)
j

)∣∣∣
2

e portanto por (2)

‖f‖2
2 =

∞∑

k=0

∥∥Y (k)
∥∥2

2
.

Exemplo 1.3.19. Consideremos o caso d = 1. Então, segue pelo Teorema 1.3.10 que a0 =

dimH0 = 1, ak = dimHk = 2, k ≥ 1, e temos que

A0 = R; A1 = {ax + by : a, b ∈ R} ; A2 =
{
a(x2 − y2) + b(2xy) : a, b ∈ R

}
;

Ak =
{
a Re(x + iy)k + b Im(x + iy)k : a, b ∈ R

}
, k ≥ 2.

Fazendo a restrição do número complexo x + iy ao ćırculo S1 e tomando x = cos θ e

y = senθ obtemos (x + iy)k = eiθ = cos kθ + i senkθ. Assim

Hk = {a cos kθ + b sen kθ : a, b ∈ R} .

Portanto as funções

Y
(k)
1 (θ) =

√
2 cos kθ, Y

(k)
2 (θ) =

√
2 sen kθ

formam uma base ortonormal para Hk, k ≥ 1, quando identificamos o ćırculo S1 com o

intervalo [0, 2π] munido da medida de Lebesgue normalizada dθ/2π. Podemos então concluir

que a representação de uma função f ∈ L2(S1) numa série de harmônicos esféricos é a série

de Fourier de f.

1.4 Representações de SO(d + 1).

Definição 1.4.1. Seja G um grupo, V um espaço vetorial e GL(V ) o grupo de operadores

lineares inverśıveis sobre V. Uma representação de G com valores em V é um par (T, V )

onde T : G → GL(V ) é uma aplicação tal que, a cada u ∈ G faz corresponder um operador

Tu ∈ GL(V ) de modo que:

i) Te = Id, onde e é o elemento neutro de G;

ii) Tuv = Tu ◦ Tv, para todos u, v ∈ G.
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Segue de i) e ii) que Tu−1 ◦ Tu = Tu ◦ Tu−1 = Id. Portanto, cada operador Tu é inverśıvel

e assim T é um homomorfismo do grupo G no grupo GL(V ).

Definição 1.4.2. Definimos a aplicação T : SO(d + 1) → GL
(
L2(Sd)

)
para cada u ∈

SO(d + 1) e f ∈ L2(Sd) por

Tuf(x) = f(u−1x).

Observação 1.4.3. É fácil verificar que a aplicação T da definição precedente é uma re-

presentação de SO(d + 1) em L2(Sd) e para cada u ∈ SO(d + 1), Tu é unitário, isto é, é

um isomorfismo de L2(Sd) que preserva produto interno, ou seja, (Tuf, Tug) = (f, g) para

qualquer u ∈ SO(d + 1) e f, g ∈ L2(Sd).

Teorema 1.4.4. Seja

Lk = {p ∈ Hk : Tu(p) = p para todo u ∈ SO(d)} .

Então Lk é um subespaço vetorial de Hk e dim Lk = 1.

Demonstração. É imediato que Lk é um subespaço vetorial de Hk. Seja p(x) ∈ Lk. Se

x ∈ R
d+1 e α ∈ N

d+1 nós denotaremos x̂ = (x1, . . . , xd), x = (x̂, xd+1) . Denotaremos ainda

por p(x) a extensão p(x) de p(x) para R
d+1, isto é, p(x) = |x|k p (x/ |x|) para x 6= 0 e p(0) = 0

se k ≥ 1. Como p(x) ∈ Pk(R
d+1) segue que para cada 0 ≤ j ≤ k, existe pj(x̂) ∈ Pj(R

d) tal

que

p(x) =
k∑

j=0

xk−j
d+1pj(x̂).

Seja u ∈ SO(d). Como p ∈ Lk e u deixa invariante o pólo norte de Sd, devemos ter

k∑

j=0

xk−j
d+1pj(ux̂) = p(ux) = p(x) =

k∑

j=0

xk−j
d+1pj(x̂).

Assim, considerando x̂ fixo obtemos uma igualdade entre dois polinômios na variável xd+1

e portanto devemos ter pj(ux̂) = pj(x̂) para todo 0 ≤ j ≤ k e x̂ ∈ R
d. Dado x ∈ R

d+1 com

x̂ 6= 0, seja u ∈ SO(d) tal que u (x̂/ |x̂|) = ê = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sd−1. Então

pj

(
x̂

|x̂|

)
= pj

(
u

(
x̂

|x̂|

))
= pj(ê)

e assim

pj(x̂) = |x̂|j pj

(
x̂

|x̂|

)
= |x̂|j pj (ê) .
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Como pj é um polinômio e |x̂|j = (x2
1 + · · · + x2

d)
j/2

, devemos ter pj(ê)=0 para j ı́mpar. Se

ci = p2i(ê) e [k/2] é a parte inteira de k/2 temos que

p(x) =

[k/2]∑

j=0

cjx
k−2j
d+1

(
|x̂|2

)j
.

Seja ∆d = ∂2/∂2x2
1 + · · · + ∂2/∂2x2

d o laplaciano nas primeiras d variáveis. Então

∂2

∂x2
l

(
x2

1 + · · · + x2
d

)j
= 4j(j − 1)

(
x2

1 + · · · + x2
d

)j−2
x2

l + 2j
(
x2

1 + · · · + x2
d

)j−1

e assim

∆d

(
|x̂|2j

)
= 2j(2j + d − 2) |x̂|2(j−1) .

Por outro lado, como p(x) é harmônico temos que

0 = ∆p = ∆dp +
∂2

∂x2
d+1

p

=

[k/2]∑

j=0

cj2j(2j + d − 2) |x̂|2(j−1) xk−2j
d+1 +

[k/2]∑

j=0

cj(k − 2j − 1)(k − 2j) |x̂|2j x
k−2(j+1)
d+1

=

[k/2]−1∑

j=0

[cj+12(j + 1)(2j + d) + cj(k − 2j − 1)(k − 2j)] |x̂|2j x
k−2(j+1)
d+1

e portanto

cj+1 = −(k − 2j − 1)(k − 2j)

2(j + 1)(2j + d)
cj = λjcj, 0 ≤ j ≤ [k/2] − 1.

Tomamos

q(x) = xk
d+1 +

[k/2]∑

j=1

(λ0λ1 · · ·λj−1)x
k−2j
d+1 |x̂|2j

e assim p(x) = c0q(x), isto é, q|Sd
é uma base para Lk.

Observação 1.4.5. Sejam f : R
d+1 → R de classe C2, u = (uij)1≤i,j≤d+1 ∈ SO(d + 1) e

g(x) = f(ux) = f(y1, . . . , yd+1) onde yj = uj1x1 + · · · + uj(d+1)xd+1, 1 ≤ j ≤ d + 1. Então

usando a regra da cadeia e o fato que as linhas da matriz u formam uma base ortonormal

de R
d+1, obtemos que

Tu−1 (∆f) (x) = (∆f) (ux) = ∆g(x) = ∆ (Tu−1f) (x)

isto é, o laplaciano comuta com rotações.
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Seja p ∈ Ak. Então (Tu−1p)(x) = p(ux) ∈ Pk e ∆ (Tu−1p) (x) = Tu−1(∆p)(x) = Tu−1(0) =

0. Logo

Tu(Hk) ⊂ Hk, u ∈ SO(d + 1), k ∈ N.

Teorema 1.4.6. Seja H um subespaço não trivial de Hk tal que Tu(H) ⊂ H para todo

u ∈ SO(d + 1). Então H = Hk.

Demonstração. Seja “e” o pólo norte se Sd e consideremos o funcional linear Φ sobre H

definido por Φ(p) = p(e). Como H é não trivial, existe p ∈ H, p 6= 0. Seja x ∈ Sd tal que

p(x) 6= 0 e seja u ∈ SO(d + 1) tal que ue = x. Tomamos p̃ = Tu−1p ∈ H e temos

Φ(p̃) = p̃(e) = Tu−1p(e) = p(ue) = p(x) 6= 0,

isto é, Φ não é identicamente nulo.

Consideremos H munido do produto inteno (, ) de L2(Sd). Então H é um espaço de

Hilbert e como Φ é não-trivial, pelo Teorema de Representação de Riesz (Teorema 1.1.22)

existe um único q ∈ H, q 6= 0 tal que

Φ(p) =

∫

Sd

p(x)q(x)dσ(x), p ∈ H.

Agora, para qualquer u ∈ SO(d) e p ∈ H, aplicando a Proposição 1.1.14 vamos ter

Φ(p) =

∫

Sd

p(x)q(x)dσ(x) = p(e) = p(ue) = Tu−1p(e) = Φ(Tu−1p)

=

∫

Sd

p(ux)q(x)dσ(x) =

∫

Sd

p(x)q(u−1x)dσ(x)

=

∫

Sd

p(x)Tuq(x)dσ(x).

Logo, segue pela unicidade do elemento q(x) na representação do funcional linear Φ que

Tuq = q para todo u ∈ SO(d), isto é, q ∈ Lk ∩ H.

Seja u ∈ SO(d + 1) e sejam p, q ∈ H. Temos que Tup = Tuq se, e somente se, p(u−1x) =

q(u−1x) para todo x ∈ Sd, isto é, se, e somente se, p = q. Assim Tu : H → H é injetora e

consequentemente Tu(H) = H pois dim H < ∞.

Suponhamos H⊥ = {q ∈ Hk : (p, q) = 0 para todo p ∈ H} 6= {0} . Seja q ∈ H⊥, q 6= 0 e

u ∈ SO(d + 1). Temos pela Proposição 1.1.14 que

0 = (p, q) = (Tup, Tuq), p ∈ H
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e como Tu(H) = H, segue que 0 = (p, Tuq) para todo p ∈ H. Portanto Tuq ∈ H⊥ e

consequentemente podemos concluir que

Tu

(
H⊥

)
⊂ H⊥, u ∈ SO(d + 1).

Assim, de maneira análoga ao que fizemos para H, podemos encontrar q′ 6= 0, q′ ∈ Lk ∩H⊥.

Mas q ∈ H e q′ ∈ H⊥ inplica que q e q′ são linearmente independentes e como q e q′ ∈ Lk

vamos ter dim Lk ≥ 2, o que contradiz o Teorema 1.4.4. Logo H⊥ = {0} e assim Hk =

H ⊕ H⊥ = H.

Observação 1.4.7. Para cada k ∈ N, seja
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
uma base ortonormal de Hk.

Dada f ∈ L2(Sd) existe uma única representação de f na forma f =
∞∑

k=0

Y (k) onde Y (k) ∈ Hk.

Definimos a projeção Pk : L2(Sd) → Hk por

Pkf = Y (k) =

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)
Y

(k)
j .

Temos que

(Tu ◦ Pk)f =

ak∑

j=1

(
f, Y

(k)
j

)
TuY

(k)
j =

ak∑

j=1

(
Tuf, TuY

(k)
j

)
TuY

(k)
j .

Por outro lado,
{

TuY
(k)
j : 1 ≤ j ≤ ak

}
também é uma base ortonormal de Hk e assim

Pkf = Y (k) =

ak∑

j=1

(
f, TuY

(k)
j

)
TuY

(k)
j .

Logo obtemos que (Pk ◦ Tu)f = (Tu ◦ Pk)f, isto é,

Tu ◦ Pk = Pk ◦ Tu, k ∈ N , u ∈ SO(d + 1).

Notação 1.4.8. Denotaremos por H a envoltória linear do conjunto
∞
∪

k=0
Hk , isto é, o con-

junto de todas as combinações lineares finitas de elementos de
∞
∪

k=0
Hk.

Teorema 1.4.9. Seja T : H → L2(Sd) uma aplicação linear tal que Tu ◦ T = T ◦ Tu para

todo u ∈ SO(d + 1). Então existe uma sequência de escalares (λk)k∈N
tal que

T|Hk
= λkId|Hk

,

para todo k ∈ N. Além disso, T é limitado em L2(Sd) se, e somente se, supk |λk| < ∞.



SEÇÃO 1.4 • REPRESENTAÇÕES DE SO(D + 1). 32

Demonstração. Para cada par k, k′ ∈ N, consideremos o operador linear

T k′

k = Pk′ ◦ T|Hk
: Hk → Hk′ .

Segue como consequência da hipótese e da observação anterior que Tu ◦ T k′

k = T k′

k ◦ Tu para

todo u ∈ SO(d + 1). Para u ∈ SO(d + 1) e p ∈ Ker(T k′

k ) temos que T k′

k (Tup) = Tu(T
k′

k p) =

Tu(0) = 0 e portanto

Tu

(
Ker

(
T k′

k

))
⊂ Ker

(
T k′

k

)
.

Se q ∈ Im(T k′

k ), existe p ∈ Hk tal que q = T k′

k p e assim

Tuq = Tu

(
T k′

k p
)

= T k′

k (Tup) ∈ Im
(
T k′

k

)
.

Portanto

Tu

(
Im

(
T k′

k

))
⊂ Im

(
T k′

k

)
.

Pelo Teorema 1.4.6 temos que

Im
(
T k′

k

)
= {0} ou Im

(
T k′

k

)
= Hk′

e

Ker
(
T k′

k

)
= {0} ou Ker

(
T k′

k

)
= Hk.

Logo devemos ter Im(T k′

k ) = {0} e Ker(T k′

k ) = Hk ou Im(T k′

k ) = Hk′ e Ker(T k′

k ) = {0},
isto é, T k′

k ≡ 0 ou T k′

k é um isomorfismo. Mas se T k′

k for um isomorfismo devemos ter

dimHk = dimHk′ e assim k = k′. Portanto, se k 6= k′ temos T k′

k ≡ 0.

Fixemos k ∈ N e seja λk um autovalor de T k
k . Tomemos Jk = T k

k -λkId. Temos que

Tu ◦ Jk = Tu ◦ T k
k − TuλkId = T k

k ◦ Tu − λkTu

=
(
T k

k − λkId
)
◦ Tu = Jk ◦ Tu

para todo u ∈ SO(d + 1) e portanto Jk ≡ 0 ou Jk é isomorfismo. Como λk é um autovalor

de T k
k , existe p ∈ Hk, p 6= 0 tal que T k

k p = λkp, isto é, Jkp = 0. Logo Jk não pode ser um

isomorfismo e assim devemos ter Jk ≡ 0. Portanto T k
k = λkId.

Falta demonstrar que T é limitado em L2(Sd) se, e somente se, supk |λk| < ∞. Supo-

nhamos primeiramente que supk |λk| = C < ∞. Então se f =
∑m

k=1 Y (k) ∈ H temos que

‖Tf‖2
2 =

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

λkY
(k)

∥∥∥∥∥

2

2

=
m∑

k=1

|λk|2
∥∥Y (k)

∥∥2

2

≤ C2

m∑

k=1

∥∥Y (k)
∥∥2

2
= C2 ‖f‖2

2 .
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ou seja, T é limitado em L2(Sd). Suponhamos agora que ‖Tf‖2 ≤ C ‖f‖2 para toda f ∈ H.

Então se Y (k) ∈ Hk,

|λk|
∥∥Y (k)

∥∥
2

=
∥∥T

(
Y (k)

)∥∥
2
≤ C

∥∥Y (k)
∥∥

2

e assim |λk| ≤ C. Como tomamos C arbitrário, segue que supk |λk| ≤ C.



CAPÍTULO 2

Harmônicos Zonais

Na primeira seção definimos harmônicos zonais usando harmônicos esféricos e apresen-

tamos algumas propriedades, onde utlizamos resultados obtidos no Caṕıtulo 1. Mostramos

também que o núcleo de Poisson se expressa em termos de harmônicos zonais.

Na segunda seção estudamos os chamados polinômios ultraesféricos e a relação destes

com os harmônicos zonais. Este resultado é fundamental para o Caṕıtulo 3.

Na terceira seção estudamos o operador de Laplace Beltrami ∆S sobre a esfera Sd e

demonstramos o resultado importante que diz que os harmônicos esféricos de grau k são os

autovetores do operador de Laplace Beltrami, associados ao autovalor −k(d + k − 1).

As referências para os resultados deste caṕıtulo são [3], [9], [11], [12], [13] e [14].

Definição 2.0.10. Fixemos x ∈ Sd e consideremos o funcional linear L
(k)
x sobre Hk que a

cada elemento Y ∈ Hk associa o valor L
(k)
x (Y ) = Y (x). Como Hk é um espaço de Hilbert

munido do produto interno ( , ) de L2(Sd), existe um único harmônico esférico Z
(k)
x ∈ Hk tal

que

Y (x) = L(k)
x (Y ) =

(
Y, Z

(k)
x

)
=

∫

Sd

Y (y)Z(k)
x (y)dσ(y),

para todo Y ∈ Hk. O harmônico esférico Z
(k)
x é chamado de “zonal de grau k e pólo x”.

Lema 2.0.11. (a) Se
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é uma base ortonormal de Hk, então

Z(k)
x (y) =

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y).

34
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(b) Z
(k)
x tem valores reais e Z

(k)
x (y) = Z

(k)
y (x).

(c) Se u ∈ SO(d + 1) então Z
(k)
ux (uy) = Z

(k)
x (y).

Demonstração. 1◦ Passo) Consideremos uma base
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
de Hk não necessari-

amente formada por funções reais. Temos que

Z(k)
x =

ak∑

j=1

(
Z(k)

x , Y
(k)
j

)
Y

(k)
j .

mas pela Definição 2.0.10

(
Z(k)

x , Y
(k)
j

)
=

∫

Sd

Z(k)
x (y)Y

(k)
j (y)dσ(y) = Y

(k)
j (x)

e assim

Z(k)
x (y) =

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y),

o que demonstra (a).

2◦ Passo) Como podemos considerar a base
{

Y
(k)
j : 1 ≤ j ≤ ak

}
formada somente por funções

reais, segue por (a) que Z
(k)
x também é real. Ainda por (a) temos que

Z(k)
x (y) =

ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y) = Z(k)

y (x),

o que demonstra (b).

3◦ Passo) Para Y (k) ∈ Hk, dado u ∈ SO(d + 1) temos que

∫

Sd

Z(k)
ux (uy)Y (k)(y)dσ(y) =

∫

Sd

Z(k)
ux (t)TuY

(k)(t)dσ(t)

=
(
TuY

(k)
)
(ux) = Y (k)(x) = L(k)

x (Y (k))

=

∫

Sd

Y (k)(y)Z(k)
x (y)dσ(y).

Assim, segue pela unicidade da representação do funcional linear L
(k)
x que Z

(k)
ux (uy) = Z

(k)
x (y),

o que demonstra (c).

Corolário 2.0.12. (a) Z
(k)
x (x) = dimHk = ak, para x ∈ Sd.

(b)

ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

= ak, para x ∈ Sd.

(c)
∣∣∣Z(k)

x (y)
∣∣∣ ≤ ak, para x, y ∈ Sd.
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Demonstração. 1o Passo) Sejam x1, x2 ∈ Sd e u ∈ SO(d + 1) tal que x2 = ux1. Segue por

(c) do Lema 2.0.11 que

Z(k)
x2

(x2) = Z(k)
ux1

(ux1) = Z(k)
x1

(x1)

e portanto a aplicação x 7→ Z
(k)
x (x) é constante. Seja então c ∈ R tal que Z

(k)
x (x) = c para

todo x ∈ Sd. Por (a) do Lema 2.0.11 temos

c = Z(k)
x (x) =

ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2

e assim

ak =

ak∑

j=1

∥∥∥Y
(k)
j (x)

∥∥∥
2

2
=

∫

Sd

(
ak∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (x)

∣∣∣
2
)

dσ(x) = cσ(Sd) = c,

o que demonstra (a) e (b).

2◦ Passo) Segue pela Definição 2.0.10 e por (a) que

∥∥Z(k)
x

∥∥2

2
=

∫

Sd

Z(k)
x (y)Z

(k)
x (y)dσ(y) =

(
Z(k)

x , Z(k)
x

)
= Z

(k)
x (x) = ak.

Portanto, aplicando a desigualdade se Schwarz e a Definição 2.0.10 obtemos

∣∣Z(k)
x (y)

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Sd

Z(k)
x (z)Z(k)

y (z)dσ(z)

∣∣∣∣ ≤
∫

Sd

∣∣Z(k)
x (z)Z(k)

y (z)
∣∣ dσ(z)

≤
∥∥∥Z

(k)
x

∥∥∥
2

∥∥∥Z
(k)
y

∥∥∥
2

= ak.

Exemplo 2.0.13. Consideremos o caso d = 1. Vimos no Exemplo 1.3.19 que Hk é gerado

pelos harmônicos esféricos Y
(k)
1 (θ) =

√
2 cos kθ e Y

(k)
2 (θ) =

√
2senkθ. Aplicando o Lema

2.0.11(a) obtemos

Z
(k)
θ (φ) = Y

(k)
1 (θ)Y

(k)
1 (φ) + Y

(k)
2 (θ)Y

(k)
2 (φ)

= 2 cos [k(θ − φ)] =
√

2Y
(k)
1 (θ − φ),

e a fórmula (a) do Lema 2.0.11 diz essencialmente neste caso que

cos(θ − φ) = cos θ cos φ + sen θ sen θ. (1)

A fórmula (b) do Corolário 2.0.12 no caso d = 1 diz que

2 =
2∑

j=1

∣∣∣Y (k)
j (θ)

∣∣∣
2

= 2 cos2 kθ + 2sen2 kθ,
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isto é, essencialmente que

cos2 θ + sen2 θ = 1. (2)

Podemos então entender que a fórmula (a) do Lema 2.0.11 é uma extensão de (1) e (b) do

Corolário 2.0.12 é uma extensão de (2).

Teorema 2.0.14. (Critério de Weierstrass) Consideremos uma sequência de funções (fn)n∈N
,

fn : (a, b) → R, e uma sequência de números reais (an)n∈N
tal que |fn(x)| ≤ an para todo

x ∈ (a, b). Se a série
∑∞

n=0 an converge, então a série
∑∞

n=0 fn(x) converge uniformemente.

Teorema 2.0.15. Se 0 ≤ r < 1 e x, y ∈ Sd, então para o núcleo de Poisson temos

Prx(y) =
∞∑

k=0

rkZ(k)
x (y).

Demonstração. Temos que

ak = dimHk =

(
d + k

k

)
−

(
d + k − 2

k − 2

)
(1)

=
(d + k − 2)!

(k − 1)!(d − 1)!

(
(d + k − 1)(d + k)

kd
− (k − 1)k

dk

)

=

(
d + k − 2

k − 1

)
d + 2k − 1

k
≤

(
(d + k − 2) · · · k 1

(d − 1)!

)
(d + 1)

≤ (d + 1)(d − 1)d−1

(d − 1)!
kd−1 = Ckd−1.

Seja r0 ∈ R tal que 0 < r0 < 1. Se 0 ≤ r ≤ r0 e x, y ∈ Sd, temos por 2.0.12(c) e (1) que

∣∣rkZ(k)
x (y)

∣∣ = rk
∣∣Z(k)

x (y)
∣∣ ≤ rk

0ak ≤ Crk
0k

d−1 = bk

e

lim
k→∞

bk+1

bk

= r0 lim
k→∞

(
1 +

1

k

)d−1

= r0 < 1.

Portanto a série
∑∞

k=1 bk converge absolutamente pelo critério da razão e assim segue pelo

Critério de Weierstrass que a série
∑∞

k=0 rkZ
(k)
x (y) converge uniformemente em B[0, r0]×Sd

para todo 0 < r0 < 1. Denotemos

Qrx(y) =
∞∑

k=0

rkZ(k)
x (y), 0 ≤ r < 1, x, y ∈ Sd.
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Suponhamos agora que u(y) seja uma combinação linear finita de harmônicos esféricos, isto

é,

u(y) =
m∑

k=0

Y (k)(y), Y (k) ∈ Hk.

Então a função u(x′) definida para x′ ∈ R
d+1 por u(0) = Y (0)(0) e

u(x′) =
m∑

k=0

|x′|k Y (k)

(
x′

|x′|

)

para x′ 6= 0 é harmônica em R
d+1. Segue então pela unicidade do problema de Dirichlet

(Observação 1.2.14) que devemos ter

u(x′) =

∫

Sd

u(y)Px′(y)dσ(y), x′ ∈ R
d+1, |x′| < 1. (2)

Usando a convergência uniforme da série de Qrx(y), a ortogonalidade Hk⊥Hl para k 6= l e a

Definição 2.0.10 (harmônico zonal) temos que

∫

Sd

u(y)Qx′(y)dσ(y) =
m∑

j=0

∫

Sd

Y (j)(y)Qx′(y)dσ(y) (3)

=
m∑

j=0

∞∑

k=0

|x′|k
∫

Sd

Y (j)(y)Z
(k)
x′/|x′|(y)dσ(y)

=
m∑

j=0

|x′|j Y (j)

(
x′

|x′|

)
= u(x′).

Logo, por (2) e (3) obtemos que

∫

Sd

(Px′(y) − Qx′(y)) u(y)dσ(y) = 0 (4)

para toda combinação linear finita de harmônicos esféricos u(y). Logo, segue pela densidade

das combinações lineares finitas de harmônicos esféricos em L2(Sd) (Corolário 1.3.14) que

(4) é válida para toda u ∈ L2(Sd) e portanto segue que Px′(y) = Qx′(y) para todo x′ ∈ R
d+1,

|x′| < 1 e q.t. y ∈ Sd. Mas como Px′(y) e Qx′(y) são cont́ınuas, conclúımos que Px′(y) = Qx′(y)

para todo y ∈ Sd e x′ ∈ R
d+1, |x′| < 1. Assim, tomando x′ = rx, x ∈ Sd, temos que

Prx(y) = Qrx(y) =
∞∑

k=0

rkZ
(k)
x (y), 0 ≤ r < 1, x, y ∈ Sd.
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Definição 2.0.16. Um paralelo de Sd ortogonal ao ponto a ∈ Sd é a interseção de Sd com

um hiperplano de R
d+1 que é perpendicular à linha determinada pela origem e por “a”. Estes

paralelos são dados por

Pa,r =
{
z ∈ Sd : 〈z − ra, a〉 = 0

}
; − 1 ≤ r ≤ 1.

Lema 2.0.17. Sejam a, x, y ∈ Sd. Então x e y pertencem a um mesmo paralelo de Sd

ortogonal a “a” se, e somente se, existe u ∈ SO(d + 1) tal que u(x) = y e u(a) = a.

Demonstração. Suponhamos que x, y ∈ Sd e que existe u ∈ SO(d + 1) tal que u(x) = y e

u(a) = a. Se x ∈ Pa,r, então

0 = 〈x − ra, a〉 = 〈u(x − ra), ua〉 = 〈y − ra, a〉

e portanto x e y pertencem ao mesmo paralelo Pa,r. Suponhamos agora que x e y pertencem

ao mesmo paralelo Pa,r. Seja Ha = {ta : t ∈ R} e H⊥
a o complemento ortogonal de Ha. Então

〈x − y, a〉 = 〈x − ra, a〉 − 〈y − ra, a〉 = 0

e assim x − y ∈ H⊥
a . Portanto existe ξ ∈ [0, π] e existem x′, y′ ∈ H⊥

a com |x′| = |y′| = 1 tal

que

x = (cos ξ)a + (senξ)x′ e y = (cos ξ)a + (senξ)y′.

Seja {α1, . . . , αd} uma base ortonormal de H⊥
a e sejam β = {α1, . . . , αd, a} e {e1, . . . , ed+1}

a base canônica de R
d+1. Seja w o operador linear de R

d+1 que verifica

w(αj) = ej, 1 ≤ j ≤ d e w(a) = ed+1.

Temos que w é um operador ortogonal e podemos supor, caso necessário fazendo uma reor-

denação nos elementos da base β, que w ∈ SO(d + 1). Se

x′ = t1α1 + · · · + tdαd e y′ = s1α1 + · · · + sdαd

então

w(x′) = t1e1 + · · · + tded e w(y′) = s1e1 + · · · + sded.

Como |w(x′)| = |w(y′)| = 1, isto é, w (x′) , w (y′) ∈ Sd−1, segue que existe u ∈ SO(d) tal que

u(w (x′)) = w (y′) . Tomando v = w−1 ◦ u ◦ w temos que

v(x′) = w−1 ◦ u ◦ w(x′) = w−1(w(y′)) = y′
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e

v(a) = w−1 ◦ u ◦ w(a) = w−1(u(ed+1)) = w−1 (ed+1) = a.

Logo, encontramos v ∈ SO(d + 1) tal que v(a) = a e

v(x) = (cos ξ)v(a) + (senξ)v(x′) = (cos ξ)a + (senξ)y′ = y.

Corolário 2.0.18. O harmônico zonal Z
(k)
a de grau k e pólo “a” é constante sobre cada

paralelo de Sd ortogonal a “a”.

Demonstração. Sejam x e y pertencentes ao mesmo paralelo Pa,r. Então pelo Lema 2.0.17

existe u ∈ SO(d + 1) tal que u(x) = y e u(a) = a. Portanto segue pelo Lema 2.0.11(c) que

Z
(k)
a (x) = Z

(k)
ua (ux) = Z

(k)
a (y).

Teorema 2.0.19. Sejam a ∈ Sd e Y ∈ Hk. Se Y é constante sobre os paralelos de Sd

ortogonais a “a”, então existe c ∈ C tal que Y = cZ
(k)
a .

Demonstração. Se Y é constante sobre os paralelos de Sd ortogonais a “a”, então segue

pelo Lema 2.0.17 que Y (vx) = Y (x) para todo x ∈ Sd e v ∈ SO(d + 1) tal que v(a) = a.

Seja w ∈ SO(d + 1) tal que w(a) = ed+1 e seja W (x) = Y (w−1 (x)) para todo x ∈ Sd.

Temos que v ∈ SO(d + 1) e v(a) = a se, e somente se, v ∈ w−1SO(d)w. Sejam então

u ∈ SO(d) e x ∈ Sd. Como v = w−1 ◦ u−1 ◦ w ∈ SO(d + 1) e v(a) = a, então

W (ux) = Y
(
w−1(ux)

)
= Y (v ◦ w−1 ◦ u(x))

= Y ((w−1 ◦ u−1 ◦ w) ◦ (w−1 ◦ u)(x))

= Y (w−1x) = W (x)

e portanto

W ∈ Lk = {p ∈ Hk : Tu(p) = p para todo u ∈ SO(d)} .

Vimos no Teorema 1.4.4 que Lk tem dimensão 1 e pelo Corolário 2.0.18, Z
(k)
ed+1 ∈ Lk. Logo

W = cZ
(k)
ed+1 para alguma constante c.

Dado y ∈ Sd tomamos x = wy e assim pelo Lema 2.0.11(c),

Y (y) = Y (w−1(wy)) = Y (w−1x) = W (x)

= cZ
(k)
ed+1(x) = cZ

(k)

w−1ed+1
(w−1x) = cZ

(k)
a (y).
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Corolário 2.0.20. Seja Fy(x) uma função definida para todos x, y ∈ Sd e suponhamos que:

(i) Fy ∈ Hk para todo y ∈ Sd;

(ii) Fuy(ux) = Fy(x) para todo u ∈ SO(d + 1) e x, y ∈ Sd.

Então existe c ∈ R tal que Fy(x) = cZ
(k)
y (x) para todos x, y ∈ Sd.

Demonstração. Fixemos y ∈ Sd e seja u ∈ SO(d + 1) tal que u(y) = y. Por (ii) temos que

Fy(x) = Fuy(ux) = Fy(ux), x ∈ Sd,

e assim segue pelo Lema 2.0.17 que Fy é constante sobre os paralelos de Sd ortogonais a “y”.

Mas por (i), Fy ∈ Hk e assim pelo Teorema 2.0.19 existe c(y) ∈ C tal que

Fy(x) = c(y)Z(k)
y (x), x ∈ Sd.

Vamos mostrar que a função y 7→ c(y) é constante. Sejam y1, y2 ∈ Sd e seja u ∈ SO(d + 1)

tal que uy1 = y2. Então por (ii) e pelo Lema 2.0.11(c) temos

Fy2(ux) = Fuy1(ux) = Fy1(x) = c(y1)Z
(k)
y1

(x)

= c(y1)Z
(k)
uy1

(ux) = c(y1)Z
(k)
y2

(ux).

Assim para todo x ∈ Sd

c(y2)Z
(k)
y2

(ux) = Fy2(ux) = c(y1)Z
(k)
y2

(ux)

e portanto devemos ter c(y2) = c (y1) .

2.1 Polinômios Ultraesféricos

Observação 2.1.1. Seja λ > 0. O Teorema da Série Binomial diz que, para z ∈ C com

|z| < 1 temos

(1 − z)−λ =
∞∑

k=0

akz
k (1)

onde a0 = 1 e

ak =
λ(λ + 1) · · · (λ + k − 1)

k!
, k ≥ 1.

Se r, t ∈ R, |t| ≤ 1 e |r| < 1, então

[
1 − r

(
t − i

√
1 − t2

)] [
1 − r

(
t + i

√
1 − t2

)]
= 1 − 2rt + r2
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e ∣∣∣t − i
√

1 − t2
∣∣∣ =

∣∣∣t + i
√

1 − t2
∣∣∣ = 1.

Portanto, segue pela série binomial (1) que

(
1 − 2rt + r2

)−λ
=

[
1 − r

(
t − i

√
1 − t2

)]−λ [
1 − r

(
t + i

√
1 − t2

)]−λ

(2)

=

(
∞∑

k=0

ak

(
t − i

√
1 − t2

)k

rk

)(
∞∑

k=0

ak

(
t + i

√
1 − t2

)k

rk

)

=
∞∑

k=0

(
∑

l+j=k

alaj

(
t − i

√
1 − t2

)l (
t + i

√
1 − t2

)j
)

rk

=
∞∑

k=0

P λ
k (t)rk.

Sejam r0, t ∈ R fixos, 0 < r0 < 1 e |t| ≤ 1. Então a série (2) converge uniformemente para

todo r ∈ R, |r| ≤ r0. Segue também pela expressão de P λ
k (t) em (2) que as funções P λ

k (t) são

deriváveis na variável t para todo t ∈ R, |t| < 1. Fixemos agora r ∈ R, |r| < 1. Então

∣∣P λ
k (t)

∣∣ ≤
∑

l+j=k

alaj = bk

para todo t ∈ R com |t| ≤ 1. Para t = 1 temos P λ
k (1) = bk. Como a série

∞∑

k=0

bk |r|k =

(
∞∑

k=0

ak |r|k
)2

converge, segue pelo Critério de Weierstrass que a série (2) converge uniformemente na

variável t para |t| < 1. Temos que

d

dt
P λ

k (t) =
∑

l+j=k

lalaj

(
t − i

√
1 − t2

)l−1
(

1 +
it√

1 − t2

) (
t + i

√
1 − t2

)j

+

∑

l+j=k

jalaj

(
t − i

√
1 − t2

)l (
t + i

√
1 − t2

)j−1
(

1 − it√
1 − t2

)

e portanto obtemos a desigualdade de Bernstein
∣∣∣∣
d

dt
P λ

k (t)

∣∣∣∣ ≤
∑

l+j=k

kalaj
1√

1 − t2
=

1√
1 − t2

kbk. (3)

Mas a série
∑

k kbkx
k−1 tem raio de convergência igual a 1, pois é a série das derivadas

da série de potências
∑

k bkx
k que tem raio igual a 1. Logo podemos concluir por (3) que a
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série das derivadas na variável t da série (2) converge uniformemente para todo t, |t| < 1.

Como já vimos que (2) também converge uniformemente para |t| < 1, segue pelo Teorema

da Derivação Termo a Termo que para |r| < 1 e |t| < 1,

2λr(1 − 2rt + r2)−λ−1 =
∞∑

k=0

d

dt
P λ

k (t)rk. (4)

Teorema 2.1.2. (i) P λ
0 (t) = 1, |t| ≤ 1.

(ii)
d

dt
P λ

k (t) = 2λP λ+1
k−1 (t), |t| < 1.

(iii) P λ
k (−t) = (−1)kP λ

k (t), |t| ≤ 1, k ∈ N.

(iv) P λ
k (t) é um polinômio de grau k, k ∈ N.

(v) As combinações lineares finitas de P λ
k , k = 0, 1, 2, . . . formam um subconjunto denso no

espaço das funções cont́ınuas sobre o intervalo [−1, 1] com a métrica da convergência uni-

forme.

Demonstração. (i) : Basta tomar r = 0 em 2.1.1(2).

(ii) : Segue por 2.1.1(2) e 2.1.1(4) que

∞∑

k=1

2λP λ+1
k−1 (t)rk = 2rλ

∞∑

k=0

P λ+1
k (t)rk

= 2rλ(1 − 2rt + r2)−λ−1 =
∞∑

k=0

d

dt
P λ

k (t)rk

e portanto obtemos (ii).

(iii) : Por 2.1.1(2) temos que

∞∑

k=0

P λ
k (−t)rk = (1 − 2t(−r) + (−r)2)−λ =

∞∑

k=0

(−1)kP λ
k (t)rk

para qualquer r, t ∈ R com |r| < 1 e |t| ≤ 1 e assim obtemos (v).

(iv) : O fato de que P λ
k (t) é um polinômio é encontrado na demonstração do Teorema 2.1.4.

Vimos em (i) que P λ
0 (t) = 1 é um polinômio de grau 0. Usando (ii) obtemos que a derivada de

P λ
1 (t) em relação à t é 2λP λ+1

0 (t) = 2λ e assim P λ
1 (t) é um polinômio de grau 1. Suponhamos

agora que P λ
k (t) seja um polinômio de grau k para todo λ > 0. Aplicando (ii) obtemos que

d

dt
P λ

k+1(t) = 2λP λ+1
k (t)
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é um polinômio de grau k. Portanto P λ
k+1(t) é um polinômio de grau k + 1.

(v) : Se P λ
0 , . . . , P λ

k forem linearmente dependentes, então existe 1 ≤ l ≤ k tal que P λ
l é

combinação linear de P λ
0 , . . . , P λ

l−1, o que é uma contradição por (iv). Seja Ek o espaço vetorial

dos polinômios de grau ≤ k. Temos que dim Ek = k + 1 e que P λ
0 , . . . , P λ

k são linearmente

independentes e pertencem a Ek. Logo formam uma base de Ek e assim os polinômios

1, t, . . . , tk são obtidos como combinações lineares finitas dos polinômios P λ
0 , . . . , P λ

k . Segue

então pelo Teorema de aproximação de Weierstrass (Teorema 1.3.12) que o conjunto de todas

as combinações lineares finitas dos polinômios P λ
0 , . . . , P λ

k , . . . é um subconjunto denso do

espaço das funções cont́ınuas sobre [−1, 1] com a métrica da convergência uniforme.

Definição 2.1.3. Seja λ > 0 e sejam ak, k ∈ N, os coeficientes da série binomial (1). Os

polinômios P λ
k (t), −1 ≤ t ≤ 1, k ∈ N, em 2.1.2(2) dados por

P λ
k (t) =

∑

l+j=k

alaj

(
t − i

√
1 − t2

)l (
t + i

√
1 − t2

)j

,

são chamados ”polinômios ultraesféricos ou de Gegenbauer”.

Teorema 2.1.4. Sejam d ≥ 2, λ = (d − 1)/2 e k = 0, 1, 2, . . .. Então para todo x, y ∈ Sd

temos

Z(k)
y (x) =

d + 2k − 1

d − 1
P λ

k (〈x, y〉) .

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar que existe uma constante ck tal que

Z
(k)
y (x) = c−1

k P λ
k (〈x, y〉) . Definimos a função F

(k)
y (x) para y ∈ Sd e x ∈ R

d+1 por F
(k)
y (0) = 0

se k ≥ 1, F
(0)
y (0) = 1 e

F (k)
y (x) = |x|k P λ

k

(〈x, y〉
|x|

)
se x 6= 0.

Se mostrarmos que a função F
(k)
y (x) satisfaz as hipóteses (i) e (ii) do Corolário 2.0.20,

obteremos como consequência que existe uma constantre ck tal que F
(k)
y (x) = ckZ

(k)
y (x).

Se u ∈ SO(d + 1) e x, y ∈ Sd, segue que

F (k)
uy (ux) = P λ

k (〈ux, uy〉) = P λ
k (〈x, y〉) = F (k)

y (x)

e assim a função F
(k)
y (x) satisfaz a hipótese (ii) do Corolário 2.0.20. Falta então mostrar

que para cada y ∈ Sd, a função x 7→ F
(k)
y (x), quando restrita à esfera Sd, é um harmônico

esférico de grau k.
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Se k é par, suponha k = 2m, segue pelas propriedades (iii) e (v) do Teorema 2.1.2 que

P λ
k (t) é um polinômio de grau k e P λ

k (−t) = (−1)kP λ
k (t) = P λ

k (t). Assim podemos escrever

P λ
k (t) =

m∑

j=0

d2jt
2j.

Portanto tomando t = 〈x, y〉 / |x| = (x1y1 + · · · + xd+1yd+1) /
(
x2

1 + · · · + x2
d+1

)1/2
obtemos

que

F (k)
y (x) =

m∑

j=0

d2j

(
x2

1 + · · · + x2
d+1

)m−j
(x1y1 + · · · + xd+1yd+1)

2j

é um polinômio homogêneo de grau k = 2m na variável x. Da mesma forma podemos verificar

que se k for ı́mpar, k = 2m + 1, então

F (k)
y (x) =

m∑

j=0

d2j+1

(
x2

1 + · · · + x2
d+1

)m−j
(x1y1 + · · · + xd+1yd+1)

2j+1

é um polinômio homogêneo de grau k = 2m + 1 na variável x.

Fazendo alguns cálculos podemos verificar que a função x 7→ |x|1−d é harmônica na região

R
d+1 − {0} . Como o laplaciano comuta com translações, segue que se x0 ∈ R

d+1, a função

x 7→ |x − x0|1−d é harmônica na região R
d+1 − {x0} . Fixemos s ∈ R, s 6= 0 e y ∈ Sd. Então

a função x 7→ |s|1−d |x − y/s|1−d é harmônica na região R
d+1 − {y/s} e pela definição de

polinômios ultraesféricos temos que

|s|1−d
∣∣∣x − y

s

∣∣∣
1−d

= (〈sx − y, sx − y〉)−(d−1)/2 (1)

=

(
1 − 2s |x|

〈
x

|x| , y
〉

+ (s |x|)2

)−λ

=
∞∑

k=0

P λ
k

(〈
x

|x| , y
〉)

sk |x|k =
∞∑

k=0

F (k)
y (x)sk,

sendo que a série acima converge na região Rs =
{
x ∈ R

d+1 : 0 < |x| < 1/ |s|
}

.

Fixemos x0 ∈ R
d+1, x0 6= 0 e tomemos 0 < r0 < |x0|. Escolhemos s ∈ R tal que

B [x0, r0] ⊂ B (0, 1/ |s|) . Como u(x) = |s|1−d |x − y/s|1−d é harmônica na região Rs, segue

pelo Teorema 1.2.2 que u(x0) = Mx0,u(r0). Mas a série em (1) converge uniformemente sobre

a esfera S(x0, r0) e assim integrando ambos os membros de (1) obtemos
∞∑

k=0

F (k)
y (x0)s

k = u(x0) =

∫

Sd

u(x0 + r0t)dσ(t)

=
∞∑

k=0

∫

Sd

F (k)
y (x0 + r0t)dσ(t)sk =

∞∑

k=0

M
x0,F

(k)
y

(r0)s
k.
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Logo M
x0,F

(k)
y

(r0) = F
(k)
y (x0) para todo k ∈ N e assim segue pelo Teorema 1.2.5 que F

(k)
y

é harmônica na região R
d+1 − {0}. No entanto, como já sabemos que F

(k)
y é um polinômio,

podemos concluir que F
(k)
y é harmônica em R

d+1, isto é, F
(k)
y |Sd ∈ Hk.

Vamos agora demonstrar que ck = (d + 2k − 1) /(d−1) . Pelo Teorema 1.3.10 temos que

ak = dimHk =
(d + k − 2)!(d + 2k − 1)

k!(d − 1)!
.

Pelo Corolário 2.0.12(a) e pela primeira parte da demonstração obtemos que

ak = Z(k)
x (x) = ckP

(d−1)/2
k (〈x, x〉) = ckP

(d−1)/2
k (1).

Portanto

ck =
(d + k − 2)!(d + 2k − 1)

k!(d − 1)!P
(d−1)/2
k (1)

.

Por outro lado, por 2.1.1(2) e 2.1.1(1) obtemos

∞∑

k=0

P λ
k (1)rk = (1 − r)−2λ = 1 +

∞∑

k=1

2λ(2λ + 1) · · · (2λ + k − 1)

k!
rk

e assim para λ = (d − 1) /2 e k ≥ 2,

P λ
k (1) =

2λ(2λ + 1) · · · (2λ + k − 1)

k!
=

(d + k − 2)!

k!(d − 2)!
.

Substituindo o valor P
(d−1)/2
k (1) na expressão de ck dada acima, obtemos o resultado desejado.

Observação 2.1.5. Para k ∈ N, seja P 0
k (θ) = 2 cos(kθ). Pelo Exemplo 2.0.13 segue que

para d = 1 temos

Z
(k)
θ (φ) = P 0

k (θ − φ),

que é o resultado do Teorema 2.1.4 quando d = 1.

Corolário 2.1.6. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k = 0, 1, 2, . . . são mutualmente ortogonais com

respeito ao produto interno

(f, g) =

∫ 1

−1

f(t)g(t)(1 − t2)(d−2)/2dt.

Demonstração. Seja ξd : [0, π]d−1 × [0, 2π] → Sd a função definida por ξd(θ1, . . . , θd) =

(x1, . . . , xd+1) onde

x1 = cos θ1, xi = cos θi

i−1∏

j=1

sen θj, 2 ≤ i ≤ d e xd+1 =
d∏

j=1

senθj.
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Denotaremos θ = (θ1, . . . , θd) = (θ1, θ
′), θ′ = (θ2, . . . , θd), e1 = (1, 0, . . . , 0). Então ξd (θ) =

(cos θ1)e1 + (senθ1)ξd−1(θ
′). Sejam l, k ∈ N, l 6= k. Então como Z

(l)
e1 e Z

(k)
e1 são ortogonais em

L2(Sd), aplicando o Teorema 2.1.4, fazendo mudança de variáveis para coordenadas esféricas

e finalmente fazendo a mudança de variável t = cos θ1 obtemos

0 =

∫

Sd

Z
(l)
e1 (x)Z

(k)
e1 (x)dσ(x) = clck

∫

Sd

P
(d−1)/2
l (〈e1, x〉) P

(d−1)/2
k (〈e1, x〉) dσ(x)

=
clck

wd

∫

[0,π]d−1×[0,2π]

P
(d−1)/2
l (〈e1, ξd(θ)〉) P

(d−1)/2
k (〈e1, ξd(θ)〉) send−1 θ1 · · · sen θd−1dθ

=
clck

wd

(∫

[0,π]d−2×[0,2π]

send−2 θ2 · · · senθd−1dθ′
)(∫ π

0

P
(d−1)/2
l (cos θ1)P

(d−1)/2
k (cos θ1)sen

d−1 θ1dθ1

)

=
clckwd−1

wd

∫ 1

−1

P
(d−1)/2
l (t)P

(d−1)/2
k (t)(1 − t2)(d−2)/2dt.

Corolário 2.1.7. Os polinômios P
(d−1)/2
k (t), k = 0, 1, 2, . . . formam uma base ortogonal

para o espaço L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
.

Demonstração. Como o espaço C ([−1, 1]) das funções cont́ınuas sobre [−1, 1] é denso em

L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
(ver [4], p. 237) e o espaço das combinações lineares finitas das

funções P
(d−1)/2
0 ,

P
(d−1)/2
1 , . . . é pelo Teorema 2.1.2(iv) denso em C ([−1, 1]) com a métrica da convergência

uniforme e portanto também com a métrica de L2, segue que o espaço das combinações

lineares finitas das funções P
(d−1)/2
0 , P

(d−1)/2
1 , . . . é denso em L2

(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
.

Seja f ∈ L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
. Se f for ortogonal a todo polinômio P

(d−1)/2
k (t),

k = 0, 1, 2, . . . , então pela observação acima, vai ser ortogonal a toda função de

L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
e portanto deve ser nula. Logo, os polinômios P

(d−1)/2
k , k =

0, 1, 2, . . . formam um conjunto ortogonal completo de L2
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
e por-

tanto, com racioćıneo análogo ao utilizado na demonstração do Corolário 1.3.18, conclúımos

o desejado.

Definição 2.1.8. Sejam x, y ∈ R
d+1, x 6= 0, y 6= 0. O ângulo θ entre x e y é definido como

sendo o ângulo 0 ≤ θ ≤ π que verifica

cos θ =
〈x, y〉
|x| |y| .

Observação 2.1.9. Sejam a ∈ Sd e −1 ≤ r ≤ 1. O paralelo Pa,r de Sd ortogonal a “a” é

dado por

Pa,r =
{
z ∈ Sd : 〈z − ra, a〉 = 0

}
.
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Mas 0 = 〈z − ra, a〉 = 〈z, a〉 − r se, e somente se, θ = arccos r é o ângulo entre z e a.

Portanto os elementos de Pa,r são os vetores z ∈ Sd cujo ângulo com o vetor “a” é dado por

θ = arccos r.

Teorema 2.1.10. (Teorema da Adição) Se
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é uma base ortonormal de Hk,

k ∈ N, então
ak∑

j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y) = Z(k)

x (y) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (cos θ),

onde θ é o ângulo entre x e y.

Demonstração. Segue imediatamente pelo Lema 2.0.11(a) e pelo Teorema 2.1.4.

Notação 2.1.11. Denotamos por Z̃(k)(t) a função

Z̃(k)(t) =
d + 2k − 1

d − 1
P

(d−1)/2
k (t)

e se e = ed+1 = (0, 0, . . . , 0, 1) é o pólo norte de Sd e f ∈ L2(Sd), definimos o produto de

convolução Z
(k)
e ∗ f por

Z(k)
e ∗ f(x) = Z̃(k) ∗ f(x) =

∫

Sd

Z̃(k) (〈x, y〉) f(y)dσ(y) =

∫

Sd

Z(k)
x (y)f(y)dσ(y).

Teorema 2.1.12. Seja f ∈ L2(Sd). Então

f(x) =
∞∑

k=0

Z(k)
e ∗ f(x)

onde a série acima converge para f na norma de L2(Sd) e Z
(k)
e ∗ f(x) ∈ Hk.

Demonstração. Pelo Corolário 1.3.18 basta mostrar que se
{

Y
(k)
1 , . . . , Y

(k)
ak

}
é uma base

ortonormal (podemos supor real) de Hk, então

Z(k)
e ∗ f(x) =

ak∑

j=1

(
f(x), Y

(k)
j (x)

)
Y

(k)
j (x).

Sejam x ∈ Sd e u ∈ SO(d + 1) tal que ue = x. Segue pela Notação 2.1.11, pelo Teorema

1.1.15, pelo Teorema 2.1.4, pela Observação 1.4.7, pela Definição 2.0.10 (definição de zonal)
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e pela Definição 1.3.15 que

Z(k)
e ∗ f(x) =

∫

Sd

Z̃(k) (〈x, y〉) f(y)dσ(y)

=

∫

SO(d+1)

Z̃(k) (〈ue, ve〉) f(ve)dv =

∫

SO(d+1)

Z(k)
ve (ue)f(ve)dv

=

∫

SO(d+1)

(
ak∑

j=1

(
Z(k)

ve , Y
(k)
j

)
Y

(k)
j (ue)

)
f(ve)dv

=

ak∑

j=1

(∫

SO(d+1)

Y
(k)
j (ve)f(ve)dv

)
Y

(k)
j (ue)

=

ak∑

j=1

(f, Y
(k)
j )Y

(k)
j (x).

2.2 O Operador de Laplace Beltrami

Em geral uma hipersuperf́ıcie (superf́ıcie de dimensão d) suave S em R
d+1 tem um

laplaciano ∆S, o qual é derivado do laplaciano ∆ definido sobre R
d+1 no seguinte sentido:

dada uma função f sobre S, consideremos a extensão F para uma vizinhança de S que

coincide com f sobre S e que é constante ao longo das linhas normais à S. Então o laplaciano

∆Sf de f é obtido por restrição de ∆F à superf́ıcie original S.

Em particular, se S for a esfera unitária Sd obtemos o operador ∆S conhecido por

laplaciano esférico ou operador de Laplace Beltrami como segue.

Definição 2.2.1. Seja f uma função definida sobre Sd e seja E0f a função definida sobre

R
d+1 −{0} por E0f(x) = f (x/ |x|) , x 6= 0. Se g é uma função definida numa vizinhança de

Sd, denotaremos por Rg a restrição de g à esfera Sd. O laplaciano esférico ∆S é definido

por

∆Sf = R∆E0f.

Observação 2.2.2. Seja F (x) uma função homogênea de grau k e com derivadas parciais

num aberto Ω de R
d+1. Se x ∈ Ω e t é um número real positivo suficientemente pequeno,

podemos verificar facilmente que

∂F

∂xj

(tx) = tk−1 ∂F

∂xj

(x), 1 ≤ j ≤ d + 1.
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Portanto as derivadas parciais ∂F/∂xj são funções homogêneas de grau k − 1.

Se f é uma função definida sobre Sd, então E0f está definida sobre R
d+1 − {0} e é

homogênea de grau zero. Portanto ∆E0f é homogênea de grau −2.

Lema 2.2.3. Sejam f, g duas funções de L2(Sd) tais que ∆Sf e ∆Sg estejam bem definidas

e sejam funções de L2(Sd). Então

∫

Sd

f∆Sgdσ =

∫

Sd

g∆Sfdσ,

isto é, o operador de Laplace Beltrami ∆S é um operador auto-adjunto em relação ao produto

interno de L2(Sd).

Demonstração. Sejam F = E0f e G = E0g. Como ∆F e ∆G são homogênceas de grau

−2, segue pelo Lema 1.1.23 que

∫

1≤|x|≤2

(G∆F − F∆G) dx =

∫ 2

1

rd

∫

Sd

(G(rt)∆F (rt) − F (rt)∆G(rt)) dσ(t)dr (1)

=

(∫ 2

1

rd−2dr

) ∫

Sd

(g∆Sf − f∆Sg) dσ.

Denotemos por σs a medida de Lebesgue sobre a esfera
{
x ∈ R

d+1 : |x| = s
}

. Então segue

pela Fórmula de Green (Teorema 1.1.21) que

∫

1≤|x|≤2

(G∆F − F∆G) dx =

∫

|x|=2

(
G

∂F

∂r
− F

∂G

∂r

)
dσ2 (2)

−
∫

|x|=1

(
G

∂F

∂r
− F

∂G

∂r

)
dσ1 = 0

O resultado desejado segue então por (1) e (2).

Lema 2.2.4. Seja F uma função de classe C2 e homogênea de grau k numa vizinhança da

esfera Sd e seja f a restrição de F à esfera Sd. Então

∆F (x) = k(d + k − 1) |x|k−2 f

(
x

|x|

)
+ |x|k−2 ∆Sf

(
x

|x|

)
.

Demonstração. Tomaremos H(x) = |x|k e G(x) = E0f(x) = f (x/ |x|), x 6= 0. É fácil

verificar que

∆(HG) = H∆G + 2 〈∇H,∇G〉 + G∆H.
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Temos que H(x) =
(
x2

1 + · · · + x2
d+1

)k/2
e

∂H

∂xj

(x) = kxj |x|k−2 ,
∂2H

∂x2
j

(x) = k |x|k−2 + k(k − 2)x2
j |x|k−4

e assim

∇H(x) = k |x|k−2 x, ∆H(x) = k(d + k − 1) |x|k−2 .

Como G é homogênea de grau zero segue que ∂G/∂r = 0, e como ∆G é homogênea de grau

−2, pela Observação 2.2.2 obtemos

∆G(x) = |x|−2 ∆G

(
x

|x|

)
= |x|−2 ∆Sf

(
x

|x|

)
.

Sabemos que o gradiente de G(x) aponta para a direção em que a função tem crescimento

máximo. Como G é constante na direção normal às esferas centradas na origem, segue que

∇G(x) é tangente à esfera centrada na origem e passando por x, isto é,

〈∇G(x), x〉 = 0.

Temos então que

〈∇H(x),∇G(x)〉 =
〈
k |x|k−2 x,∇G(x)

〉
= k |x|k−2 〈x,∇G(x)〉 = 0

e assim

∆F (x) = ∆(HG)(x) = H∆G + G∆H

= |x|k−2 ∆Sf

(
x

|x|

)
+ k(d + k − 1) |x|k−2 f

(
x

|x|

)
.

Teorema 2.2.5. Para cada k ∈ N, Hk é o espaço vetorial dos autovetores do operador de

Laplace Beltrami ∆S associados ao autovalor −k(d + k − 1).

Demonstração. Seja Ak o espaço vetorial formado por todos os polinômios harmônicos e

homogêneos de grau k definidos sobre R
d+1. Se Y (k) ∈ Hk e p ∈ Ak é tal que Y (k) = p|Sd ,

então pelo Lema 2.2.4 temos

0 = ∆p(x) = k(d + k − 1) |x|k−2 Y (k)

(
x

|x|

)
+ |x|k−2 ∆SY (k)

(
x

|x|

)

e assim para |x| = 1 obtemos que

∆SY (k)(x) = −k(d + k − 1)Y (k)(x).
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Corolário 2.2.6. Os polinômios P λ
k (t), λ = (d − 1)/2, satisfazem a equação diferencial

homogênea de segunda ordem

(1 − t2)y′′(t) − dty′(t) + k(k + d − 1)y(t) = 0.

Demonstração. Tomando t = cos θ e sabendo que

dy

dt
= − 1

senθ

dy

dθ
e

d2y

dt2
=

1

sen2 θ

(
d2y

dθ2
− cos θ

senθ

dy

dθ

)
,

devemos mostrar que P λ
k (cos θ) satisfaz a equação

d2y

dθ2
(cos θ) + (d − 1)

cos θ

senθ

dy

dθ
(cos θ) + k(k + d − 1)y(cos θ) = 0.

Como Z
(k)
x ∈ Hk, pelo Teorema 2.2.5 temos que ∆SZ

(k)
x (y) = −k(d + k − 1)Z

(k)
x (y) e em

particular, tomando x = e1 = (1, 0, . . . , 0) e utilizando o Teorema 2.1.4, temos que

∆SZ(k)
e1

= −k(d + k − 1)ckP
λ
k (cos θ1), ck =

d + 2k − 1

d − 1
. (1)

Por outro lado, seja F (x) definida para x ∈ R
d+1\ {0} por F (x) = |x|k Z

(k)
e1 (x/ |x|) . O

laplaciano ∆F, em coordenadas esféricas é dado por

∆F = r−d d

dr

(
rd dF

dr

)
+ r−2 (senθ1)

−d+1 d

dθ1

[
(senθ1)

d−1 dF

dθ1

]

+ r−2 (senθ1)
−2 (senθ2)

−d+2 d

dθ2

[
(senθ2)

d−2 dF

dθ2

]
+ · · ·+

+ r−2 (senθ1 . . . senθd−2)
−2 (senθd−1)

−1 d

dθd−1

[
(senθd−1)

dF

dθd−1

]

+ r−2 (senθ1 . . . senθd−1)
−2 d2F

dθ2
d

.

Fazendo a restrição de ∆F para a esfera Sd e observando que Z
(k)
e1 = ckP

λ
k (cos θ1) depende

somente de θ1, obtemos

∆SZ(k)
e1

= (senθ1)
−d+1 d

dθ1

[
(senθ1)

d−1 dZ
(k)
e1

dθ1

]
(2)

= (senθ1)
−d+1

[
(d − 1) (senθ1)

d−2 cos θ1
dZ

(k)
e1

dθ1

+ (senθ1)
d−1 d2Z

(k)
e1

dθ2
1

]

= (d − 1)
cos θ1

senθ1

dZ
(k)
e1

dθ1

+
d2Z

(k)
e1

dθ2
1

.
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Portanto, por (1) e (2) segue que

d2P λ
k

dθ2
1

(cos θ1) + (d − 1)
cos θ1

senθ1

dP λ
k

dθ1

(cos θ1) + k(d + k − 1)P λ
k (cos θ1) = 0,

e logo conclúımos o desejado. Esta demonstração se encontra mais direta em [13]

Observação 2.2.7. Pela demonstração do Teorema 2.1.4 temos

ak = ckP
(d−1)/2
k (1), ck =

d + 2k − 1

d − 1
, P

(d−1)/2
k (1) =

(d + k − 2)!

k!(d − 2)!
,

e pela demonstração do Corolário 2.1.6

c2
kωd−1

ωd

∥∥∥P
(d−1)/2
k

∥∥∥
2

2,W
= ak

onde W (t) = (1 − t2)(d−2)/2 e ‖.‖2,W é a norma do espaço L2 ([−1, 1] ,W (t)dt) . Segue como

consequência que

ck =
ωd

ωd−1

ak

ck

∥∥∥P
(d−1)/2
k

∥∥∥
2

2,W

=
ωd

ωd−1

P
(d−1)/2
k (1)

∥∥∥P
(d−1)/2
k

∥∥∥
2

2,W

. (1)

Agora, se K ∈ L1 ([−1, 1] , W (t)dt) , tomando x = ue1, θ′ = (θ2, . . . , θd), fazendo mudança de

variáveis para coordenadas esféricas e em seguida fazendo a mudança de variável t = cos θ1,

obtemos que
∫

Sd

K (〈x, y〉) dσ(y) =

∫

Sd

K (〈ue1, y〉) dσ(y) (2)

=

∫

Sd

K
(〈

e1, u
−1y

〉)
dσ(y) =

∫

Sd

K (〈e1, y〉) dσ(y)

=

(
1

ωd

∫

[0,π]d−2×[0,2π]

send−2 θ2 · · · senθd−1dθ′
) ∫ π

0

K(cos θ1)sen
d−1 θ1dθ1

=
ωd−1

ωd

∫ 1

−1

K(t)(1 − t2)(d−2)/2dt =
ωd−1

ωd

∫ 1

−1

K(t)W (t)dt.

Teorema 2.2.8. (Fórmula de Funk-Hecke) Se K ∈ L1
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
e Y (k) ∈

Hk, então ∫

Sd

K (〈x, y〉) Y (k)(y)dσ(y) = λkY
(k)(x) (1)

onde

λk =
ωd−1

ωdP
(d−1)/2
k (1)

∫ 1

−1

K(t)P
(d−1)/2
k (t)(1 − t2)(d−2)/2dt.
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Demonstração. 1◦ Passo) Sejam k,m ∈ N, 0 ≤ k ≤ m e seja

K(t) =
m∑

l=0

blP
(d−1)/2
l (t).

Então por 2.1.4, 2.0.10, 2.2.7(1) e 1.3.17 temos que

∫

Sd

K (〈x, y〉) Y (k)(y)dσ(y) =
m∑

l=0

bl

cl

∫

Sd

Z
(l)
x (y)Y (k)(y)dσ(y)

=
bk

ck

Y (k)(x) = bk




ωd

ωd−1

P
(d−1)/2
k (1)

∥∥∥P
(d−1)/2
k

∥∥∥
2

2,W




−1

Y (k)(x)

=

(
ωd−1

ωdP
(d−1)/2
k (1)

∫ 1

−1

bkP
(d−1)/2
k (t)P

(d−1)/2
k (t)(1 − t2)(d−2)/2dt

)
Y (k)(x)

= λkY
(k)(x).

2◦ Passo) Seja K(t) uma função cont́ınua. Então segue pelo Teorema 2.1.2(iv) que

existe uma sequência de funções Kj(t), onde cada Kj(t) é uma combinação linear finita dos

polinômios P
(d−1)/2
k (t), k = 0, 1, 2, . . . e tal que Kj(t) → K(t) uniformemente quando j → ∞.

Assim ∫ 1

−1

|Kj(t) − K(t)| (1 − t2)(d−2)/2dt → 0

quando j → ∞, pois

∫ 1

−1

(1 − t2)(d−2)/2dt =

∫ π

0

(senθ)d−1 dθ ≤ π.

Logo, por 2.2.7(2) temos que
∫

Sd

|Kj (〈x, y〉) − K (〈x, y〉)|
∣∣Y (k)(y)

∣∣ dσ(y)

≤
∥∥Y (k)

∥∥
∞

ωd−1

ωd

∫ 1

−1

|Kj (t) − K (t)| (1 − t2)(d−2)/2dt

e asssim quando j → ∞, segue que

∫

Sd

|Kj (〈x, y〉) − K (〈x, y〉)|
∣∣Y (k)(y)

∣∣ dσ(y) → 0. (2)

Como pelo 1◦ Passo a equação (1) é verdadeira para cada Kj, então por (2) obtemos que (1)

também é verdadeira para K.
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3◦ Passo) Seja agora K ∈ L1
(
[−1, 1] , (1 − t2)(d−2)/2dt

)
e seja Kj uma sequência de funções

cont́ınuas tal que ∫ 1

−1

|Kj (t) − K (t)| (1 − t2)(d−2)/2dt → 0

quando j → ∞. Então pelo 2◦ Passo temos que (1) é verdadeira para cada Kj. Como (2)

também é verdadeira neste caso, segue que (1) é verdade para K(t).



CAPÍTULO 3

Teorema de Multiplicadores

Neste caṕıtulo estão os resultados principais deste trabalho. Estudamos um teorema de

multiplicadores recentemente demonstrado por B. Bordin, A. Kushpel, J. Levesley e S. A.

Tozoni em [2].

Enunciamos algumas propriedades dos polinômios de Jacobi e as utilizamos para demon-

strar estimativas pontuais para os módulos destes polinômios e para as somas de Cesàro

associadas também a estes polinômios. Estas estimativas são aplicadas na demonstração

de estimativas na norma da Lp para as somas de Cesàro associadas aos polinômios ultra-

esféricos. Estas últimas estimativas constituem a ferramenta principal para demonstrar o

teorema de multiplicadores. As referências para as somas de Cesàro são [1] e [13] e para o

teorema de multiplicadores [2] e [14].

Na última seção aplicamos o teorema de multiplicadores para obter estimativas assintóticas

superiores para n-larguras de classes de Sobolev nos espaços Lq(Sd). As referências são [2] e

[7].

3.1 Somas de Cesàro

Definição 3.1.1. Seja (Zj(x))j∈N uma sequência qualquer de funções. Definimos a soma de

Cesàro Sδ
n de ordem n ∈ N e ı́ndice δ ≥ 0 por

Sδ
n(x) =

1

Cδ
n

n∑

m=0

Cδ
n−mZm(x)

56
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onde

Cδ
m =

Γ(m + δ + 1)

Γ(m + 1)Γ(δ + 1)
.

Definição 3.1.2. ([13], p. 69) Sejam α, β > −1. Os Polinômios de Jacobi P
(α,β)
n (t) podem

ser definidos através de uma função geradora por

2α+βR−1 (1 − z + R)−α (1 + z + R)−β =
∞∑

n=0

P (α,β)
n (t)zn,

onde R = (1 − 2tz + z2)
1/2

.

Lema 3.1.3. ([13]) Sejam α, β ∈ R, α, β ≥ −1/2.

(i) Existe uma constante C > 0 tal que

∣∣P (α,β)
n (cos θ)

∣∣ ≤ Cnα, 0 ≤ θ ≤ π/2.

(ii) Para −1 ≤ t ≤ 1,

P (α,β)
n (−t) = (−1)nP (β,α)

n (t).

(iii) Para −1 ≤ t ≤ 1,

P λ
n (t) =

Γ(λ + 1/2)Γ(n + 2λ)

Γ(2λ)Γ(n + λ + 1/2)
P (λ−1/2,λ−1/2)

n (t).

(iv) Dado ε > 0, existe uma constante C > 0 dependendo de ε tal que

∣∣P (α,β)
n (cos θ)

∣∣ ≤ Cn−1/2, n ≥ 1, ε ≤ θ ≤ π − ε.

(v) Seja W (t) = (1 − t)α(1 + t)β. Então existe uma constanteC > 0 tal que

∥∥P (α,β)
n

∥∥−2

2,W
=

(∫ 1

−1

∣∣P (α,β)
n (t)

∣∣2 W (t)dt

)−1

≤ Cn, n ≥ 1.

(vi) Os polinômios de Jacobi P
(α,β)
n (t) satisfazem a equação diferencial homogênea de segunda

ordem

(1 − t2)y′′(t) + [β − α − (α + β + 2) t] y′(t) + n(n + α + β + 1)y(t) = 0.

(vii) Seja δ um inteiro positivo e sejam Sδ
n(x) as somas de Cesàro relativas à sequência

(Zn)n∈N
,

Zn(t) =
∥∥P (α,β)

n

∥∥−2

2,W
P (α,β)

n (1)P (α,β)
n (t).
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Então

Sδ
n(x) =

(
Cδ

n

)−1
n∑

k=0

Hk(n, δ)P
(α+δ+1,β)
k (t),

onde

Hk(n, δ) =





nδ−1, k = 0,
δ−1∑
j=0

(n − k)jkα−j, 1 ≤ k ≤ n − 1,

nα+1, k = n.

Lema 3.1.4. Suponhamos que y(t) satisfaz a equação diferencial

y′′(t) + φ(t)y = 0,

onde φ(t) é uma função positiva com derivada cont́ınua e com sinal constante no intervalo

[x0, X0] .

(i) Se φ′(t) ≤ 0, então a sequência dos máximos relativos de |y(t)| forma uma sequência

crescente quando t cresce de x0 para X0.

(ii) Se φ′(t) ≥ 0, então a sequência dos máximos relativos de |y(t)| forma uma sequência

decrescente quando t cresce de x0 para X0.

Demonstração. Tomemos

f(t) = (y(t))2 + (φ(t))−1 (y′(t))
2

(1)

e denotemos ψ(t) = (φ(t))−1 . Temos que

f ′ = 2yy′ + ψ′ (y′)
2
+ 2ψy′y′′

= 2y′

{
y +

1

2
ψ′y′ + ψ

(
−ψ−1y

)}
=

(
φ−1

)′
(y′)

2

= −φ′ (y
′)2

φ2
,

e assim f ′ possui sinal contrário ao de φ′.

Se φ′(t) ≤ 0, então f ′(t) ≥ 0, ou seja, f é uma função crescente. Considerando t1 < t2 <

. . . < tn os pontos de máximo relativos de |y(t)| em (x0, X0) , temos que t1, . . . , tn são pontos

de máximo ou mı́nimo relativos de y(t), isto é, y′(ti) = 0 para todo i = 1, . . . , n. Mas se

y′(t) = 0, por (1) segue que f(t) = (y(t))2 e como f é crescente temos que f(t1) ≤ f(t2) ≤
. . . ≤ f(tn). Assim |y(t1)| ≤ . . . ≤ |y(tn)| , e portanto mostramos (i). A demonstração do

item (ii) é análoga.
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Lema 3.1.5. A função

un(θ) =

(
sen

θ

2

)α+1/2 (
cos

θ

2

)β+1/2

P (α,β)
n (cos θ), 0 ≤ θ ≤ π,

satisfaz a equação diferencial
d2u

dθ2
+ φn(θ)u = 0,

onde

φn(θ) =
1/4 − α2

4sen2 (θ/2)
+

1/4 − β2

4 cos2 (θ/2)
+

(
n +

α + β + 1

2

)2

.

Demonstração. Utilizaremos o Lema 3.1.3(vi), isto é, o fato de que os polinômios de Jacobi

P
(α,β)
n (cos θ) satisfazem a equação

d2y

dθ2
(cos θ) −

[
cos θ

senθ
+ (β − α − (α + β + 2) cos θ)

1

senθ

]
dy

dθ
(cos θ)+ (1)

+n(n + α + β + 1)y(cos θ) = 0.

Denotando Y = P
(α,β)
n (cos θ), temos que

d2un

dθ2
=

4α2 − 1

16

(
sen

θ

2

)α−3/2 (
cos

θ

2

)β+5/2

Y − 4αβ + 6α + 2β + 3

16

(
sen

θ

2

)α+1/2 (
cos

θ

2

)β+1/2

Y

+
2α + 1

4

(
sen

θ

2

)α−1/2 (
cos

θ

2

)β+3/2
dY

dθ
− 4αβ + 6β + 2α + 3

16

(
sen

θ

2

)α+1/2 (
cos

θ

2

)β+1/2

Y

+
4β2 − 1

16

(
sen

θ

2

)α+5/2 (
cos

θ

2

)β−3/2

Y − 2β + 1

4

(
sen

θ

2

)α+3/2 (
cos

θ

2

)β−1/2
dY

dθ

+
2α + 1

4

(
sen

θ

2

)α−1/2 (
cos

θ

2

)β+3/2
dY

dθ
− 2β + 1

4

(
sen

θ

2

)α+3/2 (
cos

θ

2

)β−1/2
dY

dθ

+

(
sen

θ

2

)α+1/2 (
cos

θ

2

)β+1/2
d2Y

dθ2
.

Logo, aplicando algumas identidades trigonométricas e (1), obtemos que

d2un

dθ2
+ φn(θ)un =

(
sen

θ

2

)α+1/2 (
cos

θ

2

)β+1/2
{

d2Y

dθ2
+

[
2α + 1

2

(
sen

θ

2

)−1 (
cos

θ

2

)

− 2β + 1

2

(
sen

θ

2

)(
cos

θ

2

)−1
]

dY

dθ
+

[
4α2 − 1

16

(
sen

θ

2

)−2 (
cos

θ

2

)2

− (2α + 1)(2β + 3)

16
− (2β + 1)(2α + 3)

16
+

4β2 − 1

16

(
sen

θ

2

)2 (
cos

θ

2

)−2

+
1 − 4α2

16

(
sen

θ

2

)−2

+
1 − 4β2

16

(
cos

θ

2

)−2

+

(
n +

α + β + 1

2

)2
]

Y

}
= 0.
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Lema 3.1.6. Sejam α ≥ β ≥ −1/2. Então para n ≥ 1,

∣∣P (α,β)
n (cos θ)

∣∣ ≤ C





nα, 0 ≤ θ ≤ π/2,

n−1/2θ−α−1/2, c/n ≤ θ ≤ π/2,

nβ, π/2 ≤ θ ≤ π.

Demonstração. Vamos demonstrar este resultado aplicando os Lemas 3.1.4 e 3.1.5. Sejam

φn(θ) e un(θ) como no enunciado do Lema 3.1.5.

Suponhamos −1/2 ≤ α ≤ 1/2. Então −1/2 ≤ β ≤ 1/2 e assim 1/4−α2 ≥ 0, 1/4−β2 ≥ 0.

Portanto temos que φn(θ) ≥ 0 para n ≥ 0, 0 < θ ≤ π/2. Temos que

φ′
n(θ) =

1

4

(
α2 − 1

4

)(
sen

θ

2

)−3 (
cos

θ

2

)
− 1

4

(
β2 − 1

4

)(
cos

θ

2

)−3 (
sen

θ

2

)
.

Então φ′
n(θ) ≤ 0 se, e somente se,

α2 − 1/4 ≤
(

sen
θ

2

)4 (
cos

θ

2

)−4 (
β2 − 1

4

)
.

Tomemos

δ = 2

(
α2 − 1/4

4β2 − 1

)1/4

.

Como α2 − 1/4 ≤ 0, β2 − 1/4 ≤ 0 e 1/4 ≤ cos4 (θ/2) ≤ 1, segue que se 0 < θ ≤ δ, então

(
sen

θ

2

)4 (
cos

θ

2

)−4

≤
(

θ

2

)4

4 ≤ α2 − 1/4

β2 − 1/4
.

Portanto φ′
n(θ) ≤ 0 para 0 < θ ≤ δ, isto é, φn(θ) é decrescente.

Suponhamos agora α ≥ 1/2 e tomemos k ∈ R, k > 2 (α2 − 1/4)
1/2

. Se −1/2 ≤ β < 1/2,

então β2 − 1/4 < 0. Assim

(
n +

α + β + 1

2

)2

≥ α2 − 1/4

4sen2 (θ/2)
,

implica φn(θ) ≥ 0. Para k/n ≤ θ ≤ π/2, temos que

n ≥ k

4

1

sen (θ/2)
≥ (α2 − 1/4)

1/2

2sen (θ/2)
(1)

e assim φn(θ) ≥ 0. Agora, se β ≥ 1/2,

(α + β + 1)2 ≥ 4
(
β2 − 1/4

)
,
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e assim
α + β + 1

2
≥

√
2
(β2 − 1/4)

1/2

2 cos (θ/2)
, (2)

e logo segue por (1), (2) e pela definição de φn(θ), que φn(θ) ≥ 0 quando β ≥ 1/2. Se

β2 − 1/4 < 0, segue trivialmente que φ′
n(θ) ≥ 0.

Agora, se β ≥ 1/2 e 0 < θ ≤ δ, temos

(
sen

θ

2

)4

≤
(

θ

2

)4

≤ 1

4

α2 − 1/4

β2 − 1/4
≤ α2 − 1/4

β2 − 1/4

(
cos

θ

2

)4

,

e assim φ′
n(θ) ≥ 0. Portanto φn(θ) é crescente para 0 < θ ≤ δ.

Segue como consequência dos Lemas 3.1.5 e 3.1.4 que os máximos relativos de |un(θ)|
formam uma sequência crescente se α2−1/4 < 0 e uma sequência decrescente se α2−1/4 ≥ 0,

quando θ cresce de k/n para δ. Sendo assim, podemos concluir que

sup
k/n≤θ≤δ

|un(θ)| ≤
{

|un(δ)| , α2 < 1/4,

|un(k/n)| , α2 > 1/4.
(3)

Usando 3.1.3(iv) obtemos

|un(δ)| ≤ C
∣∣P (α,β)

n (cos δ)
∣∣ ≤ Cn−1/2. (4)

Agora, por 3.1.3(i), segue que

|un(k/n)| =

(
sen

k

2n

)α+1/2 (
cos

k

2n

)β+1/2 ∣∣∣∣P
(α,β)
n

(
cos

k

n

)∣∣∣∣ (5)

≤ C

(
k

n

)α+1/2 ∣∣∣∣P
(α,β)
n

(
cos

k

n

)∣∣∣∣ ≤ Cn−1/2.

Aplicando 3.1.3(iv) obtemos que, para δ ≤ θ ≤ π/2,

|un(θ)| ≤ Cn−1/2. (6)

Por (3), (4), (5) e (6), obtemos que

|un(θ)| ≤ Cn−1/2,
k

n
≤ θ ≤ π

2
.

Mas (sen (θ/2))−1 ≤ 4θ−1 e assim para k/n ≤ θ ≤ π/2,

∣∣P (α,β)
n (cos θ)

∣∣ ≤ C |un(θ)|
(

sen
θ

2

)−α−1/2

≤ Cn−1/2θ−α−1/2,
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onde demonstramos a segunda desigualdade .

As outras duas desigualdades seguem facilmente das propriedades dos polinômios de

Jacobi (i) e (ii) do Lema 3.1.3.

Observação 3.1.7. Para m, k ∈ N, temos que

km

m!
≤ Cm

k =
(m + k)!

m!k!
= (k + 1)

(
k

2
+ 1

)
. . .

(
k

m
+ 1

)
≤ 2mkm.

Lema 3.1.8. Sejam α ≥ β ≥ −1/2, δ um inteiro positivo e Sδ
n as somas de Cesàro relativas

aos polinômios de Jacobi (ver Lema 3.1.3(vii)). Então existe uma constante positiva C

independente de n tal que

(i) se 0 ≤ δ ≤ α + β + 2, temos

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ C

{
n2α+2, 0 ≤ θ ≤ π/2,

nα+β+1−δ, π/2 ≤ θ ≤ π;

(ii) se 0 ≤ δ ≤ α + 3/2, temos

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cnα+1/2−δθ−α−δ−3/2, 2/n ≤ θ ≤ π/2;

(iii) se α + 3/2 ≤ δ ≤ α + β + 2, temos

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−1θ−2α−3 + Cn−1θ−α−δ−3/2, 2/n ≤ θ ≤ π/2.

Demonstração. 1◦ Passo) Suponhamos δ ≥ 0 e 0 ≤ θ ≤ π/2. Segue por 3.1.3(i), 3.1.3(v),

3.1.7 e 3.1.6 que

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤
n∑

k=0

Cδ
n−k

Cδ
n

∥∥∥P
(α,β)
k

∥∥∥
−2

2,W

∣∣∣P (α,β)
k (1)

∣∣∣
∣∣∣P (α,β)

k (cos θ)
∣∣∣

≤ C

n∑

k=0

(
1 − k

n

)δ

k2α+1 ≤ Cn2α+2,

e assim obtemos a primeira desigualdade em (i).

2◦ Passo) Suponhamos 0 ≤ δ ≤ α + 3/2 e 2/n ≤ θ ≤ π/2. Por 3.1.3(i) temos que

P
(α+δ+1,β)
0 (t) = P

(α+δ+1,β)
0 (1) = 1, t ∈ [−1, 1] . Se a, b ∈ R e z ∈ C, |z| < 1, segue pelo

desenvolvimento binomial que

(1 − z)−(a+1)(1 − z)−(b+1) =

(
∞∑

k=0

Ca
kzk

)(
∞∑

j=0

Cb
jz

j

)
=

∞∑

n=0

(
n∑

k=0

Ca
n−kC

b
k

)
zn
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e ao mesmo tempo

(1 − z)−(a+b+2) =
∞∑

n=0

Ca+b+1
n zn.

Portanto temos que

Ca+b+1
n =

n∑

k=0

Ca
n−kC

b
k.

Mas Cδ
n é da ordem de nδ (ver Observação 3.1.7) e assim na+b+1 é da ordem de

n∑

k=0

(n − k)akb.

Logo, por 3.1.3(vii), 3.1.3(i), 3.1.7 e 3.1.6,

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤
(
Cδ

n

)−1
n∑

k=0

|Hk(n, δ)|
∣∣∣P (α+δ+1,β)

k (cos θ)
∣∣∣

≤ Cn−δ

(
nδ−1 +

n−1∑

k=1

δ−1∑

j=0

(n − k)jkα−j−1/2 + nα+1/2

)
θ−α−δ−3/2

≤ C

(
n−1 + n−δ

δ−1∑

j=0

nα+1/2 + nα+1/2−δ

)
θ−α−δ−3/2

≤ Cnα+1/2−δθ−α−δ−3/2,

e assim obtemos a primeira desigualdade em (ii).

3◦ Passo) Suponhamos 0 ≤ δ ≤ α + β + 2 e π/2 ≤ θ ≤ π. Por 3.1.3(vii), 3.1.7 e 3.1.6,

obtemos que

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−δ

(
nδ−1 +

δ−1∑

j=0

n−1∑

k=1

(n − k)j kα+β−j + nα+β+1

)

≤ Cn−δ

(
nδ−1 +

δ−1∑

j=0

nα+β+1 + nα+β+1

)
≤ C

(
n−1 + nα+β+1−δ

)

≤ Cnα+β+1−δ,

e assim obtemos a segunda desigualdade em (i).

4◦ Passo) Suponhamos α + 3/2 ≤ δ ≤ α + β + 2 e 2/n ≤ θ ≤ π/2. Por 3.1.3(vii), 3.1.7, 3.1.6



SEÇÃO 3.1 • SOMAS DE CESÀRO 64

e 3.1.3(i), obtemos que

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−δ

(
nδ−1 + nα+1/2θ−α−δ−3/2 +

n−1∑

k=1

|Hk(n, δ)|
∣∣∣P (α+δ+1,β)

k (cos θ)
∣∣∣
)

(1)

≤ C
(
n−1 + nα−δ+1/2

)
θ−α−δ−3/2 + Cn−δ

∑

1≤k≤1/θ

δ−1∑

j=0

(n − k)jk2α+δ−j+1

+ Cn−δ




∑

1/θ≤k≤n/2

δ−1∑

j=0

(n − k)jkα−j−1/2


 θ−α−δ−3/2

+ Cn−δ




∑

n/2≤k≤n−1

δ−1∑

j=0

(n − k)jkα−j−1/2


 θ−α−δ−3/2

≤ Cn−1θ−α−δ−3/2 + CS1 + CS2θ
−α−δ−3/2 + CS3θ

−α−δ−3/2.

Seja 1/θ ≤ k ≤ n/2 e tomemos f(x) = (n − k)xk−x = ex ln[(n−k)/k]. Como k ≤ n/2, então

ln [(n − k)/k] > 0 e assim o máximo de f(x) para 0 ≤ x ≤ δ − 1 é assumido em x = δ − 1.

Portanto

(n − k)jkα−j−1/2 ≤ (n − k)δ−1kα−δ+1/2, 0 ≤ j ≤ δ − 1.

Assim

S2 = n−δ
∑

1/θ≤k≤n/2

δ−1∑

j=0

(n − k)jkα−j−1/2 ≤ δn−δ
∑

1/θ≤k≤n/2

(n − k)δ−1kα−δ+1/2

≤ δn−δnδ−1
∑

1/θ≤k≤n/2

kα−δ+1/2 ≤ δn−1

∫ n/2

1/θ−1

tα−δ+1/2dt ≤ Cn−1θ−α+δ−3/2,

e logo

S2θ
−α−δ−3/2 ≤ Cn−1θ−2α−3. (2)

Seja 1 ≤ k ≤ 1/θ. Podemos mostrar que

(n − k)jk2α+δ−j+1 ≤ (n − k)δ−1k2α+2, 0 ≤ j ≤ δ − 1,

e assim

S1 = n−δ
∑

1≤k≤1/θ

δ−1∑

j=0

(n − k)jk2α+δ−j+1 ≤ δn−δ
∑

1≤k≤1/θ

(n − k)δ−1k2α+2 (3)

≤ δn−1

∫ 1/θ+1

1

t2α+2dt ≤ cn−1θ−2α−3.
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Seja agora n/2 ≤ k ≤ n − 1. Como a função f(x) = (n − k)xk−x, 0 ≤ x ≤ δ − 1, é

decrescente, segue que

(n − k)jkα−j−1/2 ≤ kα−1/2, 0 ≤ j ≤ δ − 1,

e assim para α > −1/2,

S3 ≤ δn−δ
∑

n/2≤k≤n−1

kα−1/2 ≤ Cnα−δ+1/2, (4)

Se −1/2 < α < 1/2,

S3 ≤ δn−δ

∫ n−1

n/2−1

tα−1/2dt ≤ Cn−δ+α+1/2. (5)

e se α = −1/2, obtemos a mesma desigualdade.

Por (1), (2), (3) e (4) e (5) segue que

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−1θ−2α−3 + Cn−1θ−α−δ−3/2,

e assim obtemos a desigualdade em (iii).

Corolário 3.1.9. Consideremos as somas de Cesàro Sδ
n relativas à sequência

(
Z̃(k)

)
k∈N

,

Z̃(k)(t) = (d + 2k − 1)/(d − 1)P
(d−1)/2
k (t), isto é,

Sδ
n(t) =

1

Cδ
n

n∑

m=0

Cδ
n−mZ̃(m)(t), − 1 ≤ t ≤ 1.

Então existe uma constante positiva C, independente de n, tal que para d ≥ 1,

(i) se 0 ≤ δ ≤ d, então

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ C

{
nd, 0 ≤ θ ≤ π/2,

nd−1−δ, π/2 ≤ θ ≤ π;

(ii) se 0 ≤ δ ≤ (d + 1) /2, então

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ C

{
n(d−2δ−1)/2θ−(d+2δ+1)/2, 2/n ≤ θ ≤ π/2,

n(d−2δ−1)/2(π − θ)−(d−1)/2, π/2 ≤ θ ≤ π − 2/n;

(iii) se (d + 1) /2 ≤ δ ≤ d, então

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−1(π − θ)−d+δ, π/2 ≤ θ ≤ π − 2/n.
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Demonstração. Observamos que em virtude da propriedade 3.1.3(iii), que relaciona os

polinômios de Jacobi com os polinômios ultraesféricos, podemos concluir que as somas de

Cesàro para os polinômios ultraesféricos podem ser vistas como um caso particular das somas

de Cesàro para os polinômios de Jacobi, quando α = β = λ − 1/2 = (d − 2)/2.

Temos que (i) segue imediatamente de 3.1.8(i) quando tomamos α = β = (d − 2)/2. Da

mesma forma a primeira desigualdade em (ii) segue de 3.1.8(ii).

Seja π/2 ≤ θ ≤ π − 2/n. Tomemos γ = π − θ, 2/n ≤ γ ≤ π/2. Por 2.1.2(v) temos que

∣∣P λ
n (cos θ)

∣∣ =
∣∣P λ

n (− cos γ)
∣∣ =

∣∣P λ
n (cos γ)

∣∣

e assim, como na demonstração de todas as estimativas do Lema 3.1.8 trabalhamos sempre

com o módulo dos polinômios de Jacobi, segue por 3.1.8(ii) que

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ =
∣∣Sδ

n(cos γ)
∣∣ ≤ Cn(d−2δ−1)/2γ−(d+2δ+1)/2.

Para obter a segunda desigualdade em (ii) basta observar que −(d+2δ +1)/2 < −(d−1)/2.

Seja π/2 ≤ θ ≤ π − 2/n e γ = π − θ. Por 3.1.8(iii),

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣ ≤ Cn−1
(
γ−d−1 + γ−(d+2δ+1)/2

)
.

Como (d+1)/2 ≤ δ ≤ d obtemos que −(d+1) ≤ −d+δ e − (d + 2δ + 1) /2 ≤ −d+δ. Assim

(iii) segue da desigualdade acima.

Observação 3.1.10. Sejam λ > 0, δ > 0. Usando a relação

1

(1 − 2rt + r2)λ
=

∞∑

n=0

P λ
n (t)rn, |t| ≤ 1, |r| < 1,

podemos obter, para |t| ≤ 1, |r| < 1, a relação

λ(1 − r2)

(1 − 2rt + r2)λ
=

∞∑

n=0

(n + λ)P λ
n (t)rn.

Agora, usando o desenvolvimento em série de potências da função (1− r)−(δ+1) (série bino-

mial), podemos mostrar que para |t| ≤ 1, |r| < 1,

λ(1 + r)

(1 − r)δ (1 − 2rt + r2)λ
=

∞∑

n=0

(
n∑

k=0

Cδ
n−k(k + λ)P λ

k (t)

)
rn

=
∞∑

n=0

(
Cδ

nS
δ
n(t)

)
rn.
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Tomando r = 1/z, multiplicando ambos os membros da relação acima por zk−1 e tomando

t = cos θ, obtemos

ϕ(z) =
λ(1 + z)zk+δ+2λ

(z − 1)δ (1 − 2z cos θ + z2)λ
=

∞∑

n=0

[
Cδ

nSδ
n(cos θ)

]
zk−n−1.

O reśıduo de ϕ(z) no pólo z0 = 0 é Cδ
kS

δ
k(cos θ). Segue então pelo Teorema de Reśıduo que

Cδ
kS

δ
k(cos θ) =

1

2πi

∫

C

ϕ(z)dz, (1)

onde C é uma curva fechada, orientada no sentido positivo e envolvendo as três singulari-

dades z1 = e−iθ, z2 = 1 e z3 = e−iθ de ϕ(z).

E. Kogbetliantz estudou estimativas para
∣∣Sδ

n(cos θ)
∣∣ no seu artigo de 1924 (ver [6]) uti-

lizando a representação integral (1) no caso 0 < λ < 1, obtendo depois estimativas para o

caso geral λ > 0, usando indução sobre N ∈ N, N − 1 < λ ≤ N. Embora as desigualdades

para
∣∣Sδ

n(cos θ)
∣∣ que necessitamos neste caṕıtulo possam ser encontradas em [6], observamos

que as demonstrações neste artigo são trabalhosas e de dif́ıcil generalização para outros ca-

sos, como o caso importante dos polinômios de Jacobi. Assim sendo, preferimos, mesmo

tendo que utilizar algumas propriedades dos polinômios de Jacobi sem demonstração, obter

as estimativas para as somas de Cesàro, primeiramente para os polinômios de Jacobi como

está no artigo de A. Bonami e J-L Clerc [1] e fazendo algumas demonstrações como no livro

de G. Szegö [13].

Lema 3.1.11. Consideremos a Lp- norma da soma de Cesàro Sδ
n do Corolário 3.1.9 dada

por

∥∥Sδ
n

∥∥
p

=

(∫ 1

−1

(1 − x2)(d−2)/2
∣∣Sδ

n(x)
∣∣p dx

)1/p

.

(i) Se 0 ≤ δ ≤ (d + 1) /2 então existe uma constante C > 0 independente de n, tal que

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ C





n(d−2δ−1)/2, 1 ≤ p < 2d/ (d + 2δ + 1) ,

n(d−2δ−1)/2(ln n)(d+2δ+1)/2d, p = 2d/ (d + 2δ + 1) ,

nd(1−1/p), p > 2d/ (d + 2δ + 1) .

(ii) Se (d + 1) /2 ≤ δ ≤ d então existe uma constante C > 0 independente de n, tal que

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ Cnd(1−1/p), 1 ≤ p ≤ ∞.
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Demonstração. Para obter cada uma das desigualdades desta demonstração, faremos uso

do Corolário 3.1.9. Como todas as contantes C que aparecem no enunciado deste corolário

dependem dos parâmetros d e δ, então todas as constantes que surgirem nesta demonstração

dependerão pelo menos de d e δ, algumas dependerão também de p, e iremos denotar todas

elas simplesmente por C.

Temos que senθ ≤ θ se 0 ≤ θ ≤ π/2 e logo se 1 ≤ p < ∞ temos que

∥∥Sδ
n

∥∥p

p
=

∫ 1

−1

(1 − x2)(d−2)/2
∣∣Sδ

n(x)
∣∣p dx (1)

=

∫ π

0

(1 − cos2 θ)(d−2)/2
∣∣Sδ

n(cos θ)
∣∣p senθdθ

=

∫ π

0

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (senθ)d−1 dθ

=

∫ π/2

0

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (senθ)d−1 dθ +

∫ π

π/2

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (senθ)d−1 dθ

≤
∫ π/2

0

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p θd−1dθ +

∫ π

π/2

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (π − θ)d−1 dθ

= I + I ′.

1◦ Passo) Vamos obter estimativas para a integral I em (1) no caso 0 ≤ δ ≤ (d + 1) /2.

Tomemos r = 2d/ (d + 2δ + 1) . Pelo Corolário 3.1.9(i) temos que
∫ 2/n

0

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p θd−1dθ ≤ Cndp

∫ 2/n

0

θd−1dθ ≤ Cdn
d(p−1). (2)

Agora se p 6= r, pelo Corolário 3.1.9(ii) temos que
∫ π/2

2/n

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p θd−1dθ ≤ Cn( d−1
2

−δ)p

∫ π/2

2/n

θ−( d+1
2

+δ)p+d−1dθ (3)

=
C

(
π
2

)−( d+1+2δ
2 )p

d −
(

d+1+2δ
2

)
p

n( d−1−2δ
2 )p − C2−( d+1+2δ

2 )p+d

d −
(

d+1+2δ
2

)
p

nd(p−1).

Se 1 ≤ p < r então d − (d + 2δ + 1) p/2 > 0 e d(p − 1) < (d − 2δ − 1) p/2. Assim por (2) e

(3) obtemos

I ≤ Cn(d−2δ−1)p/2. (4)

Se p > r então d − (d + 2δ + 1) p/2 < 0 e d(p − 1) > (d − 2δ − 1) p/2 e assim por (2) e (3)

obtemos

I ≤ Cnd(p−1). (5)
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Se p = r então − (d + 2δ + 1) p/2 + d = 0 e assim usando (2) obtemos

I ≤ Cnd(p−1) + Cn( d−1
2

−δ)p

∫ π/2

2/n

dθ

θ
(6)

= Cnd(p−1) + C
(
ln

π

4

)
n( d−1

2
−δ)p + C (ln n) n( d−1

2
−δ)p

≤ Cn(d−2δ−1)r/2 ln n.

2◦ Passo) Vamos obter estimativas para a integral I ′ em (1) no caso 0 ≤ δ ≤ (d + 1) /2.

Tomemos t = 2d/(d − 1). Temos que r = 2d/ (d + 2δ + 1) < 2 e t > 2 e pelo Corolário

3.1.9(i) temos que

∫ π

π−2/n

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (π − θ)d−1 dθ ≤ Cn(d−1−δ)p

∫ 2/n

0

θd−1dθ =
C2d

d
n( d−1

2
−δ)p+ d−1

2
p−d. (7)

Agora se p 6= t, pelo Corolário 3.1.9(ii) temos que

∫ π−2/n

π/2

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (π − θ)d−1 dθ ≤ Cn( d−1
2

−δ)p

∫ π/2

2/n

θd−1− d−1
2

pdθ (8)

=
C

(
π
2

)d− d−1
2

p

d − d−1
2

p
n( d−1

2
−δ)p − C2d− d−1

2
p

d − d−1
2

p
n( d−1

2
−δ)p−d+ d−1

2
p.

Se 1 ≤ p < t então (d − 1) p/2 − d < 0 e assim por (7) e (8) temos que

I ′ ≤ Cn(d−2δ−1)p/2. (9)

Se p > t então (d − 1) p/2 − d > 0 e assim por (7) e (8) temos que

I ′ ≤ Cn( d−1
2

−δ)p+( d−1
2 )p−d = Cnd(p−1)−p(δ+1). (10)

Se p = t então (d − 1) p/2 − d = 0 e assim usando (7) obtemos

I ′ ≤ Cn( d−1
2

−δ)p + Cn( d−1
2

−δ)p

∫ π/2

2/n

dθ

θ
(11)

= Cn( d−1
2

−δ)p + C
(
ln

π

4

)
n( d−1

2
−δ)p + Cn( d−1

2
−δ)p ln n

≤ Cn( d−1
2

−δ)p ln n.

3◦ Passo) Vamos obter as estimativas da parte (i). Se 1 ≤ p < r, então p < t e assim por

(1), (4) e (9) obtemos ∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ Cn(d−2δ−1)/2. (12)
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Se p = r, então p < t e assim por (1), (6) e (9) obtemos

∥∥Sδ
n

∥∥p

p
≤ Cn(d−2δ−1)r/2 ln n + Cn(d−2δ−1)r/2 ≤ Cn(d−2δ−1)r/2 ln n.

Logo
∥∥Sδ

n

∥∥
p
≤ Cn(d−2δ−1)/2 (ln n)1/r . (13)

Se r < p < t então d(p − 1) > (d − 2δ − 1) p/2 e assim por (1), (5) e (9) obtemos

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤

(
Cnd(p−1) + Cn(d−2δ−1)p/2

)1/p ≤ Cnd(1−1/p). (14)

Seja p = t. Como t > 2 segue que d(t− 1) ≥ (d − 2δ − 1) t/2 + 1. Então, como ln n ≤ n, por

(1), (5) e (11) obtemos

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤

(
Cnd(p−1) + Cn(d−2δ−1)p/2 ln n

)1/p ≤ Cnd(1−1/p). (15)

Seja p > t. Como t > 2 > r, então (d − 2δ − 1) p/2 + (d − 1)p/2 − d ≤ d(p − 1) e assim por

(1), (5) e (10) obtemos
∥∥Sδ

n

∥∥
p
≤ Cnd(1−1/p). (16)

Assim conclúımos a demontração de (i).

4◦ Passo) Suponhamos (d + 1) /2 ≤ δ < d e tomemos u = d/ (d − δ) . Segue por (i) e (ii) do

Corolário 3.1.9 e do fato de (d − 2δ − 1)/2 ≤ 0 ≤ d(p − 1) que para 1 ≤ p < ∞ temos

I =

∫ π/2

0

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p θd−1dθ (17)

≤
∫ 2/n

0

ndpθd−1dθ +

∫ π/2

2/n

n(d−2δ−1)p/2θd−1θ−(d+2δ+1)/2dθ

≤ Cnd(p−1) + Cn(d−2δ−1)/2

≤ Cnd(p−1).

Novamente pelo Corolário 3.1.9(i) obtemos

∫ π

π−2/n

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (π − θ)d−1 dθ ≤ Cn(d−1−δ)p−d. (18)

e para p 6= u, pelo Corolário 3.1.9(iii) obtemos

∫ π−2/n

π/2

∣∣Sδ
n(cos θ)

∣∣p (π − θ)d−1 dθ ≤ Cn−p

∫ π/2

2/n

θ−(d−δ)p+d−1dθ (19)
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=
C

(π

2

)−(d−δ)p+d

d − (d − δ)p
n−p − C2−(d−δ)p+d

d − (d − δ)p
n(d−δ)p−d−p.

Se 1 ≤ p < u temos que d − p(d − δ) > 0 e assim por (18) e (19)

I ′ ≤ Cn−p + Cn(d−1−δ)p−d ≤ Cn−p. (20)

Se p > u temos que d − p(d − δ) < 0 e assim por (18) e (19) temos que

I ′ ≤ Cnd(p−1)−p(δ+1). (21)

Se p = u então d − p(d − δ) = 0 e assim por (18) e pelo Corolário 3.1.9(iii) obtemos

I ′ ≤ Cn−p

∫ π/2

2/n

dθ

θ
+ Cdn

−p ≤ Cn−p ln n. (22)

Vamos agora obter a estimativa (ii). Se 1 ≤ p < u, então por (1), (17) e (20),

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ Cnd(1−1/p). (23)

Se p = u, então por (1), (17) e (22) temos que

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤

(
Cnd(p−1) + Cn−p+1

)1/p ≤ Cnd(1−1/p). (24)

Seja p > u. Então por (1), (17) e (21) obtemos

∥∥Sδ
n

∥∥
p
≤ Cnd(1−1/p). (25)

Assim conclúımos (ii).

Definição 3.1.12. Seja (λk)k∈N uma sequência numérica. Definimos ∆0λk = λk, ∆1λk =

λk − λk+1 e definimos indutivamente

∆n+1λk = ∆nλk − ∆nλk+1.

Proposição 3.1.13. Para qualquer n, k ∈ N temos que

∆nλk =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j. (1)
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Demonstração. Temos que

∆2λk = λk − 2λk+1 + λk+2,

∆3λk = λk − 3λk+1 + 3λk+2 − λk+3.

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para um certo n ∈ N e mostremos que vale para

n + 1

∆n+1λk =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j −

n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
λk+j+1

= λk +
n∑

j=1

(−1)j

[(
n

j

)
+

(
n

j − 1

)]
λk+j + (−1)n+1λk+n+1

= λk +
n∑

j=1

(−1)j

(
n + 1

j

)
λk+j + (−1)n+1λk+n+1

=
n+1∑

j=0

(−1)j

(
n + 1

j

)
λk+j.

Proposição 3.1.14. Seja f(x) uma função real definida para x ≥ 0 e com derivadas até a

ordem n. Se λk = f(x + k), escrevemos ∆1f(x) = ∆1λ0 = f(x) − f(x + 1) e ∆n+1f(x) =

∆nf(x) − ∆nf(x + 1) = ∆nλ0 − ∆nλ1. Então

∆nf(x) = (−1)n

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f (n)(x + t1 + · · · + tn)dt1 . . . dtn (1)

e

|∆nf(x)| ≤ max
0≤t≤n

∣∣f (n)(x + t)
∣∣ . (2)

Demonstração. Para n = 1, (1) é verdadeira pelo Teorema Fundamental do Cálculo, pois

−∆1f(x) = f(x + 1) − f(x) =

∫ 1

0

f ′(x + t)dt.

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para um certo n ∈ N. Vamos demonstrar que (1)

também é verdadeira para n + 1. Novamente pelo Teorema Fundamental do Cálculo,
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∆n+1f(x) = ∆nf(x) − ∆nf(x + 1)

= (−1)n

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f (n)(x + t1 + · · · + tn)dt1 . . . dtn

− (−1)n

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f (n)(x + t1 + · · · + tn + 1)dt1 . . . dtn

= (−1)n+1

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f (n+1)(x + t1 + · · · + tn+1)dt1 . . . dtn+1

e portanto obtemos (1) para n + 1. De (1) segue que

|∆nf(x)| ≤
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

∣∣f (n)(x + t1 + · · · + tn)
∣∣ dt1 . . . dtn ≤ max

0≤t≤n

∣∣f (n)(x + t)
∣∣ .

Lema 3.1.15. (A transformada de Abel) Sejam (uk)k∈N e (vk)k∈N duas sequências quaisquer

e seja Uk = u0 + u1 + · · · + uk. Então

n∑

k=0

ukvk =
n−1∑

k=0

Uk(vk − vk+1) + Unvn. (1)

Demonstração. Para n = 1 temos

1∑

k=0

ukvk = u0v0 + u1v1 = u0(v0 − v1) + (u0 + u1)v1

=
0∑

k=0

Uk(vk − vk+1) + U1v1.

Suponhamos agora que a equação (1) seja verdadeira para um certo n ∈ N. Vamos de-

monstrar que (1) também é verdadeira para n + 1. Temos que

n+1∑

k=0

ukvk =
n−1∑

k=0

Uk(vk − vk+1) + Unvn + un+1vn+1

=
n−1∑

k=0

Uk(vk − vk+1) + Un(vn − vn+1) + Unvn+1 + un+1vn+1

=
n∑

k=0

Uk(vk − vk+1) + Un+1vn+1.

Lema 3.1.16. Para qualquer sequência de funções (Zj(x))j∈N e qualquer N, n ∈ N temos

que

CN
n SN

n (x) =
n∑

k1=0

k1∑

k2=0

. . .

kN−1∑

kN=0

kN∑

j=0

Zj(x). (1)
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Demonstração. Vamos demonstrar (1) usando indução sobre N . Para N = 0 temos que

C0
nS0

n(x) =
n∑

j=0

Zj(x)

e como C1
m = m + 1 temos que

C1
nS1

n(x) =
n∑

m=0

(n − m + 1)Zm(x)

= (n + 1)Z0(x) + nZ1(x) + · · · + 2Zn−1(x) + Zn(x)

= Z0(x) + (Z0(x) + Z1(x)) + · · · + (Z0(x) + · · · + Zn(x))

=
n∑

m=0

m∑

j=0

Zj(x).

Suponhamos agora que (1) seja verdadeira para 0, 1, . . . , N. Temos que

CN+1
m =

(m + N + 1)

N + 1
CN

m

e

(n − j + N + 1) = (n − k1 + 1) + (k1 − k2 + 1) + · · · + (kN−1 − kN + 1) + (kN − j + 1).

Fixemos n ∈ N e consideremos a sequência

Wm(x) =
(n − m) + N + 1

N + 1
Zm(x).

Então, usando a hipótese de indução obtemos

CN+1
n SN+1

n (x) =
n∑

m=0

CN
n−mWm(x) =

n∑

k1=0

k1∑

k2=0

. . .

kN−1∑

kN=0

kN∑

j=0

(n − j) + N + 1

N + 1
Zj(x)

=
1

N + 1

n∑

k1=0

(n − k1 + 1)

k1∑

k2=0

...

kN∑

j=0

Zj(x) + · · ·

+
1

N + 1

n∑

k1=0

. . .

kN−1∑

kN=0

kN∑

j=0

(kN − j + 1)Zj(x)

=
n∑

k1=0

. . .

kN∑

j=0

j∑

l=0

Zl(x).
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Lema 3.1.17. Para qualquer sequência de números (λm)m∈N, qualquer sequência de funções

(Zm(x))m∈N e quaisquer n,N ∈ N, n ≥ N temos que

n∑

m=0

λmZm(x) =
n−N−1∑

m=0

CN
mSN

m(x)∆N+1λm +
N∑

m=0

Cm
n−mSm

n−m(x)∆mλn−m. (1)

Demonstração. Pelo Lema 3.1.16 temos que

CN
n SN

n (x) =
n∑

k1=0

k1∑

k2=0

. . .

kN−1∑

kN=0

kN∑

j=0

Zj(x) =
n∑

k1=0

CN−1
k1

SN−1
k1

(x). (2)

Utilizando a tranformada de Abel e (2) obtemos que

Kn =
n∑

m=0

λmZm(x) =
n−1∑

m=0

(
m∑

j=0

Zj(x)

)
(λm − λm+1) +

(
n∑

m=0

Zm(x)

)
λn (3)

=
n−1∑

m=0

C0
mS0

m(x)∆1λm + S0
n(x)∆0λn,

isto é, obtemos (1) para N = 0.

Vamos supor que (1) seja verdadeira para um certo N ∈ N. Então aplicando a transfor-

mada de Abel e (2),

n−N−1∑

m=0

CN
mSN

m(x)∆N+1λm =
n−N−2∑

m=0

(
m∑

k1=0

CN
k1

SN
k1

(x)

)
(
∆N+1λm − ∆N+1λm+1

)
(4)

+

(
n−N−1∑

m=0

CN
mSN

m(x)∆N+1λn−N−1

)

=
n−N−2∑

m=0

CN+1
m SN+1

m (x)∆N+2λm + CN+1
n−N−1S

N+1
n−N−1(x)∆N+1λn−N−1.

Portanto o resultado desejado para N +1 segue pela hipótese de indução ((1) para N) e por

(4).

Definição 3.1.18. Seja Λ = (λk)k∈N
uma sequência de números complexos e seja 1 ≤ p, q ≤

∞. Se para todo ϕ ∈ Lp existe uma função f = Λϕ ∈ Lq com expansão formal em harmônicos

esféricos

f ∼

∞∑

k=0

λkZ̃
(k) ∗ ϕ

tal que

‖Λ‖p,q = sup
{
‖Λϕ‖q : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1

}
< ∞,

dizemos que Λ é um operador multiplicador de tipo-(p, q) com norma ‖Λ‖p,q .
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3.2 Teorema de multiplicadores

Teorema 3.2.1. Seja

N =

{
(d + 1)/2; d = 3, 5, . . . ,

(d + 2)/2; d = 2, 4, . . . ,

e seja Λ = (λk)k∈N
uma sequência de números complexos. Sejam 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que

1 − 1/r = (1/p − 1/q)+ . Suponhamos que

lim
k→∞

|∆sλk| ks = 0, 0 ≤ s ≤ N (1)

e
∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) < ∞. (2)

Então existe uma constante positiva C tal que

‖Λ‖p,q ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r). (3)

Além disso, se ϕ ∈ Lp(Sd), ‖ϕ‖p ≤ 1 e

tn (ϕ) = λ0c0,1(ϕ) +

(
n∑

k=1

CN
k SN

k ∆N+1λk

)
∗ ϕ,

temos que

‖Λϕ − tn (ϕ)‖q ≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r). (4)

Demonstração. Se demonstrarmos que o teorema é válido para p = q, então ele também

será válido para q < p desde que ‖.‖q ≤ ‖.‖p quando q < p. Portanto, é suficiente conside-

rarmos p ≤ q.

Fixemos ϕm ∈
m
⊕

j=0
Hj com ‖ϕm‖p ≤ 1, onde Hj é o espaço dos harmônicos esféricos de

grau j. Seja

Kn =
n∑

k=1

λkZ̃
(k).

Pelo Lema 3.1.17 temos que

Kn ∗ ϕm =
(
K1

n−N−1 + K2
n

)
∗ ϕm,
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onde

K1
n =

n∑

k=1

CN
k SN

k ∆N+1λk e K2
n =

N∑

k=0

Ck
n−kS

k
n−k∆

kλn−k.

Segue da Observação 3.1.7 e do Lema 3.1.11(ii) que

∥∥K1
n

∥∥
r
≤

n∑

k=1

CN
k

∥∥SN
k

∥∥
r

∣∣∆N+1λk

∣∣ ≤ C

n∑

k=1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r). (5)

Sejam s, k ∈ N e

Ss,m
k =

1

Cs
k

m∑

j=0

Cs
k−jZ̃

(j); k > m.

Primeiramente observemos que

Ss
k ∗ ϕm = Ss

k ∗
(

m∑

j=0

Y (j)

)
=

m∑

j=0

(
Ss

k ∗ Y (j)
)

=
m∑

j=0

(
Ss,m

k ∗ Y (j)
)

= Ss,m
k ∗ ϕm,

pois Z̃(k) ∗ Y (j) = 0 para todo m < k. Portanto, usando a desigualdade de Young (Teorema

1.1.20) e 3.1.7, obtemos que

|∆sλk|Cs
k ‖Ss

k ∗ ϕm‖q ≤ |∆sλk|Cs
k ‖Ss,m

k ‖r ‖ϕm‖p

≤ Cks |∆sλk|
(

m∑

j=0

Cs
k−j

Cs
k

∥∥∥Z̃(j)
∥∥∥

r

)

≤ Cks |∆sλk|
(

m∑

j=0

∥∥∥Z̃(j)
∥∥∥

r

)

≤ Cm |∆sλk| ks.

Logo

∥∥K2
n ∗ ϕm

∥∥
q
≤

N∑

k=0

Ck
n−k

∣∣∆kλn−k

∣∣ ∥∥Sk
n−k ∗ ϕm

∥∥
q

≤ Cm

N∑

k=0

∣∣∆kλn−k

∣∣ (n − k)k.
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Agora, usando (1) obtemos

lim
n→∞

∥∥Kn ∗ ϕm − K1
n−N−1 ∗ ϕm

∥∥
q

= lim
n→∞

∥∥K2
n ∗ ϕm

∥∥
q

(6)

≤ Cm

N∑

k=0

lim
n→∞

∣∣∆kλn−k

∣∣ (n − k)k = 0.

Entretanto, pelo Lema 3.1.11, por 3.1.7 e por (2)

lim
n→∞

∥∥K1
n+u − K1

n

∥∥
r

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥

n+u∑

k=n+1

CN
k SN

k ∆N+1λk

∥∥∥∥∥
r

≤ C lim
n→∞

n+u∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r) = 0,

o que implica que (K1
n)n∈N

é uma sequência de Cauchy em Lr([−1, 1] , (1 − t2)
(d−2)/2

dt). Seja

então K ∈ Lr([−1, 1] , (1 − t2)
(d−2)/2

dt) tal que (K1
n)n∈N

converge para K em Lr. Então pela

desigualdade de Young

lim
n→∞

∥∥K ∗ ϕm − K1
n ∗ ϕm

∥∥
q
≤ lim

n→∞

∥∥K − K1
n

∥∥
r
‖ϕm‖p = 0,

ou seja, (K1
n ∗ ϕm)n∈N

converge para K ∗ϕm em Lq(Sd). Logo, usando (6) podemos concluir

que (Kn ∗ ϕm)n∈N
converge para K ∗ϕm em Lq(Sd). Portanto, mostramos que para qualquer

polinômio ϕm ∈
m
⊕

j=0
Hj com ‖ϕm‖p ≤ 1, a sequência de funções K1

n ∗ ϕm converge em Lq(Sd)

para a função

K ∗ ϕm =

(
n∑

k=1

λkZ̃
(k)

)
∗ ϕm, n ≥ m.

Agora, temos que

ϕm =
m∑

k=0

Y (k) =
m∑

k=0

(
ak∑

j=1

ck,jY
(k)
j

)
= c0,1 +

m∑

k=1

(
ak∑

j=1

ck,jY
(k)
j

)
,
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e assim para todo n ≥ m

Λϕm = Λ

(
m∑

k=0

ak∑

j=1

ck,jY
(k)
j

)
=

m∑

k=0

λk

(
ak∑

j=1

ck,jY
(k)
j

)
(7)

= λ0c0,1 +
m∑

k=1

λk

(
ak∑

j=1

ck,jY
(k)
j

)

= λ0c0,1 +

(
m∑

k=1

λkZ̃
(k)

)
∗ ϕm = λ0c0,1 + K ∗ ϕm

= λ0c0,1 +

(
n∑

k=1

CN
k SN

k ∆N+1λk

)
∗ ϕm = λ0c0,1 + K1

n ∗ ϕm.

Então segue de (5), (7), da desigualdade de Young e do fato que |c0,1| ≤ ‖ϕm‖p ≤ 1 que

‖Λϕm‖q ≤ |λ0| |c0,1| +
∥∥K1

m

∥∥
r
‖ϕm‖p (8)

≤ |λ0| +
∥∥K1

m

∥∥
r
≤ |λ0| + C

m∑

k=1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r).

Usando a desigualdade de Young, 3.1.7 e o Lema 3.1.11(ii) obtemos, para n < m que

‖Λϕm − tn (ϕm)‖q =
∥∥K1

m ∗ ϕm − K1
n ∗ ϕm

∥∥
q

=

∥∥∥∥∥

(
m∑

k=n+1

CN
k SN

k ∆N+1λk

)
∗ ϕm

∥∥∥∥∥
q

(9)

≤
∥∥∥∥∥

m∑

k=n+1

CN
k SN

k ∆N+1λk

∥∥∥∥∥
r

‖ϕm‖p ≤ C

m∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r)

≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r).

O caso n ≥ m é trivial, visto que Λϕm = tn (ϕm) .

Como o conjunto formado por todas as funções ϕm ∈
m
⊕

j=0
Hj, m ∈ N, ‖ϕm‖p ≤ 1, é denso

na bola unitária de Lp(Sd), temos que (3) segue de (8). Finalmente seja ϕ ∈ Lp(Sd) tal que

‖ϕ‖p ≤ 1 e seja (ϕm)m∈N
, ϕm ∈

m
⊕

j=0
Hj, uma sequência de Lp(Sd) que converge para ϕ em

Lp(Sd). Temos que Λϕm −→ Λϕ e tn(ϕm) = λ0c0,1(ϕm) + K1
n ∗ ϕm −→ tn(ϕ) em Lq(Sd).

Assim por (9) obtemos

‖Λϕ − tn (ϕ)‖q = lim
m→∞

‖Λϕm − tn (ϕm)‖q

≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r),

o que demonstra (4).
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3.3 Aplicações

Definição 3.3.1. Seja A um subconjunto convexo, compacto e radialmente simétrico de um

espaço de Banach X com bola unitária B. A n-largura de Kolmogorov de A em X é definida

por

dn(A,X) = inf
Xn

sup
f∈A

inf
g∈Xn

‖f − g‖ ,

onde Xn percorre todos os subespaços de X de dimensão n.

Notação 3.3.2. Para cada γ ∈ R, denotamos Λγ = (µγ
k)k∈N

onde µγ
k = (k (k + d − 1))γ/2 .

Definição 3.3.3. O espaço de Sobolev W γ
p , γ > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, é definido por

W γ
p = {ϕ ∈ Lp : Λγϕ ∈ Lp}

com norma

‖ϕ‖W γ
p

= ‖Λγϕ‖p .

Aqui identificamos funções que diferem por uma constante, isto é, se f−g =constante, então

f = g sobre W γ
p . A classe de Sobolev W

γ

p , γ > 0, é definida como sendo a bola unitária de

W γ
p , isto é,

W
γ

p =
{

ϕ ∈ W γ
p ; ‖ϕ‖W γ

p
≤ 1

}
.

Observação 3.3.4. Observamos que

W
γ

p =
{

c + Λ−γϕ : c ∈ R e ϕ ∈ Lp(Sd), ‖ϕ‖p ≤ 1
}

.

De fato, denotemos A =
{

c + Λ−γϕ : c ∈ R e ϕ ∈ Lp(Sd), ‖ϕ‖p ≤ 1
}

. Se f ∈ A, então

f = C + Λ−γg, g ∈ Lp e ‖g‖p ≤ 1. Logo

‖f‖W γ
p

=
∥∥Λγ

(
c + Λ−γg

)∥∥
p

=
∥∥Λγ

(
Λ−γg

)∥∥
p

= ‖g‖p ≤ 1,

o que implica que f ∈ W
γ

p . Agora, se h ∈ W
γ

p , então Λγh = ϕ ∈ Lp e ‖h‖W γ
p
≤ 1. Assim

Λ−γ (Λγh) = h = Λ−γϕ e ‖ϕ‖p = ‖h‖W γ
p
≤ 1,

o que implica que h ∈ A.
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Observação 3.3.5. Suponhamos que a sequência Λ = (λk)k∈N
satisfaça a condição (1) do

teorema de multiplicadores e que existe uma constante positiva C e η > 1, tal que

∣∣∆N+1λk

∣∣ ≤ Ck−d(1−1/r)−N−η, k ≥ 1.

Então
∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) ≤ C

∞∑

n=1

n−η < ∞.

Portanto, de acordo com o teorema de multiplicadores temos que

‖Λ‖p,q ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

∣∣∆N+1λn

∣∣ nN+d(1−1/r) ≤ |λ0| + C

∞∑

n=1

n−η ≤ |λ0| + C

(
1 +

1

η − 1

)

e se ϕ ∈ Lp(Sd), ‖ϕ‖p ≤ 1

‖Λϕ − tn (ϕ)‖q ≤ C

∞∑

k=n+1

∣∣∆N+1λk

∣∣ kN+d(1−1/r) ≤ C

∞∑

k=n+1

k−η ≤ C

(η − 1)nη−1
.

Observação 3.3.6. Consideremos agora a sequência λ−γ
k = (k (k + d − 1))−γ/2 onde γ ∈ R,

γ > 0. Denotando f(k) = λ−γ
k , pela Proposição 3.1.14 temos que

∣∣∆sλ−γ
k

∣∣ = |∆sf(k)| ≤ max
0≤t≤s

∣∣f (s)(k + t)
∣∣ (1)

= max
k≤t≤k+s

∣∣f (s)(t)
∣∣ = max

k≤t≤k+s
Cγ,st

−γ−s

= Cγ,sk
−γ−s

para s, k ∈ N. Logo ∣∣∆sλ−γ
k

∣∣ ks ≤ Cγ,sk
−γ

e então

lim
k→∞

∣∣∆sλ−γ
k

∣∣ ks = 0, 0 ≤ s ≤ N, (2)

isto é, a condição (1) do teorema de multiplicadores é satisfeita.

Seja γ = ε + d(1/p − 1/q)+, ε > 0 e 1 ≤ r, p, q ≤ ∞ tal que 1 − 1/r = (1/p − 1/q)+ .

Temos por (1) que ∣∣∆N+1λ−γ
k

∣∣ ≤ Cγk
−d(1−1/r)−N−(1+ε)

e segue de (2) e da Observação 3.3.5 que

∥∥Λ−γϕ − tn (ϕ)
∥∥

q
≤ C

εnε
=

C

ε
n−γ+d(1/p−1/q)+
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se ϕ ∈ Lp(Sd), ‖ϕ‖p ≤ 1. Logo temos que

sup
f∈W

γ
p

inf
tn∈

n
⊕

k=0
Hk

‖f − tn‖q ≤ sup
f∈W

γ
p

‖f − tn(ϕ)‖q ≤ Cn−γ+d(1/p−1/q)+ , n ∈ N,

onde f = Λ−γϕ.

Teorema 3.3.7. Para a n-largura de Kolmogorov da classe de Sobolev temos para 1 ≤ p, q ≤
∞ e γ > 0,

dN

(
W

γ

p , Lq

)
≤ CN−γ/d+(1/p−1/q)+ .

Demonstração. Seja N = dim

(
n
⊕

k=0
Hk

)
. Fazendo algumas contas podemos mostrar que

existem constantes positivas C1 e C2 tais que C1n
d ≤ N ≤ C2n

d. Então pela Observação

3.3.6, obtemos que

dN

(
W

γ

p , Lq

)
≤ sup

f∈W
γ
p

inf
tn∈

n
⊕

k=0
Hk

‖f − tn‖q ≤ Cn−γ+d(1/p−1/q)+ ≤ CN−γ/d+(1/p−1/q)+ .



BIBLIOGRAFIA

[1] A. Bonami e J
¦
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