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coordenada angular [rad]
coordenada axial [m1
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velocidade radial [m/seqg]
velocidade angular [m/seq ]
velocidade axial [{m/seg]

vetor campo velocidade (u,v,w)
pressao [N/m23

températura [°K ]

tensor de tensoes [N/mz]

tensor de tensao viscoso [N/m21
tensor de deformacao [ 1/seg]
vetor'fluxd de calor [W/mzseg]
vetor fungao corrente

vetor vorticidade

fungao corrente

vorticidade

funcdo de dissipacgao
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coeficientes de viscosidade [N'seg/mz]

conductividade térmica [ W/m k]
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SIMULACAO NUMERICA DO FLUXO DE CZOCHRALSKI NAQ ISQTERMICO

" RESUMO

Na produgao de cristais pela sélidificacao de sais fundidos,
a técnica de CZ0CHRALSKI & amplamente utilizada.

‘Os cristais obtidos por esta técnica s3o indicados para  a
construgao de dispositivos de baixa poténcia.

Nesta tdcnica o sal & fundido num cadinho e mantido a uma
temperatura superior a seu ponto de fusae. Uma semenﬁe do cristal
€ mergulhada no liquido e entdo puxada lentamente.

O calor latente do sal gue se seolidifica na interfase semen-
te—l{quido,-é eliminado por conducgoes através do cristal.

Os trés mecdnismos basicos: convecgao natural, rotagdo do ca
dinho e rotagao do cristal e suas combinagOes foram simuladas nu=-
méricamente, para um fluxo de CZOCHRALSKI. Uma solugao aproximada
foi obtida mediante o método dos elementos finitos mistos, utiii-
zandolglgmentos guadrilaterais subparamétricdghcom aproximagoes /
guadridticas nas componentes da velocidade e a temperatura e linea
res na presséq. As integrais sao calculadas numéricamente com uma
regra gaussiana de nove pontos. As-eqanSes discretizadas sao re-
solvidas pelo método de Newton e, os sistemas lineares pelo méto-
do frontal. O fluxo & ndo isotérmico, incompressivel, newtoniano,
estaciondrio, tridimensional axisimétrico com fronteiras fixas.Ou
tras formulagOes alternativas sado colocadas para as equagbes de

Navier-Stokes,

-



CAPITULO I

1.1 INTRODUCKO

0 crescimento de cristais usando a técnica de Czochralski
precisa de um conhecimento e'posterior anilise, dos fenOmenos de
transporte que ocorrem no material fundido. Uma tentativa experi
mental neste sentido, apresenta dificuldades. Desta forma, a si-
mulagao numérica da fase liguida a partir das equagOes gue regem
© escoamento, serve de graﬁde ajuda para introduzir as modifica-
¢Ges gue produzam uma melhoria na qualidade do cristal.

o ﬁrocesso de crescimento, basicamente, segue © seguinte es
quema: um material({arsenieto de galio, silicio policristalino, etc) e
introduzido num cadinho onde &€ fundido e mantido a uma temperatu
ra superior 34 do ponto de fusao. Uma semente de cristal & mergu-—
lhada no liquido e entdo puxada lentamente. A transmiss3o de ca-
lor por condﬁgéo através da semente permite a eliminacdo do ca-
lor latente gerado pelo sal fundido gue se solidifica na interfg
ce semente-liguido. As partes mais frias que sustentam a semente
sao refrigeradas continuamente, permitindo o transporte de calor
através da semente. Calor também & eliminado por fadiagéo da se-
mente para a atmosfera que envolve o cadinho.

No liquido existem dois procéssds principais na transmissdo
de calor: condugao e convecgdo. Além da convecgdo natural, temos

a convecgdo forgada gerada pela rotagao de cadinho e/ou cristal..



A convecgdo natural surge devido 3 presenga de gradientes de tem
peratura num campo gravitacional. A n3o-homogeneidade na densida
de, sob a a¢do da gravidade, faz com que as particulas do fluido
- mais frias desgam enguanto as mais quentes tenderao a subilr, ge-
rando um movimento continuo no seio do liguido.

Na simulagio numérica deste tipo de fluxos, o uso do método
dos elementos finitos resolve vantajosamente as dificuldades gue
surgem na representacao das geometrias das fronteiras que evo-

luem com o tempo.

-

Analisaremos apenas o caso.estacionirio e obteremos resulta
dos considerando os mecanismos basicos: convecgao.natural, rota-
g&é do cadinho e do cristél com as possiveis combinagdes.

A maioria das simulagdes numéricas para um fluxo de Czoch-
ralski seguem a classica configurag@o geométrica gue se mostra-

na figura.

cristal

e

cadinho

!
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0 modelo estabelecido.mﬂﬁsfai as seguintes hipOteses sim-
plificédoras:

Apresenta axisimetria , ou seja, as componentes da velocida
de, a temperatura e a pressao nio derendem da coordenada azimu
tzl; contudo a componente azimutal da velocidade aparecera guan-
do o cristal ou o cadinho comegarem a fodar e sera incluida no
cdlculo. Esta hipStese nos permite reduzir o dominio do fluxo a
apenas duas dimensCes. Além disso, neste caso, & factivel resg
tringir esse dominio apenas a metade. Também, teremos formas de
visualizac3o dos resultados, mediante graficos em duas dimensdes.

Excluimos do nosso éélculo a presenga'de celulas periddicas
azimutais convectivas que foram observadas em alguns -experimen—
tos. devido a hipotese de axisimetria.

A simulagdo esta baseada na aproximagao de Boussinesqg |, a
gqual estabelece que todos os coef1c1entes de transporte permane-
cerao constantes com excegao da densidade, guando esta atuar nos
termos das forgas de flutuagao. )

0 calor gerado pela dissipagaoc viscosa e o calor radiante
nao sao considerados.

Supoe-se que o flujdo & Vviscoso. A interface & mantida ° &
temperatura de fusdc. Na parede do cadinho temos uma dupla esco-
lha: a temperatura pode ser fixada em toda sua extens@o ou o fun
do pode ser isolado. A superficie do liquido & tomada como térmi
camente isolada. |

0 nosso problema pode ser caracterizado do ponto de vista



matemdtico como segue: achar uma solugdo aproximada de um siste-—
ma nao linear de equagdes diferenciais parciais. com condigCes de

fronteiras mistas.

1.2 A BIBLIOGRAFIA CONSULTADA

Indicaremos neste parigrafo, as pfincipais fontes bibliogra
ficas que foram usadas para a confecgao desta tese.

‘ Devido a gue o objetivo principal a atingir neste trabalho,

& uma tentativa de repetir alguns dos resultédos dados em [ 1]

© mesmo foi'desenvolvido segquindo a orientagao dada nessa publi-

cagdo e, portanto, varias conclusdes serac feitas analisando e

comparando os graficos, para as linhas de corrente e isotermas ,
entre os graficos fornecidos na publicagaoc indicada e as obtidas
neste trabalho. Para isso foram usados, em geral, Os mesmos va-
lores para os parametros fisicos e geometricos.

Por outro lado, pensandoc em dar continuidade aos.'trabalhos
apresentados em[ 2 ], 1 3] e { 4], foram considérados varios
aspectos al apontados. Alids, este trabalho vem a . compleﬁentar
ao menos, em parte, os referidos,no sentido de que é levada em
conta a convecgao natural.

A apresentacao das equacoes gue régem 0 escoamento nas va-
ridveis primitivas e através da fungao corrente e vetor vortici-
dade foi obtida de [ 5] e [ 9 j; A formulégéo variacional das

equagbes para o nosso problema, foi feita, por analogia, com a



apresentada em [ 6 | , onde essa formulagdo & colocada para as
equagSes de Navier-Stokes para um fluxo isotérmico. Nao foi pos-
sivel, na bibliografia consultada, achar uma formulag3o variacio
nal em-gue se incluia a eéuagao de energia térmica. Na sua maio-
ria, as mais recentes publicagdes tratam de névas formulagdes das
equagbes de Stokes e Navier-Stokes, principalmente em relagdo a
analise de convergéncia e da acuidade. -

'Para introduzir o método dos elementos finitos  foi wusado
[ 10 1 . A fundamentagao da formulagﬁo.variaCional mista, a gual
& usada no presente trabalho e outras formulagdes alternativas

foram tomadas principalmente de [ 7 1] .

1.3 'DESCRICAO DO TRABALHO

Resumiremos © que sera feito nos proximos capitulos.

.No_Capitplo II sd3o colocadas as equagOes de escoamento para
um fluido viscoso nao isotérmice em forma vetorial. Novamente
as equagdes sao apresentadas em coordenadas polares. Simplifican
do e particularizando, obtemos as equagOes de Navier-Stokes e ©
problema de Stokes os quais também sao colocadas em termos de no
vas variadveis: fungao corrente e vetor vorticidade. Por ultimo ,
as equagoes séo adimensionalizadas para que surjam oOs numerocs
adimensionais.

Numa forma esquemiatica e concéitual & apresentada no inicio

do Capitulo III a formulagac dos residuos ponderados e o método



dos elementos finitos indicando alguns dos aspectos ! computacio=
nais. A seguir a fundamentagdo da formulac3o variacional mista
é feita a partir do problema de minimizacdo de funcionais  com
restricdes. Esta, e as formulagaes alternativas sao colocadas pa
ra as eguagOes de Navier-Stokes e/ou Stokes convenientemente. Em
cada caso, destacam-se vantagens e desvantagens de cada uma de-
las. Deve-se esclarecef, que estas fltimas sao tratadas de forﬁa
superficial e foram extraidas de estudos mais detalhados que po-
dem ser encontrados na bibliografia oportunamente indicada. 0
cbjetivo, &, principalmen£e mostrar outros procedimentos alterna
tivos existentes para a resolugao .de problemas deste tipo. Final
ménte,ié feita a.formulagéo variacional mista'para O NOsSso pro-
blema no caso nao-estacionario.

No Capitulo IV comecamos por definir os espacos de aproximé
g30 para a formulagao variacional aproximada no caso -estaciona-
rlio; a seguir sdo introduzidas algumas simplificacSes e as fun-
goes testes e da base; em seguida, obtemos um sistema algébripo
ndo~linear, e sdoc mostrados os métodos e técnicas computacionais
para sua resolugao.

No 4ltimo. capitulo descrevemos, na primeira parte, os tes-
tes realizados; a seguir sao mostrados os resultados em for-
ma grafica e as respectivas conclﬁsaes. No fim, sao descritas as
principais subrotinas usadase‘colbcadas propostas de hovos tra-
balhos.

Notagao, definigGes e calculos auxiliares sdo  encontrados



nos apéndices.

1.4 CONDICOES DE FRONTEIRA E PARAMETROS FISICOS E GEOMETRICOS

Colocaremos as condigOes de fronteira e consideraremos -al-
guns dados e relagOes entre parametros fisicos e geométricos.Pri

meiramente analisaremos as condi¢Oes na fronteira:

a, fundo do cadinho; 0<r <b,z =0

Q»
|
i

o

u=w=0; v=u_.1r ;7T=T17T ou

y]
az
N

c. superficie -livre': a <r <b,z =4d
w=0 3;230u/Rz =3v/Rez =3T/HRz =70

d, cristal; a <r <b/2, z =d

e. eixo de simetria ; r =0, 0 <2z <d

;:.
i
<
I
(=
w .
|.a
>
H
i
o2
]
~
QI
R
[
fe}



Tendo em conta a eguagao (2.5.8), ¥ = 0. sob todo o contor-
no.

Alguns dados tipicos do modelo s3o:

a=0,001 - 0.03m ; b = 0.025 - 0.05m ; d = 0,05 ~ 0.1m

€
]

0 - 10rpm ; W =50 = 50rpm

Pr = 0.015 - 0.09 ; Gr=26x10 -9 x10

I

Re = 1300 - 5350 ; Re = - 1500 - 1500
A relacao entre os parimetros geométricos & a seguinte:

a/b = 2 : a/b = 1/2

dagui podemos fixar valores para a, b e d como segue:

Os valores para as propriedades do fluido sao os seguintes:

T : temperatura de fusdio 1511 °K

p: densidade (1518 °K) 5.71 x 10° Kg/m"
- 8: coeficiente de compressibilidade térmica 1.89 x 10-4 1/°K
. . , s -7 2
v: viscosidae cinem&tica 5 x 10 m°/s
cpt capacidade calorifica -~ 507 1/°K.Kg

k: conductividade térmica 15.15 w/m K



CAPITULO 1II

2.1 AS EQUACCES DO ESCOAMENTO [ 51, [9 ]

0 escoamento de um meio continuo & governado pelos._princi—
pios da mecdnica classica e da termodind3mica. A aplicacgdo das
leis de conservagao de massa, momento e energia fornecem as equa
¢Oes basicas para dgscrever o escoamento, as quais formam um con
juﬁto de equagoes diferenciais parciais.

As formas nao. conservativas destas equagdes sao respectiva-

mente: a equagao de conservagaoc da massa:

a equacao de conservagao 4o momentums:
-+ ) :
pu/Dt -V . o=F%F - (2.1.2)
a equagado de conservagao da energia:
PDU/DEt - g : Vu+ V . g =0 (2.1.3)

onde:

ol 1/Dt =3[ 1Rt + (1 .9 1)
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As equacdes acima estao baseadas numa descrigao euleriana.
do fluido; isto &, as propriedades caracteristicas do meicp , U,
T, etc. sac consideradas como fungdes do tempo e do espago ‘num
sistema de referdncia inercial. )

Devem se acrescentar as equagoes constitutivas para o ten-
sor de tensdes g para o vetor de fluxo de calor a. A relagao
para ¢ & expressa como a soma das contribuigdes do efeito esta

tico da pressdo e do tensor de tensdo Vviscoso Z proveniente da

deformacao do fluido durante o movimento, assim:

g=-pI+z - _ (2.1.4)
Estamos interessados apenas nos fluidos newtonianos;fluidos
nos guais o tensor de tensao viscoso & fun¢3o linear de  tensor

-~ —~ . =
de deformagdo D. A expressac de ¢ em termos de D e de Vu

-

-
1=

-

2 uD + AV .ouy 1 (2.1.5)

oy
I

onde 1 e A sao coeficientes de viscosidade e D estd dado.

D= 278 + (7))

Para o vetor % assumimos que o fluido obedegca a lei de
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Fourier para a condugac de calor:

>

g = =k VT : , (2,1.6)
onde k & o coeficiente de conductividade tdrmica,

Trataremos de um fluido imcompressivel que se caracteriza

pela seguinte condigao:
v.u=o0 (2.1.7)

0 fluido & dito com divergéncia livre e a eguacao (2.1.5)

simplifica-se, pela hipotese de Stokes e incompressibilidade a:
i -

€ =21 (2.1.8)

Se introduzirmos a condigao de imcompressibilidade (2.1.7),
também chamada equagao da continuidade, na equagao (2.1.1) obte-

mos:
Dp /Dt = 0

cujo significado & gue a densidade permanece constante na traje-
t8ria da particula de fluido.
E necessario também considerarmos uma equagao que relacione

a energia interna especifica com a temperatura.
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U = cpT (2.1.9)

onde s & a capacidade calorifica.
Substituindo nas eguagdes da conservacao do momento'(z.l.z)
e da energia (2.1.3) as equacCes constitutivas (2.1.8) e (2.1.9)

correspondentemente, temos:
PDE/DE - T.(-p T + 2 wp) = £ (2.1.10)
pchT}Dt - (—é I'f 2 wD): V4 -.kaT =0 (2.1.11)
as formas conservativas das equagdes acima sdo:
p3UNL + pU.VU - V.(-pI + 2 WD) = | (2-.1.12)
Pcp 3aT/AL + pcpﬁ.VT—(-pI + 2 ug):vﬁ - kAT =0 (2.1.13)
definimoe a fungdo dissipagao viscosa como:
& = o:vd = (-pI + 2 uD) : V4
que de acordo com as hiééteses simplificadoras ja mencionadas |,
serd desprezada.

Considerando a equagao (2.1.12) no caso em que | seja

constante e levando em conta a equagao de continuidade obtemos a
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equagdo de Navier-Stokes..

-

: “pBU/It + ﬁ..vﬁ)_+ Vp - udl = f

Para baixos niimeros de Revnolds (Re<< 1), desprezando o ter

- - > :

mo convectivo nao linear u.Vu obtemos:
- -
p3u/ot + Vp - uaﬁ = f

com a equagac continuidade

e com condi¢Ces na fronteira(por exemplo condigoes de Dirichlet)

em &80

(=13
H
Qa+d

definem o sistema de Stokes

2.2 AS EQUACDES EM COORDENADAS CILINDRICAS POLARES [ 2 1

LY F— N )
Em consideragac a geometria do modelo escrevemos as equa-—

¢Oes em coordenadas cilindricas polares.



Nestas coordenadas os diversos termos das equagles sao:
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Fazemos uso de uma das hipoteses simplificadoras: a axisime

tria,

Para um escoamento axisimétrico, obtemos as seguintes

pressoes:

=
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02 ' 2 , 2
-+ 3,1 3(ru) . 3°u 1 3({rv) 3 v 1 39 r3w 3 °w
Aa = |(—(= + ), @ {= + (S = == + =—=)
dr'r ar 322 r 9r az2 rar r 5z
2 .
Gt = [uGE - T e, (XL L0y, ey
Z.%u  u, 3w
V.o =57 *r vz
2 3p

p = (52, 0, 5B

8T arT

AT = (B_r' 0, B_Z)
- 9T ¢ T
u.vT f u T + w 3z

agora, as equagdes (2.1.7), (2.1.12) e (2.1.13) vac ser escritas,

nestes termos.

Assim teremos para a equacgac da continuidade:

w
=

(2.2.1)

|
+
Ri1gS
+
&
l
(=)

o
[
L=
N

a equacdo do momentum para cada componente pode ser expressa Co-

Mo
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2 2 2
3u du_ v~ Ju, 9t du, 23u ,u 2u 3w - -
pa t+ (U‘ar r*'”az)' (2 2+r ST 2 2+-—-—2+a - 3z fr (2.2.2)
. Ar : r° 3z
,0v, (uuver v 3%viiov v, v (2.2.3)
ot r r 3z 3r2 rar r2 322. 9
pa_W_}_ (ug_?f+w§.?g) +§E_ ('ﬁv.;.é 3_W ..:!: §E ____3 zu l 3W) +2_2- f 2.2.4
3 5r a2 e a2r3rr32323rr3r ol 2 (2.2.4)

a equacao da energia e:

2 2

aT T 13T 8°T
(_ -+ 1.1— ) k(-.._ + = = _..........) = 0 : (2.2‘5)
p ot ar Bz 3r2 r ar 322 : |

Com relagao as forgas externas, apenas a forga de gravidade

& considerada, assim:

2.3 A APROXIMACAO DE BQUSSINESQ

Em'convecgao livre, a variagao da densidade com a temperatu
ra deve ser considerada, Na aproximagao de Boussinesqg, todas as
propriedades do fluido sdo independentes da temperatura com a
finica excecdo da densidade onde ela intervém nos termos que le-

vam em conta as forgas de flutuagao do fluido.



Para obter a relagdo densidade-temperatura fazemos o desen-

volvimento de Tavlor da densidade em fungao da temperatura, no

ponto correspondente a temperatura de fusao Tm'

- 3p -T )+
p o= p (T )+ 3(T ) (T-T )+...

consideraremos somente os dois primeiros termos; assim temos:

o =p(L - B (T-T)) (2.3

onde B . & o coeficiente de compressibilidade do fluido.

2.4 ANALISE DIMENSIONAL

Com a finalidade de introduzirmos nilmeros adimensionais ti-
picos que caracterizam o escoamento, faremos a adimensionaliza-

cao das equagoes.

ApSs escolhermos os par@metros caracteristicos obtemos as

varidveis adimensionalizadas:

r Z
r*:— z*:—
b ' b
bu bv bw
u*:——'v*."..—— ;W*=—
v v v
vt
* = e
t 2

i)
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(T-T )
T = I';
(T -7
2
_ gl b 2
p* = (p + ppgz) = v
- “m
ﬁfe = 32 4+ ...].'_ 3 + 32
'*2 ¥ * :\-2
or r 3r 3z
Substituindo os termos correspondentes e considerando a

aproximagao de Boussinesq obtemos para as equagdes de Navier-Sto

kes:
- * '
__]_.; a(r u*) + 3W* = Q : _ (2.4.1)
r or oz
3 u* Lo u* SBu* v 3D k* u* =
- + 1 - + w = = = + *—ﬁu+*2—0(2.4.2)
ot or 3z r 3r r
* * ' * * * * *
r Z r r :
* 3 * * * * ® .
AL A AL A S N e (2.4.4)
3t 3r 32 32 '
* * * 1 * * .
L e L (2.4.5)
ar ar 3z r '
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onde Gr e pr s@o os numeros de Grashof e Prandtl respec
tivamente.

Almagnitdde do nimero de Grashof determina a importdncia
das forgas dé flutuagao; entretanto um nﬁmero de Prandtl pequeno

indica -a predominadncia da condugao sobre a convecgao.

2.5 A FUNCAO CORRENTE-VETOR VORTICIDADE [ 5 ]

Consideremos o problema de Stokes:

Q2

> X :
i } —% - uﬂﬁ + Vp = £ 3 V.4 = 0

. N . -+ >
com a seguinte condigao . na fronteira: u =g em 30

Este problema pode ser reformulade em termos do vetor vorti

cidade:
' (2.5.1)

-+ >
w =V xu

para isso, o operador rotacional & aplicado na equagdoc acima e o -

termo gue contém a pressao desaparece:

EY

3
¢

> -
I - uhw = V x£ (2.5.2)

r.'.

esta equagao pode ser associada com uma outra em termos do vetor

fungdo corrente ¢ definido por:
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(2.5.3)

que cumpre automaticamente com a condi¢d6 de incompressibilidade
->

V.u = 0.

Se aplicamos o rotacional em (2.5.3) obtemos:

AD + @ =0 (2.5.4)

guando o escoamento € bidimensional, ou para fluxos tridimensio-

e
nais axisimetricos, o vetor ¢ tem uma componente normal ao pla

no do fluxo. Assim 

A =9 x (y ¥ (2.5.5)

U -
onde k & o versor

unitirio normal ac plano do fluxo e

v e

U -
uma fung¢doc escalar. Neste caso, & =wk e as equagoes (2.5.2) e

(2.5,4) se transformar3o em equagdes escalares:

Jw _
PyE — uwhw = £ (2.5.6)
AY +w =20 ; (2.5.7)
também as condigoes de fronteira devem ser transformadas
—)~IU
Yp = J u.n dar (2.5.8)
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Y = 4.n - (2.5.9)

Assim notamos a diminuicdo do numero de varidveis e que a -
pressdao nao aparece explicitamente.
Vamos expressar as componentes da velocidade da equacgao

{2.5.5) como derivada de ¢ em coordenadas polares

Q2

3_12

z’

HlH

) : (2.5.10}

M=
@

U= (dw = (- =

onde u e w s30 as componentes radial e axial da veloc¢idade.,

A eguagdo de continuidade & satisfeita, ja que:

%]

2

9w ,u 3w _law 193¢ 123y 1293 3
ar r 3z r §3z3rxr r2 3z r2 a2z razir

Para ¢ calculo de ¢ , derivamos em relagao a z e a r

respectivamente cada uma das componentes de (2.5.10)

Ju _ .1._312
3z r Bz
' 2
dw _ _ 13w 13 W
ar r2 ar - r arz

obtemos:



23

2
3y au 3_y dw

= Y— ; —-r_.. +w
az2 3z 3r2 r

e somamos as dua ultimas expressoes para obter:

. _3u, 3w |
= =T— + e
Ay g trsp tw (2.5.11)
esta equagao deve ser resolvida .com condigles de fronteira apro-
priadas.

As curvas ¢ constante si3o as linhas de corrente “parat o
fluxo estaciondrioc correspondentes as trajetdrias percorridas pe

las particulas do fluido.



cAPITULO IIT

3.1.1 Ajum=exemvlo:introdutério

A fim de apres-entaxl': o método, tor;1amos o problema (estabelecido.
no capitulo anterior) de determinar a solugao para a fungdo cor-
rente oue satisfaca(2.5.11) com as correspondentes condiges de
fronteira. 0 lado direito dessa ecquagdo & calculado a vartir da
resolucdo do sistema determinado pelas ecuag¢des(2.1.7}, (2.1.12),
{2.1.13) para o caso estacionario. O'probiema referido pode ser
formuladd assim:

achar u(x) tal aue

u =20 em 39 , (3.1.1.1)

onde @ & o dominio do fluxo e a fronteira 32 & continua.
Chamamos uma solucao clissica, a uma fungao u(x) € CZ(Q)ﬁ'Cotﬁ) que sa—
tisfaca(3.1.1.1) . Uma outra formulacao deste problema, demandari menos regula

ridade na solugao..

Suponhamos cue u seja suficientemente regular, nor - exem—

~plo, u G'HZ(Q) e f¢€ Lz(n). Muitiplicamos o residuo de(3.1.1.1)
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por uma fungao teste (pmeso)l vy € H} e integramos em &, temos

- Au vdx - fvidx =0

Q i

integrando por partes obtemos:

: 1
Vu Vvdx = f vdx o v E Hu(ﬂl (3.1.2.1}

2 . Q
Nesta Ultima forma, aeadgénahidb-axﬂinuﬂkxkaaxne a soluga u dimi-
nuiu e levando em conta (3.1.2.1) reformulamos o problema como se

gue:

Achar u € H}(Q) tal cue:

aluv) = (£,v) , v VE i (@) _ (3.1.2.2)
. L°(Q) 0 '

sendo:

a(u,v) = Vu . Vv dx e (£,v} 2 = £ vdx
. L™ ()
Q Q
' Se a funglo uw € HI(®) & a solugdo de (3.1.2.2) for suficiente

mente regular (u € C2(.Ql N C0 (21} ela & tambem solugao de (3.1.1.1).



3.1.3 - A FORMULAGCZO POR MINIMIZACEO [ 10 ]

Consideremos o funcional J(v) definido em Hnl (Q2) por

J(v} = % .|VV12 dx - £ vdx
Q Q

Pode ser mostrado aue o problema (3.1.2.2] & eguivalente ao
problema de minimizagao:

Achar u € H}(Ql tal gue

J) <. IL v veEH (@

3.1.4 ~ Formulagcao anroximada

Faremos a formulagdo aproximada de (3.1.2.2); isto €, formu-
laremos o problema num subespago de dimensao finita VhC' Hi(n)'
para obter uh(tma solucdo aproximada de u)conhecida como a:apro
ximacao de Galerkin. |

‘Consideremos uma base de?'vh;{¢i(X)}§=l ; a solugdo aproxima

da u pode ser escrita em termos dessa base:

N -
u, = zl 6,9, (x) (3.1.4.1)
i= .

e deve satisfazer a equagdo:
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a(uh.vhl. = (£,v) vy € V- (3.1.4.2)

Considerand” (3.1.4.1) temos:

N . .
al 2 a0y o 05) = (£,65) L.<ji< N
i=l
agora o. problema torna-ge 0 de achar 6‘[ = (al, cesus d’N) que sa
tisfaga
A .a‘ — ]_; (3.1.4.3)

onde A & uma matriz cujos elementos sao.dados por:

. — f ¢ =

Para que o sistema (3.1.4.3)seja de facil resolugdo, devem ser
levadas em conta aléumas consideragdes relativas & construgdo do
subespago de aproximagéo Vi © método dos elementos finitos for-
nece uma técnica para a construgdo das fun¢gSes da base ¢,. O do-
minio Q & avnroximado por @, formado pela uniao de subregioes sim-
ples {triangulares ou guadrangulares) ,c‘narrvac:"ioé de elementos finitos.

Assim



Fal}
1
Cm
2

onde E & o nimero de elementos £,
As fungdes ¢, s8o polindmios por vartes construidos median

te poliromios definidos em cada elemento(as funcles de forma) de mo-

do aue o suporte de o5 seja compacto .

3.2 = ELEMENTOS FINITOS MISTOS [ 7]

Consideremos um funcional J definido sobre um espago de
m ~ .
Hilbert (_H’Tl (_Q):HO.(Q) sdo exemplos tipmicos) com um produto interno

(.;.) enorma | |.| | =V (.,.). Desejamos achar u € H tal cue:
J(u) < J(v) vEH J:E + R (3.2.1.1)

Se J & diferencidvel({no sentido de Giteaux) & possivel cal

cular a primeira variagdo de Gateaux de J através de:

< JV(u),v> = 1lim (J{utev) - J(u}) /e _ (3.2.1.2)
' e+0 .

onde <,,.> denota a dualidade em H*X H, observe aue. se H* e 0 dual

topoldgico de H entao J'{(u) € H*, -
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0 funcional J possui um panto crftico em ue€H se a pri-

meira variagdao de J se anula em u , ou seja
<J'@,v> =0 ¥ VEH (3.2.1.3)
0 gue & eguivalente a:

J'{ul =0 (3.2.1.4)

No paragrafo anterior o funcional era minimizado em todo o
espa¢o H; freaguentemente encontramos problemas nos quais a mini-
mizacdo & feita apenas num subconjunto de H caue satisfaz certas

restrigdes tais como:
Bu = g B:H > Q - (3.2.2.1)

orde B & um operador linear continuo H e Q sao espacos de Hilbert.
0 metodo dos multivlicadores de Lagrange nos permite . .mlnlml—

zar Ooutro ﬁmunxxmﬂ.sobre o espago total H. IntIOdU21EDS © espago Q*{o dual de
Q, o gual denominamos de espago dos multinlicadores de Lagrange) ;

e um novo funcional

L:Hx Q* -+ R definido por

L{v,gql = J(v}] + [g,Bv - gl _ (3.2.2.2)
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onde [.,.] e a dualidade entxre Q* x Q

A primeira variacdo em (u,p) € H x Q* &

< L'(u,p), (vigl> = < J'(u),v> + [p,BV] + [q,Bu-g] (3.2.2.3)

'H x Q*

onde <.,.> H x Q% & a dualidade entre (H x Q*)* x (H x Q¥%).

Exigindo cque (u,p) seja tal aue < L'{(u,p},v,qg> se anule

para todo (v, q) € H x Q* obtemos a formulagao variacio-
nal:
. < J'(ul,v>.+ [p,Bv] = 0. ¥ vV EH
{a,Bu-g] =0 v g € Q* (3.2.2.4)

onde a primeira componente u & a solugac do problema com restrigdes.

3.2.3 = 0C© 'Pr‘o‘b‘l‘ema_ de Stokes

Consideremos fluxo bidimensional de um fluido imcompressi

vel newtoniano fluindo lentamente; se o dominio do fluxo & regular e

limitado, energia total &

N

JV) =
Q .

- - .
sendo v ¢ a velocidade
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onde assumimos gue ;II‘ =0, e fé’(LZ(Q)lz .

Neste caso, o espago das fungSes admissiveis & CH:(ﬂllz. J3a aque

o fluido & incompressivel, a nossa restricdo &:
P.v=0 em Q
0 gue significa que o operador de restricdes B esta dado por:
BY = 7.5, B:‘(H:'(Qllz———*l-z(m ; {3.2.3.2)

e podemos tomar Q = Q% =.L2(Q), e entao

> o,

[q,B$I = a V.v dx =.(q,B$) - (3.2.3.3)-

Q

> - . 2 o - .
onde (g,Bv) & o nroduto interno em L™ (Q) ; se a e suficiente-

mente regular

[a,BV] = | V a.V dx . (3.2.3.4)

0

Para a formulagdo do método dos multinlicadores de Larange intro-

duzimos:

Ll @) ? x L@ — R
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L(v,q) = J(v) + [a,BN - (3.2.3.5)

considerando a primeira variag8o e a. condigdo necessaria para pon
o » : [y Y g
to critico, o valor estacionfirio de L em (u,r] €HxQ deve

satisfazer o sistema:

uVE:V$ dx - 12 V.?rdx = f.? dx ¥ v e (%?(9132 {(3.2.3.6)}
0 0 ' a
q.ya.dx =0 ¥ a€Q o (3.2.3.7)
0
e se u e p sdo suficientemente regulares, via fOrmula de

Green obtemos a formulagao qléssica do problema
-u AQ + Vo = £
vVi=0  em & (3.2.3.8)
u=0 em 30

o multiplicador de lagrange tem uma interpretagdo fisica: & a pres

sdo do fluido; aue & determinada menos de uma constante.
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3.2.4 - APROXIMACEO POR ELEMENTOS FINITOS

0 -método doé elementos_finitos.baseado nas formulagdes  por
multiblicadores-deIagnr@e s3o chamados de métodos de  elementos
finitos mistos. Nessés métodos procedemos de maneifra usual, cons-
truindo subesnacos de dimensao finita g de (ﬁllz e Qh de Hl.

A {inica peculiaridade nesta formulagdo & gque devemos : aproximar

em cada elemento a solugac u e o multiplicador de Larange.

A nossa aproximagad consiste em achar'{ﬁh,Ph} e ul x Qh tal
que:
> - : > a - > h
u Vu ¥V, dx + | Vo, .V dx = _f.vhdx ¥ % €H (3.2.4.1)
Vg, .4 dx = 0 £ € ot (3.2.4.2
qh- h X —‘. h ( - - . )

Para gue © problema discreto ndo apresente prbblemas de esta
bilidade e convergencia quando h + 0 ~os subespagos de aproxi
mag ao Hh e 0P devem ser escolliidos de tal maneira aue satis-
facam uma condi¢3o de compatibilidade. Essa condigdo, gue & um re
guerimento critico para a estabilidade do métodd,é-a satisfagao
da ineauagac de BABUSKA-BREZZI.

o] = -+
Para esse fim, as anroximagoes da velocidade u, e da pres-

h
sao Py devem ser construidas seguindo as seguintes regras:

a., - na construgdo da malha podem ser usados elementos Qe trian
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gulares ou retangulares.

b. - as anroximacdes para a velocidade e a pressﬁq devem ser con-

formes (Col.

c. - i) se o elemento & triangular (uﬁ,vhl sa0 polinomios quadratitos
por partes completos em X,v e B & linear.
ii) se o elemento & quadrangular,(uh,vh);séo.produtos tenso-
h

riais de polindmios ~auadrdticos e Dn, & bilinear.

O esguema da aproximag¢3o usado neste trabalho estd ilustrado

na figura abaixo:

o- o o —0

O '(f |
o———0 LL, — ' 0
(u}fyh} Py,

Pode ser mostrado gue as velocidades de convergéncia sdo de

ordem &tima com esta escolha.

3.3,1 — QUADRADOS MINIMOS [ 6 ]

3.3.1.1 - Solugdo pelos cguadrados mfnimos wara o problema de Di~

" richlet mi3c linear.
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A fim de introduzir o mdtodo para a soluclo de problemas ndo
liheares em mecénica dos fluidos, consideraremos primeiramente um
problema mais simples: o problema de Dirichlet ndo linear, cue se
rd formulado usando o método. dos cuadradeos minimos juntamente com
o método do gradiente conjugado. | |
| O problema modelo pvode ser colocade assim: achar u € Hi’ (Q)

tal que:

AU - T(u) =0 em 0 _ (3.3.1.1)

u=0 em 9%

com T:Hi(ﬂ)——~—-—+H‘l (2); onde T(u]l] & um operador nao linear e
gt (2) & o dual topolégico de H}(Ql .

..Uma formulagao deste problema por aquadrados minimos - Tequer
que a fungdo u minimize o residuo num conjunto & fincdes admissi-

‘veis da equac®o(3.3.1.1) na norma - L2 ; O que & equivalente a:

min | |av + T(v) ]2 ax , (3.3.1.2)
vev
Q

onde Vv & o espago das fungdes admissiveis.

Introduzimos uma nova variavel E atraves de:

—.AT-,' T (v) em £

(3.3.1.3)

E=0 em 3%
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A expressao (3.3.1.2) pode ser escrita como:

Jin e -0 1fax , (3. .1.4)
_ﬂ
onde £ & uma fungdo ndo linear de. v, definida por (3. .1.3).

Esta formulagao, de acordo com o indicadeo em [ 4], conduz a
problemas de convergéncia, devido a |, norma escolhida com a

definigdo de £ ndo ser apronriada.

Uma alternativa, ainda usando guadrados minimos, seria consi

derar
1 |ve(w |2 ax (3.3.1.5)
v € H;CQ) i Tt
Q
onde E(WE € Hj(n)) & introduzida através de:
AZ = AV + T(v) em Q
{3.3..1.6)
E=20 em 3N
- se definimos a J: H}(Q)—————-+R como ;
1 { 2

2
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a formulacdc acima sera eguivalente a:

achar u € Hltﬂl tal aue
J(ul'__f " J{¥v) vy VE Hl(ﬂl ; (3.3.1.8)

Para resolver este problema € indicada uma variante do método dos
~gradientes conjugados. Numa etapa deste algoritmo (a corresponden

te & construcdo da nova diregdo de descida) & necessario resolver’

um problema de Poisson; dai ser muito importante ter um eficiente

"resolvedor” da eguagao de Poisson.

3.3.1.2 A'Solugﬁo:paraias'EGanﬁeSﬂde Navier-Stokes

Consideremos agora o problema nao linear- gue . surge das
ecquagdes de Navier-Stokes. Para o caso estacionario e bidimensio-

nal temos:

-y AD + Vp +pu.vu =

> em £ (3.3.2.1)
V.u =0
3

¥
i
S ad
§

Uma formulag3c pelo método dos quadrados minimos é:

=
" Achar u € Mg ‘tal aue

@) < I v C oM (3.3.2.2)

CL:QI; o o E

- BIBLIOTECA CENTRAL
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onde
Mg'='{§r’/$ e @won?,vv=0, _.*v=_§. em 30}
sendo
I = u/2-‘ C|vE@wl] ax (3.3.2.3)
L9
onde E(V) & definido por:

~uAE - Vp = —uaV + V.YV - %} |

Eaa
]

v. o

g =0 em 3,

Podemos perceber que 3 & obtido ‘resolvendo este problema de
Stokes e que esta-formulagao & uma generalizagdc do problema de
Dirichlet nac linear apresentado anteriormente.

Novamente se propde o método dos gradientes conjugados. Em
cada iteracao devemos resolver varios problemas de Stokes; logo ,
precisamos de um eficiente "resolvedor" do vroblema de Stokes. Um
"método para resolver o problema de Stokes pode ser encontrado em
[‘6 . . Este método consiste em achai a solugSo de um nimero

finito de problemas de Dirichlet e a solugSo de uma ecuaco inte-
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gral com valores na fronteira. Este métode pode ser “implementado

usando elementos finitos. -

Nas fo:mulaQSes variacionais, a condigd3o = de  continuidade
V.0 =0 deve ser satisfeita, aldm das equacCes de momento e
energia. Essa equagao pode ser considerada como uma restrigao e
assim & requerido gue as solucbes admissiveis . a satisfa—_

gam,

Definimos o esnago ﬁ&(ﬂl, subespaco de 1 (2)) onde & sa-
o

tisfeita a restricdo de imcompressibilidade

-

Mo = e (H:(Q))Z . V.3 = 0}

Colocamos,como & usual, a formulacac variacional, para  uma

fungao teste v aue satisfaca V.v = 0 e temos:

- | walYax+ | pvax=| Evax  vewMm(@. (3.3.2.1)

Q o Q
Fazendo uso da férmula de Green-Ostrogradski obtemos uma ex

pressao simplificada

y | Va:vv ax = | £.¥ ax (3.3.2.2)

LY
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na gual temos somente como incdgnita o vetor de velocidade, 3

<+ A

que o'termo.que continha a préSSEO p . & maltinlicado por 7.
e se anula automdticamente. -

Para reéolver 0 p:oblema aproximado por elementos finitos de
vemos construif un subespago Qe aproximagﬁo Mnh(ﬂl_c-Mo(Q) usan-
do polinomios por partes tal que V.Eh'= 0. |

A satisfacao de V‘Eh.= 0 imemlica a necessidade ‘de usar
elementos especiais-e esta & a malor dificuldade do ponto de vis-

ta da programagdo e calculo.

3.3.3 < METODO DE PENALIDADE [ 7 ]

A formulagao da. divergéncia livre & feita goO=
bre um esvago M, no aqual o campo de. velocidade deve _satisfazer
+ . = - 4 » L]
Y.u = 0, com a vantagem gque a pressac e eliminada, mas com a di-

ficuldade na construqéo do subespago de- aproximagao MO que deve

ser de umé clésse especial. Na formulacac dos elementos mistos ,
a oondicao de imcompressibilidade & coldcada introduzinde um mul
tiplicador de Lagrange (acrescentando uma incégnita), e a “solugdo
fica em termos do par'velocidade—presséo(uiﬁ).

Na formulagdo pbr nenalizagdo temos uma técnica, que respei
tando a restricdo ,fornece uma solugdo sem a necessidade do calcu-
lo. da pressao, reduzihdo aséim o niimero de varidveis e sem o uso

de elementos especiais com divergéncia livre. A restrig@o & colo-
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cada na formulagdo através de um termo de penalidade.
No-problema de Stokes uma esceolha apropriada.para um funcio-

nal de penalizagcao e a seguinte:

P(A) =172 | (7.9 ax | (3.3.3.1)

Q

. ' ) N - -
que satisfaz P > 0 para valores admissiveis de u e @ zero se
N
V.u = 0.
Consideremos o funcional aue define a energia total do siste

ma (3.2.3.1) no aqual acrescentamos um termo de penalidade; assim

cbtemos o funcional da energia penalizado.

g @ = | & vdEvi- Ehax 2 | 9.92% ax (3.3.3.2)
E 2 : 2¢ |
0 Q
~onde € & um parametro positivo.
Igualamos @& primeira variagdio de J_ a zero e obtemos o sg

guinte problema variacional:

bo| VRV dx + % 7.0 9.9 dx = | £.¥ dx ¥ v € H(3.3.3.3)

Q L9} o

e portanto,-se u_ minimiza Jg tanbém & solucdo do problema variacional.
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A formulagao aproximada de (3.3.3.3) &: achar Ei_ tal gue

u| VaE:v¥pdx + 2 | VOE v.Vpax = | Efax v vpe B,  (3.3.3.4)

Q Q Q

onde H_ < @ (@,

Um inconvenientepara este método ocorre para valores de ¢
peguenos. Embora o termo de nenalidade esteja adecuadamente defi--
- nido para o problema continue, ele ni o € para o discreto. As condi-

g > . x _)I LY L3 I r
¢oes impostas no funcional P(u) o define como sendo semidefinido
v . R > >
vositivo (P(u)> 0 se V.u=0 e P(ul =0 se V.u=0). Na
passagem ao problema discreto, em geral, a aproximagao para o fun
. > = - ‘s ~ st
cional- P (u} sera definida positiva e as solugoes uh irao pa

ra zero guando & > 0.

Uma técnica, conhecida como integragao reduzida gue & apre-

sentada em [ 7 ] melhora esta fbrmulagéo.
3.3.4 - FORMULACEO VARTACTONAL PARA A FUNCEO CORRENTE-VORTICIDA
DE. [18 1]

Em duas dimensdes temos uma maneira f3cil de obter uma solu-
¢80 aproximada usando a fox_:mulagao- em termos das novas variaveis:
fungio corrente e vorticidade (y,u). |

De fato, uma formulagdo: variacional para o problema de Stokes &:achar

Yy € H:(Q} e w€H (2) tal gue:
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ul (Vxw.vx )ax = | (F.yx)dx _E'Hj'(ﬂl (3.3.4.1)
Q y)

ol dx - | (Vxy.9x1mdx me ul@ (3.3.4.2)
_ . | 0
lg Q

Podemos obter, a partir deste sistema, a formulagdo anroximada

. ' . o~ 1 1
construindo o0s subespagos de aproximacao de H e H .
. 0. 0

A formulacao(y,w) em 3-D e feita em [18] e um tratamento

mais extenso em [ 7 1.

3.4 - FORMULACAO VARIACTONAL MISTA PARA O ESCOAMENTO NAQ ISOTER- -

MICO.

~ Colocaremos o problema com condicOes de fronteiras gerais.

3.4.1 -~ Caso Estacionario

As equagoes a congsiderar sao, ainda na notagao do cap. I

r

+
Vv.u =20

< V.(-p I + 2uD) + f = pu.v1 ] (3.4.1.1)

pcDG.VT =k AT : em Q

N



44

...y. > r_..

(-p T + 2yD)A =9 em T

< | |
T = TO en ?a

VT.H = T

k LI1 = Ql em Iy

Por simplicidade, vamos supor gue e (L2(9113; e e limta
do.

Definimos:

<
Il

W/ e w3, =0 em r) (3.4.1.2)

em 1‘*0} © {3.4.1.3)

i
=

- 84 ='{s/s € Hl(n) s S

Multiplicando as eauagGes (3.4.1.1) pelas fungoOes testes g,
vV e s ‘respéctivamente e integrando nor partes (isto e, aplicag
do a formula de Green—bstrogradsky nos termos gue contém deriva-
das de maior ordem) ohtemos a formulagdo fraca das ecuacOes gue
escrevemos a Seguir: .
achar &, T, p} € @) ? x el@ x L2 tal gque 4 = g, so

bre T , T ='T0 sobre f& nue satisfaga

V.l qdx =0 - ¥ g€ H' (3.4.1.4)
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[ .
(-p I + 2pD): V¥V dx + | pU.78.V dx =
la g
:
=|tFax+| §.5ar v Ve \iﬂ | (3,4.1.5)
!
A L ‘T
pcpﬁ.v'r sdx+ |k VI.Y sdx=| Q sdl ¥ s € 55. (3.4.1.6)
Q F

3.4.2 = Formulagdo Aproximada

E preciso definir os espacos gue serac usados na formulagao

aproximada. Tomaremos

Sh

se g, = 0 obtemos Von

_ ‘ .
TOh sobre T

0
|
o
m
mn
oy
0
ng
[

il

_ _ 2 > . '
v "'Wh €V, . Yy gop SObTe Fo

} (3.4.2.1) .

} (3.4.2.2)

- ~, .
se TO 0 obtemos SOh H Jon € TOh sao uma apropriada

aproximacao de 30 e T4

A formulag3do aproximada por analogia serd

fatta sobre os
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espagos de dimensao flnita dEfinidOS‘ aCima. Devems achar

. : .
{Uh_r Th 1P } e th X STh X Qh » tal gue,

V.uh Ty dx = 0 ¥ a € Q | ' (3.4.2.3)
Q2
[ ) )
' e + > + >

(—ph T+ 2p Ehl.‘?vh dx + | puy.Vu,.v,dx =

¥y _ Q
= > ' > ) :

fh.vh dx + 9?1'vh dar ¥ i € vh (3.4.2.4)

/2 I"

-5
pc_u YT, S _dx + | k YTy, .VTy, dx =

=] Q. 8, dT ¥ s €58 (3.4.2.5)

Oh

3.4.3 = Caso Nao Estaciondrio

E possivel reduzir o problema nd3o estacionaric a um sistema
de eguagCes diferenciais ordini8rias, ror meioc de uma discretiza-
¢3o espacial.

Escrevemos © problema dependente do tempo a seguir:
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V.d =0
' 33 + _> o
% PET + U.VU = V.(-PI + 2upl + ¥
_ aT s _ : . _ i
hch 5T + pcp u. VT = k AT em Q | (3,4.3.1)
0(x,0) = Uy(x)  em @
> +
u = go(x,t) em Pn

L
g, (%, t) em T

]

(- pI.+ 2#9)%'

4
T(x,0) = (x] em @
T =T (x,t) em T
0 : 0
VT 9] _' . oy

Procedendc de maneira similar ao cue foi feito para o proble

ma estacionarioc obtemos uma forma semidiscretizada{no espago) des

te nroblema:

achar'{ﬁl(t), Th(t), ph(t)) = Vgh(t) 2 STh(t) X Qh tal aue:

Vi @ dx=0 ¥ g €0Q (3.4.3.2)
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> _
£ Q
' > > L ->
+ | P uh.Vuhdx = %h'vh dx +
Q Q
+ -+ +
+ glh(t).vh'dr ¥ Vi € VUI; (3.4.3.3)
Ty
3T .
— dx + u. . dx +
cp 3t °n pcp h v:h *h
Q g
+! k VTh.V Sy dx = th(t)sh ar . Sp € SOh (3.4.3.4)
Y4 ' T,
P -+ -+ + . e
= v, € ’ = t .
com Vgh {(t) { N Vh v |I‘ gOr& 13
\ _
=’ € . =T t
STh(t) { Sy sh s, : Oh(" 1}

sendo 3011“‘“ TOh(tI; %lh(tl e th_(t) apronriadas apro'ximagaes.
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de gy(x,t); Ty(x,kh; § (x,£) e Q (x,t) e sendo
4, (0 - % T (0) = T,, dados 4 bl a K &
uh( ) = Uy ¢ Tp = Ty, dados do problema onde u,, a

e ! -+ . .

aproximagao de u e T0 de TO’
‘Para obter o nroblema totalmente aproximado devemos fazer

- uma conveniente discretizagd@o no tempo; assim o teremos em uma
forma computacionalmente adeguada. Com esse fim sao pro-
postos diferentes esquemas dos guais apresentamos' a-.seguixr o esque-
ma semi~implicito de Cranck-Nicholson.
- ->() + -

= u
Dado u oh ¢

' +n+l
para n > 0, obteremos - u?l 2 vartir de 3?1 resolvendo

o sistema seguinte:

qn+l/2 o oax = 0

Voh T 9% = ¥ g €0 (3.4.3.5)
0
(an+l - u)
P’ h X0 h . ;h dx <+ (—p§+l/2 +_2u92+1/2):$h dx +
o 0
»>n+l/2 +n+l/2 = _ ntl/2 - sn+l/2 + ' B c v
] puy A Y _dx = %h .vhdx + Iin Vi dx ¥V Von
o : Q T,

(3.4.3.6)



+1 n
(7™ ™) :
- _ h +u+tl /2 ut+l/2
pcp RE ~ S dx + pcp u, .VTh Sy
L Q
h+l/2 _ n+1/2 c
+ k VT Vs, dx Qy - 8, dr # s, € Sop
I,
c¢ >N+Ll/2 n+l/2 n+l/2- n+l/2 n+l/2
com {up r Th 7 Pp b gy Stn
sendo:
+n+l/2 —>n+l -1
uy =1/2( u + h)
utl/2 n+l- n
n+l/2 _ u+l -n
ph = l/2(n + ph)
e
- utl/2
. =¥V + 1/2) At
Vgh qh((n /2)At)
n+l/2 _
Sth =83 h((n + 1/2) At)
usando as relagles:
ﬁ§+l = ﬁg + 2( ;fl/Z - Gg ) e
SR S T LA
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dx

(3.4.3.7)



Pddemos eliminar . ﬁg+1 e T§+l

(3.4.3.7).,
Q esauema apresentado t&m um erro de truncamento de

e & incondicionalmente estavel.

51

das equagbes (3.4.3.6) e

0 (at?y,



capiTuLo 1v

4.1 - A RESOLUCAQ DA FORMULACEO APROXIMADA PARA O CASO ESTACIONA-

RIO. -

Seja '{Th} uma familia de triangularizagdes de O tal que

e consideremos os seguintes subespagos de aproxima-

& = Up Ty
gdo .
='".{c1 € CO(.S??.) - E P VT.é 7. }
xh ..h A 'thrI..' lJ‘ h
_r > 0 3 = 3
vy, = { v, € (CT(™)7, vhli € (P 7, ¥ T e Th}
P o - -
Vgh ="{ Vi € Voo Vi = 9on gobre FO}
> > -
Von = { v, €V, v, =0 sobre PO}
= 0,5
Sy = { s, €C (), Sp | € Pz,w=T € Th}
Spp = { sy €5, sy, = ’I'Oh sobre FO}
Sop = I8y € Sh"sh =0 sobre F,} .

Escrevemos novamente a formulagao aproximada do problema



achar " { Eh' Py, * Th} € Vgh X S x X, que satisfacga

: &> - - > > _
(—phI + 2u Dy) Vvh dx + puh.Vuh.vhdx =
Ly ' Q
> > -+
= ?h.vhdx + | 91, % dr v v, €V,

pC “ﬁh.VTh s, dx + | k VT, .Vs_ dx =

P h*'"h
Q Q
V
Qp Sp 9F S € Son
ry
7.1 dx = 0 e X
.uh qh X = ¥ qh h

33

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)
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0Os termos

> >
91V 9 e Qp sy &F

Ty . r

gue representém a forga de contato e o fluxo de calor na frontei
ra respectivamente sao ignorados. Eles serao calculados e coloca
dos na fase da resolugao computacional, no momento de impor as
condigbes na fronteira. |

De acordo com-ds'espégos apresentados acima, as componentes
da velocidade e a témperatura serao escolhidas como fungGes de
interpolag&d‘lag:aﬁgianas biquadriticas e a pressio por bilinea-
res, as guais serdo definidas numa outra segzo.

Assim, em cada elemento teremos as seguintes expansoes
W = uj¢j PV, = vj-d:j PoWy Vst 0 Ty o= T-¢j i Pp = Pby

onde uj, V.; Woy To

3 3 50 Px sao os valores das varidveis nos nds

e ¢j e &  as fungSes de interpolacdc ji mencionadas.

0 vetor que representa as forgas externas assume a seguinte
eXpressao

z

n = {0, o,gm.g(1.+ (Th - Tm))]
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<> ~ .
e as componentes de v, §@° tornadas iguais a ¢. e =

Sh 3

como S..
i

Utilizando-se das expressOes em coordenadas polares descri-
tas no Capitulo II e considerando-se as substituigSes acima, on-

-
de v

h ‘assumird em (4.1.1) consecutivamente (¢i, 0, O),(0,¢i,0)

(0, 0, ¢i), obtemos o seguinte sistemaips subindices h em sao eli

minados) :

1 2 2.9 1 2 .2
((— E. Pkgk + -r—i u ujd’j +p(uj¢j 31.':] r.vj ¢'3 +
Qe
wiu.¢ ﬁh@' Y)Y, + (-p,E. + 2u u 'Efj)afi +
393% 3 i TV Pxk Uy gy’ 51
3¢, 295 00 o
u(wj-§£1r + uj azj )air r drdz = 0 (4,.1.4)
5. - Ly, 25y 5. 204
G vyt - TV )T o ayvyey 5l
Q
2
1 2 99,
= U.V.0, + W.V.9. ., +
r uJVJ¢J WJVJ¢J 32] ) ¢1
3. 1 3¢i Xy T
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(owioy 325+ wi M9 + o @+ ari000; +ue ey

EYy o |
s 329057 4 (opEy +oww, ££9)221) raraz = o (4.1.6)

pc (u]Tg,'b B—QR wT£¢ 3 o, +.

jor Jjoz i
Q
e
ke, 322285 4 p, 300 08y paraz =0 0 (4.1.7)
2044 1 1 o
(1:1:l Brj ¥ - U ¢ + i3 ~3) g, rdrdz = 0 (4.1.8)
. _
a

onde 1 <i, j, e <N, 1 <k < M.

Assim, temos um sistema algébrico nao linear gue pode ser

egscrito numa forma mais condensada.
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Fi(i) = -E(i,k)pk + u'[C(i;j)uj + A(i,3) Wj + B(i;j)wj)] +
plZBR (i, 3, EJujw£.+ ZBZ(i, j,L )ijg) +

+ gB 2A(i, j)Tj +tg z{i}] =0 (4.1.8)

Fz(i)=u[A(i,j_)vj + B(i,j)vj + CC(i,j)Vj - CC(j,i)Vj + ZQ(i,j)vj]+

+§[ZBR(i,j,2}ujVR + ZBZ(i,j,R)wjv£.+ ZH(i,j,R.).usz}=0 (4.1.9)

F3(i)=-D(i,k)pk + ZUA(i,j?uj + uB(i,j)uj,+ uC(j,i)wj+-mizQ(iﬁﬂuj+

- pZH(i,j,ﬁ)vjv =0 . {4,1.10)

L

+ i, A1+ i, .
pZBk(l,j,g)uJua PZBZ(l,],ﬂ)WJuE

Fo(i) = pc [ ZBR(L,3,0)usT, + 2BZ(i,3,0) wyT,] +
+p [A(i,2) + B(i,1)] Tg =0 {(4.1.11)

onde, por exemplo

20(1,3) = | 1 ¢;¢,drdz ;

as outras expressoes estac dadas no apéndice.
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As equagoes 4.1.10 - 12 podem ser representadas resumida-

mente por

> : R
.E'(ui' Vi, Wi, Ti' Pj) - 0 : l_< i_<N

onde N & o nimero de nds da malha e M o nimero de vertices.
Portanto existem(4N + M) equagOes e incOgnitas, e este @ o siste

ma que devera ser resolvido; para isto utilizamos o método de

‘Newton.

’ - N . . . .
Seja -}z = (ui;Vi;WirTi;P-j) e F= (Fl(l) er(l) IF3 (i) !F4 () IFs(l) . No

metodo, damos um valor inicial 320-, e numa iteragdo k; tendo §k obte

;k+l

mos resolvendo-~se 0 sistema

+k+1 >k + >k
X -

I (35 ¢ ) = -FE5

onde J(gk) € a matriz jacobiana de f(gk)_calculada em ;k;“as—
sim os coeficientes de J - aF, ..
) : o= k(i)

J . =
k 9%,
J j

A matriz J tem a sequinte expressao:

> > i‘r > >
Flu 1v 1w FlT Flp
3 3 -3 3 | P
Fau 2v - Fow 27 Fop
= |7 B P 3 P
J = | F3y 3v 3w 37 3p
- - -+
Fau Fav F g - Fyp §4p
1 > > > >
Fsy Fsv F o Fep Fep
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onde, por exemplo

F. = k{a+B) + p_ (ZBR u., + ZBZ w.)}.
¢ ) cp J J

4T

Os outros coeficientessdo dados no apéndice. Em cada iteracdo a ma
triz J @& preenchida percorrendo a malha, elemento por elemento "util'i_zan—

do-se o método frontal,que serd descrito posteriormente.

4,2~ AS FUNCOES DE INTERPOLACZO

Os cédlculos dos coeficientes em 4.1.8 - 12 nado sao feitos
sobre cada elemento real da malha Qe mas num elemento padrao

fixo & portanto os polinomios de aproximagéid serao definides

scbre Q.

" Particularizando para o caso de guadrilateros temos:
E,6m) = (1 + ) (1 + n)/4
€z(x;n) = (1 - x}(1 + n)/4
E5(xem) = (1 = x) (1 = n)/4
Ealxem) = (1 + x) (1 - n)/4
¢1ern) = x{(1 +x)n (1 +n)/4
$5(Xsm) = =x(1 = x) n(1 + n)/4
¢530x,m) = x(1 = x2 n (1 - nl/4

6,00 = =x(L + x) n (1= n)/4
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dfx o n) = (1= x5 n (1+n)/2

bg(x n) =-x-xQ=-n%/2

6, (s n) = =1 =x%) n (L~ n)/2

bg(x ,n) = x(L+x0A - n?y2

(1 - x)2 (1 - nz)

|

com.as seguintes propriedades:

Il
o

LA

¢j(Pi) = aij

0 elemento real e o elemento padrao estdo relacionados me-

diante a seguinte transformagao gue leva (x, n) em (x, y)

_J-x

| ¥

L}

onde (xi, v;) sdo as coordenadas dos vértices de ﬂe. Um elemen-
to definido por (4.2.1) chama-se de elemento subparamétrico.

As derivadas gue aparecem nas integrais podem ser transfor-
madas usando a regra da cadeia e essas iﬁtegrais sao relaciona-

das &s integrais no elemento padrao como segue:



f(x,2)drdz =

L4} 0

onde

@
™

>
@
"
4z
<

|
|

|| =

ar
P
Q
=
@
s |
o2
-
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£(x(x,n),y (x,n} [T |dxdn

Finalmente as integrais serao calculadas usando-se uma guadratu-

ra gaussiana de . g pontos, cuja configuragdo & mostrada abaixo:

by

(=1.1 (1,1)
AL
' — o~ ™
0 I 0
-t - -
n=0 j=2 $— ¢ — X
(& e lag
_ ' ﬁ o 2
. g’ i = 1 > > =~
n 5 J ._,
]
(-1,-1) I (lr'l)
Se W, e Wa S30 OS pesos e (X3 ,_nj) os pontos de auadratura, a

integral de uma fungdo g(x,n) & calculada através da expressao

seguinte:

g{x,n)dxdn = f § W Wy gly; o)

2

1'<i,j<a
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4.3 — 0 METODO PRONTAL [ 8]

0 metodo frontal pode ser usado para a resdlugéo de siste-
mas nao simééricas gue aparecem em algumas aplicagles do método
dos élementos finitos com valor na-fronﬁeira. 0 método esta ba-
seado na eliminagao gaussiana e tem vantagens sobre os - métodos
gue usam & estrutura de banda em reiagao ds exigéncias de memd-
ria e tempo de computagdo.

A técnica, desenvolvida inicialmente por Irons,[23]& mito efe
tiva para a resdlugﬁo de matrizes definidas positivas - obtidas
atraves dos elemeﬁtos finitos.

Como em nosso caso, apresentam-se matrizes ndo simétricas ,
onde ndo &€ possivel garantir a estabilidade da decomposigao LU;
entdo deve—se procurar uma forma de pesquisar nas c¢olunas e
linhas para estabelecer o pivd no processo de eliminagdo. Assim
mesmo o conceito do frontal serd usado e a técnica descrita tem
um comportamento similar ao problema simétrico. Entre os fatores
que destacam o método indicamos: a guantidade de armazenamento e
a busca dd pivd.

Na eliminac3o gaussiana & desejdvel, para a precisdo e esta
bilidade, gue todas as entradas da matriz armazenada fiquem dis-
poniveis para a procura do pivd; os reguerimentos de membria, pa
ra este proceséo, faz proibitivo este esquema. Se¢ aceitamos algu
ma forma de restricdo para a escolha do pivd, obtemos uma solu-

gao de compromisso gue consiste em reter uma parte da matriz nu-
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ma fase do processo e fazer a escolha do pivé nesta parte. Com
esta estratégia & usado o método frontal.

Embora' complexas, as rotinas frontais sao preferidas ,
mais répidés e os requerimentos de memoria sdc menores compara-
dos &s rotinas de banda; além disso € desnecessario um rigoroso
esquema para a enumeragdo dos nds.

A rotina frontal comegca fazendo a montagem das matrizes de
rigidez por elemento; logo apds dessa montagem, dentro de — uma
parte de uma matriz completa € feita uma busca do pivs apenas en
tre as linhas e colunas tepham sid  totalmente somadas, isto &,
linhas e colunas gue n3o ter3o mais contribuicdes adicionais nas
montagens posteriores. A linha do pivo & usada para a eliminacao
e armazenada num disco; segue uma nova montagem e posterior eli-
minagdo. Quando todos os coeficientes sac eliminados a solugao &
obtida por retrosubstituigdo.

Pafa_desérever esquematicémente o procedimento considerare-

mos uma malha guadrangular; numa etapa aualquer temos:

/i s - f

m
J

I
U

Inm
|

(]
Ll

10

>

[~
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fronte —

proximo elemento a ser montado

'ZZEX variiveis desativadas
. ‘variaveis ativas .
a variaveis inativas

Apenas.as equagSeé dos eiementos montados que nao foram to-
talmente somadas permanecem na memSria(gue contém as  varidveis
ativas), as guais definem o fronte. As equagOes atras do fronte
foram eliminadas {correspondem .as v_atriéveis desativadas), entre-
tanto, as que ficam na fre'nte(inclﬁiréo as varidveis inativas)
ainda nd3o foram atingidas pelo fronte .

No presente trabalho & feito pivotamento na diagonal o que

melhora o valor do pivs minimo em 100 vezes.
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5.1 TESTES

Contando com a facilidade de comparar algumas das solu¢dées
calculadas com as apresentadaé em[11], foi realizado um niamero
reduzido de testes, a fim de observar o comportamento do progra-
ma. Com esse objetivo, foram escolhidos os seguintes.escoamentos
elementares: o escoamento de Poiseville,.uma analogia como com—
portamento de um sSlido e um escoamento com convecgao natural
com solucao exata.

De forma detalhada:

5.1.1 ESCOAMENTO DE POISEUILLE - Tabela 5.1.1

Solucao Exata

= T T e e—— -y
o)
]
i =9
-
|
)

5.1,2 SIMULACEO COMO UM SOLIDO - Tabela 5.1.2




66

A temperatura € fixada, T = To = Tn =:10 e as componentes

das velocidades sao igualadas a zero ao longo da fronteira. Obte

mos T =10 e u=v=w=0 em todos os nds da malha.

5.1.3 CONVECCAO NATURAL COM SOLUCAOC EXATA - Tabela 5.1.3

A temperatura varia na fronteira de acordo 3 seguinte lei:

T(r,z) = 222'— r2; as velocidades sao novamente nulas. A solugao
obtida é: u=v=w=0 e T-= 222 - r2 em cada nd® da malha.

Os testes foram realizados usando uma rede com 4 elementes,

que & mostrada embaixo, com a correspondente enumeragao dos nés.

! 5 Y/ 8 2
59 s S . ’
3 12 6 15 9
® ®
a®17 %23 19 24 217 10
, ® —o— ¢ - ®11
212 11 5 14 8
2e L * ® »
22 18 25 20 12
10 4 13. 7
16 ® s ° )
- 16 15 14 13

numeraciio global e numeragdo dos nds na fronteira(sublinhados).
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5.2 ANALISE DOS RESULTADOS

Nesta secgao, interpretaremos alguns resultados obtidos '
através dos respectivos grdficos. Apenas exibiremos e faremos co
- mentario, encima dagueles gue sejam Giteis para a compreensao dos
fenomenos de transporte, ou mostrem um comportamento particular,

0s programas computacionais para os mecanismos basicos: con
vecgao livre, rotagdo do cadinho e do cristal foram implementa-
dos e executados, como também algumas combinacOes, para diferen-
tes valores de temperaturas e velocidades de rotagao.

O trabalho realizada estd delineado no seguinte quadro si-

ndptico:
A - Convecgao Natural (ws = = Q)

C

A.l - Lateral e fundo do cadinho a temperatura constante

c m
‘a. T=0.5 ; b. T=5.0 ; c. T=50.0
A.Zl- Lateral do cadinho T = Tc - Tm; fundo do cadinho
2 = o0
a, T = 0.5 ; b. T=5,0; c. T = 50,0
B - Rotagao do cadinho (Gr = 0 ; w, = 0)

B.l a. w, = 0.3 ; b. o,=06 ; c¢c. w, =1.25
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li

C - Rotagdo do Cristal (Gr =0 , w_, = 0)

c.1l a. wy = 1.2 ; b, wg = 3.0

D. RotagBes do Cadinho e do Cristal (Gr = 0)

D.1 Rotagdes com igual signal

a. mcl= 0.04 : ws = (0,12

D.2 Rotagles com diferente signal

- Qc = 0.012 ; ms:= 0.04 ; wc = 0,04 ; ws = 0.12
E -Convecgdo natural e rotagdo do Cristal(T = 0.5 ; w, = 0)
a. W =10.12 H b. w, = 0.15
F - Convecgao natural e rotagbes do cadinho e do Cristal
al w, = 0.003 ; b, w, = 0.03 — 6y = - 0.03

Em principio, tentou-se obter solugles para ¢s nimeros de Re

e Gr indicados na bibliografia, objetivo gue nao foi atingido
porgque para estes valores o programa . apresenta problemas com a
convergencia.

Dado que as discretizagoes utilizadas no nosso trabalho e em
[ 1] s3o. diferentes, os graficos obtidos, em alguns casos (Re ‘al

tos), nao coincidem integralmente. A subrotina para a geragao da
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rede permite ﬁazer refinamentos em regioes de maior interesse ,
como por éxeﬁpld; nas proximidades do cristal e da éuperficie 11
vre do liguido. Esta possibilidade nao foi aproveitada  apenas
por limitagées de tempé, causados principalmente por dificulda-
des de acesso-ao sistema computacional da UNICAMP.
Apresentaremos primeiramente os mecanismos puros.

A - Convecgﬁo natural

LINHAS DE CORRENTE ISOTERMAS

FIGURAS 4.l.a
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O material fundido estd mais frio nas proximidades do cris-
tal, o que causa que o fluido se deslogue em diregdc ac fundo ,
ao longo do eixo, até atingir a parede lateral do cadinho. Apre~
sentaremos os graficos das isotermas e linhas de corrente para
os casos A.l.a e A.Z2.a. As curvas para as isotermas conferem
com as previsoes feitas, enqu'anto'que as correspondentes linhas
de correntes sao guase identicas.

B ~ Rotagao do cadinho

/s

3.44x10"

\ | , | _J/- | | T = 0.5

LINHAS DE CORRENTE _ ISOTERMAS

FIGURAS B.l.a
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A rotag3c do cadinho produz um fluxo centriflugado ao longo
do fundo, fazendo com que o fluid ascenda pela parede, para depois
atingir o cristal, que permanece imdvel, e cair ac longo do eixo
formande um vortice gue gira em sentido anti—hdrério. Comparando
os graficos B.l.a e B.l.c, & possivel perceber um deslocamen
to nas curvas de temperatura ‘constante produzidas por diferen-
tes valores nas velocidades de rotag3o. O nimero de Grashof & nu
lo para evitar a convecgao. natural, o gue em termos computacio-

nais significa que a equacdo da energia fica desacoplada.

——

C - Rotacgao do cristal

4.20%10

FIGURAS C.l.a









78

0 fluido né vizinhanca do cristal, & impelido, radialmente,
para fora, até atingir a parede do cadinho, formando um vdrtice
que gira em sentido horario, Novamente o nimeroc de Grashof 8
igual a zero. As isotermas mostradas na.figura C.l.a, sofrem.um
leve deslocamento com relagac ds da figura C.i.b.

Agora faremos uma breve analise ‘sobre os mecanismos anterio
res combinados.

Devido a que o valor para a densidade foi diminuido, para
aue o nimero de Revnolds seja baixo, muitos dos efeitos intera-
gindo entre si passaram desépercebidos. Assim a maiorla dos gra-
ficos para as linhas de corrente para as isotermas méstram uma
grande similitude,.e as preanélises feitas numa forma intuitiva,

nao foram correlacionadas a esses resultados.

5.3 DESCRICAO DAS PRINCIPAIS SUBRQTINAS E VARIAVEIS

Subrotina REDE

Gera a malha, numera e calcula as coordenadas dos nds e de-—
fine os indices dos nos de fronteira,

Dados: TE, NITNR

Entradas: ID, M, N, IDEP, DENS

Safdas: Ip1, Ir2, ICl, IC2, ICc3, Ic4, IC5, NNODE, NSO, NBD,

NVAR, NELEM, INOD, IBDNQD, X, Y.
varidveis:

ID: indice que indica a geometria do elemento(triangulo. o guadrado)
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M: nimero de eiementos no eixo das abscissas

N: niimero de elementos no eixo das ordenadas

. IbEP: indice que define a. aproximagao inicial

DENS: densidade do fluido

TE: tolerancia

IPl, IP2: constantes gue definem o ndé e elemento em que se-
ra fixada a pressao.

I¢l, Ic2, IC3, IC4, IC5: constantes que definem diferentes

secgbes na fronteira.

NNODE: nimero total de nls

_NSO: nilimero de nds nos vértices

NBD¥ nimero de nds na fronteira

NVAR: numero total de varidveis fisicas

NELEM: nimerc de elementos

INOD: matriz que relaciona as designagGes entre os nos, lo-
caié e globais

IBNOD: vetor gue indica os n6s na fronteira

X,Y: vetores das coordenadas dos nos

Subrotina BOUND
Introduz as condi¢bes de fronteira do problema.

Entradas: INOD, NNODE, NVAR, NELEM, NSO, IBDNOD, X, Y, ICl,

Ic2, IC3, IC4, IC5
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saidas: IBDU, IBDV, IBDW, IBDT, IDFX, IBDFY, IBDFZ, IBDFT ,
VALU, VALV, VALW, VALT, VALFX, VALFY, VALFZ, VALFT

Variéveié:

IBDU, IﬁDV, IBDW, IBDT: vetores gue indicam se as respecti-
vas vériﬁveis foram prescritas na
fronteifa.

VALU, VALV, VALW, VALT: vetores gque indicam os valores das
variaveis prescritas na fronteira

IBDFX, IBDFY, IBDFZ, IBDFT: idem para as forgas de tragao e

fluxo de calor |

VALFX, VALFY, VALFZ, VALFT: idem idem

Subrotina ECRFRO

Produz a impressdo de dados fornecidos pela Subrotina BOUND

Subrotina PREFRO

Define vetores e matrizes auxiliares para © uso do método

- frontal na Subrotina FRONT.

ngos: K1, K2

Entradas: INOD, NELEM, NVAR

saldas: IéLo, IEF, IDES, MVAC, NVEL, NNOS
Auxiliares: IACT

variaveis:



Kl: constante gue indica.o numero de nds por elemento

K2: constante que indica o nimero de vértices por elemento

IGLO: mqtéiz gue indica o Indice global da varidvel J do

elemento I

IEF: vetor gue indica ¢ elemento onde a variavel I aparece
por Gtltima vez |

IDES: vetor que indica a.destinégao da varidvel I

ﬁVAC: numero maximo de varidveis ativas simultaneamente

NVEL: nimero de variaveis por elemento

IACT: vetor gue da o Indice da varidvel ocupando a destina-
cao I

NNOS: nlmerc. de ndés no elemento

Subrotina PRELIM
Fornece os dados uteis que interferem apenas num elemento
para.a Subrotina FRONT dando informagdc local da estrutura

do elemento e das cbndigaes de fronteira desse elenmento.

Entrada: INOD, IGLO, IEF, IDES, NNODE, NVAR, NELEM, NSO .
IBDNOD, K1, K2, NVEL, IBDU, IBDV, IBDW, IBDT,IBDFX,
IBDFY, IBDFZ, IBDFT, VALU, VALV, VALW, VALT, VALFX,

VALFY, VALFZ, VALFT, X, Y

saldas: IVAR, JDES, IMP, RHLOC, JEF, U, V, W, T, P, KL, K2,

NVEL, XV, YU

Varidveis:
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JDES: vetor local que resume 0 vetor.IDES para o elemento

JEF: idem para IEF

RHLOC: idem para RH

IVAR: niimero de variaveis pof-elemento

IMP: vetor que indica se- as variévéis desse elemento tem va

lor prescrito na fronteira

g, v,Ww,T,P: vetores que conﬁém Ss valores das variaveis no

‘elemento

XV,¥V: coordenada dos vértices

Subrotina MATﬁIX

Calcula os coeficientes do jacobiano e o lado direito para
cada iteragdc do método de Newton por integragdc numérica
: das_fungSes forma e derivadas que s3o fornecidas pelas Sub-

rotinas DEFUNQ e DDFUNQ.

Enfradas: v, v, W, T, K1, K2, NVEL, X9Q, Y9Q, W90

Saidas: Flu, FlV, FlW, F2U, F2V, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V ,
FAW, FAT, F2P, P3P, F4P, Fl,.F2, FB; F4, F5, GT3 ,
élw, G2U, G3W

Varidveis:

X90, Y9Q, W2Q: coordenadas e pesos da quadratura gaussiana

Flu, Flv, F1W, F2U, F2v, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V, F4W, F4T,

FZP, r3p, r4pP, Fl, F2, ¥3, F4, F5, GI3, GIW, G2U, G3W: coe-

ficientes do jacobiano de Newton
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Subrotina RAILIN

Faz a montagem das entradas do jacobiano e o lado = ‘direito

do método de Newton em cada elemento.

Entradas: FlU, FlV, Flw, F2U, F2v, F2W, F3U, F3W, F3T, F4V,
F4AW, r4T, F2P, P3P, F4, F4P, Fl, F2, F3, F4, F5 ,

GI3, GlW, G2U, G3W, U, V, W, T,'P

Saidas: ST, RH
variaveis:
ST: submatriz de montagem para o elemento considerado

RH: lado direito de ST

Subrotina FRONT

Comanda todas as operagdes envolvidas no método frontal.

Entradas: NNODE, NVAR, NELEM, NBD, NSO, IVAR, JDES, IMP
RHLOC, JEF, INOD, IGLO, IEF, IDES, JBNOD

Saidas: Z, BUFFER, SUM, SUMMAX, VTEST, PROD

Auxiliares: ACT, ARHS, VEC, KE, INDE%, INDiMP, NELIM, NIMP,

Imp

Variaveis:

Z: vetor das solugOes para cada iteragdo de Newton

BUFFER: matriz onde s3o armazenadas as linhas eliminadas da

matriz ACT; substitui armazenam em disco no VAX~11l
ACT; matfiz de trabalho do método frontal; montagem e elimi

nagao
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ARHS: lado direito de ACT

VEC: vetor gque contém o lado direito das variaveis a ser
eliminadas

KE: confador para as variaveis gque estdo sendo eliminadas

INDEX: vetor com componentes que sac os nomes das variaveis

‘que irdo ser eliminadas
INDIMP: vetor com componentes éue sao os nomes das varia-
veis prescritas que vaoc ser eliminadas

NELIM: nimero das variaveis livres gue vao ser eliminadas

NIMP: nﬁmeré das varidveis prescritas que vao ser eliminadas

IMP: vetor que indica se as variaveis tem valor prescrito

SuM: diferenga entre as solugdes de duas iteragdes de New-
ton consecutivas

.SUMMAX: 0 maximo de SUM

VTEST: idem gque SUM para o lado direito (valor de F(x))

PROD: parametro que mede a proximidade da singularidade da

submatriz de trabalho

Subrotina ELIM
Elimina as varidveis gque aparecem por Ultima vez no avango

do frontal e armazena as eguagoes corrésPondentes nc BUFFER.

Entradas: IVAR, JDES, IMP, RHLOC, JEF, ACT, ARHS, MVAC,INDEX

NELIM

Saidas: BUFFER, PMIN, PROD.
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Auxiliares: KE, VEC, XMAX, IKE, PP, XXX, Pl, IK, P, IAUX |,
PABS, VV, IELIM, INDEX,

Varidveis:

PP: eleﬁentonna diagonal das linhas que serao eliminadas
PMIN: valor d0 pi;$;$inimo |
XMAX: vetor gue contém os valores maximos, em mddulo, das

linhas_de ACT | |
Pl: relagao entre o mddulo do elemento na diagonal e o modu
1o do maximo na linha |

IK: Indice que corresﬁdnde ao maior Pl entre as linhas en-

volvidas.

i

5.4 PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS

Sdo varios os aspectos gue podem ser abordados para o pros-
seguimento deste trabalho..

Embora a formulagéo'do nosso problema, para o caso nao-esta
cioné:io,-tenha sido colocada inteiramente, ndo foi feita sua im
plementagac computacional. Sua realizagao, completaria o conjun-
to de resultados para o problema que foi posto: a resolugao de
um fluxo ndo-isotérmico com convecgao livre e forgada.

No que concerne as diferentes formulagoes, colocadas no Ca-
“pitulo 1III, a bibliografia consultada indica que a  formulagzo
pelos guadrados minimos aparece cbmpetindo com o método misto,em

relacdo a convergéncia e simplicidade na implementagzo.
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Uma nova formulacdo, gue nao foi descrita, chamada de " uma
formulacdo menos padrao", apresentada em [ 6] , tém sido abordada
tedricamente e promete bons-resultédos. Nesta formulagdo, a con-
Idigéo de imc&mpressibilidade & tratada de uma forma diferente. A
velocidade, & descomposta em duas partes, uma das guais satisfaz
exatamente essa condigdo, enguanto que a outra, que representa o
erro, & expressa como o gradiente de ﬁm potencial. No esquema nu
mérico de resolugdao, & necessario resolver uma sequencia de pro-
blemas de Dirichlet para o laplaciano.

Lenmbrando 6 esquema épresentado para os quadrades minimos ,
e considerando esta ultima formulagao, surge, éara ambas, a ne-
céssidade de ter algoritmos eficientes para os problemas de Pois
son e Stokes.

A técnica de multiplas malhas(multigrid), poderia ser  in-
cluida na parte computacional, esperando-se umé-melhoria na velo
cidade da convergéncia para a solugdo.

Como j& foi explicado anteriormente; no metodo frontal, a
eliminacao gaussiana e repetidamente usada,-cada vez giue um novo
elemento & montado. A alternativa agqui proposta, & usar o método
das projegoes.

No modelo fisico escolhido, foram colocadas algumas hipdte-
ses que simplificavam o nosso estudo. Entre elas, uma em relacgao
as geometrias da superficie do liguido e do cristal. De fato, o
liquido em rotagéo.formaré um menisco e, 0 crescimento do cris-—

tal produzira uma superficie irregqular; com ambos efeitos intera
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~gindo entre si. Temos um problema onde uma regido do espago, (su-
perficie livre do liguido e interface do.cristal), chamada de
fronteira livre, & apriori desconhecida e, sobre a qual, as fun-
coes inc6gni£as do problema devem verificar certas condigoes.
Alias, o problema pode ser desdobrado. No crescimento do cristal
temos um processo de mudanca de fase, a solidificagao do sal fun-
dido. Entao, nesta regiao, o probleﬁa pode éer caracterizado co-
mo um problema de Stefan a duas fases, nas guais se procura esta
belecer a distribuigéo de temperatura. A interface, que esta a
temperatura conétante e umé incégnita suplementar do problema.
Uma introdugdo para o problema de Stefan com equacdes eliticas ,
| esti feita em [ 2L }.
Ja foi feito um comentdrio a respeito do tratamento da su-

perficie livre do liquido no inicio do Capitulo I.
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" APENDICE I

A.l1.1 ALGUNS ESPACOS DE FUNCOES

V, H, Q : espacgos de Hilbert

V*, H*¥, Q* : duais topoldgicos

Lz(Q) : {v/v - & mensuravel, J |V(X)f2 dx. < }
Q

gl o wettwm, Eertl@; 1=1,8)

i
2 . 1 32v 2
H(Q) ¢+ WeER () s € L°(Q®); i, =1, N}
3 Bxiaxj
1 . 1 _
H‘-,(Q) s [WEH (R); v=0 em 39 }
-1 1

H ~ : dual topoldgico de H-
. a

Mg : Ve (Hl(Q))N: Vv =0; v=g em 32}

m, = ~ . . .=
C (1) : espago das fungoes m-vezes continuamente diferencia-
veis para as quais todas as derivadas até de ordem m s3o

continuas em £,

P, : espago dos polinomios em (xl, x2) de grau < k

k

A.l1.2 UMA TRIANGULARIZACAO

Uma triangularizag3o T, de @ € um conjunto finito de

elementos (triangulos} tal gque:
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TChR , » TE T - e Q= v T
€
T Th
onde T & um elemento de 7 , T # 0 e h & o tamanho do
maior lado de T. Além disso ¥ 17,,T, € T, © T, # T, deve-

Se cumprir:

1) T, NT, =9

1i) ‘um dos lados de um elemento T, € Ty esti sobre um dos la-
dos dum outroc elemento. Tz(nesse caso 'I'l e T2 sao . ditos
adjacentes} ou sobre uma parte da fronteira ' de 9.

Usamos a seguinte notacgao:

T : um elemento genérico de triangularizagdo

Vi é : restrigao de vy a T

A.1.3 O PRODUTO TENSORIAL

Sejam os tensgores g e ¢ , o produto de duple ponto e

definide como segue:

1Q
™

|

- 4

A.1.4 A FPORMULA DE GREEN~-OSTROGRADSKY




. .
I "}.V vdx = f vvﬁdx = [ V.(.v$)dx = J V\7.n ar
S _ " . Q T



APENDICE II

A.2.1 0OS COEFICIENTES DO SISTEMA (4.1.8-12)

AL, 3) '=j r%-_,i—.%fg aa
a

B(1,3) =J ra—:’-gi}-‘.’lg
A

c{i,d =J raz;—ii'_a—:jz
A

S B LT

cc{i,j)= —3T_¢jdA
A

o ey

D{(i,3) = (r—a;- Ej + ¢i€j)dA

a

3¢y
E{(i,j) = | r— £.da

9z 3
A
. 3 by
Fk{i,j,k} = ¢i¢f_] ._3.1’-." da
JA
. " 3¢k
_ FZ(i,j,k) = ¢l¢] —B_Z. da




Z{i} = J ré, da

A

ZA(irj) = [ r¢’l¢j da

A
¢ 3¢-
i o = -.._J
~ ZAR({i,J) ] $; =5y dA
A
: 3.
ZAZ(i,3) = | ¢y -gg da
A
. . 99y -
ZBR(i,j,k) = r ¢1q>J vy da
A
d &y
3BZ{i,J,k) = r ¢i¢j 5 da

A.
ZH(irjrk) = J ¢i¢j¢k da
A

20(i,3,k) = J §¢i¢j aa

A
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