
I 
I! 
!i 

:I 

~I 
1\ 

li 

i! 
i 

,! 

l\ 
i 

!i 
i 
i 

Universidade Estadual de Campinas 
INSTITUTO DE MATEMÁTICA, ESTATÍSTICA E COMPUTAÇÃO CIENTÍFICA 

Departamento de Matemática 

·Dissertação de Mestrado 

Fatoração de Operadores Fracamente 

Compactos 

entre Espaços de Banach 

por 

Ariosvaldo Marques Jatobá t 
Mestrado em Matemática - Campinas - SP 

Orientador: Prof. Dr. Jorge Túlio Mujica Ascui 

lEste trabalho contou com apoio financeiro da Capes. 



Fatoração de Operadores Fracamente Compactos 
entre Espaços de Banach 

Banca examinadora: 

Prof. Dr. Jorge Túlio Mujica Ascui. 

Prof. Dr. Mário Carvalho de Matos. 

Prof. Dr. Geraldo Márcio de A. Botelho. 

Este exemplar corresponde à redação fi

nal da dissertação devidamente corrigida 

e defendida por Ariosvaldo Marques 

Jatobá e aprovada pela comissão jul

gadora. 

Campinas, 05 de agosto de 2005. 

Pro f. 

Dissertação apresentada ao Instituto de 

Matemática, Estatística e Computação 

Científica, UNICAMP como requisito 

parcial para obtenção do título de 

Mestre em Matemática. 



Título em inglês: 

FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA 
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP 

Bibliotecário: Maria Julia Milani Rodrigues- CRBSa /2116 

Jatobá, Ariosvaldo Marques 

J318f Fatoração de operadores fracamente compactos entre espaços de 

Banach I Ariosvaldo Marques Jatobá --Campinas, [S.P. :s.n.], 2005. 

Orientador : Jorge Túlio Mujica Ascui 

Dissertação (Mestrado) - Universidade Estadual de Campinas, 

Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica. 

I. Banach, Espaços de. 2. Fatoração de operadores. 3. Operadores 

lineares. L Ascui, Jorge Túlio Mujica. 11. Universidade Estadual de 

Campinas. Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica. 

111. Título. 

Factorization of weakly compact operators between Banach spaces. 

Palavras-chave em inglês (Keywords): I. Banach space. 2. Factorization of operators. 
3. Linear operators. 

Área de concentração: Análise Funcional 

Titulação: Mestre em Matemática 

Banca examinadora: Prof. Dr. Jorge Túlio Mujica Ascui (IMECC-UNICAMP) 
Prof. Dr. Mário Carvalho de Matos (IMECC-UNICAMP) 
Prof. Dr. Geraldo Márcio de Azevedo Botelho (FAMAT-UFU) 

Data da defesa: 05/08/2005 



Dissertação de Mestrado defendida em OS de agosto de 2005 e aprovada pela Banca 
Examinadora composta pelos Profs. Drs. 

Prof ~E TÚLIO MUJICA ASCUI 

Prof (a). D (a). GERALDO MÁRCIO DE AZEVEDO BOTELHO 



Aos meus pais 

Almery e Antônio 

À minha noiva Vanessa 

• 

r 



AGRADECIMENTOS 

Agradeço primeiramente à Deus por ter dado-me esta oportunidade e guiado-me nesta 

dissertação. Sem ele nada disso teria sentido. 

À minha noiva Vanessa Dias Vilela pela paciência, compreensão, apoio, dedicação e amor 

que sempre me deu. Além disso sou grato à meu cunhado Alex e seus pais Carlos e Adélia. 

À meus pais Almery e Antônio. Meus irmãos José Lito, Joel, André, Toinho, Vanderval, 

Gilberto e à minhas queridas irmãs Jozélia, Girlaide e Oraide que sempre me incentivaram 

e apoiaram nesta caminhada. 

À meu sobrinho Ilton e minhas sobrinhas Tatiele, Sabrina, Andréa, Joyce, Shirly e Clara 

pela alegria que sempre me proporcionam. 

À minha família que fiz em Campinas, Marcelo, Vinícius , Weber e Helson. Aos meus 

companheiros José Antônio, Carlinhos, Rafael, Douvãnio, Claiton, Nandão, Jeninho, galera 

do futebol, colegas de curso tanto do IMECC/UNICAMP quanto da FAMAT/UFU, dentre 

tantos outros que permanecerão em minha memória. 

Aos professores do IMECC-UNICAMP e da FAMAT-UFU. Em especial meu orienta

dor, Jorge Mujica, pela paciência, dedicação, orientação excelente e por toda ajuda que me 

concedeu com o seu imenso conhecimento matemático. E também em especial ao professor 

Geraldo Botelho que me proporcionou estudar Análise Funcional. 

À Capes pelo apoio financeiro indispensável. 



ABSTRACT 

Our first aim is to prove an important caracterization of weakly compact sets in Banach 

spaces, the Eberlein-Smulian Theorem which says that a subset K of a Banach space is 

weakly compact if and only if each sequence in K has a subsequence which converges weakly 

to an element of K. 

We next prove an important caracterization of weakly compact operators between Banach 

spaces, the Gantmacher Theorem, which says that a continuous linear operator T: E--+ F 

between Banach spaces is weakly compact if and only if its adjoint T': F' --> E' is weakly 

compact. 

Finally, we prove the principal result of this work, the Factorization Theorem of Davis, 

Figiel, Johnson and Pelczynski, which says that a continuous linear operator T: E --> F 

between Banach spaces is weakly compact if and only if T factors through a reflexive Banach 

space, i. e, there are a reflexive Banach space G and continuous linear operators S: E --+ G 

and L: G --+ F such that T = L o S. An application of this result is that an m-homogeneous 

continuous polynomial P: E --> F between Banach spaces is weakly compact if and only if 

there are a reflexive Banach space G, an m-homogeneous continuous polynomial Q: E--> G 

and a continuous linear o per ator L : G --> F such that P = L o Q. 
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RESUMO 

Nosso primeiro objetivo é provar uma importante caracterização de conjuntos fracamente 

compactos em espaços de Banach, o Teorema de Eberlein-Smulian, que diz que um subcon

junto K de um espaço de Banach é fracamente compacto se, e somente se, toda seqüência 

em K tem uma subseqüência que converge fracamente para um elemento de K. 

Em seguida nós provamos uma importante caracterização de operadores fracamente com

pactos entre espaços de Banach, o Teorema de Gantmacher, que diz que um operador linear 

contínuo T: E -+ F entre espaços de Banach é fracamente compacto se, e somente se, o seu 

adjunto T': F' --> E' é fracamente compacto. 

Finalmente, nós provamos o resultado principal deste trabalho, o Teorema de Fatoração 

de Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski, que diz que, um operador linear contínuo T: E -> F 

entre espaços de Banach é fracamente compacto se, e somente se, T fatora-se através de um 

espaço de Banach reflexivo, isto é, existem um espaço de Banach reflexivo G e operadores 

lineares contínuos S: E -> G and L: G-> F tais que T = L o S. Uma aplicação deste 

resultado é que um polinômio m-homogêneo contínuo P: E -> F entre espaços de Banach 

é fracamente compacto se, e somente se, existem um espaço de Banach reflexivo G, um 

polinômio contínuo m-homogêneo Q: E -> G e um operador linear contínuo L: G --> F tais 

queP=LoQ. 
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Introdução 

A área do conhecimento matemático na qual este trabalho se insere é a Análise Funcional, 

na teoria de espaços de Banach. 

Smulian em 1940 mostrou que os subconjuntos fracamente compactos de um espaço de 

Banach são seqüencialmente fracamente compactos. Ele também fez algumas tentativas so

bre a recíproca, assim como também Phillips (1943). A prova da recíproca foi feita por 

Eberlein em 1947. Em 1967 Whitley fez uma prova elementar do Teorema de Eberlein

Smulian em seu artigo intitulado "An elementary proof of the Eberlein-Smulian theorem 

". É devido ao resultado de Eberlein-Smulian, que existem vários estudos sobre os conjun

tos fracamente compactos em espaços de Banach. Citamos dentre vários, um artigo de J. 

Lindenstrauss, intitulado " Weakly compact sets-their topological properties and the Banach 

spaces they generate " de 1972, e a monografia de K. Floret (1980), intitulada " Weakly 

compact sets ". 

Schauder [6] provou que um operador linear contínuo T: E --+ F entre espaços de Banach 

é compacto se, e somente, se seu adjunto T': F' -. E' é compacto. Gantmacher [6] obteve 

um resultado análogo para operadores fracamente compactos. R. Ryan [13] obteve um re

sultado análogo para polinômios homogêneos. V árias aplicações do Teorema de fatoração de 

Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski [4] existem, tais como a teoria de ideais de polinômios 

gerados por operadores fracamente compactos [2] e seção 3 em [4] sobre as técnicas de fa

toração envolvendo bases. 
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Agora passaremos a um resumo da dissertação, que é dividida em cinco capítulos. 

• O Capítulo 1 é dedicado às definições preliminares e alguns Teoremas clássicos da 

Análise FuncionaL L(E;F) denota o espaço vetorial de todas aplicações lineares 

contínuas. O espaço L(E;K) é denotado por E', e é chamado de dual topológico, 

ou simplesmente dual de E. Os elementos de E' são chamados de funcionais lineares 

contínuos. 

• O Capítulo 2 é dedicado ao estudo dos espaços de Banach reflexivos. Sabemos que 

a noção de compacidade desempenha um papel fundamental na solução de diversos 

problemas. Para resolver alguns destes problemas, introduzimos na seção 2.2 duas 

importantes topologias na teoria dos espaços de Banach, com menos abertos e, con

seqüentemente, com mais compactos de forma a possibilitar a solução de diversos prob

lemas. Essas topologias são a topologia fraca e a topologia fraca estrela. A primeira (a 

topologia fraca) está presente em todos os espaços normados, já a segunda (topologia 

fraca estrela) está presente somente nos espaços duais. Sabemos que a bola fechada 

unitária em um espaço normado E é compacta se, e somente se, E tem dimensão 

finita. Devido a Banach e Alaoglu, temos que bola fechada unitária de E' é compacta 

na topologia fraca estrela de E'. Na seção 2.2, nós daremos uma condição necessária e 

suficiente para um espaço de Banach E seja um espaço de Banach reflexivo: um espaço 

de Banach E é reflexivo se, e somente se, a bola fechada unitária de E é compacta na 

topologia fraca. 

• O Capítulo 3 é dedicado ao estudo dos conjuntos compactos para a topologia fraca. Nas 

seções 3.3 e 3.4, nós mostraremos que dado um espaço normado E e um subconjunto K 

de E, então K é compacto na topologia fraca se, e somente se, toda seqüência (xn);;'= 1 

em K admite uma subseqüência, que converge fracamente para um ponto de K. Este 

resultado foi demonstrado por Eberlein e Smulian. 

• O Capítulo 4 é dedicado à caracterização dos operadores fracamente compactos entre 

espaços de Banach. Na seção 4.1 definimos o adjunto de um operador e estabelecemos 

condições necessárias e suficientes para que um operador seja fracamente compacto. 

Na seção 4.2 encontra-se o principal resultado deste capítulo: para um operador ser fra

camente compacto é necessário e suficiente que o seu adjunto também seja fracamente 

compacto. Este resultado foi obtido por Gantmachcr . 



• O Capítulo 5 é dedicado ao estudo dos operadores fracamente compactos e polinômios 

m-homogêneos fracamente compactos entre espaços de Banach. O nosso principal 

resultado deste capítulo é o Teorema de fatoração de Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski 

[4]: para um operador linear e contínuo entre espaços de Banach T: E -> F ser 

fracamente compacto é necessário e suficiente que exista um espaço de Banach reflexivo 

G e operadores S E L(E;G) e L E L(G;F) tais que T = L o S. Na seção 5.2, 

nós mostramos que um polinômio m-homogêneo contínuo P: E -> F é fracamente 

compacto se, e somente se, existem um espaço de Banach reflexivo G, um polinômio 

m-homogêneo Q E P(mE;G) e um operador w E L(G;F) tais que P = w o Q. Aqui 

P(m E;G) denota o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos contínuos de 

EemG. 

3 
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CAPITULO 1 

Definições Preliminares e Teoremas 

Clássicos da Análise Funcional 

1.1 Espaços Normados 

Sempre consideraremos espaços vetoriais sobre JK, onde lK é lR ou IC. 

Definição 1.1.1. Se E é um espaço vetorial, então uma função 11.11 : E -+ lR é chamada de 

norma se verifica as seguintes propriedades: 

(a) llxll 2': O para todo x E E. 

(b) llxll =O se e somente se x =O. 

(c) IIÀxll = IÀIIIxll para todos À E lK ex E E. 

(d) llx + Yll ::Õ Jlxll + IIYII para todos x, y E E. 

A desigualdade (d) é chamada de desigualdade triangular. O par (E, 11.11) é chamado 

de espaço normado. Com freqüência falaremos do espaço normado E em lugar do espaço 

normado (E, IJ.JI). E é chamado espaço de Banach se for completo com relação à métrica 

natural d (x, y) = llx- yJJ. 

4 
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Proposição 1.1.2. Sejam E e F espaços normados. Seja T : E -+ F aplicação linear. 

Então T é contínua se e só se existe uma constante c > O tal que 

IIT(x)ll :S cllxll para todo x E E. 

Definição 1.1.3. Sejam E e F espaços normados sobre IK. Dado uma aplicação linear 

T: E-> F, seja li Til definida por 

IITII = sup {IIT(x)ll: x E E, llxll :S 1}. 

Denotaremos por L(E;F) espaço vetorial de todas as aplicações lineares contínuas 

T:E->F. 

Proposição 1.1.4. A função T-> IITII é uma norma em L(E;F). Se F é um é um espaço 

de Banach, então L(E;F) também é um espaço de Banach. 

É claro que o valor absoluto define uma norma em IK, e que IK, munido dessa norma, 

é completo. O espaço L(E;IK) é denotado por E', e é chamado de dual topológico, ou 

simplesmente dual de E. Os elementos de E' são chamados de funcionais lineares contínuos. 

Como conseqüência imediata desta Proposição, o dual de um espaço normado é sempre 

um espaço de Banach. Seja E um espaço normado. Dados x' E E' ex E E, com frequência 

escreveremos 

(x',x) = x' (x). 

1.2 Teorema de Hahn-Banach e Conseqüências 

Teorema 1.2.1. (Hahn-Banach) Seja E um espaço normado,e seja M0 um subespaço de E. 

Então para cada <Po E Mo', existe um <P E E' tal que: 

(b) <P (x) = <Po (x) para todo x E M 0 ; 

(c) II<PII = li <Poli· 

Demonstração. Veja [6]. D 

Temos os seguintes resultados conseqüente do Teorema de Hahn-Banach. 
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Corolário 1.2.2. Seja E um espaço norrnado. 

(a) Seja Mo um subespaço fechado de E. Se x rf- M0 , então existe um funcional x' E E' com 

x' (x) = 1 ex' (y) =O para todo y E M0 • 

(b) Para cada x f O em E, existe um x' E E' com llx'll = 1 ex' (x) = llxll. 

(c) Para cada x E E, 

Demonstração. Veja [6]. 

llxll = sup lx' (x)l. 
llx'll9 

Definição 1.2.3. Sejam E e F espaços norrnados e TE L(E;F). 

o 

(a) Dizemos que T é isomorfismo topológico entre E e F se T é bijetora, e sua inversa é 

contínua. 

(b) Dizemos que T é isomorfismo isométrico entre E e F se T é bijetora, e IIT(x)ll = llxll 
para todo x E E. 

Definição 1.2.4. Seja E um espaço norrnado, e seja A C E. 

(a) A é dito equilibrado se Àx E A para todos x E A e À E JK: com IÀI ::; 1. 

( b) A é dito absorvente se para cada x E E existe o > O tal que Àx E A para todos À E JK: 

com IÀI ::; o. 

(c) A é dito convexo se ax + (Jy E A para todos x, y E A e a,(J:;:: O com a+ (3 = 1. 

Definição 1.2.5. Seja E um espaço norrnado. Uma função p: E --+ li!. é chamada de 

seminorrna se verifica as seguintes condições: 

(a) p(x) :;:: O para todo x E E. 

(b) p(Àx) = IÀI p(x) para todos À E JK: ex E E. 

(c) p(x + y)::; p(x) + p(y) para todos x, y E E. 

Temos que uma seminorma pé uma norma se p(x) =O implica x =O. 
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Proposição 1.2.6. Seja E um espaço normado, e seja p uma seminorma em E. Então o 

conjunto 

Up,c; {X E E : p( X) < E} 

é convexo, equilibrado e absorvente, para cada c: > O. 

Demonstração. Seja E > O. Mostremos que Up,< é convexo. Sejam a,/3 2': O com a+ fJ = 1, 

assim temos: 

p(ax + fJy) :::; p(ax) + p(fjy) = ap(x) + fjp(y):::; E( a+ !3) =c: 

para todos x, y E Up,c;· Seja À E JK:, então temos: 

p(Àx) = 1->-lp(x):::; 1->-ic:::; c: sempre que 1->-1:::; 1, 

portanto Up,c; é convexo, equilibrado e absorvente, para cada E > O. o 

Como toda norma é uma seminorma, temos que as bolas 

B(O;c:) = {x E E: llxll <c:}. 

com c: > O, formam uma base de vizinhanças de zero que são convexas, equilibradas e abertas. 

Teorema 1.2. 7. (Gráfico Fechado) Sejam E e F dois espaços de Banach. Seja T: E--> F 

um aplicação linear cujo gráfico é fechado em E x F. Então T é contínua. 

O gráfico de uma aplicação T: E --> F é conjunto 

Graf(T) = {(x, y) E Ex F: y = T (x)} = {(x, T (x)): x E E}. 

Demonstração. Veja [6]. o 

Teorema 1.2.8. (Banach-Steinhaus) Seja E um espaço normado, e seja A um subconjunto 

de E tal que q) (A) é limitado em JK: para cada q) E E'. Então A é limitado em E. 

Demonstração. Veja [6] o 



, 
CAPITULO 2 

Caracterização dos Espaços Reflexivos 

Neste capítulo definimos quando um espaço de Banach E é reflexivo. E introduziremos 

as duas topologias importantes na teoria dos espaços de Banach, que são a topologia fraca e 

a topologia fraca estrela. A primeira (a topologia fraca) está presente em todos os espaços 

normados, já a segunda (topologia fraca estrela) está presente somente nos espaços duais. 

E veremos que bola unitária dos duais são sempre compactas na topologia fraca estrela. O 

resultado central deste capítulo é: para que a bola unitária fechada de E seja compacta na 

topologia fraca é necessário e suficiente que E seja um espaço de Banach reflexivo. 

2.1 Espaços Reflexivos 

Definição 2.1.1. Seja E um espaço normado, o dual do espaço de Banach E', denotado 

por E" é chamado de bidual de E. 

Proposição 2.1.2. Seja J: E---> E" definido por 

J(x) (x') := (x',x) para todos x E E, x' E E'. 

Então J é um isomorfismo isométrico entre E e um subespaço de E". 

Demonstração. Se x E E, é fácil verificar que J (x) é linear. Então dado x' E E', temos que 

IJ(x) (x')l = l(x',x)l :S llx'llllxll, 

8 
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segue da Proposição 1.1.2 que J (x) E E" e que 

lll(x)ll = sup{IJ(x) (x')l ; llx'll::; 1} = sup{l(x',x)l ; llx'll::; 1} 

::; sup { llx'llllxll ; llx'll::; 1} = llxll· 

Assim pela Proposição 1.1.2, J: E--> E" é linear e contínua e IIJ(x)ll < llxll para todo 

x E E. Agora, como 

111 (x)ll = sup {IJ (x) (x')l ; llx'll ::; 1} = sup {l(x', x)l ; llx'll ::; 1} 

e tendo que pelo resultado conseqüente do Teorema de Hahn-Banach, para cada x E E , 

existe um x' E E' com llx'll = 1 ex' (x) llxll, temos IIJ(x)ll = llxll· Portanto J é um 

isomorfismo isométrico entre E e J (E). D 

Definição 2.1.3. Seja E um espaço de Banach, dizemos que E reflexivo se J (E) =E". 

Observação 2.1.4. Se E é um espaço normado, como E" é sempre completo, E só poderá 

ser reflexivo se for Banach. Desta forma, uma condição necessária para J seja sobrejetora 

é que E seja um espaço de Banach. 

Exemplo 2.1.5. Todo espaço normado E de dimensão finita é reflexivo, pois como a 

dim E = dim E" e J : E -t E" é linear e injetora, temos: 

dimE" = dimE = dimKer(J) + dim J(E) = dim J(E) 

portanto dim E"= dim J(E) assim temos que J (E) = En 

Teorema 2.1.6. Um espaço de Banach E é reflexivo se e somente se E' é reflexivo. 

Demonstração. Suponhamos que E seja reflexivo. Mostremos que E' é reflexivo. Mostremos 

que JE'(E') = E 111
• Então seja x'" E E"' é preciso encontrar um y' E E' tal que JE'(Y') = x 111

• 

Como temos que x"' : E" -t K e lE : E -t E" tomemos y' = x'" o JE. Logo y' E E' e como 

E é reflexivo temos J E (E) = E". Assim 

JE'(y') (h (x)) = JE (x) (y') = (y', x) = X
111 o JE (x) = x 111 (JE(x)) para todo x E E. 

Portanto JEr(y') = X
111

• 

Reciprocamente suponhamos que E' seja reflexivo e mostremos que JE (E) =E". Supon

hamos que JE (E) ~ E". Como pelo Proposição 2.1.2 JE é um isomorfismo isométrico entre 

9 
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E e JE (E), tendo que E é de Banach, temos que JE (E) é um subespaço de Banach de E", 

logo JE (E) é fechado. Assim pelo corolário do Teorema de Hahn-Banach existe x'" E E'", 

x'" =f O tal que 

X111 (JE(x)) =O para todo x E E. (1) 

Tendo que E' é reflexivo existe x' E E' tal que JE'(x') = x 111 ou seja 

x'" (y") = JE'(x') (y") = y" (x') para todo y" E E". (2) 

Como JE(x) E E", para todo x E E, temos por (1) e (2): 

O= X111 (Je(x)) = Je,(x')(JE(x)) = Je(x) (x') = (x',x) para todo x E E. 

Portanto x' = O. Assim temos que X111 = JE'(x') = JE,(O) = O absurdo, pois x 111 =f O. 

Portanto temos que J E (E) = E" D 

2.2 Topologia Fraca e Topologia Fraca Estrela 

A topologia fraca de um espaço normado. Seja E um espaço normado e seja E' seu 

dual. A topologia fraca de E, que denotaremos por u (E, E') é a topologia em E que tem 

como base de vizinhanças de X 0 E E, os conjuntos 

com E> O e r/J1,<ÍJ2, ... ,r/Jn E E' e n E N. 

Dado A um subconjunto de E, denotaremos a aderência de A em (E,u(E,E')) por A. 
E quando A for compacto em (E, u (E, E')), com freqüência diremos que A é fracamente 

compacto ou simplesmente A é w-compacto. 

Em um espaço normado E dizemos que uma seqüência (xn)~=l em E converge fracamente 

se existe um x E E com 

x' (x) = lim x' (xn) para todo x' E E', 
n~oc 

o ponto x é chamado de limite fraco da seqüência (xn)~=l, denotaremos 



CAP. 2 • CARACTERIZAÇÃO DOS ESPAÇOS REFLEXIVOS 

Como conseqüência imediata, temos que toda seqüência (xn)~=l em E que converge para 

x E E ou seja Xn -> x, converge fracamente para x ou seja 

w 
Xn-> X1 

pois como todo x' E E' é contínuo, temos que x' (xn)-> x' (x). 

A topologia fraca estrela do dual de um espaço normado. Seja E um espaço 

normado e seja E' seu dual. A topologia fraca estrela de E', que denotaremos por iJ (E', E), 

é a topologia em E' que tem como base de vizinhanças de x~ E E', os conjuntos 

W* (x~, x 1, x2, ... ,xn, E)= {4> E E': J(x~- ,P, Xj)l <E para cada j = 1, 2, ... , n}, 

com E> O e x1,x2, ... ,Xn E E e n E N. 

Dado B um subconjunto de E', denotaremos a aderência de B em (E', iJ (E', E)) por 

IJ .. E quando B for compacto em (E', iJ (E', E)), com freqüência diremos que B é fraco 

estrela compacto ou simplesmente B é w* -compacto. 

Dizemos que uma rede (x~)aEn em E' converge na topologia iJ (E', E) para x~ E E' se 

para cada x E E 

(x~, x) -> (x~, x). 

Denotamos 

O seguinte resultado mostra que E e E' com a topologia fraca e fraca estrela respectiva

mente são espaço topológicos de Hausdorff. Dizemos que um espaço topológico (F, r) é de 

Hausdorff se dados x, y E F com x f y existem U e V vizinhanças de x e y respectivamente 

em (F r) com U n V= 0. 

11 

Proposição 2.2.1. Seja E um espaço vetorial normado. Então (E, iJ (E, E')) e (E', iJ (E', E)) 

são espaços topológicos de Hausdorff. 

Demonstração. Sejam x, y E E com x =f y, assim temos que x- y f O, logo como E é um 

espaço vetorial normado, como conseqüência do Teorema de Hahn-Banach existe 4> E E' tal 

que <P (x- y) llx- yJJ =f O, assim ,P(x)- ,P(y) f O, o que implica que cp(x) f cp(y). Tome 

l<P(x- y)J 
E = -'-'----c

2
::-'-'-'- > 0, 
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assim U(x,</>,c) = {wEE:I</>(x-w)l<c} eV(y,<f>,c) = {wEE:I<f>(y-w)l<c} são 

vizinhanças de x e y respectivamente em (E, 17 (E, E')). Mostremos que 

U (x, </v) n V (y, </>,c) = 0. 

Suponhamos que exista z E U (x, </>,c) n V (y, </>,c). Assim 

l<!>(x- z)l <c e l<!>(y- z)l <E. 

Logo 

2c = l<!>(x- y)l :S l<fl(x- z)l + l<!>(y- z)l <c+ c= 2c. 

Absurdo! Portanto (E, 17 (E; E')) é um espaço topológico de Hausdorff. 

Sejam '1/J, <p E E' com '1/J =J <p. Então existe um x E E tal que '1/J(x) =J <p(x). Tome 

c= 1('1/J-<p,x)l >0. 
2 . 

assim U* (<p,x,c) = {B E E': I('P- B,x)l <c} e V* ('1/J,x,c) = {B E E': 1('1/J- B,x)i <c} são 

vizinhanças de <p e '1/J respectivamente para (E', 17 (E', E)) com U* ( <p, x, c) n V* ( '1/J, x, c) = 0. 

Portanto (E', 17 (E', E)) é espaço topológico de Hausdorff. D 

Definição 2.2.2. Dadas duas topologias T1 e T2 num conjunto X, diremos que T1 é mais 

fraca que T2 se TJ C T2. 

Seja E um espaço normado. Denotaremos TE, a topologia em E que tem como base de 

vizinhanças de X 0 E E , os conjuntos 

com c> O. 

Proposição 2.2.3. Seja E um espaço normado. Então: 

(a) 17 (E, E') C TE 

(b) {j (E', E) c {j (E', E") c TE'· 
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Demonstração. Para mostrar que CJ (E, E') C TE, mostremos que dados X0 E E e uma 

vizinhança Uxo em (E, CJ (E, E')), existe uma vizinhança de X 0 em (E, TE), ou seja 

B(xo;o) = {x E E: lixo- xll < J}, 

tal que B(xo; o) c Uxo· Seja então 

uma vizinhança do Xo em (E, cr (E, E')). Logo pela Proposição 1.1.2: 

I<Pj (xo- x)l::; Cj lixo- xll para cada j 1, 2, ... n. 

Seja c= max {cj: j = 1,2, ... ,n}. Tomemos então B (x 0 , ~) = {x E E: lixo- xll < ~} a 

qual é uma vizinhança de X 0 em (E, TE)- Afirmamos que 

Seja x E B(xo; ~) então 

I<Pj(Xo- x)l :'S: Cj lixo- xll ::; c lixo- xll <c·~= é para todo j = 1, 2, ... n. 
c 

Portanto x E U(x 0 ,q\J,q\z, ... ,q\n,é). Logo cr(E,E') C TE· 

Seja x~ E E' e 

W* (x~,XJ,Xz, ... ,xn,é) ={'I/!' E E': l(x~ -'1/!',xj)l <é para cadaj = 1,2, ... n}, 

uma vizinhança de x~ em (E', cr (E', E)). Definimos 

'h: E'_, K 

e -> ('1/Jj, e)= (e, Xj) para cada j = 1, 2, ... n. 

Logo '1/!j E E" para cada j = 1, 2, ... n. Seja então 

a qual é uma vizinhança de x~ em (E', cr (E', E")). Mostremos que 

13 
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I,Vj(x~- a)l <é para j = 1, 2, .. . n. 

Assim, pela definieão dos ,VJ, para cada j = 1, 2, ... n, temos 

é> 11/!j(x~- a)l = l(x~- a, XJ)I para j = 1, 2, ... n, 

assim a E W* (x~, x 1 , x2 , ..• , Xn, é). Portanto pela parte (a) temos 

(j (E', E) c (j (E', E") c TE'· 

D 

Observação 2.2.4. Suponhamos que E seja espaço normado de dimensão finita, dimE = 

k 2': 1, verifiquemos que TE C rY (E', E). Sejam X 0 E E e 

Tomemos uma base {e1,e2, ... ,ek} de E com lleill = 1 (i= 1,2, ... ,k), e seja{cf;1 ,cf;2, ... ,cf;k} c 
E' tal que: 

(cj;j, eJ) = 1, 

(c/;j, em) =O (j f m). 

Então considere 

U ( Xo, cP1, cP2, · .. , cPk, ~) = { x E E: lc/;j(X0 x)l < ~ para cada j = 1, 2, ... k}. 

Mostremos que U(xo,cPJ,cP2,···,cPk,*) C B(xo;O). Seja X E U(xo,cPbcP2,···,cPk,t). 

Escrevendo 

segue que 

k 

llxo-xll= l:(aJ-,6j)ej 
j=l 

ou seja X E B(xo; o), segue que TE c (j (E, E'). Portanto da Proposição 2.2.3, temos que 

rY (E, E') = TE se a dimensão de E é finita. 
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Proposição 2.2.5. Sejam E e F espaços de Banach e T: E -+ F uma aplicação linear. 

Então T: (E, TE) --> (F, Tp) é contínuo se e somente se T é fracamente contínuo, ou seja 

T: (E, cr (E, E'))-+ (F, cr (F, F')) é continuo. 

Demonstração. Suponhamos que T: (E, TE) -+ (F, Tp) seja contínuo. Sejam X0 E E e 

V (T (xo), cp1, 'P2, ... , 'Pn, é)= {y E F: J(cpj, T (x 0 )- y)J <é para cada j = 1, 2, ... n} 

uma vizinhança de T (xo) em (F, u (F, F')). Agora para cada j = 1, 2, ... n, definimos: 

1/Jj: E -+ liC 

x -+ (7/Jj, x) = (cpj o T, x) 

então temos que 1/Jj = 'Pio T é contínuo e linear, assim 7/Jj E E' para cada j = 1, 2, ... , n. 

Seja 

a qual é uma vizinhança de X 0 em (E, u (E, E')). Mostremos que 

é > 17/Jj(Xo X) I = I ('Pi o T, Xo - x) I = J (cpj, T (xo) - T (x )) I para cada j = 1, 2, ... , n, 

ou seja T(x) E V(T(x 0 ),cp1,<p2,···,'Pn,é). Portanto T: (E,cr(E,E'))-+ (F,cr(F,F')) é 

continua. Reciprocamente suponhamos que T: (E, cr (E, E'))__, (F, cr (F, F')) seja continuo, 
-=----,-~7 

mostremos que T é contínuo. Como E e F são espaços de Banach. Seja (x,y) E Graf(T) , 

então existe uma seqüência 

Isto implica que 

Xn __,X e Yn = T (xn) -+ y. 

Logo pelo Teorema do gráfico fechado é suficiente provar que y = T (x) . Como Xn -+ x e 

T (xn) -+ y, temos que 

15 
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como 

T: (E, CY (E, E'))---+ (F, CY (F, F')) 

é contínua, então 

T(xn) !'\ T(x). 

Como pela Proposição 2.2.1, (F, CY (F, F')) é espaço topológico de Hausdorff, segue que o 

limite é único, ou seja y = T (x) . Portanto pelo Teorema do gráfico fechado T é contínua. O 

Observação 2.2.6. A Proposição acima também é válida considerando E e F quaisquer 

espaços normados. 

Seja X um espaço normado. Denotamos a bola unitária fechada em X por 

Bx = {x E X: llxJI :S 1}. 

O Teorema seguinte foi obtido por Banach no caso dos espaços de Banach separáveis; 

muitos o referem como Teorema de Banach-Alaoglu. Alaoglu obteve a seguinte versão em 

(1940). 

Teorema 2.2. 7. ( Banach-Alaoglu) Seja E um espaço normado. Então BE' é w* -compacta. 

Demonstração. Veja [5] o 

Teorema 2.2.8. ( Goldstine) Seja E um espaço normado e J E: E -> E" o mergulho natural. 

Então 

Demonstração. Veja [5] O 

Seja E espaço de Banach. A seguir estabeleceremos uma condição necessária e suficiente 

para que E seja um espaço de Banach reflexivo. 

Teorema 2.2.9. Um espaço de Banach E é reflexivo se somente se Bs é fracamente com

pacto, ou seja Bs é w-compacto. 

Demonstração. Suponhamos que E seja reflexivo, segue que 

Js: E---+ E" 
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é bijetora. Provemos que Je: (E,u(E,E'))--+ (E",u(E",E')) é um homeomorfismo. 

Temos que le: (E, Te) --+ (E", TE") é linear e contínua. Segue da Proposição 2.2.5 que 

J E: (E, u (E, E')) --+ (E", u (E", E"')) é contínua. Da Proposição 2.2.3 temos que 

u (E", E') cu (E", E"'), 

segue então que 

Je: (E,u(E,E'))--+ (E",u(E",E')) 

é contínua. Mostremos que (Je)-1 
: (E", u (E", E'))--+ (E, u (E, E')) é contínua na origem. 

Sejam E > O e 'P1 , 'P2 , ... , 'Pn em E' e considere 

V (0, 4?1, 4?2, ... , 'Pn, E)= {x E E: l('f?j, x)l <E para cada j = 1, 2, ... , n}, 

a qual é uma vizinhança de zero para (E, u (E, E')). Seja então 

U* (0, ip1, 4?2, ... , 'f?n, E)= {y" E E": j(y", 'P])I <E para cada j = 1, 2, ... ,n}, 

a qual é uma vizinhança de zero para (E", u (E", E')). Mostremos que 

(Je)-
1 

(U* (0, 4?1, 'P2 1 ••• , 'Pn, E)) C V (0, 4?1, 'P2, · · ·, 'Pn, E)· 

Seja y" EU* (0, ip1, 4?2, ... , 'f?n, E) C E". Como le (E)= E", existe um x E E tal que 

le (x) = y" e j(y", 'Pj)l <E para cada j = 1, 2, ... , n. 

Assim temos 

I('Pj.x)l = I(Je(x), 'f?j)l = l(y", 'P])I <E para cada j = 1, 2, ... , n. 

Portanto x = (Je)-1 (y") E V (0, ip1 , ip2, ... , 'Pn, E). Portanto (Je)- 1 é contínua na origem e 

como (Je)-1 é linear temos que (Je)-1
: (E", u (E", E'))--+ (E, u (E, E')) é contínua. Logo 

le: (E, u (E, E')) --+ (E", u (E", E')) é um homeomorfismo. 

Já sabemos que J E é uma isometria, logo pelo fato de J E (E) = E" temos que (J E) - 1 também 

é isometria. Pelo Teorema de Banach-Aiaoglu, 

Be" = {x" E E": llx"ll :S 1} 

é w* -compacto. E tendo que 

(Je)- 1
: (E", u (E", E'))-+ (E, u (E, E')) 

17 
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é contínua, temos que ( J E) -I ( B E") = B E é w-compacto. Reciprocamente, suponhamos que 

BE seja w-compacto e provemos que E é reflexivo. Sabemos que 

lE: (E, a (E, E')) --> (E", a (E", E')) 

é contínua e como BE é w-compacto, temos que JE (BE) é w*-compacto. Como, pela 

Proposição 2.2.1, (E", a (E", E')) é um espaço topológico de Hausdorff, temos que JE (BE) 

é w*-fechado. Assim pelo Teorema de Goldstine temos que 

Seja y" E E", se y" =O temos que O= JE (O) E JE (E). Se y" =f O então 

como JE (E) é um subespaço de E" temos que y' E JE (E). Portanto JE (E)= E", ou seja 

E é reflexivo. O 



, 
CAPITULO 3 

Caracterização dos Conjuntos 

Fracamente Compactos 

Neste capítulo, estudamos os conjuntos fracamente compactos. Nós sabemos que em um 

espaço normado E um subconjunto K é TE-compacto se e somente se K é seqüencialmente 

compacto, ou seja toda seqüência (xn):;"= 1 em K admite uma subseqüência que converge para 

um ponto de K. Mostraremos que dados um espaço normado E e um subconjunto K de E, 

então K é fracamente compacto se, e somente se, toda seqüência (xn):;"=1 em K admite uma 

subseqüência que converge fracamente para um ponto de K. Este resultado foi obtido por 

Eberlein e Smulian. 

3.1 Conjuntos Fracamente Compactos 

Definição 3.1.1. Seja E um espaço normado. 

(a) Dizemos que um subconjunto K C E é relativamente fracamente compacto se F" é 

fracamente compacto 

(b) Dizemos que um subconjunto K C E é seqüencialmente fracamente compacto se toda 

seqüência (xn):;"=1 em K admite uma subseqüência que converge fracamente para um 

ponto de K. 

19 
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Seja K um conjunto fracamente compacto num espaço de Banach E. Se x' E E', então 

temos pela Proposição 2.2.5 e pela Observação 2.2.4 que x' : (E, u (E, E')) -+ (JK, TJK) é 

contínuo; então x' (K) é um conjunto compacto nos escalares. Segue que x' (K) é limitado 

para cada x' E E', ou seja 

supx' (k) < oo, para todo x' E E'. 
kEK 

Portanto, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, K é limitado. 

Além disso, como pela Proposição 2.2.1 (E, u (E, E')) é um espaço topológico de Haus

dorff e K é w-compacto, temos que K é w-fechado. Como temos pela Proposição 2.2.3 que 

u (E, E') C TE, então K é TE-fechado. 

Portanto concluímos que os conjuntos fracamente compactos de um espaço de Banach E 

são fechados e limitados na topologia da norma. Porém, ser fechado e limitado não implica 

ser fracamente compacto. Veja o seguinte exemplo: 

Exemplo 3.1.2. BE, para todo espaço noramdo E de dimensão infinita não-reflexivo. 

Temos que BE é fechada e limitada. Como E não-reflexivo, pelo Teorema 2.2.9, temos 

que B E não é fracamente compacta. 

3.2 Conjuntos Convexos 

Temos que um subconjunto F w-fechado de um espaço de Banach E é TE-fechado. O 

seguinte resultado nos diz quando um subconjunto F TE-fechado de um espaço de Banach é 

w-fechado. 

Proposição 3.2.1. Seja E um espaço de Banach e F um subconjunto de E convexo, então: 

F é TE-fechado se e somente se F é w-fechado. 

Demonstração. Mostremos que se F é TE-fechado então F é w-fechado. Para isto mostremos 

que r c F= ... F'B. Suponhamos que exista um Xo E Y\F, então B = {xo} é convexo e TE

compacto. Logo F e B são dois subconjuntos convexos e disjuntos de E , com F TE-fechado 

e B TE-compacto. Então pelo Teorema de Hahn Banach para separação de convexos existem 

x~ E E' , e a > O tais que 

x~ (xo) <a< x~ (y), para todo y E F, 
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no caso real; e 

Rex~ (xa) <o:< Rex~ (y), para todo y E F, 

no caso complexo. Tome 

W = (x~)-
1 

( -oo, o:) 

no caso real e 

W = (Rex~)- 1 (-oo,o:) 

no caso complexo. Então como x~ E E', temos pela Proposição 2.2.5 que 

x~ e Rex~: (E, <Y (E, E')) ---+ (K, TK) 

são contínuos. Portanto W é w-aberto. Temos que X 0 E W e W n F = 0, absurdo, pois 

X 0 E F'". Portanto V= F, ou seja F é w-fechado. 0 

Definição 3.2.2. Seja E um espaço normado, e seja A C E. 

(a) Denotaremos por co (A) a interseção de todos os subconjuntos convexos de E que contém 

A. Diremos que co (A) é a envoltória convexa de A. 

(c) Denotaremos por co (A) a interseção de todos os subconjuntos fechados convexos de E 

que contém A. 

Proposição 3.2.3. Seja E um espaço normado e seja A C E. Então: 

(a) co (A) é o menor subconjunto convexo de E que contém A. 

(c) co(A)=co(A)E. 

Demonstração. Como temos que a interseção de convexos é convexo, temos que co (A) é 

convexo e A c co (A), segue que vale (a). Como co (A) é interseção de fechados e temos que 

co(A) é TE-fechado e convexo, segue pelo item (a) que co(A) c co(A), logo 

co(A) E C co(A) E= co(A). (1) 

Temos que co (A)' E é TE-fechado e convexo, logo pela definição de co (A), 

co(A) C co(A) E. (2) 

De (1) e (2) temos que co (A) =co (A) E. o 

21 
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Corolário 3.2.4. Se E é um espaço de Banach e A C E, seja x E A"'. Então existe uma 

seqüência (xn):;o=l em co (A) tal que Xn --> x. 

Demonstração. Como x E A"' e tendo que A C co (A) temos: 

x E ::f" C co(A) . (1) 

Como co (A) é convexo e TE-fechado pela Proposição 3.2.1 temos: 

co(A) = co(A) E= co(A). (2) 

Como pela Proposição 3.2.3, co(A) = co(A) E' de (1) e (2) temos que: 

X E A"' c co (A) = co (A) = co (A) E' 

ou seja existe uma seqüência (xn):;o=l em co (A) tal que Xn--> x. D 

3.3 Teorema de Smulian 

Nesta seção mostraremos o seguinte resultado: seja E um espaço de Banach, e seJa 

A c E. Se A é relativamente fracamente compacto , então cada seqüência em A admite 

uma subseqüência que converge fracamente a um ponto de E. Este resultado foi obtido por 

Smulian em 1940. Para provar este resultado, necessitaremos de uma Proposição e de um 

Lema auxiliar. 

Definição 3.3.1. Seja E um espaço normado. 

(a) Dizemos que E é separável se existe um subconjunto enumerável D de E tal que D é 

denso em E, (isto é, para todo x E E e para todo c> O, B (x,c) n D f 0 ). 

(b) Seja F um subconjunto de E'. Dizemos que F separa pontos de E se 

(x', x) =O para cada x' E F então x =O. 

Proposição 3.3.2. Seja E um espaço normado separável, e seja { Xn : n E N} um subcon

junto enumerável e denso de E. Então: 

(a) Existe { <Pn: n E N} C E' tal que II<Pnll = 1 e <Pn (x) = llxnll para todo n E N. 
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(b) A aplicação 

é um isomorfismo isométrico entre E e um subespaço de C00 . 

(c) {<Pn: n E N} separa os pontos de E. 

Demonstração. Seja n E N fixo e tomemos Xn E E, logo segue do Corolário do Teorema de 

Hahn-Banach que existe <Í>n E E' tal que 

Portanto vale (a). Mostremos o item (b). É claro que T está bem definido e é linear, 

mostremos que T é contínuo. Como II<Pnll = 1 para todo n E N , segue que 

[[T(x)L = 11(4>n(x)):,1 [[ 1= =sup{[<Pn(x)[ :nEN} 

:S sup {[[4>n[[[[xll : n E N} = [[x[[ V x E E, 

logo pela Proposição 1.1.2 T é contínuo. Mostremos que 

[[T (x) [[ 1= = [[x[[ V x E E. 

Pelo que mostramos anteriormente basta mostrar: 

llx[[ :S [[T(x)[[ 1= V x E E. 

Seja x E E, então x E { Xn : n E N} e, logo existe, para simplificar a notação, uma seqüencia 

(xj);:1 E {xn: n E N} tal que Xj--> x. Logo, dado é> O, como {<Pn: n E N} C E', para j 

suficientemente grande, temos: 

[[x[[ :S [[xJ- x[[ + [[xJ[[ < ~ + [[xJII = ~ + !,Í>j (xJ) 

< ~-'- [cf;· (x ·)- cf; (x) + + (x)i - 2 I ' ) J ' ) "f') I 

:S ~ + I<PJ (xj)- <Í>J (x)[ + I<PJ (x)i 
é é 

:S 2 + 2 + [[T (x) llt= = ê+ [[T (x) [[ 1=. 

23 
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Portanto IIT(x)ll 1oo = llxll 'i x E E. Assim temos que T é um isomorfismo isométrico entre 

E e o subespaço T (E) de!!=. Logo 

llxll = IIT(x)ll 1oo = sup{l(</ln,x)l: n E N}. 

Assim se (</ln, x) = O para todo n E N, então llxll = O, logo x = O. Portanto { <Pn : n E N} 

separa os pontos de E D 

Lema 3.3.3. Se K é um conjunto fracamente compacto num espaço de Banach E e E' 

contém um subconjunto enumerável que separa pontos de E, então ( K, cr (E, E')IK) é metrizável. 

Demonstração. Suponhamos que K seja w-compacto. Seja D = {x~: n E N} um subcon

junto enumerável de elementos não nulos de E' que separa pontos de E. Defina: 

d: Ex E___.JR 

d(x ) = "oo 1 lx~(x-yJI. 
'Y L--n=l 2n llx~ll 

É claro que d está bem definida e d (x, y) 2:: O. Se d (x, y) =O então x~ (x- y) =O para todo 

n E N, como D separa pontos de E temos que x = y. Mostremos a desigualdade triangular. 

Sejam x, y e z em E, logo 

d(xz)="oo llx~(x-z)l="= llx~(x-y)+x~(y-z)l 
' L--n=l 2n llx~ll L--n=l 2n llx~ll 

<"co 1 lx~ (x- y)l + lx~ (y- z)l 
- L._,n=l 2n llx~ li 

"co llx~(x-y)l "oo llx~(y-z)l 

= L--n=l 2n llx~ll + L--n=l 2n llx~ll 

= d(z,y) +d(y,z). 

Portanto d é uma métrica em E. Mostremos que a métrica d em K define a topologia fraca 

em K, ou seja aplicação identidade: 

é um homeomorfismo. Mostremos que idx é continua. Dados x E K e é > O. devemos 

encontrar uma vizinhança Ux de x em ( K, cr (E, E')IK) tal que 

Ux c { k E K : d (x, k) < é}. 
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Sejam O < J < ~ e N > O um número natural tal que 

L
oc M e: 

2 
_1 < - onde M = sup {llkll : k E K}, 

n=N+l n 2 

e seja r= min {llx~ll : n = 1, 2, ... , N}. Tomemos então À= J ·r e seja 

U(x,x~,x;, ... ,x~,À) = {y E K: [x~ (x- y)[ <À para cada n = 1,2, ... N}. 

Seja y EU (x, x~, x;, ... , x~, À), assim: 

d(x ) _ "'N ]:_lx~(x-y)[ + "oc 2_\x~(x-y)[ 
'Y - ~n=l 2n [[x~[[ ~n=N+l 2n [[x~ \\ 

À N 1 oo 1 
< ; Ln=l 2n + Ln=N+! 2n [[x y[[ 

S · r Loo ]V[ f e: < -- + -- < - +- <E:. - r n=N+l 2n-l 4 2 

Portanto U (x, x~, x;, ... , x~, .\)c {k E K: d (x, k) <e:}, logo 

idx: ( K, a (E, E') 1x) -> (K, rd) 

é contínua. Seja F C K um conjunto w-fechado em K, como K é w-compacto temos que 

F é w-compacto em K. Portanto, como idx: ( K, cr (E, E') 1x) -> (K, rd) é contínua, temos 

que idx (F) =F é rd-compacto e conseqüentemente F é rd-fechado. Assim 

é um homeomorfismo. Portanto a topologia fraca em K é metrizável. D 

Agora temos condições de demonstrar o seguinte Teorema. 

Teorema 3.3.4. (Smulian)Seja E um espaço de Banach, e seja A c E. Se A é relati

vamente fracamente compacto, então cada seqüência em A admite uma subseqüência que 

converge fracamente a um ponto de E. 

Demonstração. Seja ( an)~=l uma seqüência em A. Seja 

Como [an] é TE-fechado e convexo, temos pela Proposição 3.2.1 que [an] é w-fechado. Temos 

que [an] é um espaço de Banach separável, segue que 

25 
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Como K é w-compacto, temos que A n [an] é w-compacto. Assim A n [an] é fracamente 

compacto no espaço de Banach separável [anJ, logo pela Proposição 3.3.2, temos que existe um 

subconjunto enumerável de [anJ' que separa pontos de [an]· E assim pelo Lema 3.3.3, segue 

que A n [an] é metrizável na topologia fraca de [an]· Como compacto e seqüencialmente 

compacto são equivalentes em espaços métricos, A n [an] é um subconjunto seqüencialmente 

fracamente compacto de [an]· Em particular, a seqüência (an)::"= 1 admite subseqüência fra

camente convergente, ou seja: existe uma subseqüência ( an,) ;:
1 

e existe a E E tais que 

Assim temos: 

lim x' (an) = x' (a) para todo x' E [anJ'. 
J-+00 J 

Portanto 

lim x' (an) = x' (a) para todo x' E E'. 
J.._..OO J 

Logo toda seqüência em A admite uma subseqüência que converge fracamente a um ponto 

~E. D 

3.4 Teorema de Eberlein 

Agora nesta seção mostraremos que se cada seqüência em A admite uma subseqüência que 

converge fracamente a um ponto de E, então A é relativamente fracamente compacto. Este 

resultado foi obtido por Eberlein em 1947. Antes de provar este resultado, necessitaremos 

de dois lemas auxiliares. 

Lema 3.4.1. Seja E um espaço de Banach, e seja A C E. Se cada seqüência em A admite 

uma subseqüência que converge fracamente a um ponto de E então A é limitado em E. 

Demonstração. Seja !/J E E' e seja (an);;:"=1 uma seqüência em A. Então por hipótese existe 

uma subseqüência ( an; )j;1 da seqüência ( an);;:"=1 tal que: 

Como !/J E E', então pela Proposição 2.2.5 e pela Observação 2.2.4, temos que: 

!/J: (E, a (E, E')) ----> (K rK) 
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w 
é contínuo. Logo, como an;- a, temos que: 

em JK:. Assim temos que seqüência ( q\(an) )~=! em q\(A) admite um subseqüência que converge 

para um ponto de JK: , logo q\(A) é um conjunto relativamente seqüencialmente compacto 

em JK:, então q\( A) é compacto em JK:. Então <P( A) é limitado em JK:. Como q\ E E' é 

arbitrário, temos que <P( A) é limitado em JK: para cada <P E E'- Portanto pelo Teorema de 

Banach-Steinhaus A é limitado em E. o 

Lema 3.4.2. Se F é um subespaço de E" de dimensão finita, então existe um conjunto finito 

D de BE' tal que para todo X
11 em F temos 

iix 11
11 -

2
-' :;; max{ix11(x')i: x' E D}. 

Demonstração. Como a dimensão de F é finita, temos que BF é compacta na topologia da 

norma e tendo que 
1 

BF C u {y" E F: iix 11
- Y

11 ii < 4 }, 
x"EBp 

existe x'J E BF tal que !lx 11
- x'J!I < t, ou seja 

!(x 11
- x'j)(x')! <~para todo x' E BE'· 

Então escolhemos D = { x;, x;, ... , x~} C B E' tal que 

j = 1, 2, ... ,n. 

Então sempre que X
11 E BF ,por (1) e (2) existe j E {1, 2, ... , n} tal que 

( 11 ') ( 11 ') ( 11 11 ') 3 1 1 x ,x1 = x1 ,x1 + x -x1 ,x1 > 4 - 4 = 2, 

logo temos que 

llx;'ll :;; % :s; !(x 11
, xj)l :s; max{ix11(x')i: x' E D}. 

Portanto para todo x 11 E F temos que 

llx;'ll :;; max{ix11(x')i : x' E D}. 

dado X
11 E BF 

(1) 

(2) 

o 

27 
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Agora temos condições de demonstrar o seguinte Teorema. 

Teorema 3.4.3. (Eberlein) Seja E um espaço de Banach, e seja A C E. Se cada seqüência 

em A admite uma subseqüência que converge fracamente a um ponto de E, então A é rela

tivamente fracamente compacto. 

Demonstração. Precisamos mostrar que A é relativamente fracamente compacto, ou seja 

:A'" é w-compacto. Como temos que a aplicação canônica J : E --+ E" é um isomorfismo 

isométrico entre E e J(E), podemos sempre identificar E com um subespaço de E". Então 

considerando A C E", temos que A é um conjunto limitado em E", pois pelo Lema 3.4.1 

A é limitado em E. Então temos que A"'" é limitado e w*-compacto em E", pois temos 
-=· que A C k · BE" para certo k > O. Como pelo Teorema de Alaoglu temos que BE" é 

w* -compacto em E", e tendo que a aplicação (linear bijetiva) 

x E (E", J (E", E')) --+ kx E (E", J (E", E')) 

é continua, temos que k · BE" é w*-compacto em E". Logo A"'• é w*-compacto em E". 
--:-1JJ.. ---;-W.. ---;-ti) 

Suponhamos que A c E, como u (E, E')= u (E", E') 1E, segue que A =A . Assim 

:A'" é w-compacto, pois Aw· é w*- compacto em E". Então para mostrar que A"' é w-
---;-UI.. ---;-UI.. • ---;-W.. • 

compacto basta mostrar que A C E. Mostremos que A C E. Seja x" E A e seja 

x~ E BE,, então temos que 

Vx",l = {y" E E": l(x"- y")(x;)l < 1} 

é uma vizinhança de x" em (E", J (E", E')), assim: 

Vx",l nA f 0, 

ou seja existe um a1 E A tal que 

Considere F1 = span{ x", x" - a1} , como F1 c E" e tem dimensão finita, pelo Lema 3.4.2 

't I I E t' td 1/ Ft ex1s em x 2 , ... , xn(2 ) em E' a.JS que para o o y E 1 emas: 

IIY"II -
2
-::; max{ I y"(x~)l : 1::; k::; n(2) }. 
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Agora tendo que vx" 1 = {y" E E" : max f(x"- y")(xUf < D é uma vizinhança de x" 
'2 1Sk:Sn(2) 

em (E", CT (E", E')), temos que 

v,, 1 n A f 0, 
'2 

ou seja existe um a2 E A tal que 

[(x"- a2)(x~)[ < ~ para todo 1 :S k::; n(2). 

Considere F2 = span{ x", x"- a1 , x"- a2}. Como F2 C E" e tem dimensão finita, pelo Lema 

3.4.2 existem x~( 2 )+P ... , x~(3) em Bs' tais que para todo y" E F2 temos: 

ffy;'fi :S max{f y"(x~)f : 1 :S k::; n(3) }. 

Agora tendo que vx" 1 = {y" E E" : max f(x"- y")(xUf < D é uma vizinhança de X
11 

'3 1Sk:Sn(3) 

em (E", CT (E", E')), temos que 

Vx" 1 nA f 0, 
'3 

ou seja existe um a3 E A tal que 

[(x"- a3)(x~)[ < ~ para todo 1 :S k :S n(3). 

Considere F3 = span{x", x"- a1, x"- a2, x"- a3 }. Como F3 C E" e tem dimensão finita, 

pelo Lema 3.4.2 existem x~( 3 )+1' ... , x~( 4 ) em Bs, tais que para todo y" E H temos: 

ffy;'ff :S max{ f y"(x~)f: 1::; k::; n(4) }. 

Agora tendo que vx" 1 = {y" E E" : max [(x"- y")(x~)f < D é uma vizinhança de x" 
'4 l:Sk:Sn(4) 

em (E", cr (E", E')), temos que 

ou seja existe um a4 E A tal que 

[(x"- a 4 )(x~)/ < ~ para todo 1::; k::; n(4). 

Assim construímos uma seqüência (aj)j;1 C A tal que para todo j E .N 

/(x"- aj)(xUf < ~ para x~ E BE' c 1::; k::; n(j). 
J 

(1) 

29 
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Como por hipótese cada seqüência em A admite uma subseqüência que converge fra

camente a um ponto de E, então a seqüência (ai)f=1 admite uma subseqüência, digamos 

(ai,)~ 1 , que converge fracamente para x E E, ou seja 

aj, !!\ x E E o que é equivalente a (x', ajJ --+ (x', x) V x' E E'. (2) 

Agora considerando (aj,)~ 1 C E", temos que x"- aj, ~ x"- x, ou seja 

" =-wF· dF {"" " " } x -x E on e = span x ,x -a1 ,x -a2 ,x -a3 , •••. (3) 

Pela construção dos x; em BE' e dos ai E A temos: 

IIY~'II :::; s,;;p {iy"(x:r,)l} para todo y" E F. (4) 

Mostremos que (4) é válida para todo y" E r·. 
(y~)aEíl C F tal que 

-=-w* 
Seja y'' E F . Então existe uma rede 

y~ ~ y" o que é equivalente a ( y~, x') --> ( y", x') Vx' E E'. 

Como y~ E F V a E Sl, temos por ( 4) que 

l(y~,x')l < IIY~II < {I "( , )I} 
2 - 2 - s:;r Ya Xm VaE!l eVx'EBE'· 

Portanto, como (y~, x') --+ (y", x') V x' E E', temos: 

l(y",x')l < 
2 

_ ~p {ly"(x:r,)l} 

Logo 

11~'11 :::; s~ {ly"(x:r,)l} para todo y" E r·. 
Assim, como x" - X E r*' temos: 

llx" ~ xll < s,;;p{l(x"- x) (x:r,)l} 

Agora dado é> O e fixando m, temos por (1) e (2): 

l(x"- x) (x;,)l = lx"(x;,)- x;,(ajJ + x;,(ajJ- x(x:r,)l 

= l(x"- ai,)(x:r,) + x;,(aj,)- x:r,(x)l 

:S l(x"- aj,)(x:r,)l + lx:r,(aj,)- x;,(x)l <~+é 

(5) 



CAP. 3 • CARACTERIZAÇÃO DOS CONJUNTOS 
FRACAMENTE COMPACTOS 

sempre que m < n(p) e p ::; Js· Assim temos que sup{ l(x"- x)(x;,)i } = O. Portanto 
m 

--=· temos em (5), que llx"- xll = O, logo x" = x E E, assim temos que A C E. Portanto 

A é w-compacto. D 

Então a partir dos resultados feitos por Smulian e Eberlein temos o seguinte Teorema. 

Teorema 3.4.4. [Eberlein e Smulianj Seja E um espaço de Banach, e seja A C E. Então 

A é relativamente fracamente compacto se, e somente se, cada seqüência em A admite uma 

subseqüência que converge fracamente a um ponto de E. Em particular , um subconjunto 

de um espaço de Banach é fracamente compacto se. e somente se, ele é seqüencialmente 

fracamente compacto. 

Demonstração. Segue do Teorema 3.3.4 e Teorema 3.4.3. D 
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CAPITULO 4 

Operadores Fracamente Compactos 

entre Espaços de Banach 

Nesta capítulo consideraremos E, F espaços de Banach. Definiremos os operadores 

fracamente compactos e o adjunto de um operador. E estabeleceremos condições necessárias 

e suficientes para que um operador seja fracamente compacto. O principal resultado deste 

capítulo é que para um operador ser fracamente compacto é necessário e suficiente que o 

seu respectivo adjunto também seja fracamente compacto. Este resultado foi obtido por 

Gantmacher. 

4.1 Adjunto de um Operador entre Espaços de 

Banach 

Nesta seção serão apresentados algumas definições e estabeleceremos condições necessárias 

e suficientes para que um operador seja fracamente compacto. 

Definição 4.1.1. Sejam E e F espaços de Banach. Seja TE L( E; F) e BE = {x E E: llxll :::; 1}. 

O operador T é fracamente compacto se T (BE) é w-compacto. 

Se T é fracamente compacto, então dado um conjunto U C E limitado, T (Ut é w

compacto. 

32 
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Proposição 4.1.2. Seja TE L( E; F). As seguinte condições são equivalentes: 

(a) T é fracamente compacto. 

(b) Para toda seqüência limitada (xn):~l em E, a seqüência (T (xn)):;"~ 1 admite uma sub

seqüência fracamente convergente. 

Demonstração. Segue diretamente do Teorema de Eberlein-Smulian 3.4.4 D 

Definição 4.1.3. O adjunto T' de um operador linear TE L( E; F) é operador linear 

T': F'-+ E' 

y' .......__. T' (y') = y' o T . 

Lema 4.1.4. A aplicação T-+ T' é um isomorfismo isométrico de L( E; F) em L( F'; E'). 

Demonstração. Claramente temos que a aplicação T -> T' é linear. Temos que o funcional 

linear y' o T é contínuo quando y' E F' e T E L(E; F),então T'(y') = y' o T E E'- Como 

conseqüência do Teorema de Hahn-Banach temos: 

llxlle = sup lx' (x)i , 
x'EBE' 

onde Be• = {x' E E': llx'll:::; 1}. Portanto 

IIT(x)IIF = sup i(y',T(x))i 
y'EBp' 

então 

IIT'IIL(F';E') = sup IIT' (y')lie• = sup IIY' 0 Til e· 
y'EBp, y'EBp' 

- sup { sup i(y', T (x))i} 
y'EBpt xEBE 

- sup { sup i(y',T(x))l} 
xEBE y'EBpt 

= sup IIT (x) li F = li Til · 
xEBe 

Isto mostra que a aplicação T -+ T' é um isomorfismo isométrico. 
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Lema 4.1.5. Seja TE L( E; F). Então 

T': (F', O" (F, F)) ---> (E', O" (E', E)) 

é contínuo. 

Demonstração. Sejam x~ E F', x 1 , x 2, ... , Xn em E, f> O e tomemos: 

V(T' (x~) ,x1,x2, . .. ,Xn,E) = {x' E E': I(T' (x~)- x') (x1 )1 <f para cadaj = 1,2, ... ,n} 

uma vizinhança de T' ( x~) em (E', O" (E', E)). Tomemos então: 

U (x~, T (x1), ... , T (xn), f) = {y' E F' : I ((x~ - y') , T (x1) )I < E: para cada j = 1, 2, ... , n} , 

que é uma vizinhança de x~ em (F', O" (F', F)). Mostremos que 

T' (U (x~, T (xl), ... , T (xn), c)) C V (T' (x~) ,x1,x2, ... , Xn, c). 

Sejay' E T'(U(x~, T(x1), ... , T(xn) ,c)), ousejay' = T' (x') ondex' E U(x~,T(x 1 ) , ... ,T(xn) ,é 

Então: 

I(T' (x~)- y') (x1ll = I(T' (x~- x')) (x1))1 = l((x~- x'), T (x1))1 <c para cada j = 1, 2, ... , n. 

Portanto T': (F', O" (F', F)) ---> (E', O" (E', E)) é contínuo. o 

Lema 4.1.6. Se T E L(E; F) e U E L(F; G) então (U o T)' = T' o U'. O adjunto da 

identidade de L( E; E) é a identidade de L (E'; E'). 

Demonstração. Para z' E G' e x' E E' temos: 

(U o T)' (z') = z' o (U o T) = (z' oU) o T = U' (z') o T 

= (T' oU') (z') 

Seja I: E ---> E a identidade. Então: 

I' ( x') = x' o I = x'. 

Portanto I' é a identidade de L (E'; E'). 

Lema 4.1. 7. Seja T E L( E; F) e J E: E ---> E" o mergulho natural. Então 

T" (h (x)) = ]p (T (x)) para todo x E E. 

o 
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Demonstração. Sejam x' E E', então pelas definições de adjunto, JE e ]F temos: 

T"(h (x) )(x') = (JE (x) o T') (x') = T' (x' (x)) = (x' o T) (x) = (x', T (x)) 

= ]p (T (x)) (x'). 

Observação 4.1.8. Temos como conseqüência que T" (x) = T (x) se x E E. 

o 

O próximo resultado nos dá uma condição necessária e suficiente para que um operador 

linear TE L( E; F) seja fracamente compacto. 

Teorema 4.1.9. Um operador linear T E L( E; F) é fracamente compacto se somente se 

T" (E") C J F (F) onde J F: F -+ F" é o mergulho natural. 

Demonstração. Suponhamos que T seja fracamente compacto. Seja BE" a bola unitária 

fechada de E". Temos pelo Lema 4.1.5 que 

T": (E",(}' (E", E'))-+ (F",(}' (F", F')) (1) 

é contínuo, e pelo Lema 4.1.7 temos: 

Assim por (1) e (2), 

T" (JE (x)) = Jp (T (x)) para todo x E E. 

T" (JE(BE) ') ç;;_ T"(Je(BE)) = ]p(T(BE)) 

ç;;_ ]p (T(BE) ) 

como T é fracamente compacto, temos T (BEt w-compacto. Tendo que: 

JF: (F,(}' (F, F'))-+ (F",(}' (F", F')) 

(2) 

(3) 

é contínua, temos que JF (r(BE) ') é.w*-compacto, logo JF (r(BE) ) é w*-fechado, por

tanto JF ( T (BE) ) = JF ( T (BE) ) . Logo temos em (3): 

T" (]E (BE) ') ç;;_ ]F ( T (BE) ) ç;;_ ]F (F), 
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como pelo Teorema de Goldstine JE (BE) = BE" temos: 

Como T" é linear e JF (F) é subespaço de F" temos: 

T" (E") c ]p (F). 

Reciprocamente suponhamos que T" (E") C JF (F) = F, identificaremos F com um 

subespaço de F", e mostremos que T é fracamente compacto. Como pelo Lema 4.1.5 temos 

que T": (E", a (E", E')) ---+ (F", a (F", F')) é contínua e pelo Teorema de Alaoglu B E" é 

w* -compacto então temos que 

T" ( B E") é w* -compacto . (4) 

Pelo Lema 4.1.7 temos: 

T(BE) = T" (BE) Ç T" (BE") C F. (5) 

=c~'7W* * 
De (4) e (5) temos que T (BE) é w*-compacto e T (BE) C F, logo como a (F, F') = 
a (F", F')w, temos T (BE) é w-compacto. Portanto T é fracamente compacto. D 

Corolário 4.1.10. Se E ou F é um espaço reflexivo, então todo operador T E L (E; F) é 

fracamente compacto. 

Demonstração. Se F é reflexivo, então JF (F)= F", assim 

T" (E") c F"= ]p (F), 

e se E é reflexivo, então JE (E)= E", e utilizando o Lema 4.1.7 temos: 

T" (E")= T" (JE (E))= JF (T (E)) c ]p (F) .. 

Portanto em ambos os casos, pelo Teorema 4.1.9 temos que T é fracamente compacto. D 

Definição 4.1.11. A topologia uniforme em L (E; F) é a topologia métrica de L (E; F) 

induzida pela norma 

IITIIL(E;F) = sup IIT(x)ll · 
xEBs 



CAP. 4 • 
BANACH 

OPERADORES FRACAMENTE COMPACTOS ENTRE ESPAÇOS DE 
37 

Corolário 4.1.12. O conjunto dos operadores fracamente compactos é fechado na topologia 

uniforme de L (E; F). 

Demonstração. Seja (Tn):;'= 1 uma seqüência de operadores fracamente compactos, e seja 

Tn -> T. Mostremos que T é fracamente compacto. Pelo Lema 4.1.4, temos que aplicação 

T --+ T' é um isomorfismo isométrico, segue que 

r:;_, T" = IIT;;- T"ll _,o. 

Como para todo n E N, Tn é fracamente compacto, temos pelo Teorema 4.1.9 que 

r:; (E") c Jp (F) para todo n E N, 

ou seja, para cada x" E E", temos que r;: (x") E lF (F) para todo n E N. Como lF (F) é 

fechado em F" com a topologia da métrica e 

!(T:;- T") (x")l :5: IIT;;- T''illlx"ll 

temos que T;:(x")--+ T"(x"). Portanto T"(x") E lF(F), assim pelo Teorema 4.1.9 T é 

fracamente compacto. O 

Teorema 4.1.13. Sejam T, U E L (E; F) fracamente compactos, W E L (F; G), V E 

L (G; E) e a, (3 E K. Então: 

(a) (aT + (JU) é fracamente compacto. 

(b) TV e WT são fracamente compactos. 

Demonstração. Temos (aT + (JU)" = crT" +(JU". Utilizando (1) =Teorema 4.1.9, (2) =Lema 

4.1.6 e (3) =Lema 4.1.7 temos: 

1 
(aT + fJU)" (E")= (aT" + fJU") (E") <;;; alF (F)+ (JlF (F)<;;; h (F) 

1 
(TV)" (G") 

2 (T''V") (G") <;;; T"(E") <;;; 1F (F) 

1 
(WT)" (E")~ (W"T") (E") C W"(lF (F)) la [W (F)]<;;; la (G) . 

Portanto, pelo Teorema 4.1.9, (aT + .BU), TV e WT são fracamente compactos. O 
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4.2 Teorema de Gantmacher 

Nesta seção faremos o principal resultado deste capítulo. O resultado foi obtido por 

Gantmacher o qual é; para um operador ser fracamente compacto é necessário e suficiente que 

o seu respectivo adjunto também seja fracamente compacto. Antes de provar este resultado, 

necessitamos de um lema auxiliar. 

Lema 4.2.1. Um operador TE L (E; F) é fracamente compacto se e somente se 

T': (F',u(F',F))--> (E',u(E',E")) 

é contínuo. 

Demonstração. Suponhamos que T seja fracamente compacto, então, pelo Teorema 4.1.9, 

para cada x" E E" existe y E F tal que 

T" (x") = ]p (y) 

assim temos: 

x" (T' (y')) = T" (x") (y') = J F (y) (y') = (y', y) V y' E F'. (1) 

Seja (y~)aEA uma rede em F' e suponhamos que y~ ~ y' E F', ou seja 

y~ (y) --> y' (y) para cada y E F. (2) 

Mostremos que T' (y~) ~ T' (y'), ou seja 

x" (T' (y~)) -+ x" (T' (y')) para cada x" E E". 

Seja x" E E". Então existe y E F tal que, por (1) e (2), temos: 

x" (T' (y~)) = (y~, y)--> y' (y) = x" (T' (y')), 

assim temos que T' (y~) ~ T' (y'). Então, dados y' E F' e uma rede (y~)aEA em F' tais que 

y~ ~ y', ternos que T' (y~) ~ T' (y'). Portanto 

T': (F', O'( F', F))--> (E', u (E', E")) 
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Reciprocamente suponhamos que T': (F',17(F',F)) --> (E',17(E',E")) seja 

contínua e mostremos que T" (E") C Jp (F). Sejam x~ E E" e (y~)"'EA uma rede em F'. 

Suponhamos que y~ !i: y' E F', como T': (F',!7(F',F)) --> (E',!7(E',E")) é contínua, 

temos que T' (y~) -"' T' (y'), ou seja para x~ E E" temos: 

T" (x~) (y~) = x~ (T' (y~))-+ x~ (T' (y')) = T" (x~) (y'). 

Assim segue que 

T" (x~) : (F', !7 (F', F)) -+ lfC 

é um funcional linear contínuo, assim T"(x~) E (F',rr(F',F))' =F= ]p(F). Portanto 

T" (E") c ]p (F), assim pelo Teorema 4.1.9 T é fracamente compacto. O 

Agora temos condições de demonstrar o seguinte Teorema. 

Teorema 4.2.2. ( Gantmacher) Um operador T E L (E; F) é fracamente compacto se e 

somente se T' é fracamente compacto. 

Demonstração. Suponhamos que T seja fracamente compacto. Como pelo Teorema de 

Alaoglu temos que BF' é w*-compacto e pelo Lema 4.2.1 que 

T': (F',!7(F',F))-+ (E',rr(E',E")) 

é contínua, segue que: 

T' (BF') é w-compacto. 

Portanto T' (BF') = T' (BF') é w-compacto, ou seja T' é fracamente compacto. Supon

hamos que T' seja fracamente compacto , assim pelo Lema 4.2.1 temos: 

T": (E", !7 (E", E')) -+ (F", !7 (F", F 111
)) (1) 

contínua. Como pelo Teorema de Goldstine JE (BE) = BE" e utilizando o Lema 4.1.7 

temos: 

T" (BE") = T" (JE(BE) *)c;}_ T"JE(BE) = JpT(BE) . (2) 

Como BE é convexo e tendo que JpT é linear, temos que ]pT (BE) é convexo. Portanto 

]pT (BE) = ]pT (BE) F". Assim de (2) temos: 

T" (BE") = ]pT (BE) ll = JpT (BE) F" ç Jp (F) 

Portanto T" (E") ]p(F) e pelo Teorema 4.1.9 temos que T é fracamente compacto. O 



, 
CAPITULO 5 

Fatoração de Operadores e 

Polinômios Fracamente Compactos 

Neste capítulo definimos quando um operador fatora-se através de um espaço de Banach 

reflexivo. E o resultado central deste capítulo é: para um operador entre espaços de Banach 

ser fracamente compacto é necessário e suficiente que ele fatore-se através de um espaço de 

Banach reflexivo. Este resultado foi obtido por Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski [4]. E 

veremos uma aplicação deste resultado na fatoração de polinômios m-homogêneos fracamente 

compactos. 

5.1 Fatoração de Operadores Fracamente Compactos 

Neste seção mostraremos que todo operador fracamente compacto entre espaços de Ba

nach fatora-se através de um espaço reflexivo. Para mostrar este resultado precisaremos de 

alguns resultados preliminares. Começamos com a seguinte definição. 

Definição 5.1.1. Seja T: E-> F um operador entre espaços de Banach. Dizemos que T 

fatora-se através de um espaço de Banach reflexivo se existem um espaço de Banach reflexivo 

R e operadores SE L (E; R) e L E L (R; F) tais que T =L o S. 

40 
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Observação 5.1.2. Seja T: E ---+ F um operador entre espaços de Banach que fatora-se 

através de um espaço de Banach reflexivo. Então existem um espaço de Banach reflexivo 

R e operadores S E L (E; R) e L E L (R; F) tais que T = L o S. Como R é um espaço 

de Banach reflexivo temos pelo Corolário 4.1.10 que S e L são fracamente compactos e logo 

pelo Teorema 4.1.13, temos que T =L oS é fracamente compacto. 

Lema 5.1.3. Seja (Xn, 11·11nl:=1 uma seqüência de espaços de Banach e seja R2 o espaço de 
00 

Banach das seqüências númericas (an):;"=1 tais que 2: lanl2 converge. Denotamos o espaço 
n=l 

de todas as seqüências 

(a) A aplicação 

Demonstração. Pelo fato de R2 ser um espaço normado, temos que 11·11 2 é uma norma em 

(2::=1 Xn) 2 • Provemos que ((2::=1 Xn) 2 , 11·11 2 ) é um espaço de Banach. Seja (xn):= 1 uma 

seqüência de Cauchy em (2::=1 Xn) 2 , temos 

xn = (çinl,çànl, ... ) para todo n E N. 

Então como (xn):= 1 é de Cauchy, para todo E> O existe N E N tal que 

(1) 

Então segue que para cada j = 1, 2, ... , 

(2) 
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Logo fixado j em (2), temos que a seqüência 

(
ç(l) ç(2) ç(3) ) 
.....,] ''-:.J l '-,J ... 

é de Cauchy em X1 . Como X1 é um espaço de Banach, existe Ç1 E X1 tal que 

Então definimos: 

x=(6,6,6, ... ), 

e mostremos que x E C?::::::'=1 Xn) 2 e que (xn):;'= 1 converge para x em ((2::::;'=1 Xn) 2 .11·11 2). De 

(1) nós temos que para n, m > N 

jt [[çjnl çjml r r: < €2 ' k = 1, 2, 3, ... (3) 

Fazendo m-+ = em (3), 

~ [[çjnl- ç1 [[: < s 2 para n > N e k = 1,2,3, ... (4) 

Fazendo k-+ oo em (4), 

ll(xn- x) 11 2 = 1 ~ ([[çjnl- çJ[[J 
2 

< s2 sempre que n > N, (5) 

ou seja xn -+ x em ( (2:::::'=1 Xn) 2 , 11·11 2 ). Temos de (5) que xn - x E (2::::;'=1 Xn) 2 , logo 

D 

Proposição 5.1.4. O dual de (2::::;'=1 Xn) 2 é (2::::;'=1 X~) 2 ,ou seja o dual de (2::::;'=1 Xn) 2 é 

isometricamente isomorfo a (2:::::'~ 1 X~) 2 . 

Demonstração. Dado y = (x~):;'= 1 em (2::::;'=1 X~) 2 , definimos tf;y: (2:::::'~ 1 Xn) 2 -+ K por 

tPy (x) :=f (x~,xn) para todo x = (xn):;'=1 em (f:xn) . 
n=l n=l 2 

Temos que 

(

00 )1/2 
IIYIIz = f

1 
llx~lli~ < oo, 
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onde llx~llx• = sup {lx~ (xn)l: llxnlln < 1} e llxll2 = (Z::::::"-1 (llxnlln)2)112 
< oo. Logo 

(llxnlln):;"=1 : (llx~llx;,) ~= 1 estão em f.2. Então pela desigu~dade de Hiilder, e pelo fato 

de x~ E X~ para todo n E N temos 

00 

~ f 1 1lx~llx~ ·llxnlln 

( 

00 ) 1/2 ( oc ) 1/2 
~ ];

1 
llx~ll~~ · ];

1 
(llxniiS 

= IIYII2 · llxll2 · 

Segue que rf;y E ( (2::::;"=1 Xn) 2)' e llr/Jyll ~ IIYII 2 . Reciprocamente, provaremos que dado 

rjJ E ((E:;"=1 Xn) 2 )', existe Y E (E:;"=1 X~) 2 tal que rf;y = rjJ e IIYII 2 ~ llr/JII· Seja x = (xn):;"= 1 

em (E:;"=1 Xn) 2 e en = (0, O, ... , 1, O, ... ) com 1 na n-ésima coordenada, então 

n 

lim x - E Xjej = lim 
n-oo j=l n-+oo 

2 

=0. 
2 

Portanto x = Ef=1 Xjej para todo x em (E:;"=1 Xn) 2 . Seja então rjJ E ((E:;"=1 Xn)2)', temos 

para cada n E N 

Assim temos que <f; o 1l"n E X~ para cada n E N. Definamos 

Portanto, para xn = (x1' X2, . .. 'Xn, o, o, ... ) temos que 

n n n 
rjJ (xn) = L,rf; (xjej) = Er/J o 7rj (xj) = E (xj, xú. 

j=l j=l j=l 

Para O < 8 < 1 fixado, existe W E Bx; tal que 
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Tomemos: 

Xj = (xj,yj) · Yj, 

e seja xn = (x1 ,x2, ... ,xn,O,O, ... ). assim temos que 

Por outro lado, 

cf;(xn) :S llcf;!l·llxnll2 llcf;ll c~ j(xj,yj)l 2 ·IIYjll~) 
112 

:S llcf;!l c~ ilxjll~; ·IIYj 11~) 
112 

:S llcf;ll (t1 llxj li~;) 
112 

Logo temos 

ou seja 

Fazendo e __, 1 temos 
n ( ) 1/2 
~ 1 llxjll~; :S llcf;ll-

Como n E N é arbitrário, segue que y = (x~.x;, x;, .. . ) E (I;;:o=1 X~) 2 , cf;y = cj; e IIYII 2 :S 11<1>11· 
Se definimos 

T: (!=1x~)2 __, (~/n)z 
y ,...__. T (y) = q,Y, 

então T é linear e sobrejetiva, e IIT (y) li = IIYII 2 para cada y E (I;;:o=1 X~) 2 . D 
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Definição 5.1.5. Seja E um espaço normado e seja A C E um conjunto absorvente. O 

funcional de Minkowski de A é a função PA: E -->R definida por 

PA (x) = inf {o:> O: x E o:A}. 

Proposição 5.1.6. Seja E um espaço normado e sejam A e B subconjuntos absorventes de 

E tais que A C B e À > O. Então: 

(a) PA (x) 2: PB (x) para cada x E E. 

(b) P>..A (x) = tPA (x) para cada x E E. 

Demonstração. Como A C B, então para o: > O temos o:A C o:B, assim temos que se 

x E o:A, então x E o:B. Portanto PA (x) > PB (x) para cada x E E. Temos: 

1 1 
)_"PA (x) = À inf {o:> 0: x E o:A} 

= inf {~>O: x E o:A} 

= inf n > 0: X E ~(.\A)} 

= inf {11 > 0: X E /1(.\A)} 

= P>..A (x). 

D 

Proposição 5.1. 7. Seja E um espaço normado e seja A um subconjunto convexo, equilibrado 

e absorvente de E. Então: 

(a) PA é uma seminorma em E. 

(b) {x E E: PA (x) < 1} C A C {x E E: PA (x) S:: 1}. 

(c) Se A é TE-fechado então A= {x E E: PA (x):::; 1}. 

Demonstração. Temos da definição que PA (x) 2: O para cada x E E. Mostremos que 

PA (.\x) = IÀI · PA (x) para cada.\ E lK e x E E. Isto é claro quando À = O. Se À 'I O, 

então, como A é equilibrado, temos que 

.\A= l.\1 A para todo À E IK. 
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Assim temos 

Provemos que 

PA (Àx) = inf {a> O: Àx E aA} 

= inf{a >O: IÀix E aA} 

= inf {a> O: x E I~IA} 
= inf{IÀI,6 >O: x E ,6A} 

=IÀI·PA(x). 

PA (x + y) ::; PA (x) + PA (y) para todos x, y E E. 

Dado E > O, existem a, (J, com 

PA (x) ::Ó a< PA (x) +E, PA (y) ::Ó ,6 < PA (y) +E, 

tais que x E aA e y E (JA. Como A é convexo, segue que 

pois a~il + a!e = 1. Logo de (1) e (2) temos que 

PA(x+y) = inf{õ >O: (x+y) E õA} 

< a+,6 

< PA (x) + PA (y) + 2E. 

(1) 

(2) 

Como E > O é arbitrário, temos que PA (x + y) ::; PA (x) + PA (y) para todos x, y E E. 

Portanto temos que PA é uma seminorma em E. Provemos (b). De 

x E A=? x E lA=? PA (x) ::; 1, 

segue que A C {x E E: PA (x) :::; 1}. 

Seja x E E tal que PA (x) < 1, então existe a > O tal que PA (x) ::; a < 1 ex E aA. 

Como A é equilibrado e lal < 1, temos que x E aA C A. Portanto {x E E: PA (x) < 1} C 

A C {x E E: PA (x) ::ó 1}. 
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Seja agora A fechado. Temos de (b) que A C {x E E: PA (x) :S 1}. Se PA (x) < 1, por 

(b) x E A. Se PA (x) = 1, então para todo n E N existe an >O tal que 

1 
p A ( x) = 1 :S an < 1 + - com x E anA· 

n 

Temos que para todo n E N, 

Logo a seqüência (:J~=l = (an)~=l C A. Segue de (3) que 

X 
- -+ x quando n -+ oo. 
O<n 

(3) 

Assim temos que x E :JrE =A, pois A é fechado. Portanto A= {x E E: PA (x) :S 1}. D 

Definição 5.1.8. Seja E um espaço normado. Duas normas 11·11 1 e 11·11 2 em E são ditas 

equivalentes se existem constantes a,b > O tais que 

a llxll 1 :S llxlf2 < b lfxll 1 para todo x E E. 

Lema 5.1.9. Seja W um subconjunto convexo, equilibrado e limitado de um espaço de Ba

nach (X, li· fi). Para cada n E N, o funcional de Minkowski do conjunto 

é uma norma equivalente a 11·11· 

Demonstração. Como W é limitado, temos que llwlf :S k para todo w E W. Logo W c kBx. 

Assim temos 

Logo pela parte (a) da Proposição 5.1.6 temos 

P2-"Bx (x) 2': Pun (x) 2': P(k2"+2-")Bx (x) para todos x E X e n E N. 

Pela parte (b) da Proposição 5.1.6 segue que 

2nPBx (x) 2': Pun (x) 2': (k
2

n ~ 
2

_n)PBx (x) para todos x E X e n E N. (1) 
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Como temos que Ex é Tx-fechado e Un = 2nW + 2-nBx para cada n E N é convexo, 

equilibrado e absorvente, pela Proposição 5.1. 7 segue que 

Ex= {x E X: PBx (x):::; 1} e Pun é uma seminorma para cada n E N. (2) 

Mostremos que Pun é uma norma equivalente a 11·11 para cada n E N. Seja x E X e supon

hamos que x cf O. Como 11 ~ 11 E Ex, segue de (2) que 

1 
s; 1 =? wPBx (x) s; 1 =? PBx (x) s; llxJI. 

Assim segue de (1) que 

1 1 
llxll < n)PBx (x):::; Pun (x):::; 2nPBx (x):::; 2n llxll, (k2n + 2 n) - (k2n + 2 

para cada n E N. Portanto 

1 
(k2n + 2_n) llxll :::; Pun (x) :::; 2n llxll para todo x E X e n E N. 

Logo PUn é uma norma equivalente a 11·11 para cada n E N. 

Denotaremos Pun = ll·lln para cada n E N. 

( 
2) 1/2 

Definição 5.1.10. Para cada x E X, definimos lllxlll := 2::;;;'=1 llxlln e consideremos os 

seguintes subconjuntos de X: 

Y = {x E X: lllxlll < oo} e C= By = {x E Y: lllxlll:::; 1}. 

Finalmente, seja j: Y '--' X a inclusão de Y em X. 

O seguinte lema dá uma condição necessária e suficiente para que o subconjunto Y de 

X seja um espaço de Banach reflexivo. Será de grande contribuição para mostrarmos o 

resultado principal deste capítulo. 

Lema 5.1.11. ( W. J. Davis, T. Figiel, W. E. Johnson, A. Pelczynski) Seja W um subcon

junto convexo, equilibrado e limitado de um espaço de Banach (X, 11·11). Então: 

(i) W c C= By. 

(ií) (Y, 111·111) é um espaço de Banach e j: (Y, 111·111) '--+ (X,II·II) é contínua. 
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(iii) j": Y" ----+X" é injetora e (j")-1 (X) = Y. 

(iv) Y é reflexivo se, e somente se W é relativamente fracamente compacto. 

Demonstração. Seja w E W, então 2nw E 2nW Ç Un = 2nw + 2-nBx para cada n E N. 

Segue que 

ll2nw11n < 1 para cada n E N. 

Logo llwll~ S:: 2 ~n para cada n E N, o que implica que 

1/2 1/2 

lllwlll = (f 1 11wl1~) S:: (~ 2 ;n) < 1. 

Portanto está provado (i). 

(ii) Provemos que 111·111: Y----+ lR é uma norma. É claro que 

1/2 

lllxlll = (f 1 1lx11~) 2 O, 

pois llxlln 2 O para todo n E N. Se 

lllxlll =O=? llxlln =O para todo n E N =? x =O. 

Logo lllxlll =O se e somente se x =O. 

Sejam x E Y e À E lK. Segue que 

1/2 1/2 1/2 

111.\xlll = (f
1 
11.\xll~) = (fY1 2 IIxll~) (1.\1

2 
f

1 
llxll~) 

= l.\1 ·lllxlll-

Sejam x, y E Y. Segue do fato de P.2 ser um espaço normado que 

Portanto (Y, 111·111) é um espaço normado. 

Para mostrar que (Y, 111·111) é espaço de Banach, consideramos a seguinte seqüência de 

espaços de Banach 
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pois, pelo Lema 5.1.9, para todo n E N a norma ll·lln é equivalente a 11·11- Denotamos 

Xn = (X,II·IIn) . Logo pelo Lema 5.1.3, segue que ((I;~=' Xn) 2 .11·11 2) é um espaço de Banach. 

Consideremos a aplicação 

'P= (Y,III·IIIl-+ ((f,xn)
2

.11·112) 

y f-+ 'P (y) := (j (y) ,j (y) ,j (y) •... ) . 

( 

CXl ) 1/2 ( 00 ) 1/2 
Logo II'P(Y)II2 = n~111J (y)ll~ = f111YII~ = IIIYIII para todo y E Y. Então 

temos que 'Pé um isomorfismo isométrico entre (Y, 111·111) e <p (Y). Assim para mostrar que 

(Y, 111 · 111) é espaço de Banach, mostremos que 'P (Y) é um subespaço fechado de 

S . (Y) ll·lb E t- . t ... . ( n)oo (Y) eJa x E 'P . n ao ex1s e um sequenc1a x n=1 em 'P que converge para x em 

(CL:~= 1 Xn) 2 , 11·11 2). Digamos que x = (771,7)2, ... ).Temos que 

~.p(Y) = {z = (xn)~= 1 : Xn = x 1 E Y para cada n = 1,2, ... }. 

Logo para cada n temos: 

n _ ( (n) (n) ) 
X - 7)1 ' 7)2 ' · · · d (n) (n) · 1 2 3 on e 7/j = 7)1 para J = , , , ... (1) 

Como (xn)~= 1 em <p (Y) converge para x, dado ê >O existe N >O tal que 

( ) 

1/2 

llxn- xll 2 = ~ 117)~n) - 7/jll; < ê sempre que n;:::: N. 

Logo, para cada j = 1, 2, 3, ... 

117)t)- 7/i/L <e sempre que n;:::: N. 

Segue que, para cada j fixo, a seqüência 

<•; '.' 
""'-"'; 
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é uma seqüência que converge para 7JJ em XJ. Ou seja 

Para j = 1 temos que 7Jln) -+ 711 quando n -+ oo. 

Para j = 2 temos que TJ~n) -+ 712 quando n -+ oo. 

De (1) temos que (TJinlf=l = (11~nlf=l 
de Banach e o limite é único, segue que 

( 
(n))oc X , 7Jj = ... , c como J e um espaço 

n=l 

711 = 1JJ para j = L 2, ... 

Portanto x = ( T/1, 7J1, ... ) E 'P (Y). Portanto 'P (Y) é fechado em (2::;~= 1 Xn) 2 . Portanto 

(Y, 111 ·li I) é espaço de Banach. Como j = 1r1 o rp, onde 1r1 é a projeção de (2::;~= 1 Xn) 2 na 

primeira coordenada, temos que j é contínua. 

(iii) Mostremos que j": Y" -+ X" é injetora e (j")-1 (X) = Y. Pela Proposição 5.L4, 

temos que Z = CE~=l Xn) 2 , Z' = (E~=! X~) 2 e Z" = (L::;~=! X~) 2 • Como para cada n, 

j = 1rn o tp, temos: 

j 
y X / 

Y' X' 
j" 

Y" X" 

~~ ~~ À~ 
z Z' Z" 

'P": Y" __. (fx~) . 
n=l 2 

Portanto, para cada y" E Y", temos <p11 (y'') = (j"(y"),j"(y"), .. . ) E zn Como tp é uma 

isometria então <p11 é isometria e portanto j": Y"-+ X" é injetora e (j")-1 (X) = Y. 

(i v) Mostremos que Y é reflexivo se, e somente se W é relativamente fracamente com

pacto. Suponhamos que Y seja reflexivo. Então, pelo Teorema 2.2.9, temos que C = By é 

fracamente compacta, como por (i), W C By. Logo, W'" é w-compacto. 

Reciprocamente, se W'" é w-compacto, mostremos que Y é reflexivo. Antes mostremos: 

Passo i: 

Temos pelo Teorema de Alaoglu que By, é w*-compacto. Por (ii) temos que j é contínua e 

j 11 E L (Y", X"), segue então do Lema 4.1.5 que 

j": (Y", O" (Y", Y'))-+ (X", u (X", X')) 
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é contínua. Então j"(By,) é w*-compacto em X". Como (X",u(X",X')) é um espaço 

topológico de Hausdorff, segue que j" ( Byu) é w* -fechado. Temos pelo Teorema de Goldstine 

que Bv w* = Byu. Como By = j" ( By) c j" ( Bv") , temos 

(2) 

--=-w* 
Seja x" E j" (Bv"), logo x" = (j",y") com y'' E By, = By . Existe uma rede (y~)aEI 

em Bv tal que y~ ~ y". Como 

j": (Y",o-(Y",Y')) _, (X",u(X",X')) 

é contínua, temos (j", y~) ~ (j", y") = x". Como (j" (y~)) aEI está em j" ( By) = By, temos 

que x" E By w*. Portanto de (2) concluímos que By w* = j" (BY" ). 

Passo 2: Tendo que Ww é w-compacto, então conjunto 

é w*-fechado em xn 
Seja n fixado e seja z E A*. Então existe uma rede (za)aEI em A tal que 

Escrevemos 

w* 
Za- Z. 

2n 2-n " =w " B d I Za = Ya + x" com Ya E ex" E X" para ca a a E . 

Como Bx" é w*-compacto, a rede (x~)aEI admite uma subrede (x~(j)). tal que 
;EJ 

11 w"'"B Xq,(j) _, X E X"· 

Assim 

2n -n n w* -n " Yq,(j) = Z,p(j) - 2 Xq,(j) ~ Z - 2 X . (3) 

= =· Como W é convexo e u (X, X') = o- (X", X') 1x , temos que 2nw = 2nw é w*-fechado. 

Segue de ( 3) que 

Portanto 
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ou seja A é w*-fechado. 

Provemos agora que Y é reflexivo. Seja y E By. Então temos que 

(f
1 
IIYII~) 

112 

~ 1, 

logo IIYIIn ~ 1 para todo n E N. Como 2nw + 2-n Ex = Un Ç Un w Vn E N, pela Proposição 

5.1.6 temos 

Pu;;'"x (y) ~ jjyjjn ~ 1 Vn E N , 

ou seja y E Un X = Un w = {X E X: Pun'X (y) ~ 1} Vn E N. 

Segue que 

pois Un é convexo, \In E N, adição e multiplicação por escalar são contínuas. Portanto 

Logo, pelos passos 1 e 2, temos: 

j'' (Byn) = By w• Ç 2nW'" + 2-nBX" = 2nW'" + Tn Bxn Vn E N. 

Portanto 
00 00 

n=l n=l 

Segue de ( iii) que 

B - ( ·11)-1 ·11 (B ) c ( ·11)-1 (X) y 
Y" - J 0 J Y" - ) = · 

Portanto temos que Y 11 Ç Y, ou seja Y é reflexivo. o 

Agora como conseqüência do lema, mostraremos que todo operador fracamente compacto 

entre espaços de Banach fatora-se através de um espaço de Banach reflexivo. 

Corolário 5.1.12. Sejam Z, X espaços de Banach e TE L(Z;X). Se T é fracamente 

compacto então, T fatora-se através de um espaço reflexivo. 

Demonstração. Como Bz é um conjunto convexo, equilibrado e absorvente e limitado. E 

tendo que TE L (Z; X), segue que T (Bz) é convexo, equilibrado e limitado, e Logo tomando 

W = T (Bz) no Lema 5.1.11, temos que existe um espaço de Banach reflexivo Y e W = 
T (Bz) C By. Logo temos que T (Z) C Y. Considerando os operadores (j)-1 o T: Z --> Y 

c j : Y --> X, temos a fatoração para T. o 



SEÇÃO 5.2 • FATORAÇÃO DE POLINÔMIOS M-HOMOGÊNEOS 
FRACAMENTE COMPACTOS 

A partir deste resultado temos o seguinte Teorema. 
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Teorema 5.1.13. Um operadorT E L(E;F) é fracamente compacto se, e somente se, T 

fatora-se através de um espaço reflexivo. 

Demonstração. A demonstração segue da Observação 5.1.2 e do Corolário 5.1.12. D 

5.2 Fatoração de Polinômios m-homogêneos 

Fracamente Compactos 

O objetivo central desta seção é mostrar que um polinômio m-homogêneo P E P(m E; F) 

contínuo é fracamente compacto se, e somente se, existem um espaço de Banach reflexivo G, 

um polinômio m-homogêneo Q E P(m E;G) e um operador w E L( G;F) tais que P = w o Q. 

Aqui P(m E;G) denota o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos contínuos de 

EemG. 

Definição 5.2.1. Sejam m E N, X 1 , ... , Xm e Y espaços vetoriais. Dizemos que uma 

aplicação 

A:X1 x ... xXm-+Y 

é m-linear ( multilinear) se é linear em cada variável, ou seja 

para cada i= 1, 2, ... , m. 

Se X 1, ..• , Xm são espaços normados, o espaço X 1 x ... x Xm também é normado, munido 

da norma 

ll(xl,···,xm)ll = max llxill, 
l:S:z:s;m 

e se X 1 , ... ,Xm e Y são espaços normados, denotaremos por L(X1 , .•• ,Xm;Y) o espaço 

vetorial de todas as aplicações m-lineares contínuas. E quando X 1 = X 2 = ... = Xm = E, 

denotamos por L (mE; Y). L (mE; Y) é normado com a norma natural. Observe que quando 

m = 1, temos L (E; Y). 

Definição 5.2.2. Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação P: X -+ Y é dita um 

polinômio m-homogêneo se existe uma aplicação m-linear A: xm .....; Y tal que P (x) = 
A (x, ... , x), ou simplesmente P (x) = A (xm) para todo x E X. 
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Exemplo 5.2.3. Sejam n, p E N e P: f!P -t lK dada por 

n 

P(x) = I>7 com x = (xi):1 E RP. 
j=l 

Afirmamos que P é um polinômio 2-homogêneo. De fato, tomemos 

n 

(x,y) ~------> A(x,y) = "'f:.x1y1 , 
j=l 

com x = (xi):l' y = (yi):1 E Rp. Claramente temos que A é bilinear e A(x,x) = P(x) 

para todo (xi):1 E f.p. Portanto P é 2-homogêneo. 

Vamos denotar por P (m X; Y) o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos 

contínuos de X em Y. P (m X; Y) é um espaço normado com norma natural. Quando Y JK, 

denotaremos P (rn X). 

Proposição 5.2.4. Sejam X, Y e Z espaços normados em E N. Sejam P E P (m X; Y), 

TEL(Z;X) eSEL(Y;Z). EntãoPoTEP(mZ;Y) eSoPEP(mX;Z). 

Demonstração. Como P é um polinômio m-homogêneo, existe uma aplicação B: xm --> Y 

m-linear tal que p (x) = B (xm) para cada X E X. Seja cl: zm-+ y dada por 

cl (zl, ... 'Zrn) := B (T (zl) ' ... 'T (zm))' 

para cada (z1, ... , Zm) E zm, então fácil ver que C1 é m-linear e 

(P o T) (z) = P (T (z)) = B (T (z), ... , T (z)) = CI(zm), 

para cada z E Z. Portanto PoTE P (rn Z; Y). Agora seja C2 : xm -+ Z dado por 

para cada (xl •... 'Xm) E xm. Então c2 é m-linear e 

(S o P) (x) = S (P (x )) = S (B (x, ... , x)) = C2 (xm), 

para cada X E X. Portanto s o p E p em X; Z). 

o 
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Definição 5.2.5. Sejam E e F espaços normados. Um polinômio m-homogêneo P E 

P (mE; F) é um polinômio fracamente compacto se P (BE) é um subconjunto fracamente 

compacto de F. 

Vejamos o seguinte resultado para polinômios fracamente compactos. 

Proposição 5.2.6. Seja P E P (mE; F). As seguinte condições são equivalentes: 

(a) P é um polinômio fracamente compacto. 

(b) Para toda seqüência limitada (xn)~=l em E, a seqüência (P (xn)J';:'= 1 admite uma sub

seqüência fracamente convergente. 

Demonstração. Segue diretamente do Teorema de Eberlein-Smulian 3.4.4 D 

No próxima proposição denotamos operadores lineares contínuos com letras minúsculas 

para diferenciar dos polinômios. 

Proposição 5.2.7. Sejam P e Q polinômios fracamente compactos em P (mE; F). Sejam 

tEL(F;H) euEL(G;E). Então 

(a) P + Q é fracamente compacto. 

(b) A composição toPou é fracamente compacto. 

Demonstração. (a) Seja (xn);:"= 1 em BE C E. Como Pé fracamente compacto, segue da 

Proposição 5.2.6 que (P (xn));:"= 1 admite uma subseqüência fracamente convergente, ou seja 

existe 

(1) 

e como (xn;):
1 

está em BE e Q é fracamente compacto, temos pela Proposição 5.2.6 que 

existe uma subseqüência 

(2) 

Então segue de (1) e (2) que 

Portanto, pela Proposição 5.2.6, temos que P + Q é fracamente compacto. 
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(b) Seja (an);=:o=l em Bc. Como u E L (G; E), temos que (u (an))~=l é limitada em E. 

Como P é fracamente compacto pela Proposição 5.2.6, existe uma subseqüência 

(3) 

e como t E L (F; H), pela Proposição 2.2.5, temos que 

t: (F, u (F, F'))--+ (H, u (H, H')), 

é continua. Segue de (3) que toPou (an;) ~ t (y) E H. Portanto pela Proposição 5.2.6, 

temos que t o P o u é fracamente compacto. 

O Próximo Teorema foi obtido por R. Ryan [13] utilizando produtos tensoriais. Christo

pher Boyd provou no Teorema 2.10 [3] uma generalização deste resultado para espaços lo

calmente convexos. 

Teorema 5.2.8. Seja E um espaço de Banach e sejam E N. Então existem um espaço de 

Banach Q (mE) e um polinômio 5m E P (mE; Q (mE)) com a seguinte propriedade universal: 

Para cada espaço de Banach F e cada polinômio P E P em E; F), existe um único operador 

T p E L e Q (mE) ; F) tais que P = T p o 5=. 

Demonstração. Ver Teorema 2.4 em [ll]. D 

O proximo resultado foi obtido por R. Ryan [13] e também por Mujica em [11]. 

Proposição 5.2.9. Sejam E e F espaços de Banach, sejam E N. Então um polinômio 

P E P em E; F) é w-compacto se e somente se o correspondente operador Tp E L ( Q em E) ; F) 

é fracamente compacto. 

Demonstração. Veja Proposição 3.4 em [11]. D 

Sabemos da seção anterior que um operador T : E --+ F entre espaços de Banach é 

fracamente compacto se, e somente se, ele fatora-se através de um espaço reflexivo, ou seja 

existem um espaço de Banach reflexivo G e operadores v E L (E; G) e w E L e c; F) tais que 

T = w o v. Temos da Proposição 5.2.4 que existem duas possibilidades para fatoração de um 

polinômio P, sendo P = Q o u ou P = u o Q, onde u é um operador linear contínuo e Q é um 

polinômio. O seguinte resultado mostra que para um polinômio ser fracamente compacto 

é necessário e suficiente que ele fatore-se através de um espaço de Banach reflexivo. Este 

resultado é uma aplicação do Teorema 5.1.13. 
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Teorema 5.2.10. Sejam E e F espaços de Banach. Seja F E F (mE; F) . Então F é 

fracamente compacto se, e somente se, existe um espaço de Banach reflexivo, G, um operador 

w E L (G; F) e um polinômio Q E F ('mE; G) tais que F= w o Q. 

Demonstração. Suponhamos que F = w o Q, onde G é um espaço Banach reflexivo, w E 

L(G;F) e Q E F(mE;G). Seja (xn):;:1 em BE C E. Então temos que {Q(xn) :nEN} 

é limitada em G. Sendo G um espaço Banach reflexivo, pelo Teorema 2.2.9 segue que 

{ Q (xn) : n E N} é w-compacta. Logo pelo Teorema 3.4.4 temos que existe uma subseqüência 

(1) 

Como w E L (G; F), temos pela Proposição 2.2.5 que 

w: (G,C5(G,G')) __, (F,C5(F,F')) 

é continua. Logo de (1) temos que P (xn;) = w (Q (xn;)) :'!\ w (Yo) em Y logo pela 

Proposição 5.2.6 P é fracamente compacto. 

Reciprocamente, suponhamos que P seja fracamente compacto. Então pelo Teorema 

5.2.8, temos que existem um espaço de Banach Q (mE), um polinômio Óm E F (mE; Q (mE)) 

e um único operador Tp E L ( Q (mE) ; F) tais que F = Tp o Óm· 

Como F é fracamente compacto, pela Proposição 5.2.9 temos que Tp é fracamente com

pacto. Portanto pelo Teorema 5.1.13 existem um espaço de Banach reflexivo G e operadores 

v E L (Q (mE); G) e w E L (G; F) tais que Tp = w o v. 

Logo temos pela Proposiçao 5.2.4 que 



Segue que 

P = Tp o 5m = w o v o 5m = w o Q. 

D 
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