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Resumo

Neste trabalho estudamos a unicidade e a nao-degenerescéncia de solugoes positi-
vas radiais para problemas nao-auténomos envolvendo o p-laplaciano em anéis e bolas, com
condicao de Neumann na parte interna do anel, e condi¢ao de Dirichlet na parte externa.
Quando o dominio é uma bola, temos apenas a condicao de Dirichlet. Consideraremos trés
perfis diferentes para o problema: sublinear, superlinear e positivo, superlinear com parte
negativa. Utilizando a técnica de Coffman, a qual consiste em estudar os zeros da solu-
¢ao do problema linearizado, através de argumentos de comparacao de Sturm, provamos
primeiramente a nao-degenerescéncia. Pelo método de “shooting”, obtemos a unicidade.
Como aplicacao, demonstramos um resultado de unicidade para o laplaciano em dominios

nao-simétricos (até mesmo nao-convexos) “proximos” a uma bola.



Abstract

In this work, we study uniqueness and non-degeneracy of positive radial solutions
for non-autonomous problems involving p-laplacian in annuli and balls, with Neumann
condition in the inner part of annulus, and Dirichlet condition in the outer part. We
consider three different problems: sublinear, superlinear and positive, superlinear with
a negative part. Using the Coffman’s technique, which consists in studying the zeros of
the solution of the linearized problem, through Sturm comparison arguments. we prove
non-degeneracy. By the “shooting” method, we prove uniqueness. As an application, we
demonstrate a uniqueness result for laplacian in non-symmetric (even non-convex) domains

“near” a ball.



Notacoes

Bpg -{z eRY; |2| < R}
B, » ) {z eRN; rg < |z| <R} serg>0
’ {z e RY; |z| < R} se o = 0.
C° - espacgo das funcgdes continuas
cn - espaco das funcoes n vezes diferenciaveis continuamente
Cy - espaco das fungoes C™ com suporte compacto
wte 0t - espacos de Sobolev
% - derivada normal exterior
Au - laplaciano de u (Au = divVu)
Apu - p-laplaciano de u (Ayu = div(|Vu[P~2Vu))

e Denotaremos por C' uma constante qualquer positiva.



Introducao

Investigamos neste trabalho as questoes de unicidade e nao-degenerescéncia de

solugoes radialmente simétricas para o seguinte problema eliptico quasilinear:

—Apu= f(|z|,u) em B,, g CRY, N>2
P u>0
0
T _o para |z| =19 sery >0
Ov
[ u(x) =0 para |z| = R,

onde A,u denota o operador p-laplaciano, isto é,

—A,u = div (\Vu|p_2Vu) , p>1,

{z eRY; rg < |z| <R} seryg>0

BTO,R =
{z € RY; |z| < R} se rog = 0.

Ao longo do trabalho tomaremos diferentes conjuntos de hipoteses para a fungao f. Uma

solugdo radial u(r), » = |z|, do problema (P) satisfaz ao seguinte problema envolvendo
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uma equacao diferencial ordinaria:
— (PN ) = e (), € (ro, B)
(P) u>0
u'(rg) = u(R) = 0.
A demonstragao deste fato encontra-se no Apéndice A. Diremos que u é uma solugao (P’)
se u € C'lrog, R] e

W/ |P~2u € C(ro, R).
Uma solu¢ao u de (P') é nao-degenerada se o problema linearizado

—(p—1) (PN PR) = N (r u)w, 1 € (1o, R)

W(rg) =w(R)=0

(PL)

possui apenas a solugao trivial (w = 0).

Nosso objetivo principal é provar que o problema (P) possui no maximo uma
solugao radial, sendo esta nao-degenerada. Para isto utilizaremos a mesma técnica
encontrada no artigo de Kwong-Zhang [19] (método de Coffman), que consiste em estudar
os zeros da solugao do problema linearizado, usando argumentos de comparacao de Sturm,
para obter a nao-degenerescéncia. Por outro lado, estudando diferentes valores iniciais

a = u(rg) (método de "shooting") obtemos a unicidade.

Para o caso particular em que o dominio é uma bola (ro = 0), os trabalhos de
Gidas-Ni-Nirenberg [14]| (para p = 2) e Brock [4] (para p > 1) mostram hipoteses sobre
f que garantem que as solu¢oes positivas de (P) sdo radiais e radialmente decrescentes.
Neste sentido podemos citar também os trabalhos de Kesavan-Pacella [18] (p = N) e

Damascelli-Pacella [7, 8] (1 < p < 2). Estes resultados estao enunciados no Apéndice C.

No Capitulo 1 estudaremos a monotonicidade de uma solucao radialmente simé-
trica u(r) de (P). Veremos que se f, f,. sdo continuas e f. < 0 entdo u é ndo-crescente.

Mostraremos também condicoes suficientes para que u seja decrescente.
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Provaremos no Capitulo 2 a existéncia de uma tnica solugio w € Cl[rg, R) N

C°[ry, R] para o problema de valor inicial

—(p—1) (PN P = N w)w, 1 € (rg, R)
w(rg) =1
W'(ro) = 0.
Mostraremos também que a fun¢do w é a derivada de u em relacdo a o = u(ry). Este

resultado é chave para a obtencao do resultado de unicidade.

No Capitulo 3, chamado de Caso Sublinear, estudaremos o problema (P)
tendo como modelo para a ndo-linearidade a fungao f(r,s) = a(r)s?+C, 0 < ¢ < p — 1.
Para 1 < p < 2 consideraremos também uma classe de func¢oes que inclui f(s) = s™ — s9,
0<m < p—1<gq m # q. Os resultados deste capitulo estendem os resultados em
Ouyang-Shi [23| para o caso sublinear, que sdo restritos ao laplaciano com f auténoma

em uma bola.

No Capitulo 4, chamado de Caso Superlinear e Positivo, teremos como
modelo de nao-linearidade a funcao f(r,s) = a(r)s?, ¢ > p — 1. Os resultados deste
capitulo estendem os resultados em Ouyang-Shi |23] para o caso superlinear e positivo,
que sao restritos ao laplaciano com f autonoma em uma bola. Generalizamos também
os resultados em Aftalion-Pacella [1], pois provamos a unicidade inclusive para o caso

nao-auténomo e consideramos o problema em anéis.

No Capitulo 5, chamado de Caso Superlinear com Parte Negativa, nosso
modelo para a nao-linearidade sera a funcao f(r,s) = s? —a(r)s™ —C, ¢ >m > p— 1.
A questao de unicidade e nao-degenerescéncia para este tipo de nao-linearidade, no caso
particular do laplaciano, f auténoma e f(0) = 0, é estudado em Kwong-Zhang [19]. Neste
capitulo, estendemos os resultados em Ouyang-Shi [23] para o caso superlinear e positivo,
que sao restritos ao laplaciano com f auténoma em uma bola. Generalizamos também o

artigo de Aftalion-Pacella [1], provando a unicidade para o caso ndo-auténomo, permitindo
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que a poténcia m seja maior que p — 1, permitindo o caso semipositone (f(rg,0) < 0) e

considerando o problema em anéis.

No Capitulo 6, provamos um resultado de unicidade para o laplaciano em do-
minios proximos a uma bola (em um sentido apropriado), quando f é superlinear. Aqui,
generalizamos o que foi provado em Zou [28]| para o caso particular em que f é uma

poténcia.

No Apéndice A mostraremos que, quando procuramos apenas solugoes radiais,

o problema (P) reduz-se a (P’).
No Apéndice B estudamos a existéncia e unicidade do problema de Cauchy

associado a (P):

(V) = P ), € (o, R)
u(rg) = «

u'(rg) = 0.

No Apéndice C enunciaremos teoremas auxiliares que sao importantes ao longo

do trabalho.



Capitulo 1

Monotonicidade das Solucoes

Sejam N >2ep>1. Para 0 <ry < R < oo, consideremos o dominio

{z eRY; rg < |z| <R} sery>0

BTmR =
{z e RY; |z| < R} se ro = 0.

Suponhamos que u € C*(B,, r) ¢ uma solugio radialmente simétrica do problema

/

—Ayu= f(|z],u) em B, r

u>0 (1)
ou :
E(x) =0 para |xz| =19, serg >0

u(z) =0 para |z| = R,

\

onde a funcao f(r,s) satisfaz as hipdteses:

(M;) f e C%J0,00) x [0,00)) possui derivada em r continua e f,(r,s) <0, Vs > 0;

(Mz) Se para algum (r,s) € [ro, R] x [0,sup u] temos f(r,s) =0, entdo F(r,s) < 0, onde
F(r,s) = [} f(r,t) dt.
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Dizemos que u € C1(B,, r) satisfaz a equagio
_Apu = f(|$‘, U) em Bro,R

se

/ |Vu|p_2 Vu-Vedr= / flz|,u)p dz, Yo € Cy(Byy.r)-
BT'(),R

BT'Q,R

Provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1.1 Se f satisfaz (My) entao toda solugao radial de (1.1) é radialmente nao-

crescente.

Teorema 1.2 Se u € CY(B,, r) € uma solu¢io radial de (1.1) e f satisfaz (My) — (Ma)

entao u € radialmente decrescente.

Para uma melhor visualizagdo da hipotese (Ms), os seguintes graficos mostram

exemplos de funcoes f que a satisfazem:

Af Af Af

area I; > area I

= é = -
i \/ i I \

\

\

V)

Quando restrito a solugoes radiais, o problema (1.1) reduz-se ao seguinte problema

que envolve uma equagao diferencial ordinaria (ver Apéndice A):

(PP ) = P (), 7€ (o B)
u>0 (1.2)
u'(rg) = u(R) =0,
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onde r = |z|. A equagdo em (1.2) também pode ser escrita como

N -1
T|u’|p_2u' + f(r,u) =0, 7€ (rg,R). (1.3)

(|l P~ +

Para o caso particular em que o dominio é uma bola (rg = 0), existem resultados

que dao condigdes suficientes para que toda solugdo de (1.1) seja radial e radialmente
decrescente. Podemos citar os trabalhos de Gidas-Ni-Nirenberg [14] (para p = 2), Brock [4]
(para p > 1), Kesavan-Pacella [18| (para p = N) e Damascelli-Pacella |7, 8] (para 1 < p <
2), cujos enunciados encontram-se no Apéndice C. E importante notar que os Teoremas 1.1
e 1.2 nao provam que uma determinada solucgao é radial, mas sim provam a monotonicidade
de uma solucao radial do problema (1.1) para uma classe de fungdes f, nao incluida nos

trabalhos citados, e também para o caso em que o dominio é um anel (ry > 0).

Baseamos as idéias deste capitulo nos artigos de Franchi-Lanconelli-Serrin [13] e
Serrin-Tang [24], onde encontramos, para o problema auténomo ( f nao depende de r), um
resultado de monotonicidade para solugoes radiais do tipo "ground-state", isto é, u(r) — 0

quando r — o0.

1.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Seja u € Cl[ry, R] uma solugdo do problema em (1.2). Queremos demonstrar
que v'(r) < 0 em [rg, R]. Os seguintes lemas trazem informacoes importantes sobre o

comportamento dessa solugao, as quais serao uteis na demonstragao do teorema.

Lema 1.3 Seja 1(r) := |u'(r)[P~%/(r). Entao ¢ € Cllro, R] e

—f(ro,u(ry))  sery >0,

W'(ro) = 1
—Nf(O,u(O)) se rg = 0.
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Demonstracdo: Por (1.2), temos que

=M () =V f(ru(r), € (ro, R). (1.4)

Assim, pela continuidade de f, ¢’ existe e é continua em r, se r > 0 e r € [rg, R]. Para o
caso em que ro > 0, fazendo r — 19 em (1.3), obtemos a expressao de ¢'(ry) e terminamos
a demonstracao. Mas, se rqg = 0, entdo precisamos provar a existéncia de ¢’(0). Isto é o

que faremos a seguir. Por (1.4), aplicando a Regra de I'Hopital, obtemos

I N A
—Nf((),u(())) = lim ———— = lim —=.

r—0 (TN)/ r—0 7

Como 9(0) = 0, pois ¢/'(0) = 0, concluimos

Y(0) =~ 7(0,u(0).

Lema 1.4 A fungao de energia E(r) := Z%l\u'(r)\p + F(r,u(r)) é nao-crescente, com
E'(r) = F(rulr) — ()l <0,
Demonstracdo: Escrevendo a funcao E na forma
Blr) = ]%1 [P~/ [T 4 F(r, ),

vemos, pelo Lema 1.3, que E € C'[rg, R]. Temos que

E'(r) = 4 (|u'|p_2u'), + Fo.(r,u) + f(r,u)u
= Frw)+u [(W2) + f ()]

N -1
E'(r) = Fu.(r,u)— T|u’|p por (1.3)

Concluimos que E'(r) < 0, pois F,.(r,s) = / fr(r,t) dt e fr.(r,u) <0 (hipotese (M;)). B
0
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Lema 1.5 Se u/(r1) =0, para algum r € [ro, R), entao u(ry) > u(r) para todo r > ry.

Demonstracdo: Suponhamos que o lema ¢ falso. Afirmamos que existem r; < ry € [rg, R)
tais que

u'(r1) =0, u(ry) = u(ry), u(r) > u(ry) para r em [ry,ro (1.5)

u ndo é constante em [ry, o). (1.6)
De fato, como o lema é falso, a func¢ao u(r) possui um ponto critico 7, € [rg, R) e existe
79 € (r1, R) tais que u(r;) < u(r2). Seja r; > 71 o ponto critico que é o minimo de u(r)

em [y, To]. Como u(ry) > 0 e u(R) = 0, existe ry € (72, R) satisfazendo (1.5) e (1.6).

u(r
A)

Pelo Lema 1.4 temos que

—1

E(ry) — E(ri) = /” Er(t,ult) - al |u'(£)[” dt.

1

Entao

[ B 0) = SO ar = R Rl () = ()

1

_1 T2
- 7’T|u’(r2)|p+/ Fo(t, u(r)) dt.

Logo, usando o Teorema do Valor Médio,

P+ [T wrd = [ ) - Eatn) d

1 T1

:lfﬁm@@m@—wmwu

1
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com u(r) < &(t) < wu(t). Por (My) e (1.5),

p;ﬂwgﬁmﬁémNglwgwdﬁ:[fﬁ@@@mm@—uvmdtgo

Dai obtemos que v’ = 0 em [ry, 73], 0 que contradiz (1.6). [ |

Demonstracao do Teorema 1.1: Se u/(r) > 0 para algum r € (rg, R), entdo existe

um ponto critico r € [rg,7) com u(ry) < u(r), contrariando o Lema 1.5. |

1.2 Demonstracao do Teorema 1.2

Os proximos dois lemas estabelecem o comportamento de u proximo de 7.
Lema 1.6 F(rg,u(rg)) >0

Demonstracdo: Temos que

B(R) =" L (R)P + F(Ru(R)) = %w(fz)v’ >0.

Como FE é nao-crescente, pelo Lema 1.4, entao

B(rg) =21

| (1) [P 4 F' (10, u(ro)) = F(ro,u(ro)) > 0.

Afirmamos que F(rg,u(rg)) > 0. De fato, se E(rg) = F(ro,u(ry)) = 0 entdo E é constante
em [ro, R] e E/ = 0. Isto é uma contradigao, pois implica, pelo Lema 1.4 e (M), que

uw = 0. [ |

Lema 1.7 f(ro,u(rg)) >0
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Demonstracdo: Se f(rg, u(ry)) < 0 entdo, pelo Lema 1.3,

d

(' ()"l (r)) . > 0.

Assim 7y é um ponto de minimo local estrito de wu(r), contrariando o Lema 1.5. Agora,
se f(ro,u(rg)) = 0 entdo, pela hipotese (Ms), F(ro,u(rg)) < 0, contrariando o Lema 1.6.

Logo f(ro,u(rg)) > 0. [ |

Demonstracdo do Teorema 1.2: Pelo Teorema 1.1, «/(r) < 0 em [rg, R]. Pelos
Lemas 1.3 e 1.7, u/(r) < 0 proximo a ry. A seguir mostramos que de fato u/(r) < 0 para
todo r € (9, R). Suponhamos por contradi¢do que r; é o primeiro ponto critico de u em

(ro, R). Temos trés possibilidades:

e Se f(r1,u(r;)) > 0 entdo, por (1.2), r; é méaximo local estrito (contradi¢do com

Lema 1.5);

e Se f(r1,u(r1)) < 0 entdo, por (1.2), r; é minimo local estrito (contradi¢do com

Lema 1.5);

e Sef(ry,u(ry)) = 0 entdo, pela hipotese (M),

By =21

[/ (r)[” + F(R, u(ry)) = F(ry,u(r)) <0,

contradizendo o Lema 1.4, pois E(R) > 0e E' # 0 em [ry, R].



Capitulo 2

Problema Linearizado

Sejam N > 2, p>1e 0 < ry < R < oo. Suponhamos que u € C[ry, R] é uma
solucao de
— (PN P () = N (), 7 € (o, R)
u>0 (2.1)
u'(rg) = u(R) =0,

onde a fungao f satisfaz as hipoteses (M) — (My) (ver Capitulo 1). Além disso, faremos
dois diferentes conjuntos de hipoteses para f. Primeiramente, consideramos o caso em que

f(R,0) > 0, supondo que

(Hy) f € CY(]0,00) x (0,00)), f(R,0) > 0 e existem C, sy > 0 tais que f(r,s) > —CsP™!

para 0 < s < sp uniformemente para r proximo de R;

(Hs) Existe 0 <~ < 1 tal que s7f'(r, s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente

para r proximo de R, onde f'(r,s) = f(r, s).
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A hipotese (Hy) garante que v/(R) < 0, como veremos mais adiante na Se¢ao 2.1. Neste
caso, permitimos que a fungdo f'(r,u(r)) seja ilimitada para r proximo de R, limitando
apenas o seu crescimento pela hipotese (Hz). Os seguintes exemplos de fungdes cumprem

as hipoteses (M;) — (Mz) e (Hy) — (H2):
o f(r,s)=a(r)s’+C,comaecC' a>0d<0,¢g>0eC >0;
o f(r,s)=s"—a(r)s™, comaecCla >0ep—1<m<yq.

Alternativamente, visando estudar problemas do tipo semipositone, admitiremos que f

satisfaz

(Hj) f e C'([0,00) x (0,00)) e f(R,0) < 0;
(H5) f'(r,s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente para r proximo de R.

Neste caso podemos ter u/(R) = 0. No entanto, a funcdo f'(r,u(r)) deve ser limitada

para r proximo de R. Citamos como exemplos de fungoes que satisfazem (M;) — (Mz) e

(Hy) — (Hy):
o f(r,s)=a(r)s?’—C,comaecCl,a>0,d <0,¢g>1eC >0;
o f(r,s)=s"—a(r)s"—C,comaecClad >0, 1<m<qeC >0.

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema de valor inicial:
—(p—1) (PN P2 (r) = N (rw)w (), 1€ (1o, R)
w(rg) =1 (2.2)
W'(rg) =0,
que esta associado ao problema linearizado de (2.1):
—(p—1) (TN_1|u’\p_2w’(7’))/ =N (e ww(r), T € (o, R)

2.3
W'(rg) =w(R) =0 2%
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Diremos que a solugao u é nao-degenerada se o problema (2.3) possui apenas a solugao

trivial (w = 0). O primeiro teorema ¢ um resultado de existéncia e unicidade.

Teorema 2.1 Suponhamos que f satisfaz as hipdteses (M) — (Ma) e (Hy) — (Hz) (ou
(H}) — (H)). Seja u € C'ro, R] uma solugio de (2.1). Entao existe uma tnica solugdo
w € Cfrg, R) N C°[ry, R] do problema (2.2).

O préximo teorema estabelece a dependéncia continua de u em relacao ao para-

metro inicial o = u(ry).

Teorema 2.2 Suponhamos que u € Cllro, R] é uma solugao de (2.1), onde a fungio
f satisfaz as hipoteses (My) — (Ma) e (Hy) — (Ha) (ou (H}) — (H5)). Sejam e > 0 e

a = u(ry). Entao, para h suficientemente pequeno, o problema de valor inicial

(R () = Y ()
up(ro) = a+h (2.4)
uj,(rg) = 0.

possui uma tnica solu¢ao uy, definida no intervalo [ro, Ry], onde Ry < R, up(r) > 0 em

[ro, Rp) e, se Ry, < R, up(Ry) =0. E ainda,
un(r) —u(r)] <e e |uy(r) —u'(r)] <e

para todo r € [ro, Rp).

O 1ltimo teorema é chave para a obtencao dos resultados de unicidade nos pro-
ximos capitulos. Provaremos que a funcao w é a derivada de u em relacao ao parametro

inicial o = u(ry).

Teorema 2.3 Sob as hipéteses do Teorema 2.2, suponhamos que, para h > 0 suficiente-
mente pequeno, R, = R. Entao a func¢ao

un(r) = u(r)

(I)h(T) = A
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converge uniformemente para w(r) em [ro, R] quando h tende a zero, onde a fun¢ao w(r)

€ dada pelo Teorema 2.1.

2.1 Demonstracao do Teorema 2.1

Notemos que o problema (2.2) é equivalente a encontrar um ponto fixo para a

fungao ¥ : C°[ry, R] — C°[ry, R] dada por

v =1— | ! (T e dtds. (25)
/ /7"0 (S

ro (0= D' (s)[P~2

Dividiremos a demonstracao nos seguintes passos:

Passo 1 : A fungao VU esta bem definida;
Passo 2 : U™ é uma contracao, para n suficientemente grande;

Passo 3 : Existe um tnico ponto fixo para V.
Primeiramente, faremos as seguintes observacoes:
e As hipoteses (M;) — (My) garantem, pelo Lema 1.7 e o Teorema 1.2, que
f(ro,u(rg)) > 0e v (r) <0em (rq, R). (2.6)

e Se f satisfaz a hipotese (H;), entdo pelo resultado de Vazquez [27] (ver Apéndice C),

temos u'(R) < 0. Com efeito, para r proximo de R, temos

A1uu = —f(?“, U) < 5(u)a

onde (s) = CsP~! e com isso

1 ) 1
/ (sB(s)) » ds = C/ st ds = +oo.
0 0

Por outro lado, se f satisfizer & (H}) entdo podemos ter u/(R) = 0.
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Passo 1 : A funcao V estd bem definida.

Para que (2.5) esteja bem definido, precisamos de estimativas para u/(r) proximo
de rg e R, quando p > 2. Precisamos também de uma estimativa para f’(r,u(r)) proximo
de R, pois f'(R,0) nao esta definido, conforme (Hy) ou (H)}). Os trés proximos lemas

garantirao as estimativas que precisamos.

Lema 2.4 Existe C' > 0 tal que para r proximo de ro temos

[/ (r) [Pt > C(r —rg).

Demonstracdo: Por (2.1) e (2.6) temos que

[/ (P) [P~ = = (r) PR (r) = / ' (f)N_l (s, u(s)) ds.

0 r
Por (2.6), existe C' > 0 tal que f(ro,u(rg)) > C. Logo, para r suficientemente proximo de
ro, vale

WP > S o).

Lema 2.5 FEziste C' > 0 tal que para v prozimo de R temos

W/ (r)|P~t > C(R — 7).
Demonstracdo: Existem duas possibilidades:

(i) Se f satisfaz (H;) entao «/(R) < 0, concluindo assim a demonstragio do Lema.

(ii) Se f satisfaz (H}) e v/(R) = 0 entao por (2.1) temos

S

W/ ()P~ = =/ () [P (r) = — /TR (—)N_l f(s,u(s)) ds.

r
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Por (Hj), existe C' > 0 tal que f(R,0) < —C < 0. Concluimos que para r proximo
de R temos
W/ (r)|P~t > C(R — 7).

R
Lema 2.6 Existe ¢ > 1 tal que a mtegml/ |f'(r,u(r))|? dr é limitada.

0o

Demonstracdo: Devemos analisar duas possibilidades:

(i) Se f satisfaz (Hy) entao u/(R) < 0 e com isto u(r) > C'(R — r), para r proximo de
R. Por (Ha), existe ¢ > 1 tal que ¢ -y < 1. Novamente por (Hy) teremos

C C

1) < o < e

para r proximo de R. Como f'(r,u(r)) é continua em [0, R), concluimos a demons-

tracao.

(ii) Se f satisfaz (H}), entdo a funcao f'(r,u(r)) é limitada. |

Pelos lemas anteriores concluimos que
R 1 R
/
/m e i< e / | (ru(r)] dr < oo, @.7)

mostrando assim que a funcao W estd bem definida.
Passo 2 : U™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

Seja ¢ > 1 dado pelo Lema 2.6. Afirmamos que, para todo wy, wy € Crg, R] e

todo n > 0,

| — ro|™ v

) - )] < & (P00 ) o -l retmrl @9
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onde

KZ([T@—D@&W*mD(AiNanP%Y AT AL

Verificaremos a desigualdade 2.8 por inducao em n. Para n = 0, ela se verifica imediata-
mente. Suponhamos que é valida para k.

Entao

W) (1) = B ) 0)] = A ) ) — B ) )] <
[ [ (2) rouo @ viol ad
< [ [ () e v en - v a

T 1 7‘/ ks_kwss
< [ G e, VNP e - ¥ d

1
o

k ' 1 " / |S — T0|k q
= /ro (p = D' (s)]~2 ds'/ro |f(8’u(s))|( Kl ) ds - [lor — wsloo-

Utilizando a Desigualdade de Holder,

Jun

|s =

r T'k P
o) - v < & (IS ) -l
) :

1
I — ro[FH1\ 7
< Kkl (W lw1 — wa|so-

Portanto )

n n n R ="\
) = 0l < & (1) o

1
K" (M) ! < 1.
n.

Logo U™ é uma contracao para n suficientemente grande.

e, para n grande,

Passo 3 : Existe um tnico ponto fixo para .
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Utilizando o Teorema de Ponto Fixo de Banach, podemos provar que se ¥" é uma
contracdo, para algum n > 1, entdo W possui um tnico ponto fixo (ver Sotomayor [26,
Corolério 1.4.1]). Logo existe uma tnica solu¢iao w € C°[rq, R] N C'[ry, R) para o pro-

blema (2.2).

2.2 Demonstracao do Teorema 2.2

Sejam M, N > 0 tais que

|f(r,s)] < M, Y(r,s) € [ro, R] x [0, + €

|u'(r)| < N, Vr € [ro, R].

Tomemos § > 0 tal que
25 T5[N + (M8)7 1] <

=] o

Seja h suficientemente pequeno tal que
f(TQ,Oé + h) > 0.

Isto é possivel pois f(rg,a) > 0, pelo Lema 1.7. Pela Proposi¢ao B.1, para h < 2, existe

uma solug¢ao u;, do problema em (2.4) definida em [rg,ro + d] e

lun(r) —u(r)| <€ Vr € [ro,mo+ 9. (2.9)

Afirmativa 1 : A fun¢io u(r) é a tnica solugao do problema de valor inicial

- (TN_1|u’|p_2u’(r))/ =rN=1f(r,u), r€ (rg, R)
u(ro) = « (2.10)
u'(rg) = 0.
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De fato, pelas Proposicoes B.2 e B.3, nao temos garantia de unicidade para p > 2
e nos pontos r onde u/'(r) = 0 e f(r,u(r)) = 0. Como f(rg,u(rg)) > 0 e u/'(r) < 0,

Vr € (rg, R), entdo u(r) esta unicamente definida.
Afirmativa 2 : wu, — u uniformemente em [rg, 7o + d] quando h — 0.

Seja (hy,) tal que h, — 0. Por (2.9), a seqiiéncia (up, ) ¢ uniformemente limitada.

Por (2.4), temos

De onde segue

[, (r) [P~ < M.

Logo (up,) € eqiiicontinua. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, a menos de uma subseqiiéncia,

up, — @ uniformemente em [rg, 7o + 0. Por (2.4), a fun¢ao u,,, satisfaz a equagao integral

e, (r) = o+ Ty — / A (/ (é)N_l F(tun, (1) dt) ds.

Fazendo n — oo,

a(r) = a — / A~ </ (é)N_lf(t,ﬂ(t)) dt) ds. (2.11)

Mas (2.11) é equivalente & (2.10). Logo, pela Afirmativa 1, & = u. Repetindo o argumento

anterior, para toda subseqiiéncia de (uy, ), obtemos que up, — u uniformemente.
Afirmativa 3 : u) — v’ uniformemente em [rg, 79 4+ 6] quando h — 0.
Por (2.4), temos

/rr (f)N—l [f(s,un(s)) — f(s,u(s))] ds

[[h ()2, (r) = ' () P20 ()| = "

T

< f(s,un(s)) = f(s,u(s))| ds.

o

Assim, pela Afirmativa 2, provamos a Afirmativa 3.
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Afirmativa 4 : w(r) é a tnica solugao de (2.4) em [ro, 7o + 0].

Pela Afirmativa 2 e Lema 1.7, existem §; > 0 e hq tais que
f(ryup(r)) >0 em [ro,ro+ 01]

para |h| < hg. Assim

r

! p—2,/ Ts\N-t
(P2 () == [ (2)7 (s, un(s)) ds <0
0
para r € (rg,ro + 01]. Assim, pela Afirmativa 3 e (2.6), para h suficientemente pequeno,
uy(r) <0 em (rg,ro+ d].

Pelas Proposicoes B.2 e B.3, demonstramos a Afirmativa 4.

Seja h suficientemente pequeno tal que

|uh(7’0+5)—u(r0+5)| <i

|u'(7‘0 +5)‘ < N.

Repetindo o argumento anterior, uy estd unicamente definida em [ro + &, rog + 20], up, — u
e u) — u' uniformemente em [ry + J, 79 + 26]. Depois de um nimero finito ny de etapas,
teremos

r0+(n0—1)5<R§7’0+n05.

Se v/(R) < 0, para h pequeno, podemos estender unicamente u,(r) até r = R ou até
r = Ry, tal que up(Ry) = 0. Se por outro lado, w'(R) = 0, entdo podemos ter u}(r) = 0
para algum r proximo de R. Mas neste caso, pela hipotese (HY), f(r,un(r)) <0, para r
proximo de R e h pequeno, garantindo que podemos estender unicamente a fungao wuy(r)

até r = R, < R com u,(R,) =0se R, < R.
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.3

Pelo Teorema 2.2 temos que
up(r) = u(r) e uy(r) —u'(r) quando h — 0 (2.12)

uniformemente em [rg, R]. Os proximos dois lemas, cujas demonstragoes encontram-se na

Secao 2.4, fornecem estimativas cruciais para a demonstracao do Teorema 2.3.

Lema 2.7 Seja a funcao

sex #y
Y(z,y) = Ty

(A7) (=) sex=y7#0,

onde A(s) = |s|P~2s. Para h pequeno, existe uma funcao G(r) integrdvel em [ro, R] tal que
Y(A(up(r), A('(r))) < G(r), 7€ (ro, R).

E mais, para r € (g, R),

. / / o 1
}ILE%Y(A(U}L(T))J A(u (T))) - (p _ 1)|u/(7,)‘p_2‘
Lema 2.8 Seja a fungao
fra) = Irny)
2oy ={ Ty e
f'(r,x) sex =y.

Para h pequeno, existe uma fung¢ao H(r) integrdavel em [ro, R] tal que
| Z(r,up(r),u(r))| < H(r), € |ro,R).
E mais, para r € [ro, R),

lim Z(r, un(r), u(r)) = f'(r,u(r)).
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Demonstragao do Teorema 2.3: Seja rg < r < R. Temos que

Cu(r) = 3 lun(r) —u(r)]

Ou(r) = 1+ E/TY(A(UZ(S)),A(U’(S))) [A(un(s)) — A(u'(5))] ds

Por (2.5) obtemos

@ (r) —w(r)] =

| o=, (E)N_l (b, u(®)(t) dt ds

_ /T:Y(A(UZ(S)%A(U/(S)))/T: (

w |

)N_l Z(t,un(t), u(t))®p(t) dt ds

Com isso

|Pn(r) —w(r)| < Lo+ I + I,

onde

L= /T:Y(A(u;l),A(u’)) / (E)N_lza,uh,u)(@h—w)(t) dt ds

S

L - / {Y(A(%),A(M))-W} / <§)N_1Z(t,uh,u)w(t) dt ds

I = / (p_1)1 O / (f)N_l Z(t, un(t), u(t)) — F(t u(®)] w(t) dt ds

|u! s

Y

Y
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Temos que

hos [ V). Ane) (t) 2t unlt), u(0)] B — ] () dt ds

T0 s

</ Y (A (9), A [ 120t un(), w()] 18 — ] (1) dt ds

T0

< / Y (A (5)), A(u!(5)) / 208, un(t), u(t))| [®n — | (£) di ds

< [ IV(Aw(s)). AC(s))] ds- / 1205, un(s),us)| [@n — o] (5) ds.

0

< / Y (A (), A(/(5)))] ds- / 125 un(s), uls))] |81 — w] (5) ds.

To

Agora, utilizando os Lemas 2.7 e 2.8, obtemos

I < /:G@) s [0 ol ()

Majorando I5 e I3 de maneira analoga temos

Y (A(uy(s)), A(u!(5))) — ! ds+

(p — Dlu'(s)|P~2

[Ba(r) — w(r)| < /jG@) ds /T:H@ Dy — | (5) ds+
" C/:H(s) d/

R 1 R ,
' C/m (= D (s)2 ds'/ 1Z(s, un(s), u(s) = f'(s.u(s))] ds.

70

J

Vv
Is

Pela desigualdade de Gronwall (ver Apéndice C) obtemos
() = ()] < (L + I5)e T MO (2.13)

Por (2.12) e os Lemas 2.7 e 2.8, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada
para obter que

Iy —0 e Is—0 quando h — 0.

Portanto, por (2.13), terminamos a demonstragao. [ |
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2.4 Demonstracao dos Lemas

Demonstragdo do Lema 2.7 : Se 1 < p < 2 entao a fungao A7!(s) = |s|z2’%11)s é

diferenciavel em R. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio, temos

V(AW (). A () =~ I60)

onde &(r) esta entre u}(r) e u/(r). Entao, por (2.12), para h pequeno, existe M > 0 tal

que

Y(A(u,(r)), A(u'(r)) < M,

demonstrando o lema para o caso 1 < p < 2. Agora, para o caso p > 2, a funcio A~! nao

é diferenciavel em s = 0. No entanto, provaremos a seguir que, para y # 0, temos

2
Y(z,y) < —=, V. (2.14)

1 1
p—2"

<
p—2 p—2
(p—Dlyl>=T [yl

Y(z,y) =
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e x<0ex#y

|tz — Jy[r Ty

Y —
(z,9) p—y
2-p 2-p 2-p 2-p
_ e =yl A y[te — fylety
T —y
— 2
e L V]
= - x
y p—
1
<
—_ L72'
|ly|»=1
e D<x< -y
, 22 — [yl y
(ZIZ’,y) - l’—y
el =y e+ e — Ty
— T
N et
= |yt + Ty ¢
_1
L
< Jyler +
T —y
A
<yt +
v
2
< .
ly|»=T
® X > -y
2—p 2—p
27T — [y[*Ty
Y =
(2,9) pr—
2-p 2-p
o e = lylry
< p—
1
S p—2°
ly|»=

Com isso provamos a estimativa (2.14). Utilizando (2.14), concluimos que

Y (A(uy(r)), A(u'(r))) < W em (rg, R).
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Por (2.7), vemos que a fungao
1

|u'(r)[P=2
¢ integravel em [rg, R], terminando a primeira parte da demonstragao. Para concluir,
por (2.12) e pela continuidade de Y, temos que
lim Y (A(up(r), AW/ (r)) = (A7) (A('(r)))

h—0

Demonstracao do Lema 2.8 : Devemos analisar duas possibilidades:

(i) Se f satisfaz (Hy) entao u/(R) < —C' < 0, pela observacao feita na demonstracao do

Teorema 2.1. Logo, por (2.12), existe € > 0 tal que

up(r) < —C <0 em [R—¢ R,
para h suficientemente pequeno. Assim

up(r) >C(R—r) em [R—¢ R].

Utilizando o Teorema do Valor Médio e (Hz) temos

, C C .
120 un(r) u(r)] = 7' 60 < g < gy m R e R

onde £(r) esta entre uy(r) e u(r). Por (2.12) e pela continuidade de Z(r,z,y) para

x, y # 0, concluimos a demonstragao.
(ii) Se f satisfaz (H}), entdo, por (2.12), para h pequeno, existe M > 0 tal que

|12 (r, un(r), u(r))| < M.
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Em ambos os casos, por (2.12) e pela continuidade de Z, obtemos

lim Z (r, up(r), u(r)) = f'(r,u(r)).

h—0



Capitulo 3

Caso Sublinear

Consideremos o problema

( —Apu= f(lz|,u) em B, g CRY, p>1, N>2

u>0

%(x) =0 para |z| =71, sery >0 )
[ u(x) =0 para |z| = R,

onde a fun¢ao f(r, s) satisfaz as hipoteses

(Ay) f€C0,00) x [0,00)) N C(]0,0) x (0,00)) e fr(r,s) <0;

(Ay) Existe 0 <~ < 1 tal que s7f'(r, s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente

para r < R, onde f'(r,s) = fs(r, s);
(A3) f(r,s) >0 paratodor >0es > 0;

(Ayg) sf'(r,s)—(p—1)f(r,s) <0 para s > 0.
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Neste capitulo mostramos que

Teorema 3.1 Suponhamos que f satisfaz as hipdteses (A1) — (Ay). Nestas condigoes,
o problema (3.1) possui no mdzimo uma solugao radial. Tal solugao, se ezistir, é nao-

degenerada.

Utilizando o resultado de Brock [4], no caso particular em que o dominio é uma

bola (ro = 0), todas as solugoes de (3.1) sao radiais. Logo

Corolario 3.2 Suponhamos que ro = 0 e f salisfaz as hipdteses (A1) — (Ay4). Nestas

condigoes, o problema (3.1) possui no mdzimo uma solugao.

Como conseqiiéncia da hipotese (A4) temos que

f(r,s)

sp—1

lim sup < 00

§—00

No caso particular do operador laplaciano (p = 2), a fungdo f(s) = s9, 0 < ¢ < 1,
satisfaz as hipoteses do Teorema 3.1, motivando assim o nome deste capitulo: Caso Sub-
linear. As hipoteses (A1) — (As) implicam nas hipoteses (M;) — (My) (ver Capitulo 1)
e (Hy) — (Hy) (ver Capitulo 2).

O Teorema 3.1, para o caso particular do laplaciano com f auténoma na bola,
foi provado Ouyang-Shi [23]. No artigo de Hai-Shivagi [17], a existéncia e unicidade de

solucoes sao estabelecidas para uma classe de fungoes com lim,_, o sfp(f)l = 0. Para dominios

limitados gerais, em Drabek-Hernandéz [10] encontramos um resultado de unicidade para

o problema de Dirichlet com f(r,0) =0, Vr, e % decrescente em s. E importante notar

que o Teorema 3.1 abrange o caso em que f(rg,0) > 0, lim,_ i,(f)l > (0 e o dominio é um

anel com condicao mista de fronteira.

Os seguintes exemplos satisfazem as hipoteses do Teorema 3.1:
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o f(r,s) =a(r)si+c,com0 < qg<p—1,¢c>0eaec C0,o00) positiva e nao-crescente.
f(s) _ 0

sp—1 7

Neste caso temos que lim,_,

o f(s)=(s" +p8)%. Aqui temos lim,_, sfp(f)l =1.

Quando 1 < p < 2 podemos enfraquecer a hipotese (Ag) para
(A5) Se f(rg,s) > 0 para algum s > 0, entao f(r,s) > 0 para todo r > 7.

Com isto a fungao f pode ter f(rg,s) = 0 para algum s > 0. Por exemplo, f(s) =

sM—sl4+e,m<p—1<q,m#gq, c>0.

3.1 Nao-degenerescéncia

Seja u(r) uma solucgao de

—(rN Y P2 = eV w), r € (ro, R)
u>0 (3.2)
u'(rg) = u(R) =0,

com f satisfazendo as hipoteses (A1) — (A4). Com isto f satisfaz também as hipoteses
(M) — (M2) e (Hy) — (Hz). Logo podemos utilizar o Teorema 2.1 e estudar os zeros da

fungao w que é solugao do problema de valor inicial associado a linearizac¢ao de (3.2):

Lw = (p— 1)(rV Hu/ P720) + ¥ (r u)w = 0, r € (ro, R),
w/(TO) = 07 (33)
w(rg) = 1.

Quando 1 < p < 2 e f satisfaz a hipotese (Aj%), precisamos provar que também

neste caso temos f(ro,u(ro)) > 0, e com isso f satisfaz & hipotese (Mz). De fato, pelo
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Lema 1.7, f(0,u(0)) > 0. Podemos eliminar a possibilidade f(0,u(0)) = 0 pois, para
1 < p < 2, temos a unicidade do problema de valor inicial associado a (3.2) inclusive
quando f(0,u(0)) = 0 (ver Apéndice B), tendo assim somente a solu¢ao constante para

este caso.
Proposigao 3.3 Seja w(r) solu¢ao de (3.3). Entao w > 0 em [ro, R].

Demonstracdo: Suponhamos, por contradi¢dao, que r; é o primeiro zero de w em [rg, R].

Notemos que

Lu = (p— 1)(7’N_1|u'|p_2u/)/ + TN_lf/(r, w)u

= MU u)u — (p— 1) f(r,u)] por (3.2).
Temos que
wlu = (p— 1) P2 Y w + rV T (r u)uw e
ulw = (p— DY P20 u + N (r u)wu = 0.
Logo

wlu = wlu — uLw = (p — D)[r" /' [P~ (wu — uw’)]'.
Integrando de ry a 71, obtemos uma contradigao, pois por (Ay)

0> / wlu dr = —(p — D)rN =/ (r) [P~ 2u(r)w’ (1) > 0.

70

[
Corolario 3.4 A solugdo radial u(r) é nao-degenerada.
Demonstracdo: Pela linearidade do problema
—(p = 1) (PN P2 () = eV w)w(r), 7€ (ro, R) (3.4)

W'(rg) =w(R) =0
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vemos, pela Proposi¢ao anterior, que (3.4) possui apenas a solucao trivial w = 0. [ |

3.2 Unicidade

Demonstracdo do Teorema 3.1:  Seja u(r) uma solugao de (3.2) e g = u(ro).
Pelo Corolario 3.4, a solugao u é nao-degenerada. Mostraremos que esta solucao é tnica.

Denotaremos por u, a solucao do problema de valor inicial:
) = N ),
ul,(ro) =0,

ua(ro) = @

Passo 1: Existe h > 0 tal que para ay — h < a < ag, a funcao u, possui um zero em

R, < R.

Seja (hy), hy, > 0, tal que h, — 0. Para n suficientemente grande, u,,_p, pode
ser estendida até r = R ou até r = Ry, _p, tal que ua,_p, (Rag—pn,) = 0. Afirmamos que
para n suficientemente grande, wu,,_p, nao pode ser estendida até r = R. Com efeito se
isto fosse possivel, entao uq,(R) — Uay—n, (R) < 0. Pelo Teorema 2.3 teriamos w(R) < 0,

o que contradiz a Proposicao 3.3.
Passo 2: Para a < ap, a fungao u, nao é solucao de (3.2).

Afirmamos que
inf {& > 0 | Para @ < o < g, u, possui um zero em R, < R} =a = 0.

Com efeito, se @ > 0 entao ug, por continuidade, tem um zero em Ry < R, isto é, ug
é solucao de (3.2) mas com um raio diferente. Logo, pela Proposi¢ao 3.3, temos que
ws(Rg) > 0. Pelo Passo 1, existe a < @ tal que u, possui um zero em R, < Ry < R, o

que é uma contradigao.
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Passo 3: A fungao u,, ¢ a unica solucao de (3.2).

Seja u,, solugao de (3.2). Pelo Passo 2, temos que oy > ag. Mas se ag > ag entao

pelos Passos 1 e 2 temos que u,, nao é solugao de (3.2) (contradi¢ao). |



Capitulo 4

Caso Superlinear e Positivo

Consideremos o problema

( —Apu= f(lz|,u) em B, g CRY, p>1, N>2

u>0

%(x) =0 para |z| =71, sery >0 4
[ u(x) =0 para |z| = R,

onde a fungao f(r, s) satisfaz as hipoteses

(By) f € C%0,00) x [0,00)) NC([0,00) x (0,00)) e fr(r,s) <0;

(B2) Existe 0 <~ < 1 tal que s7f'(r,s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente

para r < R, onde f'(r,s) = fs(r, s);
(Bs) f(r,s) > 0 para todo s > 0er > 0;

(By) sf'(r,s) —(p—1)f(r,s) > 0 para s > 0.
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E mais, dada uma solugao radial u(r) de (4.1), r = |z|, temos

(Bs) A fungao
pf(ru(r)) +rfr(r, u(r))
u(r) f'(r,u(r)) — (p = 1) f(r, u(r))

é nao-crescente em (rg, R);

(Bg) Existe o < 7 < R tal que para a fungao

N-—p
P

G(r)= NF(r,u(r)) — u(r)f(ryu(r)) +rE.(r,u(r))
temos G(r) > 0 em [rg, 7] e G(r) < 0 em [r, R].

Neste capitulo mostramos que

Teorema 4.1 Suponhamos que f satisfaz as hipdteses (B1) — (Bg). Nestas condigoes,
o problema (4.1) possui no mdzimo uma solu¢ao radial. Tal solug¢ao, se existir, € nao-

degenerada.

Utilizando o resultado de Brock [4], no caso particular em que o dominio é uma

bola (ro = 0), todas as solugoes de (4.1) sao radiais. Logo

Corolario 4.2 Suponhamos que 1o = 0 e [ satisfaz as hipdteses (B1) — (Bg). Nestas

condigoes, o problema (4.1) possui no mdzximo uma solu¢ao.

Quando f nao depende r (caso autéonomo), as hipoteses (By) — (Bg) se reduzem

(B1) f € C°0,00) N CY(0, 0);

(By) Existe 0 < v < 1 tal que 87 f'(s) ¢ limitada para s proximo de 0;
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(B3) f(s) > 0 para todo s > 0;

(Ba) sf'(s) = (p—1)f(s) > 0 para s > 0;

o) A i 2L
(Bs) A fung o)

é nao-crescente em (0, 00).

Provaremos mais adiante (Lema 4.4) que as hipoteses (B;) — (Bs) implicam em (Bg).

Como conseqiiéncia da hipotese (By4) temos que

f(r,s)

p—1

lim inf > 0.

§—00 S
No caso particular do operador laplaciano (p = 2), temos que a funcdo f(s) = s9, ¢ > 1,
satisfaz as hipoteses do Teorema 4.1, motivando assim o nome deste capitulo: Caso

Superlinear e Positivo.

O Teorema 4.1, para o caso particular do laplaciano com f auténoma na bola, foi
provado em Ouyang-Shi [23]. Estendemos o trabalho de Aftalion-Pacella [1], provando a
unicidade de solugoes para o caso nao-autonomo e considerando o problema em anéis.

A fungao f(r,s) = a(r)s?, ¢ > p—1, a € C*0,00) positiva e nido-crescente com

/
ra’ . N .
— nao-crescente, satisfaz as hipoteses do Teorema 4.1. Com efeito,
a

e sfi(r,s)—(p—1)f(r,s) =[qg— (p—1)]a(r)s? > 0 (hipotese (By));

e A funcao
pf(ryu(r)) +rfr(r,u(r)) __ pa(r)u? +rd(r)u?
u(r) f/(r,u(r)) = (p = 1) f(r,u(r)) qa(r)ut — (p — Da(r)u
Cg—(-1)

¢ nao-crescente (hipotese (Bsg)).
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e A funcao
G(r) = NF(ru(r) -~ L) (r,u(r)) + F (r,u(r)
— qi\zla(r)uq“ _N=zp pa(r)uq+1 + fraclq + 1ra' (r)u™
= a(r)utt N N—p 1 rd(r)

q+1_ P qg+1 a(r)

satisfaz a hipotese (Bg) pois o termo entre colchetes é nao-crescente.

4.1 Nao-Degenerescéncia

Seja u(r) uma solucao de

(¥ PPR) = N f (), r € (ro, R)
u>0 (4.2)
u'(rg) = u(R) = 0.

Suponhamos que f satisfaz as hipoteses (B1) — (Bs).

As hipoteses (B1) — (Bs) implicam nas hipoteses (M7) — (Mz) e (Hy) — (Ha).
Logo podemos utilizar os Teoremas 2.1 e 2.3. Conforme observado no Capitulo 2, pelo

resultado de Vazquez [27] (ver Apéndice C), garantimos
u'(R) < 0. (4.3)
Entao pelo Teorema 1.2 temos que
u'(r) < 0em (ro, R].

Logo u € C3(ro, R).
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Com isto estudaremos os zeros da funcao w que é solucao do problema de valor

inicial associado a linearizacao de (4.2):

Lo = (p— D"/ P72) + r¥ L (r u)w = 0, r € (ro, R),
w'(ro) =0, (4.4)
w(0)=1

Proposigao 4.3 Seja w(r) solucao de (4.4). Entao w(R) < 0.

Os proximos lemas sao necesséarios para provar este resultado. A demonstracao dos lemas

sera feita na Secao 4.3.

Lema 4.4 A funcao

é crescente em [ro, R).

Lema 4.5 Sejam B € R e v(r) = ru/(r) + fu(r). Temos que
Lo =" {Bluf'(r,u) — (p — 1) f(r,u)] = pfr,u) —rfo(r,u)}.

Demonstragao da Proposicao 4.3: Dividiremos a demonstracao nos seguintes passos:
Passo 1: A fungdo w(r) possui zero em [rg, R).
Suponhamos que w > 0 em [ry, R). Notemos que
Lu = (p— DN Y|P %) +rV 7 (r,u)u
= T uw)u = (p = 1) f(r )] por (4.2).
Temos que

wLhu = (p— 1" P2 Y w + V7 (r u)uw e

uLw = (p— 1) ' P2 u+ N (r, w)wu = 0.
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Logo

wlu = wlu — ulLw = (p — V[PV 7/ P72 (wu — uw’)]'.

Integrando de ry a R, obtemos uma contradigao, pois por (B4) temos

0< / N fuf (ru) — (p— 1) f(r,u)] dr = (p— 1)RYN "/ (R)|P2w(R)u/'(R) < 0.

o
Passo 2: A fungao w(r) possui no maximo um zero em [rg, R].
Sejam 7 < 19 0s dois primeiros zeros de w em [rg, R|. Seja

ru' ()

b8=— () > 0.

Pelo Lema 4.4, a fung¢ao v(r) = ru’ + fu possui um tunico zero em [ry, R|. Pela escolha de

3 temos v(ry) = 0. Temos também, utilizando (4.3), que v(ry) < 0. Agora, pelo Lema 4.5,

Lo =N {Bluf'(ru) = (p = 1) f(r,u)] = pf (r,u) = rfo(ru)}

Podemos escrever

pf(r,u) +rfr(r,u)
uf/(T, u) - (p - 1)f(7“, u)

Pela hipotese (Bs), temos duas possibilidades:

Lo=r""1]3~ [wf'(r,u) = (p = 1) f(r,u)].

e Lv>0em [ry,rs

Comparando v e w, como no Passo 1, obtemos
wlv = (p — D[PV Hu/ P72 (wo' — )]
Integrando de r; a ry obtemos,

T2
0> / wlv dr = —(p — )rY ! (r9) P20 (1) (r2) > 0 (contradicio),

r1

pois w(ry) =0, w(re) =0 e w'(r2) > 0, lembrando que w < 0 em (1, r7).
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o Lv < (#)0em [rg,r];
Por (4.2), temos
,,,,N—l|u/|p—2vl — 7ﬂN—1|u/|p—2 [Tu”+(ﬁ—|—1)u']

— (ﬂ—i—1)7’N_1|u/‘p_2ul—l—TN‘u/‘p_zu//
N -1
—1

1

— 1 N-1y,/\p—2,,/
(84 DYl -

TN—1|u/|p—2u/ .

r f(r,u).

logo lim vV ~Hu'[P~%0(r) < 0. Neste caso terfamos

r—Tro

™
0> / wLv dr = [(p— 1)rV /[P (wo — vw/)}:) > 0 (contradigao).

L]

[ |
Corolario 4.6 A solugdo radial u(r) é nao-degenerada.
Demonstracdo: Pela linearidade do problema
o= 1) (PR = ), e (o R)
W'(ro) = w(R) =0 '
vemos, pela Proposigao anterior, que (4.5) possui apenas a solugao trivial w = 0. [ |

4.2 Unicidade

Demonstracdo do Teorema 4.1: Seja u(r) uma solucao de (4.2) e ag = u(0). Pelo
Corolario 4.6, a solugao u é nao-degenerada. Mostraremos que esta solugao é tnica.
Denotaremos por u, a solucao do problema de valor inicial:

(Y PR = N (),

ue(0) =0,

ua(0) = a.
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Passo 1: Existe h > 0 tal que para ap < a < ag + h, a funcao u, possui um zero em

R, < R.

Seja (hy), hy, > 0, tal que h, — 0. Para n suficientemente grande, uq,,p, pode
ser estendida até r = R ou até r = Ry,1p, tal que uagin, (Rag+n,) = 0. Afirmamos que
para n suficientemente grande, u,,+p, na0 pode ser estendida até r = R. Com efeito se
isto fosse possivel, entao ugyin, (R) — ta,(R) < 0. Pelo Teorema 2.3 teriamos w(R) > 0,

o que contradiz a Proposicao 4.3.
Passo 2: Para o > «ay, a fungio u, nao é solugao de (4.2).

Afirmamos que

sup{a > 0 | Para ap < a < &, u, possui um zero em R, < R} =a = oc.

Com efeito, se @ é finito entao ug, por continuidade, tem um zero em Ry < R, isto é,
ug € solugdo de (4.2) mas com um raio diferente. Logo, pela Proposi¢ao 4.3, temos que
wx(Rz) < 0. Pelo Passo 1, existe o > @ tal que u, possui um zero em R, < Rz < R, 0o

que é uma contradicao.
Passo 3: A fungao u,, ¢ a unica solucao de (4.2).

Seja u,, solugao de (4.2). Pelo Passo 2, temos que «; < ag. Mas se a; < ag entao

pelos Passos 1 e 2 temos que u,, nao é solugao de (4.2) (contradi¢ao). |
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4.3 Demonstracao dos Lemas

Demonstragao do Lema 4.4: Para rg <r < R temos

B (r) = % [r(u)? — u'u — ru'u]
1 1 N —
= | s (s )
1
= oDz [0 Vel + (N =)l ruf ()

= 5 1)@/|p_2u2 [H(r) +7 (%uf(r, u) — F(r, u))] ,

onde H(r) é definida por

N — -1
H(r) = = Ful 2wl +

rlu' [P+ rF(r,u).
Basta provarmos que H(r) > 0 pois
]%sf(r, s)—F(r,s) >0
para s > 0 por (By).
Afirmativa: H(r) > 0 pararo <r < R.

Notamos que H(ry) >0 e H(R) > 0. Vamos calcular

(PN rH(r)) = (N —=1Dr"2H(r) + VT H (7)
= 2 ) )|
Temos que
H'(r) = ?WV’ + ?(p — D P 2uu” + (p — Do [P~2u/u” +
+ 2= 1|u'|p + F(r,u) +rE.(r,u) +rf(r,u)u
H'(r) = %WV’ + u(p — D/ P2 + (p— V| )P 20 u” +

+ F(r,u) + rF.(r,u) +rf(r,u)u.
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Com isto,
N — N —1
(rNrH(r)) = Py |u/|P~2 l(p —u" + 71/] +
p r
_fz;vu)
N -1
<+Tu’{Q)—-1Huﬂp_2u”%——————Juﬂp_zu'+-f(n10}~+
r
0
+NF(r,u) +rF(r,u).
Logo
(F" T H(r) = VTG (),
onde

G(r)=NF(r,u) — puf(r, w) + rF.(r,u).

p
Se G(r) satisfaz a hipotese (Bg) entdao H(r) > 0. Logo a demonstragao esta terminada

para o caso nao-auténomo.

Para o caso auténomo devemos analisar conforme a posicao de p em relacao a

e Se p=N entao G(r) = NF(u(r)), que satisfaz a hipotese (Bs).

e Se p>N entdao G(r) > 0 satisfazendo a hipotese (Bg).

e Se p<N entdo, por (Bs), existe 7, € [rg, R] tal que G'(r) < 0 para r € [rg, 1] e
G'(r) > 0 para r € [r, R|, pois

N-p, Np—N+p uf(u)
p wfu) N-—p f(u)

Como G(R) = 0 temos que G(r) satisfaz a hipotese (Bg). [

G'(r) =
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a7

Demonstracao do Lema 4.5 : Temos que

Logo

Lv = (p—1) (rN_l|u'|p_21/), + N (r u)w

= Ep - 1) (TN\u/\p_zu")J/—i-(p - 1)(B+1) (TN_l\u/|p_2u/)4/+7“N_1f/(7’, u)v.

g

I I,
Por (4.2) temos que
IQ = (TN_1|U/|p_2U/)/

= V7 ().

Podemos escrever (4.2) da seguinte maneira

N -1
(p—Du” + Tu' W/ |P72 + f(r,u) = 0.

Por isso
L= (p—1) (M)

— (N =1) (NP = (N f ()

— (V= DN ) = NN () — e ) — o ()

= () — Y f = ()

= TN_l [—f(?”, u) - T’f/(T, u>ul - Tf"(r’ u)]
Substituindo na expressao de Lv obtemos

Lo = U [Buf(ru) = (30— 1) + ) Fru) = rf,(r,w)
= PN (ru) = (= D )] = pf(ru) = fi(ru)}



58 Capitulo 4. Caso Superlinear e Positivo

4.4 Problema com Limitacao no Crescimento

Quando consideramos a equagdo (4.2) no caso em que 1 < p < min{2, &} e f

nio depende de r (caso auténomo), podemos substituir a hipotese (Bs) por

s£(s) _ Nip—1)

1
f(s) = N-—p

(BY) para s > 0.

Teorema 4.7 Suponhamos que 1 < p < min{2, %} e a fungao f(s) satisfaz as hipdteses
(B1) — (B4) e (BY). Nestas condigoes, o problema (4.2) possui no mdzimo uma solugdo

radial. Tal solugao, se existir, é nao-degenerada.

O Teorema 4.7 generaliza o resultado de Ouyang-Shi [23], onde o caso N > 3 e

p = 2 é considerado.

A funcao f(s) = aps? + >, a;s%, com ag,a; > 0, p—1 < ¢ < ¢ < =~

1 < p <min{2, %}, satisfaz as hipoteses do Teorema 4.7.

Demonstracao do Teorema 4.7: Seja u(r) uma solucao de (4.2). Precisamos provar
somente a nao-degenerescéncia, pois a parte da unicidade segue a mesma demonstracao do
Teorema 4.1. Seja w solugao do problema de valor inicial (4.4). Afirmamos que w(R) < 0.

Com efeito,
Passo 1: A fungao w(r) possui zero em [rg, R).
Como na demonstracao da Proposicao 4.3.
Passo 2: A fungdo w(r) possui no maximo um zero em [rg, R].

Suponhamos, por contradicao, que r; < ry sao os dois primeiros zeros de w em

[10, R]. Seja
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Pelo Lema 4.5 temos que

Lvler_l N-p
p—1

uf'(u) = Nf(u)| .

Pela hipotese (Bj) obtemos que Lv; < 0. Utilizando (4.2), vemos que

() = ru”(r L_lu/r =— L r
e N e )

p
Como v1(0) = % (0) >0 e v1(R) = Ru/'(R) < 0, entao existe um tnico zero r3 € (0, R)

f(u(r)) <0em (0, R).

tal que vy(r3) = 0. Temos que r3 < 71, caso contrario teriamos

71 T1
0> / wlLvy dr = / wLvy, —viLw dr = —(p — VeV o/ (r) P20, (1)’ (1) > 0,
0 0

pois
wlvy — v Lw = (p — D[rV [P~ (wo) — viw)]'.
Agora, seja
1
V(1) = ;01(7’).
Provaremos mais adiante no Lema 4.8 que
L[N-p N-2p+1 (N —p)(p—2)
N-2 2
L= | SR a0 - = ) - T2 e S pay

Notemos que Lvy > 0 em [r3, R). Temos uma contradi¢ao pois

0> /T2 wLvy dr = (p—1) [ry M/ (r1) [P 202 (r1)w' (1) — 737 W (1) [P 20a (ra)w (r2) | > 0.

1

Concluimos assim a demonstracgao. |

Lema 4.8 Sejam v (r) = ru/(r) + S=2u(r) e vs(r) = 2vi(r). Temos que

N-—-2p+1
r2

Log = 2 | X P — (p— 1) () —

p— 1 |ul|p_2U1 +
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Demonstracdo : Como
N-p
v (1) = /(1) + = 1>Tu(7"), (4.6)
entao
N —p N-p
vh(r) =" (r) + u'(r) — ————u(r). 4.7
2() () (p—l)?“ () (p_1>7,2 () ( )
Temos que

Por (4.7) temos

I

= (p_

Lvy = (p= )"/ P2uy) + 0L (w)vy

= I+ L. (4.8)

D2y 4+ (N = p) (2l 2y = (N = p) Py

Is + Iy + I5

Utilizando (4.2) obtemos

Iy

I3

= (-
= —(N-
— (N
— (N-
— (N -

2y

D2 [P72u) — (e f ()

= DN = 2)r" PP — (N = D2 (o P72u') — (rY 7 f ()
DN P20 4+ (N = DV 72 (w) — (N — D)rV 2 f () — vV (u)d!

1)7,N—3|u/‘p—2ul . TN_lf'(u)u’,

(N = p)(r™ '[P~y

(N = p)(N =2 Jul|P=2u + (N = p)r* (|’ =2y

(N =p)(N = 2)r" /P70 — (N = p)(N = D) PP~ — (N = p)r™ =2 f (u)

—(N —

Py [P — (N = p)r TR f (u).
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Temos também que
I = —(N=p)(r"l/[""%u)
= —(N=p)(N =3)r" ' [P72u — (N = p)(p — 2)r™" [/ P~ 'u"u —
— (N = ) S
N — —2)(N -1
— (N p)(N 3) N—4‘u/‘p—2u+ ( p)(i_ 1)( )TN_4|u'|p_2u—|—
N —
+ ( p)( ) N_?’f(u)u—(N—p)rN_3|u’|p_2u’.
(p— Do/
N — (N —-p)p—2) n_
= - (N 2p + D)V A/ [P + = V73 f(u)u —
( ) N— 3|u |p 2u/‘
Por (4.6) temos
= V7w + 7_er_2f’(u)u.
Substituindo em (4.8) concluimos que
N=3|, I\p=2,1 N-2 (N=p)p—2) N3
Loy, = —(N=2p+ 1)r" |/ P~%u" — (N — p)r™ =% f(u) + - r 70 f(u)u —
_N- _
TP o 1N P+ PN (),
p—1 -1
Utilizando a expressao de v; temos
N — N-2p+1 N — —2
Loy =2 | X 2P upr() — (o 1y () — S ey, D02 g,
p— r? (p = Dru



Capitulo 5

Caso Superlinear com Parte Negativa

Consideremos o problema

p

—Apu= f(lz|,u) em B, g CRY, p>1 N >2

u>0 G5.1)
0 5.1
a—:j(:lf) =0 para |x| =19, sery >0

u(z) =0 para |z| = R,

\

onde a fungao f(r, s) satisfaz as hipoteses

(C1) f € C0,00) x [0,00)) N C[0,00) x (0,00)) e fr(r,s) < O0;

(C3) f(r,0) =0, Vr >0, e existem C, sq > 0 tais que f(r,s) > —CsP~! para 0 < s < s

uniformemente para r < R;

(C3) Existe 0 < < 1 tal que s7f'(r,s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente

para r < R, onde f'(r,s) = fs(r, s);
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(C4) Para cada r > 0 existe 6, > 0 tal que f(r,s) <0 para s € (0,0,) e f(r,s) > 0 para

s € (0,,00);

(Cs) sf'(r,s) — Kf(r,s) >0 paras>0com K >p—1;
E mais, dada uma solugao radial u(r) de (5.1), r = |z|, temos

(Cg) Para v > 0, consideremos a fun¢ao

v f (s u(r)) +rfo(r, u(r))
u(r) f'(r,u(r)) = Kf(r,u(r))

Se K = p—1 entao I, é descrescente em (19, R). Se K > p—1 entao I, é decrescente

L(r):=

em (rg, R) para todo v > 0;

(Cr) Se K > p—1, a funcao

pf(ru(r)) +rfr(r, u(r))
u(r) f'(r,u(r)) — (p — 1) f(r, u(r))
é decrescente em (7o, 7); sendo o < 7 < R tal que f(r,u(r)) > 0 para r € (r¢,7) e

f(r,u(r)) <0 parar € (7, R);

(Cg) Existe 1o < 7 < R tal que para a funcao

N-—p
P

G(r) = NF(r,u(r)) — w(r) f(r,u(r)) + rF.(r,u(r))

temos G(r) > 0 em [rg, 7] e G(r) < 0 em [F, R].

Ao conjunto das hipoteses (Cy) — (Cg) chamaremos caso (I).

Para incluir o caso semipositone, no qual f(r,0) < 0, consideraremos alternati-

vamente as seguintes hipoteses:

(Cy) f(r,0) <0, ¥r >0;
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(C5) f'(r,s) é limitada para s proximo de 0 e uniformemente para r < R.

Ao conjunto das hipoteses (Cq), (Ch) — (C5) e (C4) — (Cg) chamaremos caso (II).

Neste capitulo mostramos que

Teorema 5.1 Suponhamos que f satisfaz ao caso (I) ou (II). Nestas condigoes, o pro-
blema (5.1) possui no mdrimo uma solugao radial. Tal solugao, se existir, é nao-degene-

rada.

Quando f nao depende r (caso auténomo), as seguintes hipoteses serdo conside-

radas:

(C1) f€C°0,00)N CL0,0);

(Cs) f(0) =0 e existem C,sq > 0 tais que f(r,s) > —CsP~! para 0 < s < sp;
(C3) Existe 0 < v < 1 tal que 7 f/(s) é limitada para s proximo de 0;

(C4) Existe # > 0 tal que f(s) < 0 para s € (0,0) e f(s) >0 para s € (6, 00);

(Cs) sf'(s) — Kf(s) >0 paras>0com K >p—1;

(Ce) A fungio

¢ nao-crescente em (6, 00).

Ao conjunto das hipoteses (C1) — (Cg) chamaremos caso (III). A hipotese (Cg) ¢ mais
fraca que as hipoteses (Cg) — (Cy) reduzidas ao caso autonomo. Provaremos mais adiante

(Lema 4.4) que as hipoteses (C1) — (Cg) implicam em (Cyg).

Novamente, para incluir o caso semipositone, no qual f(0) < 0, alternativamente

consideraremos:



66 Capitulo 5. Caso Superlinear com Parte Negativa

(Cg) f(0) <0;

(C%) f'(s) é limitada para s proximo de 0.

Ao conjunto das hipoteses (Cy), (C)) — (Cj) e (Cy4) — (Cg) chamaremos caso (IV).

Teorema 5.2 Suponhamos que [ satisfaz ao caso (III) ou (IV). Nestas condigoes, o
problema (5.1) possui no mdzimo uma solucdo radial. Tal solugdo, se existir, é nao-

degenerada.

Utilizando o resultado de Brock [4], no caso particular em que o dominio é uma

bola (ro = 0), todas as solugoes de (5.2) sao radiais. Logo

Corolario 5.3 Suponhamos que ro = 0 e f satisfaz ao caso (I), (II), (III) ou (IV).

Nestas condigoes, o problema (5.1) possui no mdzimo uma solu¢ao.

O Teorema 5.2, para o caso particular do laplaciano com f auténoma, pode ser
encontrado em Kwong-Zhang [19] (em bolas e anéis) e Ouyang-Shi [23] (somente em bolas).
Estendemos o trabalho de Aftalion-Pacella [1]|, pois permitimos K > p — 1 e f(0) < 0,

provamos a unicidade para o caso nao-autonomo e consideramos o problema em anéis.

Seja a fungao f(r,s) = s?—a(r)s™ talquep—1 <m < qge,sep < N, q+1 < NN—_’;,
com a € C'[0,00) positiva, nao-decrescente e ra’(r) nao-decrescente. A funcgao f(r,s)

satisfaz as hipoteses do Teorema 5.1. Com efeito,
e sf'(r,s) —mf(r,s) = (¢ —m)s? >0 (hipotese (Cs));

e Dado v > 0, a funcao

Vf(ru(r) +rf(ru(r)  qu? —u(ya(r) +rd'(r))
u(r) f'(ryu(r)) —mf(r,u(r)) (g —m)us
_ 1 N va(r) + ra'(r)
(g —m) [u(r)]e=m

é decrescente (hipotese (Cg)), pois u(r) é decrescente.
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e A funcao

u(r) f'(r,u(r)) = (p — 1)

pf(r,u(r)) +rfe(r,u(r))
flryu(r))
pu? —u™(pa(r) +ra'(r))
lg — (p— D]ut = [m — (p — Da(r)u™
put™™ — (pa(r) +ra'(r))
lg — (p— DJus=™ —[m — (p — 1)]a(r)
put=™ — p2=a(r) + p2==a(r) — (pa(r) + ra'(r))

[q—(p—l)]uq’”—[m (p = Dla(r)
b )~ Gat) + 1)
¢g—(p-1) la—(p— )]Uq " [m (p — Dla(r)
D pa(r y + ra'(r)
¢—(p-1) Jg—@-Durm [m = (p = Da(r)

¢ decrescente no intervalo em que f(r,u(r)) > 0 (hipotese (Cr)).

e A funcao

G(r)

satisfaz a hipotese (Cg) pois o termo entre colchetes é ndo-crescente.

NE(r, u(r)) - Np Lu(r) £(r,u(r) + 1 F, (r, u(r))
<;i+11 am+m1+1) p (uqH rumt) mg}iﬂ:ﬂ
b (7 N;p)—am G- 5) -l
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5.1 Nao-Degenerescéncia

Seja u(r) uma solugao de

—(rN T P2 = N (), r € (ro, R)
u>0 (5.2)
u'(rg) = u(R) = 0.

Suponhamos que f satisfaz ao caso caso (I), (II), (III) ou (IV). Assim as hipoteses
(M1) — (Mz) e (Hy) — (Hz) (ou (H}) — (H})) sao satisfeitas, e podemos utilizar os Teo-
remas 2.1 e 2.3. Conforme observado no Capitulo 2, pelo resultado de Vazquez |27| (ver

Apéndice C), garantimos

u'(R) < 0.
Entao pelo Teorema 1.2 temos que
u'(r) < 0 em (ro, R]. (5.3)

Logo u € C3(ro, R).

Com isso, estudaremos os zeros da fungao w que é solugao do problema de valor

inicial associado a linearizacao de (5.2):

Lo = (p— 1DV P20) + V=1 (r,u)w = 0, r € (ro, R),
W'(rg) =0, (5.4)
w(rg) = 1.

Proposicao 5.4 Seja w(r) solu¢ao de (5.4). Entdo w(R) # 0.

Os proximos lemas sao necessarios para provar este resultado. A demonstracao dos lemas

serd feita na Secao 5.3.
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Lema 5.5 Sejam 3 € R e v(r) = (r — ro)u'(r) + Bu(r). Temos que

Lv = TN_l ﬁ[Uf,(T, U) - (p - 1)f(’l“, U)] - pf(rv U’) - (T - TO)fr(rv U) - TONT; 1|u’|p—2u’ :

Lema 5.6 A funcao

é crescente em [ro,T).

Lema 5.7 Se w(R) =0 entao

/ N u(r) f(r u(r)) = (p = 1) f (r,u(r))]w(r) dr = 0.

0

Lema 5.8 Se w(R) =0 entdo

R
/ P Hpf(rw) + 1 fo(rw)w(r) dr = (p = 1)RY(R) lim [/ [P0 (r) = 19 f (ro, u(r0)).

ro r—R

Demonstracao da Proposicao 5.4: Dividiremos a demonstracao nos seguintes passos:

Passo 1: A fungdo w(r) possui zero em [rg, R);

Passo 2: A fungdo w(r) possui no maximo um zero em [ro, 7];

Passo 3: A fungao w(r) possui no maximo um zero em [7, RJ;

Passo 4: A fungao w(r) ndo possui um segundo zero em R.

Passo 1: A fungdo w(r) possui zero em [rg, R).

Suponhamos que w > 0 em [rg, R). Quando K = p — 1 fazemos como no Passo 1
de Lema 4.3. Se K > p — 1 entao tomemos a funcao v(r) = (r — ro)u'(r) + Bu(r), onde

6= ﬁ > 0. Com isso, pelo Lema 4.5 temos

o= Bluf (o) = K (0] = (= ) ) = o e
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pois
Blp—1)+p=PK.
Como v(rg) = fu(rg) > 0e v(R) = (R —ro)u'(R) <0, existe 7o < r1 < R tal que v > 0

em [ro,71) € v(ry) = 0. Temos que

wlv = (p— DY P2 Y w + V7 (r u)ow e
vlw = (p—DEN P20 v + VT (r u)wo = 0.
Logo
wlv = wlv —vLw = (p — D[PV 7/ P72 (wv’ — vw)]'. (5.5)

Pelas hipoteses (Cq) e (Cs) temos Lv > 0. Escrevendo (5.2) como
(p—Du” + ?u’ /[P~ + f(r,u) =0,
temos
WP = P [(r = ro)u” + (B + 1)u]

= B+ D2 4 (r —ro)|u/[P20”

_ 1p—2,1 (N—l)(?"—?“o) 1\p—=2,1 1
= B+ D[P — 1) '[P u —E(T—To)f(ﬁu)‘

Integrando (5.5) de rg a 71, obtemos uma contradigio, pois

0< / wLv dr = (p— 1)ryV w(ry) lim |u/(r)[P~20'(r) < 0.
o r—ry

Passo 2: A fung¢do w(r) possui no maximo um zero em [ro, 7.

Sejam 71 < 19 0s dois primeiros zeros de w em [rg, 7|. Seja

rlu’(rl)
u(ry)

b8=— > 0.

Pelo Lema 5.6, a fungdo v(r) = ru’ 4+ Su possui um unico zero em [0, 7]. Pela escolha de

B temos v(ry) = 0. Agora, pelo Lema 4.5,

Lo =rN"H{Bluf'(ru) = (p = V) f(r,u)] = pf (r,u) = rfo(ru)}



5.1. Nao-Degenerescéncia 71

Podemos escrever

_ pN-1 _ pf(?“,u) +Tfr(r7u) wf'(r-w) — . rou
Lv = 6 uf’(r,u)—(p—l)f(r,u) [ f( ) ) (p 1)f( ’ )]

Pela hipotese (Cy) (ou (Cg), no caso auténomo), temos duas possibilidades:

o Lv>0em (ry,rs)

Comparando v e w, como no Passo 1, obtemos
wlv = (p — D[r" /' [P~ (wo' — )]
Integrando de ry a ro:

T2
0< / wlv dr = —(p — )rY ! (r9) P20 (1)’ (r2) > 0 (contradicio),
r1

pois w(ry) = 0, w(ry) = 0, v(ry) =0, v(r2) < 0 e W(ry) > 0, lembrando que w < 0

em (7’1,7”2).

o Lv<0em [rg,m);

Neste caso teriamos

T1
0> / wLv dr = [(p— 1)rN /P2 (wo' — vw’)}gl = 0 (contradicio).

o
Passo 3: A fungdo w(r) possui no maximo um zero em [7, R).

Sejam 71,79 € [F, R| dois zeros consecutivos de w, tais que, sem perda de genera-
lidade, w < 0 em (71,73). Tomemos v(r) = ru/(r) < 0. Como f(r,u(r)) < 0 em (7, R),
temos que

Lv=—pf(r,u) —rf.(r,u) > 0.

Comparando as equagoes para v e w, como no Passo 1, obtemos

wlv = (p— D[r" !/ P2 (wv’ — v)]'.
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Integrando de ry a ro:

0> / wLv dr = —(p—1Drd ! (r)[P20(ry)w (r2) +

1
+ (p— D)rN M (r) [P 20(r)w’ (1) > 0.
(contradigao)
Passo 4: A fung¢ao w(r) nao possui um segundo zero em R.

Sejam r; < R os dois tnicos zeros de w em [rg, R]. Pelo Passo 3, r; < 7. Logo

f(ri,u(ry)) > 0. Fagamos

_ plulr) f'(ryw) = Kf(r,w)] = [K = (p = D]rifi(ry, )

= () F(rw) — (0 — D (e, a) >0

_ vf(ri,u) +rofr(ry, u)
uf'(ri,u) — Kf(ri,u)

Notemos que se K = p — 1 entao v = p. No caso auténomo teremos > 0. Com estas

G

escolhas temos que v+ 3[K —(p—1)] = p. Pela hipotese (Cg) (ou (Cg) no caso auténomo)

teremos

> B parar <rye

(5.6)

< (#)5 parar > ry.

Logo, por (5.6),
pf(?“, U’) + Tfr(r7 U) - ﬁ[uf’(r, U) - (p - 1)f(’f‘, U)] Z 0 parar <rp e
pf(’f‘, u) + Tfr(r7 u) - ﬂ[uf’(r, u) - (p - 1)f<7’, u)] < (%) 0 para r > Try.

Com isto, utilizando o Lema 5.7, temos

[ ) + 0 = Bl 0.0 — (= Df )]} dr =

To

= /R’I“N_l pf(r,u) +rf.(r,u)]wdr > 0.

T0
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Pelo Lema 5.8, obtemos uma contradicao pois

0< / PN pf (ryw)+rf (ru)lw dr = (p=) RN (R) lim, (' P72) =) f(ro, u(ro)) < 0.

ro r—R

[ |
Corolario 5.9 A solugio radial u(r) é nao-degenerada.
Demonstracdo: Pela linearidade do problema
o= 1) (PP = ), e (o B)
W'(rg) =w(R) =10 .
vemos, pela Proposi¢ao anterior, que (5.7) possui apenas a solugao trivial w = 0. [ |

5.2 Unicidade

Demonstracao dos Teoremas 5.1 € 5.2 :  Seja u(r) uma solugao de (5.2) e ap = u(0).
Pelo Corolario 5.9, a solu¢ao u é nao-degenerada. Mostraremos que esta solucao é tnica.

Denotaremos por u, a solu¢ao do problema de valor inicial:

(Y PR = N (),
!, (0) =0,

a

ua(0) = a.

Passo 1: w(R) < 0.

Se w(R) > 0 entdo, pela demonstragdo do Teorema 3.1 (Se¢ao 3.2), para 0 < a <

ap a fungdo u, possui um zero em R, < R. Pelo Teorema 1.2, f(0,ag) > 0. Por (Cy),
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existe 0 < a < ap tal que f(0,«) < 0. Novamente pelo Teorema 1.2, a funcdo u, nao

possui zero, o que é uma contradicao.
Passo 2: Para o > «ay, a fungio u, nao é solugao de (5.2).

Como w(R) podemos utilizar a demonstragio do Teorema 4.1 (Se¢ao 4.2).
Passo 3: A fungao u,, ¢ a unica solucao de (5.2).

Seja u,, solugao de (5.2). Pelo Passo 2, temos que a1 < ag. Mas se ag < ag entao

pelo Passo 2 temos que u,, nao é solugao de (5.2) (contradi¢ao). |

5.3 Demonstracao dos Lemas

Demonstracao do Lema 5.5: Temos que
V(1) = (r —ro)u(r) + (B + 1)u.
Logo
Lv = (p—1) (TN_1|u’|p_2v’), + N (r u)w
= =1 (P =+ (8 D) )l = o)+ ul

(= 1) PP + (B D)+ )+ ) —
I

—(p—1)rg (TN_1|u'\p_2u”)/ —ror™ L (r, u)u

-

I
Pelo Lema 4.5 temos que
L= [Bluf'(r,u) = (p = 1) f(r,w)] = pf (r,u) = v fo(r,u)]. (5.8)
Podemos escrever (5.2) da seguinte maneira

N —1
(p—Du" + Tu' [W'|P~% + f(r,u) = 0.
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Por isso

I = —(p—1)r (P /P20’
= o [(N = 1) (V22 + (7Y (rw)|
= o [(N = (N = 22 + (N = 1)V =2 (ju'r2u) +
+ (N = 1N f () + N (e ()]
= o [(N = (V= 2PV 3|/ P2 — (N = 1)V 32— (N = 1)V 2 f (r,u)+
+ (N =1V 2f(ru) + eV () + 7N ()]

= 1o [—(N = )PV PP + e N ()l + N ()]

Substituindo na expressao de Lv obtemos

N

p2/

Lo =rN""\Bluf'(r,u) — (p— 1) f(r,u)] = pf (r,u) — (r —ro) f(r,u) — 1o

|

Demonstracao do Lema 5.6: Seguindo a demonstracao do Lema 4.4, temos

W)= oo 1>|pu T [H(r) +7 (]%u f(ru) = F(r, u))]

onde H(r) é definida por

N — —1
i P 2un + p—r|u'|p +rF(r,u).
p

H(r) = |u
Basta provarmos que H(r) > 0 pois
1 _
Z—)uf(r, u) — F(r,u) > 0em [0,7]

por (Cy).

Afirmativa: H(r) > 0 para rg <r < R.
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Notamos que H(rg) > 0 e H(R) > 0. E mais
(rYrH () = MG (),

onde

G(r) = NF(r,u) — Posf(r,u) + rE.(r,u).

p

Se G(r) satisfaz a hipotese (Cg) entdo H(r) > 0. Logo a demonstracdo esta terminada

para o caso nao-auténomo.

Para o caso auténomo devemos analisar conforme a posicao de p em relacao a

e Se p=N entao G(r) = NF(u(r)), que satisfaz a hipotese (Cg).

e Se p>N entao G(r) <0 em [F, R] (isto é, quando f(u(r)) < 0). Para r € [0,7] (isto

é, quando f(u(r)) > 0) temos

N-p
D

G = o {pf<u> Bl T B 1>f<u>1} <.

Logo G(r) satisfaz a hipotese (Cg).

e Se p<N entdo G'(r) > 0 em [, R]. Por (Cs), existe r; € [ro, R] tal que G'(r) < 0

0
para r € [rg,r1| e G'(r) > 0 para r € [r1, R], pois

N—p Np—N+p uf'(u)
G'(r)=—=u'f(u —
) p )| =x —p f(u)
Como G(R) = 0 temos que G(r) satisfaz a hipotese (Cg). [

Demonstracao do Lema 5.7: Temos que

wlu = (p— )N/ P2 Y w +rV T () w)uw = PN uf (ru) — (p— 1) f(r,u)] w

ulw = (p— 1)V P72 u+ VT (r w)wu = 0.
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Logo
wlu = wLu—uLw = (p—1)[rY /P72 (i —uw)w = vV uf (r,u) — (p — 1) f(r,u)] w.

Integrando de rg a R temos

/ N uf (rou) — (p— 1) f(r,u)]wdr = (p—1) [TN_1|u'\p_2(wu/ — uw’) : =0.

T0 o

Demonstracao do Lema 5.8: Temos que

[t dr -

1

= [er(r,u)w]Tz —/r2 N f(r, u)w’ alr—N/r2 N (r u)w dr

T1

com 0 < r; <ry < R. Logo

/T2 rNTUINf(row) + rfo(rw)|w dr =

T1

= [N fruw]’? - /T2 N flr,u)w dr — /T2 N (e, u)w dr (5.9)

T1
1 T1
NS > >
~~ ~~

I1 -[2

Vamos desenvolver as parcelas do segundo membro. Por (5.2) temos
72 T2
I = —/ N f(r,u)o dr = / r(rN T PR W dr
T1 T1

e integrando por partes obtemos

o 9 ro

I, = [TN\u’\p_zu’w’] — / N P2 dr — / N PR W dr

r1 1 r1

Agora por (5.4) temos
2

I = _/ N f (r,u)u'w dr = (p — 1)/ r(rN T PR dr,

71 T1
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e novamente integrando por partes obtemos

) T2
I2 — (p_ 1) ([ N|u |p 2UW} r2 _/ TN|u/|p—2u// ,dT / 7ﬂN—1|u/|p—2u/w/ d?“) )
T1

1 T1

Também é importante notar que

T2 T2 T2
/ N P2 dr + (p 1)/ ! [P 'dr—/ (|u [P~ 2uw) dr.

r1 T1 T1

De onde, integrando por partes,

72 T2
/ ,rN|u/|p—2 ’on dT‘—i—( 1)/ TN‘u/|p_2 " /dT—
T1 T1
r2
= [ /[P~ 2uw v N/ N PRl dr (5.10)
T1 1
Substituindo Iy, I5 e (5.10) em (5.9) obtemos

/7’2 NN (row) +rfo(ru)]w dr =

T T2
= [er(r,u)w] g (p—1) [ NP~ 2uw] " + (N —p)/ N P W dr
1 1 1
I

Mais uma vez integrando por partes e utilizando (5.2) temos

T2

T
I; = [ N= Y/ [P~ 2uw} 2—/ (TN_I\u/|p_2u/)/w dr
r1 r

1
r2

= [TN_1|u'|p_2u'w} g f(r,u)w dr.

T1 r1

Dai temos

/ o pf(r,u) + 1 fe(r,u)]w dr =

= [er(r,u)w}m#—(p—l)[ /[P~ 2uw}

1

SN =) [P ]

1 1

Fazendo 1 — rg e r5 — R concluimos que

| s + 0] dr = (0= DR i [P (7) = 1 o, (o).



Capitulo 6

Unicidade em Dominios Nao-Simétricos

Neste capitulo estudaremos a questao da unicidade de solucées para problemas

em dominios proximos de uma bola, em um sentido que sera definido mais adiante.

Seja Q5 € RY, N > 2, um dominio limitado com fronteira C'. Para Ry, > 0

fixado, fagamos B = Bpg,(0). Consideremos o seguinte problema:

—Au = f(u) em Q4
u > 0 (6.1)
u = 0 em Of)s,

onde a funcao f satisfaz as hipoteses:

(S1) f € C0,00), f(0) =0e f'(0) < X\i(B), onde \;(B) é o primeiro autovalor de —A
em H;(B);

(S2) Existe 8 > 0 tal que f(s) < 0em (0,0) e f(s) >0 em (6, 00);

(S3) sf'(s) — Kf(s) >0 para s >0, com K > 1;
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/
(S4) A fungao S;((j) é nao-crescente em (6,00);
s
N +2
(Ss) Temos lim, .o &j) =a>0,coml<qgc< N3 (se N = 2 entdao consideramos
N
N2 _
N -2

A fim de enunciar o resultado de unicidade, precisamos das seguintes defini¢oes:

Definigao 6.1 Diremos que uma familia {Qs}s~o de dominios converge para B quando

0 — 0, se

(i) Para todo compacto K C B, temos K C (s para § suficientemente pequeno;
(i) Para todo aberto A D B, temos Qs C A para § suficientemente pequeno.
Definicao 6.2 Uma familia {Qs}s-0 de dominios satisfaz a condigao de fronteira (Sg), se

satisfaz uniformemente a condicoes de esfera interior e exterior. Isto €, existem i, 19 > 0

tais que, para todo § > 0 e xy € 005, existem y1, y» € RY satisfazendo

BT1 (Z/l) - Q57 Ty € 8Bh (yl) e Erz(gﬁ) ﬂ§5 = {xO}

Agora enunciamos o teorema principal deste capitulo.

Teorema 6.3 Seja {Qs}s-0 C RY uma familia de dominios limitados com fronteira C*,
que satisfaz a condi¢ao de fronteira (Sg). Suponhamos que {Qs} converge para uma bola
B quando 6 — 0. Entao, sob as hipdteses (S1) — (Ss), para 6 suficientemente pequeno, o

problema (6.1) possui no mdzimo uma solucdo us € C%*(Qs) N CH(Qs).

O ponto crucial na demonstracao do Teorema 6.3 é a obtencao de uma estimativa

a priori , que nio depende de §, da norma C' das solugdes do problema (6.1). Isto faremos
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na secao 6.1, utilizando a técnica de "blow-up", adaptando as idéias contidas no artigo de

Gidas-Spruck [15]. Para utilizar esta técnica, precisamos da hipotese (Ss).

Provaremos o Teorema 6.3 na Secao 6.2. A unicidade serd obtida através de
um argumento de contradi¢do. Chegaremos a uma contradi¢do com o Teorema 4.1 (ou
Teorema 5.1), que estabelecem a unicidade e a nao-degenerescéncia radial de uma solugao
u do problema

—Au = f(u) em B
u > 0 (6.2)
u = 0 em 0B.
Por causa das hipoteses (S1) — (S4), poderemos utilizar os Teoremas 4.1 ou 5.1, depen-

dendo se f possui ou nao parte negativa.

Pelas hipoteses (S1) e (Ss), o funcional I : H}(€5) — R dado por
W= [ 1va = [ P,
2 Ja, Qs
onde F(s) = [; f(t) dt, estd bem definido. Temos que Iy € C' e que solugdes fracas
de (6.1) sao pontos criticos de I (ver Figueiredo [11]). Utilizaremos o fato de f'(0) < A\;(B)
(hipotese (S1)) para mostrar que u = 0 é ponto de minimo local estrito do funcional I,

para ()5 suficientemente préximo de B.

Em Zou [28], prova-se um resultado de unicidade para o problema (6.1), no caso
particular f(s) = s, com ¢ proximo de 1, em dominios proximos a uma bola no sentido de
Hausdorff. No entanto, nao acreditamos que a condigao de fronteira ali utilizada (apenas

a condicao da esfera interior uniforme) seja suficiente para obter a unicidade.
As seguintes funcoes satisfazem as hipoteses (S1) — (Ss):

N +2
= g1 l<qg< :
e f(s)=s9 com q N o

N +2
N -2

e f(s)=s7—s", coml<m<qg<
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Uma aplicacao interessante do Teorema 6.3 é mostrar que a convexidade do domi-
nio nao é necessaria para que tenhamos unicidade de solucao. Na Sec¢ao 6.3 construiremos

um exemplo de familia de dominios nao-convexos satisfazendo as hipoteses do Teorema 6.3.

6.1 Estimativas a priori

Primeiramente enunciaremos algumas estimativas para o gradiente de uma solucao
de um problema eliptico. O seguinte resultado estd demonstrado em Courant-Hilbert |5,

vol. 11, pag.343].

Proposigao 6.4 Seja u € C?(Q) N C°(Q) uma solugio de
—Au = g em
u = 0 em 09,
onde Q C RN ¢ um dominio limitado com fronteira C' satisfazendo uma condi¢io da
esfera exterior em xy € 0K, com B.(y) N Q = {xy}. Seja r' > r. Entio eziste uma

constante C' = C(r,r',supq |g|) tal que
lu(x)| < Clz —xo|, Vx e B.(y)NQ.
Em Han-Lin |20, Proposicao 2.18, pag. 33| encontra-se a demonstragao da proxima pro-
posicao.
Proposicao 6.5 Suponhamos que u € C3(Q) N CY(Q) satisfaz

—Au = f(u) em Q
u > 0,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e f € C1[0,00). Entao
sup |Vu| < sup |Vu| + C
Q o9

onde a constante C > 0 depende somente de diam(Q2), M = ||u||« e || fllcrjo,a1-
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Agora provaremos nossa principal estimativa.

Teorema 6.6 Secja {Qs}s~0 uma familia de dominios limitados com fronteira C', sa-
tisfazendo a condigao de fronteira (Sg). Suponhamos que f € C10,00) satisfaz (Ss).
Entao existe uma constante positiva C, que nao depende de §, tal que para toda solugao

us € C?(Q5) N CY(Qy) do problema (6.1) vale

usller@,) < C.

Demonstracao : Suponhamos, por contradi¢ao, que o teorema é falso. Entao existem
uma seqiiéncia de dominios (£25,) C {0} , que chamaremos apenas de (2,), e uma

seqiiéncia de fungoes (u,) C C%(Q,) N CL(Q,) tais que

—Au, = f(u,) em Q,

u, > 0 (6.3)
U, = 0 em OS2,

e

Afirmativa 1 : ||yl — 00 (a menos de uma subsequéncia).

De fato, se ||un||ooc < L entdo, pela Proposi¢ao 6.4,

sup |Vu,| < C(ry, L). (6.5)

n
Aqui utilizamos a condicdo da esfera exterior uniforme com r, > 0. Temos que u, € C?

pois f € C*. Assim, pela Proposi¢ao 6.4 e por (6.5), obtemos
sup |Vu,| < C(rq, L). (6.6)
Qn

Por (6.5) e (6.6), temos ||un|[c1(,) < o0, 0 que contraria (6.4). Isto demonstra a Afirma-

tiva 1.



84 Capitulo 6. Unicidade em Dominios Nao-Simétricos

Para cada n, seja z,, € €2, tal que

M, = supu, = u,(z,) — 0.

Qn
Definimos a funcao
1
U () == ﬁnun(enz + ), (6.7)
onde
1
ei = T — 0,

sendo ¢ definido na hipotese (Ss). Seja d,, := dist(x,,, 0€2,). Por (6.7) vemos que @, esta

bem definida em

€n

in(0)=1 e |n]e=1 (6.8)

Temos também que

Ba (0) € Q.. (6.9)

€n

Por (6.3), a fungao u, satisfaz

—A%@):—jiﬂmﬁw+ﬂm

= —AE/[—"Aun(enx +z,)
e (Up(€nx + )
1

= g7/ (Maiin(2). (6.10)

Temos duas possibilidades a considerar.

d
Caso 1: <—") — 00 (a menos de uma subseqiiéncia).
€n

Por (6.9), dado » > 0, a funcdo 4, estd definida em B,.;(0) para n grande.
Por (6.8), (6.10) e a hipotese (Ss), utilizando argumentos de regularidade eliptica, temos
que

[tnllcr88,) < o0
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Segue que, a menos de uma subseqiiéncia,
i, — @ em W2>mNC“(B,), m > N.
Portanto, utilizando a hipdtese (Ss) e fazendo n — oo em (6.10),
—Au = au. (6.11)

Por (6.8), temos também que

(0) = 1. (6.12)

Afirmativa 2 : @ estd bem definida em todo R e @,, — @ em W™ N C%? nos compactos
de RV,

De fato, considere ’ > r. Repetindo o argumento acima com B,(0), temos que
(i) possui uma subseqiiéncia (@, ) que converge para @' em B,,. A funcao @' satisfaz (6.11)
e @' |g, =u. Por continuacdo tnica, @, — @ para toda subseqiiéncia de (i,). Logo

Uy, — U em B,.

Assim @ € C? ¢ uma solucdo nao-negativa de
—At=at? em RY.

Pelo Teorema 1.2 de Gidas-Spruck [15] (ver Apéndice C), @ = 0. Isto é uma contradigao,

pois @(0) = 1, por (6.12). Logo, para o Caso 1, o teorema esta provado.

dn :
Caso 2: (—) — s >0 (a menos de uma subseqiiéncia).
€n

Seja z, € 99, tal que

dist (0, z,) = dist(0,99,) = . (6.13)

€n

Afirmativa 3: s > 0.
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Com efeito, tomemos r > 0 tal que em z, tenhamos a condicao da esfera exterior

. . d -
com raio 7, para todo n. Seja r’ > r + —, ¥n. Pela Proposi¢ao 6.5, temos que
n

d
1 =a,(0)] < Clz,| = C—,
€

n
onde C' > 0 depende apenas de 7 e 7/, pois ||tU,||oc = 1. Provamos assim a Afirmativa 3.

Podemos supor, a menos de uma rotacao, que o vetor z, aponta na direcao —ey,

onde {e;, -+ ,ex} representa a base canonica do RV,

. . . ; U A T )
Pela condicao de fronteira (Ss), existem bolas B! e BS de raios — e —, respec-
€n  €n

tivamente, tais que

B CQ z,€0B. e B.NQ,={z}

—

Figura 6.1: Vizinhanca de z,

Por (6.13) vemos que o conjunto
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é coberto pela bolas B’. Pelos mesmos argumentos de compacidade do caso anterior, exis-
tem uma fungao @ bem definida em RY e uma subseqiiéncia de (i,,) (que ainda chamaremos
de (u,)) tal que

Uy — @ em W2rmnCobHr

nos compactos de RY. Fazendo n — oo em (6.10), obtemos
~Al=a@? em RY. (6.14)

Por (6.8), temos que

a(0) = 1. (6.15)

L _ ) =N
Afirmativa 4: @ é continua em R, e @ =0 em ORY.

Suponhamos, por contradi¢do, que existe uma seqiiéncia de pontos y, C RY que

converge para yo € ORY e

w(y,) > Cy >0, Vn. (6.16)

Do fato de as bolas BS cobrirem o conjunto RY \ RY, segue que
dist (yo, 99,,) — 0. (6.17)

A menos de uma subseqiiéncia, temos que y, € B!, Vn. Utilizando a Proposicio 6.5,

obtemos

0 < u(y,) < C(r,r") dist(y,, 0Q,)
Fazendo n — oo, por causa de (6.17), obtemos uma contradi¢ao com (6.16). Logo vale a
Afirmativa 4.

Pela Afirmativa 4 e (6.14), utilizamos o Teorema 1.3 de Gidas-Spruck [15], para

obter que 4 = 0. Mas isto contradiz (6.15). Concluimos assim a demonstragao do teorema.
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6.2 Unicidade

Proposigao 6.7 Seja {Qs}s~o uma familia de dominios como no enunciado do Teo-
rema 6.3. Suponhamos que para cada 6 > 0, existe uma solucao positiva us do pro-
blema (6.1). Entao, quando § tende a 0, us converge para ug no sentido C* nos compactos

de B, onde ug € a unica solugao positiva de (6.2).

Demonstragao : Seja (d,,) tal que §, — 0. Para simplificar a notagdo, definimos
Q, =, e u, :=us,. Tomemos 0 < R < Ry para que tenhamos Br C Br, = B. Como
(€,) converge para B, entao sem perda de generalidade, podemos supor que Br C €,

para todo n.

Afirmativa 1: Existe uy € C*(B) tal que, a menos de uma subseqiiéncia, u,, — ug em C?

nos compactos de B.

Pelo Teorema 6.6 temos
Huanl(Qn) <C.
Utilizando (6.1), por regularidade eliptica, obtemos
[tnllc2(Br) < C.

Logo, a menos de uma subseqiiéncia, por compacidade e utilizando um argumento do tipo
bootstrap, temos

U, — uy em C*(Bg).

Podemos repetir o argumento acima para R cada vez mais proximo de Ry, e por continu-
acao tnica, como no Teorema 6.6, mostramos que existe uma funcao uy € C?*(B) tal que

u, — ug em C? nos compactos de B. A funcao u satisfaz

—Aug = f(ug) em B.
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Para concluirmos a demonstracao, devemos provar que ug = 0 em 0B e ug > 0 em B.
Afirmativa 2: 1y =0 em 0B.
Seja € > 0. Tomemos R proximo de Ry tal que, para n suficientemente grande,

dist (092, z) <€, Vx € OBg.

Como |Vu,| < C e u, =0 em 02, temos
lun (7)) < Ce, Yz €Q,\ Bg.

Logo |ug(z)| < Ce em B\ Bg.

Afirmativa 3:  [Ju,||c2(,) > C > 0 para n suficientemente grande.

Pela hipotese (S;), temos que existem p > 0e 0 < e < 1 tais que
f/(O) < p< 6/\1(B) < )\1(B)

Assim para n suficientemente grande (ver Courant-Hilbert |5, vol. I, pag. 409)),

p

<e<l. 6.18
NN (6.18)

Pelas hipoteses (S1) e (Ss) temos que
f(s) <ps+Cs? Vs >0, (6.19)

com 1 < g < 2*—1. Por (6.1), vemos que
Vu, - Vv = flun)v, Yo € HE ().
Qn Qn

Fazendo v = u,,, segue que
/ Vu,|* = | (un)ty,.
Qn Qn

Portanto, por (6.19),

el = [ 1Vual = [ <o [ zec [ wr
Qn Qn Qn

Qn
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Utilizando a Desigualdade de Poincaré,

p
ol < gy o+ Ol

Logo, por (6.18),

un]|st > C (1 S ) > CO(1—e).

Concluimos que

lunllc2@,) 2 CQ) lunllmy@,) > C > 0.

Afirmativa 4: A funcdo g é a tnica soluc¢do positiva do problema (6.2).

Pela Afirmativa 3, ug # 0. Assim, pelo Principio do Maximo, uy > 0 em B, pois
ug > 0 em B. O Teorema 4.1 (ou Teorema 5.1) garantem que o problema (6.2) possui no

maximo uma Unica solugao positiva.

Assim concluimos a demonstragao, pois podemos aplicar os argumentos acima a
qualquer subseqiiéncia de (u,), € com isso a propria seqiiéncia (u,) converge para g nos

compactos de B. |

Observagao : A Proposicao 6.7 implica em um resultado de nao-existéncia. De fato,
se o problema (6.2) ndo possui solugdo positiva, entdo para ¢ suficientemente pequeno,
nao teremos solugao positiva para o problema (6.1). Caso contrario, pela Proposi¢ao 6.7,

teriamos uma seqiiéncia de fungoes convergindo para uma solugao positiva de (6.2).
Demonstracao do Teorema 6.3 :

Suponhamos, por contradi¢do, que existe uma seqiiéncia (d,), com 4, — 0, tal

que existem u,, e v, solucoes positivas distintas de
—Au = f(u) em £,

u > 0 (6.20)
u = 0 em 0f),,
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onde €2, := )5 . Facamos

Wp 1= Uy — Uy,

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que
—Awp(x) = f'(§a(@))wn(z)  em Qy, (6.21)

com ,(x) entre u,(z) e v,(x), para todo x € €,. Como w, # 0 para todo n, entdo
podemos definir
~ W

Wp = — .
! ||Wn||H3(Qn)

Tomemos R > R; e suponhamos, sem perda de generalidade, que €2, C By para todo n.

Se estendermos a funcao w, fora de €2, como sendo nula, teremos

1@l 3By = 1- (6.22)
Pelo Teorema 6.6, a seqiiéncia (&,) é uniformemente limitada em L. Assim, por (6.21)
e (6.22),

||‘Dn||L2(BR) >e> 0.
Por compacidade, existe uma fungio wy #Z 0 em H}(Bpg) tal que, a menos de uma sub-
seqiiéncia,
W, — wWp em H& e @, —w, em L>

Na verdade, como wy = 0 fora de B entao wy € H}(B). Para ¢ € C}(B), por (6.21),

temos que

/ Vi, - Vg = / F(En)Dng. (6.23)

B B
Pela Proposicao 6.7, as seqiiéncias (u,) e (v,) convergem uniformemente para v, em
compactos de B, onde ug é a tinica solucao positiva do problema

—Auy = f(up) em B
Ug > 0

0 em B.

U
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Logo (&,) também converge para ug. Assim, passando o limite em (6.23) obtemos

/BVwo-VSOZ/Bf'(UO)Wo%

para toda ¢ € CY(B). Por regularidade eliptica obtemos que wy € C%(B) N C°(B) é uma
solugao nao trivial de
—Awy = f'(ug)wy em B
wg = 0 em 0B.
Pelo resultado de Lin-Ni [21] (também provado em Damascelli-Grossi-Pacella [6] e Aftalion-
Pacella [1]), cujo enunciado encontra-se no Apéndice C, temos que wy é radial. Mas o fato
de wy ser nao trivial e radial implica que a solucao uy ¢ degenerada no sentido radial, o

que contradiz o Teorema 4.1 (ou Teorema 5.1). Portanto o teorema é verdadeiro. u

6.3 Exemplos de Dominios

Para construir uma familia de dominios satisfazendo as hipoteses do Teorema 6.3,

tomemos G(d, z) : [0,00) X Bgry+e — R tal que
(i) G é continua em ¢ e G(4,-) € C?*(Bryic);
(ii) Existem Cj e Cs tais que, para todo 6 > 0,
0<C < |V,G(6,2) <Cy e [|DEG(S,2)|| < Oy
para todo x tal que G(d,x) = 0;

(iii) G(0,2) = 0 para x € dBpg,, G(0,x) > 0 para x € Bg, e G(0,7) < 0 para = ¢ Bp,.

A familia de dominios Qs = {x € Bp,te | G(0,z) > 0} satisfaz a condi¢do de fronteira

(S¢) e converge para Bg, quando 6 — 0. Com efeito, a continuidade de G implica na
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convergéncia para Bg,. Para provarmos a condigio de fronteira (S¢), tomemos um ponto
(80, z0) tal que G(dy, ) = 0, isto é, xo esta na fronteira do dominio s,. Sejam y € RY,

r>0ev:(—1,1) — RY uma curva C? tal que v(0) = z¢ e
() —yll =7, Vte(-1,1). (6.24)

Consideremos a funcao
J(t) = G(do, 7(1))-

Queremos encontrar y e r tais que J tenha um minimo (ou maximo) local estrito em 0.

Eles nao devem depender de xy, Jy nem de v, mas apenas de G. Calculando diretamente,

temos

J'(t) = V.G (00,7(t) - (t)

J"(t) = D3G (60, 7(1)) - [ ()] + VG (S0, (1)) - 7" (2).

Com isto,

J'(0) = V,G(do, 7o) - 7'(0)

J//(O) = DiG(éo, Io) . [7/(0)]2 + va(éo, ZL’(]) . ’}///(0) (625)
Para A # 0, facamos
— va(éo, Io)
V=10t A9, G0 a0)]

e r = |\|. Derivando em relacdo a t a expressao em (6.24), obtemos

(v(t) —y) - (t) = 0. (6.26)

Portanto para t = 0 temos
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ou melhor, J'(0) = 0. Agora, derivando em relacdo a ¢ a expressao em (6.26),

YOI + (4'(8) =) - 7" (t) = 0.

Segue que para t = 0 temos

A
"(0)]]* — V.G (80, z0) - 7"(0) = 0.
Substituindo em (6.25),
1 / VZ'G 5 7£E /
7(0) = DG, a0) - [ (O + V=10 g

- o C .
Para obter a condicao da esfera interior basta tomar A > 0 tal que 71 — (5 > 0 pois, pela
condigao (ii),

70 = D26 ) - O + Ty g

, V.G (0, ,
102G 6o, 20) [ ()2 + WGl 2l 2

A
(HVQEG(fO’xO)H _ ||DQ2CG(50,I0)||) 1~/ (0)|?

v

v

¢ ,
> (§-a)vorso

- : C :
Para obter a condicao da esfera exterior basta tomar A\ < 0 tal que =14 Cs5 < 0 pois, pela

A
condigao (ii),
1 / V-TG57:I; /
70) = D26 m) - o) + g
, V,G (50, 20) .
< 1D26 ol @) + V=00 e

V2 G (o, 20|
A

; ||DiG<5o,xo>||) I )]
c ,
< (71 N 02) IV )] < 0.

Isto conclui a demonstracao.
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Vamos construir agora um exemplo de familia de dominios nao-convexos, satisfa-

zendo as hipoteses do Teorema 6.3. Dado yy € 0B, tomemos
G(0,2) =1~ |2]* = on(lx — yol*)

onde n € C(R) satisfaz (0) = 1 e n(s) = 0 para s > 1. Esta fun¢ao deforma a bola

como indicado na Figura 6.2.

Figura 6.2: Familia de dominios nao-convexos



Apéndice A
Solucoes Radiais

Sejamp > 1e B, r C RN, N > 2. Suponhamos que u € C* (FTO,R) é radialmente

simétrica e satisfaz, no sentido fraco, a equacao
~Nyu = f(|z|,u) em B,, x C RN,

onde f é uma funcao continua. Isto significa que

/ \VulP > Vu - Vo doe = / f(z|,u)p dz, Vo € C3(Byyr)- (A.1)

BTO’R BT'Q,R
Definamos a fun¢ao u(r) := u(x) onde r = |z|. Afirmamos que
/
— (AP @) =Y a), 7€ (o, R). (A-2)

Com efeito, pela definicao de u, vemos que
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Assim, por (A.1), para ¢ € C}(B,, r) radialmente simétrica, temos

/B @OP 2@ () () dr = / F(ra(r)(r) de

R

/ /aB \ﬂ'(r)|p_2 ' (r)@' (r)dS dr = . f(rya(r)e(r) dS dr.

Logo
R ) R
/ NG )P (1) () dr = / PN a(r))p(r) dr, ¥ € Clro, R).

T0

Isto mostra que, no sentido fraco, vale

(NP EE)) =Y S ad)).

Mas como f é continua, temos (A.2) no sentido cléassico (ver Brézis |3, Teorema VIIL.2|).



Apéndice B
Problema de Cauchy

Vamos estudar o seguinte problema de valor inicial:
—(rmAW)) = rmf(ru(r)), m>1
u(rog) = « (B.1)
w'(ro) =3

onde A(s) = |s|P7?s com p > 1. Dizemos que u é solugio de (B.1) se u € Ct e A(v') € C*.

A Proposigao B.3 foi provada em Franchi-Lanconelli-Serrin |13, Apéndice].

Proposicao B.1 Suponhamos que f : [ro, 7o+ 0d] X [a —€, a+€] — R € continua e | f| < M.
Seja 0 < g < 6 tal que
1

27514, [|ﬂ| n (Mao)ﬁ} <e (B.2)

Entao existe uma solugao de (B.1) definida em [ro, o + do).

Demonstracdo: Integrando (B.1) no intervalo [ro, 7] C [ro, 70 + o],

AW () — g AB) = — / "7 f (s, u(s)) ds.

L]
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Segue que
Portanto
Integrando novamente,

u(r) :a+/TA_1 ((%)mA(ﬁ) —/S

To To

t

(;)mf(t,u(t)) dt) ds. (B.3)

Assim temos que (B.1) é equivalente ao problema de ponto fixo em (B.3). Seja X =
C% ([ro, 0 + &0, [ — €, a + €]) 0 espago das fungoes continuas ¢ : [rg, 7o+dg] — [a—€, a+e].

Definimos a funcao I : X — X dada por

rom=a+ [ a2 ((2)" a0 - | (g)mm,uu» it) ds.

o

Afirmativa 1 : [ estd bem definida.
/7“0
1 " ro\™ =T
271 [ (%) )| +
To S

ST ([:|f<t,u<t>>| i)

27 [ 18]+ (a7 ds

De fato,

IN

[1(9)(r) =«

()" a)- [ (2)" euten a

T0

IA

I
—

IN

IN

IN

2716 18] + (Mdy)7 1.

Logo, por (B.2),
[(¢)(r) —af <e

Afirmativa 2 : [ é compacta.
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compacto

De fato, I : X — C'([ro,r0 + o), [a — €, a+€])  —

Portanto, como X C C°[rg, 79+ d] ¢ limitado, aplicando o Teorema de Ponto Fixo
de Schauder (ver Deimling [9, Teorema 8.8]), I possui um ponto fixo, e conseqiientemente,

o problema (B.1) possui uma solugao. [ |

Proposicao B.2 Suponhamos que f € continua e localmente lipschitziana na sequnda
varidvel. Entao para o caso em que p < 2 ou 3 # 0, o problema (B.1) possui uma tnica

solugao definida nas prozimidades de ry.

Demonstracdo: Temos que A~!(s) é localmente lipschitziana para s distante de 0. Para
p < 2, A7! é localmente lipschitziana em R. Entao basta utilizar o Teorema do Ponto

Fixo de Banach na demonstracao anterior. [ |

Proposicao B.3 Suponhamos que f € continua e localmente lipschitziana na sequnda
varidvel. Entao para o caso em que p > 2 e f(rg,a) # 0, o problema (B.1) possui uma

unica solucao definida nas prorimidades de 1.

Demonstracdo: Pela proposicao anterior, basta consideramos o caso § = 0. Sejam u e v
duas solugoes de (B.1). Suporemos, sem perda de generalidade, que f(rg, ) > 0. Assim

uw'(r),v'(r) < 0 para r > ro (r proximo de rq). Fagamos

Logo, por (B.1),
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Temos a seguinte estimativa

% ()]

[\
|
N——
—
—~
“Cn
E
|
=
\_CIJ
=
Q.
V2]

IN
Q
*\

3
/N
S| ®»
N——

3
£
&
|
<
o
Q
V2]

Agora

u(s) —v(s) = /S "(t) —o'(t) dt

u(s) —o(s)| < [ ) — o) dt
< [ A - A d
s 1
N (B.5)

onde £(s) esta entre u/(s) e v'(s). Para s suficientemente proximo de rg temos |u/(s)] < 1

e f(s,u(s)) > M > 0. Com isso, por (B.1),

W OP2 > [P > M / (g) it

Da mesma maneira para v. Facamos

Substituindo em (B.4) e (B.5) obtemos

‘W‘)

< [Mes)
p(r) = s

M J,, p(s)

w(r)

Por (B.4) a funcdo —— ¢ limitada proxima a ry. Aplicando a desigualdade de Gronwall
r

obtemos que ¥ = 0. [ |



Apéndice C
Resultados Auxiliares

Teorema (Brock [4]) Sejam Bg uma bola no RY e u > 0 uma solucao fraca positiva em

Wy (Bgr) N C*(Bg), p > 1, de
Apu+ f(r,u) =0 em Bpg. (r =|x|)
Suponhamos que f(r,s) € C°(Ry x R,) satisfaz
(i) [ € decrescente em r;
(ii) Se f(rg,s0) =0 para algum sq >0 e rq > 0 entao
f(r,s) < B(sog—s) para 0 < s <sger >0,
para alguma funcdo 8 € C°(R,) tal que 5(0) =0, B € nao-decrescente e

e ((s) =0 para algum s > 0 ou

. /01(55(5))—; ds = +o0.
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Entao u é radialmente simétrica e

@<Opam0<r<R.
or

Teorema (Damascelli-Pacella [7]) Sejam Br uma bola no RY, N > 2 e u > 0 uma

solugao fraca positiva em Wol’p(BR) NCYBg), 1 <p<2,de
Npu+ f(u) =0 em Bg.

Suponhamos que f € C°(Ry) € localmente lipschitziana. Entao u é radialmente simétrica

€
du

<0 para 0 <r < R.
or

Teorema (Gidas-Ni-Nirenberg [14]) Sejam Br uma bola no RY e u > 0 uma solugao

positiva em C?(Bg) de

Au+ f(r,u) =0 em Bg (r =lz|)

u=0 em |z| = R.

Suponhamos que f(r,s) € C°(R, x R,) satisfaz
(i) f € decrescente em r;
(ii) f admite a decomposicao f = fi + fo onde
o f1 = fi(r,s) € lipschitziana em s e

o fo = fo(r,s) € nao-decrescente em s.

Entao u € radialmente simétrica e

@<0pam0<r<R.
or
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Teorema (Gidas-Spruck I [15]) Seja u(x) € C* uma solugao nao-negativa de

Au+u*=0emRY, N>2

N+2
N -2
Teorema (Gidas-Spruck II [15]) Seja o semi-espago

coml<a< (=00, se N =2). Entio u(x) = 0.

RY ={z= (21, -+ ,2n) €RY; 2y >0}, N >2.
Suponhamos que u(x) € 02(Rf) N CO(@f) € uma solugdo nao-negativa de

Au+u* = 0 em Rﬂ\:

u = 0 para xny=0

N +2
N -2

Teorema (Gronwall, ver Figueiredo-Neves [12]) Sejam «, u e v fungdes continuas

coml<a< (= o0, se N =2). Entio u(x) = 0.

definidas em um intervalo (a,b) tais que v >0 e

u(z) < a(r) + /xv(s)u(s) ds.

zo

Entao
u(r) < ofx) —l—/ v(s)u(g)effv(t) dt ge

o

Em particular se a(x) = K = constante, temos

u(z) < Kelwo ™%

Teorema (Kesavan-Pacella [18]) Sejam Br uma bola no RY e u > 0 uma solugdo fraca

positiva em W, *(B), p= N, de
Apu+ f(u) =0 em Bg.

Suponhamos que f € C°(R,) satisfaz
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(i) f(s) >0 para s> 0;
(it) f(s) < C(1+ s?) com q > 0.

Entao u é radial e radialmente decrescente.

Teorema (Lin-Ni [21]) Seja u € C?(Bg) N CY(Bg) uma solugio de

Au+ f(r,u) =0 em Bg (r =lz|)
u>0
u=0 em |x| = R,

0
onde f € Ct e f. < 0. Suponhamos que 8_u < 0 em OBg. Entao toda solucao de
v
Aw+ fu(r,u)w = pw em Bpg
w=0 em |x| = R,
com >0, € radial.

Teorema (Vazquez [27]) Sejamn Q um dominio em RY, w € L*(Q), Ayu € L}, no

sentido das distribuicoes em €2,
u>0, —Apu+pu)>0 gs em

com (3 € C°(R,) tal que 3(0) = 0, 3 € nao-decrescente e

e ((s) =0 para algum s > 0 ou
1
. / (sB(s)) "7 ds = +00.
0

Sejam xo um ponto de OS2 satisfazendo a condi¢ao da esfera interior, sendo B tal esfera,

e v a normal exterior correspondente a xy. Entao

ess lim inf u(z)

20 (r— 1) -V

< 0.
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