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RESUMO 

Entre os modelos utilizados para modelar a volatilidade apresentada pelos retornos das 

séries financeiras, dois dos mais estudados na literatura são os modelos ARCH e de Variância 

Estocástica. Ambos dos modelos são capazes de reproduzir teoricamente as características 

empíricas observadas nos retornos das séries financeiras, mas fazem distinção quanto ao 

tratamento da volatilidade. Nos modelos ARCH considerada como observável e nos modelos 

de V ariância Estocástica como não-observável. Por sua vez, nos modelos ARCH, um dos 

modelos mais utilizados é o GARCH(l, 1 ), o qual apresenta em alguns casos, características 

semelhantes ao modelo de Variância Estocástica AR(l)-SV estacionário. O objetivo básico 

desta dissertação é fazer uma comparação dos modelos ARCH e de Variância Estocástica em 

termos das estimativas de volatilidade e da previsão da volatilidade um-passo à frente. No 

Capítulo 1 são apresentadas as idéias básicas e a nomenclatura. O Capítulo 2 está dedicado ao 

estudo das características empíricas das séries de retornos dos ativos da TELEBRÁS e da taxa 

de câmbio marco alemão com relação ao dólar norte-americano, que serão analisadas nesta 

dissertação, dando ênfase à não-linearidade apresentada pelos retornos. Nos capítulos 3 e 4 são 

apresentados os modelos ARCH e V ariância Estocástica, suas principais propriedades e 

métodos para estimação, teste de hipóteses, diagnóstico e previsão. Finalmente, no Capítulo 5 

realizamos a comparação dos modelos ARCH e V ariância Estocástica utilizando as séries 

financeiras mencionadas e, adicionalmente, para os modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV através 

de simulações. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

l. 1 Séries Financeiras 

Ações, taxas de câmbio, taxas de juros, etc, são negociadas nos mercados financeiros, 

como por exemplo as Bolsas de V alares e a seqüência dos valores negociados de cada um 

desses "produtos" forma uma Série Financeira. Na tentativa de modelar essas séries com as 

metodologias tradicionais de séries temporais lineares, inúmeros estudos têm mostrado que 

esses modelos não são capazes de reproduzir as características peculiares que estas séries 

apresentam. Essas características são conhecidas como Fatos Estilizados (Stylized Facts). Nas 

últimas duas décadas houve uma mudança significativa nessa situação, com o desenvolvimento 

de modelos não-lineares não-Gaussianos, viabilizados através de um aumento considerável da 

capacidade computacional disponível com o avanço da informática. 

Os dois objetivos principais no estudo das séries financeiras são interpretação e 

previsão. Há uma grande preocupação em entender a evolução das séries, isto é, entender o 

comportamento dos preços. A tradução estatística desse problema é a identificação, estimação 

e teste de hipóteses. Por outro lado, e talvez seja o aspecto de maior interesse para os 

investidores, queremos prever o valor da série ou conhecer as características da distribuição do 

estimador no futuro do processo. Esses aspectos estão relacionados com a previsão. Os 

modelos propostos terão que satisfazer dois requisitos, reproduzir os Fatos Estilizados e 

fornecer boas previsões. 

Os preços dos produtos negociados nos mercados financeiros são detenninados pelas 

condições de mercado (oferta e demanda). Os dias em que o mercado permanece aberto são 

chamados de trading days e os restantes de non trading days. No mês temos usua1mente 22 

dias de funcionamento do mercado e no ano 252 dias. Geralmente, os modelos teóricos (de 

séries temporais ou processos de difusão) ao analisar a evolução diária das séries financeiras, 

consideram como indexador do tempo os dias em que existe movimento no mercado, não 

considerando como observações faltantes (missing) os dias sem movimento. 
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Existem várias teorias que propõem modelos que têm como objetivo detenninar o valor 

do preço justo ou valor intrínseco dos produtos e cada uma delas é desenvolvida precisando 

considerar o tipo de produto, sendo conhecidas, para as opções, como Teorias de Precificação 

de Opções. Na implementação desses modelos usualmente é fundamental conhecer o valor de 

uma variável que é não observável; a volatilidade. Informalmente podemos definir a 

volatilidade como o grau de variabilidade que apresentam as variações dos preços (retornos), o 

que é interpretada como uma medida do risco associado a cada produto. Por exemplo, na 

Figura1.1a é apresentado a evolução dos preços de fechamento1 das ações da TELEBRÁS PN 

em Dólar norte-americano, no qual é observado que a variabilidade dos preços evolui no 

tempo. 

Os modelos que se ocupam da medição da volatilidade são conhecidos como Modelos 

de Volatilidade, sendo os dois modelos estatísticos mais utilizados para estimá-los: os modelos 

Autoregressivos de Variância Condicional Heteroscedástica (ARCH) e suas extensões e os 

Modelos de Variância Estocástica. Dentro dos modelos do tipo ARCH, o mais utilizado nas 

aplicações empíricas é o GARCH (1,1) e, dentro dos Modelos de Variância Estocástica o 

AR(l)-SV. 

Este trabalho tem como primeiro objetivo discutir as propriedades teóricas mats 

importantes dos modelos ARCH e de Variância Estocástica mostrando que são capazes de 

reproduzir o comportamento empírico típico apresentado por certas séries financeiras. O 

segundo objetivo é fazer uma comparação dos modelos em termos das estimativas da 

volatilidade e da previsão da volatilidade um-passo à frente. Estas comparações serão 

realizadas utilizando duas séries financeiras, as quais são nomeadas como Séries Exemplo e, 

adicionalmente, para os modelos GARCH(l,l) e AR(I)-SVatravés de simulações. 

1.2 Volatilidade 

A volatilidade é uma variável fundamental para várias fórmulas de Precificação de 

Opções. A grande maioria desses modelos é formulado em tempo contínuo e freqüentemente 

os modelos propostos assumem que os preços das opções podem ser descritos por processos 

de difusão2
. A fórmula mais conhecida e estudada é a proposta por Black e Scholes (1973), a 

1Preço de fechamento (abertura) é o preço que tem um produto quando o mercado fecha (abre). 
2 O primeiro antecedente conhecido de utilização de processos de difusão é o trabalho de Bachelier (1900). 
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qual permite calcular o preço justo do prêmio para a compra de uma opção de compra do tipo 

européia (C) sem dividendos, com taxa de juros constante diária (J). Uma opção de compra 

européia é um contrato que dá à pessoa que o possui, o direito de comprar uma quantidade 

especifica de um titulo-objeto (ações, ouro, dólar, etc) a um preço específico, chamado valor 

de exercício (VE), numa data determinada, chamada data de exercício. Nessa fórmula assume­

se que a dinâmica dos preços P(t) pode ser modelada através da equação diferencial 

estocástica: 

dP = aPdt + aPdro , 

onde a é o retomo esperado instantâneo do ativo e u é o desvio padrão instantâneo por 

unidade de tempo ou volatilidade, a qual é especificada como constante. A solução da equação 

sob determinadas condições, que não serão dadas aqui, é: 

C= P<I>(S) 
VE 

---'.c:'--c- MS-aJi) 
(1+1)1 "'\ 

(1.2.1) 

onde t é o tempo a decorrer até a data do exercício (em dias de funcionamento do mercado) e 

<ll(.) é a função acumulada normal. Na expressão (1.2.1) todas as variáveis são conhecidas com 

exceção da volatilidade, daí o interesse em estimar essa variável. Na prática, é bastante comum 

os investidores utilizarem um procedimento empírico simples para prever a volatilidade como o 

desvio padrão das últimas 22 observações (aproximadamente um mês de funcionamento do 

mercado). 

Por outro lado, invertendo a fórmula de Black e Scholes, isto é, expressando a 

volatilidade como função das outras variáveis3
, é possível determinar o valor da volatilidade 

passada uma vez conhecidos os valores dos preços. Essa volatilidade é conhecida como 

volatilidade implícita e é considerada pelos investidores como uma estimativa adequada da 

volatilidade. 

Esse trabalho dá um tratamento matemático aos processos de difusão e introduziu o conceito de movimento 
browniano, antes dos trabalhos de Einstein e Wiener. 
3Mediante aproximações. 
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A fórmula de Black e Scholes (1.2.1) serve para ilustrar dois aspectos na modelagem 

dos preços; o primeiro, é que ela, assim como a grande maioria de modelos teóricos, é 

formulada a tempo contínuo. Em segundo lugar, a volatilidade é suposta constante no tempo 

em que é negociada a opção. Entretanto, diversos estudos tem mostrado que essa hipótese não 

é adequada sendo conveniente a especificação de modelos em que a volatilidade evolui ao 

longo do tempo. Apesar disto, segondo Ghysels et alii (1995), a fórmula (1.2.1) ainda é a mais 

utilizada pelos investidores4
. Os modelos que consideram a evolução da volatilidade são 

conhecidos como modelos de Volatilidade Estocástica e na Seção 1.4 serão apresentadas duas 

classes desses modelos. 

1.3 Retornos e Fatos Estilizados 

As séries financeiras possuem a caracteristica que as cotações ou preços apresentam 

médias e variabilidade que mudam consideravelmente ao longo do tempo. Isso pode ser 

constatado na Figura 1.1 e, com maior detalhe, na Figura 1.2, para as séries de ações da 

TELEBRÁS PN em Dólar norte-americano e taxa de câmbio Marco Alemão/Dólar norte­

americano. Adicionalmente, preços consecutivos são altamente correlacionados. O tratamento 

estatístico das séries é facilitado quando analisamos uma função da variação do preço de dois 

dias consecutivos. Essas quantidades são conhecidas como retornos e podem ser definidos de 

várias formas, sendo a mais utilizada os retornos compostos. Sejam {Pt} t=1, ... T preços de 

fechamento diários, os retornos compostos diário; são definidos como: 

Yt = dlog(Pt) = log(Pt)-log(Pt-1), (1.3.1) 

sendo log (. ) o logaritmo neperiano. Os objetivos de considerar essa função são tomar a série 

estacionária, mas pode ser utilizada qualquer outra da família Box-Cox6 e, por outro lado, 

porque representa aproximadamente a vanaçao percentual do preço, isto é, 

Alog(Pt) =: Pt- Pt-1 . Para definir o retomo de um dia após um periodo de dias nos quais o 
Pt-1 

mercado não trabalha, utilizamos o último preço disponível. Por exemplo, o retomo da terça 

feira 2 de Janeiro é calculado utilizando o preço da sexta feira 29 de Dezembro. 

4Recentemente tem sido desenvolvidas versões da fónnula BS incorporando a volatilidade como evoluindo no 
tempo, por exemplo em Hull e White (1987). 
5 Podem ser utilizados preços de abertura e/ ou preços mensais, em cujo caso teriamos retornos mensais. 
6yer por exemplo Cao e Tsay (1993). 
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Na Figura 1.3 apresentamos o gráfico dos retornos da série das ações da TELEBRÁS 

PN em Dólar norte-americano e da taxa de câmbio Marco Alemão com relação ao Dólar norte­

americano, sendo observado que apresentam um nível médio constante, próximo a zero e que 

existem várias situações com valores muito altos ou muito baixos. 

Outra característica importante observada e que define em geral as séries financeiras é 

que normalmente os retornos são não correlacionados. Supondo que o valor esperado dos 

retornos é constante, essas duas características compõem a denominada Hipótese de Passeio 

ao Acaso (Random Walk Hypothesis). Nesse sentido, um modelo para os preços é o modelo 

martingale1
, no qual E[Pt+1/It1= Pt, onde lt representa a infonnação8 disponível até o 

instante t que inclui o conhecimento dos preços passados P1.j , j>O .Assim, neste modelo as 

previsões dos preços não podem ser melhoradas utilizando a informação dos preços anteriores. 

A observação empírica da hipótese do Passeio ao Acaso serve de base, dentro da Teoria 

Financeira Econômica, para justificar a Hipótese de Mercado Eficiente (Efficient Market 

Hypothesis) segundo a qual seja qual for a forma de utilizar a informação passada dos preços é 

impossível construir estratégias de investimento com esperança de obter lucro maior que o 

custo de oportunidade. 

Admitindo-se que os retornos são não correlacionados e se a hipótese de normalidade 

dos retornos fosse correta então os retornos seriam independentes. Nesse sentido a Hipótese de 

Passeio ao Acaso muitas vezes é entendida como que os retornos são independentes 

identicamente distribuídos. No entanto, como mostram diversos estudos, a cauda da 

distribuição dos retornos é mais pesada que a normal. Essa característica foi formulada por 

Mandelbrot (1963) como sendo a Hipótese de Pareto (Paretian Hypothesis). Ele foi também o 

primeiro em observar que nos retornos (1963, p.418): 

" ... large changes tend to be followed by large changes-of either sign- and small changes tend 

to be followed by sma/1 changes ... " 

o que é conhecido como Conglomerados de Volatilidade (Volatility Clustering). Ambas as 

características, cauda pesada e conglomerados de volatilidade fazem parte do que é conhecido 

7 Outro modelo é o modelo submartingale. 
8Em Fama (1970) são discutidos os tipos de informação. 
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como os Fatos Estilizados. Modelos de volatilidade satisfatórios têm que ser capazes de 

reproduzir essas características. A seguir apresentamos duas classes de modelos. 

1.4 Modelos de Volatilidade abordados nesta dissertação 

Existem duas fonnas de abordar a modelagem da volatilidade. Na primeira é assumido 

um modelo continuo e realiza-se a estimação via aproximação discreta. Nessa abordagem 

existem muitas dificuldades e é pouco explorada literatura9
. Na segunda, o modelo é 

especificado em tempo discreto, usualmente como a versão discretizada de modelos a tempo 

continuo. É nesta abordagem que encontramos os modelos estudados nesta dissertação. 

Os Modelos de Volatilidade Estocástica a Tempo Discreto podem ser classificados 

dentro de duas abordagens10
, dependendo da natureza da volatilidade, seja como variável 

observável ou como variável não observável. Uma variável é (não é) observável se os valores 

dela são (não são) conhecidos quando os parâmetros do modelo são conhecidos. Os modelos 

estatísticos que consideram a volatilidade como observável, recorrem ao procedimento ad-hoc 

de expressá-la como função das observações (retornos). Por exemplo, nos modelos 

Autoregressivos de Variância Condicional Heteroscedástica; ARCH, propostos por Engle 

(1982) temos que: 

Ytiet ~ N(O,crf) 

crf =f(Yt-1, Yt-2, ... ), 

onde {St} é um processo de inovações, " I "" significa distribuição condicional e f significa 

função. Definindo lt como a informação disponível até o instante t, isto é, It={Y1, Yt-1, ... }, 

temos que: 

Yt /It-1 "' N(O, crt ). 

Assim, neste caso a volatilidade é construída como a previsão um-passo à frente da variância. 

9-yer por exemplo Shephard (1994b) e Ghysels et alii (1995) para referências. 
1 ~ntemente Andersen (1994) propôs uma abordagem mais geral que inclui os dois tipos de modelos 
tratados nesta dissertação. Para uma breve ilustração das propriedades ver Ghysels et alii (1995). 
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As vantagens da utilização dos modelos construídos como previsão um-passo à frente 

tem sido assinaladas por Shephard (1994b): 

i) Do ponto de vista estatístico, é simples obter a verossimilhança via a decomposição do erro 

de previsão (prediction e"or decomposition) o qual facilita o processo de inferência. 

ii) Do ponto de vista econômico, modelos baseados em momentos um-passo à frente com 

respeito à infonnação passada (pelos agentes econômicos) possuem um apelo muito grande. 

iii) Especificando a volatilidade como modelos ARIMA dispomos de toda a teoria a esse 

respeito, a qual está bastante desenvolvida. 

A segunda abordagem é considerar a volatilidade como variável latente. Por exemplo, 

no modelo de Variância Estocástica Log-nonnal introduzido por Taylor (1980) e 

denominado AR( I )-SV: 

Yt /ht ~ N(O, crf} 

ht =o+rht-I +rit 

ht =ln(crf) 

'lt ~ N(O, cr~) i. i.d . 

Esse modelo pode ser colocado facilmente na forma de espaço de estados, em cujo caso 

dispomos de bastantes resultados (ver por exemplo West e Harrison, 1989 e Harvey, 1989). No 

entanto, essa representação não é Gaussiana e, nesse caso, a inferência é difícil devido ao fato 

das distribuições da previsão um-passo à frente das observações não serem normais e de mais 

de um passo serem calculadas apenas numericamente. Consequentemente, temos que recorrer a 

procedimentos que fornecem soluções aproximadas ou implementar métodos computacionais 

intensivos11
. Não obstante as dificuldades, os modelos de Variância Estocástica apresentam a 

vantagem que suas propriedades são derivadas facilmente e a extensão para a análise 

multivariada é simples. 

Como referido anterionnente, neste trabalho serão estudados os modelos ARCH, com 

enfuse no modelo GARCH(l,l) e o modelo de Variância Estocástica AR(l)-SV, o qual será 

estimado mediante o procedimento aproximado proposto por Harvey et a/ii (1994). 

Existem vários Modelos de Precificação de Opções com volatilidade estocástica. Entre 

os trabalhos recentes temos os de Taylor (1986,Cap. 9), Hull e Whlte (1987), Scott (1987), 

11 Entre as exceções temos Shephard (1994a) que propõe um modelo com soluções analiticas. 
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Stein e Stein (1991), Wiggins (1987), Melino e Tumbull (1990) e Heston (1993) utilizando 

Modelos de V ariãncia Estocástica. Por sua vez, com modelos ARCH temos: Engle e Mustafa 

(1992), Engle et alii (1993a), Engle et a/ii (1993b), Noh et a/ii (1994) e Duan (1995). 

1.5 Descrição das Séries Financeiras a serem estudadas: Séries Exemplo. 

As metodologias descritas neste trabalho serão ilustradas através da sua aplicação em 

duas séries financeiras, as quais nomeamos como Séries Exemplo. Com o objetivo de 

enriquecer os resultados, são escolhidos séries de tipos diferentes; uma de ações e outra de taxa 

de câmbio. 

A primeira série é a correspondente aos preços de fechamento das ações da empresa 

TELEBRÁS PN em Dólar norte-americano no período de 3 de Janeiro de 1989 até 17 de 

Julho de 1995 (1599 retornos). Nesse período foram implementados vários Planos de 

Estabilização na economia e aconteceram vários episódios políticos que repercutiram no 

comportamento da série. Temos, por exemplo, em Março de 1990 o Plano Collor I, em 

Fevereiro de 1991 o Plano Collor /1, a Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello em Janeiro 

de 1992, o início do processo do Impeachment Collor em Junho de 1992 e, em Março de 1995, 

a Mudança da Banda Cambial devida à crise do México. Tais efeitos são claramente 

observados na Figura 1.3 e correspondem aos valores grandes (em valor absoluto) dos 

retornos. Nesta série, durante o período estudado não observamos presença de tendência 

dominante crescente porém subidas e descidas (ver Figura 1.1 ). A série foi estudada em 

Herencia et a/ii (1995). 

A série de taxa de câmbio utilizada é a cotação do Marco Alemão em relação ao Dólar 

norte-americano no mercado futuro12
, no período de 3 de Janeiro de 1984 a 31 de Dezembro 

de 1990 (1767 retornos). Essa série é talvez a mais estudada do seu tipo na Jiteratura 

(considerando períodos e negociações diferentes). Observando a Figura 1.1 percebemos que 

existe uma tendência geral de aumento das cotações sendo identificadas duas etapas de 

crescimento. A primeira delas começa ao redor de maio de 1985 (época na qual o Bundesbank: 

implementou medidas para desregular o mercado financeiro) e termina no dia 19 de Outubro de 

1987 (Quebra da Bolsa de New York). A segunda etapa de crescimento começa no final de 

12 Apesar de que no mercado futuro os retornos são calculados seguindo wn procedimento diferente ao 
apresentado na Seção 1.3, nesta dissertação e com propósitos ilustrativos , utilizamos a fónnula ( 1. 3 .I). 
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1989. Esta série de taxa de câmbio tem sido analisada em vários estudos, entre eles Harvey e 

Shephard (1993b), Harvey et alii (1994), Ruiz (1994), Taylor (1994) com modelos de 

Variância Estocástica e, utilizando modelos ARCH temos: Hsieh (1991a), Bollerslev e Engle 

(1993), Taylor (1994), Bollerslev et a/ii (1994), Shephard (1994b), Liu e Brorsen (1995) e 

Bollerslev e Ghysels (1996). 

Na tabela a seguir é apresentada uma breve descrição das caracterlsticas da cada uma 

das Séries Exemplo: 

Tabela 1.1 
Descrição das Séries Exemplo 

Série Tipo de Série Mercado Inicio Final Retornos 

Diários 

TELEBRÁS Ações BOVESPA 03/0l/89 17/07/95 1599 

DMIUS$ Taxa de Câmbio Internacional 03/01/84 31/12/90 1767 

1.6 Nomenclatura e Defmições Básicas. 

Nesta dissertação o processo de retornos é denotado por {Y1 } e as amostras (de 

tamanho T) por: {yt, y2, ... , YT}. Por outro lado, nas aplicações empíricas com as Séries 

Exemplo, trabalhamos com os retornos compostos diários, calculados através da fórmula 

(1.3.1) e chamados simplesmente de retornos. Da mesma forma, a série de retornos das ações 

da TELEBRÁS será referenciada simplesmente como a série das Ações enquanto que a série de 

retornos correspondente a taxa de câmbio DMIUS $ é nomeada como de Taxa de Câmbio. 

Nos modelos de volatilidade, normalmente a volatilidade é o desvio padrão condicional 

do processo dos retornos. Neste trabalho consideramos a volatilidade como a variância 

condicional do processo e ambos os termos; volatilidade e variância condicional, serão usados 

indistintamente. 

A seguir apresentamos alguns conceitos que serão de utilidade na compreensão do 

trabalho. 
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Processo Covariante Estacionário 

O processo {Y1} é covariante estacionário (de segunda ordem) ou simplesmente 

estacionário, se possui média constante, variância finita e as autocovariâncias independem do 

tempo, mas apenas da defasagem. Matemáticamente: 

i) E[IYt 12 ] < oo 

ii) E[Yt ] = 11 

iii) <py(r,s)==Cov[Yr, Ys]::: Cov[Yt+r, Yt+s]::: <py(r+t,s+t) V r, s, t E Z 

ou equivalentemente, <i>y(d=<i>y(T,O) T=f-S. 

Processo Estritamente Estacionário 

Se as distribuições conjuntas de (Ytt,Yf2, ... Ytk) e (YtJ+h,Yt2+h, ... Ytk+h) são 

idênticas V tt , t2, ... , "4: , e h E Z, então o processo {Y1} é estritamente estacionário. 

Todo processo estritamente estacionário que possui segundo momento finito é 

covariante estacionário, sendo o contrário falso, a menos que a distribuição seja normal. 

Ruído Branco (WN) 

Dizemos que o processo {Yt} é ruído branco se possui média constante; E[Yt] = J..t., e 

as autocovariâncias são nulas; <py(r,s)=Cov[Yr, Ys]::: O V r, s, E Z. 

Para que o processo seja covariante estacionário a variância tem que ser finita e 

constante, E[IYt 12 ] = a 2 < oo \i t E Z. 

Ruído Branco Estrito (SWN) 

Se em um ruído branco {Yt} as variáveis são independentes então ele é dito ser ruído 

branco estrito. Por exemplo, as variáveis independentes e identicamente distribuídas (i.i.d). 

Processos Martingale Diferença (MD) 

O processo {Y1} é martingale diferença com respeito a uma seqüência de a-álgebras 

D1cD2c. .. Dt c... se satisfaz: 
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i) Yt é uma variável aleatória com respeito à Dt. 

ii) E[IYtiJ <ao \1 t E Z 

iii)E[YtiDt-1]~0 \ltEZ. 

Como consequência desta definição: E[Yt] ~ E[E[Yt I Dt-1]] ~O e, alêm disso, 

E[Yt Yt-d ~ E[E[Yt y,_, I Dt-1]] ~ E[Yt-,E[Yt I Dt-1]] ~O, T >O. Portanto, os processos 

MD são ruído branco. 

Processo de Inovações 

Se o processo {Yt} é martingale diferença com respeito à sigma álgebra Dt gerada por 
t 

Xt, Xt-b···· X, onde Xt = LYi e satisfaz: 
i=O 

i} E[IYtl2 ] <ao \1 t E Z, 

ii} E[Yt Yt-,J ~O T >O, 

então é um processo de inovações. Por exemplo, o processo definido como 

Yt =Xt -E[Xt /Dt-1] é um processo de inovações e, se E[IYtl2 ]<oo então ele é ruido 

branco covariante estacionário. 

Processo Linear 

O processo {Y1} é dito linear, se pode ser expressado na seguinte fonna: 
00 

Y1 =L \jl ,E t-i, onde o processo {Et} é ruído branco estrito e \)fi i=0,1,2 ... uma seqüência de 
i=O 

00 

constantes tal que L \jl[ < oo. 
i=O 

1. 7 Breve Esboço da Dissertação. 

Este trabalho está estruturado em 5 Capítulos, sendo o primeiro dedicado a apresentar o 

contexto no qual são estudadas os modelos de séries financeiras, assim como as idéias básicas, 

objetivos e nomenclatura básica. 
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Introdução 

O Capítulo 2 está dedicado ao estudo das características empíricas das séries financeiras 

(denominados Fatos Estilizados), através das Séries Exemplo. O objetivo é ressaltar as 

principais caracteristicas a serem incorporadas nos modelos teóricos apresentados 

posteriormente, como a não-linearidade. Por sua vez enfatizamos porque não é correto utilizar 

os modelos tradicionais de séries temporais. 

No Capítulo 3 são estudados com algum detalhe os Modelos ARCH e suas extensões. 

Começamos mostrando como esses modelos são capazes de reproduzir teoricamente alguns 

.Fatos Estilizados apresentados pelas séries financeiras. A seguir discutimos o processo de 

estimação, testes de hipóteses, diagnóstico e previsão do modelo. Posteriormente, ajustamos 

esses modelos às Séries Exemplo. 

Uma outra família de modelos é apresentada no Capítulo 4; os Modelos de Variância 

Estocástica. Mostramos que são capazes de reproduzir teoricamente os Fatos Estilizados e 

ajustamos esses modelos às Séries Exemplo. Para a estimação da volatilidade é utilizada a 

Quase-Verossimilhança como proposto por Harvey et alii (1994). Dentro dessa abordagem é 

discutido o diagnóstico e a análise do modelo, assim como a previsão. 

No Capítulo 5 é realizada a comparação dos modelos modelos ARCH e de Variância 

Estocástica, com ênfase nos modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV estacionário, através do ajuste 

das Séries Exemplo. Os aspectos considerados na comparação são estimação da volatilidade e a 

previsão um-passo à frente. A seguir, apresentamos a comparação dos modelos GARCH(l, 1) e 

AR( I )-SV através de simulações. Considerando o número reduzido de simulações esses 

resultados devem ser tomados como ilustrativos. Finalmente, na Seção 5.5 são apresentados 

alguns comentários e as conclusões finais da comparação dos modelos de volatilidade 

estudados nesta dissertação. 

As referências sobre modelos de volatilidade em séries financeiras são numerosas. 

Resumos atualizados dos modelos trabalhados nesta dissertação e sobre outros são: Bollerslev 

et alii (1992, 1994), Shephard (1994b) e Ghyse1s et alii (1995). Nesses estudos podem ser 

encontradas também referências sobre aspectos que, por delimitação do trabalho, não são 

tratados nesta dissertação; como a sazonalidade, agregação (dentro da abordagem 

paramétrica), a modelagem não paramétrica e a abordagem multivariada. 
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Figura 1.1: Gráfico dos preços de fechamento das Séries Exemplo 
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CAPÍTUL02 

CARACTERÍSTICAS EMPÍRICAS DAS SÉRIES 
FINANCEIRAS: OS FATOS ESTILIZADOS 

2.1 Introdução 

Durante muito tempo os pesquisadores de finanças trabalharam com a hipótese básica 

que os retornos são Gaussianos independentes e identicamente distribuídos. Tal característica 

era incorporada em teorias tal como a do Mercado Eficiente e um modelo estatístico para os 

preços era simplesmente o passeio ao acaso (Random Walk). A consequência básica dessa 

abordagem, do ponto de vista da estatística, era a seguinte: a última observação constituía a 

melhor previsão para o preço futuro. Uma revisão detalhada das implicações teóricas da 

hipótese de mercado eficiente e das evidências empíricas até o ano 1970 pode ser encontrada 

em Fama (1970). 

O panorama mudou na década de 1960 através de trabalhos isolados como os de 

Mandelbrot (1963) e Fama (1965). O estudo pioneiro de Benoit Mandelbrot teve uma 

importância crucial para a modelagem das séries financeiras introduzindo uma abordagem 

original e rejeitando a hipótese de normalidade por dois motivos. Primeiro, porque a 

distribuição dos retornos apresentava cauda pesada e em segundo lugar pela existência de um 

comportamento peculiar nas observações: os Conglomerados de Volatilidade. Ambas 

características empíricas e muitas outras próprias das séries financeiras compõem os .Fatos 

Estilizados. Posteriormente, na década de setenta o volume de trabalhos incrementou 

consideravelmente, mas é a partir dos anos oitenta que houve uma explosão de estudos na 

literatura sobre as caraterísticas empíricas das séries financeiras. Uma revisão seletiva desses 

estudos é encontrada, entre outros, em Fama (1970), Taylor (1986), Bollerslev et alii (1992), 

Pagan (1994), Shephard (1994b), Ghysels et alii (1995). 

Explorar as características empíricas dos retornos é fundamental para a implementação 

dos modelos de volatilidade. Visando a isso, o objetivo do presente capítulo é discutir, através 

da análise das Séries Exemplo, algumas características empíricas que apresentam os retornos 

16 



Características Empíricas das Séries Financeiras 

das séries financeiras. A Seção 2.2 trata dos Conglomerados de Volatilidade. Nas seções 2.3 e 

2. 4 discutimos a simetria e a cauda pesada mostrando a necessidade de utilizar métodos 

robustos à influência de observações extremas. Essa discussão será útil para se ter uma idéia 

correta da fonna funcional das distribuições dos retornos, que permite, por sua vez, na Seção 

2.5, interpretar corretamente as medidas de locação e dispersão. A seguir, na Seção 2.6, 

discutimos brevemente a estacionariedade dos retornos e na Seção 2. 7, apresentamos 

metodologias para desvendar a estrutura de autocorrelação dos retornos e a existência de 

dependência, concluindo pela não linearidade dos retornos. Na seção seguinte discutimos a 

normalidade, e na Seção 2.9 é apresentado um resumo de outras características dos retornos e 

sua volatilidade, vinculadas a sua natureza econômica. Finalmente, na Seção 2.10, 

apresentamos as conclusões. O desenvolvimento deste Capítulo está baseado 

fundamentalmente nos trabalhos de Pagan (1994), Taylor (1986) e Bollerslev et alii (1994). 

2.2 Conglomerados de Volatilidade 

O conceito de Conglomerados de Volatilidade foi introduzido na seção 1.3. A presença 

de períodos com variações pequenas e períodos com variações grandes (em valor absoluto) é 

um fenômeno sempre presente nos retornos, segundo consta na literatura revista. Em 

particular, nas Séries Exemplo (Figura 2.1) observamos a presença desses conglomerados, 

sendo esses mais evidentes para a série das Ações. Modelos tradicionais de séries temporais 

(lineares) são incapazes de gerar Conglomerados de Volatilidade. Nos Capítulos 3 e 4 

mostramos como modelos não lineares com variância condicional heteroscedástica são capazes 

de reproduzir essa característica. 

2.3 Simetria 

Um recurso gráfico para avaliar a simetria é a utilização dos histogramas. Como 

observado nas Figuras 2.2a e 2.3a, existe uma forte evidência de que a distribuição dos 

retornos da Taxa de Câmbio é aproximadamente simétrica enquanto que a série das Ações 

apresenta certa assimetria negativa. No entanto, nos histogramas não podemos observar a 

grande quantidade de observações extremas, característica que salta à vista como mostrado 

posteriormente. Devido à presença dessas, a utilização do coeficiente de simetria (s) como 

medida de simetria requer cuidado. Na Tabela 2.1 apresentamos as estimativas de s para as 
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Séries Exemplo. Os valores observados: -1,12, para as Ações e 0,29 para a Taxa de Câmbio 

estão próximos de zero, mas não temos forma de avaliá-los adequadamente através do desvio 

padrão da estimativa, por causa das observações extremas. Sob a hipótese que os retornos são 

independentes e identicamente distribuídos normais, intervalos de confiança de 95% (iguais a 

s + .J 6 I T ) não incluem o valor de zero em nenhum dos dois casos, rejeitando a hipótese de 

simetria. Mas, ao retirar o 0,5% das observações extremas (em valor absoluto) obtemos 

resultados contrários nas Ações que evidenciam distribuições aproximadamente simétricas. 

Tabela 2.1 
Estatisticas dos retornos nas Séries Exemplo 

Série T Média1 Mediana1 Trimédia1 Desvio O:J-Q 2 Coeficiente Excesso 

Ações 1599 1,56 

Taxa de Câmbio 1767 2,39 

o 
o 

5,57 

2,23 

60,79 

7,55 

62,66 

8,52 

de simetria de curtose 

-1,12 

0,29 

14,8 

2,12 

Considerando o exposto, é aconselhável utilizar um procedimento gráfico robusto para 

testar a simetria da distribuição. Podemos utilizar, por exemplo, um Gráfico de Simetria que se 

baseia na comparação das distâncias dos quantis Q(a) e Q(l-a) com respeito à mediana. Sob a 

hipótese de simetria, as distâncias mencionadas possuem o mesmo valor. Dada uma amostra 

Y!.y2,, ... ,y, podemos estimar essas distâncias da seguinte forma: sejam as estatísticas de ordem 

Y(lJ, Ym· ... , YM e a mediana m, então u, = m - y(i), é estimador de Q(ilnJ e vi = Y(n-t+IJ - m 

estimador de Q(l-i/nJ. onde i=I,2, ... [T/2J1
• Finalmente construi-se o gráfico dos n pares u1 e v1 • 

Dessa forma, se a distribuição dos valores amostrais for simétrica então os pontos (u1 e v1 ) 

estariam numa reta que passa pela origem com coeficiente angular igual a um. 

Os Gráficos de Simetria para as Séries Exemplo são apresentados nas Figuras 2.2b e 

2.3b, sendo que a linha continua corresponde à reta da situação ideal de simetria. Podemos 

dizer que, em geral, nas duas séries, a distribuição dos retornos é aproximadamente simétrica 

com exceção dos valores extremos (correspondentes as caudas das distribuições) que 

apresentam grandes desvios em relação à reta ideal de simetria. A proporção dessas 

1[xJ=n se e somente se n..::: x<n+1 
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observações é pequena. Por exemplo, existem somente LI% dos pontos na Figura 2.2b que 

satisfazem u > 17 e, na Taxa de Câmbio 1,9% dos pontos satisfazem u > 1,8 (Figura 2.3b). 

Na Tabela 2.2 apresentamos os resultados da regressão v=a+j3u+E. Embora incorretos, 

calculamos os erros padrão das estimativas para ter uma idéia aproximada da precisão. Nas 

duas séries, a estatística F, assim como as estatísticas t-Student são significativas com valores­

F inferiores à 0,0001. 

Tabela2.2 
Simetria: estimativas da regressão v :::: a + f}u +E 

Ações Taxa de Câmbio 

I I! III I I! III 

a 9,3xlo-3 7,2xl0-3 3,7xl0"3 -3,75xl04 -3,02x10"4 -3,52xto·4 

(3,9xl04 t (3,3xl0"') (l,4xl0"4
) (2,7x10"5

) (l,96xl0-5
) (9,4xl0"6

) 

~ 0,786 0,840 0,940 1,159 1,143 1,153 

(0,006) (0,003) (0,003) (0,0038) (0,0028) (0,0015) 

R (adj) 0,9531 0,9659 0,9931 0,9904 0,9948 0,9986 

1: considerando todas as observações. 
II: retirando os dois maiores retornos (em valor absoluto) nas Ações e, na Taxa de Câmbio, o maior retorno. 
IIl: retirando 1,1% dos pontos nas Ações- e, na Taxa de Câmbio, 1,9% dos pontos 

a Desvio padrão das estimativas 

Ao utilizar a série completa (situação 1), os resultados apontam que existe simetria ou 

uma pequena assimetria a direita, na Taxa de Câmbio sendo a estimativa de f} maior do que 

um. Por sua vez, nas Ações a estimativa do f} evidencia ausência de simetria. Mas, 

considerando que a regressão é sensível aos pontos de alavanca, recalculamos as retas de 

regressão deixando fora as observações extremas. Os resultados podem ser observados na 

tabela anterior. Assim, nas Ações, retirando os dois maiores retornos (11) percebemos que o 

ajuste da reta melhora sensivelmente e, retirando o 1,1% das observações obtemos estimativas 

que evidenciam uma pequena assimetria à esquerda. Por sua vez, na Taxa de Câmbio, ao 

considerar partes da amostra nas situações 11 e III, encontramos que as estimativas de 

regressão são muito similares. 
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Concluindo, podemos dizer que nas Séries Exemplo existe uma evidência muito forte 

de distribuições aproximadamente simétricas. Esses resultados coincidem com os encontrados 

na literatura, na qual são utilizados modelos com distribuições simétricas, que, por sua vez, 

possuem um apelo muito grande na Teoria de Finanças. 

2.4 Cauda Pesada 

Na subseção anterior já chamamos a atenção ao fato das Séries Exemplo apresentarem 

caudas mais pesadas que as correspondentes a uma distribuição normal. Esse comportamento é 

confirmado ao aoalisar os histogramas (Figuras 2.2a e 2.3a) e Gráficos de Probabilidade 

Normal na Figura 2.4. 

Por outro lado, a presença de observações extremas (como possíveis outliers e/ou 

quebras) nas séries dos retornos, exige a utilização de procedimentos robustos para medir o 

peso das caudas. Um índice não paramétrica que pode ser utilizado é o Índice de Cauda 

(Hoaglin et alii ,1983 p.320) o qual é definido da seguinte forma: 

(I )F-1(1 -u)- F-1(0,5) 
<o(F,u)= C F 1(0,75)-F 1(0,5)' 

(I) F-1(0,5)-F-1(u) 
<E(F,u) = C F 1(0,5)- F 1(0,25) O<a.<O,S. 

A letras D (E) corresponde à cauda direita (esquerda) da distribuição acumulada dos retornos 

(F) e a constante C é exatamente igual à expressão fora do parêntesis quando a distribuição é 

normal padrão. Assim definido, esse índice é igual a um quando a distribuição é normal e exibe 

valores cada vez maiores na medida que a cauda da distribuição se toma mais pesada. Uma 

propriedade interessante desse índice é a invariância por locação e escala. A magnitude do 

efeito das observações extremas é controlada através de a.. Desta forma, o valor assumido pelo 

1 OOa.% percentil não influi o índice por maior que seja. Assim, nas Séries Exemplo, 

considerando a.~ 0,0025, obtemos os seguintes resultados: 
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Ações: 

Tam de Câmbio: 

'tE = 2,34 

'tE = 1,39 

'tn = 1,45, 

tn= 1,56. 

Como podemos observar, na série Taxa de Câmbio o tamanho das caudas são próximos 

(simétricos). Por sua vez, na série das Ações a cauda esquerda é maior que a cauda direita, mas, 

ao aumentar o valor de a para 0,005, obtemos que 'tE = 1,43 e tn = 1,36. Isso significa que 

99,5% das observações fazem com que o tamanho das caudas seja similar e poucos valores 

fazem com que a cauda esquerda seja grande. Com o intuito de obter uma idéia da 

correspondência desses números com os valores teóricos de algumas distribuições conhecidas 

temos que, para a=0,0025, os valores do Índice de Cauda são: 

t-Student,6 graus de liberdade: 1,45, 

t-Student, 10 graus de liberdade: 1,23, 

Cauchy : maior que 8,4. 

Em consequência, as caudas das Séries Exemplo são mais pesadas do que a da normal mas não 

tanto quanto as da distribuição de Cauchy. 

Finalmente, observemos os valores do excesso de curtose na Tabela 2.1. A estimativa 

do excesso de curtose nas Ações é muito grande: 14,89. Utilizando esse valor como um 

indicador obteríamos uma noção bastante deturpada do tamanho da cauda, já que o excesso de 

curtose é extremamente sensível as observações extremas. Por sua vez, no caso da Taxa de 

Câmbio a estimativa é igual a 2, 12, em consequência, para as duas séries concluímos que as 

distribuições são leptocúrticas. 

Cauda pesada é uma característica presente em quase toda série financeira. Na 

literatura, alguns pesquisadores como Mandelbrot (1963) e Fama (1963,1965) encontraram que 

a cauda dos retornos da série do algodão e de ações de empresas norte-americanas, 

respectivamente, era extremamente pesada, parecida à da Cauchy. Nas Séries Exemplo, através 

da metodologia proposta, os resultados sugerem que mesmo ao retirar os valores extremos, os 

retomas apresentam cauda mais pesadas do que a normal, similares as da distribuição t com 

graus de liberdade e1ttre 6 e 10. 
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2.5 Medidas de Locação e Variabilidade 

Uma hipótese razoável que pode ser assumida ao observar os gráficos dos retornos na 

Figura 1.3, é que o nível médio da série é igual a zero. Na Tabela 2.1 apresentamos as 

estimativas da média, mediana e a Trimédia (calculada retirando 0,5% das observações 

extremas). Para as Ações, essas três estimativas são diferentes enquanto que para a Taxa de 

Câmbio a média e a Trimédia são similares. Todos esses valores são positivos e estão em tomo 

de zero sugerindo que o parâmetro de locação é aproximadamente zero. Sob a hipótese 

incorreta que os retornos são independentes identicamente distribuídos normais2
, intervalos de 

confiança a 95% incluem o valor zero nas duas séries. Não obstante, na prática é conveniente 

modelar os retornos como processos com média diferente de zero. Assim, tanto na série das 

Ações quanto na Taxa de Câmbio, do ponto de vista financeiro as médias 0,000156 e 0,000239 

são significativamente diferentes de zero. Para mostrar isso basta observar que os valores da 

taxa histórica anual G (historie anual compound rate) apresentadas pelas Ações e a Taxa de 

Câmbio são iguais, respectivamente, a 4,01% e 6,2%. Essa taxa é calculada da seguinte 

forma: seja Pi o preço no instante i e, se no tempo T=O investimos 1 real, então após n dias de 
Pn 

mercado o ganho é igual a: - ~ exp(y 1 + y 2 + . .+y n) ~ exp( ny), logo a taxa que da o 
Po 

mesmo retomo após n!N dias (N=252 dias de funcionamento do mercado num ano) é definido 
como: (I+ G)n!N ~ exp(ny), dessa forma G ~ exp(Ny) -I, que normalmente é dada em 

porcentagem. 

Ao fazer uma análise separada ano a ano, como apresentada nas Tabelas 2.3 e 2.4 

obsetva-se que, nas duas séries, existem diferenças no nível em cada ano. 

Por outro lado, com relação à variabilidade dos retornos, na Tabela 2.1 podemos 

observar que o desvio padrão amostrai da Taxa de Câmbio e muito menor do que o desvio 

padrão das Ações. Sendo que o desvio padrão é grandemente influenciado pelas observações 

extremas, retiramos o efeito do 0,5% dessas. Nesse caso, para as Ações o desvio padrão 

diminui bastante, em 11%, sendo igual a 53,54xl0-3
. Por sua vez, para a Taxa de Câmbio, o 

desvio padrão é igual a 7,56x10-3 sendo similar ao encontrado utilizando toda a amostra. 

2 Como mostrado na Seção anterior as distribuições são leptocúrticas. 
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Tabela 2.3 
Estatísticas da série Ações 

Ano N Média1 Mediana1 Desvio Q;-Q,' Coefici. Excesso 

Padrão' Simetria Curtose 

1989 241 -0,13 o 6,88 5,88 .IJ,97 4,84 

1990 241 -4,95 -3,83 7,25 7,89 -1,06 8,47 

1991 247 6,56 3,85 5,82 6,86 1,33 8,60 

1992 247 -3,82 1,12 7,64 8,48 -2,79 22,78 

1993 246 2,86 0,11 3,58 4,52 -0,29 1,06 

1994 245 1,14 2,42 4,45 5,91 .IJ,24 0,69 

1995 132 -1,38 -1,15 5,63 6,57 1,68 9,98 

1 (xlOJ) 
2(x102) 

Tabela 2.4 
Estatísticas da série Taxa de cambio 

Ano N Média1 Mediana1 Desvio Q;-Q,' Coefici. Excesso 

Padrão2 Simetria Curtose 

1984 251 -7,1 .IJ,l 7,24 10,11 0,48 0,60 

1985 252 7,7 -3.1 9,40 9,40 0,81 2,46 

1986 253 9,0 11,83 8,14 8,75 -0,32 1,60 

1987 253 6,53 o 7,17 7,92 0,29 1,58 

1988 253 -5,7 -3,6 6,64 6,56 .IJ,56 3,25 

1989 252 1,2 -4,1 7,13 8,52 0,25 1,38 

1990 253 5,1 1,7 6,68 8,63 0,23 1,26 

1 (xl!f) 
2 (xl02) 

Entretanto, o comportamento mais interessante ocorre ao fazer a análise a cada ano. Do 

exame infonnal das Tabelas 2.3. 2.4 podemos concluir que o desvio padrão não é constante, 

implicando que a variabilidade depende do período de tempo considerado. Podemos obter a 

mesma conclusão se usamos uma medida robusta como a distância entre quartis (Q3-Q1). 

Assim, para as Ações, ao observar os valores do desvio padrão e Q,-Q1 encontramos que os 

anos de menor variabilidade foram 1993 e 1994 e o ano de maior variabilidade foi 1992. Por 
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sua vez, para a Taxa de Câmbio, o ano que apresentou maior variabilidade foi 1985 (1984) 

considerando o desvio padrão (Q3-Q,) como medida de variabilidade e os anos de menor 

variabilidade foram 1988, 1990 considerando o desvio padrão como medida de variabilidade e 

1988, 1983 considerando Q3-Q1 . 

No lugar de analisar a variabilidade ano a ano, podemos refinar a análise calculando o 

Desvio Padrão Móvel (DPM) utilizando uma janela de 22 dias (aproximadamente um mês de 

mercado). Os gráficos do DPM nas Séries Exemplo são mostrados nas Figuras 2.5a e 2.5b, 

sendo observado que em ambas séries existe uma evidência muito forte de heteroscedasticidade 

na variância, isto é, a variância varia com o tempo. Em particular, na série das Ações, vemos 

que existem várias subidas abruptas. Confrontando esse gráfico com o correspondente da 

Figura 2.1 observamos que essas subidas são conseqüência das observações extremas. 

É ilustrativo também examinar o gráfico do CUSUM dos quadrados dos retornos 

(Brown et alii, 1975), para detectar heteroscedasticidade e/ou presença de mudanças 

estruturais na variância. Observando as Figuras 2.5c e 2.5d percebemos que tanto as Ações 

quanto a Taxa de Câmbio, apresentam um afastamento da hipótese de homoscedasticidade. 

O comportamento da variabilidade exibido pelos retornos, pode ser explicado através 

de dois modelos. No primeiro assumimos que a variância (não condicional) não é constante. No 

segundo é suposto que a variância (não condicional) é constante e que a variância condicional 

á informação passada é heteroscedástica. Os modelos estudados nos Capítulos 3 e 4 são deste 

tipo. 

Baseados na estimativa da variância, os investidores acostumam calcular o Retomo 

Futuro Esperado (RFE). Esse índice é calculado como RFE ~ exp(N(x + 0.5s2 )) -I 

(N~252) e usualmente é dado em porcentagem (ver Taylor, 1986 p.35). Para as Séries Exemplo 

os resultados são: 65,690/o para as Ações e 6,97 % para a Taxa de Câmbio. Esse indicador 

apresenta dois problemas. Ele é calculado sob a suposição errada de que a distribuição dos 

retornos é normal e, em segundo lugar, a variância amostrai superestima a variância na 

presença de observações extremas. Conseqüêntemente, a utilização desse índice deve ser 

considerado com cautela. 

Por outro lado, na análise empírica das séries financeiras, alguns autores como Taylor 

(1986), Nelson (1991), entre outros, mostraram que os dias da semana influenciam o valor do 
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retorno. Isso é conhecido na literatura como Efeito Calendário. Uma forma simples de avaliar 

esse efeito é através da comparação das medidas de locação e variabilidade em cada dia da 

semana. Na Tabela 2.5 são apresentados esses resultados para as Séries Exemplo. Ao calcular 

intervalos de confiança 95% (i.c.) para a média3 de cada dia da semana encontra-se que, nas 

duas séries, os i.c. incluem as médias em todos os casos. Entretanto, pelos valores G 

mostrados, é conveniente modelar os retornos como tendo média diferente de zero. Por outro 

lado, nas Ações os níveis na Segunda e Quarta Feira são negativos. A caracteristica observada 

nas Ações da Segunda Feira apresentar valor negativo é concordante com resultados 

encontrados na literatura para séries de ações (ver Taylor, 1986). Na série Taxa de Câmbio, a 

Quinta Feira apresenta a maior média e a Sexta Feira a menor média. 

Com relação as variabilidades, na série das Ações a maior variabilidade se dá na 

Segunda Feira (utilizando tanto o desvio padrão quanto 03-01 como medidas de variabilidade) 

e, na Taxa de Câmbio, os desvios padrão correspondentes à Segunda e Terça Feira são os 

maiores, enquanto que a Quinta Feira apresenta o menor valor Q3-Q1 . 

Em conclusão: parece razoável supor que o nível médio dos retornos é melhor 

modelado como sendo diferente de zero, que a variabilidade dos retornos depende do período 

de tempo considerado e, finalmente, que ambas, o nivel e variabilidade são influenciados 

pelos dias da semana. 

2.6 Estacionariedade 

O problema da estacionaridade nas séries financeiras está centrado no fato de assumir 

variância finita (não condicional). Na subseção anterior foi discutida a possibilidade de que a 

variância não condicional dos retornos varie temporalmente, sendo detectada evidências nesse 

sentido para as Séries Exemplo. Resta saber se a variância não condicional é finita. Nesse 

sentido, observando a Figura 2.5 do desvio padrão móvel temos a impressão que sem. Além 

disso, na subseção 2.4 concluímos que as Séries Exemplo exibiam cauda pesada, mas não tão 

grandes quanto à Cauchy. Pelos tamanhos de cauda obtidos é razoável assumir que exista 

quarto momento, inclusive. Em conseqüência as séries são covariante estacionárias. 

3lntervalos de confiança calculados sob a suposição de que os retornos são U.d Gaussianos. 
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Tabela 2.5 
Efeito Calendório nas Séries Exemplo 

Açi'íes 

Média1 00/ot Mediana1 Desvio Padrão2 ' 
Segunda Feira -74.30 (-31.2) -48.50 73.37 71.57 

Terça Feira 45.97 (26,1) 5.68 57.33 60.36 

Quarta F eira -29.50 (-13,8) o 56.21 59.80 

Quinta Feira 49.16 (28,1) 6.84 54.81 61.35 

Sexta Feira 16.25 (8,5) o 60.03 58.01 

Taxa de Cilmbio 

Média1 (G%)" Mediana1 Desvio Padrão2 ' ' 
Segunda Feira 2.49 (13,4) 1.97 8.02 8.80 

Terça Feira 3.88 (21,6) o 7.88 8.56 

Quarta Feira -0.06 (-0,3) o 7.42 8.93 

Quinta Feira 5.91 (34,7) 5.70 7.37 8.30 

Sexta Feira -1.70 (-8,2) 6.40 7.38 8.70 

1 (xl04) 
2 (xl03) 
• calculada considerando N"'252/5. 

Uma ferramenta adicional para avaliar a hipótese de variância finita, originalmente 

proposta por Mandelbrot (1963) e enfatizada por Pagan e Schwert (1990)4 é o Gráfico das 

Variâncias Recursivas. A variância recursiva pode ser definida como5
: 

i=l,2,3 ... T (2.6.1) 

Na presença de heteroscedasticidade, observaríamos saltos na seqüência dos { vr1 } e, se os 

valores dessa não convergem, obtemos evidência de que a variância pode não existir. Na Figura 

4 Nesse trabalho é realizado um apelo a favor da utilização de modelos que respeitem a natureza da variãncia 
das séries como sendo finita ou infinita. Assim, modelos covariante estacionários que apresentam bom ajuste 
dos dados mas que apresentam variâncias recursivas que explodem com o tempo não são adequados. 
5 Alternativamente podem ser utilizados os retornos corrigidos pela média; mas isso, não faz muita diferença. 
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2.6 mostramos os gráficos da Variãncia Recursiva para as Séries Exemplo. A análise é realizada 

considerando a última parte (digamos 3/4) de cada série. Observando a parte média em cada 

uma, vemos que existem várias subidas e descidas, evidenciando algum tipo de 

heteroscedasticidade. Em particular, na série das Ações existe um grande salto no começo de 

1992, o qual é produzido pela observação extrema, que corresponde à Queda da Ministra 

Zélia Cardoso de Mello. No entanto, nas duas séries, as seqüências convergem e, portanto, 

existe evidência que a variância é finita. 

Como sugerem Phillips e Loretan (1 990), o comportamento de saltos na seqüência 
{vrt} pode ser consequência da inexistência de quarto momento. Esse comportamento é 

confirmado por Pagan (1994) através de simulações com modelos de variância condicional 

heteroscedástica que não apresentam quarto momento finito. 

Outras formas de avaliar a hipótese de variância finita são através da modelagem e dos 

Testes de Hipóteses. Na literatura, encontramos evidência de variância infinita através de 

ajuste, em Mandelbrot (1963) utilizando Famílias Estáveis', Bollerslev e Engle (1986) com 

modelos IGARCH (desenvolvidos no Capítulo 3), entre outros. Por sua vez, alguns 

pesquisadores como Pagan (1994) e Mílls (1993) realizam testes de Raiz Unitária sob a 

hipótese nula que o modelo possui raiz unitária. 

Finalmente, do ponto de vista intuitivo e da Teoria de Finanças é difícil acreditar na 

hipótese que os retornos possuam variância (não condicional) infinita. Em particular, para as 

Séries Exemplo, a hipótese de estacionariedade é certamente adequada. 

2. 7 Autocorrelação, Independência e Não Linearidade 

Na Seção 2.1 foi comentado que um dos modelos mais utilizados no passado para 

modelar os retornos foi o Passeio ao Acaso, no qual era assumido que os retornos eram 

independentes ou não correlacionados. Nesse sentido, nesta seção serão discutidos os 

problemas da autocorrelação e independência dos retornos. A seção está dividida em três 

partes: na primeira, apresentamos algumas metodologias para tratar o problema do teste da 

autocorrelação; a seguir tratamos o assunto da independência das observações vinculada à não 

6 Embora não apresentados, os ajustes de distribuições estáveis para as Séries Exemplo não foram satis.fatóriált. 
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linearidade e, finalmente, apresentamos uma breve discussão de outros testes de não 

linearidade. 

2.7.1 Testes de Autocorrelação 

Ao observar os resultados do Teste Box-Ljung para os retornos na Tabela 2.6, 

encontramos que na Taxa de Câmbio há evidência de ruído branco (ou aproximadamente ruído 

branco), o qual é verificado na Figura 2.7 através do gráfico da função de autocorrelação 

(fa.c). Nas Ações, pelo contrário, os resultados da Tabela 2.6 apontam que a hipótese de ruído 

branco nos retornos não é plausível. Observando a Figura 2. 7 notamos que a primeira 

autocorrelação está muito distante dos limites usuais, sugerindo que a estrutura da série pode 

ser AR( I) ou MA(l). O valor apresentado pela primeira autocorrelação nas Ações é positivo e 

relativamente pequeno; 0,083. Essas características são freqüentemente observadas em séries 

de ativos (ver Taylor,l986). Por sua vez, na série Taxa de Câmbio a estimativa da primeira 

autocorrelação não é significativa. 

Série 

Ações 

Taxa de Câmbio 

Tabela 2.6 
Valores P do Teste Box-Ljung nos retornos das Séries Exemplo 

6 

0,012 

0,412 

12 

0,017 

0,323 

Lag 

18 

0,014 

0,060 

0,015 

0,085 

O argumento usado na discussão anterior para obter evidência de ausência de 

autocorrelação através da f.a.c tem alicerces na distribuição assintótica dos estirnadores das 

autocorrelações (Brockwell e Davis p. 221). A primeira suposição para que a distribuição 

assintótica seja válida é que a série seja estacionária. Como foi discutido na seção 2.6, essa 

hipótese é razoável para muitas séries financeiras incluindo as Séries Exemplo. Outra suposição 

considera os retornos como sendo identicamente distribuídos mas existem resultados 

assintóticos para a distribuição desses estimadores supondo momentos finitos (Brockwell e 

Davis p. 222). Entretanto, a hipótese mais importante é a existência de um processo gerador de 

dados linear, mas, como mostraremos nas subseções seguintes, existe uma evidência muito 

forte contra essa suposição. 
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Na modelagem de séries financeiras, o uso da função de autocorrelação (fa.c) e função 

de autocorrelação parcial (fa.c.p) na especificação do modelo, supondo que o processo 

gerador de dados é linear, pode conduzir a uma super-parametrização desse. Como é 

documentado em Taylor (1986), Weiss (1984), Mills (1993) e Bollerslev et alii (1994), entre 

outros, modelos não-lineares com variância condicional heterocedástica apresentam a 

característica que as variâncias dos estimadores das autocorrelações serem maiores que T 1
. Em 

conseqüência, os intervalos de confiança tradicionais, usando modelos lineares, subestimam a 

largura verdadeira dos intervalos. Para ilustrar isso, apresentamos na Tabela 2. 7 os resultados 

de 100 simulações para um modelo de variância condicional heteroscedástica; o modelo de 

Variância Estocástica AR(l)-SV estacionário (ver Capítulo 4) com séries de tamanho 1000. 

Como será demonstrado no Capitulo 4, os retornos que seguem esse modelo são não­

correlacionados. Os resultados da Tabela 2.7, ilustrados na Figura 2.8, mostram que as 

primeiras autocorrelações são maiores que os limites usuais com uma freqüência maior à 

esperada se o modelo fosse linear. Adicionalmente é observado que a distribuição das 

autocorrelações é assimétrica à esquerda. Os resultados mostrados valem em geral para várias 

especificações do modelo AR(l )-SV, de forma que, sob a suposição de que o processo gerador 

das Ações é dado pelo modelo AR(l)-SV, a grande primeira autocorrelação observada poderia 

ser não significativa e, consequentemente, essa série seria não correlacionada. 

Não existem resultados gerais para calcular a distribuição assintótica dos estimadores 

das autocorrelações quando o processo é não-linear. Nesse sentido, uma exceção é o trabalho 

de Taylor (1986, Cap 5) no qual são derivados resultados assintóticos baseados no método dos 

momentos, sob a (única) hipótese de simetria na distribuição dos retornos. 

A presença de autocorrelação nas séries financeiras (Mean-Reversing) tem sido 

encontrada em indices de ativos, por exemplo em Scholes e Williams (1977), que ajustam 

modelos MA( I) e Lo e McKinlay (1988) e Poterba e Summers (1988) que ajustam AR( I). 

Finalmente, supondo normalidade, não correlação implica independência. A partir do 

discutido na Seção 2.4, a cauda das distribuições é mais pesada que a normal, portanto 

normalidade não é uma suposição válida. Outras formas alternativas de testar a independência 

dos retornos, são apresentadas nas duas subseções seguintes. 
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Tabela2.7 
Percentagem das Autocorrelações no Modelo AR(l)-SV estacionárioa que se encontram fora dos limites 

usuais de Bartlett 

Autocorrelação % maior que 1 desvio1 

< 1 desvio > l desvio 

Primeira 39 30 

Segunda 28 35 

Terceira 40 26 

Quarta 38 23 

Quinta 33 33 

Sexta 30 34 

Sétima 23 28 

Oitava 27 18 

Nona 21 28 

Decima 27 19 

Esoerado (%) 15,87 15,87 

'Parâmdros do modelo: y=0,95, q =il,05, K=5,5xl0"7
• 

1 desvi.o=l/1000~.~ 

2.7.2 Independência e Não Linearidade. 

total 

69 

63 

66 

61 

66 

64 

51 

45 

49 

46 

32 

% maior que 2 desvios 

< 1,96desvios > 1,96desvios total 

24 15 39 

16 19 35 

26 10 36 

22 13 35 

14 18 32 

18 19 37 

12 12 24 

6 10 16 

11 11 22 

8 9 17 

2,5 2,5 5 

Se o processo gerador de dados é um ruído branco estrito, então as observações e 

quaisquer função delas, incluindo os quadrados das observações são não co"elacionadas. 

Essa idéia foi implementada pela primeira vez por Granger e Andersen (1978), para mostrar 

que a hipótese de independência utilizada em várias séries estudadas na literatura era incorreta. 

Da mesma forma, sob a suposição de independência, os valores absolutos das observações 

também são não correlacionados. Assim, podemos obter evidência da independência dos 

retornos através das funções de autocorrelação das observações, os quadrados das observações 

e os valores absolutos das observações. Como mostraram McLeod e Li (1983), supondo um 

processo gerador de dados linear, o valor da variância assintótica das autocorrelações dos 

quadrados das observações continua sendo r 1
. Considerando isso e o fato que as 

autocorrelações são sempre positivas, obtemos os limites para os correlogramas. 

Adicionalmente, nesse trabalho é proposta uma estatística portmanteau similar à estatística 

proposta por Box-Ljung utilizada nos modelos .ARil\fA. 

30 



Características Empíricas das Séries Financeiras 

Na Figura 2. 7 são apresentadas as funções de autocorrelação dos quadrados dos 

retornos das Séries Exemplo. Para ambas séries, considerando que existem mais retornos dos 

esperados fora dos limites, concluímos que a hipótese de independência nos retornos é 

irnplaussível. Por sua vez, utilizando o teste portmanteau de McLeod e Li (1983) obtemos 

valores~ F inferiores a 0.0001 para os primeiros 10 lags, confinnando as nossas conclusões. 

Autocorrelação nos quadrados das observações constitui uma evidência do caráter não 

linear do processo gerador de observações. Essa afirmação corno observa Pagan (1994, p. 14) 

"is a somewhat imprecise description and one that arise more by default than anything e/se". 

O sentido da afirmação é o seguinte: se os retornos {Y1} são gerados por um processo linear, 

então quaisquer dependência nos momentos de Yt pode ser produto da estrutura não-linear. 

Dessa forma, na literatura freqüentemente, não-linearidade é entendido como dependência no 

segundo momento. Portanto, o interesse dos pesquisadores para tratar séries financeiras é 

modelar não somente a média, mas também a variância, considerando a natureza 

heterocedástica. Nesse sentido, várias propostas fazem distinção entre variância não 

condicional e variância condicional. A literatura sobre modelos com variância heteroscedástica 

é numerosa. Dentro dessa abordagem, nos Capítulos 3 e 4 discutimos em detalhe duas famílias 

de modelos que incorporam a hipótese de heterocedásticidade na variância. 

É interessante discutir o comportamento das autocorrelações dos quadrados dos 

retornos para poder construir modelos capazes de reproduzi-los. Em primeiro lugar as séries 

financeiras apresentam frequentemente a primeira autoco"elação pequena e estatisticamente 

diferente de zero. Isso acontece nas Séries Exemplo, onde a primeira autocorrelação de {Y/} é 

igual a O, 11 para as Ações e 0,055 para a Taxa de Câmbio. Esses valores são similares aos 

encontrados na literatura para outras séries de ativos e taxas de câmbio, ver Taylor (1986 

p.SS). A primeira autocorrelação significativa e positiva, pode ser explicada pelo fato de que 

retornos grandes (em valor absoluto) tendem a suceder retornos grandes, enquanto que 

retornos pequenos tendem a suceder a retornos pequenos. Em conseqüência, os 

conglomerados de volatilidade e autocorrelação nos quadrados dos retornos estão 

intimamente relacionados. 

Outra caracteristica importante, frequentemente observada nas séries dos quadrados dos 

retornos, é que as autocorrelações apresentam decaimento lento. Esse comportamento pode ser 

observado para a série das Ações na Figura 2.7. Da mesma forma, para a série Taxa de Câmbio 
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(Figura 2. 7), as autocorrelações também decaem, mas só a partir do lag 6, sendo as 5 anteriores 

menores. 

Sintetizando, encontramos que os quadrados dos retornos das séries financeiras 

possuem a característica de apresentar a primeira autocorrelação pequena e as outras decaindo 

lentamente. Ambos fatos podem ser reproduzidos pelos modelos ARMA(l,l) ou por outros 

processos integrados. No caso das séries Taxa de Câmbio e Ações é razoável supor que o fa.c 

dos quadrados dos retornos apresenta um comportamento similar a ARMA(1, 1 ). Nos Capítulos 

3 e 4 apresentamos duas famílias de modelos que exibem f. a. c similares à ARMA(1,1). 

Em conclusão, as Séries Exemplo são não lineares e os conglomerados de volatilidade 

são evidência da não-linearidade nos retornos. 

A partir do que foi abordado nesta subseção e na seção 2.4, toma-se dificil manter a 

hipótese de que os retornos sejam independentes. Na literatura de séries financeiras, a grande 

maioria de modelos de volatilidade considera os retornos como não-lineares e não 

correlacionados ou no máximo com estruturas AR de ordem pequeno. 

2.7.3 Outros Testes de Não Linearidade. 

A hipótese a independência foi rejeitada com base nas autocorrelações das funções das 

observações. Entretanto, é possível testar tal hipótese diretamente através da metodologia 

proposta por Brock, Dechert e Scheinkman (1987) conhecida como Teste BDS, ver Brock et 

alii (1987) e Brock et alii (1996). Entre as aplicações dessa metodologia em séries financeiras 

temos Hsieh (!989b), em taxas de câmbio, Scheinkman e LeBaron (1989) em ações (de 

retornos diários e mensais), Kearns(1990) em taxa de juros. Nos três estudos a hipótese nula 

de independência é rejeitada. 

Por outro lado, Taylor (1986, p.57) desenvolve uma metodologia para testar o caráter 

não linear das observações e aplica essa metodologia para 40 séries, entre ações, taxas de 

câmbio, mercadorias, etc., concluindo que as séries são não lineares. Tsay (1986) propõe um 

teste que é poderoso contra alternativas de séries MA ou bilineares, mas basicamente detecta 

linearidades somente na média condicional, e por esse fato não é de muita utilidade para séries 

financeiras (Pagan, 1994). Cao e Tsay (1993) apresentam um resumo de outros testes não 
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lineares e os aplicam em retornos obtendo presença de não-linearidade. Finalmente, uma fonte 

para consultar sobre testes aplicados não somente a finanças é Tong (1990). 

2.8 Normalidade 

A presença de cauda pesada nos retornos invalida a hipótese de normalidade. Por sua 

vez, se o processo {X1 } é normal multivariado martingale diferença, então o processo {X1

2
} é 

não correlacionado. Os resultados empíricos encontrados para as Séries Exemplo mostram que 

as séries dos quadrados dos retornos apresentam correlação. Portanto já que os retornos da 

série Taxa de Câmbio e (muito provavelmente) das Ações são não correlacionados, podemos 

concluir que elas não podem ser normais 

As evidências encontradas são suficiente para rejeitar a hipótese de normalidade na 

distribuição dos retornos das Séries Exemplo. Mas, como complemento, nesta seção é 

apresentada uma metodologia adicional para confirmar a ausência de distribuição normal das 

observações, o Teste W de Shapiro e Wilk (1965). Testes de momentos, como o proposto por 

Bowman e Shenton (1975), baseados na simetria e curtose, devem ser utilizados com cautela. 

Assim por exemplo, altíssimas estimativas de curtose como as encontradas para a série das 

Ações (devida a uns poucos valores extremos) conduzem a rejeitar a hipótese de normalidade. 

Por outro lado Pagan (1994), propõe um teste de frequências esperadas que incorpora a 

hipótese de heteroscedasticidade na variância condicional, a qual é a característica principal dos 

modelos desenvolvidos nos Capítulos 3 e 4. Adicionalmente, com o objetivo de visualizar a 

forma da distribuição dos retornos, será estimada a densidade utilizando métodos não­

paramétricas. 

Teste W de Shapiro e Wilk 

O Teste W é definido como o quociente do melhor estimador da variãncia baseado 

numa combinação linear de estatísticas de ordem. Portanto a influência das observações 

extremas é menor. Assim, sejam Yo;. yp;, ... , Ym as estatísticas de ordem, com mi =::::: E[y (i)], 

m'=(mt,m2, ... ,mT) e Vi,j = Cov[y (i),Y (j) ], V=[vi.J] matriz TxT. Logo, a estatística W é definida 

como: 
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( ±aiY(iJJ

2 

--,;-'=--'1'----'-­W=T 

I;(Y(i) - y)2 
i=l 

m•v-1 
onde a'=(at,a2, ... ,aT)= 1 1 1!2 

(m'V V m) 

(2.8.1) 

Os valores de W estão entre O e 1 sendo que valores pequenos desse conduzem à 

rejeição da hipótese de normalidade. A distribuição do teste W pode ser encontrada na 

referência. Experimentos Monte Carlo com amostras pequenas (20) sugerem que o teste tem 

poder nos casos de assimetria e cauda pesada. Aplicando o Teste W nas Séries Exemplo 

obtemos que: nas Ações, W=0,933 (valor P=O,OOOI) e na Taxa de Câmbio W=0,982 (valor 

P=O,OOOI), portanto rejeitamos a hipótese de normalidade. 

Estimação Não-paramétrica da Densidade 

Na teoria de estimação de densidades, a ma1or parte dos resultados referem-se à 

observações independentes e identicamente distribuídas (ver Silverman, 1986). Para esse tipo 

de dados, um dos estimadores mais utilizados é o estimador de Núcleo (Kemel): 

f(~)=- 1 fK(y,-y)=-1 
fK(<p;) 

Th i=t h Th i=t 
(2 8.2) 

Para calcular efetivamente (2.8.2) é necessário escolher o valor de h e definir a função K(<p). 

Escolha ótimas em determinadas condições (ver Silverman, 1986) são: K(tp) igual a 

I ( I ') 
2Jrexl\-z<fJ , e h =1,096 T- 11

' vezes o desvio padrão amostrai das observações. 

Adicionalmente, as estimativas da densidade apresentam robustez à escolha do K ( <p). 

Utilizando o pacote STAMP 5.0 (Koopman e Harvey, 1995) encontramos as estimativas 

da densidade para as Séries Exemplo. Na Figura 2.2 observamos que as densidades estimadas 

são aproximadamente simétricas para as duas séries. 
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Por outro lado, na estimação de densidades para séries financeiras (dados dependentes) 

Ait-Sahalia (1992, 1996) demonstrou que sob determinadas condições de regularidade é 

possível obter uma seqüência de estimadores de núcleo que convergem em distribuição a uma 

distribuição nonnal (dessa forma podemos obter limites de confiança para os estimadores) e 

que o estimador da densidade é robusto à escolha de K(rp). Delgado (1995) utiliza os 

resultados de Ait-Sabalia (1992) para estimar a densidade dos retornos de ações da 

TELEBRÁS7 (num período diferente ao considerado neste trabalho e com retornos 

deflacionados) chegando à conclusão de que a densidade estimada é simétrica e apresenta 

caudas menos pesadas do que a distribuição normal. Esse resultado é uma das exceções na 

literatura sob séries financeiras. As séries financeiras têm densidades com caudas mais pesadas 

que a nonnal devido á presença de picos, isto é, valores mais altos ou baixos dos valores 

esperados em uma distribuição nonnal. Hoje existe na literatura um amplo consenso com 

respeito à natureza não nonnal da distribuição dos retornos. 

2.9 Outras Caraterísticas Empíricas dos Retornos 

Vários outros Fatos Estilizados que apresentam os retornos das séries financeiras 

podem ser encontrados nos estudos de Bollerslev et alii (1994) e Ghysels et alii (1995). 

Fazemos a seguir, uma breve apresentação desses. 

Estudos como os de Black (1976), Cbristie (1982), Schwert (1989a), ilustram a 

presença de autocorrelação negativa entre os retornos dos ativos e a volatilidade, isto é, os 

choques positivos produzem um diminuição da volatilidade enquanto que os choques 

negativos produzem um aumento da volatilidade. Esse fenômeno é conhecido como Leverage 

Effect. O mesmo acontece para as taxas de câmbio (Kim, 1989), e para a série do índice CRSP 

(Nelson, 1991; Harvey e Shephard, 1993c). Le Baron (1992) mostrou que a relação inversa 

entre a volatilidade e a correlação serial nas ações é inusitadamente robusta à eleição de 

variáveis como período amostrai, índice de mercado, medida de volatilidade, entre outras. 

Por outro lado, diversos estudos ilustram que os períodos de fechamento do mercado, 

ou Non Trading Periods, produzem modificações no comportamento dos retornos. Por 

1Neste trabalho também são estimadas as densidades de outras 3 séries brasileiras. 
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exemplo, Fama (1965) e French e Rol! (1986), encontraram que a informação (news) acumula­

se mais lentamente no período de fechamento comparado ao período de atividade. 

Como todo componente econômico, a volatilidade está sujeita à influência de 

determinados acontecimentos. Por exemplo, acontecimentos como o anúncio de pagamento de 

dividendos ocasionam o aumento da volatilidade nas ações (Pattel e Wolfson, 1979,1981). Por 

sua vez, Baillie e Bollerslev (1991) encontraram que a volatilidade é maior na abertura e 

fechamento, tanto para as ações quanto para as taxas de câmbio. Por outro lado, variáveis 

macroeconômicas também produzem mudanças na volatilidade. Assim, Schwert (1989ab) 

encontrou que a volatilidade nas ações aumenta bruscamente nos períodos de recessão ou 

crises, porém diminui nos períodos de expansão. Em outro estudo, Ziegelmann (1996) mostrou 

que quanto maior é o volume negociado, maior é a volatilidade do índice IBOVESPA no dia 

seguinte. Finalmente, Glosten et alii (1993) mostraram que existe uma relação positiva entre a 

volatilidade das ações e a taxa de juros. 

Finalmente, alguns autores mostram que podemos explicar grande parte das 

volatilidades de um bem negociado em vários mercados através de uns poucos fatores comuns. 

O mesmo acontece ao considerar vários bens dentro de um mercado. Aplicações para a taxa de 

câmbio podem ser encontrados em King et alii (1994) e Harvey et alii (1992). 

2.1 O Conclusões 

As regularidades apresentadas pelos retornos das séries financeiras podem ser 

classificadas de dois tipos. O primeiro corresponde às características próprias das distribuições, 

como forma e momentos, enquanto que a segunda corresponde à evolução temporal retratada 

pela estrutura de autocorrelação e da natureza não-linear do processo gerador de dados. O 

estudo dessas características foi o objetivo básico deste Capítulo. 

Os Fatos Estilizados que caracterizam os retornos de séries financeiras não podem ser 

explicados pelos modelos tradicionais de séries temporais (lineares). O tratamento dessas séries 

requer a implementação de outro tipo de modelos que sejam capazes de reproduzir essas 

características empíricas. A seguir apresentamos uma discussão dos Fatos Estilizados 

analisados neste capítulo e suas implicações na modelagem. 
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i) A distribuição dos retornos geralmente é simétrica, o que implica que os momentos de ordem 

ímpar são iguais a zero. 

ii) Embora as médias amostrais sejam próximas de zero, é conveniente modelar os retornos 

com nível diferente de zero já que mesmo valores muito pequenos nos retornos podem ser 

importantes do ponto de vista financeiro. 

iii) A distribuição dos retornos não é normal mas leptocurtica. A cauda não é muito pesada, o 

que garante a existência de pelo menos quarto momento. 

iv) Os retornos apresentam estrutura de autocorrelação de ruído branco (ou no máximo 

autocorrelação de ordem um usando os testes das metodologias lineares), mas não são 

independentes, evidenciando o caráter não-linear dos retornos. 

v) As fa.c da série dos quadrados dos retornos geralmente apresentam um comportamento 

similar a ARMA( I, 1 ), sendo a primeira autocorrelação pequena, mas estatisticamente 

significativa e as outras decaindo lentamente. 

vi) A variãncia apresentadas pelas Séries Exemplo é finita. 

Dada a existência de valores extremos nas séries financeiras, uma característica 

adicional desta dissertação é testar a utilização de procedimentos robustos na análise e advertir 

para o perigo de se obter conclusões deturpadas ao utilizar procedimentos convencionais. 

Adicionalmente, e dentro dos modelos não-lineares, é sugerido o uso de modelos de 

variãncia condicional heteroscedástica como alternativa para modelar os retornos. O tratamento 

detalhado da metodologia é assunto dos Capítulos posteriores, nos quais mostramos como 

esses modelos ajustam satisfatoriamente as Séries Exemplo. 

Finalmente, os resultados obtidos neste capítulo para a Taxa de Câmbio são similares 

aos encontrados na literatura (ver referências no Capítulo 1). 
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Figura 2.1: Gráficos dos quadrados dos retornos das Séries Exemplo 
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Figura 2.2: Histograma, densidade ajustada e Gráfico de Simetria nas Ações 
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Figura 2.3: Histograma, densidade ajustada e Gráfico de Simetria na Taxa de Câmbio 
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CAPÍTULO 3 

MODELOS ARCH 

3.1 Introdução 

Os modelos Autoregressivos de Variância Condicional Heteroscedástica (ARCH), 

foram originalmente introduzidos por Engle (1982) para modelar a inflação do Reino Unido. 

Em princípio, o interesse foi tentar modelar os ruídos ou perturbações de modelos mais 

complexos como os ARMA ou Regressão, com o objetivo de melhorar as estimativas e obter 

intervalos de confiança mais precisos. Posteriormente, essa abordagem, com suas várias 

extensões, passarem a ser fortemente associadas à modelagem de séries financeiras e, em 1992 

Bollerslev et alii (1992), constatam mais de 300 aplicações bem sucedidas nesta área. Entre os 

modelos mais importantes temos: GARCH (Bollerslev,l986)1
, IGARCH (Engle e 

Bollerslev,l986), EGARCH (Nelson,i991). Em particular, o modelo GARCH(l,l) passou a 

ser considerado como série benchmark para a análise da volatilidade nas séries financeiras 

(Bollerslev et alii, 1992). Referências atualizadas desses modelos são encontradas em 

Bollerslev et a/ii (1992) e Bollerslev et a/ii (1994). 

Nos modelos ARCH a variância condicional e variãncia não condicional são distintas, 

sendo que a variância condicional depende apenas dos parâmetros e dos valores passados. 

Devido a esse fato, a verossimilhança é simples de calcular e a inferência estatística é facilitada. 

Mesmos assim, nas aplicações tem surgido vários problemas na estimação dos parâmetros em 

modelos de ordens maiores, pela presença de um grande número de restrições nos parâmetros. 

Dentro da abordagem ARCH, o modelo mais simples é o ARCH(l), o qual é definido 

como: 

1Taylor (1986) propôs independentemente o modelo GARCH(l,l) chamando-o ARMACH 
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onde, como foi estabelecido, Y1 são os retornos e It a informação disponível até o instante t, 

1 1 ~{ Y1, Y1_t, ... }. Neste modelo percebemos que grandes desvios (com respeito à media igual 

a zero) ou um grande valor do quadrado do retomo produz um aumento da variância 

condicional no instante posterior. Modelar a variância condicional como dependente dos 

quadrados das observações tem um apelo natural e constitui uma fonna muito elegante e 

simples de gerar conglomerados de volatilidade. 

Como comentado anteriormente, nos modelos ARCH, a volatilidade é dita observável 

pois ela é conhecida quando os parâmetros são conhecidos. Essa é uma das características 

principais destes modelos. Uma vez estimados os parâmetros, por exemplo, pelo método de 

máxima verossimilhança, obtemos as estimativas da volatilidade. 

A estrutura deste Capítulo é a seguinte: na Seção 3 .2 são definidos os modelos ARCH 

de forma geral e apresentadas suas propriedades básicas, mostrando que são capazes de 

reproduzir os Fatos Estilizados. A seguir, na Seção 3.3, apresentamos 4 versões (extensões) 

dos modelos ARCH que são produto de especificações diferentes da variância condicional. Na 

seção seguinte, discutimos como é realizada a Inferência utilizando os métodos de Máxima 

Verossimilhança e Quase-Máxima Verossimilhança. Os mecanismos para verificar a qualidade 

dos modelos ajustados são assuntos da Seção 3.5 com a discussão dos Testes de Hipóteses e 

Diagnóstico. Na seção 3.6 apresentamos o processo de previsão, com ênfase na previsão um­

passo à frente. Finalmente, na Seção 3. 7 é realizada a aplicação da metodologia descrita no 

ajuste das Séries Exemplo. 

3.2 Dermições e Propriedades Básicas: Fatos Estilizados 

Seja {Y1(8o)} um processo discreto (de retornos) com média e variância condicionais 

parametrizadas pelo vetor e E e c R m ' com 8o sendo o valor verdadeiro valo~. Bollerslev et 

alii (1994) apresentam a seguinte definição para os modelos ARCH: 

2 Em todo o Capitulo consideramos {Yt} no lugar de {Yt(So)}. 
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Definição 3.2.1 

Seja I1={Y1, Y,.~, ... Y t} a informação disporúvel até o instante t. O processo {Yt} segue 

um modelo ARCH se satisfaz: 

i) E[Y, !1,_,] =O, 

ii) a; = Var[Yt I It-t] = E[Y,2 I 11_ 1 ] depende não trivialmente da a-álgebra gerada pelas 

observações passadas ou informação anterior, isto é de It-t={Yt-t, Yt-2, .. .YJ}. 

Se o modelo é ARCH, é conveniente expressá-lo como modelo produto: 

(3.2.1) 

no qual as variáveis E 1 = ~ constituem um processo de inovações padronizado. Com 
.;a, 

efeito, fazendo uso extensivo da propriedade: E[.]= E[E[./11_!1], é fácil mostrar isso: 

então: 

Dentro da análise dos modelos ARCH, todo o processo de inferência está baseado no 

processo das inovações {e,}. Usualmente é assumido que essas seguem uma distribuição 

invariante no tempo com quarto momento finito, como por exemplo, a normal. A suposição de 

invariância na distribuição é assumida em todo o Capítulo. 

A seguir, apresentamos algumas propriedades que mostram como os modelos ARCH 

são capazes de reproduzir teoricamente alguns dos Fatos Estilizados apresentados pelas séries 

financeiras. 
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Teorema 3.2.1 

Se o processo {Yt} segue um modelo ARCH e as inovações {e,} possuem distribuição 

invariante no tempo com quarto momento finito então: 

i) {Y,) é martingale diferença. 

ii) A autocovariância do processo {Yt} é igual a zero. 

iii) Se a variância não condicional do processo {Yt} é finita então o processo {Yt} é ruído 

branco. 

iv) Se E[ e:]> 3, a distribuição de {Yt} tem cauda mais pesada do que a distribuição normal 

v) Quando os momentos de ordem par de {Yt} existem, então a distribuição de {Y1 }é 
simétrica se a distribuição de e, também é. 

Prova: 

i) Do item ii) da Defimção 3.2.1 temos que EIY,I é fimto, logo o item i) da Defimção 3.2.1 

completa a prova. 

ii) Como E[Y,Y,_,]~E[E[YtYt_,/lt-l]]~E[Yt_,E[Ytiit-Jll~O, e pelo item i) da 

defi!Úção 3.2.1 então Cov[Y,, Y,_,] ~O. 

iii) Segue diretamente de ii) e da definição de ruído branco. 

iv) E[Y, 4 ]~E[E[crt•t II,_J]]~E[crtE[st II,_Jl]~E[crtJE[stJ. Por sua vez, pela 

desigualdade de Iensen temos que: E[cri]E[slk {E[cr1]) 2 E[sl], portanto 

E[Y1
4 ]:> {E[crt]) 2 E[sl]. Por outro lado: 

Var[Ytl ~ E[YlJ ~ E[E[crt•t II,_J]] ~ E[crtE[st II,_Jl] ~ E[crf], em conseqüência a 

d Y ·' E[Y,'] E[ '] Finalm ., E[ '] 3 b I d curtose e t satts1az: 
2 2 

;;::: Et • ente, Ja que e, > o temos o resu ta o 
{E[Y, ]) 

desejado. 
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V) Por hipótese E[Y,2m-t] < E[Y,2m] < oo para m=l,2,3 .... Por sua vez, como a distribuição de 

e, é simétrica temos que E[e~m-t] =O para m=l,2,3 .... Em conseqüência: 

E[Y,2m-l] ~ E[E[cr;m-le;m-l;It-ll ~ E[cr;m-IE[e;m-lii,_Jl] ~O. 

D 

Do teorema anterior percebemos que, especificando adequadamente as inovações E 
1 

, 

os modelos ARCH podem gerar processos não correlacionados com média zero e com 

distribuição simétrica. Além disso, quando a variância é finita (o que depende da especificação 

da variância condicional} obtemos processos de ruído branco. Por sua vez, a propriedade de 
cauda pesada vale para quaisquer distribuição de & 1 sempre que possua quarto momento finito, 

a menos que a variância não condicional seja constante. Com efeito, na prova de iv) a igualdade 
na fórmula de Jensen só é satisfeita se E[ a~] é constante. 

A não-linearidade é mostrada examinando a fa.c dos quadrados dos retornos, para o 

qual precisamos especificar o processo da variância condicional ou volatilidade. Na seção 

seguinte são apresentados os resultados para alguns modelos propostos. 

Por outro lado, mesmo no caso mais simples do modelo ARCH(l ), é muito difícil 

encontrar expressões para a distribuição conjunta dos retornos. Essa é uma desvantagem 

desses modelos e constitui uma das características mais importantes com graves conseqüências 

na predição e inferência. 

3.3 Quatro Versões dos Modelos ARCH 

Nesta seção são apresentados 4 versões dos modelos ARCH junto com a discussão das 

propriedades mais importantes. Cada modelo é construído utilizando a expressão (3 .2.1) onde 
o processo { E 1 } é assumido U.d com média zero e variância unitária e especificando a 

equação da volatilidade. Na literatura encontramos inúmeras propostas para a variância 

condicional, por exemplo em Glosten et a/ii (1993), Geweke (1986), Pantula (1986), Milloj 

(1987), Higgins e Bera (1992), Engle et a/ii (1987) e outras em Bollerslev et a/li (1994). 
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3.3.1 ARCH (q) 

Nos modelos ARCH (q) a variância condicional é definida como: 

ro >O a,> O i=I,2,3, ... q. (33.1.1) 

onde as restrições sobre os parâmetros são necessárias para garantir que a variância condicional 

seja positiva. Por outro lado, definindo as inovações3
: 

e substituindo-as em (3.3.1.1) obtemos: 

i=l 

q i 2 
(1- :Ect,L )Y, = ro +v, 

i=l 

A(L)Y,' = ro +v,, onde A(L) = 1- faiLi e L é o operador de defasagem usuaL 
i= I 

(3.3.1.2) 

Dessa forma, o processo dos quadrados dos retornos apresenta uma estrutura AR( q) com drift, 
o que constitui uma evidência da não-linearidade nos retornos. Podemos observar que se a, = 

O para i=1,2,3, ... q , então a variância condicional é constante e, nesse caso o processo { Y1
2

} é 

ruído branco. 

Sob a suposição que as inovações { E 1 } são normais, Engle (1982) demonstra que o 

processo dos retornos é estacionário, se e somente se, a equação característica associada 

A(L)=O possui raízes fora do círculo unitário. Nesse caso: 

ro 
V ar[Y, ] = E[Y,') = , 

l~La, 
i=l 

3Parametrização proposta por Pantula ( 1986) 
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O cálculo dos momentos de ordens maiores envolve expressões recursivas que podem ser 

encontradas em Engle (1982). A modo de ilustração apresentamos o resultados para o modelo 

ARCH(I): 

' ro V ar[Yt] = E[Y, ] = -- , 
1-a.t 

em conseqüência , Curtose[Y1 ] 

Observe que essa expressão não depende de co e por outro lado só é valida quando 3a ~ < 1 , 

caso contrário, a variância é infinita. 

Por outro lado, considerando que no ARCH(1) a série {Yn segue um processo AR(1), 

então as autocorrelações satisfazem: PJ =aÍ :o; (1 I 3)Y2 :o; 0,58 (pois 3a; < 1 ). Em 

conseqüência, mesmo que a primeira autocorrelação seja grande, os valores das outras 

autocorrelações tendem a zero rapidamente. Portanto, o modelo ARCH(l) não pode imitar o 

comportamento empírico dos quadrados dos retornos (ver Capítulo 2), os quais apresentam 

uma primeira autocorrelação pequena e as outras decaindo lentamente. 

Já que o processo {Yt2 } segue um AR(q), podemos utilizar a metodologia de Box­

Jenk:ins para a identificação do modelo através da fa.c e p.a.c.f Nesse sentido, experimentos 

de simulação efetuados por Bollerslev (1988) baseados em 1000 replicações mostram que, 

mesmo com amostras pequenas de tamanho I 00 e 200 a análise do p.a.c.f conduz à eleição 

correta da ordem do modelo ARCH. Entretanto, utilizando essa metodologia corre-se o risco 

de freqüentemente super-parametrizar o modelo. Similarmente ao que ocorre nos modelos 

AR(1)-SV, como discutido na Seção 2.7, os intervalos de confiança (i.c.) tradicionais 

subestimam a verdadeira largura dos i. c. das autocorrelações. 

Como é referido em Bollerslev et alii (1992), nas aplicações tem-se encontrado duas 

dificuldades. A primeira está relacionada com a dificuldade de estimar os parâmetros com as 

restrições de forma a garantir qua a variância condicional seja positiva. Nesse sentido, urna 

solução pouco satisfatória é a proposta por Engle (1982), na qual é imposta a seguinte 
estrutura para os parâmetros: a.; = a;a, sendo que os valores de a; são especificados de forma 

que a importância das observações passadas Y,2 diminui na medida que o tempo aumenta, 
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' a1 > a2 > ... > 8q com La, = 1. Mediante esse processo só temos que estimar um parâmetro; a.. 
i=l 

Estimar com restrições é uma das principais desvantagens dos modelos ARCH. 

O segundo problema é que, na prática, tem-se encontrado a necessidade de especificar 

valores grandes de q, de forma a capturar o comportamento das fa.c dos quadrados dos 

retornos que apresentam a primeira autocorrelação pequena e as outras diminuindo lentamente. 

Portanto, ao ajustar modelos ARCH( q), eles serão pouco parcimoniosos. Isso acarreta outra 

dificuldade que é a de estimar os parâmetros sob um grande número de restrições. Para 

contornar esse problema, precisamos encontrar modelos que possuam memória mais longa. 

Uma especificação natural constitui o modelo GARCH proposto por Bollerslev (1986), que é 

assunto da subseção seguinte. 

3.3.2 GARCH (p,q) 

Com o objetivo de obter processos com memória mais longa, modificamos a equação 

(3 .3 .1.1) da seguinte forma: 

• 
~ =K+l:niYt~i =K+D(L)Yt2 , 

i= I 
(3.3.2.1) 

. . 
onde D(L) ~ LJt,L'. Ao mesmo tempo, podemos parametrizar D(L) de forma a obter uma 

i=l 

representação finita e parcimoniosa na forma: 

A(L) 
D(L) ~ 1-B(L)' (3.3.2.2) 

com A(L) ~ ±a.I.!, B(L) ~ ±~p e as raízes de 1-B(L) fora do círculo unitário. Logo, 
i=l 

1 
j=l 

A(L) , 
substituindo (3.3.2.2) em (3.3.2.1) obtemos: <f. ~K+ 1 _B(L) Y., ou equivalentemente: 

[1-B(L)J<f. ~1<[1-B(L)]+A(L)Y,', isto é 

(3.3.2.3a) 
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onde p>O q<:O m>O a,:oo pJ:oo i=1,2, ... ,p j=1,2, ... ,q. (3.3.2.3b) 

Esse modelo denominado Modelo Generalizado Autoregressivo de Variância 

Condicional Heteroscedástica; GARCH (p,q) foi proposto por Bollerslev (1986). Por sua vez, 

o GARCH(l,l) foi proposto independentemente por Taylor (1986) com o nome de ARMACH. 

Neste modelo, a variância condicional é função tanto dos quadrados das observações 

quanto das variâncias condicionais passadas. Nesse sentido, é um modelo adaptativo mais 

sofisticado que o ARCH(q). Por sua vez, na expressão (3.3.2.3a) é fácil ver que se p=O então 

obtemos o modelo ARCH (q) definido em (3.3.1.1), e se pooq~O então o processo {Y,) é ruído 

branco com variância condicional (e não condicional) constante e igual a co. 

As condições (3.3.2.3b) foram impostas por Bollerslev (1986) para garantir que a 

variância condicional seja positiva. Entretanto, baseados na representação infinita do modelo 

GARCH (3.3.2.1), Nelson e Cao (1992) demonstraram que existem condições menos 

restritivas para algumas especificações. Em conseqüência, a presença de estimativas negativas 

dos parâmetros não significa que o modelo esteja mal especificado ou que as estimativas sejam 

ruins. Por exemplo, Nelson e Cao (1992) ajustaram o modelo GARCH (1,2) à série de taxa de 

câmbio Franco Francês!US$, e encontraram uma estimativa negativa para o parâmetro a~> que 

está dentro da região admissível: co~ O, O :o; j3 < 1, j3a1 +a 2 ~O, a 1 ~O. O modelo ajustado 

apresenta AIC e BIC maiores que o obtido quando utilizadas as condições de Bollerslev. Por 

sua vez, é importante ressaltar que para o caso dos modelos ARCH ( q) e GARCH (1, 1) não é 

possível relaxar as condições de Bollerslev. 

Por outro lado, as condições para a estacionariedade do modelo GARCH(p,q) foram 

encontradas por Bollerslev (1986). Temos assim que o modelo GARCH(p,q) definido por 

(3.2.1) e (3.3.2.3) é covariante estacionário com variância igual a: 

(j) 

V ar[Y,] = --~=-=---,:-- , se e somente se, 
i-La. -1:p. 

i=l 
1 

.i=l J 

Por sua vez, Bougeroll e Picard (1992) apresentam condições para a estacionariedade e 

estacionaridade estrita dos modelos GARCH (p,q). 
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A evidência de não linearidade é encontrada através do estudo da série dos quadrados 

das observ!J\'Ões. Assim, substituindo (3.3.2.3a) em (3.3.1.2) obtemos: 

2 q 2 p 2 
Yt =ro+ LaiYt-i + L~jGt-j +Vt 

i=ol j=l 

2 m 2 p 
Y, ~ro+l:(a;+P;)Y,_;~:Ep,v,_,+v., 

•=1 pl 

Y,' ~ro+[A(L)+B(L)]Y,' +[1~B(L)]v 1 , 

(3.3.2.4) 

(3 3.2.4a) 

onde m=max{p,q}. Dessa forma, {Y,'} segue um processo ARMA(m,p) com drift. Portanto, a 

série dos retornos é não correlacionada mas não independente. 

Por outro lado, se fazemos q=O em (3.3.2.4) obtemos: 

2 p . 
isto é, Yt = ro[l- L~iV ]-1 + Vt, em conseqüência, o modelo é não identificável. Portanto, a 

i=l 

menos que p=O, q tem que ser maior que zero. 

Tal como nos modelos ARCH(q), o processo de identificação pode ser realizado 

aproveitando a estrutura de autocorrelações e autocorrelações parciais dos quadrados das 

observações que exibem um comportamento similar aos modelos ARMA(p,q). No caso do 

GARCH (1,1) expetimentos de simulação efetuados por Bollerslev (1988) mostram que os 

resultados são satisfatórios. No entanto, na literatura é freqüente a escolha do modelo através 

de critérios como o AIC ou BIC, ver Seção 3.5. 

Como será discutido na subseção 3.5, o ~diagnóstico do modelo é realizado através da 

. . d 'd d fi 'd ' Yt N li -estunattva os rest uos, e ru os como E=-,-. as ap caçoes 

'" 
empíricas com modelos 

GARCH, supondo inovações normais, tem-se encontrado que a distribuição dos resíduos 
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apresenta cauda pesada. Para contornar esses problema Bollerslev (1987) introduz o uso de 

inovações com distnbuição t-Student Padronizada4
, cuja função de densidade é: 

.f v+ I) 
f(s;) ~ 1 ~ 2 I ~' 
~[ s' ]' 1~2)-,/V-l ]+-'-

V-2 

(3.3.2.5) 

onde v > 4 para garantir cauda pesada. 

Outro aspecto observado empiricamente nos ajustes de modelos GARCH em séries 

financeiras é que os valores de p e q raramente são maiores que dois e que a contnbuição dos 

termos de ordem superior a um são insignificantes (Pagan, 1994). Nesse sentido, de longe o 

modelo mais utilizado e com bastante sucesso é o modelo GARCH(l,l). A seguir 

apresentamos uma breve discussão deste modelo. 

3.3.2.1 GARCH (1,1) 

No modelo GARCH(l, 1 ), a variância condicional segue a fórmula: 

(3.3.2.1.1) 

O cálculo dos momentos envolve operações recursivas. Bollerslev ( 1986) mostrou que 

uma condição necessária e suficiente para a existência de momentos de ordem 2m é 5 : 

j 

ao= I , a. ~II(2j-I) 
J i=l 

nesse caso, temos que: 

4Possue média zero e variância unitária. 
5 Assumindo que o processo começa no passado com os primeiros 2m momentos finitos. 
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Em particular, se 3a 2 +2al3+13 2 <1 então o quarto momento existe e obtemos: 

' O) ' 3ro' (I Ht+ BJ 
E[Y, ) ~ i-a- B , E[Y, ) ~(i-a- BJ(l- B' _ 2aP- Ja'f Portanto, a curtose é igual a: 

C [ YJ~ 3(1-(a+BJ'J 
Urtt 2 2 1-P -2aP-3a 

que é maior que 3 para todo a ~ O. 

Nelson (1990)6 e Bougeroll e Picard (1992) derivam uma condição necessária e 

suficiente para provar a ergodicidade e estacionaridade estrita do modelo GARCH (1,1). Sendo 

ro >O, o modelo GARCH(l,l) definido em (3.3.2.1.1) é ergódico estritamente estacionário se e 

somente se E[log(j3+azf)] <O onde {&1 } é o processo de inovações padronizado definido em 

(3.2.1). Adicionalmente, já que a função log(.) é côncava, então pela desigualdade de Iensen 

temos que: E[log(B+cre1)J<log(E[P+cre1])~1og(p+a). Logo, se a+B<i, então 

E[log(j3+a&f)] <O e, consequentemente, o modelo GARCH(l,l) é estritamente ergódico e 

covariante estacionário. 

Pela expressão (3.3.2.4) o processo {Yf} no GARCH(l,l) é da forma ARMA(!,!) 

com parâmetro autoregressivo (a+ 13) e parâmetro de média móvel ( -13 ). Portanto, supondo 

que o quarto momento de {Yt} é finito, a p.a.c.f é em geral finita e dominada por uma 

exponencial e, a f a. c é: 

ra(I-aP-P'J 

P ,(<J~j l-2aP-B' 
Y, l (3.3.2.1.2) 

(a+B).-.p, 

Supondo que o quarto momento existe é possível mostrar (Bollerslev, 1988) que as duas 

primeiras autocorrelações satisfazem: 

' p2 ;;::: p, 

P2 <p1 0:S:p1 :-::;;I/3 

p2 < (2/3+ 2312 Pt(l I 3- p~)l/2- PDl/2 p, 

6fomece fónnulas para ava1iar as condições de estacionaridade no caso que a distribuição condicional dos 
retornos seja normal e Cauchy. 
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Analogamente ao ARCH(1 ), a primeira autocorre1ação é menor que 0,58. 

Quando a é pequeno e a+ f3 grande, a f. a. c dos quadrados das observações num 

modelo GARCH(l,l) apresenta um comportamento que aparece freqüentemente nas séries 

financeiras (assim como também as Séries Exemplo), isto é, a presença de uma primeira 

autocorrelação pequena e as outras diminuindo lentamente. Esse é um dos motivos do sucesso 

do modelo GARCH(l,l) na modelagem das séries financeiras. Nas aplicações, freqüentemente 

o ajuste dos modelos apresenta valores para a+ f3 muito próximos de 17
• As conseqüências 

desse fato são exploradas na subseção seguinte. 

3.3.3 IGARCH (p,q) 

Levando em consideração o fato de que nas aplicações empmcas com modelos 

GARCH(p,q) as estimativas de :±ai+ :t~j são muito próximas de um, Engle e Bollerslev 
i=l j=l 

(1986) propõem o modelo GARCH Integrado: IGARCH, o qual é definido como (3.3.2.3a) 

sujeito à restrição ±ai+ :t~j = 1. O modelo mais utilizado nas aplicações empíricas é o 
i=l j=l 

IGARCH(l,1). 

Existem duas conseqüências importantes da definição desse modelo. A primeira é que 

pelo Teorema de Bollerslev, o modelo IGARCH não é covariante estacionário e, a segunda é 

que o efeito dos choques na variância condicional permanece indefinidamente. Este fato está 

relacionado ao conceito de Persistência, que será discutido logo a seguir. Com efeito, pela 

expressão (3.3.2.3a) com a condição A(L)+B(L)~I, temos que: 

Yf ~ro+A(L)Yf +B(LJut, 

u1 - "' + y2 
t-1-B(L) 1 ' 

7 Ver Bollerslev et a/fi (1992) e Taylor (1986). Nesse último estudo são ajustados modelos GARCH(l,l) ou 
ARMACH para 40 séries financeiras. Com exceção de 6 séries, os valores de a + ~ são maiores ou iguais a 

0,97. Entretanto, como mostram Lamoreaux e Lastrapes (1990) no estudo de 30 séries de ações, ao incorporar 
na variância condicional do GARCH(l, 1) mudanças estruturais, as estimativas de a: + ~ são bem mais baixas 

quando comparadas com as estimativas sem considerar as mudanças estruturais. 
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e, considerando que Yl ::::: sfcr'f obtemos finalmente, 

ar= m 2' 
(I- B(L))(l- Et) 

portanto o efeito dos choques na variância permanece indefinidamente. 

Apesar dos modelos IGARCH não serem covariante estacionários, Geweke (1986) e 

Nelson (1990) mostraram o importante resultado que esses modelos são estritamente 

estacionários e ergódicos. A existência de modelos com essas características dificulta uma 

definição única de persistência, sendo necessário, portanto, distinguir dois tipos de persistência8 

, os quais são definidos considerando a natureza da convergência dos processos { a'f } . 

i) Convergência em distribuição: considere uma sequência {cr'f} e denote por F(cJf) a função 

de distribuição acumulada (fd.a.) de {ar} e por Fs(ar) a fd.a de {ar} dada a informação até 

o tempo s<t, I,. Caso, para qualquer s {Fs(ar)- F(ar)} convergir para O quase certamente 

para todo ponto de continuidade quando t ---.--)- oo, isto é, a infonnação no tempo s não 

influencia a distribuição do processo quando t ---.--)- oo, dizemos que os choques não persistem na 

distribuição de { a'f}. Uma condição suficiente para que ocorra essa convergência é que { cr'f} 

seja ergódico e estritamente estacionário. 

ii) Convergência nos momentos: a influência dos choques não persiste indefinidamente em 

{ar} se para quaisquer s, E[arn /Is] converge a uma constante que independe de I, quando 

t---.--)- 00. 

Como no GARCH(l,l), E[crf /Is] converge à variância não condicional ro 
1-a-P 

quando t ---.--)- oo e além disso o processo { cif} é estritamente estacionário e ergódico, 

consequentemente sob os critérios i) e ii) concluímos que no GARCH(l,l), o efeito dos 

choques não permanece indefinidamente na variância condicional. Em várias especificações 

GARCH(p,q), existe conflito entre os critérios i) e ii) pelo fato, já mencionado, de que os 

processos são estritamente estacionários e ergódicos, mas podem não possuir momentos finitos 

(para alguns valores de n). Já nos modelos IGARCH, os choques não persistem segundo o 
critério de distribuição i), mas persistem segundo o critério ii) pois E[of" lls]---.--)- oo quando 

t----)-oo Vn. 

8 Em Nelson (1990) são introduzidos os tipos de persistência. 
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Embora o efeito dos choques possa não influir indefinidamente, o decaimento da sua 

influência pode apresentar diferentes velocidades. Desta forma, além da escolha do tipo de 

persistência é necessário encontrar uma forma de medir essa velocidade de decaimento. Como 

anotam Bollerslev et alii (1994), na prática, a escolha do tipo de persistência depende dos 

objetivos do estudo (estimação ou previsão) e por outro lado, da facilidade para calculá-la. 

Assim, no modelo GARCH(l,l) a persistência (p) é usualmente definida como a+jl. Nesta 

definição um valor igual a 1 indica não convergência em momentos. 

Por outro lado, uma medida auxiliar que permite melhor interpretação da persistência p 

é a meia-vida (half-life); mv, a qual é definida como: 

-log(2) 
mv:::: 

log(p) 
(3.3.3.1) 

A meia-vida mede o período de tempo (por exemplo número de dias de funcionamento de 

mercado) necessário para que o efeito de um choque na variância condicional diminua até a 

metade. 

3.3.4 EGARCH 

Motivado pelos trabalhos de Pantula (1986) e Geweke (1986), Nelson (1988, 1991) 

propôs o modelo GARCH Exponencial; EGARCH, na tentativa de sanar as seguintes 

deficiências dos modelos GARCH: 

i) Apresentam dificuldades na estimação dos parâmetros com restrições. 

ii) Não incorporam Assimetria: diversos estudos como os de Black (1976) e Christie (1982), e 

as referências em Bollerslev et alii (1992, p.24) encontraram evidência que os ativos são 

correlacionados negativamente com mudanças na volatilidade, de forma que os retornos 

aumentam quando há um excesso de retornos menor que o esperado e tendem a cair quando há 

um excesso de retornos maior que o esperado. Conforme visto no Capítulo 2 isso é conhecido 

como Leverage E.ffect. 
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iii) Dificuldades em interpretar a Persistência já que alguns modelos (I)GARCH podem ser 

estritamente estacionários mas não covariante estacionários. 

O modelo EGARCH é definido seguindo a forma usual de modelo produto como: 

com{&.) i.i.d e E[ E,]= O , Var[E,] =I, 

no qual a variância condicional está definida por9
: 

(3.3.4.la) 

com a função g(.) especificada usualmente como: 

(3.3.4.lb) 

onde {Kt}~~ e {«h}; .. 1 são seqüências não estocásticas de números reais e 9 é uma 

constante real. O processo {g(st)}::: é i.i.d com média zero e, portanto, constitui a inovação 

do processo da variância condicional em (3.3.4.la). Por sua vez, supondo { Kt} como uma 

seqüência de constantes o modelo é mais simples. 10 

Com o objetivo de incorporar choques com distribuições que apresentam cauda pesada, 

Nelson (1991) sugere o uso da Distribuição do Erro Generalizada (Generalized Errar 

Distribution, GED), sendo a versão padronizada a seguinte: 

com (3.3.4.5) 

onde 

'-2"'r(z;v) 
E[l•,ll = ( \ r ljv1 

9 Parametrização diferente do modelo proposto por Nelson ( 1991) 
1 
~elson( 1991) numa aplicação empírica utiliza a seqüência {kt} como não constantes para medir o efeito dos 

dias nos quais o mercado não funciona. 
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Nesta distribuição, v é o parâmetro responsável pelo peso das caudas. Assim, quando v> 2 

(v<2) a distribuição apresenta caudas mais (menos) pesadas que a normal. Se v-=2 a distribuição 
GED toma-se normal padrão e, nesse caso, E[l•, ll = J2/7t. 

A discussão a seguir visa comentar as propriedades do modelo EGARCH que tratam as 

deficiências dos GARCH citadas anteriormente. Primeiro, com relação ao item i) fica claro pela 

definição (3.3.4.1) que na formulação do modelo EGARCH, não precisamos restrições nos 

parâmetros para garantir que a variância condicional seja positiva. 

Por outro lado, o efeito assimétrico dos choques na variância condicional é introduzido 

nas inovações {g(E,)} através do parâmetro e. Com efeito, em (3.3.4.lb) temos que: 

{

(8+ I)Et 
g(Et)= 

(8-I)Et Et < 0 

Se 9=0, um choque positivo ( 1.>1 > O) produz o mesmo efeito na volatilidade que um choque 

negativo da mesma magnitude. Por sua vez, se -1 < e < O, um choque positivo aumenta a 

volatilidade menos que um choque negativo. Finalmente se e< -1, um choque positivo reduz a 

volatilidade enquanto que o choque negativo aumenta a volatilidade. Portanto, em geral se 

e < o temos evidência de Leverage Effect. 

Finalmente, Nelson (1991, p. 351-353) demonstra através de dois teoremas a existência 

de coerência nas definições de persistência i) e ii) da Seção 3.3.3. Apresentamos isso na forma 

de um Teorema: 

Teorema 1: 

Quando a distribuição de {E 1 } é GED com v> 1 (isto é, com cauda menos pesada que a 
00 

cauda da exponencial dupla) e se Lt!>! < oo então, o processo das observações {Y,} e o 
1=1 

processo das variàncias condicionais { U:} é ergódico, estritamente estacionário e possui todos 

os momentos finitos, o qual implica, por sua vez, ser covariante estacionários. 
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Por outro lado, na modelagem, precisamos expressões parcimoniosas de (3.3.4.1). 

Nesse sentido, é conveniente representar o modelo na forma ARMA Assim, de (3.3.4.1): 

ln(cr;) ~ K, +n(L)g(e,_,) (3.3.4 7) 

no qual: n(L) = ., +. 2L+. 3I!+ .... Dessa forma, parametrizando esse polinômio como: 

'"' Í:'I'·L~' 
i=l I 1t(L) ~ -"'--:-,--

1- 2:!. .L' 
j=l J 

(3.3.4.8) 

e substituindo (3.3.4.8) em (3.3.4.7) obtemos: 

p . 2 q+l . 

[1- 2:!. L']ln(cr,) ~ K, +[2: 'l'·r:-' ]g(e,_,). 
j=l J i=l I 

Portanto, podemos definir o modelo EGARCH (p,q) como: 

p q+l 

ln(c?,) ~ K, + 2:!.; ln(cr;_;)+ Í:'l',g(e,_;) (3.3.4.9) 
J=l •=1 

Esse modelo é identificável quando os polinômios [~w;Li-l] e [ 1- ~.& jU J possuem raízes 

diferentes. Dessa forma, pelo Teorema 1, os processos {a; } e {Y, } são estritamente 

. . . . d' ' d Íl ~ • L; l - fo d . l estac10nanos e ergo tcos se e somente se as rruzes e L - ~ L1 j J estao ora o ctrcu o 

unitário. 

Por outro lado, o fato de trabalhar com o logaritmo da variância condicional e a forma 

de introduzir a assimetria fazem com que as expressões dos momentos para os modelos 

EGARCH sejam complexas. Essas expressões podem ser encontradas em Nelson (1991) 

supondo que a distribuição das inovações é GED. 
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3.4 Estimação 

Entre os métodos paramétricos para estimar modelos ARCH, o mais estudado e ao 

mesmo tempo o mais utilizado nas aplicações empíricas é o Método de Máxima 

Verossimilhança (ML). Esse procedimento é desenvolvido sob a suposição de que é conhecida 

a distribuição das inovações; seja normal, t-Student ou do tipo GED. Outra alternativa é fazer 

uso da metodologia desenvolvida por White (1982) nomeada Método de Quase-Máxima 

Verossimilhança (QML) na qual assume-se que a distribuição das inovações pertence a uma 

familia próxima11 à normal. O objetivo da presente seção é apresentar de uma forma breve e 

sem rigor a estimação nos modelos ARCH através dos métodos ML e Q:tvfL. Essas 

rnetodologias são desenvolvidas para o caso mais geral de um modelo de regressão com 

perturbações que evoluem corno um modelo ARCH12
• O conteúdo desta seção segue 

basicamente a abordagem de Bollerslev et alii ( 1994). 

3.4.1 Método de Máxima Verossimilhança 

Seja o processo dos retornos {Yt} e a amostra disponível: {Yt,Y2, ... , YT}. Trabalhamos 

com o modelo: 

Yt:::::llt+Y; 

y;• ::::: 0"181 

h! ::::: cr; 

(3.4.l.la) 

(3.4.l.lb) 

(3.4.1.1c) 

onde Jl1 = E[Y
1 
I 11_1 ] é a media condicional do processo, a qual pode admitir defasagens e 

{8 1 } é um processo i.i.d com E[a 1 ]::::: O, Var[E 1 ] = 1 e densidade f\ a). Como foi mencionado 

anteriormente, todo o processo de inferência está baseado nas variáveis {8 1}. 

O vetor de parâmetros do modelo (3.4.1.1). 'f'.= (E>',r) possui ordem (m+k)xl, onde 

@ corresponde aos parâmetros da média e variância condicionais do ARCH, cuja ordem é 

(mxl) e r corresponde aos parâmetros de perturbação da densidade f\ e). 

11 A distribuição está a uma distância especifica seguindo a métrica de Kullback-Leibler. 
1ZOs mesmos princípios podem ser utilizados na derivação dos resultados para um modelo ARMA com 
inovações ARCH. O primeiro tratamento desse modelo foi dado por Weiss (1984). 
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A função de distribuição conjunta das observações é dada por: 

f(y,, ... ,yr)= f(y,)f(y, /y!) .. f(yr /y,,y,, ... ,yr-I), 

e o Log-Verossimilhança: 

L('!')= log f(y1, y,, ... , YT) 
T T 

= logf(y,) + I)ogf(y; I y,, ... ,y,_!) = logf(y,)+ ~)ogf(y; IL-1). (3.4.1.2) 
i=2 i=2 

Existem duas formas de tratar a expressão anterior. Freqüentemente, a contribuição de logf{y1) 

na somatória em (3.4.1.2) é desprezível, e pode ser considerado como zero. No ARCH(l), 

experimentos de simulação com amostras pequenas (100 observações) realizados por Diebold 

e Schuermarm (I 992) mostram que a inclusão do tenno logf{y1) na estimação, produz 

modificações insignificantes nas estimativas. Um segundo enfoque é considerar a fórmula 

(3.4.1.2) como a log-verossimilhança condicional à observação y 1. Como observam Bollerslev 

et alii (1994, p.21) essa abordagem não compromete as propriedades assintóticas dos 

estimadores. Em conseqüência, na parte restante do Capítulo consideramos que: 

T 
L('P) = Dogf(y; /IH) 

i:::o2 
(3.4.1.3) 

É conveniente expressar a relação anterior como função das inovações {s,}. Nesse sentido, em 

(3.4.1.1) considerando que então 

13 O simbolo cp(x) evidencia que a variável em questão é função de x. 

_,( ) y,-J.t, 
&-=<p Y· = 

l l Cj. 

' 
e: 
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logf,.,,_, (w) = log f,,,,_, ( w :, ).1,)- ~ log(h,) , 

na discussão posterior não colocamos explicitamente a variável w a qual é suposta entendida. 

Assim: 

logf(y, /!,_,) = logf(e, ll,_,)- 0.5log(h;) (3.4.1.4) 

e, substituindo (3.4.1.4) em (3.4.1.3) obtemos: 

T T 
L('f') = 2: log f(e; I 1;_1)- 0.52:log(h;) (3.41.5) 

i=l i=l 

Para um valor "P'o = (fo,E>o) condicionada a algumas informações iniciais, a seqüência 

de variâncias condicionais hi pode ser calculada e por sua vez, utilizadas no cálculo da log­

verossimilhança em (3.4.1.5). Por exemplo, no GARCH (1,1) precisamos conhecer lL,., h.,.2, 

... , h., e y~p+t, y~p+2, ... , y~. Nesse caso, Bollerslev (1986) sugere o uso de: 

h 
, 2 . 

j = cr r-p+l,-p+2, ... , o , (3.4.1.6) 

onde Ô' 2 é a variância amostrai de {yi} i=l,2, ... ,T, enquanto Shephard (1994b) sugere utilizar 

a variância amostrai dos primeiros 20 valores. 

Uma vez calculada a verossimilhança, essa pode ser maximizada utilizando algoritmos 

apropriados de otimização. Entre outros temos o Método do Escore, utilizado por Engle (1982, 

p.997) e o Algoritmo BHHH (Bemdt, Hall, Hall e Hausman, 1974) utilizado por Bollerslev 

(1986, p.317). 

A principal quantidade envolvida no processo de maximização é o Gradiente, o qual pode ser 

calculado numericamente através de diferenciação numérica em (3.4.1.4), ou de maneira 

analítica. Com efeito, assumindo que logf(e; 11;_1), ~; e h;=~ são diferenciáveis em \f' 

obtemos que o gradiente da log,verossimilhança (VL) é igual a: 

T 

VL('I')= V'L(y,, ... ,yT I'P)= Í:s;(y, /'P), (3.4.1.7a) 
i= I 
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onde os escores s; de ordem (m+k)xl estão definidos como: 

·( .;m)~ a!ogf(y; /!,_,) 
s, y, r _ a'P (3.4.1.7b) 

Logo, o estimador ML é a solução das (m+k) equações não-lineares dadas por VL('P)::: O, e 

pode ser calculado utilizando, por exemplo, os algoritmos mencionados anteriormente. 

Explicitando a equação (3.4. 1.7b) com ajuda de (3.4. 1.4) temos: 

s·( ·/'f')~ 81ogf(o, !I;_,)_ 1 a!og(h,). 
' y, 8'P 2 8'!' 

Nas aplicações, a densidade das inovações E1 é invariante no tempo. Na discussão a seguir 

consideramos f(&;/!,_,)= f(&;) . Por sua vez, já que f(o,) depende só de r e h; depende só 

de e, então trabalhando na expressão anterior obtemos: 

s· ( , I 'I')= - 1- Bf(&;) 
• y f(&;) B'P 

I Bh, f' (oi) a., 
--= ---
2h, B'P f(&,) ~ 

(3.4.1.8) 
2h, ~ 

d f '( ) Bf(o;) p a1· ' . ai I a., . on e E; ::: ar . ara av tar elettvamente SI resta c cu ar ae 'asstm: 

ay; iJ(Y, - Jl;) _ 811, 
ecomo --= -

~ ~ ~ 
então: 

(3.4.1.9) 

em conseqüência, sübstituindo (3.4.1.9) em (3.4.1.8): 

Si (y, I 'I')= f' <•·>[ _ _!_ Y.'hi"' Bh, --1
- 811']- LI_ Bh, 

f(•i) 2 ~ ,[h; ~ 2 h, ~ 
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s,(y, /'P)~-I_8h, [-f'(o,) -I]- f'(o,)_I_(lt, 
zh, ae f(o,) f(o,) Jh: ae (3.4.1.10) 

Substituindo (3.4.1.10) em (3.4.1.7a) obtemos o Gradiente VL('P)e, dessa forma, o estimador 

de máxima verossimilhança é encontrado resolvendo as (m+k) equações não-lineares de 

VL('P)~O. Finalmente, uma vez especificado f(o;), encontramos f·(o;) Na Tabela 3.1 
f( o;) 

apresentamos os resultados para as três densidades usualmente utilizadas como inovações nos 

modelos ARCH que foram apresentadas na seção anterior. 

Tabela 3.1 
f'(•) 

Valores de-- para as densidades normal, t-Student e GED 
f(•) 

Densidade Partimetros de f(•) 

Perturbação 

Normal Nenhum1 I ' 
f(o)~ .{i;te-'"' 

27t 

t Studenf(o) v• ~';') I 
f(c.).,~· ' v ... 

- v-2r c, ]' 
2 L1+ v-2 

GED v' I I I' l vexrt -0.5 6

~ J 
f( e,)~ 

"'~]) A2" -
v 

),} ~z-"T(v-')f(3v-') 

1 A distribuição depende exclusivamente da média e variância condicionais. 
• v > 4 para garantir cauda pesada. 
b v>O. 

f• (•) 
f(•) 

-e 

-•(v+ I) 

•' +(v- 2) 

-o,s;\~1' 
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A seguir apresentamos na forma de exemplos, as expressões dos escores para dois 

modelos supondo que as inovações {&i} possuem distribuição normal, em cujo caso 

f·(&) 
~-=-E. 

f(&) 

Exemplo 3. I: Modelo de Regressão com perturbações AR(q) 

Seja o modelo: 

Y1 =X;J3+ Yt, 

• 
ht =m+ La:jY;?:j, 

j=l 

onde X'=(Xt, X2 , ... , X..) são variáveis exógenas. Na notação de (3.4.1) Jl1 = Xii3 e, 

como as inovações são normais então; 'P = ® = (j3, m,ã) cuja ordem é (r+l+p) e 

f·(&)~-&~ y'Ji!!' . Substituindo esse valor em (3,4, 10) obtemos: 
f(&) h, 

81 
~-1_éiht[(Yt -Xjjl) 2 

_
1
]+ (Yt -Xjjl) 8~t 

2ht i'B ht ht i'B 

e dado que: 

~ ~(Xt,Õ)' 

Oh, a I ,.q., _ l ( ,.q., _ _ J' 
i'B ~ i'Blro+ 2,,.a;(Yt-i -X(_;~) 2 J=l-22,..aiX(_;(Yt-i -X(_;~),o(~) 

t=l 1=1 

- ( - 2 - 2 - 2) onde o(~)~ 1,(Yt-!-X(_ 1 ~) ,(Yt-2 -X(-2~) , ... ,(Yt-q -Xi-q~) é vetor qxle 

Õ é vetor (q+ l)xl. Portanto: 

St ~-{-1 __ (Yt-i -X(_;Jl)
2 

2ht 2h[ 
)(l ,.q_, - - J' ((Yt-i - X(_;Jl) -) -2t;a;X(_i (Yt-i - X(_;~),o(~) + ht ,O 
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b:emplo 3.2: Modelo AR(J) com inovações GARCH(l, 1) 

O modelo é definido como: 

• Yt = pYt-1 + Yt , 
'2 ht =•J+aY1_1 + Pht-1, 

sendo ~~ = pYt-1, 
m 

0 
f·(e) Y; -~; .. 

r= " = (p,ro,a, p) e --=-e= FL . Logo, substttumdo: 

à~t ( ) 
80 

= pYt-1,0,0,0' 

f(e) vh; 

àht ( 2 ) , 
80 

= 2a(Yt-1-pYt-2)Yt-2,l,(Yt-1-PYt-2) ,ht-1 

em (3.4.10) obtemos a expressão para o escore: 

I 
s, = -

2 
((Y,- pY,_I)2 - h,)(2a(YH- pY,_,)y,_,,J,(Y,_,- pY,_,)2 ,h,_,)'D 

2h, 

+ (Y, -pYHl (Y 000)' 
ht t-1, ' ' . 

Incerteza dos estimadores ML 

Para alguns modelos econométricos é possível mostrar que a distribuição assintótica dos 
, 

estimadores de máxima verossimilhança \f', satisfaz: 

D 
(T- 'Po) ~N(O,lo 1 ) (3.4.11) 

onde I é a matriz de informação14
, a qual pode ser avaliada de duas formas, através das 

matrizes: 

140 subíndice "o" indica que as quantidades estão avaliadas no verdadeiro parâmetro. 
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I {.J ils,(Yi /%)] I~ [ j 
Ao~Tf'~ iJ'P ouBo~TL..Esi(Y;/'I'o)si(Yi/'l'o)·. 

1-l t=l 

Estimadores consistentes dessas matrizes são: 

T , 
Â ~ ~L; as, (Y, I '!') 

T i=t O'P 
(3.4.12) 

A 1 T A A 

B~ TL:[sJY, /'l')s,(Y, /'!')·] 
t=l 

(3.4.13) 

Se o modelo está corretamente especificado então A.,=Bo, em cujo caso a eleição de Â ou :B 
está baseada na facilidade de cálculo dessas matrizes. 

Em modelos ARCH, com exceção dos modelos ARCH(q), GARCH(I,I) e 

IGARCH( I, I), não foi demonstrada ainda a veracidade da expressão (3. 4.11). 

Existem poucos estudos relacionados com as propriedades de normalidade assintótica 

dos estimadores ML em amostras finitas. Entre eles, Engle et alii (1985) mostram que para 

tamanhos de amostra muito pequena (25,36,49,64,81) os estimadores do modelo AR(l) são 

viciados. 

Por outro lado, experimentos de simulação com amostras de tamanho 500 realizados 

por Lumsdaine (1995) nos modelos GARCH(I,I) e IGARCH(I,!) mostram que as 

probabilidades de inclusão (coverage probabilities) de 90 e 95% na maioria das vezes 

subestima os níveis atuais e, no GARCH(l,l) essas probabilidades estão próximas dos níveis 

teóricos. Por sua vez, a estatistica t correspondente a a possui distribuição assintótica 

razoavelmente próxima da normal com assimetria à esquerda, especialmente para os 

IGARCH(l,l). As estatísticas t correspondentes aos parâmetros úJ e 13 possuem distribuições 

que estão muito afà.stadas da normal e apresentam forte assimetria à direita e à esquerda 

respectivamente. A assimetria é severa para o caso dos IGARCH(l,l). Esses resultados 

indicam que no caso dos modelos IGARCH(l,l) são necessários tamanhos de amostra muito 

grandes para realizar inferência; em particular Hong ( 1987) encontrou que são necessárias 5000 

observações (aproximadamente 20 anos de retornos diários). 
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O cálculo das derivadas analíticas nos modelos ARCH é di:ficil para alguns dos modelos, 

sendo necessário recorrer ao calculo numérico dessas expressões. Nesse sentido, do ponto de 

vista computacional é mais fácil trabalhar com (3.4.13). Experimentos de simulação realizados 

por Bollerslev e Wooldridge ( 1992) com amostras pequenas mostram que sob certas condições 

de regularidade as estimativas encontradas através do algoritmo BHHH são satisfatórias. 

Por outro lado, se a matriz I for diagonal, o cálculo dessa fica simplificado e pode ser 

realizado em duas etapas. Isso é possível para alguns modelos ARCH, como por exemplo para 

o modelo de Regressão com perturbações ARCH(q) (Engle,l982), mas não para outros como 

os EGARCH (Nelson, 1988,1991) ou ARCH-M (Engle et a/ii, 1987). Assim, seja 
8· = (9t.8 2 ) onde 9 1 parametriza a média condicional u1 e 9 2 parametriza a variância 

condicional; ht, considerando que 
8

!lt = O, então a matriz I é diagonal sempre que as oo, 
inovações sejam normais e sob certas condições de regularidade de tal forma que Oht =O. A oo, 
estimação em dois estágios consiste nos seguintes estágios: 

i) Obter um estimador consistente dos parâmetros da média condicional ( ê 1) através do 

método de Quadrados Mínimos (OLS). 

ii) Baseados nos resíduos de i) estimar 8 2 pelo método de máxima verossimilhança. Esses 

estimadores são assintóticamente eficientes. 

O procedimento apresenta duas desvantagens; a primeira é que a perda de eficiência pode ser 

muito grande (Engle, 1982) e a segunda que os erros padrão das estimativas precisam ser 

corrigidas, por exemplo, pelo método de White (1982). 

3.4.2 Método de Quase-Máxima Verossimilhança 

Como mencionado na subseção 3.3 .2, nas aplicações empíricas com modelos ARCH é 

freqüentemente observada a presença de cauda pesada na distribuição dos resíduos. Nesse 

sentido é desejável verificar se as propriedades de consistência e distribuição assintótica dos 

estimadores de máxima verossimilhança (ML) são robustos à normalidade nas inovações { Et}. 
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White (1982) demonstrou que em alguns modelos econométricos é possível definir uma 

família de distribuições para { &t} próximas da normal15 de forma que os estimadores obtidos 

pela maximização da verossimilhança construída sob hipótese de normalidade (tPQML) são 

consistentes e satisfazem (assintóticamente): 

(3.4.14) 

A abordagem descrita é conhecida como de Quase-máxima Verossimilhança (QML). Se a 

distribuição de { &t} for normal, o modelo está corretamente especificado, então Ao=Bo e, em 

conseqüência obtemos a expressão (3.4.11). 

Nos modelos ARCH, utilizando a metodologia proposta por White (1982) demonstra­

se a validade da expressão (3.4.14) somente para os modelos ARCH(q), GARCH(l,l) e 

IGARCH(l,l). Para os modelos ARCH(q), Weiss (1986a) mostrou que os estimadores QML 

são consistentes e satisfazem (3.4.14), mas sob a hipótese muito restritiva de existência de 

quarto momento em {Y,}. Bollerslev e Wooldridge (1992) relaxaru as condições de Weiss 

(1986) e mostrararu a validade de (3.4.14) para os modelos ARCH(q) supondo que o escore e 

a segunda derivada possuem distribuição normal e sob certas condições de regularidade. Essas 

condições são difíceis de verificar no caso dos modelos GARCH. Lumsdaine (1996) mostrou 

que o resultado (3.4.14) para os modelos ARCH(q), GARCH(I,I) e também para o 

IGARCH(1,1) é verdadeiro sob condições menos restritivas, exigindo-se apenas que a 

distribuição de { &t} possua momento de ordem 32 finito e que a densidade seja simétrica 

unimodal. 

Nos três estudos anteriores é suposto que o processo { et} é i.i.d e/ou normaL Lee e 

Hansen (1994) relaxam essa suposição mostrando que para condições bastante fracas sobre 

{ &t}, é possível mostrar que os estimadores QML são assintóticamente nom1ais. 

através 

Bollerslev e Wooldridge (1992) mostram que uma forma mais fácil de estimar A é 

- I ~[ 0tt 8!lt · I I 8bt 8bt • I ] de· A::::-"'-..i------------- sob a suposição de que os dois 
. T i=l 8'P 8'P ht 2 8'P 8'P hf ' 

primeiros momentos da distribuição estejam corretamente especificados. Adicionalmente, 

experimentos de simulação realizados por Engle e Gonzáles-Rivera(1991) mostram que as 

15Considerando a distância de Kullbak~LeJbler 

73 



Modelos ARCH 

estimativas :ML e Ql\1L são próximas para inovações com densidades simétricas. Caso 

contrário, a perda de eficiência pode ser muito grande e é aconselhável utilizar densidades não 

paramétricas. 

3.5 Testes de Hipóteses e Diagnóstico 

Seja a seguinte hipótese de interesse: 

(3.5.1) 

na qual r: 0xH --+ R g é uma função diferenciável no interior de \f e g<m+k. O Teste de 

Razão de Verossimilhança (TLR), o Testes Wald (Tw) e o Teste de Multiplicadores de 

Lagrange (TLM) são definidos da seguinte forma: 

TLR ~z[L(Y;.Pt)-L(Y;-Yo)] 

' ilr('l't) ' l ilr('l't ) • [ ' ' ]-l 
Tw ~ Tr('Pt)' il'P· C! il'P r('Pt) 

T ~ {{ ilr('Po )}' ê-t { ilrePo )}jl 
LM iJ'P o iJ'P 

onde os subíndices O e 1 correspondem as estimativas sob a hipótese nula e hipótese alternativa, 

respectivamente. A matriz C é uma estimativa consistente da matriz de covariância e quando é 

estimada dentro da abordagem de Quase-máxima verossimilhança, utilizando os resultados de 

White (1982), então os testes são ditos robustos. Normalmente, para vários modelos 

econométricos, se Ho é verdadeira e sob certas condições de regularidade, os três testes 

possuem distribuição assintótica X 2 com (m+k)-g graus de liberdade. 

Lumsdaine (1995) examina a validade dos testes apresentados através de experimentos 

de simulação (com séries de tamanho 500) com relação ao teste Ho: IGARCH(l,l) e H1: 

GARCH(l,l). (nesse caso r(\f):::::: a+ ~-1). Os resultados encontrados por ele mostram que o 

teste Wald apresenta tamanho (percentagen de rejeição) próxima da normal, enquanto que para 

os outros testes é maior do que a normal. Adicionalmente, ao comparar os tamanhos do teste 

Wald e do teste Wald robusto, este último é preferível. 
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Os testes de Multiplicadores de Lagrange podem ser utilizados como testes de 

especificação. Os estudos sobre o desempenho desses testes (frequentemente utilizados na 

literatura) em amostras finitas são poucos (ver Bollerslev et alii, 1994). Por exemplo, quando 

testamos o modelo GARCH(l,l), Bollerslev e Wooldridge (1992) encontram que o Teste LM 

apresenta um comportamento satisfatório. 

Outros Testes de Especificação avaliáveis são os baseados nos momentos, entre eles os 

propostos por Newey (1985) e Tauchen(1985), ver Bollerslev et alii (1994) e os testes BDS 

realizados nos resíduos, ver De Lima (1996) e Brock et alü (1996). 

Por outro lado, uma forma simples de realizar o diagnóstico nos modelos ARCH 
y; • 

através dos resíduos: Êt :::: t :- l!t , é examinando se satisfazem os seguintes requisitos: 

"' 
i) possuam distribuição normal com média zero e variância (sempre que as inovações sejam 

supostas normais). 

ii) sejam não correlacionados. 

iii) os quadrados dos resíduos sejam não correlacionados. 

Adicionalmente, é possível avaliar a adequabilidade do modelo através da previsão um­

passo a frente ex-ante. Considerando que Ytflt.1 - N(!J..t,a"l}, se o modelo está corretamente 

especificado os intervalos de confiança lOOa.% condicionados à informação anterior, devem 

incluir aproximadamente lOOa.% dos retornos. 

Finalmente, quando várias especificações ARCH são comparadas, dois critérios de 

escolha utilizados na literatura são o AIC (Akaike, 1973) e BIC (Schwarz, 1978), ver por 

exemplo Nelson (1991) e Bollerslev et a/ii (1994). Entretanto, as propriedades desses critérios 

ainda são matéria de estudo. 

3.6 Previsão 

Prever o comportamento futuro das séries financeiraS· é uma das pnnctpats 

preocupações dos investidores. A idéia de que os retornos são choques tem sido abandonada a 
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partir da descoberta dos Fatos Estilizados e com a utilização de metodologias não-lineares 

propostos basicamente na última década. Em conseqüência, o comportamento das séries 

financeiras pode ser modelado e, como conseqüência, fazer previsões. 

Nesta Seção serão discutidos alguns aspectos da previsão da volatilidade dos retornos 

nos modelos ARCH apresentando fórmulas de previsão para os casos GARCH(l,1), IGARCH 

(l,l) e EGARCH (l,O). No Capítulo será assumido que a previsão é realizada usando a 

Esperança Condicional à informação disponivel. Nos modelos ARCH além das propriedades de 

otimalidade existe a vantagem de simplicidade. 

Tal como mostrado na Seção 3.2, nos modelos ARCH, os retornos são processos 

martingale diferença; portanto, o valor predito dos retornos é zero para qualquer horizonte de 

previsão, dessa forma o interesse está centrado no segundo momento, a volatilidade dos 

retornos. Como conseqüência da definição da volatilidade como função da informação 

disponível, a previsão um-passo à frente da volatilidade é ótima. 

O caso que apresenta maior dificuldade é a previsão s-passos à frente. Embora a 

determinação da estimativa pontual constitua um exercício algébrico fácil ainda que tedioso, o 

cálculo dos erros médios quadráticos da previsão é uma tarefa complexa e pouco tratada na 

literatura. Nesta Seção será apresentada a metodologia para a previsão da volatilidade nos 

modelos GARCH, IGARCH e EGARCH. Como ilustrações obtemos as fórmulas de previsão 

para 3 casos particulares: GARCH(1,1), IGARCH e EGARCH (1,0). Adicionalmente é obtida 

a incerteza das estimativas da previsão do GARCH(l,l). As referências básicas para esta Seção 

são Baillie e Bollerslev (1992) e Nelson (1991). 

3.6.1 Previsão nos Modelos GARCH e IGARCH 

Seja o modelo GARCH (p,q) definido em (3.3.2.3) como: 

2 q 2 l' 2 
cr, =ro+La;Y,_;+Li3;cr,-; (3.6 12) 

;,, j.,J 

É necessário enfatizar que conhecidos os parâmetros, cr? é função de 11•1 ={Y1•1,Y1•2, ... Y1} para 

t suficientemente grande. 
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Previsão Pontual dn Volatilidnde 

A previsão s-passos à frente no modelo GARCH (p,q) definido em (3.6.1.2) dada a 

informação h e com parâmetros conhecidos é: 

(3.6.1.3) 
i~ I i~ I 

assim, essa expressão permite calcular de maneira recursiva a previsão da volatilidade, fazendo 

uso das seguintes igualdades, facilmente verificáveis: 

i>O (3.6.1.4a) 

(3.6.1.4b) 

i> o . (3.6.1.4c) 

O resultado em (3.6.1.4b) é uma conseqüência do fato de definir os modelos GARCH como 

processos baseados na previsão um passo à frente. 

Na prática, os parâmetros são desconhecidos, em conseqüência, uma forma de obter as 

previsões é substituir na formula (3.6.1.3), as estimativas dos parâmetros. A seguir, como 

exemplo, apresentamos os preditores da volatilidade para os modelos GARCH(l,l) e 

!GARCH(l, I). 

MODELO GARCHC I , I ) 

No modelo GARCH(I,l), a volatilidade está definida como: cri.+t == ro+aYi + Pd,. , 
portanto utilizando (3.6.1.3) e (3.6.1.4) obtemos que a previsão um passo à frente é igual a: 

isto é : 

(3.6.1.5) 
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Para o caso da previsão s-passos a frente (s;:,2), substituindo (3.6.1.4a) em (3.6.IJ) e 

operando repetidamente obtemos: 

&i., ~ ro+ (a+ ~Jâi.~., (3.6. 1.6) 

,_, 
ôf .. ~ ro L(a + ~) 1 +(a+ ~)'- 1 at.1

16
, (3.6.1.7) 

i= O 

e, se o modelo é co variante estacionário, isto é, se a+l3< 1 com a 2 = Var[Y,2 ] = ro , 
l-a-~ 

então, o preditor linear da volatilidade apresenta a seguinte forma: 

, l-(a+~)~ 1 ,_
1 ôf .. ~ro !-(a+~) +(a+~) <>}.~, 

(3.6. 1.8) 

Ao analisar a expressão (3.6.1.7) observamos que no modelo GARCH(l,l), à medida que 
aumenta o horizonte da previsão, a informação disporúvel Ir(embutida em âi+t) torna-se cada 

vez menos importante no cálculo da previsão. Por sua vez, no caso estacionário, da fórmula 

(3.6.1.8) é fácil mostrar que a previsão da volatilidade converge a a 2
, isto é, à variância não 

condicional dos retornos. Isso acontece ainda no caso degenerado, quando ro=O. 

MODELO IGARCH( I , I l 

O modelo IGARCH(l,l) é obtido impondo a restrição: a+~~ I no modelo GARCH(l,l). 

Utilizando essa restrição em (3.6.1.5) e (3.6.1.6) obtemos as expressões para as previsões um 

passo à frente e s (S> 1) passos à frente da volatilidade. Assim: 

(3.6. 1.9) 

,, ( 2 
Gr+s =ro s-l)+GT+I· (3.6.1.10) 

16 A expressão de r:? T+s em Baillie e Bollerslev (1992,p.98) apresenta um erro na somatoria. 
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Em (3.6.1.10), na medida que aumenta o horizonte da previsão, o preditor da volatilidade 

cresce linearmente. Por sua vez, os choques na variância condicional são Persistentes, no 

sentido de Bollerslev e Engle (1986),já que: 

P ~E[ cri"' I IT ]-E[ cri., I IT_,] 

~ {ro(s -I) +cri",}- {ro(s) +cri} ~cri"' - ro- cri 
~ u{Y,' -cri}, 

é uma função não trivial da informação disponível Ir, para todos os horizontes s>O. Para o caso 

degenerado, substituimos ro=O em (3.6.1.10), dessa forma obtemos: aj,+I = cri+IJ isto é, a 

volatilidade futura é constante. 

Nas aplicações, é freqüente encontrarmos modelos que exibem alta persistência. Como 

será mostrado na Seção 3.7, às vezes as estimativas dos modelos GARCH(l,l) e 

IGARCH(l,l) são muito próximas. Entretanto, os dois casos anteriores mostram que as 

conseqüências da escolha de um modelo particular (GARCH ou IGARCH) na previsão, são 

importantes. Desta forma, o comportamento das previsões pode constituir um importante 

critério para a escolha, ou especificação de um modelo. Nesse sentido, a discussão a seguir, 

visa explorar brevemente a natureza das diferenças entre o comportamento das previsões do 

modelo GARCH(l,l) estacionário e o modelo IGARCH 

O comportamento das previsões depende fortemente do tipo de modelo adotado, no 

sentido de considerar a variância dos retornos como finita ou infinita. Nos dois modelos, a 

previsão converge ao valor da variância não condicional dos retornos na medida que aumenta o 

horizonte de previsão. Em outras palavras, a volatilidade predita é o valor histórico da variância 

dos retornos. 

Por outro lado, quando o horizonte de previsão é pequeno, podemos oferecer um 

argumento heuristico para a escolha de um modelo. Já que a volatilidade é em certa forma uma 

medida de risco ou incerteza, as pessoas que acreditam na profunda incerteza do mercado, 

escolhem o IGARCH, onde a volatilidade em geral aumenta. Pelo contrário, a pessoa que 

acredita que o risco não pode ser infinito, prefere escolher o GARCH estacionário, no qual as 

volatilidades decrescem até seu 'valor histórico •. 
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No entanto, quando trabaJhamos com modelos de alta persistência e o interesse é a 

previsão um-passo à frente, as previsões obtidas pelos dois métodos são quase idênticas. 

Incerteza na Previsão da Volatilidade. Exemplo: GARCH (1.1) 

Como a volatilidade nos modelos ARCH é definida como a previsão um-passo a frente 

então o erro da previsão condicional é zero, quando os parâmetros são conhecidos. Em outras 

palavras, o preditor linear da volatilidade um-passo à frente não só é ótimo, mas é medido 

sem incerteza. 

No entanto, no caso da previsão s-passos a frente, a situação não é simples. Nessa 

situação, para calcular o Erro Médio Quadrático, precisamos de expressões que envolvem os 

momentos da volatilidade, os quais são complexos. A seguir, como ilustração, apresentamos os 

resultados para o modelo GARCH (1,1). Esses resultados e os correspondentes para o caso 

geral GARCH (p.q) foram tomados de Baillie e Bollerslev (1992). 

Seja o modelo GARCH (I, I) parametrizado, então é possível mostrar que o Erro 

Médio Quadrático Condicional é igual a: 

~· EMQ= E[Vi .• IITJ= (k, -l)LX~ 1 E[cr~., IIT] i= 1,2, ... , s-I 

onde: 

i= I 

Vt = yt2 -cr: 
X1 = a(<x+ ~)'·' 

k 2 = 3 quando o processo de inovações {E1 } é normal e 
, f(3 I 2)r(0.5n- 2) 

= (n- 2) f(l 
1 2

)f(O.Sn) quando E, segue uma distribuição t-Student. 

Para avaliar (3.6.1.11) precisamos de E[cr~., /IT ]: 

E[cr~.,IIT] = ro' + 2(a + ~)ro&~ .. -• + (k,a' +a~+~' )E[cr~•~• I IT] 

(3.6.1.11) 

(3.6.1.12) 
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Quando s=2 e as inovações são normais obtemos: 

(3.6.1.13) 

Baillie e Bollerslev (1992) apresentam resultados que permitem calcular todos os momentos 

condicionais da volatilidade, assim como os momentos do processo de observações GARCH 

{Y1 }. Pela definição do modelo GARCH, quando as inovações {&t} são normais, a previsão 

um-passo a frente dos retornos, isto é: Y r +r , dada a informação h, tem distribuição normal 

com media O e variância âi+t = ~+ 1 • Mas, como conseqüência de (3.6.1.13), a distribuição da 

previsão s-passos a frente (s> 1) dos retornos não é normal !. Entretanto, Baillie e Bollerslev 

(1992, p.105) observam que para valores pequenos de a (o que usualmente acontece na 

prática) e horizontes de previsão pequenos, a aproximação da distribuição normal funciona 

bem; portanto, podemos estimar a distribuição de YT+•IT por N(O,âi+J. 

3.6.2 Previsão nos Modelos EGARCH 

Na literatura não foram encontrados estudos para medir a incerteza da previsão da 

volatilidade para os modelos EGARCH. A seguir apresentamos resultados para a previsão 

pontual do modelo EGARCH(l ,0). 

Previsão Pontual da Volatilidade 

Seja o modelo EGARCH definido na seção 3.3.4, supondo que é estacionário e começa no 

tempo t = -oo. Dessa forma, a previsão um-passo a frente da volatilidade está dada por: 

m 

â:i+t == E[~+t I IT] = a;+l = exp{aT+t + L13;g(ET+l-,)}, 
i= I 

e a fórmula, no caso de s-passos a frente, é: 

w 

<fr .. =E[~ .. I lT) ~ E[exp{u,,. + ~),g(sT,__;)} /IT) 

w ~' 

~ exp{uT + ~),g(sT,_;))E[exp{~),g(s,.,_;))l 
i=S i= I 

(3.6.2.2) 
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. ~· 
~ exp{u, + LP,g(ETH-i)}nE(exp(p,g(E,"~.lll. (3.6.2.3) 

i= I 

pois g(ET+s-i) é função de h quando i~ s, a distribuição de g(ET+!I-i) independe de h quando i< 

s, e as variáveis Et são mutuamente independentes. No entanto, para calcular efetivamente 

E[exp{J3;g(sT+•-i)}]= E[exp{J3;g(e)}) em (3.6.2.3), é necessário especificar a densidade f{e). 

Nelson (1991) deriva as expressões dos termos de (3.6.2.3) para densidades fanúlia GED. Em 

particular, no caso da normal temos: 

~2 
E[exp{ll,g(e)}] ~ exp[-M(2 I n)05 ]{<!J[p,(8 + $)] exp[T(8 +$h 

2 
+<l>[~i($-8)]exp[~~ ($-8)2]} (3.6.2.4) 

onde <D ( . ) é a função de distribuição inversa da normal padrão. A seguir, ilustramos a 

previsão no modelo EGARCH (1,0). 

Modelo EGARCH (1,0) 

fazendo f3i = .di-t em (3.6.2.lc), isto é: Este modelo é obtido 
I 

ln(cr,)~u, + l-i\Bg(s,_,). Portanto, de (3.6.2.3) e (3.6.2.4) obtemos a fórmula para a 

previsão da volatilidade s-passos à frente : 

3. 7 Aplicações nas Séries Exemplo 

A metodologia desenvolvida nas seções anteriores será ilustrada através da modelagem 

das Séries Exemplo, considerando o seguinte modelo para os retornos: 
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• yt ::: !lt + yt 

~~ = E[Y, 11 ,_i] 

no qual a volatilidade é modelada através dos seguintes modelos: 

GARCH(p,q): 
2 q *2p 2 

"t =ro+ :La;Yt-i + LPi"H, 
i=l j=l 

IGARCH(l,l): com a.+P=l, 

EGARCH(p,q) 

e supondo que as inovações { E1 } possuem distribuição normal padrão. 

(3.7.la) 

(3.7.lb) 

(3.7.lc) 

(3.7.2) 

(3.7.3) 

(3.7.4a) 

(3.7.4b) 

Para cada série são ajustados vários modelos. No caso dos modelos GARCH 

consideramos que a soma de p+q é no máximo igual a 3 e, no caso dos modelos EGARCH a 

soma de p+q é no máximo igual a 4. Com o objetivo de comparar as características dos 

modelos GARCH e EGARCH é escolhido um representante de cada uma dessas classes 

utilizando os critérios AIC (Akaike, 1973) e BIC (Schwarz, 1978)17
. Assim, dentro de cada 

classe é escolhido o modelo que apresente menores índices AIC e/ou BIC. A seguir, é realizada 

a análise de adequabilidade do modelo e, se o modelo satisfazer essa análise é considerado 

como representante. Adicionahnente, é realizado a análise da adequabilidade do GARCH(l,l) 

por dois motivos; primeiro por ser um dos mais utilizados na prática e, em segundo lugar, 

porque em alguns casos possui caracteristicas semelhantes ao modelo de variância estocástica 

AR( I )-SV estacionário, que será estudado no capítulo seguinte. 

O modelo GARCH(l,l) e os representantes GARCH e EGARCH obtidos pelos 

critérios AIC e BIC são comparados, discutindo as características das estimativas dos 

parâmetros, das volatilidades, a persistência e a influência de valores extremos dos quadrados 

dos retornos. 

11Como mencionado no Seção 3.5, as propriedades dos indices AIC e BIC nos modelos AR.CH ainda não são 
bem conhecidas. 

83 



Modelos ARCH 

Para a estimação dos modelos é utilizado o procedimento AUTOREG do pacote SAS 

versão 6.0, que utiliza o método de máxima verossimilhança 18
• Em cada série, a média e a 

variància condicional são estimadas conjuntamente. 

3.7.1 Ações 

Na análise dos Fatos Estilizados da série das Ações realizada no Capítulo 2, 

encontramos a presença de Efeito Calendário nas médias dos retornos e, por outro lado, a 

provável presença de correlação serial de primeiro ordem. Ambas características foram 

encontradas separadamente e com o objetivo de incorporá-las conjuntamente é proposto o 

seguinte modelo na média condicional: 

(3.7.1.1) 

no qual Di são variáveis dummies que assumem valor 1 no dia correspondente ao coeficiente 

em (3.7.1.1) e zero nos outros dias. A volatilidade está definida como (3.7.2)-(3.7.4). É 

necessário tomar cuidado ao interpretar os Efeitos Calendário na presença de autocorrelação 

significativa devido a que, nesse caso, existe um efeito distributivo 19
. 

Seleção do GARC'H 

Na Tabela 3.2 são apresentados os valores dos critérios AIC e BIC para algumas 

especificações de ci;, inclusive quando essa é constante20
. Segundo a análise dos resultados, os 

modelos com variància condicional heteroscedástica apresentam valores AIC e BIC 

notoriamente menores quando comparados com os apresentados pelo modelo com a; 
constante. Os modelos ARCH(J) e ARCH(2) apresentam valores de AlCe BIC muito maiores 

quando comparados com os GARCH estudados. 

18No pacote, valores inicias para as volatilidades são iguais à variância não condicional. Adicionalmente, os 
indices AIC e BIC estão definidos como: AIC=-2ln(L)+2k, BIC=-2ln(L)+ln(N)+k, onde L é a função de 
verossimilhança avaliada na estimativa dos parâmetros, N é o número de observações e k o número de 
parâmetros a serem estimados. 
19 (3.7.1.1) é um autoregresstve distributed-/ag model, ver por exemplo Hendry (1995, p.211). 
20 Como comentado na seção 3.3.2 não existe a versão MA da volatilidade GARCH(p,q), isto é, a menos que 
p=O, q tem que ser maior que zero. 
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Tabela 3.2 
Identificação na série Ações 

L Modelo com varitincia condicional constante 

AIC: -4427,57 
BIC: -4395,31 

11. Modelos GARCH(p,q} 

D 

o 

1 

2 

"Critério AIC 
b Critério BIC 

1 2 

-4551,45 8 -4576,88 
-4508,44b -4528 49 
-4771,34 -4772,47 
-4722,95 -4718,70 
-4770,92 • 
-4717,15 

• O modelo é estimado como GARCH(l,2) 

1!1. Modelo /GARCH(l,/) 

AIC: -4773,27 
BIC: -4 730,26 

IV Modelos EGARCH(p,q) 

p 

o 

1 

2 

a Critério AIC 
b Critério BIC 

o 

-4764,79 
-4711 02 
-4779,11 
-4719,97 

a 
1 

-4543,848 

-4490,08b 
-4762,8 

-4703,66 
-4779,23 
-4714,72 

2 

-4653,79 
-4594,65 
-4777,92 
-4713,40 
-4790,45 
-4720,56 
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Tabela3.3 

Estimativas dos modelos GARCH, IGARCH e variância condicional constante na série Ações 

p 

Seg 

Ter 

Quar 

Quin 

Sex 

(j) 

a, 

a, 

p, 

p, 

AIC 
BIC 

• estimativa 
b desvio padrão 
"valor-F associado 
• sigrúficativo 5% 

Constante 

0,08658 

0,0249b 
0,0005" * 
-0,0077 
0,0034 
0,0235 * 
0,0049 
0,0034 
0,1494 
-0,0033 
0,0034 
0,3304 
0,0051 
0,0034 
0,1298 
0,0013 
0,0034 
0,7007 

-4427,57 
-4395,31 

GARCH 

(1,1) 

-0,0282 
0,0279 
0,3117 
-0,0059 
0,0025 
0,0189 * 
0,0066 
0,0029 
0,0217 * 
0,0050 
0,0026 
0,0542 * 
0,0022 
0,0026 
0,3901 
0,0034 
0,0027 
0,2091 
0,0001 
0,00003 
0,0004 * 
0,1872 
0,0230 
0,0001 * 

0,8095 
0,0202 
0,0001"' 

-4771,34 
-4722,95 

GARCH GARCH IGARCH 

(1,2) (2,1) {1,1) 

0,0327 0,0165 0,0283 
0,0278 0,0278 0,0283 
0,2395 0,5530 0,3166 
-0,0062 -0,0048 -0,0059 
0,0026 0,0026 0,0025 

0,0183 "' 0,0609"' 0,018* 
0,0070 0,0055 0,0066 
0,0026 0,0026 0,0025 

0,0074 "' 0,0322 * 0,0090"' 
0,0048 0,0052 0,0050 
0,0026 0,0025 0,0025 
0,0664 0,0424 * 0,0471* 
0,0019 0,0028 0,0022 
0,0028 0,0026 0,0026 
0,4981 0,2800 0,3890 
0,0040 0,0024 0,0034 
0,0026 0,0027 0,0016 
0,1253 0,3596 0,1935 
0,0001 0,0002 0,0001 
0,00003 0,00004 0,00002 
0,0004 * 0,0002 * 0,0001 * 
0,1324 0,2574 0,1900 
0,0332 0,0285 0,0190 
0,0001 * 0,0001 * 0,0001* 
0,0821 
0,0452 
0,0691 

0,7836 0,2148 0,8100 
0,0269 0,0808 -
0,0001 * 0,0078 * 

0,5152 
0,0737 
0,0001 * 

-4772,47 -4770,92 -4773,27 
-4718,7 -4717,15 -4730,26 
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Na análise das estimativas dos modelos (Tabela 3.3) vemos que no modelo com 

variância condicional constante somente a Segunda Feira e a autocorrelação são significativos 

ao nível de significância 5%. Dessa fonna, o Efeito Calendário na Quarta Feira encontrado no 

Capítulo 2, já não é mais significativo na presença de correlação serial. A Segunda Feira é 

significativa (5%) em todos os modelos GARCH considerados na Tabela 3.3, com exceção do 

GARCH(2,1) no qual a estimativa possui valor-P~0,06. As estimativas da Terça Feira são 

significativas ( 5%) em todos os GARCH e, as correspondentes a Quarta F eira possuem valor­

P inferior a 0,07. 

Por outro lado, nos modelos com variância condicional heteroscedástica a 

autocorrelação não é significativa (valor-P>0,23). Isso demonstra (ver comentários da Seção 

2.7.1), que séries catalogadas como AR(!) na base da função de autocorrelação (f.a.c), podem 

ser, na verdade, processos não correlacionados com variância condicional heteroscedástica. Em 

conseqüência, a leitura dos limites na fa.c. dos retornos (Figura 2. 7) deve ser realizada com 

cautela se é suspeitada a presença de a? heteroscedástica. 

No processo de seleção do modelo21
, quando utilizado o critério AIC, obtemos a 

seguinte ordenação em ordem decrescente de preferência, para a escolha: GARCH(1,2), 

GARCH(l,l), GARCH(2,1) e, segundo o critério BIC, GARCH(l,l), GARCH(l,2) e 

GARCH(2,1). Considerando que o modelo que apresenta o menor AIC, GARCH(l,2) é mais 

geral que o modelo GARCH(l,l) o qual apresenta o menor BIC é escolhido como candidato. 

A equação de volatilidade para o modelo GARCH(\,2) está dada por: 

2 -4 *2 *2 2 cr 1 ~ 1,12xl0 +0,1324Yt-l +0,0821Y1_ 2 +0,7836cr 1_1, 

(0,0332) (0,0452) (0,0269) 

onde as quantidades entre parênteses são os valores dos desvios padrão das estimativas. Com 

exceção da estimativa de az, que possui valor-P igual a 0,069, as outras estimativas são 

altamente significativas para qualquer valor razoável do valor-P. A soma éi 1 +â.2 +{h é igual 

a 0,9981, em conseqüência, pelos resultados da seção 3.3.2 o processo é covariante 

estacionário. 

21 Ao ajustar o modelo GARCH(2,2), o parâmetro Jh é estimado como igual a zero. 
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Adequabilidade do GARCH(J,2) 

Como exposto na seção 3.5 .2, a análise de adequabilidade é realizada utilizando os 

resíduos padronizados e considerando a previsão um-passo à frente ex-ante. 

Ao analisar os valores-P do Teste Box-Ljung para os resíduos e seus quadrados 

(Tabela 3.4) observamos que os resultados apresentados são satisfatórios. Isso é confinnado 

ao observar as f.a.c nas Figuras 3.1a e 3.lb. Por sua vez, os resíduos apresentam valores da 

média; -0,034 e variância; 1,00 satisfatórios, enquanto que os valores do coeficiente de 

simetria (s): -0,58 e excesso de curtose (ec): 6,37, indicam que a distribuição dos resíduos é 

levemente assimétrica e possui cauda muito pesada à direita. Ao utilizar o teste de nonnalidade 

W (ver Seção 2.8) obtemos que a estimativa possui valor-P igual a 0,0001 indicando forte 

evidência contra a hipótese de normalidade. 

Tabela 3.4 
Análise dos resíduos e dos quadrados dos resíduos ARCH na série Aç6es 

GARCH GARCH EGARCH 

(1, I) 11 2) (2,2) 

AI 5 4 5 

A2 17 16 17 

81 o o o 
82 2 2 3 

BoxMLjung 

Lag6 0,540a 0,94lb 0,576 0,908 0,309 0,992 

Lagl2 0,274 0,995 0,295 0,991 0,116 1,000 

Lag 18 0,224 0,999 0,229 0,999 0,085 1,000 

Lag24 0,339 1,000 0,332 1,000 0,127 1,000 

Lag 30 0,248 1,000 0,246 1,000 0,111 1,000 

Lag36 0,486 1,000 0,480 1,000 0,272 1,000 

Lag42 o 338 1,000 0,326 1,000 0,198 1,000 

Al (A2) número de correlações fora de 1 desvio padrão nos 10 (50) primeiros lags, valores esperados: 3 (15). 
Bl(B2) número de correlações fora de 1,96 desvios padrão nos 10 (50) primeiros Iags, valores esperados:0,5 (2,5). 
a valores-P do Teste BoxMLjung dos resíduos 
b valores-P do Teste BoxMLjung dos quadrados dos resíduos 
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É interessante analisar o que acontece com as estimativas do coeficiente de simetri~ o 

excesso de curtose e o teste de normalidade W dos resíduos, ao remover o efeito das 

observações extremas dos retornos. Assim, retirando os 8 maiores resíduos (0,05%) em valor 

absoluto obtemos s=-0,08 ; ec= 0,36 e W=0,989 (valor-P=0,80), consequentemente não é 

rejeitada a hipótese nula de distribuição normal nos resíduos. Adicionalmente, ao observar o 

Gráfico de Probalilidade Normal para os resíduos GARCH(l,2) na Figura 3.2 vemos que o 

comportamento é satisfatório com exceção de alguns pontos extremos, o que está de acordo 

com os comentários anteriores. Dentre esses pontos, alguns são possíveis valores aberrantes 

(outliers)22 
, como por exemplo (ver Figura 3.2), os correspondentes a 20/03/90, 4/02/91 e 

13/0I/92. 

Na Tabela 3.5 são apresentados os valores dos dez maiores resíduos do modelo 

GARCH(1,2). Supondo que esse é o modelo verdadeiro, a existência de cada um dos resíduos 

(individualmente) na amostra é pouco provável e, a probabilidade de se obter I O resíduos 

maiores (em valor absoluto) a 3,33 (décimo resíduo) é inferior a 104 indicando que a presença 

desses (conjuntamente) na amostra é implausível23
, ou o modelo é incapaz de acompanhar o 

aumento de volatilidade. Vários dos resíduos da Tabela 3.5 podem ser identificados com os 

acontecimentos descritos na Seção 1.5 que se relacionam com os altos valores observados nos 

retornos. Por exemplo, na Figura 3 .3a é apresentado o período da Mudança da Banda Cambial 

(Março de 1995) no qual existe uma observação extrema em 10/03/95. Da mesma forma, no 

período da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello (Janeiro 1992) apresentado na Figura 

3 .4a existe uma observação extrema em 13/01/92. Em ambas as situações, pelos valores dos 

retornos apresentados antes e depois da ocorrência dos valores extremos é muito provável que 

esses retornos sejam valores aberrantes (outliers) do tipo A024
• Os resíduos correspondentes a 

essas observações extremas foram identificadas na 3. 7 .1.2 que apresentam grandes desvios com 

relação à normal. Um outro gráfico com presença de 2 retornos extremos é o correspondente à 

implementação do Plano Collor I (Figura 3.5a). 

22 Existem vários tipos de valores aberrantes (outliers), entre eles os aditivos (AO) e de inovaçlio (10). Um valor 
aberrante AO (no instante t) só afeta o nível da série na t~sima observação enquanto que a principal 
característica de um 10 (no instante t) é que ele também tem efeito sobre as observações :futuras. 
23 Para calcular essa probabilidade foi considerada a aproximação Poisson com média igual à probabilidade de 
ocorrencia do evento [ lresíduol >3,33) vezes 1599 (tamanho da amostra), o qual é inferior a IO...j. 
24 A rigor urna observação é tipificada de valor aberrante (out/ier) através de um teste. 
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Tabela 3.5 
Resíduos extremos GARCH(1,2) na série Ações 

Data Retorno Volatilidade Resíduo Freqüência 
(xlOO E rada 

13/01192 
-0,6694 0,49 -9,47 AAl 

20/03/90 
-0,4209 0,57 -5,62 2xl0-5 

4/02/91 
0,4099 0,58 5,44 4xi0-5 

18/01/89 
-0,2811 0,42 -4,32 0,01 

18/10/93 
-0,1313 0,10 -4,01 0,05 

10/03/95 
0,3449 0,86 3,71 0,17 

23/12/92 
0,1757 0,22 3,66 0,20 

17/01194 
0,1095 0,10 3,63 0,23 

16/06/89 
-0,3836 0,13 -3,60 0,25 

27/08/90 
0,2183 0,46 3,33 0,69 

Uma outra forma de avaliar a adequabilidade do modelo é através da previsão um-passo 

a frente ex-ante. Considerando que Yt I 11_ 1 ~ N(~t ,a;), é possível construir intervalos de 

confiança para os retornos (i.c) condicionados à informação anterior. Ao utilizar a volatilidade 

GARCH(l,2), os i.c. 95% incluem 95,62% (70 retornos), mostrando que o desempenho do 

modelo é satisfatório. Na análise, podemos considerar também os níveis da volatilidade~ baixo, 

médio e alto. Esses são definidos da seguinte forma: no nível baixo a volatilidade é menor que o 

quantil Q 0!3) , no nível médio a volatilidade está compreendida entre Q(I/3) e Q{2!3) e, no nível 

alto as volatilidades são maiores que Q(213)· Dessa forma, ao considerar os níveis na volatilidade 

(Tabela 3.6) comprovamos que com exceção do nível alto, a percentagem de retornos fora dos 

t.c. está dentro do esperado. 

Do exposto, podemos concluir que de maneira geral o modelo GARCH(1,2) satisfaz os 

requisitos na análise de adequabilidade. Como ressalva, apenas a existência de alguns resíduos, 

cujos altos valores não podem ser explicados pelo modelo e, na análise de previsão ex-ante o 

número de retornos fora dos i. c. 95% quando a volatilidade é alta, é um pouco menor do que o 

esperado. 
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Tabela3.6 
Previsão um-passo à frente ex-ante considerando níveis na volatilidade estimada 

GARCH(l,2) na sérieAç&s 

Nível n Volatilidade (xl02
) numero de Percentagem 

b c retornos fora 

baixo 532 0,079 0,196 25 4,69 
médio 533 0,196 0,373 28 5,25 
alto 533 o 374 8 552 17 3,19 

a Teste bilateral com aproximação Poisson supondo independência nas observações 
b menor valor apresentado em cada nivel. 
c maior valor apresentado em cada nivel. 

Seleção do EGARCH 

Valor-pa 

0,75 
0,79 
0,06 

Na Tabela 3.7 são apresentados os ajustes para os modelos EGARCH25
, sendo 

observado que nos modelos EGARCH(2,2), EGARCH(2,l) e EGARCH(2,0), as estimativas da 

correlação serial não são significativas (valores-P maiores que 0,55). Com relação aos dias da 

semana, a Segunda (Quarta) Feira é significativo a 6% (4%) em todos os modelos. Por sua vez, 

a Terça Feira é significativa a 5% nos modelos EGARCH com FI, EGARCH(2,2) e nos 

outros o valor-Pé inferior a 0,09. 

Dentro da classe dos modelos EGARCH, ao utilizar o critério BIC obtemos a seguinte 

ordenação decrescente, em ordem de preferência, para a escolha: EGAR.CH(2,2), 

EGARCH(2,0), EGARCH(2,1), EGARCH(I,2), EGARCH(l,O) e EGARCH(I,I). Já ao 

utilizar o AIC, essa ordenação apresenta uma única modificação com troca de posição entre o 

EGARCH(2,1) e EGARCH(Z,O). Em conseqüência, ambos critérios conduzem à escolha do 

EGARCH(2,2) como candidato. Nesse modelo, todas as estimativas na equação da volatilidade 
são significativas com exceção da correspondente ao parâmetro \112 que possui valor-P igual a 

0,9626
. A expressão da volatilidade estimada é: 

In( ui)= -0,5137 + 0,403!n(ui_1) + 0,5056ln(crf_2) + 0,2572g(Et-t) + 0,0030g(Et-2) + 0,2614g(Et-3) 

(0,1304) (0,0959) 

g(Et)=-0,1521Et+IEtf-.J2/1t, 

(0,0562) 

(0,0950) (0,0453) (0,0579) (0,0571) 

25não foi ajustada a versão com JFCFO dado que, nesse caso, a volatilidade independe das observações. 
2 ~m estimador mais eficiente poderia ser conseguido ajustando novamente o modelo EGARCH(2,2) sem o 
parâmetro \(1 2 ,mas isso não é possível de ser realizado com o SAS. 
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Tabela 3.7 
Ajustes EGARCH na série Açlles 

EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH 
(!,0) (l,l) (1,2) (2,0) (2,1) (2,2) 

p 0,0561 0,0565 0,0268 0,0022 0,0075 0,0153 
0,0281 0,0235 0,0037 0,0284 0,0287 0,0259 
0,0458 * o 0360 * 0,0001 * 0,9375 0,7950 0,5548 

Seg -0,0076 -0,0076 -0,0076 -0,0052 -0,0056 -0,0062 
0,0029 0,0014 0,0010 0,0027 0,0027 0,0026 
0,0076 * 0,0001 * 0,0001* 0,0583 0,0374 * 0,0165* 

Terça 0,0063 0,0063 0,0064 0,0046 0,0046 0,0053 
0,0030 0,0027 0,0015 0,0027 0,0027 0,0026 
0,0341 * 0,0185 * 0,0001* 0,0876 0,0832 0,0381* 

Quarta 0,0054 0,0054 0,0058 0,0058 0,0061 0,0058 
0,0026 0,0026 0,0028 0,0027 0,0027 0,0024 
0,0402 * 0,0353 0,0379 * 0,0318 * 0,0232 * 0,0155 * 

Quinta 0,0020 0,0020 0,0028 0,0032 0,0028 0,0027 
0,0027 0,0026 0,0016 0,0027 0,0025 0,0025 
0,4435 0,4311 0,0711 0,2327 0,2675 0,2696 

Sexta 0,0033 0,0033 0,0025 0,0020 0,0021 0,0027 
0,0026 0,0025 0,0023 0,0025 0,0025 0,0024 
0,2148 0,1862 0,2852 0,4411 0,4106 0,2574 

K -0,2261 -0,2297 -0,3635 -0,3104 -0,3506 -0,5137 
0,0579 0,0668 0,0863 0,0839 0,0414 0,1304 

0,0001* 0,0006 * 0,0001* 0,0008. 0,0001' 0,0001' 
AI 0,9590 0,9584 0,9352 0,2804 0,1966 0,4031 

0,0101 0,0115 0,0148 0,0406 0,0598 0,0959 
0,0001* 0,0001 * 0,0001* 0,0001* 0,0010 * 0,0001 * 

A2 0,6635 0,7401 0,5056 
0,0421 0,0568 0,0950 
0,0001* 0,0001* 0,0001* 

'I' I 0,2846 0,2790 0,2788 0,4102 0,3840 0,2572 
0,0280 0,0534 0,0474 0,0380 0,0389 0,0453 
0,0001* 0,0001* 0,0001* 0,0001* 0,0001* 0,0001* 

'1'2 0,0076 -0,1528 0,0823 0,0030 
0,0582 0,0592 0,0518 0,0579 
0,8%1 o 0098* 0,1119 0,9591 

'1'3 0,2349 0,2614 
0,0517 0,0571 
0,0001* 00001* 

o -0,1420 -0,1446 -0,1411 -0,0993 -0,1036 -0,1521 
0,0682 0,0710 0,0568 0,0596 0,0591 0,0562 
0,0371* 0,0417. 0,0129 * 0,0959 0,0799 0,0068 * 

AIC -4764,79 -4762,8 -4777,92 -4779,11 -4779,23 -4790,45 
B1C -4711,02 -4703,66 -4713,4 -4719,97 -4714,72 -4720,56 

a estimativa 
b desvio padrão 
c valor-F associado 
• significativo 5% 
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A estimativa correspondente a (:}: -0,1521 possui valor-P igual a 0,007, indicando evidência de 

presença de Leverage Effect, isto é, os choques positivos diminuem a volatilidade enquanto que 

os choques negativos a aumentam. Para encontrar a persistência do modelo calculamos as 

raizes da equação l-0,403103x-0,505624x2
, sendo iguais a 0,94064 e -0,53753, portanto, pelo 

Teorema 1 da seção 3.3.4 o efeito dos choques não persiste indefinidamente na volatilidade, 

pois o processo da volatilidade não é ergódico nem (estritamente) covariante estacionário. 

Adequabilidade da EGARCH(2,2) 

A análise da função de autocorrelação (fa.c) dos resíduos (Tabela 3.4) revela que há 

evidência de ausência ou de baixa autocorrelação. Por sua vez, pelos resultados do Teste Box­

Ljung nos quadrados dos resíduos, podemos observar que o modelo EGARCH(2,2) é capaz de 

remover a não-linearidade observada nos retornos. Nas Figuras 3.1c-d são mostradas as fa.c 

dos resíduos e dos quadrados dos resíduos. 

As estimativas da média (m}, variância (v), coeficiente de simetria (s) e excesso de 

curtose (ec) dos resíduos são m=-0,024, v=l,OO, r--0,27 e ec=3,71 indicando que a média e 

variância são satisfatórios e, por sua vez, a distribuição dos resíduos apresenta leve assimetria e 

cauda pesada à direita. Embora os resíduos do modelo EGARCH(2,2) apresentam grande 

excesso de curtose, o valor da estatistica W para os resíduos é igual a 0,9860 significando um 

valor -P=O, 12, não dando grande evidência para rejeitar a hipótese de normalidade nos resíduos. 

Esta aparente contradição é explicada na análise do Gráfico de Probabilidade Normal dos 

resíduos (Figura 3.6}, onde é observado que o comportamento é satisfatório para a quase 

totalidade dos valores, exceto para alguns valores extremos. De fato, retirando-se os 8 maiores 

resíduos temos que r--0,044 e ec=0,52. 

Na tabela a seguir apresentamos uma lista dos 10 maiores resíduos para o ajuste do 

modelo EGARCH(2,2). Sob a suposição que esse é o verdadeiro modelo, a probabilidade de 

obter 10 resíduos maiores (em valor absoluto) ao valor do décimo maior resíduo, -3,29 é 

inferior a 10-4, isto é, a presença desses resíduos é implausível. Vários desses resíduos 

extremos coincidem nas datas obtidas para os resíduos extremos do GARCH(l,2). Ao observar 

a Figura 3.6 podemos identificar os resíduos extremos correspondentes a 13/01/92, 20/03/90 e 

4/02/91, os quais se encontram muito afastados da reta de normalidade. 
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Tabela 3.8 
Resíduos extremos EGARCH (2,2) na série Ações 

Data Retomo Volatilidade Resíduo Freqüência 
x102

) Es rada 

13/01/92 -0,6694 0,76 -7,58 .o 
04/02/91 0,4099 0,53 5,72 w·5 
20/03/90 -0,4209 0,58 -5,59 2xlo-s 

18/01189 -0,2811 0,51 -3,99 0,05 
18/10/93 -0,1313 0,10 -3,92 0,07 
23/12/92 0,1757 0,20 3,76 0,13 
10/03/95 0,3449 0,90 3,63 0,22 
6/10/89 0,1949 0,30 3,46 0,44 
3/03/89 0,0953 0,07 3,44 0,46 
16/06/89 -0,3836 1,37 -3,29 0,81 

Na análise da preVlsao um-passo a frente ex-ante temos que a percentagem dos 

retornos incluídos dentro dos intervalos de confiança (95%) é igual a 95,68% (valor-P igual a 

0,22), sendo esses resultados satisfatórios. Esses resultados mantém-se ao considerar os níveis 

na volatilidade, ver Tabela 3.9, exceto para volatilidade alta, onde existe uma leve indicação de 

subestimação (valor-P igual a 0,09). 

Tabela 3.9 
Previsão um-passo à frente ex-ante considerando níveis na volatilidade estimada 

EGARCH (~) na série AçiJes 

Nivel n Volatilidade (xl02
) numero de Percentagem 

b c retornos fora 

baixo 533 0,072 0,203 27 5,07 
médio 533 0,206 0,363 24 4,50 
alto 533 0,364 13 522 18 3,38 

a Teste bilateral com aproxllnação Poisson supondo independência nas observações 
b menor valor apresentado em cada túvel. 
c maior valor apresentado em cada nivel. 

Valor-
p 

0,95 
0,61 
0,09 

Em resumo, podemos dizer que de maneira geral o modelo EGARCH(2,2) apresenta 

bons resultados quanto à adequabilidade, mas existe falta de ajuste em poucos retornos que 

apresentam valores extremos. 
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Modelo GARCH(J,l} 

Pelos motivos expostos anteriormente também será considerado o modelo 

GARCH(l,l). Esse modelo apresenta o menor índice BIC e o segundo AIC. A equação da 

volatilidade é a seguinte: 

2 -5 *2 2 a 1 = 10 +0,1872YH +0,8095a 1_1, 

(3xl0'5) (0,0230) (0,0202) 

sendo que todas as estimativas são altamente (valores-F< 0,0001). A persistência do modelo 

GARCH(l,l) é altíssima, 0,9967 27, significando mna meia-vida de 209,7 dias. Sendo que o 

valor da persistência é próximo de um, analisamos as estimativas da volatilidade IGARCH(l,l) 

na Tabela 3.3, observando-se que essas são quase idênticas às apresentadas pelo modelo 

GARCH(l,l). 

Com relação à análise de adequabilidade do modelo, observamos que o comportamento 

apresentado pela f.a.c dos resíduos (Figura 3.1e) e pela f.a.c dos quadrados dos resíduos 

(Figura 3.1f) é bom. Os valores-F do teste Box-Ljung apresentados na Tabela 3,4 apoiam essa 

conclusão. Adicionalmente, os resíduos GARCH(1,1) apresentam valores da média; -0,034 e 

variância~ 1,00 satisfatórios, enquanto que os valores do coeficiente de simetria (s): -0,61 e 

excesso de curtose (ec): 6,88, indicam que a distribuição dos resíduos possui cauda muito 

pesada à direita. A estatística W possui valor-P igual a 0,0001 rejeitando a hipótese de 

normalidade. No entanto, ao retirar os 8 maiores resíduos em valor absoluto obtemos: s=-0,03 

e ec= 0,35; ainda, retirando somente o maior resíduo obtemos s=-0,06, ec=1,87, W=0,99, 

portanto, a hipótese de normalidade não é rejeitada. Embora não apresentado, o Gráfico de 

Probalilidade Normal para os resíduos apresenta um comportamento apenas insatisfatório nas 

caudas, observando-se poucos resíduos distantes da reta ideal de normalidade. Os 1 O maiores 

resíduos são apresentados na Tabela 3.10 sendo observado que, se o verdadeiro modelo fosse o 

GARCH(l,l), a presença desses resíduos tanto individualmente, quanto conjuntamente (a 

probabilidade de um resíduo ser maior que 3,42 é inferior a 104
), é implausível. Finalmente, 

enquanto à previsão um-passo à frente ex-ante, os intervalos de confiança 95% (i.c.) incluem 

95,5% dos retornos mostrando que o desempenho do modelo é satisfatório e, ao considerar os 

27 Como observa Nelson (1991, p.360) quando as séries não são muito longas é necessário considerar as 
estimativas das raizes com cautela. Nesse sentido, um valor muito próximo de 1 pode ser uma indicação de que 
o modelo é não estacionário ou de longa memoria (long memory). 
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IÚveis na volatilidade (Tabela 3.11) esses resultados mantém-se com exceção no nível alto 

onde é observada uma proporção dos retornos menor do que a esperada. O modelo 

GARCH( 1, 1) satisfaz os requerimentos de adequabilidade no mesmo sentido que os modelos 

GARCH(l,2) e EGARCH(2,2). 

Tabela 3.10 
Resíduos extremos GARCH(1,1) na série Ações 

Data RetomD Volatilidade Residuo Freqüência 
(x100) Es ada 

13/01/92 
-0,6694 0,47 -9.70045 o 

4/02191 
0,4099 0,57 5,56 3,2xl0"5 

20/03/90 
-0,4209 0,59 -5,50 6,4xl0"5 

18/10/93 
-0,1313 0,09 -4,05 0,08 

18/01/89 
-0,2811 0,49 -4,04 0,08 

10/03/95 
0,3449 0,87 3,69 0,36 

23/12/92 
0,1757 0,21 3,66 0,39 

16/06/89 
-0,3836 1,12 -3,61 0,48 

17/01/94 
0,1095 0,01 3,56 0,58 

27/08/90 
0,2183 0,43 3,42 1,00 

Tabela3.11 
Previsão um-passo à frente ex-ante considerando níveis na volatilidade estimada 

GARCH (1,1) na série Ações 

Nivel n Volatilidade (xl02
) numero de Percentagem 

b c retornos fora 

baixo 532 0,080 0,198 26 4,88 
médio 533 0,198 0,372 29 5,44 
alto 533 0,372 8,668 17 3 19 

a Teste bilateral com aproximação Poisson supondo independência nas observações 
b menor valor apresentado em cada nível. 
0 maior valor apresentado em cada nível. 

Valor-P 

0,90 
0,65 
0,06 

96 



Modelos ARCH 

Comparação dos Modelos GARCH(I,I), GARCH{l,2) e EGARCH{2,2) 

Nos parágrafos a seguir será realizada uma comparação dos modelos GARCH(I,2) e 

EGARCH(2,2), os quais foram escolhidos na base dos critérios AIC e BIC. Mas, antes disso, 

são comparados os modelos GARCH(l,2) e GARCH(l,l). Na Figura 3.7 podemos observar 

que as volati!idades estimadas pelos modelos GARCH(l,2) e GARCH(l,l) são quase idênticas 

para a grande maioria dos pontos, mas existem alguns retornos para os quais as diferenças entre 

as estimativas são grandes. Essas grandes diferenças são identificadas com os pontos bem 

acima ou bem abaixo da linha reta. Em particular, existe uma observação que apresenta uma 

diferença extrema que corresponde ao período da implementação do Plano Collor I. 

Por outro lado, como observado nas Figuras 3.8 e 3.9, as volatilidades estimadas pelos 

modelos GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) são capazes de acompaobar os movimentos de 

aumentos e diminuições dos quadrados dos retornos28
. 

Na Figura 3.10 apresentamos a comparação das volatilidades estimadas GARCH(1,2) e 

EGARCH(2,2), sendo observado que para a grande maioria dos retornos, elas são bastante 

próximas. No entanto, existem vários retornos para os quais as diferenças são consideráveis e, 

como pode ser conferido na Figura 3.11 algumas dessas se produzem após a ocorrência de 

grandes valores dos retornos (em valor absoluto). Os altos valores ou picos nas volatilidades 

estimadas podem ser identificados em alguns casos com os acontecimentos descritos na Seção 

1.5. Por exemplo, na Figura 3.3a, período correspondente à Mudança da Banda Cambial, 

devido ao pico em I 0/03/95, as estimativas de volatilidade aumentam no dia seguinte, mas no 

caso do GARCH(l,2), o aumento é muito maior. Devido ao efeito dessa observação extrema e 

a alta persistência, a volatilidade estimada GARCH(l,2) apresenta grandes valores 

(comparados aos valores apresentados antes do 1 0/03/95) durante bastantes dias, decaindo 

lentamente. Por sua vez, a volatilidade estimada EGARCH(2,2) apresenta vários aumentos e 

diminuições bruscas após o 10/03/95 como conseqüência da forma de dependência (da 

volatilidade) as observações passadas. Com efeito, sendo 

cri' ~ exp(K)[of_Jl"-• [o-[_2]"-' exp['I'!g(&t-1) + 'l'2g(&t-2) + 'I'Jg(&t-3 )] a volatilidade do 

modelo, onde St ::o Ytcrt1, o maior efeito de uma observação extrema no instante T=t-3, se 

manifesta no tempo T=t. 

28 Assim como o GARCH(l, 1) e outras especificações como o EGARCH(l,O) e GARCH(2,1). 
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Na Figura 3.4a podemos analisar o efeito do maior retomo da série, ocorrido no dia 

13/01192 correspondente à época da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello. Neste caso, 

da mesma forma que no período da Mudança da Banda Cambial, a volatilidade estimada pelo 

modelo GARCH(1,2) é muito maior à volatilidade estimada EGARCH(2,2), mas no 16/01192 

acontece o contrário, sendo a volatilidade EGARCH(2,2) muito maior devido ao efeito 

atrasado explicado no parágrafo anterior. Observe-se que o efeito do retomo extremo 

permanece aproximadamente no mesmo período para os três modelos. 

Diferentemente do que acontece nas duas situações anteriores, nos quais a volatilidade 

estimada GARCH(1,2) é geralmente maior que a volatilidade estimada EGARCH(2,2), no 

período seguinte à ocorrência da observação extrema, na época do Plano Collor I (Figura 3.5a) 

acontece o contrário. Nesse período ocorrem dois retornos extremos consecutivos; 20/03/90, 

21/03/90 e, devido ao efeito desses, as volatilidades estimadas GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) 

aumentam bastante no 22/03/90 e logo começam a diminuir até o 2/04/90 no qual a ocorrência 

de outro valor grande nos retornos a faz aumentar. 

Uma forma adicional de comparar as volatilidades é através dos intervalos de confiança 

para os retornos (i.c). Assim, os i.c. 95% incluem 95,62% [95,68%] dos retornos para o 

modelo GARCH(1,2) [EGARCH(2,2)], isto é, nesta comparação, o desempenho dos modelos 

é praticamente o mesmo. Adicionalmente, ao observar os resultados das Tabelas 3.6 e 3.9 

notamos que esse desempenho mantém-se ao considerar os níveis da volatilidade. 

Para os três acontecimentos discutidos nos parágrafos anteriores apresentamos os 

gráficos dos i.c. 95% nas Figuras 3.3b, 3.4b, 3.5b. Observamos que, em nenhum dos casos, os 

i.c. 95% incluem os retornos extremos e, após a ocorrência desses, os i.c. são 

desnecessariamente largos. Isto é uma indicação de que temos um valor aberrante , que na 

literatura é conhecido como outlier de observação ou do tipo AO. Nesse sentido, no período 

da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello (Figura 3.3b) preferimos o GARCH(l,2) ao 

EGARCH(2,2) por ser menos influenciado e por apresentar os i. c. menos largos. Por sua vez, 

no caso do Plano Collor I (Figura 3.5b) preferimos o EGARCH(2,2). 

Conclusões 

As principais conclusões da análise realizada são: 
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- A volatilidade estimada pelos modelos GARCH(l,l), GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) são 

muito próximas para a grande maioria dos retornos, apresentando grandes diferenças só na 

presença de retornos extremos, os quais estão relacionados com os acontecimentos descritos na 

seção 1.5. 

- Os modelos GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) conseguem reproduzir os conglomerados de 

volatilidade observados na série das Ações. 

-A análise dos resíduos dos modelos GARCH(l,l), GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) revela que 

esses modelos são capazes de remover a não-linearidade dos retornos. Por sua vez, o 

desempenho dos modelos GARCH(I,l), GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) na previsão ex-ante é 

similar e satisfatório, com exceção nos períodos de volatilidade alta. De maneira geral, os 

ajustes satisfazem os requerimentos da adequabilidade, mas existem vários resíduos cuja 

presença não pode ser explicada pelos modelos. Nesse sentido, modelos com intervenções 

poderiam melhorar os ajustes. 

-Nos modelos GARCH(l,l), GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) a autocorrelação serial na média 

condicional não é significativa sendo os valores-P associados as estimativas iguais a 0,31; 0,24 

e 0,55 respectivamente. 

-No EGARCH(2,2) a estimativa correspondente à Segunda Feira é negativo na Terça e Quarta 

Feria positivos, sendo todos esses significativos a 5%. Da mesma forma, nos modelos 

GARCH(l,l) e GARCH(1,2) as estimativas correspondentes a Segunda e Terça Feira são 

significativas a 5% e da Quarta Feira também mas a 7%. 

- Existe evidência de Leveragge Effect no modelo EGARCH (2,2). 

-Os modelos GARCH(I,I) e GARCH(1,2) são covariante estacionários, mas o EGARCH(2,2) 

não. Nesse sentido, considerando o comportamento apresentado pelas variâncias recursivas 

(ver Capitulo 2), os modelos GARCH(l,l) é GARCH(l,2) são preferiveis. 

- A persistência observada no modelo GARCH(l,l) é altissirna, 0,9967; sendo a meia-vida 

associada bastante grande. 
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- Os valores das volatilidades estimadas GARCH(I,2) e EGARCH(2,2) são muito diferentes 

logo após a ocorrência de valores extremos nos quadrados dos retornos. Valores extremos dos 

retornos (valor absoluto) produzem aumentos consideravelmente maiores na vo1ati1idade 

GARCH(l,2) em comparação aos produzidos na volatilidade EGARCH(2,2), no instante 

seguinte à ocorrência da observação extrema. Também é observado que o efeito das 

observações extremas (entendido como grandes valores da volatilidade) permanece por vários 

dias. 

- Como ilustrado em 3 situações (Figuras 3.3b, 3.4b e 3.5b) os limites dos intervalos de 

confiança dos modelos GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) são muito próximos menos nos instantes 

logo após a ocorrência dos retornos extremos. 

3. 7.2 TfJXfJ de Câmbio 

Com o objetivo de incorporar o Efeito Calendário, observado no Capítulo 2, é ajustado 

o seguinte modelo: 

Yt=Jlt+Y: 
llt: E[Y, ll,_d: SegD1 +TerD2 +QuarD3 +QuinD 4 +SexO, 

' Yt = &tcrt 

(3.7.2.la) 

(3.7.2.Ib) 

(3.7.2.lc) 

no qual D1 <s são variáveis dummy que assumem valor 1 no dia correspondente ao coeficiente 

em (3.7.l.lb) e zero nos outros dias. A volatilidade ou variância condicional é da forma 

(3. 7.1 )-(3.7.3). 

Seleção do Modelo GARCH 

Nas Tabelas 3.12 e 3.13 são apresentados os valores AIC e BIC e as estimativas de 

algumas especificações GARCH incluindo o modelo com variância condicional constante. 
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Tabela3.12 
Identificação na série Taxa de Cambio 

I. Modelo com variància condicional constante 

AIC: -12248,6 
BIC: -12221,2 

11. Modelos GARCH(p,q) 

o 
o 

1 

2 

" Critério AIC 
b Critério BIC 

111. Modelo 1GARCH(l,l) 

AIC: -12332,9 
BIC: -12305,5 

JV. Modelos EGARCH(p,q) 

p 
o 

1 

2 

a Critério AIC 
b Critério BIC 

c 
1 2 

-12257,98 -12267,4 
-12219,6b -12223,6 
-12346,8 -12345,2 
-12303 -12295,9 

-12348,8 -12350,8 
-12310 5 -12307,0 

a 
o 1 

-12261,68 

-12212,4b 

-12345,7 -12344,8 
-122%,4 -12290,0 
-12358,2 -12347,6 
-12303,5 -12287,4 

2 
-12265,4 
-12210 6 
-12345,8 
-12285,5 
-12345,6 
-12279,9 
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Tabela 3.13 
Estimativas dos modelos GARCR, IGARCH(1,1) e variância condicional constante na série 

Taxa de Câmbio 

CONSTAN GARCH GARCH GARCH GARCH IGARCH 
TE {!,!) ( !,2) (2,!) (2,2) (I,!) 

Seg o,ooosa 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 
0,0004b 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
0,2336" 0,1674 0,1511 0,1744 0,1162 0,1920 

Te< 0,0001 -0,00002 0,00003 -0,00003 -0,00003 0,000044 
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
0,7813 0,9543 0,9363 0,9454 0,9356 0,9209 
-0,0001 -0,00001 -0,00002 -0,00001 -0,00007 -4,56x10-6 
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
0,8009 0,9745 0,9590 0,9780 0,8507 0,9209 

Quin 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006 
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
0,048! 0,0768 007!9 0,09!2 0,0597 0,!4!4 

Sex -0,0001 -0,0003 -0,0003 -0,0003 -0,0002 -0,0003 
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
0,8089 0,5!55 0,4933 0,5!73 0,5195 0,5120 

ro 2,48x10-6 2,55x10-6 2,50x10-6 4,80x10-6 7,06x10'7 

7,68xlfJ7 6,90x/fJ7 

0,0012 ,., 0,0002 * 
a, 0,0718 0,0564 0,0720 0,0479 0,0888 

0,0135 0,0266 0,0039 0,0115 
0,0001* 0,0337* 00001* 00001* 

a, 0,0175 0,0882 
0,0278 0,0140 
0,5303 o 0001* 

~. 0,8861 0,8828 0,8855 o 0,9112 
0,0212 0,0201 0,0066 
0,0001* 0,0001* 0,0001 * 

p, o 0,7820 
0,0161 
0,0001* 

AIC -12248,6 -12346,8 -12345,2 -12348,8 -12350,8 -!2332,9 
BIC -12221,2 -12303,0 -12295,9 -12310,5 -12307 -12305,5 

a estimativa pontual. 
h desvio padrão estimado. 
c valor-P. 

Em três dos modelos; GARCH(2,1), GARCH(2,2) e IGARCH(l,I), o pacote SAS não fornece 

as estimativas dos desvios padrão de a. da mesma forma, não temos a estimativa de ~2 no 
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GARCH(2,1), de ~1 no GARCH(2,2) e de etl no IGARCH(I,l)29
. No processo de escolha, o 

modelo GARCH(2,2) apresenta o menor valor AIC e o segundo menor BIC, enquanto que o 

GARCH(2,1) apresenta o menor BIC e o segundo menor AIC. Considerando que o 

GARCH(2,2) é mais geral que o GARCH(2,1), o primeiro modelo é escolhido inicialmente 

como candidato. 

No GARCH(2,2), a estimativa correspondente à Quinta Feira é significativa (6%) e o 

valor-P da estimativa correspondente à Segunda Feira é 0,12. Nos outros dias as estimativas 

não são significativas. A equação da volatilidade estimada é: 

2 --6 *2 *2 2 cr, ~4,80x!O +0,0479Yt-1 +0,0882Yt-2 +0,7820crt-2 (3.7.2.2) 

(0,0115) (0,0140) (0,0160) 

Como ât + â2 + Ô2 é menor que um então o processo é covariante estacionário. Na Figura 

3.12 apresentamos o gráfico da volatilidade estimada pelo modelo GARCH (2,2), sendo 

observado que ela é capaz de acompanhar o comportamento de aumentos e diminuições dos 

valores dos quadrados dos retornos. 

Adequabilidade do GARCH(2,2) 

Através da análise gráfica das fa.c dos resíduos e seus quadrados apresentadas nas 

Figuras 3.13a e 3.13b respectivamente, podemos considerar que os resíduos do modelo 

GARCH(2,2) não apresentam correlação serial e que a não-linearidade foi removida. Esses 

resultados são confirmados pelos valores-P do Teste Box-Ljung apresentados na Tabela 3.14. 

Por outro lado, os resíduos do modelo GARCH(2,2) apresentam valores de média (0,003), 

variância (1,00) e coeficiente de simetria (0,16), satisfatórios. O valor do excesso de curtose é 

igual a 1,27 indicando que a distribuição dos resíduos apresenta cauda mais pesada que a 

normal. Mas, ao utilizar a estatística W para testar normalidade, encontramos que a hipótese de 

normalidade não é rejeitada, com valor-P igual a 0,49. Na Figura 3.14 apresentamos o Gráfico 

2
g Na análise dos resultados apresentados pelo programa vimos que em alguns destes casos, o parâmetro é 

estimado na fronteira igual a zero e por isso não podemos utilizar o Hessiano para estimar a variância da 
estimativa. 
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de probabilidade normal dos resíduos GARCH(2,2) observando que o comportamento é apenas 

insatisfatório nas caudas. 

Tabela 3.14 
Análise dos resíduos e dos quadrados dos resíduos ARCH na série Taxa de Câmbio 

GARCH GARCH EGARCH 

(1,1) (2,2) (2,0) 

AI 3 3 2 

A2 14 14 14 

Bl o o o 

B2 2 2 2 

Box-Ljung 

Lag6 0,681' 0,566b 0,654 0,609 0,564 0,929 

Lag 12 0,636 0,609 0,672 0,819 0,639 0,815 

Lag 18 0,227 0,425 0,241 0,478 0,304 0,739 

Lag24 0,342 0,517 0,355 0,579 0,420 0,706 

Lag30 0,283 0,580 0,309 0,579 0,271 0,824 

Lag36 0,382 0,304 0,409 0,251 0,354 0,401 

Lag42 0,429 0,197 0,453 0,150 0,389 0,276 

AI (A2): número de autocorrelações maiores que um desvio padrão nos 10 (50) primeiros lags. 
Valor esperado 3(15). 

B I (B2 ): número de autocorre1ações maiores que 1 ,96 desvios padrões nos 1 O (50) primeiros lags. 
Valor esperado 0,5 (2,5). 

• valores-P do teste Box-Ljung para os residuos 
b valores-P do teste Box-Ljung para quadrados dos resíduos 

Com relação à previsão um-passo a frente ex-ante, os intervalos de confiança 95% 

construídos com a volatilidade GARCH(2,2) excluem 5,66% dos retornos (100 em 1767). O 

valor-P associado a essa estimativa é igual a 0,22, em conseqüência os resultados são 

satisfatórios. Por sua vez, como evidencia a Tabela 3.15, existem vários resíduos com valores 

muito grandes (em valor absoluto). 
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Tabela 3.15 
Resíduos extremos GARCH(2,2) na Taxa de CIJmbio 

Data Retorno Volatilidade Residuo Freqüência 
(xl05 E rnda 

23/09/85 0,04816 8,19 5,35 8x10"5 

5/03/86 -0,03238 5,49 -4,45 7,57xl0·3 

25/09/89 0,02758 4,45 4,14 0,03 
21109/84 0,02998 6,42 3,66 0,23 
15/01188 -0,03255 8,14 -3,60 0,28 
20112/90 -0,02166 3,69 -3,53 0,37 
4/01/90 0,02815 6,14 3,52 0,39 
5/01188 -0,02906 7,42 -3,45 0,49 
20/10/87 -0,02205 4,36 -3,44 0,51 
26/05/87 -0,01942 3,56 -3,37 0,66 

Os resultados dessa tabela servem para mostrar que sob a suposição de que o modelo 

verdadeiro é o GARCH(2,2), a ocorrência desses resíduos é muito improvável, sendo a 

probabilidade de obter 10 resíduos maiores (em valor absoluto) a 3,37 inferior a 104
. 

Na Figura 3.15a mostramos os intervalos de confiança (95%) para o período da série 

em que ocorre o maior resíduo. Pelo comportamento dos quadrados dos retornos antes e 

depois de 23/09/85 podemos considerar esse retomo como sendo um outlier do tipo AO. O 

resíduo correspondente a essa observação encontra-se claramente afastado do resto dos 

resíduos (extremo superior a direita na Figura 3.14. O segundo maior resíduo (Figura 3.16a) 

ocorre num período no qual existem várias observações grandes nos retornos que não estão 

incluídas dentro dos intervalos de confiança (95%). Da análise realizada, podemos concluir que, 

embora o modelo possua um bom desempenho na previsão ex-ante, aparecem vários resíduos 

cuja existência é pouco provável se o modelo considerado for verdadeiro. 

Seleção do Modelo EGARCH 

Considerando os modelos EGARCH, a Tabela 3.12 revela que o critério AIC conduz à 

eleição do modelo EGARCH(Z,O) seguido do EGARCH(Z, I), EGARCH(l,O) e 

EGARCH(2,2), em ordem de preferência. Por sua vez, ao considerar o BIC a ordenação para a 

escolha é: EGARCH(Z,O), EGARCH(l,O), EGARCH(l,l) e EGARCH(2,1). Portanto, ambos 

os critérios conduzem à escolha do EGARCH(2,0). Na Tabela 3.16 observamos que no 

EGARCH(2,0) a estimativa correspondente à Quinta Feira é significativa 5% e a 
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correspondente à Segunda Feira possui valor-P igual a 0,10. As estimativas correspondentes 

aos outros dias são não significativas (valores-P > 0,25). 

Tabela 3.16 
Estimativas dos modelos EGARCH na série Taxa de Câmbio 

EGARCH 
_(1,0) 

Seg 0,0006a 
0,0004b 
O,ll83c 

Te>C 0,00004 
0,0004 
0,9132 

Quar -0,0002 
0,0004 
0,6798 

Quin 0,0007 
0,0004 
0,0750 

Sex -0,0002 
0,0004 
0,6437 

K -0,3624 
0,1035 
0,0005* ,, 0,9625 
0,0105 
0,0001 * ,, 

'f\ 0,1477 
0,0231 
0,0001* 

'1', 

'1', 

9 -0,0299 
0,0823 
0,7166 

AIC -12345,7 
BIC -12296,4 

• estimativa pontual 
b desvio padrão estimado. 
"Valor-P. 
* significativo 5% 

EGARCH 
(1,1) 

0,0006 
0,0004 
0,0802 

0,00001 
0,0004 
0,9725 
-0,0002 
0,0004 
0,6440 
0,0007 
0,0004 
0,0569 
-0,0002 
0,0002 
0,2534 
-0,3693 
0,1057 
0,0012* 
0,9618 
0,0108 
0,0001* 

0,0944 
0,0559 
0,0910 

0,0573 
0,0539 
0,2877 

-0,0366 
0,0856 
0,6694 

-12344,8 
-12290,0 

EGARCH EGARCH EGARCH 
( 1,2) (2,0) (2,1) 

0,0007 0,0006 0,0006 
0,0004 0,0004 0,0004 
0,0741 0,0989 0,1308 
0,00003 -8,456x10"9 8,973x10-6 
0,0004 9,JJ5x1fF5 0,0004 
0,9363 0,9993 0,9812 
-0,0001 -0,0002 -0,0002 
0,0004 0,0004 0,0004 
0,7045 0,6762 0,5333 

0,0007 0,0008 0,0008 
0,0004 0,0004 0,0004 
0,0513 0,0394 * 0,0476 * 

-0,0002 -0,0003 -0,0001 
0,0004 0,0004 0,0004 
0,6128 0,4540 0,6955 

-0,4081 -0,1436 -0,7121 
0,1096 0,0304 0,1584 
0,0002* 0,0001 * 0,0001* 
0,9578 1,8162 0,0294 
0,0112 0,0430 0,0376 
0,0001* 0,0001* 0,4335 

-0,8310 0,8969 
0,04334 0,0365 
0,0001* 0,0001* 

0,0796 0,0402 0,0993 
0,0519 0,0077 0,0295 
0,1247 0,0001* 0,0008* 

-0,0144 0,1876 
0,0657 0,0280 
0,8266 0,0001* 
0,0950 
0,0542 
0,0797 
-0,0619 -0,0783 -0,0621 
0,0734 0,0770 0,0745 
0,3991 0,3087 0,4072 

-12345,8 -12358,2 -12347,6 
-12285,5 -12303,5 -12287,4 

EGARCH 
(2,2) 

0,0006 
0,0004 
0,0922 

4,662xl0"6 

0,0003 
0,9891 
-0,0002 
0,0004 
0,5396 

0,0008 
0,0004 
0,0517 
-0,0002 
0,0004 
0,6778 
-0,7152 
0,1960 
0,0003 
0,0217 
0,0394 
0,4816 
0,8983 
0,0379 
0,0001* 
0,0899 
0,0493 
0,0680 
0,1875 
0,0286 
0,0001 * 

0,0114 
0,0389 
0,7704 
-0,0217 
0,0762 
0,7756 

-12345,6 
-12279,9 
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Na equação da volatilidade estimada: 

(0,0304) (0,0429) 

g(t,) = -0.0783t, +1•,1-hi 1t ' 

(0,0769) 

(3.7.2.3) 

(0,0433) (0,0077) 

todas as estimativas são significativas (valores-F inferiores a 0,0001) com exceção do 

corresponde à assimetria que possui valor-P igual a 0,31, em conseqüência não há evidência de 
Leverage Effect. Por outro lado, as raízes de 1-1,8162x +0,8310x2 =O não são reais, mas 

as raízes de 1- ~8x+0,8x 2 =O são iguais a 0,8 e 1. Portanto pelo Teorema 1 (seção 3.3.4) as 

volatilidades não são ergódicas nem estritamente (ou co variante) estacionárias. O gráfico da 

volatilidade estimada pelo modelo EGARCH (2,0) é apresentado na Figura 3.12 sendo 

observado que as variações nos quadrados dos retornos são acompanhados pelas variações da 

volatilidade estimada. 

Adequabilidade do modelo EGARCH(2,0) 

Ao analisar o comportamento da f.a.c. dos resíduos e seus quadrados (Figuras 3.13c-d), 

podemos observar que os resíduos EGARCH(2,0) não apresentam correlação serial e, além 

disso, a não linearidade é removida. Esses resultados são confinnados pelos dados da Tabela 

3.14. Adicionalmente os resíduos apresentam estimativas da média, variância e coeficiente de 

simetria satisfatórios sendo iguais a 0,0006, 1,00 e 0,11 respectivamente. O excesso de curtose 

é igual a 1,23 e está afetado pelos valores extremos dos resíduos, sendo igual a 0,3 7 ao retirar 

os 9 maiores resíduos da amostra em valor absoluto. Isso indicaria que a distribuição dos 

resíduos é leptocúrtica, mas, através da estatística W, não rejeitamos a hipótese de normalidade 

com valor-P igual a 0,29. Adicionalmente, embora não apresentado, o Gráfico de Probabilidade 

Normal é satisfatório com exceção das caudas, onde é observada um pequeno número de 

pontos que apresentam afastamento com relação à reta normal. 

Na Tabela 3.17 são apresentados os 1 O maiores resíduos em valor absoluto, sendo 

observado que vários deles estão incluídos na Tabela 3.15 e, em particular os três maiores 

acontecem na mesma data. 
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Tabela 3.17 
Resíduos extremos EGARCH(2,0) na série Taxa de Ciimbio 

Data Retomo Volatilidade Resíduo Frequência 
x105 Es rada 

23/09/85 0,048161 9,29 5,03 4,4xl0-4 

5/03/86 -0,032379 5,52 -4,44 7,9xl0"3 

25/09/89 0,027580 4,34 4,22 0,022 
5/01/88 ~0,029055 5,62 -3,98 0,060 

20/10/87 -0,022052 3,79 -3,71 0,18 
21/09/84 0,029978 6,20 3,70 0,19 
15/01/88 -0,032549 8,34 -3,56 0,32 
4/01/90 0,028154 6,02 3,55 0,34 
26/05/87 -0,019418 3,68 -3,33 0,76 
5/07/89 0,025197 5,95 3,30 0,84 

Supondo que o EGARCH(2,0) é o verdadeiro modelo, a probabilidade da existência de 

10 resíduos maiores a 3,30 (décimo resíduo) na amostra é inferior a 10"', o qual indica que a 

existência desses resíduos é implausível. Intervalos de confiança (95%) excluem 5,66 % dos 

retornos (valor-P para testar 5% é igual a 0,22) sendo esse resultado satisfatório. 

Modelo GARCH(I, I) 

Dos dados apresentados na Tabela 3.13, nenhuma das estimativas correspondentes aos 

dias da semana são significativas a 5% no GARCH(1,1). Entretanto, a estimativa 

correspondente à Quinta Feira possui um valor-F igual a 0,08. Por sua vez, todas as estimativas 

correspondentes à variância condicional são altamente significativas. A persistência estimada é 

bastante grande, 0.9579, significando uma méia-vida igual a 16,12 (aproximadamente três 

semanas de funcionamento de mercado). 

Quanto à adequabilidade do modelo GARCH(l,l), tanto pela análise gráfica das f.a.c 

dos resíduos e seus quadrados, quanto pelos valores-P do teste Box-Ljung apresentados na 

Tabela 3.14, podemos considerar que os resíduos não apresentam correlação serial e que a não­

linearidade foi removida. Por outro lado, os resíduos do modelo GARCH(l,l) apresentam 

valores de média, variância e coeficiente de simetria iguais a 0,0004, 1,00 e 0,15 

respectivamente, os quais são satisfatórios. Embora o valor do excesso de curto se, 1,3 indique 

leptocurtose na distribuição dos resíduos, o teste W possui valor-P igual a 0,33. Como nos 

casos anteriores, isto é explicado pelo fato da grande maioria dos dados ter comportamento 
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próximo da normal como foi verificado no Gráfico de Probabilidade Normal, que não é 

apresentado. 

Com relação à previsão um-passo à frente ex-ante, os intervalos de confiança 95% 

construídos com a volatilidade GARCH(1,1) excluem 5,55% (98 em 1767) dos retornos, sendo 

esses resultados satisfatórios. Por sua vez, como mostra a Tabela 3.18, existem vários 

resíduos com valores muito grandes (em valor absoluto). 

Tabela 3.18 
Resíduos extremos GARCH(l,l) na série Taxa de Climbio 

Data Retomo Volatilidade Residuo Freqüência 
(x1o') E rada 

23/09185 0,04816 8,56 5,23 1,5xl0'4 

5/03/86 .{),03238 5,42 -4,47 6,8xl0'3 

25109189 0,02758 4,27 4,22 0,02 
15101188 .{),03255 6,99 -3,89 0,09 
21109184 0,02998 6,20 3,72 0,18 
4/01/90 0,02815 5,78 3,63 0,25 
5/01/88 ...0,02905 6,92 -3,58 0,31 

26/05/87 .{),01942 3,43 -3,43 0,53 
20112/90 ...0,02966 3,89 -3,43 0,54 
20/10187 ..(1,02205 4,58 -3,36 0,69 

Os resultados dessa tabela servem para mostrar que sob a suposição que o modelo 

verdadeiro é o GARCH(l,l), a ocorrência desses resíduos é muito improvável, sendo a 

probabilidade de obter 10 resíduos maiores (em valor absoluto) a 3,36 inferior al04
. 

Da análise podemos concluir que, embora o modelo possua um bom desempenho na 

previsão ex-ante, aparecem vários resíduos cuja existência é pouco provável se o modelo 

considerado for verdadeiro. 

Comparação dos Modelos GARCH(I, I), GARCH(2,2) e EGARCH(2, O) 

Os modelos GARCH(l,1) e GARCH(2,2) apresentam estimativas de volatilidade 

bastante próximas, como pode ser visto na Figura 3.17a. O mesmo é observado quando 
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comparamos os modelos GARCH (2,2) e EGARCH (2,0) (ver Figura 3.!7b). Nos parágrafos a 

seguir é realizada uma comparação dos modelos escolhidos através dos critérios AIC e BIC. 

Como é observado na Figura 3.12, as volatilidades estimadas pelos modelos 

GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) são capazes de acompanhar as variações (aumentos e 

diminuições) dos quadrados dos retomos30
, mas eles diferem em certas características. 

Primeiro, são observadas diferenças consideráveis entre as volatilidades para alguns retornos 

(Figura 3.17a), sendo em alguns casos bastante grandes. Isso é devido ao fato da volatilidade 

estimada pelo GARCH(2,2) reagir de forma diferente à presença de valores grandes (extremos) 

dos quadrados dos retornos quando comparada com a volatilidade EGARCH(2,0). Por 

exemplo, na Figura 3 .15a observamos que no um dia após a observação extrema no dia 

23/09/85, ambas volatilidades estimadas aumentam, mas a volatilidade estimada GARCH(2,2) 

o faz abruptamente. O mesmo acontece na Figura 3.16a nos dias 5/03/86 e 24/03/86. Nesse 

sentido, ao comparar as expressões (3.7.2.2) e (3.7.2.3), os dados evidenciam que o efeito 
aditivo de IYtl na volatilidade estimada GARCH(2,2) é maior que o efeito multiplicativo IYtl 

na volatilidade estimada EGARCH(2,0) no instante seguinte à ocorrência da observação 

extrema. Por sua vez, na Figura 3.17b observamos que a volatilidade EGARCH(2,0) também 

pode ser muito maior do que a volatilidade GARCH(2,2). Na Figura 3.18a é apresentado um 

período no qual isso acontece. Desde 27/02/85 é observado que a volatilidade EGARCH(2,0) 

é maior que a volatilidade estimada GARCH(2,2). Neste caso as diferenças começam no dia 

1/03/85 em que ocorre uma observação muito pequena (em valor absoluto). 

A segunda diferença, também relacionada com a primeira, deve-se ao fato de que logo 

após a ocorrência dos valores grandes dos retornos, em alguns períodos, como por exemplo 

nas apresentadas nas Figuras 3.15b e 3.16b, os intervalos de confiança 95% (i.c) para os 

retornos utilizando a volatilidade GARCH(2,2) apresentam de maneira geral, comprimento 

maior aos i.c. construídos com a volatilidade EGARCH(2,0). 

Outra diferença consiste na forma da evolução das volatilidades sendo no 

EGARCH(2,0) mais suave quando comparada à volatilidade GARCH(2,2) (Figuras 3.12, 

3.15a, 3.16a, 3.18a). 

Por outro lado, com relação à previsão um-passo à frente ex-ante, o desempenho dos 

modelos GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) é praticamente o mesmo. Assim, intervalos de 

30
Embora não apresentado, no gráfico da volatilidade GARCH(l, l) também é observado isso. 
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confiança 95% para os retornos (i.c.) incluem o mesmo número de retornos nos dois modelos 

e, por outro lado, as percentagens observadas nas Tabelas 3.19 e 3.20 são muito próximas. 

Tabela3.19 
Previsão um-passo à frente ex-ante considerando níveis na volatilidade estimada 

GARCH (2,2) na Taxa de Cambio 

Nível n Volatilidade ( xl 05
) numero de Percentagem 

b c retornos fora 
baixo 589 2,842 4,492 42 7,13 
médio 589 4,492 5.780 27 4,58 
alto 589 5,784 276 31 5,26 

a Teste bilateral com aproximação Poisson supondo independência nas observações 
b menor valor apresentado em cada nivel. 
c maior valor apresentado em cada nível. 

Tabela 3.20 

Valor-P 

0,02 
0,65 
0,78 

Previsão um-passo à frente ex-ante considerando níveis na volatilidade estimada 
EGARCH(2,0) na Taxa de Cambio 

Nível n Volatilidade numero de Percentagem Valor-P 
(xl05

) retornos fora 
b c 

baixo 589 2,151 4,478 41 6,96 0,03 
médio 589 4,484 5,992 28 4,75 0,79 
alto 589 5,992 16,2 31 5 26 0,78 

a Teste bilateral com aproximação Poisson supondo independência nas observações 
b menor valor apresentado em cada nfvel. 
c maior valor apresentado em cada nivel. 

Nessas tabelas observamos que quando a volatilidade é baixa, os intervalos de confiança 

(i.c) em ambos os modelos excluem mais retornos do que os esperados. 

Nas Figuras 3.15b, 3.16b e 3.18b, correspondentes basicamente a períodos de 

volatilidades média e alta, é possivel observar que os i.c construídos com ambas volatilidades 

sempre excluem os valores extremos dos retornos. Logo após a presença das observações 

extremas, os i.c obtidos utilizando o GARCH(2,2) são mais compridos do que os 

correspondentes aos i. c estimados pelo EGARCH(2,0). 
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Conclusões 

A discussão anterior permite estabelecer algumas conclusões: 

-Os modelos GARCH(l,l), GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) são capazes de remover a não­

linearidade dos retornos. 

- A volatilidade estimada EGARCH(2,0) evolui de fonna mais suave quando comparada com a 

volatilidade estimada GARCH(2,2) que apresenta variações bruscas. 

- Os modelos GARCH(l,l) e GARCH(2,2) apresentam estimativas da volatilidade muito 

próximas. 

-As volatilidades estimadas pelos modelos GARCH(l,l), GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) são 

capazes de acompanhar os movimentos de aumentos e diminuições dos quadrados dos 

retornos. 

-Os modelos estimados GARCH(l,l) e GARCH(2,2) são covariante estacionários enquanto 

que o EGARCH(2,0) não é estacionário. Nesse sentido, considerando as evidências 

encontradas no Capítulo 2, os modelos GARCH são preferíveis. 

-Os modelo ajustado GARCH( I, 1) apresenta alta persistência e, por outro lado, no modelo 

ajustado EGARCH(2,0) não há evidência de Leveragge Effect. 

- Em termos de previsão ex-ante, ambos os modelos GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) exibem 

resultados satisfatórios e similares, resultados que se mantém quando consideramos níveis na 

volatilidade. Em particular, quando a volatilidade é baixa encontramos uma percentagem de 

retornos maior à esperada. 

- Para grande quantidade de retornos, os valores apresentados pelas volatilidades estimadas 

GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) são similares e as grandes diferenças entre elas ocorrem nos 

períodos posteriores à presença de observações extremas. 

- Existe uma falta de ajuste nos modelos GARCH(!,l), GARCH(l,2) e EGARCH(2,0) 

evidenciada pela existência de vários resíduos extremos que não podem ser explicados com os 
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modelos estimados. Nesse sentido, é possível melhorar o ajuste considerando intervenções, e 

/ou, utilizando inovações com distribuições que apresentem cauda pesada, ou até 

procedimentos robustos. 
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Figura 3,1: Funções de autocorrelação dos resíduos ARCH e dos quadrados dos resíduos nas 

Ações 
a) f.a.c dos residuos GARCH(1,2), b) fa.c dos quadrados dos residuos GARCH(l.2) 
c) fa.c dosresiduos EGARCH(2,2), d) f.a.c dos quadrados dos residuos EGARCH(2,2) 
e) f.a.c dos residuos GARCH(l,l), f) f.a.c dos quadrados dos residuos GARCH(l,l) 

Legenda:(---) limites usuais de Bartlett de I e 2 desvios padrão. 
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CAPÍTULO 4 

MODELOS DE VARIÂNCIA ESTOCÁSTICA 

4.1 Introdução 

Uma das principais características dos modelos ARCH, discutidos no Capítulo anterior, 

é o fato da volatilidade ser uma variável observável. Como conseqüência disso, a 

verossimilhança era obtida com facilidade o que, por sua vez, facilitava o processo de 

inferência. Este Capítulo está dedicado ao estudo de uma abordagem diferente, os Modelos de 

Variância Estocástica (Modelos SV) nos quais a volatilidade é uma variável não observável. 

Entre os modelos que consideram a volatilidade como sendo não observável temos os 

propostos por C1ark (1973). Tauchen e Pitts (1983). Hull e White (1987), Wiggins (1987), 

Melino e Tumbull (1990}. Na fonnulação dos modelos SV, as propriedades assim como sua 

dinâmica eram facilmente derivadas. Entretanto as maiores dificuldades apareciam na estimação 
e no diagnóstico, por causa da ausência de procedimentos e ferramentas teóricas. Devido a 

isso, os modelos de variância estocástica eram pouco utilizados. Os progressos da última 

década relacionados com a análise de variáveis não observáveis, facilitaram o surgimento de 

diversas metodo1ogias para calcular a vo1atilidade (ver Ghysels et a/ii, 1995 e Shephard, 1994b 

para uma revisão da bibliografia). Entre as abordagens mais promissoras está a utilização de 

procedimentos Bayesianos (Jacquier et alii , 1994), nos quais a distribuição da volatilidade é 

calculada fazendo uso de métodos computacionais intensivos como o Amostrador de Gibbs ou 

Cadeias de Markov via Monte Carla. O principal problema nessas metodologias é a ausência 

de procedimentos de diagnóstico e, às vezes, o alto custo computacional. 

Uma forma de tratar esses modelos, consiste em encontrar representações adequadas 

em espaço de estados. Nesse contexto, estimar a volatilidade constitui um problema de 

filtragem ou extraçllo de sinal. O problema inerente a essa abordagem é a dificuldade em 

calcular a verossimilhança. Como uma alternativa para contorna essa dificuldade, Harvey et alii 

(1994) e Ruiz (1994) propõem o Método de Quase Máxima Verossimilhança que consiste em 

aproximar a verossimilhança pelos dois primeiros momentos e calcular a quase-verossimilhança 
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e as estimativas da volatilidade via Filtro de Kalman (Kalman, 1960). A representação em 

termos de espaço de estados permite estimar os resíduos recursivos, que podem ser utilizados 

para testes de diagnóstico do modelo e permite calcular a previsão de forma simples. 

Adicionalmente, permite a incorporação de diversos Fatos Estilizados como Efeitos 

Calendário e Leverage E.ffect de maneira simples. Finalmente, e quiçá seja a maior vantagem, a 

extensão para modelos multivariados é natural, sendo os modelos parcimoniosos (ver Harvey et 

alii,I994). A despeito dessas vantagens, esse procedimento aproximado de estimação pode ser 

muito ineficiente. 

Neste Capítulo será discutido um modelo de volatilidade estocástica específico; o 

modelo Log-normal, também conhecido como AR(J)- SV, que foi proposto pela primeira vez 

por Taylor (1980,1986) e desenvolvido posteriormente por Nelson (1988) e Harvey et alii 

(1994), dentro de uma abordagem de espaço de estados. Inicialmente, na Seção 4.2 discutimos 

a representação em espaço de estados dos modelos de variância estocástica. A seguir, na Seção 

4.3, é mostrado como o modelo AR(l)-SV é capaz de reproduzir teoricamente alguns Fatos 

Estilizados. A Seção 4.4 trata do processo de Estimação enquanto que, na Seção 4.5, 

discutimos algumas medidas para o diagnóstico e Bondade de Ajuste. Na Seção 4. 6 são 

apresentadas algumas extensões do modelo AR(l)-SV para incorporar outros Fatos 

Estilizados. A previsão é o assunto da Seção 4.7 e, finalmente, na Seção 4.8 ilustramos a 

metodologia exposta através do ajuste das Séries Exemplo. 

4.2 Abordagem em Espaço de Estados dos Modelos de Variância 
Estocástica. 

Nesta seção será discutido, com algum detalhe, a construção de um modelo na 

representação de espaço de estados. Entre as referências para modelos em Espaço de Estados e 

Filtro de Kalman temos, Harvey (1989) e, para uma abordagem Bayesiana, West e Harrison 

(1989). 

Nos modelos de V ariância Estocástica a volatilidade é considerada como uma 

componente não observável que varia ao longo do tempo. Nesse sentido, dentro da 

especificação usual, é assumido que os retornos satisfazem: 

(4.2.1) 
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ou, de outra forma, escrito como modelo produto: 

e, ~ NID(O,l), (4.2.2) 

onde Et é independente do processo Yt. Subsiste ainda o problema de modelar a variância 

condicional. Uma forma simples de modelar esse processo é através de um processo 

autoregressivo de ordem um e escrevê-lo como exponencial de um processo não observável, 

com o propósito de garantir que a volatilidade seja positiva: 

log(cr;) =o+ y log( cr;_,) + '1, l]t ~NID(O,cr~) (4.2.3) 

onde O, y são parâmetros e IYI< 1. 

A formulação (4.2.2) e (4.2.3), denominado Modelo AR(I)-SV Discreto Estacionário conduz 

naturalmente a uma representação do modelo em Espaço de Estados. Com efeito, na equação 

(4.2.2), elevando ao quadrado cada termo e tomando o logaritmo obtemos a seguinte 

expressão: 

log(Y,') = log(e;) + log(cr;), (4.2.4) 

na qual, as variáveis log(t}) seguem a distribuição log-normal com parâmetros (Abramovitz e 

Stegum ,1970): 

E [log(e,2)] = -1.27 (4.2.5) 

V ar [log(e,2
)] = rr?-12"' 4.93 . 

Por sua vez, podemos definir a variável: 

Ç, = log(e,')-E[log(e,2)]= log(e,2) + 1.27, (4.2.6) 

e substituí-la em (4.2.4). Dessa forma obtemos a expressão: 

log(Y.')=-1.27+log(crr)+Ç,, (4.2.7) 
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na qual E [Ç1 ] = O, V ar [Ç1 ] = n2/2 e, dado que as variáveis aleatórias E 1 são mutuamente 

independentes, então as Çt também são. 

Finalmente, as equações ( 4.2.3) e ( 4.2. 7) constituem a representação em Espaço de Estados do 

modelo (4.2.2)-(4.2.3): 

log(Y,') ~ -1.27 + log( a;)+ Ç, 

log( cr;) ~ õ + y log( cr;_,) +r], 

Ç, "'ID(O, 1t' I 2) 

11, "'NID(O,a:) 

/; 1 , ll. 1 independentes. 

(4.2.8a) 

(4.2.8b) 

A inclusão de uma componente aleatória llt na equação (4.2.8b), que envolve o 

processo da volatilidade, faz o modelo mais versátil no sentido que o toma suficientemente 

amplo, de forma a reproduzir os Fatos Estilizados1
. Quando y=l, definimos o Modelo AR(J)­

SV Discreto Não-Estacionário como: 

yt :::o EtO"t 

log(cr,) ~ log(cr,_,)+l'\, 

e, "'NID(0,1) 

11, "'NID(o,cr:) 

1; 1 ,11 1 independentes, 

(4.2.9a) 

(4.2.9b) 

o qual possui uma representação em Espaço de Estados como (4.2.8) com õ::::: O e y = 1, isto é, 

o logaritmo da variância se reduz a um passeio ao acaso sem drift. 

O modelo (4.2.8) constitui uma aproximação discreta natural do modelo de difusão 

Orstein-Uhlenbeck utilizado, entre outros, por Hull e White (1987). Dassios (1992) mostrou 

que esse modelo constitui uma melhor aproximação discreta que o modelo EGARCH. 

Na literatura existem várias metodologias para estimar a formulação (4.2.8), como por 

exemplo, entre outros, o Método dos Momentos Generalizado (GMM), a Moda, Amostragem 

por Importância (Importance Sampling), Cadeias de Markov via Monte Carlo, (para uma 

revisão atualizada ver Shepbard,1994b). A alternativa proposta por Harvey et alii (1994) e 

Ruiz (1994), consiste em assumir que a distribuição das perturbações Ç1 pode ser aproximada 

pela distribuição Normal. Dessa forma, (4.2.8) constitui a representação em Espaço de Estados 

com as perturbações consideradas Gaussianas e a verossimilhança calculada vía Filtro de 

1 É possível generalizar essa equação de maneira que evolua como um ARMA 
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Kalman. Como a verosimilhança é aproximada, temos uma estimativa pelo Método de Quase­

Maxima Verosimilhança. Depois de estimados os parâmetros, o Filtro de Kalman pode ser 

utilizado para estimar a volatilidade. Uma característica importante deste método é que não 

precisamos conhecer a distribuição específica de E1, mas apenas os dois primeiros momentos. 

4.3 Propriedades Básicas: Reprodução dos Fatos Estilizados 

Na demonstração das propriedades básicas a seguir, a hipótese de normalidade nas 

perturbações é utilizada só quando necessária. Para facilitar o cálculo posterior da 

verossimilhança, substituímos o parâmetro de escala O pela expressão log(K)(l-y), onde a 

constante K está fora da equação de estados. Dessa forma, o modelo AR(l)-SV discreto 

Estacionário é definido como: 

Yt=Etcrt 

o/= Kexp(ht). 

h,=yht_, +llt 

onde I ri< 1, e as perturbações Et e llt satisfazem: 

~;, - IID (0, I) 

'h - IID (0, cr, 2) 

E[e,lJ,_,] ~O \I s;;, o 

(4.3.la) 

(4.3.1b) 

(4.3.lc) 

(4.3.ld) 

(4.3.le) 

(4.3.11) 

Da mesma forma, a versão Não-estacionária é obtida substituindo K = 1 e y = 1, em 

( 4.3 .I). As propriedades estatísticas do modelo de volatilidade estocástica definido em ( 4. 3 .I), 

serão apresentadas na forma de Teoremas, sendo o primeiro: 

Teorema 1 

No modelo ( 4.3 .I), supondo que a variância da perturbação lJ• é finita temos que: 

i) Quando IYI < 1, o processo {ht }é estritamente estacionário, com média igual a: 

2 ~ 
J..lh = O , e variância crh = --2 . 

1-y 
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ii) O processo {Y1} é estritamente (fracamente) estacionário se o processo {ht} é estritamente 

(fracamente) estacionário. 

iii) O processo {Yt} é martingale diferença com respeito a Dt-t ; a a-álgebra gerada por It . 

iv) O processo {Y,} é ruído branco. 

v) Se distribuição do processo {E.t} é simétrica, então a distribuição do processo {Yt} é 

simétrica, portanto, seus momentos de ordem impar são nulos. 

vi) Quando a distribuição do processo { Et} é normal com variãncia unitária, e a distribuição da 

perturbação llt também é normal, então , a distribuição do processo {Yt} apresenta cauda 

pesada, com variãncia e curtose dadas por : 

Var[Y,] ~ Kexp(0.5cr:J, 

( cr': I 
Curtose[Y,] ~ 3exp(0::) ~ 3ex,

1
_ ~')' 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

se IYI < 1 . De maneira geral, os momentos de ordem par são obtidos através da expressão : 

(2m) I 
E[Y'm] ~ . exp(05m'cr':)Km 

' (2)mml . h . 
(4.3.4) 

Prova: 

Para as provas são necessários resultados dos modelos autoregressivos, e da esperança 

condicional . 

i) Resulta das propriedades dos modelos autoregressivos. 

ii) Segue de (4.3.1a), (4.3.1b) e considerando que o produto de dois processos fracamente 

(estritamente) estacionários, é fracamente (estritamente) estacionário. 

iii) Basta mostrar que E[Y, I D,.,] ~O e que E[IY,I] é finita. 
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a) Como a, é função de Dt-1, e as variáveis Et são mutuamente independentes, então: 

E[Y1 I D 1_ 1 ] = E[E 1ar I D,_t1 = a,E[E 1 I D,_1 ] = O, portanto E[Y1 I D 1_1 ] = O. 

b) As perturbações E1 são mutuamente independentes e possuem variância finita, em 

conseqüência E[jE1 VD,_1 ] = E[js, 11 é finita. Por sua vez, considerando que a./ é finito, então 

E[la, 11 < oo. Usando ambos resultados obtemos que: 

E[IY,IJ = E[ls,cr, IJ = E[E[Is,cr, I/D,_,]] = E[lcr,IE[Is,VDH]] é também finito. 

iv) Do item a) em iii) obtemos que E[Y,] = E[E[Y, I D,_,]] =O. Por outro lado, como as 

variáveis Et são mutuamente independentes, então para s>O: E[s,s,_.]=O. Em conseqüência, 

E[Y, Y,_.] = E[E 10'1E1_.0'1_.] = E[cr1a 1_.E[E1E1_, I D,_1 ]] = O. No item vi) será mostrado que o 

processo {Yt} possui variância finita, com isso esse processo é ruído branco. 

v) Como as perturbações Et são mutuamente independentes com distribuição simétrica, então 

E(Et2m+I/D,_t) = E[Et2m+I) = O, para m=0,1,2, ... ,. Portanto: E[Y12m+l) = E[Et2m+l a 1
2m+I] = 

E[a/'"1E[s/"" 1/D1.t]] ~O. 

vi) Pelas propriedades da distribuição normal, e o fato da independência das perturbações E1 , 

(2m)! 
obtemos que: E[e;m/D,_1]=E[e;m]=( )m 1. Por sua vez, a perturbação '11 possui 

2 m. 

distribuição normal, portanto o processo h1 = log(0: I K) também tem distribuição normal com 

media e variância dadas em i). Dessa forma, é possível calcular os momentos de ordem par de 

a?, através da seguinte propriedade usada em Taylor (1986 p.74 ): 

Propriedade 1: 

Se log ( V, ) tem distribuição normal com media a e variância P' ( P>O ), então : 

i) E [V,]= exp(a + 0.5P2
), 

ii) Como log [V,'] ~r log [V,] em conseqüência, E [V,'] ~ exp( ra + 0.5 r'p2 
). 

(4.3.5.1) 

(4.3.5.2) 

I 
Portanto, considerando V, =a; IK obtemos que: E[(<f.)m /Km]=exp(2m'a:J e 

E[(a;)m] = Km exp(~m'a:J. Logo, fazendo uso de E[Y/"'] =E[ sim a/"']= E[a,2mE[e, 2m/D1•1]], 

obtemos a seguinte expressão: 
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E[Y'm] (2m) I (O 5 ' ') m 
t = (2)mm!exp . m uh K , 

em particular; E[Y1
2

) = exp(O.Scr~)K, que é igual à variância de Yt, e E[Y1
4

] = 3exp(2u~)K 2
, em 

conseqüência a curtose é calculada facilmente. 

o 

Como acontece nos modelos ARCH, o processo dos retornos do modelo AR(l)-SV é 

não correlacionado, com distribuição simétrica em torno de zero. Se uTJ2 > O, do item vi), 

obtemos que a curtose é maior do que 3, em conseqüência, a distribuição dos retornos também 

é leptocúrtica. Entretanto, uma diferença importante é que no modelo (4.3.1), o quarto 

momento sempre existe quando o processo ht é estacionário (mesmo quando y é nulo\ ao 

contrário dos modelos ARCH, nos quais, a existência do quarto momento depende dos valores 

das raízes na equação da volatilidade (por exemplo no GARCH(l,I), quando a+~<!). A 

propriedade de cauda pesada vale também quando especificamos distribuições GED nas 

perturbações, ver Harvey e Shephard (1993b). 

Com relação à Persistência, dado que a log-volatilidade é um processo autoregressivo 

linear (4.2.8b), o indicador natural para a persistência é o parâmetro y. 

Por outro lado, fazendo suposições sobre a distribuição conjunta das perturbações Et e 

11• , é possível modificar o modelo (4.3.1) de forma a reproduzir outro Fato Estilizado: o 

Leverage Effect, essa modificação pode ser encontrada em Harvey e Shephard (1993c). 

Analogamente, incorporando o processo dos retornos como um processo de inovações dentro 

de um modelo de regressão, podemos imitar os Efeitos Calendário. Esse aspecto será discutido 

na Seção 4.7. 

Na exposição das características das séries financeiras no Capítulo 2, encontramos que 

um dos Fatos Estilizados mais importantes é a não-linearidade dos retornos. Uma forma de 

confinnar essa característica é através da f a. c de funções não-lineares dos retornos. No modelo 

AR(l)-SV estudado nesta dissertação, o interesse está centrado nos quadrados dos retornos e 

nos logaritmos dos quadrados dos retornos. O seguinte Teorema explícita sua dinâmica. 

2 Pois Y 1 é mistura de distribuições, no qual o grau de mistura depende de crrr 2. 
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Teorema2 

Seja o modelo de variância estocástica definido em (4.3.1). Supondo que as 

perturbações St e Tlt são normais mutuamente independentes, então: 

i) A f a. c do processo dos quadrados dos retornos é igual a: 

(4.3.6) 

ii) Entretanto, quando o parâmetro y é próximo de um e ou cr11 
2 é pequeno, podemos aproximar 

a f.a.c obtida em i) por: 

exp[cr~]-1 
PY?(s):= 3 [ 'l 1r" exp crh -

(4.3.7) 

iii) Finalmente, a f.a.c dos logaritmos dos quadrados dos retornos é: 

y• 

plog(Yb (s) = 1 + 4.93 I oi · (4.3.8) 

Prova: 

i) Como as variáveis Et são normais i.i.d, então: E[&:s~-s I D 1_1 ] = E[s:s;_s] = 1. Dessa forma: 

E[Y,'Y,'.J ~ E[cr;cr;_,E[s;s;_, ID ,_,]]~E[ <f, <f,_,]~ E[exp(h, + h,_,)]K'. ( 4.3.9) 

Por sua vez, como h1 é um processo autoregressivo normal de ordem 1, então o processo: 

log[cr;cr;_. I K.
2

] = h 1 + h 1_ 5 , também tem distribuição nonnal com media igual a O e variância 

igual a~ (I +y'). Logo, pela expressão (4.3.5.1) na Propriedade I obtemos: 

E[ exp(h, +h,_,)]~ exp[<i. (I+ y')], (4.3.10) 

e como por outro lado : 

Var[Y,] ~ E[Y.'J ~ exp[0.5cr:]K (4.3.11) 
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portanto, de (4.3.9), (4.3.10) e (4.3.11) obtemos: 

Cov[Y,'Y,~,] ~ exp[ crW + y')]lt:2 - (exp[0.5cr~ ]1t:)2 

~ exp[ cr!] { exp[cr!r' ]- l}K2
, 

Var[Y,2 ] ~ E[Y,4 ]- (E[Y,' ])2 
~ 3exp[2cr!]lt:' - (exp[o.scr; ]K)' 

~K 2 exp[~]{3exp[cr~]-l} . 

(4.3.12) 

(4.3.13) 

Finalmente, como Var[Y?] = Var[Yt~s], utilizando as expressões (4.12) e (4.13) é fácil obter: 

2 2 exp[a~y 8 ]-1 
Pv.' ~ Corr[Y, Y,_,] ~ 

3 
[...2] . 

expoh -1 

ii) Expandindo exp[a!y"] em série de McLaurin obtemos: 

considerando que {ys}k = 1, quando y ~ 1, então: 

00 (crt)' 
exp[crir'l=l+r't; ~! ~1+y'{exp[~]-1}, 

logo, substituindo a última expressão em (4.3.6) obtemos: 

PYI (s) 
exp[~]-1 -:==?;;':--:., y ' 
3exp[~]-1 · 

e 

iií) Em (4.2.4) temos que: log(Yn = ht + log(e~)- Por sua vez, como as variáveis log(et2
) são 

mutuamente independentes e o processo {ht} é AR(1), então o processo Zt=log(Y?) é um 

ARMA (1,1); o qual possui uma função de autocorrelação da forma: 

s = 1,2,3, ... 

onde C é o valor da primeira autocorrelação, que é calculada pela definição. Assim, 

considerando que os processos {ht} e {log(e2
1.s)} são independentes (s:2:::0), calculamos 

facilmente as seguintes quantidades: 
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E[Z,] ~E[ h, + log(s~ )] ~ E[log(s; )] , 

E[Z,Z,_,] ~ E[log(Y,') log(YL, )] ~ E[(h, + log(s; ))(h,_, + log(s;_,))] 

~ E[h,h,_, 1 + E[log(s; )1E[Iog(s;_,)1 , 

E[Z~] ~E[ {(h, + log(s~))} 21 ~ E[ h; 1+ E[ {log(s;_, )} '1 

~ E[htJ + {Var[log(s1)1 + (E[log(s1)]) 2 }, 

dessa forma obtemos: 

Var[Z, 1 ~ E[z; 1- {E[Z,]}' ~ E[ h;]+ Var[log(s; )1 ~cri + 4.93, 

Cov(Z,Z,_,) ~ E[Z,Z,_,1- E[Z,1E[Z,_,] ~ E[h,hH1 

~ E[(yh,_, +rt, )h,_, 1 ~ yE[h;_, 1 ~ ycr;, 

e, pela definição de correlação obtemos finalmente: 

c~ Y 
1+493/cri. 

D 

Um aspecto interessante do resultado (4.3.7) é que essa função de autocorrelação é 

similar à obtida no caso de um modelo ARMA( 1,1 ), a qual , como já vimos no Capitulo 2, é 

capaz de imitar a dinâmica que se obsetva freqüentemente nas séries financeiras. Nas aplicações 

empíricas com modelos AR(1)-SV, usualmente encontramos estimativas de y que permitem 

utilizar a expressão (4.3.7), como uma aproximação razoável. Da mesma forma, como visto na 

Seção 3.3.2.1 a f.a.c dos quadrados dos retornos do modelo GARCH(l,1) também é da forma 

ARMA(1,1). O fato dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV apresentarem a mesma f.a.c nos 

quadrados dos retornos será utilizado na Seção 5.4 .1, para comparar os dois modelos. 

Do exposto, vemos que modelo AR(1)-SV teoricamente é capaz de reproduzir os 

principais Fatos Estilizados inerentes à distribuição do processo dos retornos e da volatilidade. 

A seguir mostramos como pode ser realizada a estimação. 
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4.4 Estimação 

Dentro da abordagem de Quase-Máxima Verossimilhança (QML), a estimação do 

modelo AR(l)-SV é simplificada pela utilização do Filtro de Kalman, que permite o cálculo da 

verossimilhança através da decomposição do erro de previsão. Uma vez obtidas as estimativas 

dos parâmetros através da maximização da verossimilhança, recalculamos os componentes via 

Filtro de Kalman. Na literatura, a verossimilhança é geralmente descrita como bem comportada 

não apresentando problemas numéricos, o que constitui uma diferença importante quando 

comparamos com a estimação nos modelos ARCH, nos quais existem dificuldades para 

maximizar com restrições, devido aos problemas de convergência, ou, como comentam 

Jacquier et alii (1994 p. 414) devido à presença de vários máximos locais. Entretanto, na 

aplicação com as Séries Exemplo encontramos problemas de convergência. 

Nesta Seção será discutida a estimação do modelo AR(l)-SV dentro da abordagem 

QML. A seguir apresentamos uma breve discussão da eficiência desse método quando 

comparado com outros existentes na literatura. 

4.4.1 Estimação Pontual 

O procedimento de estimação será apresentado primeiro para o modelo AR( I )-SV 

estacionário, no qual o parâmetro do nível é estimado seguindo a abordagem proposta por Ruiz 

(1994)3 

Seja a representação em Espaço de Estados do modelo AR(l)-SV Estacionário: 

X, =h, +Ç, 
h, = yh,_. +11, 

onde: 

X, =log(Y,')+1.27-log(K), 

e a volatilidade definida como: 

1;, ~ NID(O, 1t 2 I 2) 

n, "'NID(o,.r,) 

Ç,, 111 não correlacionados, 

3Em Ghysels et alii (1995, p. 13) discute-se uma alternativa não-paramêtrica. 

(4.4.1.1a) 
(4.4.1.1b) 

(4.4.1.1c) 

143 



Modelos de Variãncia Estocástica 

c?, = Kexp(h,). (4.4.Ud) 

Uma reparametrização conveniente da representação (4.4.1.1), que facilita 
posteriormente o cálculo da quase-verossimilhança consiste em fazer a: = a€ :::: 1t2 I 2::::4,93 e 

q =cr~/d;, . Dessa forma, os parâmetros a serem estimados são: \f= {K,y,q} e por sua vez, 

temos que estimar os componentes: { ht ,Ç, } . A seguir apresentamos os passos para a estimação 

do modelo (4.4.1.1). 

1) Estimação consistente de K{Ruiz,l994). 

Aplicando o operador esperança em ambos termos de ( 4. 4 .1.1 c) obtemos 

log(K) = 1.27 + E[log(Y,')] dado que E[X,] é zero de (4.4. Ua). Seguindo os resultados de 

Harvey (1989), estimamos E[log(Y1
2
)] pela media amostral4

, que é um estimador consistente. 

Logo, log(K)é estimado consistentemente por log(K)= 1.27+log(Y,'). Ao substituir essa 

expressão em (4.4.Uc) obtemos que Xt = log(Y,2 ) -log(Y,'). No desenvolvimento posterior 

desta seção será assumido que os valores de X1 são conhecidos e, em conseqüência, só temos 

que estimar os parâmetros \f= { y, q}. 

2) Filtro de Kalman 

O Filtro de Kalman é um algoritmo recursivo (em t=I,2, ... T) dado pelas seguintes 

equações: 

Equações de Previsão: 

Equações de Atualização: 

tllt!t-1 = y Illt-1 

Pvt-t = '(P,_, + q 

ft=Pvt-t + 1 

P, = Pt~t-t- (1/f,) Pu,_,' 

Illt = ffitlt-1 + k, ( x,- ffit!t-1) 

4Esse estimador é QML e não correlacionado com os estimadores QML de y e cr, 2 

(4.4.1.2a) 

(4.4.1.2b) 

(4.4.1.2c) 

(4.4.1.2d) 

(4.4.1.2e) 
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onde ll1t (mtJt.t) é a estimativa de ht (htJt.t) baseada na informação lt, (It.1), Pt (PtJt.1) é a variância 

de ffit (mtJt.t) , kt = Put-t I:& é chamado Ganho de Kalman e /t é a variância do erro da previsão 

um passo à frente v1= Xt- mtJt.J. 

Para inicializar o filtro é necessário estabelecer as condições inicias para o algoritmo: 

Pvo e m11o- Uma opção é considerar os valores não condicionais da média e variância do 
cr' 

processo, i.e, P110 = 11 
1 

e mllo= O. Outra opção é considerar P 1=1 e m1 = Y1 que eqüivale a 
l-y 

supor variância infinita em P110 (escolha equivalente a uma distribuição imprópria na abordagem 

Bayesiana). 

3) Maximização da quase-verossimilhança 

Na abordagem QML, a suposição básica é que as perturbações /.;t em (4.4.1.1a) 

possuem distribuição normal, em conseqüência, utilizando os valores obtidos em 2) para Vr e 

ft" =crU r é possível calcular a (log) quase-verossimilhança através da decomposição do erro de 

previsão. Essa expressão é: 

T T l T I T v 2 
LogL('P)~2Iog(27t)--Iog(crt)- 2 ~)og(ft)- , L:f. 

2 t=l 2CN t=l t 
(4.4.1.3a) 

Já que c?. ~ 4,93, maximizar (4.4.1.3) eqüivale a minimizar: 

T l T v2 
LogL' ('P) ~ L;Iog(ft) + , L: f, 

t=l (i* t=l t 
(4.4.1.3b) 

na qual/te v1 são funções dos parâmetros \f'={y,q}. Seja qual for o método de estimação 

utilizado; BHHH ou Escore, por exemplo, é necessário calcular o gradiente e, como resultado 

do processo de estimação obtemos 'i'= { Y, q}. V ai ores inicias para os parâmetros: 

\f10 = {Yo,qo} são obtidos, por exemplo, através do Algoritmo EM (Dempster et alii, 1977), ou 

pelo método proposto por De Jong (1991). 
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4) Estimação dos componentes 

Estimativas dos componentes {ht,l;t}, são obtidas através do Filtro de Kalman 

apresentado em 2) utilizando os valores de 'Íi= {Y,Q}. Existem dois tipos de estimativas, 

filtradas e suavizadas. As estimativas filtradas podem ser calculadas fazendo uso da 

informação até o instante t, It = {Yt, Yt-I, ... , Yt}, ou baseadas apenas na informação passada 

It-l = {Yt-l,Yt-z, ... ,YI}. Essas são denotadas, respectivamente por {ht.~t} e {ht!t-l.~ttt-d­

Por outro lado, os estimadores que incorporam toda a informação disponível são conhecidos 

como suavizados por serem obtidos através de processos de suavização. Existem vários 

algoritmos de suavização, sendo o mais simples o resultante de inverter o processo do Filtro de 

Kalman começando pelo instante t=T até t=L Um algoritmo mais eficiente é o proposto por 

Koopman (1993). 

Os componentes estimados pelo Filtro de Kalman são ótimos no sentido de serem não­

tendenciosos e apresentar variância núnima dentro da classe dos estimadores lineares. 

5) Estimadores da Volatilidade 

Considerando a natureza das estimativas, como sendo filtradas ou suavizadas, 

distinguimos dois tipos de estimativas de volatilidade. Assim, a estimativa da volatilidade 

filtrada é definida como: 

cJl 1 ~ Jêexp(ht) baseada na infonnação I, 
' 

crl,tit-1 ~ Jêexp(htit-1) baseada na infonnação 1,.1 

(4.4.1.4a) 

(4.4.1.4b) 

e, baseada na estimativa suavizada, { ht/T, ~t/T} , definimos a volati/idade suavizada como: 

~~ ~íéexp(ht!T). 
' 

(4.4.1.4c) 

Por outro lado, no caso do modelo AR( l )-SV não-estacionário, a representação de 

espaço de estados é a mesma exceto pelo fato de que K e y são iguais a 1. Desta forma o 
espaço paramétrica reduz-se a \f'= {q} e só temos que estimar as componentes {h1 ,Ç1 }. 
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Nas aplicações, se o interesse é entender o comportamento da volatilidade no periodo 

de estudo, o estimador utilizado é o suavizado por dois motivos. Primeiro, porque incorpora 

toda a informação disponível na amostra e, em segundo lugar, porque é menos sensível aos 

possíveis valores abeffantes (outliers). Já a volatilidade filtrada baseada na informação 

passada It-b é apropriada para fazer previsão e na análise da adequabilidade do modelo. Ambos 

aspectos são tratados nas Seções 4.5 e 4.6. 

Por outro lado, na prática, é possível que os retornos sejam nulos em algum instante de 

tempo (por exemplo quando os preços não mudam de um dia para u outro), invalidando a 

transformação logarítmica em (4.2.4). Duas formas são sugeridas com mais freqüência na 

literatura. A primeira consiste em trabalhar com as observações ajustadas pela média amostra15
, 

enquanto que o segundo método, sugerido por Fuller e citado em Ghysels et alii (1995), 

consiste em trabalhar com a seguinte transformação: 

onde c é uma constante adequada {por exemplo 0,02) e cr\ é a estimativa da variância não 
' 

condicional dos quadrados dos retornos. Observe-se que se c=O então log(Y1
2

) = log(Y1
2
). 

4.4.2 Incerteza na Estimação dos Parâmetros e na Estimação da Volatilidade. 

Expressões para a distribuição assintótica dos estimadores pelo método QML foram 

derivadas por Ruiz (1994) seguindo a teoria padrão de estimação de componentes não 

observáveis e baseada nos resultados de Dunsmuir (1979). Tanto para o caso do modelo 

AR( 1 )-SV estacionário quanto para o modelo não estacionário, esses resultados são aplicáveis, 

de forma que é possível mostrar que: 

Jf('P- '!') ~ N(O,C('l')). (4.4.2.1) 

As expressões de C('P) para os casos estacionário e não-estacionário podem encontrarse em 

Ruiz (1994). 

5Nelson apresenta sérias criticas ao uso desses mecanismos de Trim, ver Jacquier et a/ii (1994, p.403-406). 
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Na literatura não encontramos expressões para a distribuição das estimativas de 

volatilidade ê?r,t :o:: K.exp(ht). Resultados assintóticos analíticos em modelos de tempo contínuo 

derivados por Nelson e Foster (1994), mostram que o estimador da volatilidade, obtido através 

da abordagem QML, é muito ineficiente e é possível que o mesmo ocorra no caso da 

aproximação discreta. Nesse sentido, uma alternativa é utilizar outros métodos de estimação 

como MCMC, ver Jacquier et alii (1994). 

4.4.3 Eficiência Comparativa dos Estimadores QML 

Nesta subseção são discutidos dois assuntos. O primeiro, refere-se à influência da 
aproximação normal para a distribuição do processo log(&~)(suposição básica) e, o segundo, à 

apresentação de alguns resultados sobre a eficiência do método QML, quando comparado com 

o Método dos Momentos Generalizado (GI\1M) e as Cadeias de Markov via Monte Carla 

(MCMC). 

Eficiência dos Estimadores QML 

Em Ruiz (1994) foram realizados experimentos de simulação para medir a eficiência dos 

estimadores QML utilizando o critério do Erro Padrão Assintótico (Asymptotic Standard 

Error): ASES~Jc('P)/Te considerando três tamanhos de amostra: 500 (amostra pequena) 

3000 e 6000 (amostras razoáveis). 

No caso estacionário, o conjunto de parâmetros considerado nas simulações foi 
(y,cr:)~{(0,7;0,09) (0,7;1) (0,9;0,09) (0,9;1)}. Os resultados sugerem que em geral as 

estimativas QML são boas quando as amostras são razoáveis. Quando a amostra é pequena, 
tanto o vicio de Ô"~, quanto os ASES podem ser bastante grandes, especialmente se o valor 

teórico de u~ é pequeno (0,09). Por sua vez, de maneira geral, os vicios tendem a aumentar 

quando y ou cr~ diminuem. 

As simulações realizadas para o caso não-estacionário, considerando valores de: 
cr~={0,9; 0,01; 0,0009; 0,0001}, mostram que as estimativas são boas quando traballiamos 

com amostras grandes, mas, na medida que cr~ diminui, os vicios das estimativas tendem a 
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aumentar. Da mesma forma, valores pequenos de cr~ produzem o aumento dos ASES 

(chegando a ser grosseiros). Tudo isso pode ser ocasionado devida à pobre aproximação da 
normal para â ~ . Por sua vez, para valores grandes de cr ~ , os ASES estimados são 

razoavelmente corretos. 

Experimentos de simulação realizados por Jacquier et alii (1994) confirmam os 

resultados anteriores. Utilizando como critério para a eficiência o MSE, eles encontraram que 
os estimadores Q:tvfL não são satisfatórios quando a amostra é pequena e os valores de cr~ são 

baixos. Por sua vez, quando o tamanho da amostra é igual a 2000, os vicias diminuem bastante, 

mas ainda são grandes. 

Existem duas razões para explicar os resultados apresentados. A primeira, apontada por 
Ruiz (1994), assinala que quando cr~ e y são pequenos, a variância do processo da log­

cr' 
volatilidade; cr! = --" -

2 
, é muito pequena quando comparado com a variância de Çt. 

1-y 

Consequentemente, a transformação log(Yt2
) é dominada por /;t e, portanto, a aproximação 

normal utilizada para log(Yt2 ) é muito inadequada. Em segundo lugar, o pobre desempenho 

dos estimadores pode ser conseqüência da presença de observações muito pequenas ou inliers. 
Assim, na medida que os retornos estão próximos de zero (em valor absoluto), os valores de 
log(Yt2 ) tendem a menos infinito, afetando (as vezes drasticamente) as estimativas obtidas via 

Filtro de Kalman. Por contornar esse problema, sugere-se utilizar as alternativas mencionadas 

naseção4.4.1. 

Comparação dos Métodos QML , GMM e MCMC 

Na literatura tem sido utilizados outros métodos para estimar os modelos de variância 

estocástica, entre eles, o Método dos Momentos (Taylor, 1980,1986), o GMM em Melino e 

Tumbull (1990) e o MCMC em Jacquier et alii (1994). 

Como apontado por Shephard ( 1994b ), o GMM apresenta várias dificuldades. Uma 

delas é não fornecer estimadores suavizados ou filtrados para ht, sendo necessária uma segunda 

forma de estimação (complementar). Por outro lado, o método Bayesiano MCMC sugerido 

recentemente por Jacquier et alii (1994) abre um futuro promissor na metodologia de 
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estimação dos modelos de variância estocástica. Mas, o custo computacional pode ser 

considerável e por outro lado, as propriedades dos estimadores são ainda matéria de estudo. 

Numa aplicação empírica com taxa de câmbio Taylor (1994) encontra que as 

estimativas fornecidas pelo método dos momentos e pelo método QML são muito próximas. 

Em outro estudo, experimentos de simulação para comparar os métodos GMM: e QML foram 

realizados por Ruiz (1994) utilizando como critério o ASE. Para modelos AR(l)-SV não 
estacionários (cr:~ {0,09; 0,01; 0,0009; 0,0001}) ela encontra que a eficiência relativa do 

GMM: é menor quando comparada com a obtida pelo método QML, sendo que essa eficiência 

diminui na medida que diminui o valor de a~ . Por outro lado, no caso estacionário o 

desempenho do QML é melhor quando y é próximo de um e a~ é relativamente grande. Pelo 

contrário, quando y e a~ são pequenos, o GMM é mais eficiente. A explicação desse 

comportamento é simples: quando os parâmetros y e cr~ são pequenos o processo Y1 é 

aproximadamente normal (pouco excesso de curto se), em conseqüência, os momentos 

amostrais são bons estimadores dos momentos populacionais. 

Por outro lado, utilizando como critério o MSE, Jacquier et alii (1994) apresentam 

comparações dos métodos QML GMM e Bayes MCMC através de simulações em séries de 

tamanhos 500 e 2000. Os resultados mostram que, na maioria das vezes, o QML é mais 

eficiente que o GMM e que a solução Bayesiana apresenta uma eficiência relativa de 113 

quando comparada com os outros dois métodos, tendo, portanto, desempenho muito superior. 

4,5 Diagnóstico e Bondade de Ajuste 

4.5.1 Diagnóstico 

Seguindo a metodologia proposta por Harvey (1989) e Harvey e Koopman (1992), o 

diagnóstico nos modelos de volatilidade estocástica é realizado examinando os Quase-Resíduos 
Padronizados (QRP), V,:::: v).jf; e Quase-Resíduos Padronizados Auxiliares (QRPA), os 

quais são estimativas suavizadas das inovações Ç, e 11, definidas em (4.4.1.1) e denotados por 

f; e lí, 
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Quando o modelo é corretamente especificado e os parâmetros \jl são conhecidos, os 

QRP possuem média zero e variância unitária. Por sua vez, dado que a distribuição de log(Et2
) é 

assimétrica e possui cauda pesada, então os QRP apresentam também essa característica. 

Adicionalmente, os QRP são não-correlacionados, embora dependentes Shephard (1994b, 

p.29), de forma que através da fa.c. podem ser detectados comportamentos indesejáveis nas 

correlações. 

Um recurso gráfico para avaliar o comportamento aleatório dos QRP é fazer o gráfico 

deles em relação ao tempo. Da mesma forma, através do gráfico do CUSUM dos QRP e 

CUSUM dos quadrados dos QRP, ver Brown et a/ii (1975) e Harvey (1993a, p.l53-55), 

podemos detectar a presença de mudanças estruturais e /ou heteroscedasticidade. 

Testes de correlação serial como o teste Portmanteau de Box-Ljung que tem 

distribuição X2 sob a hipótese de independência e o teste de Durbin-Watson (DW) que procura 

detectar a presença de autocorrelação, podem ser utilizados. De outro lado, um teste para 

detectar presença de heteroscedasticidade proposto por Harvey (1989, p.259) é: 
T .,..,_, 

"--v, 
H(h) ~ .-r->•1 

d+l+h ' .,..,_, 
"--v, 

t=d+l 

(4.5.l.l) 

onde h~ [I(T- d)/31] e d é o número de observações utilizadas para inicializar o Filtro. Sob a 

hipótese nula de homoscedasticidade, a distribuição da estimativa H(h) é F-Snedecor com graus 

de liberdade iguais a h. 

No caso dos QRP A sob a hipótese de ausência de autocorrelação, eles também possuem 

média zero e variância igual a um, mas, contrariamente aos QRP, apresentam correlação serial 

mesmo que o modelo esteja corretamente especificado (Harvey e Koopman, 1992). Os QRPA 

~ apresentam distribuição assimétrica com cauda pesada e Tj1 possui distribuição normal. 

Através da análise deste último podemos detectar possíveis mudanças estruturais na 

volatilidade. 

Por outro lado, seria interessante fazer o diagnóstico sobre as inovações originais e~> as 

quais são supostas normais padrão independentes. Nesse sentido, uma alternativa proposta por 
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Harvey e Shephard ( l993b) consiste em trabalhar com as inovações corrigidas pela 

heteroscedasticidade, as quais são definidas como 'Et = Yt I Ô"ttT. Eles mostram que se os 

parâmetros fossem conhecidos, as inovações corrigidas são não-correlacionadas e possuem 

distribuição simétrica 

4.5.2 Bondade de Ajuste 

Uma medida adequada para medir a bondade de ajuste nos modelos de séries temporais 

(ver Harvey ,1989 p. 264) é a Variância do Erro de Previsão um-passo à frente (v.e.p) após 

atingir o regime estável (Steady State), isto é: 

,- --' v. e. p::: cr2 ::: cr. f::: o. lim ft. 
,_.~ 

Nas aplicações, ft é substituído por fr, o qual é praticamente constante logo das primeiras 

iterações do Filtro. 

Quando duas especificações do modelo são comparados, preferimos aquele com menor 

v.e.p. Podemos também utilizar os critérios AIC (Akaike,l973) ou BIC (Schwarz ,1978) e 

escolher o modelo que apresente menores valores. 

Outra estratégia para verificar a bondade do ajuste é mediante a previsão um-passo à 

frente ex-ante. Assim, os intervalos de confiança lOOct% (i.c) construídos com a volatilidade 

filtrada baseada na informação anterior, devem incluir aproximadamente lOOa% dos retornos. 

4.6 Previsão 

O modelo de Variância Estocástica definido em (4.3.1) é martingale diferença. 

Consequentemente, da mesma forma que nos modelos ARCH, supondo que os parâmetros são 

conhecidos, o valor predito dos retornos é zero para qualquer horizonte de previsão. 

Por outro lado, dentro da abordagem de Quase-Máxima Verossimilhança, é possível 

obter facilmente previsões para a volatilidade utilizando os componentes filtrados estimados 
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pelo Filtro de Kalman. Assim, no modelo AR(l)-SV estacionário (4.3.1) com a parametrização 

( 4. 4 .1.1 ), a previsão da volatilidade s-passos à frente é obtida recursivamente: 

âi,t+slt ~ kexp(ht+s-1/t) (4.6.1) 

É interessante explicitar a expressão da estimativa da previsão como função das 

observações. A seguir mostramos a derivação dessa expressão supondo (para simplificar) que 

k~l. 

Substituindo (4.4.1.2c) em (4.4.1.2d) e usando a definição de Ganho de Kalman 

obtemos que kt = P1. Em conseqüência, uma forma de re-escrever a equação (4.4.1.2e) é a 

seguinte: 

m, ~ [y(l-P,)]m,.1 + [P,] X., (4.6.2) 

e se considerarmos (4.4.1.2a) obtemos: 

(4.6.3) 

Dessa forma, a partir das expressões (4.6.2) e (4.6.3) podemos calcular recursivamente tanto 

as estimativas do nível h1 dado It (mt}, quanto as estimativa baseadas em It-h (mtit-t), de uma 

forma muito simples. Baseadas nessas expressões e supondo as condições inicias P 110 e m110 , 

não é difícil mostrar que a estimativa do ruvel ht+t dada a informação passada It está dada por: 

' 
mt+l/t = Lc,x, +'f' 

i= I 

onde 

' 
'I'~ y' TI(!- p, )mvo 

i= I 

' 
C, =yt-i+tPil(l-Pj) 

j=i+l 

(4.6.4a) 

(4.6.4b) 

i= 1.2, ... t-l (4.6.4c) 

(4.6.4d) 
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Tanto a expressão obtida em (4.6.4a) quanto a estimativa do nível h, (dada por m,= ym,.v,), 

constituem combinações lineares das observações X1. Dessa fonna, a importância de cada 

observação na estimativa é dada pelo coeficiente C;. A discussão a seguir visa explorar a 

natureza desses coeficientes e da constante 1fF na expressão das estimativas do nível ht, na 

tentativa de simplificar o modelo. 

Na modelagem de dados financeiros freqüentemente dispomos de quantidades 

razoavelmente grandes de observações (digamos 1000). Em conseqüência, a contribuição de 1J1 

na estimação de IDt , quando t é grande, é praticamente nula. Isso pode ser observado a partir 

da expressão (4.6.4a), onde 1fF é produto de quantidades menores que um e, além disso, yt 

converge a zero na medida que aumenta t. 

Por outro lado, dentro dos modelos de nível local é conhecido que os valores de P1 

convergem rapidamente aos regimes estáveis P~. Assim, no limite: 

Dessa forma, se io é o instante de tempo onde é alcançado o regime estável, P', 

p' = P,o~ ..... &"1,2, ... , então os coeficientes C; em (4.6.4c) e (4.6.4d) são: 

' 
C; =yt-i+lP,n(l-Pj) i=I,2, .. .,io-l 

j=i+l 

C; =[-yP*j[-y(l-P*)]H i=i0 , ••• , t. 

(4.6.5) 

isto e' , 

(4.6.6a) 

(4.6.6b) 

Levando em consideração (4.6.6a), para valores de t grandes, a contribuição dos produtos C; 

X1 i=l,2, ... ,i.,-l na soma (4.6.4a) é desprezível, portanto, uma boa aproximação é: 

' 
mt+l/t ::: L:c;X;, 

i=l 

(4.6.7) 

com coeficientes C, dados por (4.6.7b). Supondo que o valor do parâmetro y Se.Ja 

aproximadamente 1, o que acontece muitas vezes na prática., de (4.6.4) obtemos: 
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mt+ttt = [P*] Xt + [1-P*] mvt-t , (4.6.8) 

sendo um Modelo Exponencial de Média Móvel (Exponential Weighted Moving Average, 

EWMA). Esse procedimento ad-hoc foi utilizado (com algumas modificações) por Taylor 

(1986) para estimar a volatilidade, sem a abordagem de espaço de estados utilizando 

argumentos de pesquisa operacional, sob a hipótese de alta persistência na volatilidade. 

Finalmente, substituindo X;~ log(Y;') + 1.27 (pois k=l) na expressão 4.6.8 obtemos: 

(4.6.9) 

portanto, nos modelos de variância estocástica, a previsão da volatilidade um-passo a frente é 

uma espécie de média geométrica dos quadrados dos retornos (pesos dados por C J ajustada 

por um fator multiplicativo. 

4. 7 Extensões 

Vários outros Fatos Estilizados podem ser modelados dentro da abordagem de espaço 

de estados fazendo leves modificações no modelo básico AR(l}-SV. Nesta Seção são 

apresentados, sem maiores detalhes, como podemos modelar algumas características empíricas 

observadas na literatura como: Cauda Pesada, Efeitos Calendário, Co"elação Serial e 

Intervenções. Para um resumo atualizado dessas e outras regularidades ver Ghysels et alii 

(1995). 
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4. 7.1. Cauda Pesada 

Nas aplicações empíricas, é observado na literatura que os resíduos padronizados das 

perturbações Et apresentam cauda pesada. Nesse sentido, para contornar esse problema, uma 

proposta de Harvey et alii (1994) e Ruiz (1994), consiste em supor que as perturbações &t 

seguem uma distribuição t-Student com v graus de liberdade, ou considerar as distribuições 

GED. Em ambos os casos a representação em Espaço de Estados é obtida seguindo a 

metodologia da Seção 4.2. A seguir apresentamos os resultados quando a distribuição é t­

Student. 

Começamos com o caso estacionário. Definindo a inovação Çt = log(&;)- E[log(s; )], 

pelas propriedades da distribuição log-normal obtemos (ver Abramovitz e Stegum , 1970): 

é,, ~ log(&~) + 1.27 +'I'( v I 2) -log(v I 2), 
2 

...2 2 1t ' o, ~ Var[log(&, )] ~ 2 +'I' (v I 2), 

(4.7.l.la) 

(4.7.l.lb) 

onde \j/. é a função trigamma A representação em espaço de estados é (4.4.1.1) considerando 

X, ~log(Y,')-log(K)+l.27+'1'(v12)-log(vl2). O processo de estimação é realizado da 

forma descrita na Seção 4.4.1, considerando que log(s;) possui distribuição normal, sendo 

neste caso Xi' =log(Yl)-log(Y1
2
). Utilizando o Filtro de Kalman calculamos a quase­

verossimilhança e, ao maximizar essa sobre a restrição a~ ~ 1t
2 /2, encontramos estimativas 

para os parãmetros 'P ~ (~, y,cr;). O parãmetro v é obtido de (4.7.l.lb) e podemos calcular 

uma estimativa consistente de log(K) através da expressão: 

log(K) ~ log(Y,2 ) + 1.27 +'I'( vi 2) -log(v I 2). (4.7.1.2) 

A distribuição assintótica de 'P é dada por: 

onde C('!') pode ser encontrada em Ruiz (1994). 

Por outro lado, na representação em espaço de estados do modelo AR(I)-SV não­

estacionário, a única modificação é considerar : K e y iguais a I. 
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É possível fazer inferência considerando v como conhecido, mas, segundo Ruiz (1994), 

as estimativas são menos eficientes que no caso quando v é desconhecido. Por sua vez, 
podemos testar a hipótese Ho: u~ = 4,93. Para isso, Ruiz (1994) propõe um teste de Razão de 

Verossimilhança que sob Ho possui distribuição aproximada x (I). 

4. 7.2 Correlação Serial e Efeitos Calendário 

A presença de autocorrelação de ordem um nos retornos, asstm como e Efeito 

Calendário na média são incorporados facilmente no modelo AR{1 )-SV através de uma 

extensão similar à realizada na Seção 3.3.5 para os ARCH. Dessa forma, definimos o modelo 

para os retornos {Y1}: 

5 

Yt = pYt-1 + LCiDi + Yt 
i=l 

• y t=EtO't 

O't
2 

= Kexp(ht). 

ht = '}' ht.J + Tlt 

(4.7.2.la) 

(4.7.2.2a) 

(4.7.2.2b) 

(4.7.2.2c) 

onde Di são variáveis dummy correspondentes aos dias da semana e assumem valores O ou 1. A 

estimação é realizada em dois estágios . Primeiro são estimados os parâmetros p e C i=L.5, 

utilizando o método de Mínimos Quadrados Ordinários (OLS) e, por sua vez, obtidos os 

resíduos Yt. A seguir o modelo de variância estocástica (4.7.2.2) é ajustado aos resíduos Yt 
através do procedimento descrito em na subseção 4.3.1. Como mostram Harvey e Shephard 

(1993b) as estimativas fornecidas pelo método de dois estágios são satisfatórias. 

4. 7.3 Intenrenções 

Mudanças estruturais abruptas na volatilidade podem ser capturadas especificando o 

modelo (4.4.1.1) como sendo: 

a; ~Kexp(h,)exp(ÀD,) (4.7.3.1) 
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onde 0 1 é uma variável dummy que assume o valor O antes da ruptura e I depois da ruptura. 

Dessa forma, o efeito da mudança estrutural (no IÚvel) é dado por exp(À.). Por exemplo, 

podemos modelar o Efeito Final de Semana na variãncia dos retornos definindo D como sendo 

O de terça a sexta feira e I na segunda feira. Em conseqüência, valores positivos de D implicam 

que a volatilidade aumenta nos finais de semana. O ajuste do modelo segue as mesmas bases da 

metodologia proposta na subseção 4.3.1. 

Na modelagem ARCH, devido à realimentação entre as observações e a volatilidade, a 

incorporação destes efeitos é mais complicada. Por exemplo, no GARCH(l,l), uma mudança 

abrupta pode ser modelado como (ver Ghysels et alii, 1995): 

(4.7.3.2) 

A implementação deste modelo é dificil devido à dificuldade de estimar os parâmetros, pois 

existem restrições para À de tal forma que ~ seja sempre positiva. 

4.8 Aplicações nas Séries Exemplo 

Para ilustrar a metodologia exposta nas seções anteriores, realizamos os ajustes das 

Séries Exemplo considerando o seguinte modelo para os retornos: 

Yt::::~t+Yt* 

!lt = E[\í I I,] 

Yt::::atEt. 

Para especificar a volatilidade, distinguimos 

estacionária do modelo AR(l)-SV. 

Modelo AR(I)-SV Estacionário 

(4 S. la) 

(4.8.lb) 

(4.8.lc) 

dois casos, as versões estacionária e não-

Neste caso utilizamos a especificação desenvolvida na Seção 4.6.1 no modelo de 
variância estocástica com inovações E1 que possuem distribuição t-Student com v graus de 

liberdade. O modelo é o seguinte: 
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crf = 1C exp(h1), 

e a volatilidade: 

v 
Vol=cr?­

t v-2 

ModeloAR(I)-SV Não-estacionário 

Neste caso, a volatilidade é definida simplesmente como cr ~ onde: 

a; = exp(h,), 

sob a suposição que os choques Et em ( 4. 7.1 c) seguem distribuição nonnal padrão 6 . 

(4.8.2a) 

(4.8.2b) 

( 4.8.3) 

Adicionalmente, com o objetivo de incorporar na volatilidade o efeito dos dias da 

semana, por exemplo, o Efeito de Final de Semana e o Efeito de Feriados, definidos como 

duas variáveis dummy: 

Efeito Final de Semana: Ds, t = { ~ 

Efeito de Feriados: Dr,t = G 

Yt,segunda Yt-l,sexta 

outro caso 

feriado ocorre entre os tempos t e t - 1 

outro caso 

podemos considerar quatro especificações do modelo AR(l )-SV estacionário: 

Modelo I: volatilidade com Efeito Final de Semana e Efeito Feriados 

Modelo II: volatilidade com Efeito Final de Semana. 

Modelo ill: volatilidade com Efeito Feriados. 

Modelo IV: volatilidade sem nenhum dos efeitos. 

(4.8.4a) 

(4.8.4b) 

(4.8.5) 

~ão é considerada a distribuição t-Student para o modelo não-estacionário pois, neste caso, não é 
possivel estimar o modelo com o pacote disponível. 
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Nesse contexto, a volatilidade no modelo AR(l)-SV estacionário é expressa como: 

v 
V oi~ Kexp(ht)exp(wDs, t)exp(!Dr,t) v-

2
, 

e, para o caso não-estacionário substituímos na expressão anterior K 

(4.8.6) 

v 
e ~- como sendo 1. 

v-2 

Para o caso estacionário, a representação de espaço de estados é: 

Xt = Tt +ht +wDs +tDr +l;t 

Tt = Tt-I = T 

ht = yht-1 + llt 

no qual: 

., 
Xt ~ log(Y1 ) 

T, ~-I,27-w(v/2)+log(v/2)+log(Kt) 

E[Etl]t-s]~O, /;t ~N(-1,27;4,93), T]t ~N(O,~) 

onde 'I'(.) é a função digannna já apresentada na seção 4.2. 

(4.8.7a) 

(4.8.7h) 

(4.8.7c) 

(4.8.8a) 

(4.8.8b) 

(4.8.8c) 

Como anteriormente, no caso não-estacionário, a representação do modelo em espaço de 

estados é a mesma exceto pela inexistência da variável T e com y igual a 1. 

As estimativas dos componentes e dos parâmetros podem ser calculadas através do 

pacote STAMP 5.0 (Koopman e Harvey, 1995). Esse pacote permite estimar o modelo AR(1)­

SV estacionário na representação (4.8.7)7
, fornecendo as estimativas de QML dos parâmetros; 

y, u~ e u~ e as estimativas suavizadas e filtradas dos componentes da tendência Tt, do 

componente auto regressivo h r e do componente irregular Ç t . Supondo que as inovações são t-

7 Especificando nível fixo, sem inclinação, sem componente sazonal e presença de componentes irregular 
e autoregressiva. 
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Student, o parâmetro V pode ser estimado indiretamente através da relação 
~ = 4,93 + o/ (v I 2) . 8 Logo, o nível e as volatilidades podem ser estimados da seguinte forma: 

nível: ,<:, ~ exp[T, +1,27+\ll(v/2)-log(v/2)] 
' ' v 

Vol_ r, ~ exp[Tr + 1,27 +'l'(v/2)-log(v/2)+wDf.t + !Dr,t + h_ft]-::--
2 v-

" " " " v Vol_s, ~ exp[T, + 1,27 +1J!(v/2)-log(v/2)+wD,,, +lD,.t + h_st]v-
2 

(4.8.10a) 

(4.8.10b) 

(4.8.10c) 

sendo que a letra f corresponde à estimativa filtrada e a letra s à estimativa suavizada. Como 

discutido na seção 4. 4.1, as estimativas filtradas no tempo t fazem uso da informação até esse 

instante ou até o instante anterior, enquanto que as estimativas suavizadas utilizam toda a 

informação da amostra. 

Por sua vez, no caso do modelo não-estacionário, o pacote ST AMP 5. 09 estima os 

parâmetros cr~ e cr~ e as componentes (4.8.10). A rigor, a estimação teria que ser realizada 

com a restrição cr~ = 4,93, portanto as estimativas serão analisadas com cautela. 

A seguir apresentamos os resultados dos ajustes nas Séries Exemplo. Para completar o 

modelo (4.8.1) resta especificar a forma da média condicional. Nas duas séries essa média 

depende dos dias da semana através de dummies, nesse sentido é necessário ressalvar que os 

efeitos dos dias da semana na média e variância condicionais podem estar confundidos, de tal 

forma que as interpretações devem ser tomadas com cuidado. Esse confundimento também 

pode acontecer quando introduzimos na média condicional a correlação serial. 

4.8.1 Ações 

Com o objetivo de incorporar o Efeito Calendário e a autocorrelação serial observadas 

no Capítulo 2, é proposto o seguinte modelo para a média condicional: 

8Esse recurso é valido sempre que a; ~ 4,93, o que ocorre nas duas aplicações desta dissertação. 
9 Para estimar esse modelo especificamos como opções: nível estocástico, sem inclinação, sem 

componente sazonal e presença de componente irregular. 
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As estimativas são encontradas através do método de mínimos quadrados ordinários: 

iit ~ 0,0865Yt-1 -0,0077D1 +0,0049D2 -0,003303 +0,0051D4 +0,0013D5 

(0,0249) (0,0034) (0,0034) (0,0034) (0,0034) (0,0034) 

sendo as quantidades entre parêntesis os desvios padrão das estimativas. Segundo os 

resultados, podemos observar que a estimativa da autocorrelação de primeiro ordem (valor-P= 

0,005) e a estimativa da variável dummy correspondente à segunda feira (valor P=0,0235) são 

significativas. A seguir estimamos a volatilidade fazendo uso dos resíduos Yt"', considerando os 

modelos (4.8.5) para os casos estacionário e não-estacionário10
. 

Estimação dos Modelos AR(J)-SV Estacionários 

Como nenhum dos resíduos é igual a zero~ portanto, não há necessidade de aplicar uma 

transformação nos retornos. A seguir, utilizando o pacote STAMP 5. oH encontramos as 

estimativas que são mostradas na Tabela 4.1. Observa-se que os processos de estimação 

apresentam convergência muitoforte12 em 11 iterações para o Modelo IV, convergência forte 

em 12 iterações para os modelos I e III e, em 11 iterações para o Modelo II. Os resultados da 

Tabela 4.1 mostram que nos modelos I, II e UI, nenhuma das variáveis dummy é significativa a 

5%, portanto esses modelos são descartados. No entanto, ao comparar as estimativas de â~, 

â ~, q , :; , V encontramos que elas são muito próximas e, com relação aos valores das medidas 

de bondade de ajuste, o Modelo I apresenta menor p.e.v enquanto que o modelo IV (sem 

efeitos) apresenta menores valores AIC e BIC. 

10 Embora as estimativas das variáveis dummy não sejam significativas, elas são mantidas no modelo 
com o propósito de comparar este modelo com os modelos ARCH. Isso é realizado no capítulo seguinte. 

11 Valores inicias para o Filtro e parâmetros são determinados automaticamente pelo pacote. 
12 Essa expressão indica que as estimativas são altamente confiáveis. No STAA!P 5.0 existem as seguintes 

classificações para a convergência em ordem de confiabilidade: muito forte, forte, fraca, muito fraca. 
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Tabela 4.1 
Ações: estimativas dos modelos com Efeitos dos dias da semana na volatilidade 

Modelo I ModeloU Modelo III 

p.e.v 5,3764 5,3840 5,3800 

AIC 1,6883 1,6884 1,6877 

BIC 1,7051 1,7019 1,7012 

w o, 1468 (0,30)" 0,1585 (0,26) 

f 0,4305 (0,13) 0,4468 (0,12) 
•2 
"ç 5,0284 5,0326 5,0291 

·2 
"~ 0,0463 0,0463 0,0462 

q 0,0092 0,0092 0,0092 
' y 0,9656 0,9656 0,9657 
' v 22 20 22 

' valores-P entre parêntesis 

Estimação do Modelo AR(l)-SV Estacionário (Modelo IV) 

Para este modelo temos que as estimativas são iguais a: 

íl, ~ 0,966ht-l +ftt 

com ~ ~ 5,0341, cr; ~ 0,0461, consequentemente q ~ 0,0092 . 

Modelo IV' 

5,3882 

1,6880 

1,6981 

5,0341 

0,0461 

0,0092 

0,9656 

20 

A persistência estimada é alta, 0,966, significando uma meia-vida de 20,04 dias, isto é, o 

tempo necessário para que o efeito de um choque na volatilidade estimada diminua até a 

metade é aproximadamente um mês de funcionamento de mercado. Por outro lado, o valor 
estimado do parâmetro v é encontrado através da relação ~ =4,93+\V'(v/2), sendo 

aproximadamente igual a 20. 

Na Figura 4.1a é apresentado o gráfico das estimativas suavizada e filtrada do 

componente T 1 e na Figura 4.1 b o gráfico das estimativas filtrada e suavizada do nível na 
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volatilidade K. Ao analisar a variação da estimativa filtrada (tanto em T, quanto em K) 

distinguimos três períodos (diferenciados no gráfico pelas linhas verticais). As grandes 

variações observadas no primeiro período são naturais na fase inicial do Filtro de Kalman. No 

período seguinte observamos que as variações ainda são bastante grandes colocando sob 

suspeito a suposição que o modelo possui nível constante T. Finalmente, no terceiro período a 

variação da estimativa filtrada é pequena e alem disso possui valores próximos da estimativa 

suavizada. 

Na Figura 4.2 é apresentado o gráfico dos componentes h_t; e h_St os quais possuem 

variabilidade baixa (variâncias iguais a 0,26705 e 0,4260 respectivamente) quando comparados 

com o componente irregular filtrado (variância igual a 5,03) que é apresentado na Figura 4.3. 

As volatilidades estimadas filtrada e suavizada são mostradas na Figura 4.4 e, como 

pode ser observado, ambas são capazes de acompanhar os movimentos de aumentos e 

diminuições nos quadrados dos retornos. 

Adequabilidode do Madelo AR(J)-SV Estacionário IV 

A avaliação da adequabilidade do modelo é realizada examinando os quase resíduos 
padronizados (QRP), v1 definidos na seção 4.5.1. Os valores apresentados pela média, 0,00003 

e pela variância, 1,00 são satisfatórios por serem próximos dos valores O e 1 respectivamente. 

Por sua vez, o coeficiente de simetria é igual a -1,21 e o excesso de curtose é igual a 2,63 

indicando que a distribuição dos QRP é assimétrica e possui cauda pesada. Essas características 

podem ser observadas no gráfico do histograma e da densidade ajustada13 na Figura 4.5a e, 

como comentado na Seção 4.5.1 tal comportamento é esperado. Adicionalmente, os gráficos 

do CUSUM e CUSUMSQ apresentados nas Figuras 4.5b e 4.5c mostram um bom 

comportamento. O valor da estatística H(532) (definida em 4.5.1.1) é igual a 0,968 (valor­

P=0,65), em conseqüência, não existe evidência para rejeitar a hipótese nula de 

homoscedasticidade e/ou ausência de mudança estrutural nos QRP. 

13 Densidade não-param.etrica fornecida pelo ST AMP 5. O 
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Analisando as autocorrelações dos QRP, a partir da função de autocorrelação (Figura 

4.5d) e os valores do Teste Box-Ljung (Tabela 4.2), podemos concluir que não existe forte 

evidência de presença de correlação serial. 

Tabela4.2 
Ações: valores P do Teste Box-Ljung nos QRP do AR(l)-SV Estacionário 

La 6 12 18 24 30 36 42 

Valor P 0,127 0,209 0,283 0,318 0,281 0,218 0,210 

Por outro lado, supondo que o modelo é o verdadeiro, os intervalos de confiança 

l00(1-2a.)% para os retornos (i.c) devem incluir aproximadamente 100(1-2a:)% dos 

retornos. Esses i.c. são calculados utilizando 

(!lt -lv,ctv'Vol_s,,!lt +lv,ctv'Vol_s,), onde 

a estimativa da volatilidade suavizada: 

t v a corresponde ao ( 1-a) percentil da , 

distribuição t-Student padrão com v graus de liberdade. O fato de utilizar os mesmos retornos 

tanto para construir os intervalos quanto para avaliar a percentagem que está incluída dentro 

desses, justifica-se considerando que o valor de um retomo não influencia muito o valor da 

volatilidade suavizada na série. Dessa forma, considerando que t2o,o975 :::::: 2,086, os i.c. 95% 

excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatório. 

Adicionalmente, podemos verificar o modelo através do critério de seu desempenho na 

previsão um-passo à frente ex-ante. Idealmente, para realizar isso seria necessário re-estimar o 

modelo cada vez que um retomo é incorporado na série, mas, levando em consideração o 

grande volume de trabalho computacional isso não é realizado. Mas, é possível utilizar uma 

alternativa supondo que as estimativas dos parâmetros no modelo, atualizadas cada vez que um 

retomo é incorporado na série, não apresentam grandes diferenças num período de, por 

exemplo, 50 retornos. Dessa forma. estimando os parâmetros até o instante t, e supondo que 

esses são constantes nas próximas 50 observações, podemos calcular a componente filtrada via 

Filtro de Kalman e obter as previsões da volatilidade um-passo à frente através da expressão 

(4.6.1). A seguir, podemos calcular os i. c. para os retornos. Mas, através do pacote STA.M"P 5.0 

não é possível implementar este processo. Outra alternativa é modificar esse processo da 

seguinte forma: 
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1) Estimar os parâmetros do modelo até o instante 10 . 

2) Baseados nas estimativas dos parâmetros no instante to e considerando que as estimativas 

dos parâmetros utilizados dados até t para to -49::;; t ::; to são aproximadamente constantes, 

utilizamos as estimativas encontradas em 1) para calcular as estimativas filtradas da previsão 

um-passo à frente da volatilidade: Prevt!t-t via Filtro de Kalman no período {to -49, to -48, ... , 

t,,}. 

3) Calculamos os intervalos de confiança 95% para os retornos. De forma geral os i.c. (l-2u) 

são dados por: (IJ.t -tv,aJPrevt/t-I,J.lt +tv,aJPrevtft-d, onde tv,a corresponde à 

distribuição t-Stutknt padrão (se a= 0,025 então t 7 0 025 = 2,365) sendo: 

PrevuH = exptTrt-I + 1,27 + \jl(v /2) -log(v /2) +yb_f<-J]~. 
· v-2 

Já que as estimativas filtrada e suavizada do rúvel k apresentam valores similares a partir 

de t=l250 aproximadamente (ver Figura 4.1), o modelo pode ser re-estimado considerando 

essa informação como informação básica. Dessa fonna, temos os seguintes resultados: 

Tabela 4.3 
Ações: estabilidade das estimativas e previsão um-passo á frente ex-ante 

Período "i &1 v n 

1 1-1250 4,9718 0,0434 0,0087 0,9680 49 1 2 

2 1-1300 5,0953 0,0464 0,0091 0,9667 13 3 3 

3 1-1350 5,1022 0,0448 0,0088 0,9657 13 1 2 

4 1-1400 5,1376 0,0430 0,0084 0,9688 11 1 1 

5 1-1450 5,3647 0,0404 0,0075 0,9717 5,5 o o 
6 1-1500 5,2790 0,0434 0,0082 0,9680 7 o o 
7 1-1550 5,6687 0,0439 0,0077 0,9676 3,5 1 2 

1-1598 5,0341 0,0461 0,0092 0,9656 20 o o 
nf número de rdomos tora dos intervalos de confiança 95% utilizando toda a amostra 
rrjl: número de ntornos fora dos intervalos de confiança 95% utilizando parte da amostra 

Em cada período da Tabela 4.3 ao comparar as duas últimas colunas, podemos 

constatar que não existe muita diferença entre os resultados, isto é, em termos de previsão um­

passo à frente ex-ante, os intervalos de confiança (i.c.) construídos com as estimativas obtidas 
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utilizando a série completa são símilares aos obtidos utilizando as estimativas de cada período. 

Por sua vez, considerando a informação completa da amostra (1598 retornos), o número de 

retornos fora dos i.c 95% a partir de t=l200 é igual a 10, significando uma percentagem de 

2,60%. Da mesma forma, considerando os dados da coluna nf, a soma do número de retornos 

fora dos i.c. nos períodos considerados é igual a 7 (uma percentagem de 1,80%), 

consequentemente, ambas percentagens são menores do que a esperada (5%). 

A análise dos resultados da Tabela 4.3 mostra que, tanto as estimativas da persistência 
y quanto as de crij, apresentam estimativas estáveis e muito próximos enquanto que existem 

diferenças entre as estimativas de cr~, que podem ser melhor observadas na variabilidade 

apresentada pelas estimativas de v. 

Nas Figuras 4.6b, 4.7b e 4.8b apresentamos o gráfico dos intervalos de confiança 95% 

(i.c) em 3 períodos de volatilidades média e alta que correspondem a alguns dos 

acontecimentos importantes na história da série. Nos três gráficos é observado que os i.c não 

incluem os retornos extremos. Isso acontece no período da Queda da Ministra Zélia Cardoso 

de Mello (Figura 4.6b) no dia 13/01/92, no período da Mudança da Banda Cambial (4.7b) em 

I 0/03/95 e para o Impeachment Collor (Figura 4.8b) em 29/06/92. 

Comparação das Volatilidades Suavizada e Filtrada 

As estimativas das volatilidades suavizada e filtrada apresentam diferenças que podem 

ser bastante grandes, tal como pode ser observado na Figura 4.9 (essas estão representadas 

pelos pontos bem acima ou bem abaixo da linha reta). Adicionalmente, a variabilidade da 

volatilidade suavizada é menor quando comparada à variabilidade apresentada pela volatilidade 

filtrada, sendo essa última mais sensível aos aumentos e diminuições dos quadrados dos 

retornos. Esse comportamento é constatado ao observar a Figuras 4.4 e, com maior detalhe, 

nas Figuras 4.5a, 4.6a, 4.7a, 4.8a. 

Por outro lado, na Figura 4. 4 vemos que as estimativas das volatilidades filtrada e 

suavizada são pouco influenciadas pelos valores extremos nos quadrados dos retornos. Por 

exemplo, na Figura 4.6a apresentamos o período onde acontece o maior retomo da série (pelo 

menos 4 vezes maior aos retornos nesse período), sendo observado que os valores de ambas as 
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volatilidades não são afetadas por essa observação extrema. O mesmo acontece em outro 

período que possui um valor extremo, ilustrado na Figura 4.7a. Esse comportamento é 

diferente ao apresentado pela volatilidade nos modelos ARCH, que são muito sensíveis as 

observações extremas. Finalmente, como é observado na Figura 4.4, as maiores estimativas da 

volatilidade ocorrem nos períodos dos maiores conglomerados de volatilidade, por exemplo, na 

vizinhança de t=300, t=SOO, t=850 e t=lSOO e não nos períodos com presença de observações 

extremas, nesse sentido, as volatilidades são semelhantes ao EGARCH(2,0) analisado na seção 

3.7.1. 

Ajuste dos Modelos AR(l)-SV Não-estacionários 

Considerando que nos modelos estacionários ajustados anteriormente (Tabela 4.1) a 

estimativa da persistência da volatilidade apresenta valores muito próximos de 1, são ajustados 

as versões não-estacionárias das especificações (4.8.5) supondo que as estimativas para a 

média condicional são as mesmas. A seguir apresentamos as outras estimativas14
: 

Tabela 4,4 
Ações: estimativas dos modelos AR(l)-SV não-estacionários 

Modelo I Modelo li Modelo 111 Modelo IV 

p.e.v 5,4373 5,4449 5,4408 5,4490 

AIC 1,6983 1,6984 1,6977 1,6979 

B!C 1,7117 1,7085 1,7078 1,7047 

w 0,1444 (0,3112)" 0,1561 (0,2733) 

f 0,4282 (0,1348) 0,4441 (0,1204) 
-2 
"s 5,1146 5,1196 5,1153 5,1210 

-2 

"~ 
0,0203 0,0202 0,0203 0,0201 

ii o 0040 0,0039 0,0040 0,0039 

• valores P das estimativas 

14 Em todos os casos o processo converge fortemente em 3 iterações. 
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Seguindo os resultados da tabela acima, percebemos que nos 4 modelos os valores de 
'2 cr ç são maiores a 4,93, o valor verdadeiro se a estimação fosse realizada com restrição. Por 

sua vez, os baixos valores de q indicam que a componente h e portanto, a volatilidade, 

apresenta muito pouca variabilidade, sendo mais suave quando comparada com o caso 

estacionário. Adicionalmente, os valores do p.e.v são menores no caso estacionário (sendo os 

valores dos AIC e BIC próximos em ambos modelos). Por esses motivos, o modelo 

estacionário é mais adequado que o modelo não-estacionário . 

Conclusões 

Dos análises realizados podemos extrair as seguintes conclusões: 

1) As estatísticas correspondentes à correlação serial e a segunda feira são significativas. 

2) As volatilidades estimadas suavizada e filtrada do modelo AR(I)-SV estacionário são 

capazes de imitar os movimentos de aumentos e diminuições dos quadrados dos retornos. 

3) A persistência do modelo AR(I)-SV estacionário é grande; 0,966 significando uma meia­

vida de 20,04 dias. 

4) Os intervalos de confiança 95% (i.c) para os retornos construídos com a volatilidade 

suavizada excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatório. 

5) As estimativas dos parâmetros do modelo AR(l)-SV estacionário apresentam estabilidade ao 

serem estimados utilizando tamanhos de amostra diferentes. 

6) Considerando as últimas 350 observações, os (i.c) 95% para a previsão um-passo a frente 

ex-ante excluem uma percentagem de retornos menor do que a esperada. 

7) As volatilidades estimadas filtrada e suavizada do modelo AR( I )-SV estacionário são pouco 

influenciadas pelas observações extremas. 

8) Em ambos os modelos, AR( I )-SV estacionário e não estacionário, as estimativas 

correspondentes aos parâmetros w (do Final de Semana) e f (dos Feriados) na volatilidade, 

não foram significativas, nos 4 modelos considerados. 

9) O Modelo AR(l)-SV estacionário é preferível ao modelo não estacionário devido a que 

apresenta menor p.e.v., e a volatilidade é menos suave. 
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4.8.2 Taxa de Câmbio 

Para esta série é proposto o modelo (4.8.1) considerando o Efeito Calendário na 

média condicional: 

Através do método de mínimos quadrados ordinários obtemos: 

iit = 0,00048D1 +0,00011D2 ~O,OOOlOD 3 +0,00079D4 ~ O,OOOIOOD5 

(0,00040) (0,00040) (0,00041) (0,00040) (0,00040) 

Como comentado no Capítulo 2, existe Efeito Calendário na Quinta Feira (valor P=0,048). A 
seguir, a volatilidade é estimada a partir dos resíduos Yt, considerando os casos estacionário e 

não-estacionário15
• 

Estimação do Modelo AR(J)-SV Estacionário 

Utilizando o pacote STAMP 5.0 ajustamos o Modelo IV16 definido em (4.8.5). O 

processo de estimação realizado através do pacote STAMP 5.0 converge em 32 iterações 

(convergência muito forte), sendo estimado o seguinte modelo: 

fi,= 0,975ht~l +TJt 

com cr~ = 5,2687, cr~ = 0,0108, em conseqüência q = 0,0020. 

Como observado, esse modelo apresenta alta persistência (0,975) o qual eqüivale a uma meia­

vida de 27,38. Por outro lado, através da relação éfç =4,93 + IJ!'(v/ 2) encontramos que v= 7. 

15 Na análise do modelo seria conveniente considerar só uma variável dummy com valor um na quinta 
feira e zero nos outros dias, mas, com o objetivo de comparar as estimativas com os modelos ARCH. são 
consideradas as 5 variáveis dummy . 

16 As estimativas nos outros três modelos definidos em (4.8.5) são pouco confiáveis JX>is as convergências 
observadas no processo de estimação foram muito fracas. 
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Na Figura 4.10 apresentamos o gráfico das estímativas filtrada e suavizada do 

componente Tt, as quais, apresentam valores similares no final da série (após a linha vertical 

pontilhada). Embora não mostrados os gráficos, as tendências h _f e h_ s, possuem variabilidade 

baixa (variâncias iguais 0,058 e 0,11 respectivamente) quando comparadas com o componente 

irregular filtrado (variância igual a 5,42). O gráfico das volatilidades estimadas filtrada e 

suavizada é apresentado na Figura 4.11 Observe-se que ambas são capazes de imitar os 

movimentos de aumentos e diminuições nos quadrados dos retornos. Nas primeiras 20 

observações aproximadamente, a volatilidade filtrada apresenta valores muito altos que são 

naturais na fase inicial do Filtro de Kalman. 

Adequabilidade do AR(l)-SV Estacionário 

Na análise dos quase resíduos padronizados (QRP), V\ obtemos que os valores da média, 

-0,035 e da variância, 0,999 são satísfatórios. Por sua vez, o coeficiente de simetria é igual a-

1,16 e o excesso de curtose, 2,17; indicando que a distribuição dos QRP apresenta cauda à 

esquerda (ver Figura 4.12a). Os gráficos de CUSUM e CUSUMSQ nas Figuras 4.12b e 4.12c, 

apresentam comportamento satisfatório e a estimativa H(588) é igual 0,88536 com valor­

P=O,O? mostrando que não existe grande evidência para rejeitar a hipótese de 

homoscedasticidade e/ou ausência de mudança estrutural nos QRP. 

Ao examinar a função de autocorrelação dos QRP (Figura 4 .12d) percebemos que não 

existe evidência forte de presença de correlação serial. Os valores P do Teste Box-Ljung, na 

tabela a seguir, apoiam essa conclusão: 

Tabela4.5 
Taxa de Câmbio: Valores P do Teste Box-Ljung nos QRP do modelo AR(l)-SV Estacionário 

La 6 12 18 24 30 36 42 

Valor P 0,346 0,067 0,314 0,276 0,130 0,102 0,025 
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Os baixos valores nos lags 12 e 42 são devidos às grandes autocorrelações nos lags 10 e 42 

(Figura 4.8.2.5d). Embora não apresentado, o comportamento dos QRP A do componente 

irregular é satisfatório. 

Por outro lado, os intervalos de confiança 95% para os retornos construídos utilizando a 

volatilidade suavizada excluem 48 em 1767 retornos (3,44%) sendo esse resultado bom. 

Com relação á análise da estabilidade das estimativas dos parâmetros do modelo e a 

previsão um-passo à frente ex-ante, utilizamos a mesma metodologia desenvolvida na série das 

Ações. Para a série Taxa de Câmbio, é dificil apresentar resultados conclusivos já que o 

processo de estimação revela-se muito instável sendo necessário retirar observações inicias em 

cada período considerado para obter estimativas que satisfazerem o critério de corwergência 

muito forte no pacote STAMP 5.0. Todavia, em três períodos não alcançamos esse 

requerimento em várias tentativas retirando observações iniciais. Os resultados são 

apresentados na Tabela 4.617
. 

Analisando os resultados da Tabela 4.6 podemos observar que, de maneira geral, as 

estimativas dos parâmetros nos períodos considerados são similares e, na parte final da série, a 

partir de 1600, as estimativas são muito próximas, mostrando a existência de estabilidade nas 

estimativas dos parâmetros no final da série. Por outro lado, o número de retornos fora dos 

intervalos de confiança 95% é o mesmo se trabalhamos com toda a série ou em cada período. 

Isso é devido a que as estimativas das componentes são similares quando as estimamos 

utilizando toda a série ou nos períodos considerados. Assim, se definimos d=Prev _p-Prev, onde 

Prev _p é a previsão considerando a fração da amostra e Prev a previsão com toda a amostra, a 

média e variância de d são respectivamente, inferiores a 3xl0-6 e 5x10-12
. Considerando que a 

variância da componente filtrada na volatilidade é 0,058 podemos concluir que a diferença é 

desprezível Portanto, o número de retornos fora dos intervalos de confiança 95% a partir de 

t=l200 é menor ao esperado, sendo a percentagem igual a 2,29% (13 em 568). 

17 Os resíduos Y1• em (4.8.la) sob os quais é modelada a volatilidade são calculados estimando a média 
condicional utilizando todos os retornos (1767), de fonna que a média condicional não é r~stimada em cada 
período. 
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Tabela 4.6 
Taxa de Câmbio: estabilidade das estimativas e previsão um~passo á frente ex-ante 

Período <i ~ a y v nf nfl 

I 2-1200 5,3845 0,0130 0,0024 0,9781 5,5 o o 
2 5-1250 5,3347 0,0157 0,0029 0,9728 6 o o 
3 2~1300 5,2674 0,0164 0,0031 0,97ll 7 8 8 

4 2-1350 5,1769 0,0152 0,0029 0,9725 9 o o 
5 1-1400 5,2053 0,0174 0,0033 0,9696 8 o o 
6 ~1450" 

7 -1500' 

8 ~1550* 

9 3-1600 5,2600 0,0126 0,0024 0,9745 7 o o 
10 2-1650 5,2799 0,0109 0,0020 0,9772 7 o o 
11 4~1700 5,2678 0,0112 0,0021 0,9758 7 o o 
12 7-1750 5,2574 0,0104 0,0020 0,9761 7 o o 

Todo 5,2687 0,0108 0,0020 0,9753 7 13 

nf: número de retornos fora dos intervalos de confiança 95% utilizando toda a aJllOIItm 

nfl: número de retornos fora dos intervalos de oonfiança 95% utilizando parte da amostra 
* não foi alcançada convergfucia 

Nas Figuras 4. Bb e 4. 14b são apresentados os gráficos dos i. c. 95% para os retornos 

considerando dois periodos diferentes. No primeiro perto do (Figura 4 .13b ), que corresponde à 

época na qual acontece o maior retomo da série (no dia 23/09/85) e apresenta volatilidades 

média e alta, observamos que só um retomo (1,25%) está fora dos i.c. O segundo período 

(Figura 4.14b) é basicamente de volatilidade alta (volatilidade média até t~285) e corresponde à 

época onde ocorre um conglomerado de volatilidade com maiores valores dos retornos. Nesse 

periodo observamos que existe uma percentagem razoável de retornos fora dos i. c., 4%. 

Comparação das Vo/atilidades Suavizada e Filtrada 

Como pode ser observado na Figura 4.15, as estimativas das volatilidades suavizada e 

filtrada apresentam diferenças que são consideráveis para algumas observações. A volatilidade 

filtrada é mais sensível aos aumentos e diminuições dos quadrados dos retornos enquanto que a 
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volatilidade suavizada apresenta menor variabilidade. Esse comportamento pode ser observado 

na Figura 4.11 e com maior detalhe nas Figuras 4.13 e 4.14. 

Por outro lado, ambas as volatilidades são pouco influenciadas pelas observações 

extremas nos quadrados dos retornos. Por exemplo, na Figura 4.13a observamos que as 

volatilidades não aumentam abruptamente nem bastante devido à observação extrema no 

23/09/85, apesar de esse retomo apresentar um valor quatro vezes maior aos outros no mesmo 

periodo. Finahnente, é interessante notar que os maiores valores da volatilidade estimada estão 

no período 11/02/85 - 22/05/85 (Figura 4.16) no qual está o maior conglomerado de 

volatilidade com retornos grandes e não em 23/09/85 (Figura 4.13) no qual está o maior 

retomo da série. 

Ajuste do Modelo AR(J)-SV Não-estacionário 

Já que a persistência da volatilidade no AR(I )-SV estacionário é bastante grande, 

tentamos ajustar a versão não-estacionária considerando as especificações (4.8.10). Em todos 

os modelos, o processo de estimação apresenta convergência muito forte em 5 iterações, mas 

analisando o gráfico da f.a.c. dos QRP (não mostrado) observamos presença de correlação 

serial e do Teste Box-Ljung temos evidência fraca a favor da hipótese de ruído branco. 

Portanto esses modelos não são adequados. 

Conclusões 

De todos os modelos ajustados, o único que satisfaz os requisitos de adequabilidade do modelo 

é o modelo estacionário, Modelo IV. Este apresenta as seguintes caracteristicas: 

1) As volatilidades estimadas suavizada e filtrada conseguem acompanhar os conglomerados de 

volatilidade dos retornos. 

2) O modelo AR(1)-SV estacionário apresenta grande persistência; 0,975 significando uma 

meia-vida de 27,35 dias. 

3) Os intervalos de confiança 95% para os retornos construídos coma volatilidade suavizada 

excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatório. 
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4) Para vários períodos da série, as estimativas apresentam estabilidade, especialmente na parte 

final da série. Por sua vez, há também períodos nos quais não é possível obter os requisitos de 

convergência para o modelo. 

5) Considerando as últimas 567 observações, os i.c 95% para a previsão um-passo a frente ex­

ante excluem uma percentagem de retornos menor do que a esperada. 

6) As volatilidades filtrada e suavizada do modelo AR(l)-SV estacionário são pouco 

influenciadas pelas observações extremas, e por sua vez, os maiores valores de volatilidade 

ocorrem na presença de grandes conglomerados com valores altos dos retornos. 
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CAPÍTULO 5 

COMPARAÇÃO DOS MODELOS ARCH E 
~ . 

V ARIANCIA ESTOCASTICA 

5.1 Introdução 

Na literatura financeira existem vários trabalhos que comparam empiricamente modelos 

de volatilidade para os retornos. Por exemplo, Pagan e Schwert (1990) comparam modelos 

ARCH e alternativas não-paramétricas; Cao e Tsay (1993) comparam modelos TAR e ARCH e 

Taylor (1994) compara modelos ARCH e de Variância Estocástica. Por sua vez, entre os 

estudos teóricos temos os de Nelson e Foster (1994) e Foster e Nelson (1996) que comparam 

modelos ARCH e de Variância Estocástica no tempo contínuo e Jacquier et alii (1994) que 

comparam as estimativas do modelo AR(! )-SV através das abordagens QML e MCMC. O 

grande problema na comparação de estimativas de volatilidade dos modelos reside no fato de 

que, na prática, a volatilidade é uma variável não observável. Para contornar esse problema, a 

solução freqüentemente utilizada é adotar como referência (benchmark) para a volatilidade 

mensal a variància mensal não condicional dos retornos diários. Esta abordagem não será 

utilizada neste Capítulo. Neste Capítulo apresentamos as comparações das estimativas de 

volatilidade através dos modelos ARCH e V ariância Estocástica utilizando as Séries Exemplo e 

simulações. Os aspectos considerados são basicamente dois: estimação pontual da volatilidade 

e a previsão um-passo a frente. A comparação das estimativas pontuais das volatilidades é 

realizada sob critérios basicamente qualitativos enquanto que na comparação das previsões um­

passo a frente é utilizado um critério baseado nos retornos observados já utilizado em Herencia 

etalii (1995). 

A comparação empírica dos modelos ARCH e de Variància Estocástica é realizada 

utilizando os resultados das seções 3.7 e 4.8 nos quais os dois modelos foram ajustados. Neste 

caso, o verdadeiro processo da volatilidade é desconhecido. 

Por outro lado, com o objetivo de comparar as abordagens ARCH e de V ariância 

Estocástica quando o processo gerador de dados e a volatilidade são conhecidos, recorremos à 
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simulação. Primeiro é considerado um processo gerador de dados construído de forma que 

especificando os parâmetros ARCH, os parâmetros do modelo de V ariância Estocástica sejam 

obtidos analiticamente. e vice-versa. Na seção 5.4.1 será mostrado que isso é possível. Em 

segundo lugar, os modelos ARCH e Variância Estocástica são comparados quando não é 

possível estabelecer relações analíticas entre os parâmetros dos modelos, sendo necessário 

estimar um dos modelos. Considerando que os resultados apresentados estão baseados em 

poucas simulações, esses resultados devem ser tomados como ilustrativos. A ênfase nas 

comparações será dada nos modelos GARCH{l,l) e AR(l)-SV estacionário. 

Este Capítulo está organizado da seguinte forma. Nas Seções 5.2 e 5.3 é apresentada a 

comparação empírica utilizando as Séries Exemplo, dos modelos ARCH e de Variância 

Estocástica na estimativa da volatilidade e na previsão um-passo à frente. Na Seção 5. 4 

comparamos os modelos AR(l)-SV estacionário e GARCH(l,l) através de simulações e, 

finalmente, na Seção 5. 5 apresentamos as conclusões. 

5.2 Comparação Empírica dos Modelos 

Nos Capítulos 3 e 4 foi demonstrado que os modelos ARCH e Variância Estocástica 

são capazes de reproduzir teoricamente vários Fatos Estilizados observados nas séries 

financeiras. Adicionalmente, a eficiência desses modelos foi ilustrada através da modelagem das 

Séries Exemplo. 

Nesta seção será discutido outro aspecto na comparação das duas abordagens, as 

estimativas pontuais da volatilidade, para o qual utilizamos os resultados obtidos nas Seções 

3.7 e 4.8 na modelagem das Séries Exemplo. Na ausência de um teste de hipóteses para 

comparar as volatilidades obtidas nas duas abordagens, nos parágrafos seguintes será realizada 

uma discussão basicamente qualitativa. Dentro da abordagem de V ariância Estocástica o 

estimador utilizado é o suavizado e na abordagem ARCH o usual. 

Conglomerados de Volatilidade e Suavidade 

Como pode ser constatado nas Figuras 5.1 a 5.4, tanto a volatilidade estimada pelos 

modelos ARCH quanto a volatilidade estimada suavizada do AR( I )-SV estacionário são 

capazes de imitar os movimentos de aumentos e diminuições dos quadrados dos retornos. É 
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possível observar também que a volatilidade do modelo de variância estocástica apresenta um 

comportamento bem mais suave quando comparado as volatilidades ARCH. 

Estimativas pontuais da volatilidade 

Na série das Ações, ao comparar as volatilidades estimadas pelos modelos AR(I)-SV 

estacionário e GARCH(l,2) (Figura S.Sa) ou EGARCH(2,2) e AR(l)-SV (Figuras S.Sb), 

percebemos que as diferenças entre as estimativas podem ser bastante grandes1
. Para ter uma 

idéia da magnitude das diferenças, calculamos a percentagem dos retornos cuja diferença entre 

as estimativas de volatilidade é maior que 20% e 45%, o qual é equivalente a calcular a 

percentagem dos retornos cujos desvios padrão da volatilidade se diferenciam em 

aproximadamente 10% e 20%, respectivamente. Nas Tabelas 5.1 I e II apresentamos os 

resultados quando a volatilidade estimada pelos modelos ARCH e AR(I)-SV estacionário, 

respectivamente, são tomados como referência. 

Os dados da Tabela 5.1 mostram que para uma grande proporção dos retornos as 

diferenças entre as estimativas são consideráveis. Especificando a volatilidade ARCH como 

referência, para ambas as magnitudes de diferença (20% e 45%), a volatilidade AR(l)-SV 

subestima com maior freqüência que superestima a volatilidade ARCH. Por sua vez, 

especificando a volatilidade AR( I )-SV como referência, a volatilidade ARCH superestima com 

mais freqüência que subestima à volatilidade AR(l)-SV. Em conseqüência, a volatilidade 

estimada pelos modelos ARCH é maior que a volatilidade estimada pelo AR.( I )-SV. 

Analogamente, para a série Taxa de Câmbio encontramos que as diferenças entre as 

volatilidades estimadas, GARCH(2,2) e AR(l)-SV ou EGARCH(2,0) e AR(l)-SV podem ser 

bastante grandes para alguns retornos tal como pode ser observado nas Figuras 5.6a e 5.6b, 

respectivamente. Pelos resultados da Tabela 5.2 concluímos que as diferenças entre as 

estimativas são importantes para uma grande proporção dos retornos, sendo com maior 

freqüência a volatilidade estimada ARCH maior que a volatilidade estimada pelo modelo 

AR(l)-SV. 

10s gráficos foram realizados sem considerar alguns retornos (7 em cada caso; a e b) nos quais as diferenças são 
bastante grandes. Esses pontos estão relacionados com valores extremos nos quadrados dos retornos, alguns dos 
quais são discutidos posteriormente. 
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Tabela 5.1 
Diferenças entre as estimativas de volatilidade ARCH e AR(t)-SV estacionário nas Ações (%) 

L Quando a vo/ati/idade ARCH é considerada como referência: 

Diferença maior que 20% Diferença maior que 45% 

vs>l 2vg vs<O,Svg Total vs>1,45vg vs<0,55vg Total 

vs=AR(l)-SV 21,83 40,90 62,73 10,82 14,82 25,64 

Ve'"GARCH(I,I) 

vs=AR(l)-SV 21,95 40,09 62,04 11,07 14,95 26,02 

Ve'"GARCH(l ,2) 

vs~AR(I)-SV 21,64 40,59 62,23 10,76 14,20 24,96 

Vg"'EGARCH(2,2) 

11 Quando a volatilidade AR(l)-SV é considerada como referência 

Diferença maior que 20% Diferença maior que 45% 

v!Pl,2vs vg<O 8vs Total vg>1,45vs vg<0,55vs Total 

vs=AR(l)-SV 45,09 18,89 63,98 27,08 3,19 30,27 

VJC"GARCH( I, I) 

vs~AR(I)-SV 43,96 19,20 63,16 27,33 3,69 31,02 

Vg"'GARCH(1,2) 

VS"=AR(l)-SV 44,78 18,32 63,10 28,08 2,75 30,83 

Vg"'EGARCH(2,2) 
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Tabela5.2 
Diferenças entre as estimativas de volatilidade ARCH e AR(l)-SV na série Taxa de cambio(%) 

L Quando a vo/atilidade ARCH é considerada como referência: 

Diferenca maior que 20% Diferenca maior aue 45% 

vs>l,2vg vs<O 8vg Total vs>1 45vg vs<O 55vg Total 

vs=AR(l)-SV 19,07 24,22 43,29 4,07 4,81 8,88 

V!FGARCH(l,1) 

vs~AR(1)-SV 20,77 24,45 45,22 4,30 4,41 8,71 

VJFGARCH(2,2) 

VFAR(1)-SV 20,32 24,50 44,82 5,55 3,34 8,89 

~EGARCH(1,2) 

11 Quando a volati/idade AR(l)-SV é considerada como referência 

Diferenca maior Que 20% Diferenca maior aue 45% 

VJ!.>1 2vs v~<O 8vs Total vi!,> 1 45vs v~<0,55vs Total 

vs=AR(l)-SV 28,81 14,20 43,01 13,24 0,79 14,03 

VIFGARCH(l,1) 

vs=AR(l)-SV 28,64 15,11 43,75 13,98 0,90 14,98 

V!FGARCH(2 2) 

vs=AR(l)-SV 28,58 14,66 43,24 12,90 0,85 13,75 

V!FEGARCH(1,2) 
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Persistência 

Na tabela a seguir mostramos as estimativas da persistência nos ajustes considerados 

para cada uma das séries: 

Tabela S.J 
Penistências estimadas nas Séries Exemplo 

ARCH VARIÂNCIA 

ESTOCÁSTICA 

GARCH GARCH GARCH EGARCH EGARCH AR(l)-SV 
(1,1) (1,2) (2 2) (2,0) (2,2) 

Ações 0,9967 • •• 0,9656 

209,7a 19,80 

Taxa de 0,9579 • •• 0,9753 

Câmbio 16,12 27,72 

a valores da meia-vida 
* não foi caJculada a persistincia 
** o modelo não é c:ovariante estacianário. 

Seguindo os resultados da Tabela 5.3, na série das Ações a persistência encontrada 

através do modelo GARCH(l,l) é muito maior que à correspondeute ao AR(l)-SV 

estacionário. Pelo contrário, na série Taxa de Câmbio a persistência do AR( I )-SV é maior que 

a persistência do modelo GARCH(l,l). Neste caso a persistência do modelo AR(l)-SV é 

maior quando comparada com à das Ações e, utilizando o GARCH(l,l) acontece o contrário. 

Influência das observações extremas dos quadrados dos retornos 

Nos modelos ARCH ajustados para as Séries Exemplo; GARCH(l,l), EGARCH(l,O), 

GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) constatamos que as observações extremas produzem um 

aumento bastante grande na estimativa da volatilidade nos instantes após a ocorrência dessa. 

Por exemplo, para a série das Ações no período da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello 

(Figura 5.7a) observamos a presença de wn retomo que, como comentado na Seção 3.7.1 pode 

ser considerada como um valor aberrante (V A) do tipo AO e produz um aumento brutal nas 
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estimativas das volatilidades futuras GARCH(l,2)2 e EGARCH(2,2). O impacto é tão grande 

que somente após 20 dias (aproximadamente) da ocorrência do V A, a volatilidade estimada 

apresenta o mesmo valor do que o apresentado antes da ocorrência dessa observação extrema. 

Outro período no qual pode se observar a forte influência de um V A é nos dias seguintes à 

Mudança da Banda Cambial (Figura 5.7b). Por sua vez, na série Taxa de Câmbio durante o 

periodo de 02/08/85 a 25/11/85 (Figura 5. 8a) podemos observar que as volatilidades estimadas 

pelos modelos GARCH(l, I) e EGARCH(2,0) explodem após a ocorrência dessa observação 

extrema em 23/09/85. 

Pelo contrário, e como pode ser comprovado nas Figuras 5.7 e 5.8a, a volatilidade 

suavizada do modelo AR( I )-SV estacionário é menos influenciada pela presença de 

observações extremas. Essa é uma caracteristica desejável para um modelo de volatilidade se o 

valor extremo é conseqüência da ocorrência de uma intervenção de tipo AO, enquanto o 

contrário ocorre quando usualmente existe um aumento real da volatilidade (por exemplo, 

devido à intervenção do tipo 10) como na Figura 5.8b. Nesse sentido, a eficiência relativa das 

estimativas de volatilidade pelo modelo ARCH ou de V ariância Estocástica depende do tipo de 

intervenção. 

Influência de grandes Conglomerados de Volatilidade 

Na modelagem das Séries Exemplo pela abordagem de Variância Estocástica (Seção 

4.8) foi observado que a volatilidade estimada do modelo AR( I )-SV estacionário é mais 

afetada pela presença de um conjunto de retornos cujos quadrados são grandes do que pela 

presença de valores aberrantes isolados (Figuras 5.1 e 5.3). Nos modelos ARCH ocorre o 

contrário, a volatilidade estimada é mais sensível à presença de valores extremos, embora 

certamente na presença de vários valores grandes próximos aumentem as estimativas. Na 

Figura 5.8b é mostrada um período onde existem conglomerados de valores com grande 

magnitude. 

2Como apresentado na Seção 3. 7 .I, a volatilidade GARCH(l,l) é quase idêntica à volatilidade GARCH( I ,2). 
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5.3 Comparação Empírica das Previsões um-passo à frente ex-ante 

Como comentado anteriormente, de maneira geral, a dificuldade na comparação de 

modelos de volatilidade reside no fato de que a volatilidade não é observada na prática e, 

portanto, não é possível utilizar critérios como o E"o Médio Quadrático. Usualmente, esse 

problema tem sido contornado construindo uma série de referência (benchmark) para a 

volatilidade mensal que é estimada como a variãncia mensal não condicional dos retornos 

diários (ver, por exemplo, Cao & Tsay, 1993). Nesta dissertação propomos uma abordagem 

diferente comparando a qualidade da previsão dos modelos utilizando os retornos observados. 

A idéia, implementada em Herencia et alii (1995) consiste no seguinte: tanto para os modelos 

ARCH quanto os modelos de V ariância Estocástica, conhecemos a distribuição condicional dos 

retornos (usualmente normal) dada a infonnação passada e o valor dos parâmetros. Supondo 

que o modelo é Yt = !lt + Yt, essa distribuição tem média igual à !lt e variância dada pela 

volatilidade estimada. Assim, podemos construir intervalos de confiança (i.c.) para as previsões 

um-passo à frente e comparar as abordagens ARCH e Variância Estocástica considerando dois 

critérios; i) o número de retornos incluídos nos i. c. e, ii) o comprimento dos i. c. O modelo que 

apresentar maior número de retornos dentro dos i.c. e menor comprimento nos i.c., será 

preferido, embora esses dois critérios sejam de certa forma contraditórios. 

No cálculo das previsões para o instante t, idealmente, o modelo teria que ser estimado 

utilizando toda a informação até o instante t-1, mas por exigir muito trabalho computacional 

isso não será feito. Para contornar esse problema, utilizamos o esquema descrito na Seção 

4.7.e para cálculo dos i.c com volatilidade AR(l)-SV. Analogamente podemos fazer o mesmo 

com as volatilidades ARCH. No cálculo da previsão da volatilidade dentro da abordagem 

ARCH é utilizado o estimador usual e, dentro da abordagem de V ariância Estocástica é 

utilizada a volatilidade filtrada. Os resultados são apresentados nas Tabelas 5.4 e 5.5. 

Analisando os resultados para a série das Ações, dados na Tabela 5.4, constatamos que 

o número de retornos fora dos intervalos de confiança 95% (i.c.) é quase o mesmo nos modelos 

GARCH(l,l), GARCH(l,2) e EGARCH(2,2) e menores no modelo AR(l)-SV, embora a 

diferença não seja significativa estatisticamente. A não significância pode ser devida ao baixo 

número de observações. A mesma conclusão pode ser tomada a partir dos resultados da Tabela 

5.5 na Taxa de Câmbio. 

3Imed:iatamente antes da Tabela 4.3. 
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Tabela 5A 
Previsão um-passo à frente oa série Ações 

Número de retornos fora dos inten.ralos de confiança 95% (# esperado"" 4,75) 

ARCH VARIÂNCIA 

ESTOCÁSTICA 

Perlodo GARCH(I,I) GARCH(1,2) EGARCH(2,2) AR(I)-SV 

I45I-I500 3 3' 3 3 2 2 o o 
I501-I550 1 I 1 1 1 1 2 2 

I551-I598 1 1 1 I 1 I o o 
a Número de retornos fora dos i.c. 95% coustruídos com as estimatiVas dos parâmetros estimados utihzando toda a amostra. 

Tabela 5.5 
Previsão um-passo à frente na série Taxa de Cambio 

Número de retornos fora dos inten.ralos de confiança 95% (# esperadCF4,75 ) 

ARCH VARIÂNCIA 

ESTOCÁSTICA 

Periodo GARCH(1,I) GARC 2 21 EGARCHI2 Ol lJ:SV 

1651-1700 o 3' 3 3 o o o o 
1701-1750 1 1 1 1 1 1 o o 
1751-1767 2 2 2 2 2 2 2 2 

a Número de retornos fora dos i.c. 95% oonstruídos com as estimativas dos parâmdros estimados utilizando toda a amostra. 

É importante observar que, como mostram as Tabelas 5.4 e 5.5, os resultados na análise 

da previsão um-passo à frente permanecem inalterados se consideramos as estimativas dos 

parâmetros utilizando toda a informação da amostra. A única diferença se dá no primeiro 

periodo da série Taxa de Câmbio. Outro aspecto importante é a percentagem de retornos fora 

dos i.c., que em todos os casos é inferior ao valor esperado 5%, existindo, portanto, uma 

indicação de superestimação da largura dos i.c. Assim, na série das Ações, utilizando os 

modelos GARCH(I,l), GARCH(l,2), EGARCH(2,2) e AR(I)-SV obtemos, respectivamente, 

3,38%, 3,38%, 2, 70% e 1,35%.de retornos fora do i. c Por sua vez, na série Taxa de Câmbio, 

as percentagens são 2,56%, 5,13%, 2,56% e 1,71% para os modelos GARCH(l,l), 

GARCH(2,2), EGARCH(2,0) e AR(I)-SV, respectivamente. 
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Nas Figuras 5.9 e 5.10 apresentamos os i.c. 95% considerando os modelos re-estimados 

em cada período. Para a série das Ações (Figura 5.9) é possível observar que os i.c. construídos 

com a volatilidade AR(l )-SV estão muito próximos dos i. c. construídos com a volatilidade 

GARCH(l,l), sendo que os i.c. se cruzam e não existe um padrão como o observado para a 

série Taxa de Câmbio (Figura 5.10) no qual os i.c. do AR(l)-SV incluem os i.c. do 

GARCH(1,2). 

A influência dos grandes valores nos quadrados dos retornos no comprimento dos i.c. 

pode ser observado na Figura 5.9 na Mudança da Banda Cambial da série das Ações 

(10/03/95). Como os i. c. são baseados na volatilidade, a presença de uma observação extrema, 

faz com que os i.c. dos modelos GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) nos instantes posteriores à 

ocorrência do valor extremo sejam desnecessariamente longos, dado que o grande valor do 

retomo não influencia os retornos futuros (V A do tipo AO). Em conseqüência, considerando 

que os i.c. do modelo AR(l)-SV incluem o mesmo número de retornos, o modelo de Variância 

Estocástica é preferível nestas situações. Observe, no entanto, que após algumas observações 

os I. c. do modelo AR(l)-SV passam a ser desnecessariamente longos. 

Portanto, em termos de previsão um-passo à frente, seguindo o critério adotado dos 

t.c. os resultados não mostram a dominância de um modelo sobre outro. 

5.4 Comparação dos Modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV estacionário 
através de simulações. 

Como comentado anteriormente uma das dificuldades de se comparar as estimativas da 

volatilidade através das séries exemplo era o fato das volatilidades serem desconhecidas. Uma 

forma de se evitar isto é através de simulação onde o processo gerador dos dados é conhecido 

(PGD). Conhecendo-se o PGD e a volatilidade é possível comparar as estimativas. Este 

procedimento, entretanto, adiciona um outro problema, o de escolher o PGD, já que um 

modelo pode ser adequado para um PGD e ruim para outro. Como estamos comparando 

estimativas de volatilidade através de modelos GARCH e modelos de Variância Estocástica é 

natural que estes dois modelos estejam entre os PGD escolhidos. Ao escolhermos estes 

modelos podemos verificar o quanto um modelo de uma família pode aproximar um modelo de 

outra família, ou o quanto um procedimento é robusto em termos de PGD. 
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Sabemos que tanto processos GARCH(l,l) como AR(l)-SV podem gerar processos 

com função de autocorrelação (fa.c) dos quadrados do retomo da forma ARMA(l,l) com a 

primeira correlação pequena e decaimento lento. Quando as f. a.c. dos 2 modelos são próximos 

eles são ditos equivalentes em termos de f a.c. dos quadrados dos retornos. Neste caso espera­

se que não exista grande diferença nas estimativas de volatilidade, não perdendo, portanto, 

muita eficiência quando um modelo ARCH(I,l) é ajustado como AR(l)-SV e vice-versa. 

Porém, como a igualdade de fa.c. não necessariamente implica em estimativas de volatilidades 

iguais é interessante que estes casos estejam incluídos entre os PGD escolhidos. Modelos 

equivalentes são apresentados na subseção 5.4 .1 enquanto as comparações para estimativas de 

volatilidade destes modelos e a previsão um-passo à frente são apresentadas na subseção 5.4.2. 

Para evitar que problemas de estimação dificultem a comparação, vamos considerar que 

conhecemos os parâmetros dos modelos equivalentes. Outro motivo para se escolher modelos 

com este tipo de f.a.c., além da existência de modelos equivalentes, é o fato de várias séries 

financeiras empíricas possuírem fa.c. dos quadrados dos retornos com essa característica, 

como ocorre com os casos das Séries Exemplo (ver Seção 2. 7 .2). Um segundo tipo de PGD a 

ser estudado, e apresentado na subseção 5.4.3, é quando não existem modelos equivalentes. 

Neste caso os parâmetros dos modelos ajustados têm que ser estimados. 

5.4.1 Modelos equivalentes GARCH(l,l) e AR(l)-SV estacionário 

Sejaro os modelos GARCH(l,l) definido em (3.3.2.1.1) e AR(l)-SV definido por 

(4.3.2.6) com a pararoetrização crs'~ x2/2 e q ~ uTJ2
/ crs'. Como foi mostrado em (3.3.2.4) e 

em (4.3.7), quando y é próximo de um, as fa.c. dos quadrados dos retornos apresentam forma 

ARMA(!, I) dadas por: 

GARCH (1,1) r-1,2, ... (5.4.1.1) 

AR(l)-SV '( ) exp(u;) -l , 
p ' = y 

3exp(u;)-l 
r-1,2, ... (5.4.1.2) 
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Tanto em (5.4.1.1) quanto em (5.4.1.2), todas as autocorrelações estão determinadas a 

partir das duas primeiras. Os parâmetros responsáveis pela dinâmica no modelo GARCH(l,l) 

são {a, j3} e no AR(l)-SV {y, u11
2

}. A seguir mostramos como é obtida a equivalência. 

1) Especificando o modelo GARCH(l, 1): 

Calculamos p(l) e p(2) a partir de (5.4.1.1) e substituímos esses valores em (5.4.1.2) 

obtendo um sistema de duas equações com duas incógnitas. Assim: 

-'e"'x"'p"'( ""~'f)_--'l'-
3exp(cr~)-1 y ~ p(l) 

p(l)y p(2). 

A solução do sistema é: 

p(2) 
y ~ p(l) 

( p(2)- p(l)' J 
~ ~ 10!l\.p(2)- 3p(l)2 · 

(5.4.1.3) 

(5.4.1.4) 

(5.4. 15) 

(5.4.1.6) 

Na expressão anterior observamos que é necessária a restrição: p(2) > 3p2 (1) e, por sua vez, 

devemos considerar as condições para a existência de segundo e quarto momento do 

GARCH(l,l), dadas em (3.3.2.1.3). 

Por outro lado, substituindo (5.4.1.1) em (5.4.1.5), obtemos a seguinte relação importante: 

y~u+~, (5.4.1.7) 
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isto é, as definições de persistência, quando grande (aproximadamente 1), levam ao mesmo 

valor de persistência nos dois modelos. 

Finalmente, podemos encontrar a112 e q através das expressões: 

"~ ~cr/.(1-y') 

q~ "'12
/ 4.93. 

(5.4.1.8) 

(5.4.1.9) 

Portanto, especificada a dinâmica do modelo GARCH(l,l) (através de a e P), obtemos o 

modelo equivalente (em dinâmica) AR(l)-SV determinado por (5.4.17) e (5.4.18) ou (5.4.19). 

2) Especificando o modelo AR(J)-SV 

• Substituindo em (5.4.1.1) p(l) por p (1) calculada a partir de (5.4.1.2) e a por y-p, 
obtemos uma equação em P da seguinte forma: 

P'[p(l) -rl+[y' - 2p(lh + lJP + [p(l)- rl ~o 

uma vez resolvida a equação anterior (isto é p) obtemos a através de a= y-p. 

Para completar a equivalência dos modelos precisamos estabelecer o nível. Os 

parâmetros responsáveis desse valor são ro no modelo GARCH (1,1) e K no modelo AR(1)-SV. 

A relação entre os dois parâmetros é encontrada utilizando o valor da variância da série dos 

retornos. Assim: 

no GARCH(l, 1 ): 

no AR(l)-SV: 

E[Y']- --="­
' -1-(a+P) 

em conseqüência igualando essas expressões obtemos: 

(5.4.1.10) 

(5.4.1.11) 
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ro ~ (1-y)Kexp(O.Scr;), ou 

Na tabela a seguir mostramos alguns modelos GARCH(I,l) e AR(l)-SV com grande 

persistência que apresentam igual dinâmica, sendo que o processo gerador é GARCH(1,1): 

Tabela 5.6 
Equivalência de alguns alguns modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV estacionário 

Modelo "' ~ p (1) p (2) y O" 
2 q 

I 0,15 0,80 0,3 0,285 0,95 0,25 0,05 

2 0,10 0,80 0,14 0,126 0,90 0,30 0,06 

3 0,10 0,87 0,226 0,219 0,97 0,0552 0,011 

4 0,05 0,94 0,155 0,153 0,99 0,0092 0,0019 

5 0,18 0,80 0,54 0,529 0,98 ne ne 

6 0,14 0,85 0,562 0,556 0,99 ne ne 

m:: não existe equivalência 

Da análise da Tabela 5.6, podemos observar que não existe equivalência do AR(1)-SV 

no quinto e sexto modelo, pois os parâmetros do GARCH(1,1) não satisfazem a restrição 
p(2) > 3p2 (!). Comparando os modelos I, 2 e 3 notamos que o tamanho de a é determinante 

na equivalência dos modelos. Na Figura 5.11 é apresentada a região de equivalência do modelo 

AR(J)-SV estacionário supondo que o PGD é GARCH(l,l) para valores de p maiores que 0,8 

e persistências maiores que 0,90. 

5.4.2 Comparação das estimativas de volatilidade e previsão um-passo à frente 

Na simulação do PGD são escolhidos valores para os parâmetros dentro de um 

conjunto que ocorrem com freqüência na literatura empírica. Assi~ nos modelos ARCH muito 

freqüentemente a persistência é maior do que 0,90 (Taylor, 1986) com valores de f3 maiores do 

que 0,80. Por sua vez, nos modelos AR(1)-SV, os valores de y são usualmente maiores do que 
0,90 e os valores de cr; estão entre 0,01 e 2,77; ver Taylor (1986,1991) e Jacquier et alii 
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(1994). Na Tabela 5.7 são apresentadas as três especificações escolhidas para os modelos 

GARCH(l,l) e AR(l)-SV equivalentes: 

Tabela 5.7 
Modelos utilizados nas simulações 

p y 2 ro a K cr 

Modelo I 0,95 10-6 0.15 0,80 5,547xl0-6 0,95 0,25008 2,56495 0,05073 

Modelo li 0,97 10 .. 0,10 0,87 2,09xl0-5 0,97 0,05522 0,93443 O,Oll 

Modelo lJl 0,99 10 .. 0,05 0,94 7,93xl0"5 0,99 0,00923 0,46363 0,00187 

P é o valor da pernisU!ncia 

No Modelo I os parâmetros GARCH{l,l) são similares à estimativas da série Ações encontrada 

no Capítulo 3. Por sua vez, no Modelo ll os parâmetros AR(l)-SV são iguais à estimativa da 

série DM/US$ analisada por Shephard (1994b) e são similares também aos valores utilizados 

nas simulações realizadas por Ruiz (1994), no qual ;-0,97 e a~ =0,04. Finalmente, no 

Modelo m os parâmetros extbem valores similares aos encontrados por Harvey e Shephard 

(1993b) iguais a r=0,975 e cr~~O,Ol. 

As observações simuladas foram obtidas utilizando um programa desenvolvido na 

linguagem do Procedimento IML do pacote estatístico SAS 6. O. Para cada um dos modelos 

registrados na Tabela 5.6 são realizadas duas simulações, uma considerando como PGD o 

GARCH(l,l) e a outra considerando o AR(l)-SV. Na geração das séries foram inicialmente 

gerados 3100 observações e descartados os 100 primeiros valores gerados e, para inicializar a 

variância condicional, utilizamos a variância não condicional. Na Tabela 5.8 apresentamos os 

nomes dados para cada uma das simulações: 

Modelo 

I 

li 

lii 

Tabela5.8 
Simulações realizadas 

Persistência Gerador 

0,95 Garch(l,l) 
AR(l)-SV 

0,97 Garch(l,l) 
AR(l)-SV 

0,99 Garch(l,l) 
AR(l)-SV 

Nome 

Siml 
Sim la 
Sim2 

Sim2a 
Sim3 
Sim3a 
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A seguir apresentamos os resultados para os dois casos considerados; quando 

simulamos o modelo GARCH(l,l) e quando simulamos o AR(l)-SV. Em cada um deles, a 

volatilidade verdadeira gerada pelo modelo é nomeada simplesmente de volatilidade enquanto 

que a volatilidade estimada a partir das observações geradas { Y1 } será chamada volatilidade 

estimada. Na discussão dos resultados a seguir, sempre será feita a distinção entre volatilidade 

estimada e volatilidade verdadeira. 

!. O processo gerador é GARCH(I, I) 

Neste caso, uma vez obtidos os parâmetros equivalentes do modelo AR(l)-SV, 

calculamos a volatilidade filtrada através do Filtro de Kaltuan (expressões 4.4.1.2) e 

encontramos a volatilidade suavizada pela inversão desse filtro começando em t=T. A 

volatilidade filtrada é utilizada para a previsão um-passo à frente, enquanto que a volatilidade 

suavizada é usada para compará-la com a volatilidade verdadeira. 

Nas Figuras 5.12a-c são comparados os valores das volatilidades e suas estimativas 

sendo observado que existem vários pontos bem acima ou bem abaixo da reta x=y indicando 

que a volatilidade estimada subestima e ou superestima a volatilidade GARCH(l,l) de maneira 

considerável. Para obter uma idéia da superestimação, calculamos a percentagem de pontos 

alocados acima da reta x=y levando em consideração os níveis da volatilidade. Temos assim: 

Tabela5.9 
Modelo simulado GARCH(l,l): percentagem de superestimação da volatilidade 

baixo médio alto Total 

Sim I 39' 42,4* 50,9 44,1 
Sim2 48,2 55,7* 50,8 51,57 
Sim3 48,8 50,2 51,2 50,o7 

* njeita hipótese de probabilidade 0,5 oom nível de signilicância igual a 0,5% mas ooosiderando independência. 

A partir dos resultados na tabela vemos que em Sim3 e, em menor medida em Sim2, existe 

praticamente a mesma percentagem de pontos acima e abaixo da reta x=y. Por sua vez em Siml 

quando a volatilidade é baixa, existem mais pontos acima que abaixo da linha reta. 
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Para medir a magnitude da subestimação ou superestimação, utilizamos o mesmo 

procedimento da seção anterior e calculamos a percentagem dos retornos cuja estimativa da 

volatilidade AR(l)-SV é diferente em 20% e 45% da volatilidade verdadeira GARCH(l,l). Os 

resultados registrados na Tabela 5.1 O mostram que para uma grande percentagem dos retornos, 

a subestimação e superestimação é considerável, sendo que essas percentagens diminuem na 

medida que a persistência aumenta, i.e, na medida que os modelos são mais próximos em 

dinâmica). Por sua vez, de maneira geral, as percentagens de superestímação e subestimação 

são similares. Para ilustrar a grande diferença observada nas volatilidades verdadeira e estimada 

apresentamos na Figura 5.13a o gráfico da variável q, definida como o quociente da 

volatilidade estimada e a volatilidade verdadeira (q=vol.estimadalvol.verdadeira), com relação a 

volatilidade verdadeira no caso de Sim3. Embora não apresentado, para Sim 1 e Sim2 obtemos 

figuras semelhantes. 

Tabela 5.10 

Magnitude da subestimação e super-estimação da volatilidade estimada (vs) AR(l)-SV 
com respeito à volatilidade verdadeira(vg) GARCH(l,l) 

Diferenca maior aue 20% Diferenca maior aue 45% 

vs>l,2vg vs<O 8vg Total vs>1,45v~ vs<0,55v~ Total 

Sim 1 31,24 38,13 69,37% 18,67 16,80 35,4?0/o 

Sim2 32,23 26,87 59,1% 14,06 4,07 18,13% 

Sim3 26,30 19,67 45,97% 8,87 3,16 12,03% 

Com relação à previsão um-passo à frente e, como realizado anteriormente para as 

Séries Exemplo, calculamos a percentagem dos retornos fora dos intervalos de confiança 95% 

(i.c.) construídos a partir da previsão da volatilidade filtrada, considerando os níveis na 

volatilidade. Diferentemente do realizado para as Séries Exemplo, aqui os parâmetros do 

modelo são conhecidos e não há necessidade de estimar os parâmetros cada 50 observações. 

Neste caso a volatilidade filtrada é atualizada para cada retorno e a previsão é dada 

simplesmente pela expressão (4.6.2 ). Na Tabela 5.11 apresentamos os resultados e podemos 

constatar (ao observar a última linha) que para Siml a percentagem dos retornos fora dos i.c. 

construídos com a volatilidade estimada é muito maior do que quando os i.c. são construídos 

com a volatilidade verdadeira. Essa diferença de percentagem diminui na medida que a 

persistência aumenta, sendo bastante próximos para Sim3. Considerando os níveis de 

volatilidade, em Sim I, os i.c. estimados excluem uma percentagem muito maior do que a 
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esperada enquanto que, a diferença de percentagem observada e esperada é menor nas três 

simulações quando a volatilidade é média. 

Tabela5.11 
Modelo simulado GARCH(l,l): percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confiança 95% 

Sim I Sim2 Sim3 
persistência9l,95 persistência=:O, 97 persistência=O, 99 

Nivel da Volatilidade 
baixo 12,4 3.5" 6,3 5,2 6,7 6,2 
médio 8,2 4,7 5,7 4,9 5,2 4,9 
alto 8,3 5,3 6,5 4,6 5,5 5,0 

%Total 9,63 4,47 6,17 4,9 5,80 5,37 

a corre:sponde a percentagem obsavada com os i.coonstrufdos com a volatilidade verdadeira GARCH(l,l) 

Uma das causas da diferença entre a percentagem estimada e a percentagem observada 

é a influência das observações muito pequenas nos quadrados dos retornos. Para ilustrar isso 

apresentamos na tabela a seguir os valores da volatilidade e a previsão para alguns instantes de 

Sim I. 

Tabela 5.12 
Modelo simulado GARCH(l,l): efeito das observaçi'ies muito pequenas nos quadrados dos retornos 

Tempo Y,' vo1atilidade (x105) previsão (x105) 

1978 7xlo-7 0,8243 0,2233 
1979 8,2xl0.12 0,7706 0,2403 
1980 1,3xl0-6 0,7165 0,0401 
1981 1,2xl0-5 0,6932 0,0690 

Os resultados da tabela mostram que o efeito do retomo T= 1979 na previsão da volatilidade 

em T= 1980 é bastante grande, produzindo uma subestimação considerável da volatilidade. Esse 

efeito, como será explicado a seguir, permanece nas previsões seguintes. Como produto da 

subestimação, os i c. construídos apresentam largura muito menor ao verdadeiro e, como pode 

ser observado na Figura 5.14 esses i.c. estimados não conseguem incluir os retornos em 

T~J981 e T~J984. 

Considerando que no instante T=t, tanto a volatilidade quanto a previsão um-passo a 

frente dependem do mesmo tipo de informação: {Yt-h Yt-z, Yt_3, . . , Y1 }é simples explicar a 
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diferença de comportamento observada ante a presença de observações muito pequenas. Com 

efeito, numa situação de alta persistência (no caso igual a 0.95) e ~ grande (igual a 0,80), a 

contribuição de um retomo pequeno (valor absoluto), Y,_, na volatilidade GARCH(l,l) no 

instante t: cr; ::::co +aY~-l +~cr;_ 1 e menor quando comparada com a contribuição de cr;_,. 

Por sua vez, para o modelo AR(l )-SV estacionário, temos pelas expressões derivadas na Seção 

4.6 que a previsão um-passo à frente é dada por: cr;/t-1 :::: 1( exp[mvt-t1 onde 

m, ~ [y(l- P)]mt-1 +[P]X, e X, ~ log(Y,') + 1,27 -log(K). Neste caso, já que o efeito de 

.Y;2 é multiplicativo, uma quantidade muito pequena nos quadrados produz um decrescimento 

grande na previsão. 

As observações com quadrados dos retornos muito grandes também produzem efeito 

na previsão um-passo à frente. Assim, quando no instante T=t-1 a volatilidade e a volatilidade 

estimada apresentam valores próximos, uma observação muito grande de Yt2 no instante T=t 

faz explodir a volatilidade, enquanto que a previsão pode subestimar a volatilidade. Na Figura 

5.15 ilustramos esse efeito . 

/I. O processo gerador é AR(J)-SV 

Para as três simulações, uma vez geradas as observações Yt e as volatilidades, 

calculamos as volatilidades estimadas a partir da relação cr: =co +aY1
2_1 + j3a:_1. 

Os resultados da Tabela 5.13 mostram que para uma proporção bastante grande das 

observações, a subestimação e superestimação é considerável, sendo que essas proporções são 

menores na medida que a persistência aumenta. Claramente, existe uma freqüência maior de 

superestimação, diferentemente do que acontece na Tabela 5.10 onde a superestimação é 

similar à subestimação. Na Figura 5.13b, correspondente a Sim 3a,. podemos constatar as 

grandes diferenças encontradas entre a volatilidade estimada e a verdadeira,. utilizando como 

medida o quociente (q) entre a volatilidade estimada e a verdadeira volatilidade. 

Com relação à previsão um-passo à frente, na Tabela 5.14 apresentamos os resultados 

da percentagem dos retornos fora dos intervalos de confiança 95% . Os dados dessa tabela 

mostram que considerando toda a informação (% total), a percentagem dos retornos fora dos 

i.c estimados é próxima à percentagem esperada,. mas, ao considerar os níveis da volatilidade, 
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essas percentagens apresentam em alguns casos diferenças importantes. Assim, de maneira 

geral, quando a volatilidade verdadeira é baixa, a percentagem dos retornos fora dos ic. é 

menor do que a esperada (i.e. existe superestimação da volatilidade) enquanto que quando a 

volatilidade é alta, as percentagens observada e esperada são próximas. 

Tabela5.13 
Magnitude da subestimação e superestimação da volatilidade estimada (vg) GARCH(l,l) 

com respeito à volatilidade verdadeira(vs) AR(l)-SV 

Diferença maior que 20% Diferença maior que 45% 

vg>l,2vs vg<0,8vs Total vg>1,45vs vg<0,55vs Total 

Sim la 71,80 16,70 88,50% 65,37 9,!0 74,47% 

Sim2a 5!,83 20,37 72,20% 37,30 6,47 43,77% 

Sim 3a 44,93 18,87 63,80% 27,47 3,40 30,87% 

Tabela5.14 
Modelo simulado AR(l)-8V: percentagem de retornos fora dos Intervalos de Conf"l3Dça 95% 

Nivel da Volatilidade Sim la Sim2a Sim3a 

baixo !,5 4,7' 4,8 5,2 2,7 3,3 
médio 3,7 4,4 7,4 5,4 5,4 5,9 
alto 6,9 4,6 55 5 l 4,4 4,4 

%Total 4,03 4 57 5,9 5,23 4,!7 4,53 

a OOITeSJ)Oilde a perceutagem observada com os i.c construidos oom a volatilidadeverdadeira: AR(l}SV 

A diferença do caso anterior, quando o processo gerador é GARCH( 1,1 ), neste caso os 

valores da volatilidade e da previsão um-passo (igual à volatilidade) dependem de informações 

diferentes. Com efeito, a volatilidade AR(l)-SV é um processo que evolui independentemente 

dos retornos passados e depende dos choques 11t segundo a regra: log(cr~) = y log(cr;_1)+11.t, 

sendo os retornos definidos a partir da volatilidade e dos choques &t como Yt = O"t&t. Por sua 

vez a previsão um passo a frente (ou volatilidade estimada) depende do valor da volatilidade e 

dos retornos no instante anterior. Portanto, a volatilidade no instante T=t depende da 

informação { o-:_1, llt ,cÇ_2 , llt-I•··.} enquanto que a previsão um-passo a frente (ou volatilidade 

estimada) depende da informação { cr;_1 , Y 1 ~ 1 ,cÇ_ 2 , Yt~2, ... }. 
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A utilização de informações diferentes levam a reações diferentes diante de observações 

extremas (tanto grandes quanto pequenas), que por sua vez, produzem grandes diferenças entre 

a volatilidade e a previsão um-passo a frente (ou volatilidade estimada). Para ilustrar isso 

apresentamos a seguir duas situações de Sim 2a. Na Figura 5.16 é observado que em T=828 

temos uma observação muito grande como produto de um choque Et igual a -2,88. O valor 

muito grande nos quadrados dos retornos faz com que o valor da previsão GARCH(l,l) 

aumente de forma abrupta superestimando a volatilidade (Figuras 5 .16, 5 .I7) e, já que a 

persistência é grande, os efeitos do retomo em T=828 permanecem significativos por vários 

instantes de tempo. Como resultado da superestimação da volatilidade após a ocorrência da 

observação extrema, os intervalos de confiança 95% estimados são muito maiores aos 

verdadeiros, mas, ambos os i.c incluem o mesmo numero de retornos até T=845 (instante no 

qual a volatilidade e a volatilidade estimada são próximas). Por sua vez, em T=862 (Figura 

5.I6) ocorre uma observação muito pequena nos quadrados dos retornos que produz a 

diminuição da volatilidade e, em menor medida, a diminuição da volatilidade (previsão) 

estimada no instante seguinte. Neste caso observa-se uma subestimação da volatilidade. Na 

Figura 5.I7 podemos observar que em T=864 os i.c. estimados não conseguem incluir o 

retomo observado. 

5.4.3 Comparação dos modelos GARCH(I,I) e AR(l)-SV estacionário quando não 

existem modelos equivalentes 

Com o objetivo de ilustrar a comparação dos modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV 

quando não existe equivalência na f a.c. da série dos quadrados do processo gerador de dados, 

são realizadas 4 simulações. Primeiro são simulados dois processos GARCH( I, I) e estimados 

os parâmetros e a volatilidade AR(l)-SV, depois simulamos o AR(l)-SV e estimamos os 

parâmetros e a volatilidade GARCH(l,l). 

I) Simulando GARCH(l,l) 

Na Tabela 5.15 são apresentados os modelos gerados e as estimativas dos parâmetros 

correspondentes. Para os dois ajustes do modelo AR(t)-SV temos convergência muito forte, e 

na análise de adequabilidade o modelo é satisfatório. Como realizado na Seção 5.4.2, para a 

previsão um-passo à frente utilizamos a volatilidade filtrada e para a comparação com a 

volatilidade verdadeira utilizamos a volatilidade suavizada. 
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Sim4 
Sim5 

Tabela 5.15 
Parimetros do modelo simulado GARCH(l,l) e estimativas do modelo AR(l)-SV 

no caso quando não existe equivalência 

Parâmetros GARCH(I,I) Estimativas AR(l -SV" 
Ira ro a ~ a+~ ' 

"~ autocorrelação 
K r 

0,1793 IO"' 0,15 0,60 0,75 3,5x10-6 0,8548 0,1028 
0,1189 IO"' 0,10 0,70 0,80 4,9x10-6 0,8212 0,0990 

q 
0,0215 
0,0213 

a O modelo foi estimado sem a restrição crl = 4,93, e as estimativas são muito próximas desse valor. 

Os resultados da Tabela 5.16 mostram que para uma proporção bastante grande de 

observações a diferença entre a volatilidade verdadeira e a estimada é considerável, sendo que 

as percentagens de subestimação e superestimação são similares. Ao comparar esses dados com 

os resultados da Tabela 5.10 vemos que neste caso a freqüência de subestimação e 

superestimação é menor. Para Sim 4, é apresentado na Figura 5.18a, o gráfico de q (vol. 

estimadalvolverdadeira) com relação à volatilidade verdadeira. Comparando esse gráfico com 

a Figura 5 .13a observamos que os padrões exibidos pelos pontos são semelhantes. 

Tabela5.16 
Magnitude da subestimação ou superestimação da volatilidade estimada (vs) AR(l)-8V com 

respeito à volatilidade verdadeira(vg) GARCH(l,l) no caso de modelos não equivalentes 

Diferenca maior aue 20% Diferenca maior aue 45% 

vs>1,2vs: vs<0,8vg Total vs>l,45vl2; vs<0,55vl2: Total 

Sim4 19,17 25,10 44,27 4,57 4,76 9,33 

Sim5 23,67 17,00 40,67 400 I 47 5,47 

Com relação à previsão um-passo à frente, os resultados estão registrados na Tabela 

5.17. Esses dados mostram que para Sim 5 (maior persistência) os resultados são melhores 

quando comparados com Sim 4, no sentido de que a percentagem das observações fora dos i. c 

95% é mais próxima da observada (e esperada). Analisando por níveis, obtemos os piores 

resultados nos níveis de volatilidade alta. 

213 



Comparação dos Modelos ARCH e Variância Estocástica 

Tabela5.17 
Percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confiança 95% se o modelo simulado 

é GARCH(l,l) e não existe equivalência 

Sim4 Sim5 

Nível da volatilidade 
baixo 3,60 3,50a 3,90 5,50 
médio 4,4 4,00 4,00 4,10 
alto 10,10 5,8 7,70 5,80 

%Total 6,03 4,43 5,20 5,13 

a corresponde a perC<'fltllgem observada com os i. c construídos com a vohrt.ilidade verdadeira GARCH(l,l) 

Os resultados obtidos na estimação da volatilidade mostram que as percentagens de 

subestimação e superestimação (diferenças em 20 e 45%) são menores quando comparadas 

com os resultados da Tabela 5.10. Por sua vez, com relação à previsão um-passo à frente, 

temos que as percentagens totais da Tabela 5.17 são similares as percentagens totais 

encontradas para Sim2 e Sim3. Isto indica que o modelo AR(l)-SV equivalente não 

necessariamente leva a uma melhor performance. 

li) Simulando AR(J)-SV 

Os modelos AR(l)-SV gerados e as estimativas do modelo GARCH(l,l) são mostrados 

na Tabela 5.18. 

Tabela 5.18 
Modelos AR(l)-SV simulados e estimativas GARCH(l,l) quando não existe equivalência 

Parâmetros AR(l)-SV Estimativas GARCH 1,1)" 
Ira . . 

"~ q (j) a. K r 
autocorrelacão 

Sim4a 0,11517 4xl0..(> 0,75 0,1972 0,04 1,3xl0·6 0,149177 
(3,3x10'7)b (0,02695) 

Sim5a 0,11533 4xl0-6 0,80 0,1479 0,03 9,4x10'7 0,141677 
(2,4xl0-7

) (0,02426) 

'O modelo foi estimado sem a restrição O~ ::: 4 ,93, e as estimativas são muito próximas desse valor. 

0 Desvios padrão das estimativas 

B 

0,586696 
(0,08018) 
0,667058 
(0,0677) 

a.+B 

0,7359 

0,8087 

Seguindo os resultados da Tabela 5.19 constatamos que a freqüência de subestimação e 

superestimação é bastante grande. Considerando as diferenças de 20%, neste caso, as 
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percentagens totais de superestimação e subestimação são similares as encontradas nos casos 

Sim la, Sim 2a, Sim 3a da seção 5.4.2, quando existem modelos equivalentes. Já ao considerar 

as diferenças de 45%, neste caso, as percentagens totais são inferiores as apresentadas quando 

existem modelos equivalentes. Na Figura 5.18b ilustramos o que acontece para Sim 4a sendo 

observado que o padrão das observações é similar ao padrão da Figura 5.13b. Além disso, a 

variável q (definida como o quociente entre a volatilidade estimada GARCH( 1,1) e a 

volatilidade verdadeira AR(l)-SV) apresenta valores muito altos em alguns casos indicando 

grande superestimação. 

Tabela5.19 
Magnitude da subestimação e superestimação da volatilidade estimada (vg) GARCH(l,l) 

com respeito à volatilidade verdadeira(vs) AR(l)-SV quando não existe equivalência 

Diferença maior @e 20% Diferença maior que 45% 

vg>l,2vs vg<O 8vs Total vg>l,45vs vg<0,55vs Total 

Sim4a 49,87 26,26 76,13 37,97 9,76 47,73 

Sim5a 48,30 25,63 73,93 35,53 9,17 44,7 

Quanto à previsão um-passo à frente, os resultados da Tabela 5.20 mostram que o 

desempenho dos modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV são similares ao considerar a percentagem 

dos retornos fora dos i. c 95%. Mas, quando comparamos os resultados considerando os níveis 

da volatilidade as diferenças entre essas abordagens são grandes, sendo que no nível alto a 

percentagem dos retornos fora dos i. c é muito maior que a esperada. 

Tabela 5.20 
Percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confiança 95% quando o modelo simulado 

é AR(l)-SV e não existe equivalência 

Sim4a Sim5a 

Nível da volatilidade 
baixo 0,9 4,8a 4,1 4,5 
médio 4,1 4,3 1,0 4,7 

alto 12,4 4,7 11,7 4,6 
%Total 5,8 4,6 5,6 4,6 

a corresponde a percmtagem observada oom os i.c constroídos oom a volatilidade 
verdadeira AR( I )-SV 
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Finalmente, ao observar as percentagens totais da Tabela 5.20 e da Tabela 5.14 

podemos dizer que os resultados são comparáveis, mas, ao considerar os níveis da volatilidade, 

não. 

5.5 Conclusões 

As volatilidades estimadas assim como as previsões um passo à frente fornecidas pelas 

abordagens ARCH e V ariância Estocástica foram comparadas sob dois aspectos, 

empiricamente mediante o ajuste das Séries Exemplo e através de simulações. A seguir 

apresentamos as principais conclusões: 

Ajuste das Séries Exemplo: 

- Na comparação das volatilidades estimadas nas Séries Exemplo encontramos que para uma 

proporção muito grande de retornos as diferenças entre as volatilidades estimadas ARCH e 

Variância Estocástica são consideráveis, sendo que, na maioria das vezes a volatilidade 

estimada ARCH é maior que a volatilidade estimada pelo modelo AR( I )-SV estacionário. 

- Com relação à previsão um-passo à frente e utilizando o critério dos retornos observados, 

encontramos que o desempenho dos modelos ARCH e V ariância Estocástica são similares. 

Dado ao exposto anteriormente, principalmente em períodos posteriores à ocorrência de 

observações extremas nos quadrados dos retornos, pelo menos para as Séries Exemplo, o 

modelo AR(l)-SV é mais adequado. 

- Na série das Ações a persistência estimada pelo modelo GARCH(l,l) é muito maior à 

apresentada pelo modelo AR(l)-SV estacionário. Já na Taxa de Câmbio a persistência 

estimada pelo modelo AR(l)-SV estacionário é maior que à correspondente ao modelo 

GARCH(l, I). 

Simulações quando existem modelos equivalentes: 

-Os resultados das simulações evidenciam que, quando o modelo simulado é GARCH(l,l), 

para uma grande proporção dos retornos a volatilidade estimada pelo modelo AR(l )-SV 

216 



Comparação dos Modelos ARCH e Variância Estocástica 

estacionário superestima ou subestima a volatilidade GARCH( I, I) consideravelmente. Por sua 

vez, quando simulamos o modelo AR( I )-SV encontramos que também há super estimação e 

subestimação considerável para bastantes retornos, sendo que, nesse caso, a superestimação é 

mais freqüente quando comparada com o caso de gerar o GARCH(I,I). Quando o modelo é 

GARCH(l,l) o ajuste do modelo AR(!)-SV superestima (vs>1,2vg) com menos freqüência do 

que quando o modelo é AR(l)-SV e a volatilidade é estimada através do modelo GARCH(l,l). 

Em relação à freqüência de subestimação, quando consideramos a freqüência em que existe 

subestimação (volatilidade estimada menor que volatilidade verdadeira) ocorre o contrário. 

- Quanto à previsão um-passo à frente temos que se o modelo simulado é GARCH(l,I), os 

desempenhos dos modelos AR( I )-SV e GARCH(l, I) não são muito diferentes (em termos da 

percentagem de retornos observada dentro dos ic.) sempre que a persistência seja maior ou 

igual a 0,97. Quando a persistência é igual a 0,95, devido à subestimação comentada 

anteriormente, a freqüência de valores de retornos fora dos i. c. construídos através do modelo 

AR(l)-SV é maior. Por sua vez, quando o modelo simulado é AR(l)-SV, o desempenho desse 

modelo é similar ao apresentado pelo GARCH(l,l). 

Do exposto acima não podemos concluir se um modelo é superior ao outro. 

Simulações quando não existem modelos equivalentes: 

- Ao simular o modelo GARCH( I, I) observamos que a volatilidade estimada pelo modelo 

AR(I)-SV superestima e subestima a verdadeira volatilidade para uma grande proporção dos 

retornos, sendo que essas percentagens são menores às obtidas quando existem modelos 

equivalentes (comparando os modelos com igual persistência). Essa mesma situação acontece 

quando o modelo simulado é AR( 1)-SV. 

-Tanto ao simular o GARCH(I,I) como quando simulamos o AR(l)-SV, observamos que para 

uma quantidade bastante grande de retornos existe superestimação e subestimação de forma 

considerável. A superestimação é mais freqüente quando o modelo simulado é o GARCH(l,l) 

e ajustado o AR(l)-SV do que quando o modelo simulado é AR(l)-SV. Em relação à 

subestimação, as freqüências observadas ao simular o GARCH(l,I) são similares às 

encontradas ao simular o AR(! )-SV. 
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-Quando o modelo GARCH(l,l) é simulado, as percentagens observadas de superestimação e 

subestimação são menores do que quando existe modelo equivalente AR(l)-SV Esta aparente 

contradição pode ser explicada pelo fato de que no caso de não existir modelos equivalentes, os 

parâmetros são estimados, ou seja, é escolhido o valor do parâmetro de forma que seja 

escolhido o modelo AR( I )-SV que melhor ajuste os dados. 

-Na previsão um-passo à frente, ao simular o GARCH(l,l) encontramos que os desempenhos 

dos modelos GARCH(l,l) e AR(l)-SV são similares (em termos da percentagem de retornos 

observada dentro dos i.c). O mesmo ocorre quando o modelo gerado é AR(l)-SV e estimamos 

o GARCH(l,l). Esses desempenhos são similares aos encontrados no caso quando há 

equivalência entre os modelos. 

-Resumindo, neste caso existe uma leve superioridade do modelo GARCH(l,l) dada a maior 

freqüência de superestimação no ajuste de modelos AR{l)-SV quando o modelo verdadeiro é 

GARCH(l,l). 
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• Não foram considerados os retornos que: a) I OO*ve garch(l,2)>3 b )lOO*ve egarch(l ,2)> 3. 

Nos dois casos o número total de pontos é 1592 (99,56%) 

223 



a) GARCH(2,2) e AR(l)-SV 

13 ·:, 
12 

11 

10 

;; 9 

3 8 ·., 
> 
~ 

' 7 

" " 6 

" " > 5 

' 
3 

2 
o 10 20 30 

ve GARCH(2,2) (xlo5) 

b) EGARCH(2,0) e AR(l)-SV 

13 ... " - ... 
12 

ô 11 

' 
.... 

10 
> w 
' 9 ~ 

ri 

" 8 " " " 7 v 

' ., 
" 6 v 
v 

' 5 " " " - ' ri -v -ri 3 c 
> 

2 
2 

Figura 5.6: Comparação das volatilidades estimadas ARCH e AR(l)-SV 
na Taxa de Câmbio 

Legenda: v e= volatilidade estimada 

224 



a) Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello 

14 

13 

12 GARCH(1,2) 

11 
EGARCII(2,2) 

AR(l:r8V 
10 

" ' 9 

" 
,, 

8 " " ' ~ 

' 7 ' ' 
~ 

o 6 o ,, 
" 5 ' ~ 

' ' o ' ~ 4 ' o ' 
' ' ' ' 3 ' ' ' ' ' ' ' ' 

2 

... ,-.~-==---=c>••l 
' ' 

1 

o - ··-

12 2 13 17 3 13 28 
D=mbro Janeiro 1991 F-
b) Mudança da Banda Cambial 

3.-----,------------------------------------. 

" o 
o 
~ 

' ~1 

Fevereiro 

' GARCH(1,2) ,, ,, 
'' EGARCH(2,2) '' ' ' AR(l}-SV ' 

' ' ' ' ' ' ' 
I\ 

1995 

----

--- -

- ·~ 

Abril 

Figura 5. 7: Influência das observações extremas dos retornos nas volatilidades 
estimadas ARCH e Variância Estocástica 

Legenda: vols=volatilidades estimadas, ret2=quadrados dos retornos 

225 



30 

~ 20 

' 

o 
ri 

.:::.10 

a) Período com uma observação extrema 

2 ..... 30 

GARCH(2,2) 

EGARCII(2,0) " " " " "' I I 1\ 
I \ H 
I I" 
I r li 

r"' I 111 

"' ,, t' 
~ : 1: ,( 

AR(l)-SV 

' ',,':r: 
'"I\ ,, 
Ir 11 ' fr 

t~:l':l\1•, 
" '' ', r r r 1 

" 1 \ /, !r 
'\,'1 rr 

1985 

, r I \/r 
,, '" 

14 

"""""' 

" ' 

11 N-
b) Período com um conjunto de grandes valores de retornos 

~~ 1 GARCH(2,2) -- AR(l)-SV 

16 EGARCH(2,0) -

15 

14 
13 

012 
ri 

.:::.u 
'lo lO 

9 

' ô 7 
ri 

" 6 

" 5 
ri 

" 4 

" 3 
2 

1 

o 

"/ 

~I 

11 ·-

i\ 1 

I ' 
' " ' 

27 \ 

' ' ' ' '' '• ,, 
\ 

' " I I ~ 

" " " 

26 

I ,, ,, 
"• ',,'r 1 

" ' '·' 
: '\ 

" " ' 
'' 'i: I 1

1 ri 

\ " " " 

Abril 

,, 
'' ' ' ' ' ' ' 

" " " 

I ., 
'• '• 

,\ ,': 
I' I I 

'"' r 
1! '" '" "' 

" " '" ' ' " " 
~·,: 

--..: 

22 

Figura 5.8: Volatilidades estimadas ARCH e Variância Estocástica em dois 

períodos da Taxa de Câmbio 

Legenda: vols=volatilidades estimadas, ret~quadrados dos retornos 
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