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RESUMO

Entre os modelos utilizados para modelar a volatilidade apresentada pelos retornos das
séries financeiras, dois dos mais estudados na literatura sdo os modelos ARCH e de Varidncia
Estocastica. Ambos dos modelos s8o capazes de reproduzir teoricamente as caracteristicas
empiricas observadas nos retornos das séries financeiras, mas fazem distingdo quanto ao
tratamento da volatilidade. Nos modelos ARCH considerada como observavel e nos modelos
de Varifincia Estocéastica como ndo-observavel. Por sua vez, nos modelos ARCH, um dos
modelos mais utilizados ¢ o GARCH(1,1), o qual apresenta em alguns casos, caracteristicas
semelhantes ao modelo de Varidncia Estocéstica AR(1)-SV estacionario. O objetivo basico
desta dissertagio é fazer uma comparagio dos modelos ARCH e de Varidncia Estocastica em
termos das estimativas de volatilidade e da previsdo da volatilidade um-passo a frente. No
Capitulo 1 sfio apresentadas as 1déias basicas ¢ a nomenclatura. O Capitulo 2 estd dedicado ao
estudo das caracteristicas empiricas das séries de retornos dos ativos da TELEBRAS e da taxa
de cimbio marco alemfo com relagio ao délar norte-americano, que serio analisadas nesta
dissertagdo, dando énfase & n#o-linearidade apresentada pelos retornos. Nos capitulos 3 e 4 sdo
apresentados os modelos ARCH e Vanancia Estocéstica, suas principais propriedades e
métodos para estimagdo, teste de hipoteses, diagnodstico e previsdo. Finalmente, no Capitulo 5
realizamos a compara¢io dos modelos ARCH e Varifincia Estocistica utilizando as séries
financeiras mencionadas e, adicionalmente, para os modelos GARCH(1,1) ¢ AR(1)-SV através

de simulag3es.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1. 1 Séries Financeiras

Agdes, taxas de cdmbio, taxas de juros, etc, sdo negociadas nos mercados financeiros,
como por exemplo as Bolsas de Valores e a seqiiéncia dos valores negociados de cada um
desses “produtos” forma uma Série Financeira. Na tentativa de modelar essas séries com as
metodologias tradicionais de séries temporais lineares, inimeros estudos t8m mostrado que
esses modelos ndo sio capazes de reproduzir as caracteristicas peculiares que estas séries
apresentam. Essas caracteristicas s§o conhecidas como Faros Estilizados (Stylized Facts). Nas
ultimas duas décadas houve uma mudanga significativa nessa situagfo, com o desenvolvimento
de modelos ndo-lineares ndo-Gaussianos, viabilizados através de um aumento consideravel da
capacidade computacional disponivel com o avango da informatica.

Os dois objetivos principais no estudo das séries financeiras sdo interpretacdo ¢
previsdo. Ha uma grande preocupagiio em entender a evolugiio das séries, isto €, entender o
comportamento dos pregos. A traducio estatistica desse problema € a identificacdo, estimacdo
e teste de hipoteses. Por outro lado, e talvez seja o aspecto de maior interesse para os
investidores, queremos prever o valor da série ou conhecer as caracteristicas da distribuigdo do
estimador no futuro do processo. Esses aspectos estio relacionados com a previsdo. Os
modelos propostos terdo que satisfazer dois requisitos, reproduzir os Fatos Estilizados e

fornecer boas previsdes.

Os pregos dos produtos negociados nos mercados financeiros sdo determinados pelas
condigdes de mercado (oferta ¢ demanda). Os dias em que ¢ mercado permanece aberto sdo
chamados de trading days ¢ os restantes de norn frading days. No més temos usualmente 22
dias de funcionamento do mercado e no ano 252 dias. Geralmente, os modelos tedricos (de
séries temporais ou processos de difusdo) ao analisar a evolugdo diaria das séries financeiras,
consideram como indexador do tempo os dias em que existe movimento no mercado, ndo
considerando como observagdes faltantes (missing) os dias sem movimento.
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Existem vanas teorias que propdem modelos que tém como objetivo determinar o valor
do prego justo ou valor intrinseco dos produtos e cada uma delas é desenvolvida precisando
considerar o tipo de produto, sendo conhecidas, para as op¢des, como Teorias de Precificagéio
de Opcdes. Na implementagdo desses modelos usualmente € fundamental conhecer o valor de
uma varidvel que é ndo observdvel, a volatilidade. Informalmente podemos definir a
volatilidade como o grau de variabilidade que apresentam as variagdes dos pregos (retornos), o
que ¢ interpretada como uma medida do risco associado a cada produto. Por exemplo, na
Figural.la ¢ apresentado a evolugo dos pregos de fechamento® das a¢Bes da TELEBRAS PN
em Délar norte-americano, no qual € observado que a variabilidade dos precos evolui no
tempo.

Os modelos que se ocupam da medigio da volatilidade s&o conhecidos como Modelos
de Volatilidade, sendo os dois modelos estatisticos mais utilizados para estima-los: os modelos
Autoregressivos de Varidncia Condicional Heterosceddstica (ARCH) e suas extensdes € 0s
Maodelos de Varidncia Estocastica. Dentro dos modelos do tipo ARCH, o mais utilizado nas
aplicagdes empiricas ¢ 0 GARCH (1,1) e, dentro dos Modelos de Varidncia Estocéstica o
AR(1)-SV,

Este trabalho tem como primeiro objetivo discutir as propriedades tedricas mais
importantes dos modelos ARCH e de Varidncia Estocastica mostrando que sio capazes de
reproduzir o comportamento empirico tipico apresentado por certas séries financeiras. O
segundo objetivo ¢ fazer uma comparagio dos modelos em termos das estimativas da
volatilidade e da previsio da volatilidade um-passo & frente. Estas compara¢des serdo
realizadas utilizando duas séries financeiras, as quais sdo nomeadas como Seéries Exemplo e,
adicionalmente, para os modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV através de simulagdes.

1.2 Volatilidade

A volatilidade ¢ uma varigvel fundamental para varias formulas de Precificagic de
Opcdes. A grande maioria desses modelos ¢ formulado em tempo continuo e freqientemente
os modelos propostos assumem ¢ue 08 precos das opgdes podem ser descritos por processos
de difusdo’. A formula mais conhecida e estudada é a proposta por Black e Scholes (1973), a

"Prego dg fechamento (abertura) ¢ o prego que tem wm produto quando o mercado fecha (abre).
2 O primeiro antecedente conhecido de utilizagdo de processos de difusdo & o trabalho de Bachelier (1900).
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qual permite calcular o prego justo do prémio para a compra de uma op¢do de compra do tipo
européia (C) sem dividendos, com taxa de juros constante diaria (J). Uma op¢do de compra
européia é um contraio que da a pessoa que o possui, ¢ direitoc de comprar uma quantidade
especifica de um titulo-objeto (agBes, ouro, dolar, etc) a um prego especifico, chamado valor
de exercicio (VE), numa data determinada, chamada data de exercicio. Nessa férmula assume-
se que a dindmica dos precos P(t) pode ser modelada através da equagfo diferencial
estocastica;

dP =gPdt+oPdw ,
onde o é o retorno esperado instantinec do ativo e o é o desvio padrdo instanidneo por

unidade de tempo ou volatilidade, a qual ¢ especificada como constante. A solugio da equagio
sob determinadas condiges, que n#o serdo dadas aqui, €:

(pa+3)¢)
Ve )
VE VE ot
czpcp(a)—(m)tqa(a—cﬁ), §= (1.2.1)

onde ¢ & otempo a decorrer até a data do exercicio (em dias de funcionamento do mercado) e
®(.) € a fungdo acumulada normal. Na expressdo (1.2.1) todas as vanaveis s3o conhecidas com
excegdio da volatilidade, dai o interesse em estimar essa varidvel. Na prética, € bastante comum
os investidores utilizarem um procedimento empirico simples para prever a volatiiidade como o
desvio padrio das ultimas 22 observagdes (aproximadamente um més de funcionamento do

mercado).

Por outro lado, invertendo a férmula de Black e Scholes, isto €, expressando a
volatilidade como fungo das outras variaveis’, é possivel determinar o valor da volatilidade
passada uma vez conhecidos os valores dos pregos. Essa volatilidade é conhecida como
volatilidade implicita ¢ é considerada pelos investidores como uma estimativa adequada da
volatilidade.

Esse trabalho d4 um tratamento matemgtico aos processos de difesfio ¢ introduziu o conceito de movimento
browniano, antes dos trabalhos de Einstein ¢ Wiener,
*Mediante aproximagdes.
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A féormula de Black e Scholes (1.2.1) serve para ilustrar dois aspectos na modelagem
dos pregos; o primeiro, € que ela, assim como a grande maioria de modelos teéricos, é
formulada a tempo continuo. Em segundo lugar, a volatilidade é suposta constante no tempo
em que ¢ negociada a opgfio. Entretanto, diversos estudos tem mostrado que essa hipotese nio
¢ adequada sendo conveniente a especificagdio de modelos em que a volatilidade evolui ao
longo do tempo. Apesar disto, segundo Ghysels ef afii (1995), a formula (1.2.1) ainda ¢ a mais
utilizada pelos investidores’. Os modelos que consideram a evolugio da volatilidade sdio
conhecidos como modelos de Volatilidade Estocastica e na Segiio 1.4 serfio apresentadas duas

classes desses modelos.

1.3 Retornos e Fatos Estilizados

As séries financeiras possuem a caracteristica que as cotagies ou pregos apresentam
médias e variabilidade que mudam consideravelmente ao longo do tempo. Isso pode ser
constatado na Figura 1.1 e, com maior detalhe, na Figura 1.2, para as séries de acOes da
TELEBRAS PN em Dolar norte-americano e taxa de cimbio Marco Alemio/Délar norte-
americano. Adicionalmente, pregos consecutivos sdo altamente correlacionados. O tratamento
estatistico das séries ¢ facilitado quando analisamos uma fung¢3io da variagdo do prego de dois
dias consecutivos. Essas quantidades sdo conhecidas como retornos e podem ser definidos de
varias formas, sendo a mais utilizada os refornos compostos. Sejam {P;} +=1,..T pregos de
fechamento diarios, os retornos compostos didrios” sio definidos como:

Yt = Alog(Pt) = log(Pt ) — log(Pi-1) , (13.1)

sendo log (. ) o logaritmo neperiano. Os objetivos de considerar essa fungdio sdo tornar a série
estacionaria, mas pode ser utilizada qualquer outra da familia Box-Cox® e, por outro lado,
porque represenia aproximadamente a variagdo percentual do prego, isto é,
P, — P ] . , . . .
Alog(P;) = —tP 1 Ppara definir o retorno de um dia apos um periodo de dias nos quais o
-1

mercado ndo trabatha, utilizamos o ultimo prego disponivel. Por exemplo, o retorno da terga
feira 2 de Janeiro ¢ calculado utilizando o prego da sexta feira 29 de Dezembro.

“Recentemente tem sido desenvolvidas versdes da formula BS incorporando a volatitidade como evoluindo no
tempo, por exemplo em Hull ¢ White (1987).

> Podem ser utilizados pregos de abertura e/ ou pregos mensais, em cujo caso teriamos retornos mensais.
*Ver por exemplo Cao ¢ Tsay (1993).
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Na Figura 1.3 apresentamos o grifico dos retornos da série das agdes da TELEBRAS
PN em Dolar norte-americano e da taxa de cdmbio Marco Alemio com relacdo ao Dolar norte-
americano, sendo observado que apresentam um nivel médio constante, préximo a zero e que

existem varias situacdes com valores muito altos ou muito baixos.

Outra caracteristica importante observada e que define em geral as séries financeiras é
que normalmente os retornos sdo ndo correlacionados. Supondo que o valor esperado dos
retornos é constante, essas duas caracteristicas compdem a denominada Hipotese de Passeio
ao Acaso (Random Walk Hypothesis). Nesse sentido, um modelo para os precos é o modelo
martingale’, no qual E[P,.,/I,]=P,, onde I, representa a informagdo® disponivel até o
instante # que inclui o conhecimento dos pregos passados Py; , j>0 .Assim, neste modelo as
previsGes dos pre¢os ndo podem ser melhoradas utilizando a informacgéo dos pregos anteriores.

A observagiio empirica da hipétese do Passeio ao Acaso serve de base, dentro da Teoria
Financeira Econdmica, para justificar a Hipdtese de Mercado Eficiente (Efficient Market
Hypothesis) segundo a qual seja qual for a forma de utilizar a informagéio passada dos pregos é
impossivel construir estratégias de investimento com esperanca de obter lucro maior que o

custo de oportunidade.

Admitindo-se que os retornos s3o ndo correlacionados e se a hipotese de normalidade
dos retornos fosse correta entdo os retornos seriam independentes. Nesse sentido a Hipotese de
Passeio ao Acaso muitas vezes é entendida como que os retornos sdo independentes
identicamente distribuidos. No entanto, como mostram diversos estudos, a cauda da
distribuicio dos retornos ¢ mais pesada que a normal. Essa caracteristica foi formulada por
Mandelbrot (1963) como sendo a Hipdtese de Pareto (Paretian Hypothesis). Ele foi também o
primeiro em observar que nos retornos (1963, p.418):

“..large changes tend to be followed by large changes-of either sign- and small changes tend

L]

fo be followed by small changes...’

o que ¢ conhecido como Conglomerados de Volatilidade (Volatility Clustering). Ambas as
caracteristicas, cauda pesada e conglomerados de volatilidade fazem parte do que é conhecido

" Outro modglo é o modelo submartingale.
*Em Fama (1970) s3o discutidos os tipos de informagio.



Introdugio

como 08 Fatos Estilizados. Modelos de volatilidade satisfatorios tém que ser capazes de
reproduzir essas caracteristicas. A seguir apresentamos duas classes de modelos.

1.4 Modelos de Volatilidade abordados nesta dissertacio

Existem duas formas de abordar a modelagem da volatilidade. Na primeira € assumido
um modelo continuo e realiza-se a estimagdo via aproximagiio discreta. Nessa abordagem
existem muitas dificuldades ¢ é pouco explorada literatura’. Na segunda, o modelo ¢
especificado em tempo discreto, usualmente como a versdio discretizada de modelos a tempo
continuo. E nesta abordagem que encontramos os modelos estudados nesta dissertagio.

Os Modelos de Volatilidade Estocastica a Tempo Discreto podem ser classificados
dentro de duas abordagens'’, dependendo da natureza da volatilidade, seja como varigvel
observavel ou como variavel nfo observavel. Uma variavel € (ndo €) observavel se os valores
dela sdo (nfio sdo) conhecidos quando os pardmetros do modelo sio conhecidos. Os modelos
estatisticos que consideram a volatilidade como observavel, recorrem ao procedimento ad-hoc
de expressa-la como fungdo das observagdes (retornos). Por exemplo, nos modelos
Autoregressivos de Varidncia Condicional Heteroscedastica; ARCH, propostos por Engle
(1982) temos que:

Yi/et ~ N(O, 67)
crf' =f(Yt-1, Yt-2,...),
onde {&;} é um processo de inovagdes, “ / “ significa distribui¢do condicional e f significa

fun¢fio. Definindo I; como a informagio disponivel até o instante t, isto &, ={Y,, Yi1, ...},
temos que;

Ye/Iee1 = N(O, 0'12)-

Assim, neste caso a volatilidade é construida como a previsdo um-passo a frente da variancia.

®Yer por exemplo Shephard (1994b) e Ghysels et alif (1995) para referéncias.
Recentemente Andersen (1994) propds uma abordagem mais geral que inclui os dois tipos de modelos
tratados nesta dissertagio. Para uma breve ilustragio das propriedades ver Ghysels ef alii (1993).
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As vantagens da utilizagio dos modelos construidos como previsdo um-passo 4 frente
tém sido assinaladas por Shephard {(1994b):

i) Do ponto de vista estatistico, é simples obter a verossimilhanga via a decomposi¢do do erro
de previsdo (prediction error decomposition) o qual facilita o processo de inferéncia.

ii) Do ponto de vista econdmico, modelos baseados em momentos um-passo a frente com
respeito & informacéo passada (pelos agentes econdmicos) possuem um apelo muito grande.

iii) Especificando a volatilidade como modelos ARIMA dispomos de toda a teoria a esse
respeito, a qual esta bastante desenvolvida.

A segunda abordagem € considerar a volatilidade como variavel latente. Por exemplo,
no modelo de Varidncia Estocastica Leg-normal introduzido por Taylor (1980) ¢
denominado AR(1)-SV:

Ye/hi ~ N(©,of) , hi=In{c?)
ht=8+yhig+m , mi~ N, 63)iid.

Esse modelo pode ser colocado facilmente na forma de espago de estados, em cujo caso
dispomos de bastantes resultados (ver por exemplo West e Harrison, 1989 e Harvey, 1989). No
entanto, essa representagio nfio € Gaussiana e, nesse caso, a inferéncia ¢ dificil devido ao fato
das distribui¢des da previsdo um-passo a frente das observagdes ndo serem normais € de mais
de um passo serem calculadas apenas mumericamente. Consequentemente, temos que recorrer a
procedimentos que fornecem solugdes aproximadas ou implementar métodos computacionais
intensivos'!. Nio obstante as dificuldades, os modelos de Varidncia Estocastica apresentam a
vantagem que suas propriedades sio derivadas facilmente e a extensio para a analise

multivariada é simples.

Como referido anteriormente, neste trabalho serio estudados os modelos ARCH, com
énfase no modelo GARCH(1,1) ¢ o modelo de Varidncia Estocastica AR{(1)-SV, o qual serd
estimado mediante o procedimento aproximado proposto por Harvey ef alii (1994).

Existem varios Modelos de Precificacio de Opgdes com volatilidade estocéstica. Entre
os trabalhos recentes temos os de Taylor (1986,Cap. 9), Hull e White (1987), Scott (1987),

'! Entre as exceges temos Shephard (1994a) que propde um modelo com solugdes analiticas.
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Stein e Stein (1991), Wiggins (1987), Melino e Turnbull {(1990) e Heston (1993) utilizando
Modelos de Variancia Estocastica. Por sua vez, com modelos ARCH temos: Engle ¢ Mustafa
(1992), Engle ef alii (1993a), Engle ef alii (1993b), Noh et alii (1994) € Duan (1995).

1.5 Descrigiio das Séries Financeiras a serem estudadas: Séries Exemplo.

As metodologias descritas neste trabatho serfo ilustradas através da suva aplicagio em
duas séries financeiras, as quais nomeamos como Séries Exemplo. Com o objetivo de
enriquecer os resultados, sdo escolhidos séries de tipos diferentes; uma de ag¢Ges e outra de taxa
de cambio.

A primeira série € a correspondente aos pre¢os de fechamento das a¢des da empresa
TELEBRAS PN em Délar norte-americano no periodo de 3 de Janeiro de 1989 até 17 de
Julho de 1995 (1599 retornos). Nesse periodo foram implementados varios Planos de
Estabihizagdo na economia e aconteceram varios episodios politicos que repercutiram no
comportamento da série. Temos, por exemplo, em Margo de 1990 o Plano Collor I, em
Feveretro de 1991 o Plano Collor II, a Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello em Janeiro
de 1992, o inicio do processo do Impeachment Collor em Junho de 1992 e, em Margo de 1995,
a Mudanca da Banda Cambial devida a crise do México. Tais efeitos sdo claramente
observados na Figura 1.3 e correspondem aos valores grandes (em valor absoluto) dos
retornos. Nesta série, durante o periodo estudado ndo observamos presenga de tendéncia
dominante crescente porém subidas e descidas (ver Figura 1.1). A série foi estudada em
Herencia ef alii (1995).

A série de taxa de cAmbio utilizada é a cotagdo do Marco Alemio em relagio ao Dolar
norte-americano no mercado futuro'’, no periodo de 3 de Janeiro de 1984 a 31 de Dezembro
de 1990 (1767 retornos). Essa série € talvez a mais estudada do seu tipo na literatura
(considerando periodos € negociagdes diferentes). Observando a Figura 1.1 percebemos que
existe uma tendéncia geral de aumento das cotacGes sende identificadas duas etapas de
crescimento, A primeira delas comega ao redor de maio de 1985 (época na qual o Bundesbank
implementou medidas para desregular o mercado financeiro) e termina no dia 19 de Outubro de
1987 (Quebra da Bolsa de New York). A segunda etapa de crescimento comega no final de

12 Apesar de que no mercado futuro os retornos s3o calculados seguindo um procedimento diferente ao
apresentado na Segdo 1.3, nesta dissertagio ¢ com propositos ilustrativos , utilizamos a férmula (1.3.1).
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1989. Esta série de taxa de cdmbio tem sido analisada em varios estudos, entre eles Harvey e
Shephard (1993b), Harvey er alii (1994), Ruiz (1994), Taylor (1994) com modelos de
Variancia Estocéstica e, utilizando modelos ARCH temos: Hsieh (1991a), Bollerslev ¢ Engle
(1993), Taylor (1994), Bollerslev et afii (1994), Shephard (1994b), Liu e Brorsen (1995) e
Bollerslev e Ghysels (1996).

Na tabela a seguir € apresentada uma breve descricdo das caracteristicas da cada uma
das Séries Exemplo:

Tabela 1.1
DPescricio das Séries Exemplo
Série Tipo de Série Mercado Inicio Final  Retornos
Didrios
TELEBRAS Ages BOVESPA  03/01/89 17/07/35 1599
DM/USS Taxa de Cimbio  Internacional 03/01/84 31/12/90 1767

1.6 Nomenclatura e Definicdes Basicas.

Nesta dissertacio o processo de retornos € denotado por {Y, } e as amostras (de
tamanho T) por: {vi, V¥ ..., yr}. Por outro lado, nas aplicages empiricas com as Séries
Exemplo, trabalhamos com os retornos compostos diarios, calculados através da formula
(1.3.1) e chamados simplesmente de retornos. Da mesma forma, a série de retornos das agées
da TELEBRAS sera referenciada simplesmente como a série das A¢des enquanto que a série de
retornos correspondente a taxa de cambio DM/US § € nomeada como de Taxa de Cdmbio.

Nos modelos de volatilidade, normalmente a volatilidade € o desvio padréo condicional
do processo dos retornos. Neste trabalho consideramos a volatilidade como a varifincia
condicional de processo e ambos os termos; volatilidade e varidncia condicional, serfio usados
indistintamente.

A seguir apresentamos aiguns conceitos que serfio de utilidade na compreensio do
trabalho.
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Processo Covariante Estaciondrio

O processo {Y,} € covanante estacionirio (de segunda ordem) ou simplesmente
estacionario, se possui média constante, varidncia finita e as autocovariincias independem do
tempo, mas apenas da defasagem. Matematicamente:

DE[[Yt|2]<x ViteZ

i) B[Yi]=p VteZ

i) ey(rs)=CovYr,Ys]= Cov{ Yi+r, Yi+s = @y(r+ts1) Vi, 5,tcZ
ou equivalentemente, oy(t ) =@y (1,0) T=r-—s,.

Processo Estritamente Estaciondrio

Se as distribuigbes conjuntas de (Yt1,Yts,... Yix) e (Yi;+h, Yeo+h,...Ye+h) sdo
idénticas V t; , 12, ..., tx, eh € Z entdo o processo {Y,} € estritamente estacionario.

Todo processo estritamente estacionario que possui segundo momento finito é
covariante estacionario, sendo o contrario falso, a menos que a distribuigio seja normal.

Ruido Branco (WN)

Dizemos que o processo {Y:} ¢ ruido branco se possui média constante; E[Y¢]=p, e
as autocovariancias sdo nulas, Qy(rs)=Cov[Yr,Ys]=0 Vr,s, €Z

Para que o processo seja covariante estacionario a vanéincia tem que ser finita e
constante, Ef|Yi|> |=0? < VteZ

Ruido Branco Estrito (SWN)

Se em um ruido branco {Y,} as varidveis sdo independentes entdo ele ¢ dito ser ruido
branco estrito. Por exemplo, as variaveis independentes e identicamente distribuidas (i.7.d).

Processos Martingale Diferenca (MD)

O processo {Y,} ¢ martingale diferengca com respeitc a uma sequéncia de o-algebras
DicDyc..Di ... se satisfaz:

10
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i) Y, é uma variavel aleatoria com respeito a D:.
i) E[lYilJ<o VtelZ
i) B[Y1/Dy-1]1=0 VteZ

Como consequéncia desta definicdo: E[Yt]=E[E[Yt/D¢-1]]=0 e, além disso,
E[YtYt-z]=FE[E[Yt Yi-t /Di-1]]= E[Yt-<E[Yt / D¢-1]] = 0, 1> 0. Portanto, os processos

MD séo ruido branco.
Processo de Inovagdes

Se o processo {Y:} ¢ martingale diferenga com respeito a sigma algebra D, gerada por
t
X, Xi1,..., Xo onde X = ZYi ¢ safisfaz:
i=0
i) E[[Yi? ]<o VieZ,
ii) E[YtYt—=]=0 >0,

entio € um processo de inovagdes. Por exemplo, o processo definido como
Yt = Xt —E[Xt /Dt-1] é um processo de inovagdes e, se E[|Y{|> ]< entfio ele ¢ ruido

branco covariante estacionario.
Processo Linear

O processo {Y,} € dito linear, se pode ser expressadc na seguinte forma:
e »]

Y; = 2w 8¢, onde o processo {et} ¢ ruido branco estrito e ;i i=0,1,2... uma seqiiéncia de
i=0

o0
constantes tal que Zwlz <o,
i=0

1.7 Breve Esbo¢o da Dissertacio.

Este trabalho esta estruturado em 5 Capitulos, sendo o primeiro dedicado a apresentar o
contexto no qual sdo estudadas os modelos de sénes financeiras, assim como as idéias basicas,

objetivos e nomenclatura basica.

11
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O Capitulo 2 esta dedicado ao estudo das caracteristicas empiricas das séries financeiras
(denominados Fatos Lstilizados), através das Séries Exemplo. O objetivo € ressaltar as
principais caracteristicas a serem incorporadas nos modelos tedricos apresentados
posteriormente, como a ndo-linearidade. Por sua vez enfatizamos porque ndo € correto utilizar
os modelos tradicionais de séries temporais.

No Capitulo 3 sfo estudados com algum detalhe os Modelos ARCH e suas extensdes.
Comegamos mostrando como esses modelos sio capazes de reproduzir teoricamente alguns
Fatos Estilizados apresentados pelas séries financeiras. A seguir discutimos o processo de
estimacdo, testes de hipoteses, diagnostico e previsio do modelo. Posteriormente, ajustamos
esses modelos s Séries Exemplo.

Uma outra familia de modelos ¢ apresentada no Capitulo 4; os Modelos de Varidncia
Estocdstica. Mostramos que sdo capazes de reproduzir teoricamente os Fatos Estilizados e
ajustamos esses modelos as Séries Fxemplo. Para a estimagdo da volatilidade é utilizada a
Quase-Verossimilhangca como proposto por Harvey ef alii (1994). Dentro dessa abordagem ¢
discutido o diagnostico e a analise do modelo, assim como a previsio.

No Capitulo 5 ¢ realizada a comparagdo dos modelos modelos ARCH e de Varidncia
Estocastica, com énfase nos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV estacionario, através do ajuste
das Séries Exemplo. Os aspectos considerados na comparagio sdo estimacdo da volatilidade e a
previsdo um-passo a frente. A seguir, apresentamos a comparagio dos modelos GARCH(1,1) ¢
AR(1)-SV através de simulacdes. Considerando o numero reduzido de simulagdes esses
resultados devem ser tomados como ilustrativos. Finalmente, na Se¢fio 5.5 sfio apresentados
alguns comentarios € as conclusbes finais da comparagiio dos modelos de volatilidade
estudados nesta dissertagéo.

As referéncias sobre modelos de volatilidade em séries financeiras sfio numerosas.
Resumos atualizados dos modelos trabalhados nesta dissertagiio e sobre outros s3o; Bollerslev
et alii (1992, 1994) , Shephard (1994b) e Ghysels ez alii {(1995). Nesses estudos podem ser
encontradas também referéncias sobre aspectos que, por delimitagdo do trabalho, nfo sdo
tratados nesta dissertagio; como a sazonalidade, agregagio (dentro da abordagem
paramétrica), a modelagem no paramétrica e a abordagem muitivariada.
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CAPITULO 2

CARACTERISTICAS EMPIRICAS DAS SERIES
FINANCEIRAS: OS FATOS ESTILIZADOS

2.1 Introducio

Durante muito tempo os pesquisadores de finangas trabalharam com a hipétese basica
que os retornos sdo Gaussianos independentes e identicamente distribuidos. Tal caracteristica
era incorporada em teorias tal como a do Mercado Eficiente e um modelo estatistico para os
pregos era simplesmente o passeio ao acaso (Random Walk)., A consequéncia basica dessa
abordagem, do ponto de vista da estatistica, era a seguinte: a ultima observag@o constituia a
melhor previsio para o preco futuro. Uma revisdo detalbada das implicagSes tedricas da
hipétese de mercado eficiente e das evidéncias empiricas até o ano 1970 pode ser encontrada
em Fama (1970).

O panorama mudou na década de 1960 através de trabalhos isolados como os de
Mandelbrot (1963) e Fama (1965). O estudo pioneiro de Benoit Mandelbrot teve uma
importancia crucial para a modelagem das séries financeiras introduzindo uma abordagem
original e rejeitando a hipOtese de normalidade por dois motivos. Primeiro, porque a
distribuicdo dos retornos apresentava cauda pesada e em segundo lugar pela existéncia de um
comportamento peculiar nas observagdes: os Conglomerados de Volatilidade. Ambas
caracteristicas empiricas e muitas outras proprias das séries financeiras compdem os Fatos
Estilizados. Posteriormente, na década de setenta o volume de trabalhos incrementou
consideravelmente, mas € a partir dos anos oitenta que houve uma explosdo de estudos na
literatura sobre as carateristicas empiricas das séries financeiras. Uma reviséo seletiva desses
estudos € encontrada, entre outros, em Fama (1970), Taylor (1986), Bollerslev ef alii (1992),
Pagan (1994), Shephard (1994b), Ghysels er alii (1995).

Explorar as caracteristicas empiricas dos retornos ¢ fundamental para a implementagio
dos modelos de volatilidade. Visando a isso, o objetivo do presente capitulo é discutir, através

da analise das Séries Fxemplo, algumas caracteristicas empiricas que apresentam oS retornos
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das séries financeiras. A Segdo 2.2 trata dos Conglomerados de Volatilidade. Nas se¢les 2.3 e
2.4 discutimos a simefria € a cauda pesada mostrando a necessidade de utilizar métodos
robustos a influéncia de observagdes extremas. Essa discussfio sera util para se ter uma idéia
correta da forma funcional das distribuigdes dos retornos, que permite, por sua vez, na Se¢io
2.5, interpretar corretamente as medidas de locagdo e dispersdo. A seguir, na Secio 2.6,
discutimos brevemente a estacionariedade dos retornos e na Segio 2.7, apresentamos
metodologias para desvendar a estrutura de autocorrelagio dos retornos e a existéncia de
dependéncia, concluindo pela nio linearidade dos retornos. Na segdo seguinte discutimos a
normalidade, ¢ na Segdo 2.9 € apresentado um resumo de outras caracteristicas dos retornos e
sua volatihdade, vinculadas a sua natureza econdmica. Finalmente, na Se¢io 2.10,
apresentamos as conclusdes. O desenvolvimento deste Capitulo estd baseado
fundamentalmente nos trabalhos de Pagan (1994), Taylor {1986) ¢ Bollerslev ef alii (1994),

2.2 Conglomerados de Volatilidade

O conceito de Conglomerados de Volatilidade foi introduzido na secio 1.3. A presenca
de periodos com variagGes pequenas e periodos com variagdes grandes (em valor absoluto) é
um fendmeno sempre presente nos retornos, segundo consta na literatura revista. Em
particular, nas Séries Exemplo (Figura 2.1) observamos a presenga desses conglomerados,
sendo esses mais evidentes para a série das A¢des. Modelos tradicionais de séries temporais
(lineares) sdo incapazes de gerar Conglomerados de Volatilidade. Nos Capitulos 3 e 4
mostramos como modelos ndo lineares com varidncia condicional heteroscedastica sdo capazes
de reproduzir essa caracteristica.

2.3 Simetria

Um recurso grafico para avaliar a simetria € a utilizagio dos histogramas. Como
observado nas Figuras 2.2a e 2.3a, existe uma forte evidéncia de que a distribuicdo dos
retornos da Taxa de Cdmbio é aproximadamente simétrica enquanto que a série das Agdes
apresenta certa assimetria negativa. No entanto, nos histogramas nio podemos observar a
grande quantidade de observagdes extremas, caracteristica que salta & vista como mostrado
posteriormente. Devido & presenga dessas, a utilizagio do coeficiente de simetria (s) como
medida de simetria requer cuidado. Na Tabela 2.1 apresentamos as estimativas de s para as
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Séries Exemplo. Os valores observados: -1,12, para as A¢des e 0,29 para a Taxa de Cambio
estdo proximos de zero, mas ndo temos forma de avalia-los adequadamente através do desvio
padrdo da estimativa, por causa das observagdes extremas. Sob a hipotese que os retomos sio
independentes e identicamente distribuidos normais, intervalos de confianga de 95% (iguais a
s++/6/T ) nio incluem o valor de zero em nenhum dos dois casos, rejeitando a hipétese de
simetria. Mas, ao retirar o 0,5% das observagGes extremas (em valor absoluto) obtemos
resultados contréarios nas A¢des que evidenciam distribui¢des aproximadamente simétricas.

Tabela 2.1
Estatisticas dos retornos nas Séries Exemplo

Série T  Média' Mediana' Trimédia® Desvio Q-Q°> Coeficiente Excesso
Padriio de simeiria  de curtose
Acdes 1599 1,56 0 5,57 60,79 62,66 1,12 14,8
Taxa de Cambio | 1767 239 0 2,23 7,55 8,52 0,29 2,12
Lxtoh
T (x10%)

Considerando o exposto, € aconselhavel utilizar um procedimento grafico robusto para
testar a simetria da distribui¢do. Podemos utilizar, por exemplo, um Grdfico de Simetria que se
baseia na comparagio das distdncias dos quantis Q{c) e Q(1-a) com respeito & mediana. Sob a
hipotese de simetria, as distdncias mencionadas possuem o mesmo valor. Dada uma amostra
ViV2,...Yn Podemos estimar essas distdncias da seguinte forma: sejam as estatisticas de ordem
Yy Y@ s Yoy € a mediana m, entdio u; = m -y, ¢ estimador de Quny © Vi = Ypisyy - M
estimador de Qix , onde i=1,2,..[T/2]'. Finalmente construi-se o grafico dos » pares w; e v;.
Dessa forma, se a distribui¢io dos valores amostrais for simétrica entdo os pontos (u; € v; )
estariam numa reta que passa pela origem com coeficiente angular igual a um.

Os Griéficos de Simetria para as Séries Exemplo sdo apresentados nas Figuras 2.2b e
2.3b, sendo que a linha continua corresponde & reta da situagio ideal de simetria. Podemos
dizer que, em geral, nas duas séries, a distribui¢fio dos retornos é aproximadamente simétrica
com excegdo dos valores extremos (correspondentes as caudas das distribuigdes) que
apresentam grandes desvios em relagio & reta ideal de simetria. A propor¢do dessas

'[x]=n se ¢ somente se n < x< n+1
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observagoes é pequena. Por exemplo, existem somente 1.1% dos pontos na Figura 2.2b que
satisfazem u > 17 e, na Taxa de Cdmbio 1,9% dos pontos satisfazem u > 1,8 (Figura 2.3b).

Na Tabela 2.2 apresentamos os resuitados da regressdo v=o+Bu+e. Embora incorretos,
calculamos os erros padrio das estimativas para ter uma idéia aproximada da precisdo. Nas
duas séries, a estatistica F, assim como as estatisticas ¢~-Student sdo significativas com valores-
P inferiores a 0,0001.

Tabela 2.2
Simetria: estimativas da regressio v=o + u+¢

Acgbes Taxa de Cambio
I 1] 11 I Il 111
& 9,3x10° 7,2x10° 3,7x10° | -3,75x10"*  -3,02x10°  -3.52x10™
(3.,9x10™*  (3,3x107  (1.4x10% | (2,7x107%)  (L96x10™)  (9,4x10°)
B 0,786 0,840 0,940 1,159 1,143 1,153
(0,006) (0,003) (0,003) (0,0038) {0,0028) (0,0015)
R@ad) | 09531 0,9659 0,9931 0,9904 0,9948 0,9986

1: comsiderando todas as observages.
It: retirando os dois maiores retornos {em valor absoluto) nas A¢des e, na Taxa de Cdmbio, 0 maior retorne.
HI: retirando 1,1% dos pontos nas A¢des ¢, na Taxa de Cambie, 1,9% dos pontos

# Desvio padsio das estimativas

Ao utilizar a série completa (situagéo I), os resultados apontam que existe simetria ou
uma pequena assimetria a direita, na Taxa de Cdmbio sendo a estimativa de B maior do que
um, Por sua vez, nas A¢des a estimativa do P evidencia auséncia de simetnia. Mas,
considerando que a regressio € sensivel aos pontos de alavamca, recalculamos as retas de
regressio deixando fora as observagbes extremas. Os resultados podem ser observados na
tabela anterior. Assim, nas A¢des, retirando os dois maiores retornos (1I) percebemos que o©
ajuste da reta melhora sensivelmente e, retirando o 1,1% das observagdes obtemos estimativas
que evidenciam uma pequena assimetria a esquerda. Por sua vez, na Taxa de Cdmbio, ao
considerar partes da amostra nas situagdes II e III, encontramos que as estimativas de

regressio s3o muito similares.
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Concluindo, podemos dizer que nas Séries Exemplo existe uma evidéncia muito forte
de distribuigées aproximadamente simétricas. Esses resultados coincidem com os encontrados
na literatura, na qual sdo utilizados modelos com distribuigdes simétricas, que, por sua vez,
possuem um apelo muito grande na Teoria de Finangas.

2.4 Cauda Pesada

Na subsecdo anterior ja chamamos a atengdo ao fato das Séries Fxemplo apresentarem
caudas mais pesadas que as correspondentes a utna distribui¢do normal. Esse comportamento ¢
confirmado ao analisar os histogramas (Figuras 2.2a e 2.3a) e Graficos de Probabilidade
Normal na Figura 2.4,

Por outro lado, a presenga de observagbes extremas (como possiveis outliers e/ou
quebras) nas séries dos retornos, exige a utilizagio de procedimentos robustos para medir o
peso das caudas. Um indice nio paramétrico que pode ser utilizado é o Indice de Cauda
(Hoaglin et alii ;1983 p.320) o qual ¢ definido da seguinte forma:

B -1_ F1(I-a)- F-1(0,5)
tp(F,a) = [C) F1(0,75) - F-1(0,5)°

(1) FY05-F' ()
we(F,0)= (c) Fi05)_Fi(025 O o<02

A letras D (E) corresponde a cauda direita (esquerda) da distribuigdio acumulada dos retornos
(F) e a constante C € exatamente igual 4 expressdo fora do paréntesis quando a distribuigiio €
normal padriio. Assim definido, esse indice € igual a um quando a distribui¢io € normal e exibe
valores cada vez maiores na medida que a cauda da distribui¢io se torna mais pesada. Uma
propriedade interessante desse indice € a invaridncia por locagiio e escala. A magnitude do
efeito das observagBes extremas ¢é controlada através de a. Desta forma, o valor assumido pelo
1000% percentil ndo influi o indice por maior que seja. Assim, nas Séries Exempio,
considerando o = 0,0025, obtemos os seguintes resultados:
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Agoes: T =234 Tp = 1,45,
Taxa de Cambio: w =1,39 = 1,56.

Como podemos observar, na série Taxa de Cdmbio o tamanho das caundas sdo proximos
(simétricos). Por sua vez, na série das A¢des a cauda esquerda € maior que a cauda direita, mas,
ao aumentar o valor de ¢ para 0,005, obtemos que 1z = 1,43 ¢ 1p = 1,36. Isso significa que
99,5% das observa¢des fazem com que o tamanho das caudas seja similar ¢ poucos valores
fazem com que a cauda esquerda seja grande. Com o intuito de obter uma idéia da
correspondéncia desses mimeros com os valores tedricos de algumas distribui¢des conhecidas
temos que, para «=0,0025, os valores do Indice de Cauda sio:

t-Student, 6 graus de liberdade: 1,45,
I-Student, 10 graus de liberdade: 1,23,
Cauchy : maior que 8,4.

Em consequéncia, as candas das Séries Exemplo sdo mais pesadas do que a da normal mas nio
tanto quanto as da distribuigdo de Cauchy.

Finalmente, observemos os valores do excesso de curtose na Tabela 2.1. A estimativa
do excesso de curtose nas A¢des € muito grande: 14,89, Utilizando esse valor como um
indicador obteriamos uma nogao bastante deturpada do tamanho da cauda, ja que o excesso de
curtose é extremamente sensivel as observagdes extremas. Por sua vez, no caso da Taxa de
Cdmbio a estimativa é igual 2 2,12, em consequéncia, para as duas séries concluimos que as
distribui¢des sdo leptocirticas.

Cauda pesada ¢ uma caracteristica presente em quase toda série financeira. Na
literatura, alguns pesquisadores como Mandelbrot (1963) e Fama (1963,1965) encontraram que
a cauda dos retornos da série do algoddo e de acBes de empresas norte-americanas,
respectivamente, era extremamente pesada, parecida 4 da Cauchy. Nas Séries Exemplo, através
da metodologia proposta, os resultados sugerem que mesmo ao retirar 0s valores extremos, os
retornos apresentam cauda mais pesadas do que a normal, similares as da distribuicdo t com
graus de liberdade éhitre 6 e 10.
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2.5 Medidas de Locacio e Variabilidade

Uma hipotese razoavel que pode ser assumida ao observar os graficos dos retormos na
Figura 1.3, é que o nivel médio da série ¢ igual a zero. Na Tabela 2.1 apresentamos as
estimativas da média, mediana € a Trimédia (calculada retirando 0,5% das observagdes
extremas). Para as Agdes, essas trés estimativas sfo diferentes enquanto que para a Taxa de
Cdmbio a média e a Trimédia sio similares. Todos esses valores sdo positivos e estdo em torno
de zero sugerindo que o pardmetro de locagiio € aproximadamente zero. Sob a hipétese
incorreta que os retornos sio independentes identicamente distribuidos normais®, intervalos de
confianc¢a a 95% incluem o valor zero nas duas séries. N&o obstante, na pratica ¢ conveniente
modelar os retornos como processos com meédia diferente de zero. Assim, tanto na série das
Agdes quanto na Taxa de Cdmbio, do ponto de vista financeiro as médias 0,000156 e 0,000239
siio significativamente diferentes de zero. Para mostrar isso basta observar que os valores da
taxa historica anual G (historic anual compound rate) apresentadas pelas A¢des e a Taxa de
Cdambio sdo iguais, respectivamente, a 4,01% e 6,2%. Essa taxa € calculada da seguinte
forma: seja P; 0 preco no instante i e, se no tempo T=0 investimos 1 real, entfio apds n dias de

P
mercado o ganho é igual a: P—n: exp(y1 +y2+..+yn)=exp(ny), logo a taxa que da o
o)

mesmo retorno ap6s n/N dias (N=252 dias de funcionamento do mercado num ano) € definido
como: (1+G)WN = exp(ny), dessa forma G =exp(Ny)— I, que normalmente ¢ dada em

porcentagem.

Ao fazer uma analise separada ano a ano, como apresentada nas Tabelas 2.3 ¢ 2.4
observa-se que, nas duas séries, existem diferengas no nivel em cada ano.

Por outro lado, com relagdo a variabilidade dos retornos, na Tabela 2.1 podemos
observar que o desvio padrio amostral da Taxa de Cdmbio ¢ muito menor do que o desvio
padrido das A¢des. Sendo que o desvio padrio é grandemente influenciado pelas observagdes
extremas, retiramos o efeito do 0,5% dessas. Nesse caso, para as A¢des o desvio padrio
diminui bastante, em 11%, sendo igual a 53,54x10™. Por sua vez, para a Taxa de Cdmbio, o
desvio padrio é igual a 7,56x10° sendo similar ao encontrado utilizando toda a amostra.

? Como mostrado na Seco anterior as distribuigies sdo leptociirticas.
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Tabela 2.3
Estatisticas da série A¢des

Ano N Média' Mediana' Desvio QiQ;%> Coefici.  Excesso
Padriio’ Simetria _ Curtose
1989 | 241 0,13 0 6,88 5,88 0,97 4,84
1990 | 241 -4,95 3,83 7.25 7,89 -1,06 8,47
1991 | 247 6,56 3,85 5,82 6,86 1,33 8,60
1992 | 247 -3.82 1,12 7.64 8,48 2,79 22,78
1993 | 246 2,86 0,11 3,58 4,52 0,29 1,06
1994 | 245 1,14 2,42 4,45 5,91 0,24 0,69
1995 | 132 -138  -1,15 5,63 6,57 1,68 9,98
'x16%)
2x10t)
Tabela 2.4
Estatisticas da série Taxa de Cambio
Ano N Média' Mediana' Desvio Qi-Q;> Coefici.  Excesso
Padrgo? Simetria  Curiose
1984 251 71 0,1 7.24 10,11 0,48 0,60
1985 | 252 7.7 -3,1 9,40 9,40 0,81 2,46
1986 | 253 90 11,83 8,14 8,75 0,32 1,60
1987 [ 253 6,53 0 7,17 7,92 0,29 1,58
1988 | 253 57 3,6 6,64 6,56 0,56 3,25
1989 | 252 1,2 4,1 7,13 8,52 0,25 1,38
1990 | 253 51 1.7 6,68 8,63 0,23 1,26
T x10%)
2 (x10%)

Entretanto, o comportamento mais interessante ocorre ao fazer a analise a cada ano. Do
exame informal das Tabelas 2.3, 2.4 podemos concluir que o desvio padrio ndo ¢ constante,
implicando que a variabilidade depende do periodo de tempo considerado. Podemos obter a
mesma conclusdo se usamos uma medida robusta como a distincia entre quartis (Qs-Qy).
Assim, para as A¢des, ao observar os valores do desvio padrio e Q;-Q; encontramos que os
anos de menor variabilidade foram 1993 e 1994 e o ano de maior variabilidade foi 1992. Por
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sua vez, para a Taxa de Cdmbio, o ano que apresentou maior variabilidade foi 1985 (1984)
considerando o desvio padrio (Q;-Q;) como medida de variabilidade e os anos de menor
variabilidade foram 1988, 1990 considerando o desvio padrio como medida de variabilidade e
1988, 1983 considerando Qs-Q; .

No lugar de analisar a variabilidade ano a ano, podemos refinar a analise calculando o
Desvio Padréo Movel (DPM) utilizando uma janela de 22 dias (aproximadamente um més de
mercado). Os graficos do DPM nas Séries Exemplo sio mostrados nas Figuras 2.5a e 2.5b,
sendo observado que em ambas séries existe uma evidéncia muito forte de heteroscedasticidade
na varidncia, isto €, a varidncia varia com o tempo. Em particular, na série das A¢des, vemos
que existem varias subidas abruptas. Confrontando esse grafico com o correspondente da
Figura 2.1 observamos que essas subidas sfo conseqiiéncia das observages extremas.

E ilustrativo também examinar o grafico do CUSUM dos quadrados dos retornos
(Brown et alii, 1975), para detectar heteroscedasticidade e/ou presenga de mudangas
estryturais na varidncia. Observando as Figuras 2.5¢ € 2.5d percebemos que tanto as Ag¢des
quanto a Taxa de Cdmbio, apresentam um afastamento da hipdtese de homoscedasticidade.

O comportamento da variabilidade exibido pelos retornos, pode ser explicado através
de dois modelos. No primeiro assumimos que a varidncia (nfio condicional) ndo € constante. No
segundo € suposto que a variancia (ndo condicional) ¢ constante e que a varidncia condicional
a informagdo passada é heteroscedastica. Os modelos estudados nos Capitulos 3 e 4 sdo deste
tipo.

Baseados na estimativa da varidncia, os investidores acostumam calcular o Reforno
Futuro Esperado (RFE). Esse indice € calculado como RFE =exp(N(X+05s2))-1
(N=252) e usualmente ¢ dado em porcentagem (ver Taylor,1986 p.35). Para as Séries Exempio
os resultados séio: 65,69% para as Ac¢des e 6,97 % para a Taxa de Cambio. Esse indicador
apresenta dois problemas. Ele é calculado sob a suposi¢do errada de que a distribuig8o dos
retornos € normal e, em segundo lugar, a varifincia amostral superestima a varidncia na
presenca de observagbes extremas. Conseqiiéntemente, a utilizagdo desse indice deve ser
considerado com cautela.

Por outro lado, na analise empirica das séries financeiras, alguns autores como Taylor
(1986), Nelson (1991), entre outros, mostraram que os dias da semana influenciam o valor do
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retorno. Isso é conhecido na literatura como Efeito Calenddario. Uma forma simples de avaliar
esse efeito ¢ através da comparagdo das medidas de locagiio e variabilidade em cada dia da
semana. Na Tabela 2.5 sdo apresentados esses resultados para as Séries Exemplo. Ao calcular
intervalos de confianca 95% (i.c.) para a média’ de cada dia da semana encontra-se que, nas
duas séries, os ic. incluem as meédias em todos os casos. Entretanto, pelos valores G
mostrados, é conveniente modelar os retornos como tendo média diferente de zero. Por outro
lado, nas A¢des os niveis na Segunda e Quarta Feira sfio negativos. A caracteristica observada
nas Ag¢des da Segunda Feira apresentar valor negativo € concordante com resultados
encontrados na literatura para séries de agGes (ver Taylor, 1986). Na série Taxa de Cdmbio, a
Quinta Feira apresenta a maior média ¢ a Sexta Feira a menor média.

Com relagio as variabilidades, na série das A¢des a maior variabilidade se da na
Segunda Feira (utilizando tanto o desvio padriio quanto Qs-Q, como medidas de variabilidade)
e, na Taxa de Cdmbio, os desvios padriio correspondentes a Segunda e Ter¢a Feira sdo os
maiores, enquanto que a Quinta Feira apresenta o menor valor Q;-Q; .

Em conclusio: parece razodvel supor que o nivel médio dos retornos é melhor
modelado como sendo diferente de zero, que a variabilidade dos retornos depende do periodo
de tempo considerado e, finalmente, que ambas, o nivel e variabilidade sdo influenciados
pelos dias da semana.

2.6 Estacionariedade

O problema da estacionaridade nas séries financeiras esta centrado no fato de assumir
varidncia finita (ndo condicional). Na subsegfio anterior foi discutida a possibilidade de que a
varidncia ndo condicional dos retornos varie temporalmente, sendo detectada evidéncias nesse
sentido para as Séries Fxemplo. Resta saber se a variancia ndo condicional € finita. Nesse
sentido, observando a Figura 2.5 do desvio padriic mével temos a impressiio que sem. Além
disso, na subseciio 2.4 concluimos que as Séries Exemplo exibiam cauda pesada, mas ndo tio
grandes quanto a Cauchy. Pelos tamanhos de cauda obtidos é razoavel assumir que exista
quarto momento, inclusive. Em consegiiéncia as séries sfo covariante estacionérias.

*Intervalos de confianga calculados sob a suposigio de que os retornos sdo i.i.d Gaussianos.
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Tabela 2.5
Efeito Calenddrio nas Séries Exemplo
Acgdes

Média® (G%)* Mediana' Desvio Padrio’ Qs-Q,>
Segunda Feira -74.30 (-31,2) -48.50 73.37 71.57
Terga Feira 4597 (26,1) 5.68 57.33 60.36
Quarta Feira -29.50 (-13,8) 0 56.21 59.80
Quinta Feira 49.16 (28,1) 6.84 54.81 61.35
Sexta Feira 16.25 {8,5) 0 60.03 58.01

Taxa de Cambio

Média' (G%)’ Mediana' Desvio Padrio’ Q-Q*

Segunda Feira 2.49(13.4) 1.97 8.02 8.80
Terga Feira 3.88 (21,6) 0 7.88 8.56
Quarta Feira -0.06 (-0,3) 0 7.42 8.93
Quinta Feira 5.91(34,7) 5.70 7.37 8.30
Sexta Fejra -1.70 (-8,2) 6.40 738 8.70

bx10%
? (x10%
? calculada considerando N=252/5.

Uma ferramenta adicional para avaliar a hipotese de varifincia finita, originalmente
proposta por Mandelbrot (1963) e enfatizada por Pagan e Schwert (1990)* ¢ o Grdfico das
Varidncias Recursivas. A varidncia recursiva pode ser definida como™

14
vr, = ¥ZYf : =1,2,3..T (2.6.1)
i=1

Na presenga de heteroscedasticidade, observariamos saltos na sequéncia dos {vr,} €, se os

valores dessa ndo convergem, obtemos evidéncia de que a variancia pode nfio existir. Na Figura

4 Nesse trabalho é realizado um apelo a favor da utilizagdo de modelos que respeitem a natureza da varifincia
das séries como sendo finita on infinita. Assim, modelos covariante estacionarios que apresentam bom ajuste
dos dados mas que apresentam variincias recursivas que explodem com o0 tempo nio sdo adequados.
> Alternativamente podem ser utilizados os retornos corrigidos pela média, mas issonfo faz muita diferenga.
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2.6 mostramos os graficos da Varifincia Recursiva para as Séries Exemplo. A analise é realizada
considerando a 1ltima parte {(digamos 3/4) de cada série. Observando a parte média em cada
uma, vemos que existem varias subidas e descidas, evidenciando algum tipo de
heteroscedasticidade. Em particular, na série das A¢des existe um grande salto no comego de
1992, o qual € produzido pela observagio extrema, que corresponde a Queda da Ministra
Zélia Cardosoc de Mello. No entanto, nas duas séries, as seqiiéncias convergem e, portanto,

existe evidéncia que a varidncia ¢ finita.

Como sugerem Phillips e Loretan (1990), o comportamento de salios na seqiiéncia
{vr,} pode ser consequéncia da inexisténcia de quarto momento. Esse comportamento é
confirmado por Pagan (1994) através de simulagdes com modelos de varifincia condicional
heteroscedastica que ndo apresentam quarto momento finito.

Outras formas de avaliar a hipétese de varifincia finita sfo através da modelagem ¢ dos
Testes de Hipoteses. Na literatura, encontramos evidéncia de varifincia infinita através de
ajuste, em Mandelbrot (1963) utilizando Familias Estdveis®, Bollerslev e Engle (1986) com
modelos IGARCH (desenvolvidos no Capitulo 3), entre outros. Por sua vez, alguns
pesquisadores como Pagan (1994) e Mills (1993) realizam testes de Raiz Unitaria sob a

hip6tese nula que o modelo possui raiz unitaria.

Finalmente, do ponto de vista intuitive ¢ da Teoria de Financas é dificil acreditar na
hipdtese que os retornos possuam varidncia (nfo condicional) infinita. Em particular, para as
Series Exemplo, a hipotese de estacionariedade ¢é certamente adequada.

2.7 Autocorrelacio, Independéncia e Nido Linearidade

Na Segio 2.1 foi comentado que um dos modelos mais utilizados no passado para
modelar os retornos foi o Passeio ao Acaso, no qual era assumido que os retornos eram
independentes ou ndo correlacionados. Nesse sentido, nesta segiio serfio discutidos os
problemas da autocorrelagio e independéncia dos retornos. A segdo esta dividida em trés
partes: na primeira, apresentamos algumas metodologias para tratar o problema do teste da
autocorrelagio; a seguir tratamos o assunto da independéncia das observages vinculada & ndo

¢ Embora nfio apresentados, os ajustes de distribuigdes estaveis para as Séries Exempio niio foram satisfatoriss.
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linearidade e, finalmente, apresentamos uma breve discussio de outros testes de néo
Linearidade.

2.7.1 Testes de Autocorrelagio

Ao observar os resultados do Teste Box-Ljung para os retornos na Tabela 2.6,
encontramos que na Taxa de Cdmbio ha evidéncia de ruido branco {ou aproximadamente ruido
branco), o qual ¢ verificade na Figura 2.7 através do grafico da fungio de autocorrelagio
(fa.c). Nas A¢gdes, pelo contrario, os resultados da Tabela 2.6 apontam que a hipotese de ruido
branco nos retornos nio ¢ plausivel. Observando a Figura 2.7 notamos que a primeira
autocorrelagdo estd muito distante dos limites usuais, sugerindo que a estrutura da série pode
ser AR(1) ou MA(1). O valor apresentado pela primeira autocorrelagio nas A¢des é positivo e
relativamente pequeno; 0,083. Essas caracteristicas sdo freqiientemente observadas em séries
de ativos (ver Taylor,1986). Por sua vez, na serie Taxa de Cdmbio a estimativa da primeira

autocorrelagio ndo ¢ significativa.

Tabela 2.6
Valores P do Teste Box-Ljung nos retornos das Séries Exemplo

Série Lag
6 12 18 24
Agies 0,012 0,017 0,014 0,015
Taxa de Cambie 0,412 0,323 0,060 0,085

O argumento usado na discussfio anterior para obter evidéncia de auséncia de
autocorrelagdo através da fa.c tem alicerces na distribuigdo assintética dos estimadores das
autocorrelagdes (Brockwell e Davis p. 221). A primeira suposi¢io para que a distribuigio
assintotica seja vélida é que a série seja estaciondria. Como foi discutido na segdo 2.6, essa
hipdtese é razodvel para muitas séries financeiras incluindo as Séries Exemplo. Outra suposigio
considera os retornos como sendo idenficamente distribuidos mas existem resultados
assintoticos para a distribui¢io desses estimadores supondo momentos finitos (Brockwell e
Davis p. 222). Entretanto, a hipotese mais importante € a existéncia de um processo gerador de
dados linear, mas, como mostraremos nas subse¢Ges seguintes, existe uma evidéncia muito

forte contra essa suposi¢io.
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Na modelagem de séries financeiras, o uso da fungio de autocorrelagdo (fa.c) e fungio
de autocorrelagdo parcial (fa.c.p) na especificagio do modelo, supondo que o processo
gerador de dados é limear, pode conduzir a uma super-parametrizagio desse. Como €
documentado em Taylor (1986), Weiss (1984), Mills (1993) e Bollerslev et alii (1994), entre
outros, modelos ndo-lineares com varidncia condicional heterocedastica apresentam a
caracteristica que as varidncias dos estimadores das autocorrelagdes serem maiores que 1. Em
conseqiiéncia, os intervalos de confianga tradicionais, usando modelos lineares, subestimam a
largura verdadeira dos intervalos. Para ilustrar isso, apresentamos na Tabela 2.7 os resultados
de 100 simulagdes para um modelo de varifincia condicional heteroscedastica; o modelo de
Varidncia Estocastica AR(1)-SV estacionario (ver Capitulo 4) com séries de tamanho 1000.
Como serd demonstrado no Capitulo 4, os retornos que seguem esse modelo sfo ndo-
correlacionados. Os resultados da Tabela 2.7, ilustrados na Figura 2.8, mostram que as
primeiras autocormrrelag@es sio maiores que os limites usuais com uma freqiiéncia maior 3
esperada se o modelo fosse linear. Adicionalmente ¢ observado que a distribuicio das
autocorrelages € assimétrica a esquerda. Os resultados mostrados valem em geral para varias
especifica¢des do modelo AR(1)-SV, de forma que, sob a suposi¢do de que o processo gerador
das Agdes ¢ dado pelo modelo AR(1)-SV, a grande primeira autocorrelacido observada poderia
ser ndo significativa e, consequentemente, essa série seria ndo correlacionada.

Nio existem resultados gerais para calcular a distribuigdo assintotica dos estimadores
das autocorrelagdes quando o processo é nfo-linear. Nesse sentido, uma excegfio é o trabalho
de Taylor (1986, Cap 5) no qual sdo derivados resultados assintéticos baseados no método dos
momentos, sob a (inica) hip6tese de simetria na distribui¢do dos retornos.

A presenca de autocorrelagfio nas séries financeiras (Mean-Reversing) tem sido
encontrada em indices de ativos, por exemplo em Scholes e Wilhams (1977), que ajustam
modelos MA(1) e Lo e McKinlay (1988) e Poterba e Summers (1988) que ajustam AR(1).

Finalmente, supondo normalidade, ndo correlagdo implica independéncia. A partir do
discutido na Se¢3o 2.4, a cauda das distribuigbes € mais pesada que a normal, portanto
normalidade ndo € uma suposi¢io valida. Qutras formas alternativas de testar a independéncia

dos retornos, sdo apresentadas nas duas subsegdes seguintes.
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Percentagem das Autocorrelagdes no Modelo :l:?cﬁ{gélstmionéﬁo’ que se encontram fora dos limites
usuais de Bartlett
Autocorrelagio % maior que 1 desvio' % maior que 2 desvios
<1desvio > 1 desvio total | < 1,96desvios >1,96desvios total
Primeira 39 30 69 24 15 39
Segunda 28 35 63 16 19 35
Terceira 40 26 66 26 10 36
Quarta 38 23 61 22 13 35
Quinta 33 33 66 14 18 32
Sexta 30 34 64 18 19 37
Sétima 23 28 51 12 12 24
Oitava 27 18 45 6 10 16
Nona 21 28 49 11 11 22
Decima 27 19 46 8 9 17
Esperado (%) 15,87 15,87 32 2.5 2.5 5
* ParAmetros do modelo: y=0,95, g =0,05, kK=5,5x10".
! desvio=1/1000"*

2.7.2 Independéncia e Nio Linearidade.

Se o processo gerador de dados é um ruido branco estrito, entdo as observagdes e
quaisquer fungio delas, incluindo os quadrados das observagdes sdo ndo correlacionadas.
Essa idéia foi implementada pela primeira vez por Granger e Andersen (1978), para mostrar
que a hipdtese de independéncia utilizada em varias séries estudadas na literatura era incorreta.
Da mesma forma, sob a suposi¢do de independéncia, os valores absolutos das observagtes
também sfo ndo correlacionados. Assim, podemos obter evidéncia da independéncia dos
retornos através das fungGes de autocorrelagiio das observagdes, os quadrados das observacdes
¢ os valores absolutos das observagdes. Como mostraram McLeod e Li {(1983), supondo um
processo gerador de dados finear, o valor da varidncia assintética das autocorrelagdes dos
quadrados das observagdes continua sendo T". Considerando isso e o fato que as
autocorrelagles sfio sempre positivas, obtemos os limites para o0s correlogramas.
Adicionalmente, nesse trabalho € proposta uma estatistica portmanteau similar a estatistica
proposta por Box-Ljung utilizada nos modelos ARIMA.
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Na Figura 2.7 sdo apresentadas as fungOes de autocorrelagdo dos quadrados dos
retornos das Séries Exemplo. Para ambas séries, considerando gue existem mais retornos dos
esperados fora dos limites, concluimos que a hipdtese de independéncia nos retornos é
implaussivel. Por sua vez, utilizando o teste portmanteau de McLeod e Li (1983) obtemos
valores-P infetiores a 0.0001 para os primeiros 10 lags, confirmando as nossas conclusdes.

Autocorrelagio nos quadrados das observagdes constitui uma evidéncia do cariter nio
linear do processo gerador de observacfes. Essa afirmagdo como observa Pagan (1994, p. 14)
“is a somewhat imprecise description and one that arise more by default than anything else”.
O sentido da afirmag@o é o seguinte: se os retornos {Y;} sdo gerados por um processo linear,
entdo quaisquer dependéncia nos momentos de Y; pode ser produto da estrutura ndo-linear.
Dessa forma, na literatura freqilentemente, ndo-linearidade é entendido como dependéncia no
segundo momento. Portanto, o interesse dos pesquisadores para tratar séries financeiras é
modelar ndo somente a média, mas também a variincia, considerandoe a natureza
heteroceddstica. Nesse sentido, varias propostas fazem distingdo entre varifincia nio
condicional e varidncia condicional. A literatura sobre modelos com varidncia heteroscedastica
¢ numerosa. Dentro dessa abordagem, nos Capitulos 3 e 4 discutimos em detalhe duas familias

de modelos que incorporam a hipotese de heterocedasticidade na varidncia.

E interessante discutir o comportamento das autocorrelagdes dos quadrados dos
retornos para poder construir modelos capazes de reproduzi-los. Em primeiro lugar as séries
financeiras apresentam frequentemente a primeira autocorrelagdio pequena e estatisticamente
diferente de zero. Isso acontece nas Séries Exemplo, onde a primeira autocorrelagdo de {Y/’} é
igual a 0,11 para as A¢des e 0,055 para a Taxa de Cdmbio. Esses valores sdo sirmlares aos
encontrados na literatura para oufras séries de ativos e taxas de cdmbio, ver Taylor (1986
p.55). A primeira autocorrelagio significativa e positiva, pode ser explicada pelo fato de que
retornos grandes (em valor absoluto) tendem a suceder retornos grandes, enquanto que
retornos pequenos tendem a suceder a retornos pequenos. Em conseqiléncia, os
conglomerados de volatilidade e autocorrelagdo nos quadrados dos retornos estdo
intimamente relacionados.

Outra caracteristica importante, frequentemente observada nas séries dos quadrados dos

retornos, ¢ que as autocorrelagdes apresentam decaimento lento. Esse comportamento pode ser
observado para a série das A¢fes na Figura 2.7. Da mesma forma, para a série Taxa de Cdmbio
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(Figura 2.7), as autocorrelagdes também decaem, mas s a partir do lag 6, sendo as 5 anteriores

menores.

Sintetizando, encontramos que os quadrados dos retornos das séries financeiras
possuem a caracteristica de apresentar a primeira autocorrelacdo pequena e as outras decaindo
lentamente. Ambos fatos podem ser reproduzidos pelos modelos ARMA(1,1) ou por outros
processos integrados. No caso das séries Taxa de Cdmbio e A¢des é razoavel supor que o fa.c
dos quadrados dos retornos apresenta um comportamento similar 8 ARMA(1,1). Nos Capitulos
3 e 4 apresentamos duas familias de modelos que exibem f.a.c similares a ARMA(1,1).

Em conclusio, as Séries Exemplo sdo ndo lineares e os conglomerados de volatilidade

sdo evidéncia da nio-linearidade nos retornos.

A partir do que foi abordado nesta subsecdo e na seglio 2.4, torna-se dificil manter a
hipotese de que os retornos sejam independentes. Na literatura de séries financeiras, a grande
maioria de modelos de volatilidade considera os retornos como nfo-lineares e ndo
correlacionados ou no maximo com estruturas AR de ordem pegueno.

2.7.3 Qutros Testes de Nio Linearidade.

A hip6tese a independéncia foi rejeitada com base nas autocorrelagdes das fungdes das
observagBes. Entretanto, é possivel testar tal hipbtese diretamente através da metodologia
proposta por Brock, Dechert e Scheinkman (1987) conhecida como Teste BDS, ver Brock et
alii (1987) e Brock ef alii (1996). Entre as aplicacdes dessa metodologia em séries financeiras
temos Hsieh (1989b), em taxas de cdmbio, Scheinkman e LeBaron (1989) em ag¢bes (de
retornos diarios e mensais), Kearns{1990) em taxa de juros. Nos trés estudos a hipotese nula
de independéncia ¢ rejeitada.

Por outro lado, Taylor (1986, p.57) desenvolve uma metodologia para testar o carater
ndo linear das observagdes e aplica ¢ssa metodologia para 40 séries, entre agdes, taxas de
cimbio, mercadorias, etc., concluindo que as séries sio néo lineares. Tsay (1986) propSe um
teste que € poderoso contra alternativas de séries MA ou bilineares, mas basicamente detecta
linearidades somente na média condicional, e por esse fato ndo ¢ de muita utilidade para séries
financeiras (Pagan, 1994). Cao e Tsay (1993) apresentam um resumo de outros testes nfio
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lineares e os aplicam em retornos obtendo presenga de nfo-linearidade. Finalmente, uma fonte
para consultar sobre testes aplicados ndo somente a finangas é Tong (1990).

2.8 Normalidade

A presenca de cauda pesada nos retornos invalida a hipdtese de normalidade. Por sua
vez, se 0 processo {X,} ¢ normal multivariado martingale diferenca, entio o processo {X} ¢
ndo correlacionado. Os resultados empiricos encontrados para as Séries Exemplo mostram que
as séries dos quadrados dos retornos apresentam correlagiio. Portanto ja que os retornos da
série Taxa de Cdmbio e (muito provavelmente) das A¢des sdo ndo correlacionados, podemos
concluir que elas ndo podem ser normais

As evidéncias encontradas sfo suficiente para rejeitar a hipdtese de normalidade na
distribuigiio dos retornos das Séries Exemplo. Mas, como complemento, nesta segdo €
apresentada uma metodologia adicional para confirmar a auséncia de distribui¢io normal das
observagdes, o Teste W de Shapiro e Wilk (1965). Testes de momentos, como o proposto por
Bowman e Shenton (1975), baseados na simetria ¢ curtose, devem ser utilizados com cautela.
Assim por exemplo, altissimas estimativas de curtose como as encontradas para a séric das
Acgdes (devida a uns poucos valores exiremos) conduzem a rejeitar a hipotese de normalidade.
Por outro lado Pagan (1994), propde um teste de frequéncias esperadas que incorpora a
hipotese de heteroscedasticidade na varifncia condicional, a qual ¢ a caracteristica principal dos
modelos desenvolvidos nos Capitulos 3 ¢ 4. Adicionalmente, com o objetivo de visualizar a
forma da distribuicio dos retornos, serd estimada a densidade utilizando métodos ndo-
paramétricos.

Teste W de Shapiro e Wilk

O Teste W € definido como o quociente do melthor estimador da varidncia baseado
numa combinagdo linear de estatisticas de ordem. Portanto a influéncia das observagdes
extremas € menor. Assim, sejam Yy, Ve, ---, Vo as estatisticas de ordem, com mj = E[y(i)],
m’=(m;,My,....mr) € vij = Covly i),y ()], V=Ivi;] matriz TxT. Logo, a estatistica W ¢ defimda

CoOmo:
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T
Zalym

i=1
W= (2.8.1)
200 -9)?
i=1
. m'v-l 1 i .
onde a’=(a1,8,...,ar)= (' V-Iy-Tp 12 e ? ZIY(l) :

Os valores de W estdo entre 0 e 1 sendo que valores pequenos desse conduzem a
rejeicio  da hipdtese de normalidade. A distribuigBo do teste # pode ser encontrada na
referéncia. Experimentos Monte Carle com amostras pequenas (20) sugerem que o teste tem
poder nos casos de assimetria e cauda pesada. Aplicando o Teste W nas Séries Exemplo
obtemos que: nas Acdes, W=0,933 (valor P=0,0001) e na Taxa de Cdmbio W=0,982 (valor
P=0,0001), portanto rejeitamos a hipotese de normalidade.

Estimacdo Nao-paramétrica da Densidade

Na teoria de estimacio de densidades, a maior parte dos resultados referem-se a
observagdes independentes e identicamente distribuidas (ver Silverman, 1986). Para esse tipo
de dados, um dos estimadores mais utilizados € o estimador de Nucleo (Kernel):

1 -y\_ 1
=g 3K M) =y B es2

Para calcular efetivamente (2.8.2) ¢é necessario escolher o valor de # e definir a fungfio K(¢).
Escotha Otimas em determinadas condigdes (ver Silverman, 1986) sdo: K(@) igual a

1 1 .
Eexp[—igozj , e h =109 T vezes o desvio padrio amostral das observagdes.

Adicionalmente, as estimativas da densidade apresentam robustez 2 escotha do X(¢).

Utilizando o pacote STAMP 5.0 (Koopman e Harvey, 1995) encontramos as estimativas
da densidade para as Séries Exemplo. Na Figura 2.2 observamos que as densidades estimadas
sdo aproximadamente simétricas para as duas séries.

34



Caracteristicas Empiricas das Séries Financeiras

Por outro lado, na estimag3o de densidades para séries financeiras (dados dependentes)
Ait-Sahalia (1992,1996) demonstrou que sob determinadas condigdes de regularidade €
possivel obter uma seqiiéncia de estimadores de nicleo que convergem em distribuicdo a uma
distribuicio normal (dessa forma podemos obter limites de confianga para os estimadores) e
que o estimador da densidade é robusto a escolha de K(¢). Delgado (1995) utiliza os
resultados de Ait-Sahalia (1992) para estimar a densidade dos retornos de agdes da
TELEBRAS’ (num periodo diferente ao considerado neste trabalho e com retornos
deflacionados) chegando & conclusdo de que a densidade estimada € simétrica e apresenta
caudas menos pesadas do que a distribuicio normal. Esse resultado € uma das excegbes na
literatura sob séries financeiras. As séries financeiras tém densidades com caudas mais pesadas
que a normal devido 4 presenca de picos, isto ¢, valores mais altos ou baixos dos valores
esperados em uma distribuigio normal. Hoje existe na literatura um amplo consenso com
respeito a natureza ndo normal da distribuigdo dos retornos.

2.9 Outras Carateristicas Empiricas dos Retornos

Varios outros Fatos Estilizados que apresentam os retornos das séries financeiras
podem ser encontrados nos estudos de Bollerslev et alii (1994) e Ghysels et alii (1995).
Fazemos a seguir, uma breve apresentagdo desses.

Estudos como os de Black (1976), Christie (1982), Schwert (1989a), ilustram a
presenca de autocorrelagdio negativa entre os retornos dos ativos e a volatilidade, isto €, os
choques positivos produzem um diminuigio da volatilidade enguanto que os choques
negativos produzem um aumento da volatilidade. Esse fendmeno € conhecido como Leverage
Effect. O mesmo acontece para as taxas de cambio (Kim, 1989), e para a série do indice CRSP
{(Nelson, 1991; Harvey e Shephard, 1993c). Le Baron (1992) mostrou que a relagéio inversa
entre a volatilidade ¢ a correlagio serial nas agfes ¢ inusifadamente robusta a eleigdo de
varidveis como periodo amostral, indice de mercado, medida de volatilidade, entre outras.

Por outro lado, diversos estudos ilustram que os periodos de fechamento do mercado,
ou Non Trading Periods, produzem modificagdes no comportamento dos retornos. Por

"Neste trabalho também sfo estimadas as densidades de outras 3 séries brasileiras.
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exemplo, Fama (1965) e French e Roll (1986), encontraram que a informagio (news) acumula-
se mais lentamente no periodo de fechamento comparado ao periodo de atividade.

Como todo componente econémico, a volatilidade esta sujeita a influéncia de
determinados acontecimentos. Por exemplo, acontecimentos como o antiincio de pagamento de
dividendos ocasionam o aumento da volatilidade nas agdes (Pattel ¢ Wolfson, 1979,1981), Por
sua vez, Baillie e Bollerslev (1991) encontraram que a volatilidade é maior na abertura e
fechamento, tanto para as a¢des quanto para as taxas de cdmbio. Por outro lado, varidveis
macroecondmicas também produzem mudangas na volatilidade. Assim, Schwert (1989ab)
encontrou que a volatilidade nas aghes aumenta bruscamente nos periodos de recessfio ou
crigses, porém diminui nos periodos de expansio. Em outro estudo, Ziegelmann (1996) mostrou
que quanto maior é o volume negociado, maior é a volatilidade do indice IBOVESPA no dia
seguinte. Finalmente, Glosten et alii (1993) mostraram que existe uma relagiio positiva entre a
volatilidade das agGes e a taxa de juros.

Finalmente, alguns autores mostram que podemos explicar grande parte das
volatilidades de um bem negociado em varios mercados através de uns poucos fafores comuns.
O mesmo acontece ao considerar varios bens dentro de um mercado. Aplicagdes para a taxa de
cdmbio podem ser encontrados em King ef alii (1994) e Harvey ef alii (1992).

2.10 Conclusdes

As regularidades apresentadas pelos retornos das séries financeiras podem ser
classificadas de dois tipos. O primeiro corresponde as caracteristicas proprias das distribuigdes,
como forma e momentos, enquanto que a segunda corresponde a evolugdo temporal retratada
pela estrutura de autocorrelagio e da natureza nio-linear do processo gerador de dados. O
estudo dessas caracteristicas foi o objetivo basico deste Capitulo.

Os Fuatos Estilizados que caracterizam os retornos de séries financeiras ndo podem ser
explicados pelos modelos tradicionais de séries temporais (lineares). O tratamento dessas séries
requer a implementagdio de outro tipo de modelos que sejam capazes de reproduzir essas
caracteristicas empiricas. A seguir apresentamos uma discussio dos Fatos Estilizados
analisados neste capitulo e suas implica¢es na modelagem.
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i) A distribuigdo dos retornos geralmente € simétrica, o que implica que os momentos de ordem
impar sdo iguais a zero.

ii) Embora as médias amostrais sejam proximas de zero, € conveniente modelar os retornos
com nivel diferente de zero j& que mesmo valores muito pequenos nos retornos podem ser
importantes do ponto de vista financeiro.

iii} A distribui¢io dos retornos nfo € normal mas leptocurtica. A cauda ndo é muito pesada, o
que garante a existéncia de pelo menos quarto momento.

iv) Os retornos apresentam estrutura de autocorrelagdo de ruido branco (ou no maximo
autocorrelagdo de ordem um usando os testes das metodologias lineares), mas ndo sdo
independentes, evidenctando o carater ndo-linear dos retornos.

v) As fa.c da série dos quadrados dos retornos geralmente apresentam um comportamento
similar a ARMA(1,1), sendo a primeira autocorrelagio pequena, mas estatisticamente
significativa e as outras decaindo lentamente.

vi) A varidncia apresentadas pelas Séries Fxemplo € finita.

Dada a existéncia de valores extremos nas séries financeiras, uma caracteristica
adicional desta dissertagiio € testar a utilizagio de procedimentos robustos na analise e advertir
para o perigo de se obter conclustes deturpadas ao utilizar procedimentos convencionais.

Adicionalmente, ¢ dentro dos modelos nfo-lineares, é sugerido o uso de modelos de
varidncia condicional heteroscedastica como alternativa para modelar os retornes. O tratamento
detalhado da metodologia ¢ assunto dos Capitulos posteriores, nos quais mostramos como
esses modelos ajustam satisfatoriamente as Séries Exemplo.

Finalmente, os resultados obtidos neste capitulo para a Taxa de Cdmbio sdo similares
aos encontrados na literatura (ver referéncias no Capitulo 1).
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CAPITULO 3

MODELOS ARCH

3.1 Introdugio

Os modelos Autoregressivos de Varidncia Condicional Heteroscedastica (4RCH),
foram originalmente introduzidos por Engle (1982) para modelar a inflagdo do Reino Unido.
Em principio, o interesse foi tentar modelar os ruidos ou perturbagSes de modelos mais
complexos como os ARMA ou Regresséo, com o objetivo de melhorar as estimativas e obter
intervalos de confianga mais precisos. Posteriormente, essa abordagem, com suas vérias
extensGes, passarem a ser fortemente associadas a modelagem de séries financeiras e, em 1992
Bollerslev et alii (1992), constatam mais de 300 aplicagBes bem sucedidas nesta 4rea. Entre os
modelos mais importantes temos: GARCH (Bollerslev,1986)), IGARCH (Engle e
Bollerslev,1986), EGARCH (Nelson,1991). Em particular, 0 modelo GARCH(1,1) passou a
ser considerado como série benchmark para a analise da volatilidade nas séries financeiras
(Bollerslev et alii, 1992). Referéncias atualizadas desses modelos sio encontradas em
Bollerslev ef alii (1992) e Bollerslev ef alii (1994).

Nos modelos ARCH a varidncia condicional e varidncia ndo condicional s3o distintas,
sendo que a varifincia condicional depende apenas dos par@metros ¢ dos valores passados.
Devido a esse fato, a verossimilhanga é simples de calcular ¢ a inferéncia estatistica é facilitada.
Mesmos assim, nas aplicagdes tem surgido varios problemas na estimac¢fio dos parimetros em
modelos de ordens maiores, pela presenga de um grande nimero de restrigdes nos parimetros.

Dentro da abordagem ARCH, o modelo mais simples € o0 ARCH(1), o qual é definido

como:

Y, /1, #N(0,67)

ol =0+aY), ,

"Taylor (1986) props independentemente o modelo GARCH(1,1) chamando-o0 ARMACH
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onde, como foi estabelecido, Y; sdo os retornos e I; a informagio disponivel até o instante ¢,
I={ Yy, Yi1, ... }. Neste modelo percebemos que grandes desvios (com respeiio a media igual
a zero) ou um grande valor do quadrado do retorno produz um aumento da varidncia
condicional no instante posterior. Modelar a varifincia condicional como dependente dos
quadrados das observagdes tem um apelo natural e constitui uma forma muito elegante e
simples de gerar conglomerados de volatilidade.

Como comentado anteriormente, nos modelos ARCH, a volatilidade é dita observivel
pois ela € conhecida quando os parimetros sdo conhecidos. Essa € uma das caracteristicas
principais destes modelos. Uma vez estimados os parametros, por exemplo, pelo método de
maxima verossimilhanga, obtemos as estimativas da volatilidade.

A estrutura deste Capitulo € a seguinte: na Segio 3.2 séo definidos os modelos ARCH
de forma geral e apresentadas suas propriedades basicas, mostrando que sfo capazes de
reproduzir os Fatos Estilizados. A seguir, na Segdo 3.3, apresentamos 4 versdes (extensdes)
dos modelos ARCH que sdo produto de especificagdes diferentes da varidncia condicional. Na
se¢do seguinte, discutimos como ¢ realizada a Inferéncia utilizando os métodos de Maxima
Verossimilhanga ¢ Quase-Maxima Verossimilhanga, Os mecanismos para verificar a qualidade
dos modelos ajustados sfio assuntos da Segdo 3.5 com a discussic dos Testes de Hipoteses ¢
Diagnoéstico. Na seciio 3.6 apresentamos o processo de previsdo, com énfase na previsdo um-
passo a frente. Finalmente, na Se¢fo 3.7 ¢é realizada a aplicagdo da metodologia descrita no
ajuste das Séries Exemplo.

3.2 Definicoes e Propriedades Basicas: Fatos Estilizados
Seja {Y(6,)} um processo discreto (de retornos) com média e varidncia condicionais

parametrizadas pelo vetor 8 e ® c R™, com 8, sendo o valor verdadeiro valor’. Bollerslev ef
alii (1994) apresentam a seguinte defini¢io para os modelos ARCH:

> Em todo o Capitulo consideramos {Y} no lugar de {Y(9,)}.
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Definicdo 3.2.1

Seja I={Y}, Y1, ... Y1} a informagio disponivel até o instante ¢. O processo {Y,} segue
um modelo ARCH se satisfaz:

i ElY, /1,]1=0,
ii) ol =Var[Y,/1_]=E[Y?/I_,] depende ndo trivialmente da c-algebra gerada pelas

observagdes passadas ou informagéo anterior, isto € de I.,={Y..1, Y1, ... Y1},
Se o modelo ¢ ARCH, é conveniente expressa-lo como modelo produto;

Y, =08, (3.2.1)

no qual as varidveis €, = ‘/‘_2 constituem um processo de inovagdes padronizado. Com
Gt

efeito, fazendo uso extensivo da propriedade: E[.}1= E[E[./1;_;]], é facil mostrar isso:

1) Pela defini¢iio de G’ como fungdo de Iy, entdio:

Y,
Xt /1, 1= ——E[Y, /1,_11= 0, portanto E[Y,]= 0.

c% Jc%

Ele, /1iq]=E [

Y, Y,_ Y, .
2) Ele€y]=F[B—-—=%/1,_1]]= E[———F[Y, /1,_;11= 0, pela defini¢do 3.2.1.
Gt Ot 000
2 \G 1 2
3) Var[t-;t /It—1]=E[8t ;It—l]: E[T/It_]]=—2E[Y‘: /It_1]=1.
Ot Ot

Dentro da analise dos modelos ARCH, fodo o processo de inferéncia esta baseado no
processo das inovacdes {& }. Usualmente ¢ assumido que essas seguem uma distribuigio

invariante no tempo com quarto momento finito, como por exemplo, a normal. A suposig¢do de
invaridncia na distribuigio é assumida em todo o Capitulo.

A seguir, apresentamos algumas propriedades que mostram como os modelos ARCH

sdo capazes de reproduzir teoricamente alguns dos Fartos Estilizados apresentados pelas séries
financeiras.
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Teorema 3.2.1

Se o processo {Y:} segue um modelo ARCH e as inovagdes {g,} possuem distribui¢io

invariante no tempo com quarto momento finito ento:
i) {Y:} € martingale diferenca.
i} A autocovaridncia do processo {Y.} € igual a zero.

ifi) Se a variancia ndo condicional do processo {Y;} € finita entdio o processo {Y,} é ruido
branco.

iv) Se E[e} > 3, a distribuigdo de {Y,} tem cauda mais pesada do que a distribuigio normal.

v) Quando os momentos de ordem par de {Y,} existem, enifio a distribui¢io de {Y, }é
simétrica se a distribui¢io de g, também &.

Prova:

i) Do item #i) da Definiciio 3.2.1 temos que E|Y,} ¢ finito, logo o item i) da Defini¢io 3.2.1

completa a prova.

i) Como E[Y,Y;_¢]=E[E[Y,Y, /I {]1= E[Y,_E[Y; /1;_;11=0, e pelo item i) da
definicdo 3.2.1 entdo Cov[Y,, Y, . 1=0.

iii) Segue diretamente de 7i) e da defini¢io de ruido branco.

iv) E[Y}=EEote! /1 1=ElofEs! /1, {11=EofBle}]. Por sua vez, pela
desigualdade de Jensen temos que: E[of]Elef )= (E[of]}2E[ef], portanio
E[Y{ }> {E[o? 1}2E[e{]. Por outro lado:

Var[Y,]=B[Y? 1= E[Blo7e? /1, ]1=Elc?E[s? /1,_;]]=E[c?], em conseqiéncia a
EY;]

——t°_ > FJe?]. Finalmente, ja que E[e!]>3 obtemos o resultado
{E[Ytz]}z [ [] J q [ t]

curtese de Y, satisfaz:

desejado.
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V) Por hipétese E[Y™ '] < E[Y™] < para m=1,23... . Por sua vez, como a distribuigio de
&, € simétrica temos que E[e;™ ]=0 para m=1,2,3... Em conseqiiéncia:

E[Y?™ 11 = B{E[o?™ %6221 /1,11 = E[c?™ E[e?™ 1 /1,411 = 0.

Do teorema anterior percebemos que, especificando adequadamente as inovagdes €.,

os modelos ARCH podem gerar processos nfc correlacionados com média zero e com
distribui¢io simétrica. Além disso, quando a variancia ¢ finita (0 que depende da especificagdo
da varifncia condicional) obtemos processos de ruido branco. Por sua vez, a propriedade de
cauda pesada vale para quaisquer distribuigio de €, sempre que possua quarto momento finito,

a menos que a variincia ndo condicional seja constante. Com efeito, na prova de iv} a igualdade
na formula de Jensen s6 € satisfeita se E[o?] ¢ constante.

A ndo-linearidade ¢ mostrada examinando a f.a.c dos quadrados dos retornos, para o
qual precisamos especificar 0 processo da varidncia condicional ou volatilidade. Na segfo
seguinte sdo apresentados os resultados para alguns modelos propostos.

Por outro lado, mesmo no caso mais simples do modelo ARCH(1), é muito dificil
encontrar expressoes para a distribui¢do conjunta dos retornos. Essa é uma desvantagem
desses modelos e constitui uma das caracteristicas mais importantes com graves conseqiéncias
na predi¢do ¢ inferéncia.

3.3 Quatro Versdes dos Modelos ARCH

Nesta segiio sdo apresentados 4 versdes dos modelos ARCH junto com a discussdo das
propriedades mais importantes. Cada modelo € construido utilizando a expresséo (3.2.1) onde
o processo {g,} é assumido iid com média zero e varidncia unitaria e especificando a
equacdo da volatilidade. Na literatura encontramos iniimeras propostas para a varidncia
condicional, por exemplo em Glosten et alii (1993), Geweke (1986), Pantula (1986), Milloj
(1987), Higgins e Bera (1992), Engle ef alii (1987) e outras em Bollerslev ef alli (1994).
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3.3.1 ARCH (q)

Nos modelos ARCH (q) a varifincia condicional ¢ definida como:

6’=0+3a,Y:, ©>0 o >0i123,.q. (33.1.1)

i=1

onde as restrigSes sobre os parimetros s§o necessarias para garantir que a variancia condicional
seja positiva. Por outro lado, definindo as inovagdes’:

v, =Y -EB[Y /1 ,]1=Y -0, (3.3.1.2)
e substituindo-as em (3.3.1.1) obtemos:

q
Y. =o+v, +3a,Y,,
i=1

(- ﬁ‘;aiLi Y2 =0+v,,

ALY =0 +v,, onde A(L)=1- iaiLi e L € o operador de defasagem usual.

i=1

Dessa forma, o processo dos quadrados dos retornos apresenta uma estrutura AR(q) com drift,
0 que constitui uma evidéncia da ndo-linearidade nos retornos. Podemos observar que se o, =

0 para i=1,2,3,...q , entdo a varidncia condicional é constante e, nesse caso o processo { Y]} é

ruido branco.

Sob a suposi¢io gue as inovagbes {£,} sio normais, Engle (1982) demonstra que o

processo dos retornos € estacionario, se e somente se, a equagdo caracteristica associada
A(L)=0 possui raizes fora do circulo unitério. Nesse caso:

Var[Y,]= E[Y]= — 0.

q

-2«
i=1

*Parametrizaciio proposta por Pantula (1986)
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O calculo dos momentos de ordens maiores envolve expressdes recursivas que podem ser
encontradas em Engle {(1982). A modo de ilustragéo apresentamos o resultados para o modelo
ARCH(1):

© 302(1+01)
Var[Y, 1= E[Y?]=———, E[Y{]= ,
al¥il= B[V 1= =, HYfl= e
. 3(1-a5)
em conseqiiéncia , Curtose[Yt]=W>3 para o, > 0.
B!

Observe que essa expressio ndo depende de © e por outro lado s6 é valida quando 3aj <1,

caso contrario, a varidncia ¢ infinita.

Por outro lado, considerando que no ARCH(1) a série { Y} segue um processo AR(1),
entio as autocorrelagbes satisfazem; pj=af <(1/3)7 <058 (pois 3a’ <1). Em
conseqiiéncia, mesmo que a primeira autocorrelagdo seja grande, os valores das outras
autocorrelagtes tendem a zero rapidamente. Portanto, o modelo ARCH(1) ndo pode imitar o
comportamento empirico dos quadrados dos retornos (ver Capitulo 2), os quais apresentam
uma primeira autocorrelagiio pequena e as outras decaindo lentamente.

Ja que o processo {Y} segue um AR(q), podemos utilizar a metodologia de Box-
Jenkins para a identificagio do modelo atraves da fa.c e p.a.c.f Nesse sentido, experimentos
de simulagio efetuados por Bollerslev (1988) baseados em 1000 replicagdes mostram que,
mesmo com amostras pequenas de tamanho 100 e 200 a andlise do p.a.c.f conduz a eleigdo
correta da ordem do modelo ARCH. Entretanto, utilizando essa metodologia corre-se o risco
de fregiientemente super-parametrizar 0 modelo. Similarmente ac que ocorre nos modelos
AR(1)-SV, como discutido na Segiio 2.7, os intervalos de confianca (i.c.) tradicionais
subestimam a verdadeira largura dos i.c. das autocorrelagdes.

Como ¢é referido em Bollerslev et alii (1992), nas aplicagdes tem-se encontrado duas
dificuldades. A primeira esté relacionada com a dificuldade de estimar os pardmetros com as
restrigbes de forma a garantir qua a varidncia condicional seja positiva. Nesse sentido, uma
solugdo pouco satisfatéria é a proposta por Engle (1982), na qual é imposta a seguinte
estrutura para os pardmetros: o, = a0, sendo que os valores de &; séo especificados de forma

que a importancia das observagdes passadas Y diminui na medida que o tempo aumenta,
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q . P
a;>a; > ..> ag com 3 a; = 1. Mediante esse processo s6 temos que estimar um parimetro; o .

i=1

Estimar com restri¢des é uma das principais desvantagens dos modelos ARCH.

O segundo problema é que, na pratica, tem-se encontrado a necessidade de especificar
valores grandes de ¢, de forma a capturar o comportamento das fla.c dos quadrados dos
retornos que apresentam a primeira autocorrelacdo pequena e as outras diminuindo lentamente.
Portanto, ao ajustar modelos ARCH(q), eles serfic pouco parcimoniosos. Isso acarreta outra
dificuldade que é a de estimar os pardmetros sob um grande nimero de restrigdes. Para
contornar esse problema, precisamos encontrar modelos que possuam memoria mais longa.
Uma especificagio natural constitui o modelo GARCH proposto por Bollerslev (1986), que ¢é
assunto da subsego seguinte.

3.3.2 GARCH (p,q)

Com o objetivo de obter processos com memoria mais longa, modificamos a equagéo
(3.3.1.1) da seguinte forma:

& =x+ Y2 =k +DL)Y? (321
=1

onde D(L) = fln:iLi. Ao mesmo tempo, podemos parametrizar D(L) de forma a obter uma

representagéo finita e parcimoniosa na forma:

A(L)

D(L)ziT(L)’

(3.3.2.2)

com A(L)= iaiLi , B(L)= iBij ¢ as raizes de 1-B(L) fora do circulo unitidrio. Logo,
i=1 1

A(L
substituindo (3.3.2.2) em (3.3.2.1) obtemos: o’ =k+ - é (i’) Y?, ou equivalentemente:
[1-B(L)o? =«{1-B(L)]+A(L)Y?, isto é:
o} =0+ S, Y2, + 2Bl (3.3.2.38)
i=1 F
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onde p>0 @20 ©>0 ;20 B,20 i=1,2,..p j=1.2,..9. (3.3.2.3b)

Esse modelo denominado Modelo Generalizado Autoregressivo de Varidncia
Condicional Heteroscedastica; GARCH (p,q) foi proposto por Bollerslev (1986). Por sua vez,
o GARCH(1,1) foi proposto independentemente por Taylor (1986) com o nome de ARMACH,

Neste modelo, a varidncia condicional é fungdo tanto dos quadrados das observagdes
quanto das varidncias condicionais passadas. Nesse sentido, ¢ um modelo adaptativo mais
sofisticado que o0 ARCH(q). Por sua vez, na expressio (3.3.2.3a) € facil ver que se p=0 entfio
obtemos o modelo ARCH (q) definido em (3.3.1.1), e se p=q=0 entfo o processo {Y,} ¢ ruido
branco com variincia condicional (¢ ndo condicional) constante e igual a ®.

As condigbes (3.3.2.3b) foram impostas por Bollerslev (1986) para garantir que a
varidncia condicional seja positiva. Entretanto, baseados na representacdo infinita do modelo
GARCH (3.3.2.1), Nelson e Cao (1992) demonstraram que existem condigies menos
restritivas para algumas especificagdes. Em conseqii€ncia, a presenca de estimativas negativas
dos pardmetros nfo significa que o modelo esteja mal especificado ou que as estimativas sejam
ruins. Por exemplo, Nelson ¢ Cao (1992) ajustaram o modelo GARCH (1,2) a série de taxa de
cémbio Franco Francés/USS, e encontraram uma estimativa negativa para o parametro a,, que
esta dentro da regidio admissivel: @ >0, 0<B <1, Ba, +a, 20, o, 2 0. O modelo ajustado
apresenta AIC e BIC maiores que o obtido quando utilizadas as condigfes de Bollerslev. Por
sua vez, ¢ importante ressaltar que para o caso dos modelos ARCH (q) e GARCH (1,1) nfo ¢
possivel relaxar as condi¢des de Bollerslev.

Por outro lado, as condigfes para a estacionariedade do modelo GARCH{p,q) foram
encontradas por Bollerslev (1986). Temos assim que o modelo GARCH(p,q) definido por
(3.2.1) e (3.3.2.3) é covariante estacionarioc com varidncia igual a:

VarlY,]= , Se e somente se, iai + g:ﬁj <1,
i=1 F1

I—fﬁai—iﬁj
i=1 3

Por sua vez, Bougeroll e Picard (1992) apresentam condigGes para a estacionariedade e
estacionaridade estrita dos modelos GARCH (p,q).
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A evidéncia de ndo linearidade é encontrada através do estudo da série dos quadrados
das observagdes. Assim, substituindo (3.3.2.3a) em (3.3.1.2) obtemos:

q P
Y =0+ 2o YL + ZBjor; +w
i=1 §=1
m P
Y’ :c)+_}:i(ai +BIYE - _ZIij,_jwt, (3.3.2.4)
= F
Y=o+ [A(L)+ B(L)]Yt2 +[1-B(L)v1 , (3.3.2.4a)

onde m=max{p,q}. Dessa forma, {Y?} segue um processo ARMA(m,p) com drift. Portanto, a

série dos retornos € ndo correlacionada mas ndo independente.

Por outro lado, se fazemos q=0 em (3.3.2.4) obtemos:

p
le =0+ %BJd_J +wvt,
J:

1P —o-0-§8M.

1 . . , o s v
isto &, Y? =a[l- 2B;Li]" +w, em conseqiiéncia, o0 modelo é nio identificavel. Portanto, a
i=1

menos que p=0, q tem que ser maior que zero.

Tal como nos modelos ARCH(q), o processo de identificagio pode ser realizado
aproveitando a estrutura de autocorrelagtes e autocorrelages parciais dos quadrados das
observagBes que exibem um comportamento similar aos modelos ARMA(p,q). No caso do
GARCH (1,1) experimentos de simulagiio efetnados por Bollerslev (1988) mostram que os
resultados sfo satisfatorios. No entanto, na literatura ¢é freqiiente a escotha do modelo através
de critérios como o AIC ou BIC, ver Sec¢do 3.5.

Como serg discutido na subsegdio 3.5, o diagndstico do modelo ¢ realizado através da
o . . ~ Yt C .
estimativa dos residuos, definidos como e=2" Nas aplicagbes empiricas com modelos
t
GARCH, supondo inovagdes normais, tem-se encontrado que a distribuigio dos residuos
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apresenta cauda pesada. Para contornar esses problema Bollerslev (1987) introduz o usc de
inovagGes com distribui¢o -Student Padronizada®, cuja fongdo de densidade é:

[{\H- 1]
f(Si) = l_(\’) 2 ! w1 (3325)
E v—2 [1+ €] jl 2

v—-2

onde v > 4 para garantir cauda pesada.

Qutro aspecto observado empiricamente nos ajustes de modelos GARCH em séries
financeiras € que os valores de p e g raramente sfio maiores que dois e que a contribuicdo dos
termos de ordem superior a um sdo insignificantes (Pagan, 1994). Nesse sentido, de longe o

modelo mais utilizado e com bastante sucesso é o modelo GARCH(1,1). A seguir
apresentamos uma breve discussdo deste modelo.

3.3.2.1 GARCH (1, 1)
No modelo GARCH(1,1), a variancia condicional segue a formula:
o, =o+aY], +Bo;, . (332.1.1)

O calculo dos momentos envolve operacgdes recursivas. Bollerslev (1986) mostrou que
uma condigio necessaria e suficiente para a existéncia de momentos de ordem 2m ¢ °:

m [ It . . i .

n= Z{ .]aja’ﬁ“‘" <1, a=1, a,=II{2j-1) j12,..
B0 ) =

nesse caso, temos que:

E[Y™]=a [nlila"'E(an)a“"[ " ]ﬂ][l—’ﬂ]_1
t — “%m o L 1 0 m-—n :

*Possuc média zero e varidncia unitaria.
* Assumindo que o processo comega no passado com os primeiros 2m momentos finitos.
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Em particular, se 3o’ +2af+B*> <1 entdo o quarto momento existe e obtemos:
30’ (1+a+B)
(1-a-p)1-B* - 208 -30”)

®
EY = — E[Y}]= . Portanto, a curtose € igual a:

B

Curt]Y,]= 3(1-(x+B)")
1-B% —2ap—3a

- que € maior que 3 paratodo a = 0.

Nelson (1990)° ¢ Bougeroll e Picard (1992) derivam uma condigio necessaria e
suficiente para provar a ergodicidade e estacionaridade estrita do modelo GARCH (1,1). Sendo
@ > 0, o modelo GARCH(1,1) definido em (3.3.2.1.1) € ergddico estritamente estacionario se e
somente se E[log(B +asf)] <0 onde {&.} é o processo de inovagdes padronizado definido em
(3.2.1). Adicionalmente, ja que a fungdo log(.) é cOncava, entdo pela desigualdade de Jensen
temos que: E[log(B+age?)] <log(E[B+oe?]) =log(B+a). Logo, se o+P<1, entdo
Ellog(B+oe?)) <0 e, consequentemente, o modelo GARCH(1,1) é estritamente ergodico e

covariante estacionario.

Pela expressio (3.3.2.4) o processo {YZ} no GARCH(1,1) ¢ da forma ARMA(L,1)
com parametro autoregressivo (ot+J) e pardmetro de média movel (-f). Portanto, supondo
que o quarto momento de {Y:} € finito, a p.a.c.f é em geral finita ¢ dominada por uma
exponencial e, a fa.c &

Jaa*as—sﬂ
P (T)=1 1-20p-p’ =1 (33.21.2)
‘ @+B)p,

Supondo que o quarto momento existe € possivel mostrar (Bollerslev, 1988) que as duas
primeiras autocorrelagGes satisfazem:

szpf
p,<p,, 0<p <1/3
p, <(2/3+2%p,(1/3-pI)" - p})p, 1/3<p; €4/1/3=058 .

*fornece formulas para avaliar as condigBes de estacionaridade no caso que a distribuicio condicional dos
retornos seja normal e Cauchy.
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Analogamente ao ARCH(1), a primeira autocorrelagdo é menor que 0,58.

Quando o € pequeno e o+ P grande, a fa.c dos quadrados das observa¢Bes num
modelo GARCH(1,1) apresenta um comportamento que aparece freqlientemente nas séries
financeiras (assim como também as Séries Exemplo), isto €, a presenca de uma primeira
autocorrelagio pequena e as outras diminuindo lentamente. Esse € um dos motivos do sucesso
do modelo GARCH(1,1) na modelagem das séries financeiras. Nas aplica¢Ges, fregiientemente
o ajuste dos modelos apresenta valores para o+ muito proximos de 17. As conseqiiéncias
desse fato sdo exploradas na subsegfo seguinte.

3.3.3 IGARCH (p,q)

Levando em consideragio o fato de que nas aplicages empiricas com modelos

q
GARCH(p,q) as estimativas de iai + ZB i sdo muito proximas de um, Engle e Bollerslev

=l =l

(1986) propdem o modelo GARCH Integrado: IGARCH, o qual ¢ definido como (3.3.2.3a)
q

syjeito A restricio iai + ZB j =1. O modelo mais utilizado nas aplicagGes empiricas ¢ o
i=1 j=1

IGARCH(1,1).

Existem duas conseqiiéncias importantes da defini¢io desse modelo. A primeira é que
pelo Teorema de Bollerslev, 0 modelo IGARCH ndo ¢ covariante estacionario e, a segunda é
que o efeito dos chogues na varidncia condicional permanece indefinidamente. Este fato esta
relacionado ao conceito de Persisténcia, que serd discutido logo a seguir. Com efeito, pela
expressiio (3.3.2.3a) com a condi¢gio A(L)tB(L)=1, temos que:

YZ =0+ A(L)Y? +B(L)o7 ,
ot

© 2
R ¢
1-B(L) '°

7 Ver Bollersley et alii (1992) e Taylor (1986). Nesse Gltimo estudo sfo ajustados modelos GARCH(1,1) ou
ARMACH para 40 séries financeiras. Com exceglio de 6 séries, os valores de o + 3 sdo maiores ou iguais a
0,97. Entretanto, como mostram Lamoreanx € Lastrapes (1990) no estudo de 30 séries de agBes, ao incorporar
na variincia condicional do GARCH(1,1) mudangas estruturais, as estimativas de o + B sdo bem mais baixas
quando comparadas com as estimativas sem considerar as mudancas estruturais.
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e, considerando que Y# = &¥c7 obtemos finalmente,
©

(1-BL)(1-¢t)’
portanto o efeito dos choques na varidncia permanece indefinidamente.

t

Apesar dos modelos IGARCH ndo serem covariante estacionarios, Geweke (1986) e
Nelson (1990) mostraram o importante resultado que esses modelos sdo estritamente
estacionarios € ergbdicos. A existéncia de modelos com essas caracteristicas dificuita uma
defini¢iio Gnica de persisténcia, sendo necessario, portanto, distinguir dois tipos de persisténcia®
, 08 quais sfo definidos considerando a natureza da convergéncia dos processos {0'% }.

i) Convergéncia em distribuicio: considere uma sequéncia {c?} e denote por F(of ) a fungdo
de distribuigio acumulada (fd.a.) de {67} e por Fs(of ) afd.a de {o7} dada a informagiio até
o tempo s<t, I,. Caso, para qualquer s {Fs (67 )- F(o} )} convergir para O quase certamente
para  todo ponto de continuidade quando t — oo, isto é, a informagfo no tempo s ndo
influencia a distribui¢io do processo quando t — w, dizemos que os choques nfo persistem na
distribui¢do de {c%}‘ Uma condi¢fio suficiente para que ocorra essa convergéncia € que {o%}

seja ergodico e estritamente estacionario.

i7) Convergéncia nos momentos: a influéncia dos choques nfio persiste indefinidamente em
{0'%} $€ para quaisquer s, E[c:)%‘l /1s] converge a uma constante que independe de I, quando

t—> o0,

Como no GARCH(1,1), E[O’% /141 converge A varidncia ndo condicional ﬁ
-.-—a_

quando t-»>w e além disso o processo {67} é estritamente estacionario e ergodico,
consequentemente sob os critérios #) ¢ #) concluimos que no GARCH(1,1), o efeito dos
choques nio permanece indefinidamente na varidncia condicional. Em vérias especificagdes
GARCH(p,q), existe conflito entre os critérios i) e 7} pelo fato, j& mencionado, de que os
processos sio estritamente estacionarios e ergodicos, mas podem nfio possuir momentos finitos
(para alguns valores de n). Ja nos modelos IGARCH, os choques nio persistem segundo o
critério de distribuicdo #), mas persistem segundo o critério ii) pois E[O‘%n /Ig]—> o quando
t—>w Vn,

¥ Em Nelson (1990) sio introduzidos os tipos de persisténcia.
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Embora o efeito dos choques possa ndo influir indefinidamente, o decaimento da sua
influéncia pode apresentar diferentes velocidades. Desta forma, além da escolha do tipo de
persisténcia € necessario encontrar uma forma de medir essa velocidade de decaimento. Como
anotam Bollerslev ef alii (1994), na pratica, a escolha do tipo de persisténcia depende dos
objetivos do estudo (estimagZo ou previsdo) e por outro lado, da facilidade para calcula-la.
Assim, no modelo GARCH(1,1) a persisténcia (p) ¢ usualmente definida como o +p. Nesta

defim¢do um valor igual a 1 indica ndo convergéncia em momentos.

Por outro lado, uma medida auxiliar que permite melhor interpretagdo da persisténcia p
¢ a meia-vida (half-life), mv, a qual é definida como:

_ -log(2)

oa(s) (3.3.3.1)

A meia-vida mede o periodo de tempo {por exemplo nimero de dias de funcionamento de
mercado) necessario para que o efeito de um choque na varidncia condicional diminua até a
metade.

3.3.4 EGARCH

Motivado pelos trabalhos de Pantula (1986) ¢ Geweke (1986), Nelson (1988, 1991)
propds o modelo GARCH Exponencial, EGARCH, na tentativa de sanar as seguintes
deficiéncias dos modelos GARCH:

i) Apresentam dificuldades na estimagéio dos pardmetros com restrigdes.

ii) Ndo incorporam Assimetria: diversos estudos como os de Black (1976) e Christie (1982), e
as referéncias em Bollerslev er afii (1992, p.24) encontraram evidéncia que os ativos s3o
correlacionados negativamente com mudangas na volatilidade, de forma que os retornos
aumentam quando ha um excesso de retornos menor que o esperado e tendem a cair quando ha
um excesso de retornos maior que o esperado. Conforme visto no Capitulo 2 isso é conhecido

como Leverage Effect.
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iii) Dificuldades em interpretar a Persisténcia ja que alguns modelos (DGARCH podem ser
estritamente estacionarios mas ndo covariante estacionarios.

O modelo EGARCH ¢ definido seguindo a forma usual de modelo produto como:

Y, =08, com {&} iid e E[e,]=0, Var{g, ]1=1,

im . . - . 9
no qual a varidncia condicional esta definida por

In(o?) =%, + 3 0.8(e, .) (334.12)

com a fungio g(.) especificada usvualmente como:

g(e,) =0, +fe.| - Ek.| . (3.3.4.1b)

onde {xi}{=*% e {§,}r., sdo seqiiéncias nfio estocasticas de niimeros reais ¢ 6 ¢ uma
constante real. O processo {g(e,)};="° éiid com média zero e, portanto, constitui a inovagio
do processo da varidncia condicional em (3.3.4.1a). Por sua vez, supondo {xt} como uma
segiiéncia de constantes o modelo é mais simples. "

Com o objetivo de incorporar chogues com distribuig¢des que apresentam cauda pesada,
Nelson (1991) sugere o uso da Distribuigio do Erro Generalizada (Generalized Error
Distribution, GED), sendo a versdo padronizada a seguinte:

v

[ e

vexp —0.5-> >

fe,) = pL xJ com A= 2[TJ =2 (3.3.4.5)
¢ L gyl | v/ \v

A2V :J
onde

A% (2
E[|8t|]=—mf_,#:

® Parametrizagfo diferente do modelo proposto por Neison (1991)
®Nelson(1991) numa aplicagfio empirica utiliza a seqiiéncia {k.} como nfio constantes para medir o efeito dos
dias nos quais o mercado nfo funciona.
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Nesta distribui¢io, v é o pardmetro responsavel pele peso das caudas. Assim, quando v>2

(v<2) a distribuicio apresenta caudas mais (menos) pesadas que a normal. Se v=2 a distribuigio
GED torna-se normai padrfio e, nesse caso, Efls,|]= ,/2/11 .

A discuss@o a seguir visa comentar as propriedades do modelo EGARCH que tratam as
deficiéncias dos GARCH citadas anteriormente. Primeiro, com relagfo ao item i} fica claro pela
defini¢fio (3.3.4.1) que na formulagiio do modelo EGARCH, nfio precisamos restrigSes nos
parimetros para garantir que a varidncia condicional seja positiva.

Por outro lado, o efeito assimétrico dos choques na varidncia condicional € introduzido
nas inovagdes {g(g,)} através do parametro 0. Com efeito, em (3.3.4.1b) temos que:

{(em)at g >0
Blen)= (0—-De: & <0

Se 0=0, um choque positivo (g > 0) produz o mesmo efeito na volatilidade que um choque
regativo da mesma magnitude. Por sua vez, se —1<0<0, um chogue positivo aumenta a
volatilidade menos que um choque negativo. Finalmente se 6 < -1, um choque positivo reduz a
volatilidade enquanto que o choque negativo aumenta a volatilidade. Portanto, em geral se
8 < 0 temos evidéncia de Leverage Lffect.

Finalmente, Nelson (1991, p. 351-353) demonstra através de dois teoremas a existéncia
de coeréncia nas defini¢tes de persisténcia i) e i) da Secdo 3.3.3. Apresentamos isso na forma
de um Teorema:

Teorema I

Quando a distribuigio de {g,} ¢ GED com v> 1 (isto €, com cauda menos pesada que a

cauda da exponencial dupla) e se kZd)i <w entdo, o processo das observactes {Y,} e o
=1

processo das varidncias condicionais {c?} é ergddico, estritamente estacionirio e possui todos

os momentos finitos, o qual implica, por sua vez, ser covariante estacionarios,
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Por outro lado, na modelagem, precisamos expressdes parcimoniosas de (3.3.4.1).
Nesse sentido, € conveniente representar o modelo na forma ARMA. Assim, de (3.3.4.1):

In(e?) =k, + m(L)g(e, ;) (3.34.7)

no qual : n(L) =¢, +$,L+¢,L*+ .. Dessa forma, parametrizando esse polindmio como:

+1 .
c.lZwiLl—l
m(L)=—"=5—— (3.3.4.8)
1- XA L

=1
e substituindo (3.3.4.8) em (3.3.4.7) obtemos:

p . q-+1 .
[1- EA JL'1In(e?) =x, +[i§1\piLH lete,.,)-
Portanto, pedemos definir o modelo EGARCH (p,q) como:;

In{oy) =k, + éA j ln(Gf_j)+‘gwig(e¢_i) (3.3.4.9)

Esse modelo ¢ identificavel quando os polindmios [?}j_{lwiL“’] e [1— jéA jL’} possuem raizes
diferentes. Dessa forma, pelo Teorema 1, os processos {c’ } e {Y, } sfo estritamente
estacionarios € ergodicos se ¢ somente se as raizes de [I—EA jL‘} estdo fora do circulo
umitario.

Por outro lado, o fato de trabalhar com o logaritmo da varidncia condicional ¢ a forma
de introduzir a assimetria fazem com que as expressdes dos momentos para os modelos

EGARCH sejam complexas. Essas expressOes podem ser encontradas em Nelson (1991)
supondo que a distribui¢3o das inovagdes ¢ GED.
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3.4 Estimacio

Entre os métodos paramétricos para estimar modelos ARCH, o mais estudado e ao
mesmo tempo o mais utilizado nas aplicagBes empiricas ¢ o Método de Miaxima
Verossimilhanga (ML). Esse procedimento ¢ desenvolvido sob a suposi¢io de que é conhecida
a distribuicio das inovagOes, seja normal, #-Student ou do tipo GED. Outra alternativa é fazer
use da metodologia desenvolvida por White (1982) nomeada Método de Quase-Mixima
Verossimilhan¢a (QMI) na qual assume-se que a distribuicdio das inovagdes pertence a uma
familia proxima’ a normal. O objetivo da presente se¢io é apresentar de uma forma breve e
sem rigor a estimagiio nos modelos ARCH através dos métodos ML e QML. Essas
metodologias sdo desenvolvidas para o caso mais geral de um modelo de regressio com
perturbagdes que evoluem como um modelo ARCH'Y?. O conteido desta segdo segue
basicamente a abordagem de Bollerslev et alii (1994).

3.4.1 Método de Maxima Verossimilhanca

Seja o processo dos retornos {Y:} e a amostra disponivel: {y,y, ..., yr}. Trabalhamos

com o modelo:

Y, =u, +Y, (3.4.1.1a)
Y, =og, (3.4.1.1b)
ht =0'3 (34110)

onde u, =FE[Y,/1,_,]¢é a media condicional do processo, a qual pode admitir defasagens e
{s,} é um processo iid com E[e,]=0, Var{g,]=1 e densidade f{g). Como foi mencionado
anteriormente, todo o processo de inferéncia esta baseado nas variaveis {g,}.

O vetor de parimetros do modelo (3.4.1.1), ¥ = (@',T) possui ordem (m+k)x1, onde
® corresponde aos parametros da média e vaniancia condicionais do ARCH, cuja ordem ¢
(mx1) e I"corresponde aos pardmetros de perturbagdo da densidade f{g).

1A distribuigio estd a uma distincia especifica seguindo a métrica de Kullback-Leibler.
(s mesmos principios podem ser utilizados na derivagiio dos resultados para um modelo ARMA com
inovagdes ARCH, O primeiro tratamento desse modelo foi dado por Weiss (1984),
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A fung8o de distribuigio conjunta das observagdes € dada por:
fyr,...yr)=f(y1 (y2 /y1). . £T /y1,¥2,..,¥11)
e 0 Log-Verossimilhanga:

LYy =logf(y1,y2,....y1)

T T
=logf(y1)+ 2. logf(yi / y1,...,yi1) =log f(y1)+ X log f(yi / Tict). (3.4.12)

i=2 i=2

Existem duas formas de tratar a expressdo anterior. Freqiientemente, a contribui¢io de logf{(y1)
na somatoria em (3.4.1.2) é desprezivel, e pode ser considerado como zero. No ARCH(1),
experimentos de simulagio com amostras pequenas {100 observagdes) realizados por Diebold
e Schuermann (1992) mostram que a inclusio do termo logfly;) na estimagdo, produz
modificagdes insignificantes nas estimativas. Um segundo enfoque ¢é considerar a formula
(3.4.1.2) como a log-verossimilhanga condicional & observagdo y;. Como observam Bollersiev
et alii (1994, p.21) essa abordagem ndo compromete as propriedades assintoticas dos
estimadores. Em conseqiiéncia, na parte restante do Capitulo consideramos que:

L(¥) = _%2108 f(y; /1i-1) (3.4.13)

E conveniente expressar a relagdo anterior como fungfio das inovagdes {g,}. Nesse sentido, em

3.4.1.1) considerando que i = Wi +0;8; =0fg; 13, entio &, =¢ '(y, :Xi_—ui* e
q y 1 1

S;
dp”' (y;) _ 1 _
7 N

0
f)’i”i—l (w)= fgiu;_l (o™ (W))"é;v"(l)_l (W)‘ 5

172

1
h,

1

, portanto:

3
w-i, | 1
fyi”i—l (W) = fﬁiﬂi—l[ G. ) .Jh_ ]

3 O simbolo ¢(x) evidencia que a varidvel em questdo é fingdo de x.
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w— L 1
logf,, 5, , (W) = log fﬁiﬂi—l [“?] "2 log(h;) ,

1
na discuss3o posterior nic colocamos explicitamente a variavel w a qual é suposta entendida.
Assim;

logf(y, /1, ) =logf(e, /1, ,) - 05log(h,) (3.4.1.4)

e, substituindo (3.4.1.4) em (3.4.1.3) obtemos:

T T
L(¥) = S logf(g; /T;1)— 055 log(h;) (3.4.1.5)

i=1 i=1

Para um valor ¥, = (I,,®,) condicionada a algumas informagdes iniciais, a seqiiéncia
de varidncias condicionais h; pode ser calculada e por sua vez, utilizadas no calculo da log-

verossimilhanca em (3.4.1.5). Por exemplo, no GARCH (1,1) precisamos conhecer hyvy, by,
., hye yipi, Yipsz , ... Vo. Nesse caso, Bollerslev (1986) sugere o uso de:

h; =67 j=ptlpt2, .. 0 , (3.4.1.6)

onde G® ¢ a varidncia amostral de {yi} i=1,2,...,T, enquanto Shephard (1994b) sugere utilizar

a variincia amostral dos primeiros 20 valores.

Uma vez calculada a verossimithanca, essa pode ser maximizada utilizando algoritmos
apropriados de otimiza¢do. Entre outros temos o Méfodo do Escore, utilizado por Engle (1982,
p.997) e o Algoritmo BHHH (Berndt, Hall, Hall ¢ Hausman, 1974) utilizado por Bollerslev
{1986, p.317).

A principal quantidade envolvida no processo de maximizagio ¢ o Gradiente, o qual pode ser

calculado numericamente através de diferenciacio numérica em (3.4.1.4), ou de maneira
analitica. Com efeito, assumindo que logf(s, /I, ,), 4, € h=c; sfo diferenciaveis em ¥

obtemos que o gradiente da log-verossimilhanga (VL) € igual a:

T
VL(®)= VLAY, ¥ (9) = 8,03, 9), (3.4.1.7a)
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onde 0s escores s; de ordem (m+k)x1 estfo definidos como;

Ologf(yi /1)
v

s;i(yi /W)= (3.4.1.7b)

Logo, o estimador ML é a solugio das (m+k) equagdes ndo-lineares dadas por VL(P)=0, e
pode ser calculado utilizando, por exemplo, os algoritmos mencionados anteriormente.
Explicitando a equagdo (3.4.1.7b) com ajuda de (3.4.1.4) temos:

Ologfis; /I;. 1 8log(h;
si(yi /') = —2 Ff:P 1)-5 (;gé, ).

Nas aplicagdes, a densidade das inovagdes & € invariante no tempo. Na discussio a seguir
consideramos f(g; /Li-;) =1f(g;) . Por sua vez, ja que f(g;) depende so de I e h; depende s6

de ©, entéio trabalhando na expressdo anterior obtemos:

1 6f(ei)“ 1 Bhi_f'(ei)aai_ 1 &h;

iy /W)= = 3418
SO R =303 0% 2h ov - ) 0©  2h; 00 (34.18)
of (s, .
onde f'(g,) = ﬂ Para avaliar efetivamente s; resta calcular %: , assim:
or o0
& _o(v ) ,.0(1) 1
00 00\ Jh, ) 0O, ) b
Y, Y, - O, ol 1 1 oh,
e como GE:) _Q Ex;i‘) - a‘g , 56[7_11—:}: 2h"3"2~g®‘— entgo:
aai 1 e 312 ahl 1 al'l'l
—=——Y. h; — 3419
em conseqiiéncia, substituindo (3.4.1.9) em (3.4.1.8).
fI(Si) | —3/2 ahi 1 aqu 11 ahi
i(yi /W)= ——Y; h; - -
s /%) f(ai)[ 2 20 ‘/Ea@} 2 h; 60
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e 1 [fE) ] PE) 1w
S‘(Y’I\P)_Zhifﬁ‘@{f(ai) 1} f(e:) yh; 00 (3.4.1.10)
Y-

comg; = JE .

Substituindo (3.4.1.10) em (3.4.1.7a) obtemos o Gradiente VL(¥)e, dessa forma, o estimador

de maxima verossimilhanga é encontrado resolvendo as (m+k) equagSes ndo-lineares de

VL(¥)=0. Finalmente, uma vez especificado f(g:), encontramos %)2 Na Tabela 3.1
€i

apresentamos os resultados para as trés densidades usualmente utilizadas como inovagdes nos
modelos ARCH que foram apresentadas na se¢fio anterior.

Tabela 3.1
]
Valores de f(( ) para as densidades normal, -Student ¢ GED
€
Densidade Pardmetros de f(e) (&)
Perturbacdo f(e)
1 2
Normal Nenhum' f(g)= —— e 0% -
V2n
t Studenr(u) v ]{%1) 1 ...:M
£(s;)= o e’ +(v-2)
K2l & }T
2 )
GED A% b |_ t ¥ -l
vexpi_—()j - J .
A vie
f(at) = wirt 1 _035“ K
A2 1{—) 8
\
N =27 HIGvY)

! A distribuig&io depende exclusivamente da média e varidncia condicionais.

a

by,

v >4 para garantir canda pesada.
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A seguir apresentamos na forma de exemplos, as express@es dos escores para dois
modelos suponde que as inovagdes {€;} possuem distribuigio normal, em cujo caso
f(e)
f(e)

Fxemplo 3.1: Modelo de Regressdo com perturbagdes AR(q)

Seja 0 modelo:

Yt =X}B+ Yt‘ P

q
h, =w+> o;¥7%,
=

onde X'=(X;, X2, ..., X, ) sio variaveis exdgenas. Na notagio de (3.4.1) n, =XiB e,
como as inovagles sio normais entdo; VY =0= (E, W,0) cuja ordem é (r+l+p) €
&) Y-

f(e) Jhi

. Substituindo esse valor em (3.4.10) obtemos:

L o (Y- XiB)? _1} (Ye - XiB) dut

“2ht 00| b hh 0

¢ dado que:

%=(Xt,6)’ .

I 1 7 ’
& %P . éai (et =X 2 | = L-ziaix;gi (Yoi - x;_i'ﬁ),a(ﬁ)}

i=1

onde 8() = (L (Y11 - Xi4B)2, (V-2 ~ Xi2B)2, .. (Yieg — XigP) 2} ¢ vetor gl e

0 & vetor (g*+Dx1. Portanto:

b (e - X582 ( - - B "J, (Yei - XiiB)
St__{th Y }L_zglmxt"im_’_xt‘iﬁ WB he
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FExemplo 3.2: Modelo AR(1) com inovagdes GARCH(1, 1)
0O modelo é definido como:

Yi =pYi1 +Y¢ ,
he =@ +0Ye 5y + Bhi-1,

sendo Ht =th_l’ Y=0= (p,(D,OL,B) ¢ f,(S) =—-E£= Yi —Hi

f(e) vhi

. Logo, substituindo:

oLt .
% - (th“‘]JO:O?O)
oht .
0 - (2a(Yt—1 — pYi-2)Yi-2,1,(Ye-1 - pYi-2)? ,ht—l)

em (3.4.10) obtemos a expressdo para o escore:

1
s = a—g((Yt - pYi1)? - he)(20(Yeer = pYeez) Yoz, L, (Y1 — pYiz)?, heet )T
14
Y: —0Y,-
+ w(“_l, 0)030)’1

h¢

Incerteza dos estimadores MI.

Para alguns modelos econométricos € possivel mostrar que a distribui¢fo assintotica dos
estimadores de maxima verossimilhanca ‘¥, satisfaz:

D
(¥- %) >N, T6Y (.4.11)

onde I ¢ a matriz de informagio', a qual pode ser avaliada de duas formas, através das

matrizes:

0 subindice “0” indica que as quantidades estdo avaliadas no verdadeiro pardmetro.
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T
A, _%ZE[M} u Bo —_ZE[SI(YI ! Wo)s5i(Yi / Vo) ]
= 1—1

¥Estimadores consistentes dessas matrizes sdo:

-

T
A= Zasl(Y /‘P)

7 (3.4.12)

~

i

T!
-1
T

Z[si (% P)si(Y; 1 9y ] (3.4.13)

Se 0 modelo est4 corretamente especificado entdo A=B,, em cujo caso a eleicdo de A ou B
esta baseada na facilidade de calculo dessas matrizes.

Em modelos ARCH, com excecdo dos modelos ARCH(q), GARCH(1,1) e
IGARCH(1,1), ndo foi demonstrada ainda a veracidade da expressédo (3.4.11).

Existem poucos estudos relacionados com as propriedades de normalidade assintética
dos estimadores ML em amostras finitas. Entre eles, Engle e al/ii (1985) mostram que para
tamanhos de amostra muito pequena (25,36,49,64,81) os estimadores do modelo AR(1) sdo
viciados.

Por outro lado, experimentos de simulagdo com amostras de tamanho 500 realizados
por Lumsdaine (1995) nos modelos GARCH(1,1) e IGARCH(1,1) mostram que as
probabilidades de inclusio (coverage probabilities) de 90 e 95% na maioria das vezes
subestima os niveis atuais e, no GARCH(1,1) essas probabilidades estdo proximas dos niveis
tedricos. Por sua vez, a estatistica ¢ correspondente a o possui distribui¢io assintotica
razoavelmente proxima da normal com assimetria a esquerda, especialmente para os
IGARCH(1,1). As estatisticas ¢ correspondentes aos pardmetros () e [} possuem distribui¢Ges
que estio muito afastadas da normal e apresentam forte assimetria a direita e a esquerda
respectivamente. A assimetria € severa para o caso dos IGARCH(1,1). Esses resultados
indicam que no caso dos modelos IGARCH(1,1) sdo necessarios tamanhos de amostra muito
grandes para realizar inferéncia; em particular Hong (1987) encontrou que sdo necessarias 5000
observagdes ( aproximadamente 20 anos de retornos diarios).
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O calculo das derivadas analiticas nos modelos ARCH ¢ dificil para alguns dos modelos,
sendo necessario recorrer ao calculo numérico dessas expressdes. Nesse sentido, do ponto de
vista computacional ¢ mais facil trabalhar com (3.4.13). Experimentos de simulagfo realizados
por Bollerslev ¢ Wooldridge (1992) com amostras pequenas mostram que sob certas condigdes
de regularidade as estimativas encontradas através do algoritmo BHHH sio satisfatorias.

Por outro lado, se a matriz I for diagenal, o calculo dessa fica simplificado e pode ser
realizado em duas etapas. Isso é possivel para alguns modelos ARCH, como por exemplo para
o modelo de Regressio com perturbagdes ARCH(q) (Engle,1982), mas ndo para outros como

os EGARCH (Nelson, 19881991) ou ARCH-M (Engle et alii, 1987). Assim, seja
0 =(0,,0,) onde 0, parametriza a média condicional v, e 8, parametriza a varidncia

.. ) 0 . . .
condicional; h,, considerando que E.Ei =0, entio a matriz I é diagonal sempre que as

2

. . . . . h
inovagdes sejam normais e sob certas condigdes de regularidade de tal forma que -29—‘ =0.A
1

estimacgiio em dois estagios consiste nos seguintes estagios:

i) Obter um estimador consistente dos parimetros da média condicional (ﬁl) através do
método de Quadrados Minimos (OLS).
ii) Baseados nos residuos de /) estimar 0, pelo método de maxima verossimilhanca. Esses

estimadores sdo assintoticamente eficientes.

O procedimento apresenta duas desvantagens; a primeira é que a perda de eficiéncia pode ser
muito grande (Engle, 1982) e a segunda que os erros padrdo das estimativas precisam ser
corrigidas, por exemplo, pelo método de White (1982).

3.4.2 Método de Quase-Maxima Verossimilhanca
Como mencionado na subse¢io 3.3.2, nas aplicagdes empiricas com modelos ARCH é
freqiientemente observada a presenga de cauda pesada na distribuigBo dos residuos. Nesse

sentido ¢ desejavel verificar se as propriedades de consisténcia e distribuicio assintdtica dos
estimadores de maxima verossimilhanga (ML) sdo robustos 4 normalidade nas inova¢Bes {st}.
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White (1982) demonstrou que em alguns modelos econométricos € possivel definir uma
familia de distribuigBes para {g¢} proximas da normal’’® de forma que os estimadores obtidos
pela maximizacio da verossimithan¢a construida sob hipotese de normalidade (WQML) sdo

consistentes ¢ satisfazem (assintoticamente):;

D
("PQML - %) —)N(O,%AU‘IBOAO_I). (3.4.14)

A abordagem descrita € conhecida como de Quase-maxima Verossimilhanca (OMI). Se a
distribuigZo de {s¢} for normal, o modelo esti corretamente especificado, entio A=B, e, em
conseqiiéncia obtemos a expressio (3.4.11).

Nos modelos ARCH, utilizando a metodologia proposta por White (1982) demonstra-
se a validade da expressdo (3.4.14) somente para os modelos ARCH(q), GARCH(1,1) e
IGARCH(1,1). Para os modelos ARCH(q), Weiss {1986a) mostrou que os estimadores QML
sdo consistentes e satisfazem (3.4.14), mas sob a hipbtese muito restritiva de existéncia de
quarto momento em {Y;}. Bollerslev ¢ Wooldridge (1992) relaxam as condi¢des de Weiss
(1986) e mostraram a validade de (3.4.14) para os modelos ARCH(q) supondo que o escore ¢
a segunda derivada possuem distribui¢do normal e sob certas condigdes de regularidade. Essas
condigOes sfo dificeis de verificar no caso dos modelos GARCH. Lumsdaine (1996) mostrou
que o resultado (3.4.14) para os modelos ARCH(q), GARCH(1,1) e também para o
IGARCH(1,1) ¢ verdadeiro sob condigSes menos restritivas, exigindo-se apenas que a
distribui¢do de {&t} possua momento de ordem 32 finito e que a densidade seja simétrica
unimodal.

Nos trés estudos anteriores ¢ suposto que o processo {et} € i.id e/ou normal. Lee ¢
Hansen (1994) relaxam essa suposi¢do mostrando que para condigBes bastante fracas sobre
{1}, € possivel mostrar que os estimadores QML sdo assint6ticamente normais.

Bollerslev ¢ Wooldridge (1992) mostram que uma forma mais facil de estimar A ¢é

1 -1 1én > 1
EZ _Ou Gpe 1 100 Sher 1 sob a suposicdo de que os dois

S oY oY e 2% 0¥ n?f

primeiros momentos da distribui¢io estejam corretamente especificados. Adicionalmente,

através de: A=

experimentos de simulag#o realizados por Engle e Gonzales-Rivera(1991) mostram que as

“Considerando a distancia de Kullbak-Leibler
73




Modelos ARCH

estimativas ML e QML sfo proximas para inovagdes com densidades simétricas. Caso
contréario, a perda de eficiéncia pode ser muito grande e ¢ aconselhavel utilizar densidades n&o

paramétricas.
3.5 Testes de Hipdteses e Diagnéstico

Seja a seguinte hipotese de interesse:
Ho:r(¥) =0 (3.5.1)
na qual r®xH — R& ¢é uma funglo diferenciavel no interior de ¥ e g<mtk. O Teste de
Razio de Verossimilhanca (Tir), 0 Testes Wald (Tw) e o Teste de Multiplicadores de
Lagrange (Typ) sdo definidos da seguinte forma:
Tir = 2[LCY; W) - L(Y; ¥0)]

- a1
at¥) ., ath) | ¢
ov. ' ow } )

-~ . ~ -[
BIETCNWSED
TLM‘TH ¥ }C{ oV }J

onde os subindices 0 e 1 correspondem as estimativas sob a hipdtese nula e hipotese alternativa,

Tw = Tr(¥, ){

respectivamente. A matriz C é uma estimativa consistente da matriz de covaridncia e quando é
estimada dentro da abordagem de Quase-maxima verossimilhanga, utilizando os resultados de
White (1982), entfo os testes sfo ditos robustos. Normalmente, para varios modelos
econométricos, se H, é verdadeira € sob certas condi¢Ges de regularidade, os trés testes
possuem distribuicdio assintotica %2 com (m+k)-g graus de liberdade.

Lumsdaine (1995) examina a validade dos testes apresentados através de experimentos
de simulagdo (com séries de tamanho 500) com relagiio ao teste Ho: IGARCH(1,1) e H;:
GARCH(1,1). (nesse caso r(*t) =o+p —1). Os resultados encontrados por ele mostram que o
teste Wald apresenta tamanho (percentagen de rejeigdo) proxima da normal, enquanto que para
os outros testes é maior do que a normal. Adicionalmente, ao comparar os tamanhos do teste
Wald e do teste Wald robusto, este vitimo € preferivel.

74



Modelos ARCH

Os testes de Multiplicadores de Lagrange podem ser uiilizados como testes de
especificagio. Os estudos sobre o desempenho desses testes (frequentemente utilizados na
literatura) em amostras finitas sdo poucos (ver Bollerslev ef alii, 1994). Por exemplo, quando
testamos o modelo GARCH(1,1), Bollerslev ¢ Wooldridge {1992) encontram que o Teste LM
apresenta um comportamento satisfatorio.

Outros Testes de Especificagfio avalidveis sdo os baseados nos momentos, entre eles os
propostos por Newey (1985) e Tauchen(1985), ver Bollerslev et alii (1994) e os testes BDS
realizados nos residuos, ver De Lima (1996) e Brock ef alii (1996).

Por outro lado, uma forma simples de realizar o diagnéstico nos modelos ARCH

- Yt h ﬁ't . - . .
através dos residuos; £, = ———, € examinando se satisfazem os seguintes requisitos:
Gt

i) possuam distribuigio normal com média zero ¢ varidncia (sempre que as inovagdes sejam
supostas normais).
ii} sejam n3o correlacionados.

iii) os quadrados dos residuos sejam néo correlacionados.

Adicionalmente, é possivel avaliar a adequabilidade do modelo através da previsdo um-
passo a frente ex-gnfe. Considerando que Yy/L.i ~ N(u,67 ), se o modelo esta corretamente

especificado os intervalos de confianga 1000% condicionados a informagéo anterior, devem
incluir aproximadamente 100a% dos retormnos.

Finalmente, quando varias especificagdes ARCH s@io comparadas, dois critérios de
escolha utilizados na literatura sdoc o AIC (Akaike, 1973) e BIC (Schwarz, 1978), ver por
exemplo Nelson (1991) e Bollerslev et alii (1994). Entretanto, as propriedades desses critérios
ainda sdo matéria de estudo.

3.6 Previsio

Prever o comportamento futuro das séries financeiras é uma das principais
preocupacdes dos investidores. A idéia de que os retornos sio chogues tem sido abandonada a
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partir da descoberta dos Fatos Estilizados e com a utilizacio de metodologias ndo-lineares
propostos basicamente na ultima década. Em conseqiiéncia, 0 comportamento das séries
financeiras pode ser modelado e, como conseqiiéncia, fazer previsdes.

Nesta Secéo serfio discutidos alguns aspectos da previsdo da volatilidade dos retornos
nos modelos ARCH apresentando formulas de previsdo para os casos GARCH(1,1), IGARCH
(1,1) e EGARCH (1,0). No Capitulo sera assumido que a previsdo é realizada usando a
Esperanga Condicional a informag@o disponivel. Nos modelos ARCH além das propriedades de
otimalidade existe a vantagem de simplicidade.

Tal como mostrado na Secdo 3.2, nos modelos ARCH, 0s retornos sao processos
martingale diferenga; portanto, o valor predito dos retornos é zero para qualquer horizonte de
previsdo, dessa forma o interesse esta centrado no segundo momento, a volatilidade dos
retornos. Como conseqiiéncia da definicio da volatilidade como fungdo da informagdo
disponivel, a previsdo um-passo a frente da volatilidade é otima.

O caso que apresenta maior dificuldade ¢ a previsdio s-passos & frente. Embora a
determinagao da estimativa pontual constitua um exercicio algébrico facil ainda que tedioso, o
célculo dos erros médios quadraticos da previsio € uma tarefa complexa e pouco tratada na
literatura, Nesta Seciio sera apresentada a metodologia para a previsdo da volatilidade nos
modelos GARCH, IGARCH ¢ EGARCH. Como ilustragbes obtemos as formulas de previsdo
para 3 casos particulares: GARCH(1,1), IGARCH ¢ EGARCH (1,0). Adicionalmente é obtida
a incerteza das estimativas da previsdo do GARCH(1,1). As referéncias basicas para esta Segfio
sdo Baillie e Bollerslev (1992) e Nelson (1991).

3.6.1 Previsiio nos Modelos GARCH ¢ IGARCH

Seja 0 modelo GARCH (p,q) definido em (3.3.2.3) como:

ol = +Ya, Y, + 580, . (3.6.1.2)
J i=1

i=l1

E necessario enfatizar que conhecidos os parimetros, o,> é fungdo de I,; ={Y,,Yi2,... Y1} para
t suficientemente grande.
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Previsdo Pontual da Volatilidade

A previsio s-passos a frente no modelo GARCH (p,q) defimdo em (3.6.1.2) dada a
informagéo It e com pardmetros conhecidos é:

6’:’+s = E[Gi‘ﬂs "’IT] =0+ iaiE[Y'lis—i / IT]+ ﬁ:BiE[G%ﬂ-i 'f IT ]9 (36 1 3)

assim, essa expressdao permite calcular de maneira recursiva a previsio da volatilidade, fazendo
uso das seguintes igualdades, facilmente verificaveis:

E[Y2,/I.]=KEoi,/1;]1=6%,, i>0 (3.6.1.4a)
Elel,/1,]=0%, i>0 (3.6.1.4b)
E[Y:, /I1]=Y%, i>0 . (3.6.1.4¢)

O resultado em (3.6.1.4b) ¢ uma conseqiiéncia do fato de definir os modelos GARCH como
processos baseados na previsio um passo a frente.

Na pratica, os pardmetros sdo desconhecidos, em conseqiiéncia, uma forma de obter as
previsdes & substituir na formula (3.6.1.3), as estimativas dos parimetros. A seguir, como
exemplo, apresentamos os preditores da volatiidade para os modelos GARCH(1,1) e
IGARCH(1,1).

MoDELS GARCH(I, 1)

No modelo GARCH(1,1), a volatilidade est4 definida como: 6,, = 0 +a¥? +Bol. ,
portanto utilizando (3.6.1.3) e (3.6.1.4) obtemos que a previsdo um passo a frente € igual a:

Gy, =0 +a¥Y? +Bcl,
isto é

61, =06k . (3.6.1.5)
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Para o caso da previsio s-passos a frente (s22), substituindo (3.6.1.42) em (3.6.1.3) ¢
operando repetidamente obtemos:

6., =e+{a+B)a, ,» (3.6.1.6)
s—2 .
s = ©Z(a+B) + (o By ot ", (3.6.1.7)
e, se o modelo é covariante estacionario, isto &, se a+p<1 com o" = Var[Y?]= 1—m~§
p— a —

entdo, o preditor linear da volatilidade apresenta a seguinte forma:

1- (e +p)s!

G =0 1- (0. + B)

+{o+ B)S_IG?HIs

61, = {1-(a+PB) "} +(a+PB) 6%,
6z, =0 +{a+B)"{6;, 6} (3.6.1.8)

Ao analisar a expressdo (3.6.1.7) observamos que no modelo GARCH(1,1), a4 medida que
aumenta o horizonte da previsio, a informagio disponivel I (embutida em 62 ) torna-se cada

vez menos importante no calculo da previsdo. Por sua vez, no caso estacionario, da formula
(3.6.1.8) ¢ facil mostrar que a previsio da volatilidade converge a ¢°, isto é, & varidncia niio
condicional dos retornos. Isso acontece ainda no caso degenerado, quande @=0.

MODELO IGARCH( I, |)
O modelo IGARCH(1,1) é obtido impondo a restrigio: o+ 8 =1 no modelo GARCH(1,1).

Utilizando essa restrigio em (3.6.1.5) e (3.6.1.6) obtemos as expressdes para as previsdes um
passo a frente e 5 (s> 1) passos 4 frente da volatilidade., Assim:

61, =0, =0 +aY; +(1-ajoy , (3.6.1.9)
6%y =0(s — 1) + 0541, (3.6.1.10)

1A expresso de o7, em Baillie ¢ Bollerslev (1992,p.98) apresenta um erTo na somatoria.
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Em (3.6.1.10), na medida que aumenta o horizonte da previsdo, o preditor da volatilidade
cresce linearmente. Por sua vez, os choques na varidncia condicional sdo Persistentes, no
sentido de Bollerslev e Engle (1986), ja que:

P= E[G';-}—s JIIrI’f]_ E[O';H ”IT—l]
= {OJ(S— 1)+(ﬁ'+1} - {(D(S)"_G%‘} :G"ZJ'H '—(D"'U-i
=afY; —o3},

¢ uma fung¢do ndo trivial da informagfo disponivel Ir, para todos os horizontes s>0. Para o caso
degenerado, substituimos =0 em (3.6.1.10), dessa forma obtemos: &%, =0%,, isto &, a
volatilidade futura é constante.

Nas aplicagdes, ¢ freqiiente encontrarmos modelos que exibem alta persisténcia. Como
serd mostrado na Seclio 3.7, as vezes as estimativas dos modelos GARCH(1,1) e
IGARCH(1,1) sfio muito proximas. Entretanto, os dois casos anteriores mostram que as
conseqiiéncias da escolha de um modelo particular (GARCH ou IGARCH) na previsdo, sdo
importantes. Desta forma, o comportamento das previsdes pode consiituir um importante
critério para a escolha, ou especificagio de um modelo. Nesse sentido, a discussiio a seguir,
visa explorar brevemente a natureza das diferencas entre o comportamento das previsdes do
modelo GARCH(1,1) estacionario e 0 modelo IGARCH.

O comportamento das previsGes depende fortemente do tipo de modelo adotado, no
sentido de considerar a varifincia dos retornos como finita ou infinita. Nos dois modelos, a
previsio converge ao valor da variéncia nio condicional dos retornos na medida que aumenta o
horizonte de previsio. Em outras palavras, a volatilidade predita ¢ o valor histérico da varidncia
dos retornos.

Por outro lado, quando o horizonte de previsio é pequeno, podemos oferecer um
argumento heuristico para a escolha de um modelo. J& que a volatilidade € em certa forma uma
medida de risco ou incerteza, as pessoas que acreditam na profunda incerteza do mercado,
escothern o IGARCH, onde a volatilidade em geral aumenta. Pelo contrario, a pessoa que
acredita que o risco nfio pode ser infinito, prefere escolher 0 GARCH estacionario, no qual as
volatilidades decrescem até sen “valor histérico’. '
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No entanto, quando trabalhamos com modelos de alta persisténcia e o interesse € a
previsdo um-passo & frente, as previsdes obtidas pelos dois métodos sdo quase idénticas.

Incerteza na Previsdo da Volatilidade. Exemplo: GARCH (1,1)

Como a volatilidade nos modelos ARCH ¢ definida como a previsdo um-passo a frente
entdo o erro da previsdo condicional € zero, quando os pardmetros sdo conhecidos. Em outras
palavras, o preditor linear da volatilidade wm-passo a frente ndo 50 é dtimo, mas é medido

sem incerteza.

No entanto, no caso da previsio s-passos a frente, a situagdo nfio é simples. Nessa
situagdo, para calcular o Erro Médio Quadratico, precisamos de expressdes que envolvem os
momentos da volatilidade, os quais sdo complexos. A seguir, como ilustragiio, apresentamos o0s
resultados para o modelo GARCH (1,1). Esses resultados e os correspondentes para o caso
geral GARCH (p,q) foram tomados de Baillie e Bollerslev (1592).

Seja o modelo GARCH (1,1) parametrizado, entdo € possivel mostrar que o Erro
Médio Quadratico Condicional € igual a:

5—1
EMQ = E[V2, /1,]=(k, - D2 x2Elct,, /1;] i=12,...,5l (3.6.1.11)
i=1

onde

51

VT.s = G:le—s - &%ﬂ = ZX s—iVT+i ]
i=1

v, = Y12 _Uf

% = oo+ B

k, =3 quando o processo de inovages {g } é normal e

I'(3/2)I'(05n-2
- (Il _ 2)2 ( ) ( )
I'(1/2)I"'(05n)

quando € segue uma distribuicdo -Student.

Para avaliar (3.6.1.11) precisamos de Efc},; /1.]:
E[o,, /I1]1= 0" +2(a+ B)ods,, ; +(k,a’ +aB+p*)Efor,, , /L] (3.6.1.12)
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Quando s=2 e as inovagdes sdo normais obtemos:
E[o},, /1,]= 0” +2(a+ Blod,, + (ko +aB+B15E,. (3.6.1.13)

Baillie e Bollersiev (1992) apresentam resultados que permitem calcular todos os momentos
condicionais da volatilidade, assim como os momentos do processo de observagdes GARCH
{Y: }. Pela defini¢do do modelo GARCH, quando as inovac¢des {&;} sd0 normais, a previsdo
um-passo a frente dos retornos, isto €: Y1 , dada a informagfio It , tem distribuigio normal
com media 0 e varidncia 6%, = 62, ,. Mas, como conseqiléncia de (3.6.1.13), a distribui¢do da

previsdo s-passos a frente (s> 1) dos retornos ndo é normal !. Entretanto, Baillie e Bollerslev
(1992, p.105) observam que para valores pequenos de oo (0 que usualmenie acontece na

pratica) e horizontes de previsio pequenos, a aproximagfo da distribui¢io normal funciona
bem,; portanto, podemos estimar a distribvi¢io de Y, por N(0,62,)).

3.6.2 Previsio nos Modelos EGARCH

Na lhiteratura nfio foram encontrados estudos para medir a incerteza da previsdo da
volatifidade para os modelos EGARCH. A seguir apresentamos resultados para a previsio
pontual do modelo EGARCH(1,0).

Previsdio Pontual da Volatilidade

Seja 0 modelo EGARCH definido na segiio 3.3.4, supondo que € estacionario ¢ comega no
tempo t = -o0, Dessa forma, a previsio um-passo a frente da volatilidade esta dada por:

&%H = E[G’Zrﬂ /L]= Gin = exp{oty,, + ZBig(BTH—i)}’ (3.6.2.2)
i=1
¢ a formula, no caso de s-passos a frente, &:

6'%45 = E[G%ﬂ; '!IT] = E[exp {a"['+s + iﬁig(e'rﬂ,—i )} '!IT]

= explo, + iﬁig(em_i)}E[exp{gsig(sm_i)}]
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= exp{o., + ZBig(sm-i)}Hl Elexp (B8, )} ] (3.6.2.3)

5 i=

pOis g(€14s:) € funglo de Iy quando 1> 5, a distribui¢do de g(ers.i) independe de It quando i <
s, € as variaveis & sfio mutuamente independentes. No entanto, para calcular efetivamente
Elexp{Pg(sr...i)}1= E[exp{B,g(e)}] em (3.6.2.3), é necessario especificar a densidade f{g).

Nelson (1991) deriva as expressdes dos termos de (3.6.2.3) para densidades familia GED. Em

particular, no caso da normal temos:

2
Blexp Big(e)}] = expl-Bid(2/ m) > (OB (0 + D xpl 0+ )]

2
Qi ( -V expl - (5 - 013 (3.6.2.4)

onde ® ( . ) ¢ a fungfo de distnibuigdo inversa da normal padrfo. A seguir, ilustramos a
previsdo no modelo EGARCH (1,0).

Modelo FGARCH (1,0)
Este modelo ¢ obtido fazendo B, =A"" em (3.6.2.1c), isto &
1
In(6?) =, +7 ABg(eH). Portanto, de (3.6.2.3) ¢ (3.6.2.4) obtemos a formula para a

previsdo da volatilidade s-passos a frente

= 5-1 2(i-1)
Gris = exploty + LA ger BT expl-A742/m)* 1{@A™ @+ D)lexpl—— @+ )1+
2(i-1)
HA™ ($-D]exp[—5— (6~ 0)*1} (3.6.2.5)

3.7 Aplicagbes nas Séries Exemplo

A metodologia desenvolvida nas segGes antertores sera jlustrada através da modelagem
das Séries Exemplo, considerando o seguinte modelo para os retornos:
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Y, =y, +Y, (3.7.1a)
e = B[y /T1q] (3.7.1b)
Y, =og, (3.7.1c)

no qual a volatilidade é modelada através dos seguintes modelos:

2 d o2 &, o
GARCH(p,q): oy =0+ oY, 5+ Zﬁjct_j , (3.7.2)
i=1 j=1
. 2 _ *2 2 —
IGARCH(1,1): o =a+aY . +poi, com o+B=1, (3.7.3)
P +1
EGARCH(p,q) In(c?) =x+ XA In{c? )+ E W;8(E,-;) (3.7.4a)
i=1 =1
g(s,) =0, He, |-V2/m, (3.7.4b)

e supondo que as inovagles {&, } possuem distribui¢io normal padréo.

Para cada série sfio ajustados varios modelos. No caso dos modelos GARCH
consideramos que a soma de p+q € no maximo igual a 3 e, no caso dos modelos EGARCH a
soma de ptq € no méximo igual a 4. Com o objetivo de comparar as caracteristicas dos
modelos GARCH e EGARCH ¢ escolhido um representante de cada uma dessas classes
utilizando os critérios AIC (Akaike, 1973) e BIC (Schwarz, 1978)"". Assim, dentro de cada
classe ¢ escolhido o modelo que apresente menores indices AIC e/ou BIC. A seguir, é realizada
a andlise de adequabilidade do modelo e, se 0 modelo satisfazer essa andlise ¢ considerado
como representante. Adicionalmente, € realizado a analise da adequabilidade do GARCH(1,1)
por dois motivos; primeiro por ser um dos mais utilizados na pratica e, em segundo lugar,
porque em alguns casos possui caracteristicas semelhantes a0 modelo de varidncia estocéstica
AR(1)-SV estacionario, que sera estudado no capitulo seguinte.

O modelo GARCH(1,1) e os representantes GARCH e EGARCH obtidos pelos
critérios AIC e BIC sido comparados, discutindo as caracteristicas das estimativas dos
parimetros, das volatilidades, a persisténcia e a influéncia de valores extremos dos quadrados
dos retornos.

Como mencionado no Segdo 3.5, as propriedades dos indices AIC ¢ BIC nos modelos ARCH ainda ndo sdo
bem conhecidas.
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Para a estimagio dos modelos ¢ utilizado o procedimento AUTOREG do pacote S4S
versdo 6.0, que utiliza o método de méxima verossimilhanga'®, Em cada série, a média e a

variincia condicional sio estimadas conjuntamente.

3.7.1 Acdes

Na analise dos Fatos Estilizados da série das Ag¢bes realizada no Capitulo 2,
encontramos a presenca de Efeito Calenddrio nas médias dos retornos e, por outro lado, a
provavel presenga de correlagio serial de primeiro ordem. Ambas caracteristicas foram
encontradas separadamente e com o objetivo de incorpora-las conjuntamente ¢ proposto o
seguinte modelo na meédia condicional:

u, = E[Y, /1, 1= SegD, + TerD, + QuarD, + QuinD, +SexD; + pY,_, , 3.7.1.1)

no gual Dj sdo variaveis dummies que assumem valor 1 no dia correspondente ao coeficiente
em (3.7.1.1) e zero nos outros dias. A volatilidade estd definida como (3.7.2)-(3.7.4). E
necessario tomar cuidado ao interpretar os Efeitos Calenddrio na presencga de autocorrelagio

significativa devido a que, nesse caso, existe um efeito distributivo’.

Selegdo do GARCH

Na Tabela 3.2 sdo apresentados os valores dos critérios AIC e BIC para algumas
especificagdes de o7, inclusive quando essa ¢ constante”. Segundo a analise dos resultados, os

modelos com varidncia condicional heteroscedastica apresentam valores AIC e BIC

notoriamente menores quando comparados com os apresentados pelo modelo com o

constante. Os modelos ARCH(1) ¢ ARCH(2) apresentam valores de AIC e BIC muito maiores
quando comparados com 0s GARCH estudados.

"*No pacote, valores inicias para as volatilidades sfo iguais 4 varidncia nfo condicional. Adicionalmente, os
indices AIC e BIC estfo definidos como: AIC=-2In(L)+2k, BIC=-2In{L)+In(N)+k, onde L ¢ a fangio de
verossimilhanga avaliada na estimativa dos pardmetros, N ¢ o niimero de observagdes e k o nimero de
parimetros a serem estimados.

1 (3.7.1.1) é um autoregresstve distributed-lag model, ver por exemplo Hendry (1995, p.211).

* Como comentado na se¢do 3.3.2 ndo existe a versdo MA da volatilidade GARCH(p,q), isto &, a menos que
p=0, q tem que ser maior ue zero.
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I Modelo com varidncia condicional constante

AIC: 442757
BIC: -4395,31

Il Modelos GARCH (p,q)

Tabela 3.2
Ideatificacdo na série Agdes

p i 2
0 -4551,45° -4576,88
-4508,44° -4528 .49
1 -4771,34 477247
-4722.95 -4718,70
2 -4770,92 *
-4717,15
* Critério AIC
b Critério BIC
* O modelo é estimado como GARCH(1,2)
1l Medelo IGARCHY(1, 1)
AIC: 477327
BIC: 473026
IV. Modelos EGARCH(p.q)
q
p 0 1 2
0 -4543 84° -4653,79
-4490,08° -4594.65
1 -4764,79 47623 4777,92
-4711,02 -1703,66 -4713,40
2 477911 477923 . 479045
-4719,97 471472 472056
¢ Critério AIC
® Critério BIC

85




Modelos ARCH

Tabela 3.3
Estimativas dos modelos GARCH, IGARCH e variiincia condicional constante na série A¢des

Constante GARCH GARCH GARCH IGARCH
(LD (1,2) (2,1) (1.1)
P 0,0865" -0,0282 0,0327 0,0165 01,0283
0,0249° 0,0279 0,0278 0.0278 0,0283
0,0005° * 03117 0,2395 0,5530 0,3166
Seg -0,0077 -0,0059 -0,0062 -0,0048 -0,0059
0.0034 10,0025 0,0026 0.0026 0,0025
0,0235 * 0,0189 * 0,0183 * 0,0609 * 0,018%
Ter 0,0049 0,0066 0,0070 0,0055 0,0066
0,0034 0,0029 0,0026 0026 0,0025
0,1494 00217 * 0,0074 * 0,0322 * 0,0090 *
Quar -0,0033 0,0050 0,0048 0,0052 0,0050
0,0034 0,0026 0,0026 0,0025 0,0025
0,3304 0,0542 * 0,0664 0,0424 * 0,0471%
Quin 0,0051 0,0022 0,0019 0,0028 0,6022
0,0034 0,0026 0,0028 00026 0,0026
0,1298 0,3901 0,4981 0,2800 0,3890
Sex 0,0013 20,0034 0,0040 0,0024 0,0034
0,0034 0,0027 0,0026 0,0027 0,0026
0,7007 0,2091 0,1253 0,3596 0,1935
o 0,0001 04,0001 0,0002 0,0001
0,00003 0,00003 200004 0,00002
0,0004 * 0,0004 * 0,0002 * 0,0001 *
oy 0,1872 0,1324 0,2574 0,1900
0,0230 0,0332 00285 0,0150
0,0001 * 0,0001 * 0.0001 * 0,6001*
oy 0,0821
0,0452
0,0691
By 0,8095 0,7836 0,2148 0,8100
0,0202 0,0269 00808
0,0001 * 0,0001 * 0,0078 *
B 0,5152
00737
0,0001 *
AIC -4427.57 -4771,34 4772.47 -4770,92 -4773,27
BIC -4395.31 ~4722,95 -4718.,7 471715 -4730,26
? estimativa
® desvio padrio
° yalor-P associado

" significative 5%
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Na analise das estimativas dos modelos (Tabela 3.3) vemos que no modelo com
variancia condicional constante somente a Segunda Feira e a autocorrelagio sdo significativos
ao nivel de significncia 5%. Dessa forma, o Efeitfo Calenddrio na Quarta Feira encontrado no
Capitulo 2, ja ndo é mais significativo na presenca de correlagiio serial. A Segunda Feira é
significativa (5%) em todos os modelos GARCH considerados na Tabela 3.3, com excegéio do
GARCH(2,1) no qual a estimativa possui valor-P=0,06. As estimativas da Ter¢a Feira sdio
significativas (5%) em todos os GARCH e, as correspondentes a Quarta Feira possuem valor-
P inferior a 0,07.

Por outro lado, nos modelos com vandncia condicional heteroscedistica a
autocorrelacio ndo € significativa (valor-P>0,23). Isso demonstra (ver comentarios da Segio
2.7.1), que séries catalogadas como AR(1) na base da fun¢o de autocorrelagdo (f.a.c), podem
ser, na verdade, processos nfio correlacionados com varidncia condicional heteroscedastica. Em
conseqiiéncia, a leitura dos limites na fa.c. dos retomos (Figura 2.7) deve ser realizada com
cautela se é suspeitada a presenga de o7 heteroscedastica.

No processo de selecio do modelo™, quando utilizado o critério AIC, obtemos a
seguinte ordenagio em ordem decrescente de preferéncia, para a escotha: GARCH(1,2),
GARCH(1,1), GARCH(2,1) e, segundo o critério BIC, GARCH(1,1), GARCH(1,2) ¢
GARCH(2,1). Considerando que 0 modelo que apresenta 0 menor AIC, GARCH(1,2) é mais
geral que o modelo GARCH(1,1) o qual apresenta o menor BIC é escolhido como candidato.
A equagio de volatilidade para o modelo GARCH(1,2) esta dada por:

02 =1,12x107* +0,1324Y, 4 +0,0821Y, % +0,78360+; ,
(3,1x107)  (0,0332) (0,0452) (0,0269)

onde as quantidades entre parénteses sdo os valores dos desvios padrio das estimativas. Com
excecdio da estimativa de oy, que possui valor-P igual a 0,069, as outras estimativas séo
altamente significativas para qualquer valor razoavel do valor-P. A soma &, +&2 + fh ¢ igual
a 0,9981, em conseqiiéncia, pelos resultados da segdo 3.3.2 o processo ¢ covariante
estaciondrio.

Ao ajustar o modelo GARCH(2,2), o parimetro 3, € estimado como igual a zero.
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Adequabilidade do GARCH(1,2)

Como exposto na segdo 3.5.2, a andlise de adequabilidade ¢ realizada utilizando os
residuos padronizados e considerando a previsio um-passo a frente ex-ante.

Ao analisar os valores-P do Teste Box-Ljung para os residuos e seus quadrados
(Tabela 3.4) observamos que os resultados apresentados sio satisfatorios. Isso € confirmado
ao observar as fa.c nas Figuras 3.1a ¢ 3.1b. Por sua vez, os residuos apresentam valores da
média;, -0,034 e varifincia; 1,00 satisfatorios, enquanto que os valores do coeficiente de
simetria (s): -0,58 e excesso de curtose (ec). 6,37, indicam que a distribui¢io dos residuos é
levemente assimétrica e possui cauda muito pesada a direita. Ao utilizar o teste de normalidade
W (ver Secdo 2.8) obtemos que a estimativa possui valor-P igual a 0,0001 indicando forte
evidéncia contra a hipotese de normalidade.

Tabela 3.4
Anilise dos residuos e dos quadrados dos residuos ARCH na série A¢des

GARCH GARCH EGARCH
(L,1) (1,2 2.2)

Al 5 4 5

A2 17 16 17

B1 0 0 0

B2 2 2 3

Box-Ljung

Lag6 0,540° 0,941° 0,576 0,908 0,309 0,992
Lag 12 0,274 0,995 0,295 0,991 0,116 1,000
Lag 18 0,224 0,999 0,229 0,999 0,085 1,000
Lag 24 0,339 1,000 0,332 1,000 0,127 1,000
Lag 30 0248 1,000 0,246 1,000 0,111 1,000
Lag 36 0,48 1,000 0,480 1,000 0272 1,000
Lag 42 0,338 1,000 0,326 1,000 0,198 1,000

Al(A2) nimero de correlagBes fora de 1 desvio padro nos 10 (50) primeiros Jags, valores esperados: 3 (15).
B1(B2) namere de correlagbes fora de 1,96 desvios padrdo nos 10 (50) primeiros lags, valores esperados:0,5 (2,5).
* valores-P do Teste Box-Ljung dos residuos

® valores-P do Teste Box-Ljung dos quadrados dos residuos
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E interessante analisar o que acontece com as estimativas do coeficiente de simetria, o
excesso de curtose € o teste de normalidade W dos residuos, ac remover o efeito das
observagdes extremas dos retornos. Assim, retirando os 8 maiores residuos (0,05%) em valor
absoluto obtemos s=-0,08 ; ec= 0,36 e W=0,989 (valor-P=0,80), consequentemente nio é
rejeitada a hipotese nula de distribuigdo normal nos residuos. Adicionalmente, ao observar o
Grafico de Probalilidade Normal para os residuos GARCH(1,2) na Figura 3.2 vemos que o
comportamento € satisfatérioc com excegiio de alguns pontos extremos, o que estd de acordo
com 0s comentdrios anteriores. Dentre esses pontos, alguns sfio possiveis valores aberrantes
(outliers)” , como por exemplo (ver Figura 3.2), os correspondentes a 20/03/90, 4/02/91 e
13/01/92,

Na Tabela 3.5 sdo apresentados os valores dos dez maiores residuos do modelo
GARCH(1,2). Supondo que esse é o modelo verdadeiro, a existéncia de cada um dos residuos
(individualmente) na amostra é pouco provavel e, a probabilidade de se obter 10 residuos
maiores (em valor absoluto) a 3,33 (décimo residuo) € inferior a 10 indicando que a presenga
desses (conjuntamente) na amostra é implausivel”, ou o modelo ¢ incapaz de acompanhar o
aumento de volatilidade. Varios dos residuos da Tabela 3.5 podem ser identificados com os
acontecimentos descritos na Segdo 1.5 que se relacionam com os altos valores observados nos
retornos. Por exemplo, na Figura 3.3a ¢ apresentado o periodo da Mudanga da Banda Cambial
(Margo de 1995) no qual existe uma observagdo extrema em 10/03/95. Da mesma forma, no
periodo da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello (Janeiro 1992) apresentado na Figura
3.4a existe uma observa¢do extrema em 13/01/92. Em ambas as situagdes, pelos valores dos
retornos apresentados antes e depois da ocorréncia dos valores extremos € muito provavel que
esses retornos sejam valores aberrantes (outliers) do tipo AO®. Os residuos correspondentes a
essas observagdes extremas foram identificadas na 3.7.1.2 que apresentam grandes desvios com
relagio 4 normal. Um outro grafico com presenga de 2 retornos extremos € o correspondente a
implementagiic do Planc Collor I (Figura 3.5a).

2 Existem vérios tipos de valores aberrantes (outliers), entre eles os aditivos (AO) e de inovagéo (I0). Um valor
aberrante AQ (no instante t) s afeta o nivel da série na t-¢sima observagfio enguanto que a principal
caracteristica de um IO (no instante t) ¢ que cle também tem efeito sobre as observagbes futuras.
2 Para calcular essa probabilidade foi considerada a aproximagciio Poisson com média ignal a probabilidade de
ocorrencia do evento [ [residuo| >3,33] vezes 1599 (tamanho da amostra), o qual & inferior a 107,
* A rigor uma observagdo ¢ tipificada de valor aberrante (outfier) através de um teste.
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Tabela 3.5
Residuos extremos GARCH(1,2) na série A¢des

Data Retorno Volatilidade Residuo Freqiiéneia
(x100 ) Esperada

13/01/92 -0,6694 0,49 947 ~0
20/03/90 -0,4209 0,57 -5,62 2x10°°
4/02/91 0,4099 0,58 5,44 4x10°
18/01/89 -0,2811 0,42 4,32 0,01
18/10/93 -0,1313 0,10 4,01 0,05
10/03/95 0,3449 0,86 3,71 0,17
23112192 0,1757 0,22 3,66 0,20
17/01/94 0,1095 0,10 3,63 0,23
16/06/89 -0.3836 0,13 43,60 0,25
27/08/90 0,2183 0,46 3,33 0,69

Uma outra forma de avaliar a adequabilidade do modelo € atraves da previsdo um-passo
a frente ex-ante. Considerando que Y, /1., ~ N(u,,0?), é possivel construir intervalos de
conflanga para os retornos (i.c) condicionados a informacio anterior. Ao utilizar a volatilidade
GARCH(1,2), os i.c. 95% incluem 95,62% (70 retornos), mostrando que o desempenho do
modelo ¢ satisfatorio. Na analise, podemos considerar também os niveis da volatitidade; baixo,
médio ¢ alto. Esses sdo definidos da seguinte forma: no nivel baixo a volatilidade é menor que o
quantil Q) , no nivel médio a volatilidade esta compreendida entre Qusy € Qps, €, no nivel
alto as volatilidades sdo maiores que Q3. Dessa forma, ao considerar os niveis na volatilidade
(Tabela 3.6) comprovamos que com excegio do nivel alto, a percentagem de retornos fora dos
i.c. estd dentro do esperado.

Do exposto, podemos concluir que de maneira geral 0 modelo GARCH(1,2) satisfaz os
requisitos na analise de adequabilidade. Como ressalva, apenas a existéncia de alguns residuos,
cujos altos valores ndo podem ser explicados pelo modelo e, na analise de previséo ex-ante o
numero de retornos fora dos i.c. 95% quando a volatilidade € alta, € um pouco menor do que o
esperado.
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Tabela 3.6
Previsfio um-passo i frente ex-ante considerando niveis na volatilidade estimada
GARCH(1,2) na série A¢des

Nivel n Volatilidade (x109)  numero de Percentagem  Valor-P®
b c retornos fora

baixo 532 0,079 0,19 25 4,69 0,75

médio 333 0,196 0,373 28 5,25 0,79

alto 533 0374 8552 17 3,19 0,06

® Teste bilateral com aproximagéo Poisson supondo independéncia nas observagdies
* menor valor apresentado em cada nivel.
° mator valor apresentado em cada nivel.

Selecdo do FGARCH

Na Tabela 3.7 sfio apresentados os ajustes para os modelos EGARCH”, sendo
observado que nos modelos EGARCH(2,2), EGARCH(2,1) e EGARCH(2,0), as estimativas da
correlagdo serial nfo sio significativas (valores-P maiores que 0,55). Com relagdo aos dias da
semana, a Segunda (Quarta) Feira ¢ significativo a 6% (4%) em todos os modelos. Por sua vez,
a Terga Feira ¢ significativa a 5% nos modelos EGARCH com p=1, EGARCH(2,2) e nos
outros o valor-P ¢ inferior a 0,09.

Dentro da classe dos modelos EGARCH, ao utilizar o critério BIC obtemos a seguinte
ordenagdo decrescente, em ordem de preferéncia, para a escolhaz EGARCH(Z,2),
EGARCH(2,0), EGARCH(2,1), EGARCH(1,2), EGARCH{1,0) ¢ EGARCH(1,1). J4 ao
utilizar o AIC, essa ordenaciio apresenta uma unica modificag@o com troca de posigio entre o
EGARCH(2,1) e EGARCH(2,0). Em conseqiiéncia, ambos critérios conduzem a escolha do

EGARCH(2,2) como candidato. Nesse modelo, todas as estimativas na equagdo da volatilidade
sdo significativas com exceg¢#o da correspondente ao pardmetro w2 que possui valor-P igual a

0,967 A expressio da volatilidade estimada ¢é:

In(c? ) =—0,5137 + 0,403 In(c2 ;) + 0,50561n(c? _, ) + 0,2572g(51-1) + 0,0030g(5 -2 ) + 0,26 14g(st-3)
{0,1304) (0,0959) {0,0950) (0,0453) (0,0579) (0,0571)

g(e1)=-0,1521et Hetl-v2/w ,
(0,0562)

*ndo foi ajustada a versio com p=q=0 dado que, nesse caso, a volatilidade independe das observagdes.
*$Um estimador mais eficiente poderia ser conseguido ajustando novamente o modelo EGARCH(2,2) sem o
parimetro Jf 2 ,mas isso nio & possivel de ser realizado com o SAS.
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Tabela 3.7
Ajustes EGARCH na série Agdes
EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH
(L,0) (1,1) (1,2) (2,00 (2,1) 2,2
p 0,0561 0,0565 0,0268 0,0022 08,0075 0,0153
&,0281 0235 08,0037 02,0284 00287 20259
0,0458 * 0,0360 * 0,0001 * 0,9375 0,7950 0,5548
Seg -0,0076 -0,0076 -0,0076 -0,0052 -0,0056 -0,0062
&.0029 00014 £,0010 .0027 20027 0,0026
80,0076 * 0,0001 * 0,0001* 0,0583 0,0374 * 0,0165%
Terga 0,0063 0,0063 0,0064 0,0046 0,0046 0,0053
3,0030 04,0027 0.0015 0,0027 0.0027 0,0026
0,0341* 00185 * 0,0001* 0,0876 0,0832 0,0381*
Quarta 0,0054 0,0054 0,0058 0,0058 0,0061 0,0058
0.0026 00,0026 0,0028 0,.0027 0.0027 0,0024
0,0402 * 0,0353 0,0379 * 0,0318 * 0,0232 * 00155 *
Quinta 0,0020 0,0020 0,0028 0,0032 0,0028 0,0027
02,0027 0,0026 0.0016 00027 00025 0,0025
0,4435 0,4311 00711 0,2327 0,2675 0,2696
Sexta 0,0033 0,0033 0,0025 0,0020 0,0021 0,0027
00026 0,.0025 0,0023 0.0025 0,0023 0,0024
0,2148 0,1862 0,2852 04411 0,4106 0,2574
K -0,2261 -0,2297 -0,3635 -0,3104 -0,3500 -0,5137
0,0579 02,0668 0,0863 0,0839 0,0414 0, 1304
0,0001* 0,0006 * 0,0001* 0,0008 * 0,0001* 0,0001*
Al 0,95%90 0,9584 09,9352 0,2804 0,1966 0,4031
60,0101 00115 00148 0,0406 0,0598 0,0959
0,0001* 0,0001% 0,0001* 0,0001% 0,0010 * 0,0001*
A2 $,6635 0,7401 0,5056
00421 0,0508 00,0950
0.0001* 0,0001* 0,0001*
¥1 0,2846 09,2790 0,2788 0,4102 0,3840 0,2572
,0280 {),0534 00474 02,0380 {,0389 00453
0,0001* 0,0001* 0,0001* 0,0001% 0.0001* 0,0001%*
w2 0,0076 -1,1528 0,0823 0,0030
0.0582 0,0592 00518 (,0579
0,8961 0,0098* 0,1119 0,9591
¥3 0,2349 0,2614
Q0517 0,0571
0,0001* 0,0001*
¢ -0,1420 -0,1446 -0,1411 -0,0993 -0,1036 -0,1521
0,0682 0,0710 0,0568 02,0596 0,0591 20562
0,0371* 0,0417 * 0,0129 * 0,0959 0,0799 0,0008 *
AIC -4764,79 -4762,8 477792 -4779,11 -4779,23 479045
BIC -4711,02 -4703,66 4713,4 -4719,97 -4714,72 -4720,56
* estimativa
® desvio padriio
: valor-P associado
significativo 5%
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A estimativa correspondente a 6 -0,1521 possui valor-P igual a 0,007, indicando evidéncia de
presenca de Leverage Effect, isto €, os choques positivos diminuem a volatilidade enquanto que
0s choques negativos a aumentam. Para encontrar a persisténcia do modelo calculamos as
raizes da equagio 1-0,403103x-0,505624x7, sendo iguais a 0,94064 e -0,53753, portanto, pelo
Teorema 1 da se¢io 3.3.4 o efeito dos choques ndo persiste indefinidamente na volatilidade,
pois o processo da volatilidade niio € ergédico nem (estritamente) covariante estacionério.

Adequabilidade do EGARCH(2,2)

A andlise da fungZc de autocorrelacdo (f.a.c) dos residuos (Tabela 3.4) revela que ha
evidéncia de auséncia ou de baixa autocorrelagio. Por sua vez, pelos resultados do Teste Box-
Ljung nos quadrados dos residuos, podemos observar que o modelec EGARCH(2,2) é capaz de
remover a ndo-linearidade observada nos retornos. Nas Figuras 3.1c-d sio mostradas as fa.c
dos residuos e dos quadrados dos residuos.

As estimativas da média (#7), variincia (v), coeficiente de simetria (s) e excesso de
curtose (ec) dos residuos sdo m=-0,024, v=1,00, 5=-0,27 e ec=3,71 indicando que a média e
varidncia sfo satisfatérios e, por sua vez, a distribuigdo dos residuos apresenta leve assimetria e
cauda pesada a direita. Embora os residuos do modelo EGARCH(2,2) apresentam grande
excesso de curtose, o valor da estatistica W para os residuos ¢ igual a 0,9860 significando um
valor-P=0,12, nfio dando grande evidéncia para rejeitar a hipotese de normalidade nos residuos.
Esta aparente contradigiio é explicada na andlise do Grafico de Probabilidade Normal dos
residuos (Figura 3.6), onde é observado que o comportamento € satisfatério para a quase
totalidade dos valores, exceto para alguns valores extremos. De fato, retirando-se os 8 maiores
residuos temos que 5=-0,044 e ec=0,52.

Na tabela a seguir apresentamos uma lista dos 10 maiores residuos para o ajuste do
modelo EGARCH(2,2). Sob a suposiciio que esse € o verdadeiro modelo, a probabilidade de
obter 10 residuos maiores (em valor absoluto) ac valor do décimo maior residuo, -3,29 é
infertor a 10'4, isto é, a presenga desses residuos é implavsivel. Varios desses residuos
extremos coincidem nas datas obtidas para os residuos extremos do GARCH(1,2). Ao observar
a Figura 3.6 podemos identificar os residuos extremos correspondentes a 13/01/92, 20/03/90 ¢
4/02/91, os quais se encontram muito afastados da reta de normalidade.
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Tabela 3.8
Residuos extremos EGARCH (2,2) na série Agdes

Data Retorno Volatilidade  Residuo  Freqliéncia
(x10%) Esperada
13/01/92 -0,6694 0,76 -7,58 =0
04/02/91 0,4099 0,53 5,72 10°
20/03/90 ~0.4209 0,58 -5,59 2x107
18/01/89 -0,2811 0,51 -3,99 0,05
18/10/93 -0,1313 0,10 -3,92 0,07
23/12/92 0,1757 0,20 3,76 0,13
10/03/95 0,3449 0,90 3,63 0,22
6/10/89 0,1949 0,30 3,46 0,44
3/03/89 0,0953 0,07 3,44 0,46
16/06/89 40,3836 1,37 -3,29 0,81

Na anilise da previsio um-passo a frente ex-anfe temos que a percentagem dos
retornos incluidos dentro dos intervalos de confianga (95%) € igual a 95,68% (valor-P igual a
0,22), sendo esses resultados satisfatérios. Esses resultados mantém-se ao considerar os niveis
na volatilidade, ver Tabela 3.9, exceto para volatilidade alta, onde existe uma leve indicagio de
subestimagio (valor-P igual a 0,09).

Tabela 3.9
Previsio um-passo 4 frente ex-ante considerando niveis na volatilidade estimada
EGARCH (2,2) na série A¢cdes
Nivel n Volatilidade (x10%) numero de Percentagem  Valor-
b ¢ retornos fora P
baixo 533 0,072 0,203 27 5,07 0,95
médio 533 0,206 0,363 24 4,50 0,61
alto 533 0,364 13,522 18 3,38 0,09

* Teste bilateral com aproximagdo Poisson suponde independéncia nas observagSes
® menor valor apresentado em cada nivel.
¢ maior valor apresentade em cada nivel.

Em resumo, podemos dizer que de maneira geral o modelo EGARCH(2,2) apresenta
bons resultados quanto a adequabilidade, mas existe falta de ajuste em poucos retornos que
apresentam valores extremos.
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Modelo GARCH(1,1)

Pelos motivos expostos anteriormente também sera considerado ¢ modelo
GARCH(1,1). Esse modelo apresenta o menor indice BIC e o segundo AIC. A equagio da
volatilidade ¢ a seguinte:

o7 =107 +0,1872Y, 4 +0,809567 ; ,
(3x107)  (0,0230) (0,0202)

sendo que todas as estimativas sio altamente (valores-P < 0,0001). A persisténcia do modelo
GARCH(1,1) é altissima, 0,9967 7 significando uma meia-vida de 209,7 dias. Sendo que o
valor da persisténcia é préximo de um, analisamos as estimativas da volatilidade IGARCH(1,1)
na Tabela 3.3, observando-se que essas sfio quase idénticas as apresentadas pelo modelo
GARCH(1,1).

Com relagio & analise de adequabilidade do modelo, observamos que o comportamento
apresentado pela fa.c dos residuos (Figura 3.1e) e pela fa.c dos quadrados dos residuos
(Figura 3.1f ) é bom. Os valores-P do teste Box-Ljung apresentados na Tabela 3 4 apoiam essa
conclusdo. Adicionalmente, os residuos GARCH(1,1) apresentam valores da média; -0,034 e
varifncia; 1,00 satisfatérios, enquanto que os valores do coeficiente de simetria (s). -0,61 ¢
excesso de curtose (ec): 6,88, indicam que a distribnicdo dos residuos possui cauda muito
pesada a direita. A estatistica W possui valor-P igual a 0,0001 rejeitando a hipotese de
normalidade. No entanto, ao retirar 0s 8 maiores residuos em valor absoluto obtemos: 5=-0,03
e ec= 0,35; ainda, retirando somente o maior residuo obtemos s=-0,06, ec=1,87, W=0,99,
portanto, a hipétese de normalidade ndio € rejeitada. Embora niio apresentado, o Grafico de
Probalilidade Normal para os residuos apresenta um comportamento apenas insatisfatério nas
caudas, observando-se poucos residuos distantes da reta ideal de normalidade. Os 10 maiores
residuos séo apresentados na Tabela 3.10 sendo observado que, se o verdadeiro modelo fosse o
GARCH(1,1), a presenga desses residuos tanto individualmente, quanto conjuntamente (a
probabilidade de um residuo ser maior que 3,42 ¢ inferior a 10™*), é implausivel. Finalmente,
enquanto a previsio um-passo i frente ex-ante, os intervalos de confianga 95% (i.c.) incluem
95,5% dos retornos mostrando que o desempenho do modelo ¢ satisfatorio e, ao considerar os

" Como observa Nelson (1991, p.360) quando as séries ndo sdo muito longas ¢ necessério considerar as
estimativas das raizes com cautela. Nesse sentido, wm valor muito proximo de ! pode ser uma indicagiio de que
o modelo & ndo estaciondrio ou de longa memoria (Jong memory).
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niveis na volatilidade (Tabela 3.11) esses resultados mantém-se com exce¢iio no nivel alto
onde ¢ observada uma propor¢ic dos retornos menor do que a esperada. O modelo
GARCH(1,1) satisfaz os requerimentos de adequabilidade no mesmo sentido que os modelos
GARCH(1,2) e EGARCH(2,2).

Tabela 3.10
Residuos extremos GARCH(1,1) na série A¢des

Data Retorno Volatilidade Residuo Freqiiéncia
(x100 ) Esperada
13/01/92 -0,6694 0,47 -9,70045 0
-5
4/02/91 0,4099 0,57 5,56 3,2x10
-5
20/03/90 -0,4209 0,59 -5,50 6,4x10
18/10/93 -0,1313 0,09 4,05 0,08
18/01/89 -0,2811 0,49 -4,04 0,08
10/03/95 0,3449 0,87 3,69 0,36
93/12/92 0,1757 0,21 3,66 0,39
- 0,48
16/06/89 40,3836 1,12 3,61 ,
17/01/94 0,1095 0,01 3,56 0,58
27/08/90 0,2183 0,43 3,42 1,00
Tabela 3.11
Previsio um-passo i frente ex-agnte considerando niveis na volatilidade estimada
GARCH (1,1) na série Agdes
Nivel n Volatilidade (x10°)  numerode  Percentagem  Valor-P
b c retornos fora
baixo 532 0,080 0,198 26 4,88 0,90
médio 533 0,198 0,372 29 544 0,65
alto 533 0,372 8,668 17 3,19 0.06

* Teste bilateral com aproximag#o Poisson supoendo mdependéncia nas observagdes
® menor valor apresentado em cada nivel.
¢ maior valor apresentado em cada nivel.
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Comparacdo dos Modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) e EGARCH{(2,2)

Nos paragrafos a seguir sera realizada uma comparagio dos modelos GARCH(1,2) e
EGARCH(2,2), os quais foram escolhidos na base dos critérios AIC e BIC. Mas, antes disso,
sdo comparados os modelos GARCH(1,2) e GARCH(1,1). Na Figura 3.7 podemos observar
que as volatitidades estimadas pelos modelos GARCH(1,2) e GARCH(1,1) sdo quase idénticas
para a grande maioria dos pontos, mas existem alguns retornos para os quais as diferencas entre
as estimativas sdo grandes. Essas grandes diferengas sfo identificadas com os pontos bem
acima ou bem abaixo da linha reta. Em particular, existe uma observagio que apresenta uma
diferenga extrema que corresponde ac periodo da implementagéo do Plano Collor 1.

Por outro lado, como observado nas Figuras 3.8 e 3.9, as volatilidades estimadas pelos
modelos GARCH(1,2) ¢ EGARCH(2,2) sfio capazes de acompanhar os movimentos de
aumentos e diminuigdes dos quadrados dos retornos®.

Na Figura 3.10 apresentamos a comparacdo das volatilidades estimadas GARCH(1,2) e
EGARCH(2,2), sendo observado que para a grande maioria dos retornos, elas sfo bastante
proximas. No entanto, existem varios retornos para os quais as diferencas so consideraveis e,
como pode ser conferide na Figura 3.11 algumas dessas se produzem apds a ocorréncia de
grandes valores dos retornos {(em valor absoluto). Os altos valores ou picos nas volatilidades
estimadas podem ser identificados em alguns casos com os acontecimentos descritos na Segfo
1.5. Por exemplo, na Figura 3.3a, periodo correspondente 3 Mudanga da Banda Cambial,
devido ao pico em 10/03/95, as estimativas de volatilidade aumentam no dia seguinte, mas no
caso do GARCH(1,2), o aumento € muito maior. Devido ao efeito dessa observagdo extrema e
a alta persisténcia, a volatilidade estimada GARCH(1,2) apresenta grandes valores
(comparados aos valores apresentados antes do 10/03/95) durante bastantes dias, decaindo
lentamente. Por sua vez, a volatilidade estimada EGARCH(2,2) apresenta varios aumentos e
diminuigbes bruscas apos o 10/03/95 como conseqiiéncia da forma de dependéncia (da
volatilidade) as observagdes passadas. Com efeito, sendo
ot = exp(rc)[ctz_l]A' [(rtz_;;-]Az exp[‘Pig(ee-1) + Paglei-2) +Wag(et—3)] a volatilidade do
modelo, onde &t = Yio; ', 0 maior efeito de uma observagio extrema no instante T=t-3, se
manifesta no tempo T=t.

& Assim como o0 GARCH(1,1) e outras especificagdes como o EGARCH(1,0) ¢ GARCH(2,1).
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Na Figura 3.4a podemos analisar o efeito do maior retorno da série, ocorrido no dia
13/01/92 correspondente 4 época da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello. Neste caso,
da mesma forma que no periodo da Mudanca da Banda Cambial, a volatilidade estimada pelo
modelo GARCH(1,2) ¢ muito maior a volatilidade estimada EGARCH(2,2), mas no 16/01/92
acontece © contrario, sendo a volatiidade EGARCH(2,2) muito maior devido ao efeito
atrasado explicado no paragrafo anterior. Observe-se que o efeito do retorno extremo
permanece aproximadamente no mesmo periodo para os trés modelos.

Diferentemente do que acontece nas duas situagdes anteriores, nos quais a volatilidade
estimada GARCH(1,2) ¢ geralmente maior que a volatilidade estimada EGARCH(2,2), no
periodo seguinte 4 ocorréncia da observagdo extrema, na época do Plano Collor I (Figura 3.5a)
acontece o contrdrio. Nesse periodo ocorrem dois retornos extremos consecutivos; 20/03/90,
21/03/90 e, devido ao efeito desses, as volatilidades estimadas GARCH(1,2) e EGARCH(2,2)
aumentam bastante no 22/03/90 ¢ logo comegam a diminuir até o 2/04/90 no qual a ocorréncia
de outro valor grande nos retornos a faz aumentar.

Uma forma adicional de comparar as volatilidades ¢ através dos intervalos de confianga
para os retornos (i.c). Assim, os i.c. 95% incluem 95,62% [95,68%] dos retornos para o
modelo GARCH(1,2) [EGARCH(2,2)}], isto €, nesta comparagio, o desempenho dos modelos
¢ praticamente o mesmo. Adicionalmente, ao observar os resultados das Tabelas 3.6 e 3.9
notamos que esse desempenho maniém-se ao considerar os niveis da volatilidade.

Para os trés acontecimentos discutidos nos parigrafos anteriores apresentamos os
graficos dos i.c. 95% nas Figuras 3.3b, 3.4b, 3.5b. Observamos que, em nenhum dos casos, 0s
i.c. 95% incluem os retornos extremos €, apds a ocorréncia desses, os i.c. sdo
desnecessariamente largos. Isto é uma indicagdo de que temos um valor aberrante , que na
literatura é conhecido como outlier de observacdo ou do tipo AQ. Nesse sentido, no periodo
da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello (Figura 3.3b) preferimos 0 GARCH(1,2) ao
EGARCH(2,2) por ser menos influenciado e por apresentar os i.c. menos largos. Por sua vez,
no caso do Plano Collor I' (Figura 3.5b) preferimos o EGARCH(2,2).

Conclusdes

As principais conclusdes da anélise realizada so:
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- A volatilidade estimada pelos modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) sdo
muito proximas para a grande maioria dos retornos, apresentando grandes diferencas s6 na
presenga de retornos extremos, os quais estio relacionados com os acontecimentos descritos na
secdo 1.5,

- Os modelos GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) conseguem reproduzir os conglomerados de
volatilidade observados na série das A¢ées.

- A analise dos residuos dos modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) revela que
esses modelos sio capazes de remover a ndo-linearidade dos retornos. Por sua vez, o
desempenho dos modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) na previsiio ex-anfe é
similar e satisfatorio, com excegdo nos periodos de volatitidade aita. De maneira geral, os
ajustes satisfazem os requerimentos da adequabilidade, mas existem vérios residuos cuja
presenca ndo pode ser explicada pelos modelos. Nesse sentido, modelos com intervengdes
poderiam melhorar os ajustes.

- Nos modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) a autocorrelagiio serial na média
condicional ndo € significativa sendo os valores-P associados as estimativas iguais a 0,31; 0,24
e 0,55 respectivamente.

~- No EGARCH(2,2) a estimativa correspondente a Segunda Fetra € negativo na Terga ¢ Quarta
Ferta positivos, sendo todos esses significativos a 5%. Da mesma forma, nos modelos
GARCH(1,1) e GARCH(1,2) as estimativas correspondentes a Segunda e Ter¢a Feira sio
significativas a 5% e da Quarta Feira também mas a 7%.

- Existe evidéncia de Leveragge Effect no modelo EGARCH (2,2).
- Os modelos GARCH(1,1) e GARCH(1,2) sdo covariante estacionarios, mas o0 EGARCH(2,2)
ndo. Nesse sentido, considerando o comportamento apresentado pelas varidncias recursivas

(ver Capitulo 2), os modelos GARCH(1,1) ¢ GARCH(1,2) sdo preferiveis.

- A persisténcia observada no modelo GARCH(1,1) ¢ altissima, 0,9967; sendo a meia-vida
associada bastante grande.
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- Os valores das volatilidades estimadas GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) sio muito diferentes
logo apds a ocorréncia de valores extremos nos quadrados dos retornos. Valores extremos dos
retornos (valor absoluto) produzem aumentos consideravelmente maiores na volatilidade
GARCH(1,2) em comparagdo aos produzidos na volatilidade EGARCH(2,2), no instante
seguinte a ocorréncia da observagio extrema. Também é observado que o efeito das
observagdes extremas (entendido como grandes valores da volatilidade) permanece por varios
dias.

- Como ilustrado em 3 situacdes (Figuras 3.3b, 3.4b e 3.5b) os limites dos intervalos de

confian¢a dos modelos GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) sfo muito proximos menos nos instantes
logo apés a ocorréncia dos retornos extremos.

3.7.2 Taxa de Cimbio

Com o objetivo de incorporar o Efeito Calenddrio, observado no Capitulo 2, ¢ ajustado
o seguinte modelo:

Y, =y, +Y, (3.7.2.1a)
p, = E[Y, /1, ]1=SegD, 4+ TerD, + QuarD, + QuinD, + SexD; (3.7.2.1b)
Y, =¢,0, (3.7.2.1¢)

no qual D; ‘s sdo variaveis dummy que assumem valor 1 no dia correspondente ao coeficiente
em (3.7.1.1b) e zero nos outros dias. A volatilidade ou vari8ncia condicional ¢ da forma
(3.7.1)-(3.7.3).

Selec¢éio do Modelo GARCH

Nas Tabelas 3.12 ¢ 3.13 sdio apresentados os valores AIC ¢ BIC e as estimativas de
algumas especificages GARCH incluindo o modelo com variincia condicional constante.
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I Modelo com varidncia condicional constante

AIC: -12248.6
BIC: -122212

II. Modelos GARCH(p,g)

Tabela 3.12
Identificaciio na série Taxa de Cambio

p 1 2
0 -12257,9° -12267,4
-12219,6° -122236
1 -12346,8 -12345,2
-12303 -12295.9
2 -12348.8 -12350,8
-12310,5 -12307,0
® Critério AIC
® Critério BIC
IH. Modelo IGARCH(1 1)
AIC: -12332,9
BIC: -12305.5
1V. Modelos EGARCH(p,q)
q
p 0 1 2
0 -12261,6° -12265.4
-12212,4° -12210.6
1 -12345,7 -12344.8 -12345,8
-12296,4 -12290,0 -12285.5
2 -12358,2 -12347,6 -12345,6
-12303,5 -12287 .4 -12279,9
2 Critério AIC
b Critérie BIC
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Tabela 3.13
Estimativas dos modelos GARCH, IGARCH({1,1) e varifincia condicional constante na série
Taxa de Cimbio

CONSTAN GARCH GARCH GARCH GARCH IGARCH

TE (1.1) (1.2) 2,1) (2,2) (1,1
Seg 0,0005° 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006
0,0004° 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,2336° 0,1674 0,1511 0,1744 0,1162 0,1920
Ter 0,0001 -0,00002 0,00003 -0,00003 -0,00003 0,000044
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,7813 0,9543 0,9363 0,9454 0,9356 0,9209
Quar -0,0001 -0,00001 -0,00002 -0,00001 -0,00007 -4,56x10°°
0,0004 0,0004 0,0004 60,0004 0,0004 0,0004
0,8009 0,9745 0,9590 0,9780 0,8507 0,9209
Quin 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,0481 0,0768 0,0719 0,0912 0,0597 0,1414
Sex -0,0001 -0,0003 -0,0003 -0,0003 -0,0002 -0,0003
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,8089 0,5155 0,4933 0,5173 0,5195 0,5120

® 2,48x10°  2,55x10° 2,50x10°  4,80x10°° 7,06x107
7.68x107 6,90¢107 ) . .
0,0012 * 0,0002 *

o, 0,071% 0,0564 0,0720 06,0479 0,0888
0.0135 0,0266 0,0039 00115 .
0,0001* 0,0337% 0,0001* 0,0001*
a, 0,0175 0,0882
00278 0,0140
0,5303 0,0001%
B 0,8861 04,8828 0,8855 0 09112
00212 00201 0,0066 .
0,0001* 0.0001* 0,0001* .
Bs 0 0,7820
00161
. 0,0001%
AIC -12248.,6 -12346,8 -123452 -12348.8 -12350,8 -12332,9
BIC -12221,2 -12303,0 -12295.9 -12310,5 -12307 -12305,5
* estimativa pontual.
® desvio padriio estimado.
° valor-P.

Em trés dos modelos, GARCH(2,1), GARCH(2,2) e IGARCH(1,1), o pacote SAS nio fornece
as estimativas dos desvios padrdo de o, da mesma forma, nfio temos a estimativa de B2 no
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GARCH(2,1), de B1 no GARCH(2,2) e de a1 no IGARCH(1,1)”. No processo de escolha, o
modelo GARCH(2,2) apresenta o menor valor AIC e o segundo menor BIC, enquanto que o
GARCH(2,1) apresenta o menor BIC e o segundo menor AIC. Considerando que o
GARCH(2,2) é mais geral que o GARCH(2,1), o primeiro modelo ¢ escolhido inicialmente
como candidato.

No GARCH(2,2), a estimativa correspondente 4 Quinta Feira ¢ significativa (6%) ¢ o
valor-P da estimativa correspondente a Segunda Feira é 0,12. Nos outros dias as estimativas
n#o sdo significativas. A equagio da volatilidade estimada é:

67 =4380x1075 +0,0479Y, 5 +0,0882Y, 5 +0,782007_, . (3.7.2.2)
(0,0115) {0.0140) (0,0160)

Como &) +@2 + B2 é menor que um entfo o processo ¢ covariante estacionario. Na Figura
3.12 apresentamos o grafico da volatilidade estimada pelo modelo GARCH (2,2), sendo
observado que ela € capaz de acompanhar o comportamento de aumentos e diminuigSes dos
valores dos quadrados dos retornos.

Adequabilidade do GARCH(2,2)

Através da analise grafica das fa.c dos residuos e seus quadrados apresentadas nas
Figuras 3.13a e 3.13b respectivamente, podemos considerar que os residuos do modelo
GARCH(2,2) nfo apresentam correlagdo serial ¢ que a nfo-linearidade foi removida. Esses
resultados sfo confirmados pelos valores-P do Teste Box-Ljung apresentados na Tabela 3.14.
Por outro lado, os residuos do modelo GARCH(2,2) apresentam valores de média (0,003),
varidncia (1,00) e coeficiente de simetria (0,16), satisfatérios. O valor do excesso de curtose é
igual a 127 indicando que a distribuigio dos residuos apresenta cauda mais pesada que a
normal. Mas, ao utilizar a estatistica # para testar normalidade, encontramos que a hipotese de
normalidade ndo ¢é rejeitada, com valor-P igual a 0,49. Na Figura 3.14 apresentamos ¢ Gréafico

%% Na analise dos resultados apresentados pelo programa vimos que em alguns destes casos, o pardmetro &
estimado na fronteira igual a zero e por isso nfio podemos utilizar o Hessiano para estimar a varidncia da
estimativa.
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de probabilidade normal dos residuos GARCH(2,2) observando que o comportamento é apenas
insatisfat6rio nas caudas.

Tabela 3.14
Andlise dos residuos e dos guadrados dos residuos ARCH na série Taxa de Cambio

GARCH GARCH EGARCH
1,b (2,2) (2,0)
Al 3 3 2
A2 14 14 14
Bl 0 0 0
B2 2 2 2
Box-Ljung
Lag6 0,687  0,566° | 0,654 0,609 |0,564 0,929
Lag 12 0636 0609 {0,672 0819 0639 0815
Lag 18 0227 0,425 {0,241 0,478 (0,304 0,739
Lag 24 0342 0,517 {0,355 0,579 [0420 0,706
Lag 30 0283 0,580 (0,309 0,579 (0271 0824
Lag 36 0,382 0304 (0,409 0251 |0354 0401
Lag 42 0,429 0,197 |0453 0,150 {0,389 0276

Al {A2); nimero de autacorrelagbes maiores que um desvio padrio nos 10 (50) primeiros lags.
Valor esperado 3(13).

BI1 (B2 nimere de autocorrelagdes maiores que 1,96 desvios padeBes nos 10 (50) primeiros lags.
Valor esperado 0,3 (2,5).

® valores-P do teste Box-Ljung para os residuos

* valores-P do teste Box-Ljung para quadrados dos residuos

Com relagiio & previsio um-passo a frente ex-amfe, os intervalos de confianga 95%
construidos com a volatilidade GARCH(2,2) excluem 5,66% dos retornos (100 em 1767). O
valor-P associado a essa estimativa € igual a 0,22, em conseqiiéncia os resultados sdo
satisfatorios. Por sua vez, como evidencia a Tabela 3.15, existem varios residuos com valores

muito grandes (em valor absoluto).
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Tabela 3.15
Residuos extremos GARCH(2,2) na Taxa de Cimbio

Data Retorno Volatilidade Residuo Freqiiéncia
(x10°) Esperada
23/09/85 0,04816 8,19 5,35 8x10”
5/03/86 -0,03238 5,49 -4 45 7.57x10°
25/09/89 0,02758 4,45 4,14 0,03
21/09/84 0,02998 6,42 3,66 0,23
15/01/88 -0,03255 8,14 -3,60 0,28
20/12/90 -0,02166 3,69 -3,53 0,37
4/01/90 0,02815 6,14 3,52 0,39
5/01/88 -0,02906 7.42 -3,45 0,49
20/10/87 -0,02205 4,36 -3.44 0,51
26/05/87 -0,01942 3,56 -3,37 0,66

Os resultados dessa tabela servem para mostrar que sob a suposi¢io de que ¢ moedelo
verdadeiro ¢ o GARCH(2,2), a ocorréncia desses residuos é muito improvavel, sendo a
probabilidade de obter 10 residuos maiores (em valor absoluto) a 3,37 inferior a 10™ .

Na Figura 3.15a mostramos os intervalos de confianca (95%) para o periodo da série
em que ocorre o maior residuo, Pelo comportamenio dos quadrados dos retornos antes e
depois de 23/09/85 podemos considerar esse retorno como sendo um owutlier do tipo AQ. O
residuo correspondente a essa observagido encontra-se claramente afastado do resto dos
residuos (extremo superior a direita na Figura 3.14. O segundo maior residuo (Figura 3.16a)
ocorre num periodo no qual existem varias observa¢des grandes nos retornos que nfo estio
incluidas dentro dos intervalos de confianga (95%). Da analise realizada, podemos concluir que,
embora 0 modelo possua um bom desempenho na previsdo ex-amte, aparecem varios residuos
cuja existéncia € pouco provavel se o modelo considerado for verdadeiro.

Sele¢do do Modelo EGARCH

Considerando os modelos EGARCH, a Tabela 3.12 revela que o critério AIC conduz &
eleicio do modelo EGARCH(2,0) seguidoc do EGARCH(2,1), EGARCH(1,0) e
EGARCH(2,2), em ordem de preferéncia. Por sua vez, ao considerar o BIC a ordenagfo para a
escolha é: EGARCH(2,0), EGARCH(1,0), EGARCH(1,1) e EGARCH(2,1). Portanto, ambos
os critérios conduzem a escolha do EGARCH(2,0). Na Tabela 3.16 observamos que no
EGARCH(2,0) a estimativa correspondente a Quinta Feira € significativa 5% e a
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correspondente & Segunda Feira possui valor-P igual a 0,10. As estimativas correspondentes
aos outros dias sdo ndo significativas (valores-P > 0,25).

Tabela 3.16
Estimativas dos modelos EGARCH na série Taxa de Cimbio
EGARCH EGARCH  EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH
(1,0) (L1) (1.2) (2,0) (2,1) 2,2)
Seg 0,0006 0,0006 0,0607 0,0006 0,0006 0,0006
0,0004° 0 0004 00004 02,0004 0,0004 08,0004
0,1183° 0,0802 0,0741 {.0989 0,1308 00,0922
Ter 0,00004 0,00001 0,00003 -8,4-515x10‘9 8,973x10°¢ 4,662x10°
0,0004 0,0004 0,0004 9,115x10° 0,0004 0.0003
0,9132 0,9725 0,9363 0,9993 0,9812 0,9891
Quar -0,0002 -0,0002 -0,0001 -0,0002 -0,0002 -0,0002
0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,6798 0,6440 0,7043 0,6762 0,5333 0,5396
Quin 0,0007 0,0007 0,0007 0,0008 0,0008 90,0008
0,0004 0,0004 0,0004 00004 0,0004 00004
0,0750 0,0569 0,0513 0,0394 * 0,0476 * 0.0517
Sex -0,0002 -0,0002 -0,0002 -0,0003 -0,0001 -(,0002
80,0004 80,0002 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004
0,6437 0,2534 0,6128 0,4540 0.6955 06778
K -0,3624 -0,3693 -0,4081 -0,1436 -0,7121 -0,7152
1035 01057 08,1096 0.0304 0,1584 0,1960
0,0005% 0,0012% 0,0002*% 0,0001% 0,0001* 0,0003
A, 0,9625 0,9618 0,9578 1,8162 0,0294 0,0277
0.0105 0.0108 00112 0,0430 0,0376 0,0394
0,0001* 0,0001* 0,0001* 0,0001* 04335 04816
A, -0,8310 0,8969 0,8983
0,04334 0,0365 0,0379
0,0001* 0,0001* 0.0001*
H 0,1477 0,0944 0,0796 10,0402 04,0993 0,0899
0,0231 0,0559 00519 0,0077 0.0295 0,0493
0,0001* 0,0910 0,1247 0,0001* 0,0008* 0,0680
¥, 0,0573 -0,0144 0,1876 0,1875
00539 0,0657 02,0280 00286
0,2877 0,8266 0,0001* 0,0001*
¥ 0,0950 0,0114
0,0542 0,0389
0,0797 0,7704
8 -0,0299 -0,0366 -0,0619 -0,0783 -0,0621 -0,0217
00823 0,0856 00734 0.0770 0.0745 00762
0,7166 0,6694 0,3991 0,3087 0,4072 0,7756
AIC -12345.7 -12344.8 -12345 8 -12358,2 123476 -12345,6
BIC -12296.,4 -12290,0 -12285.5 -12303,5 -12287.4 -12279.9
* estimativa pontual,
¥ desvio padréio estimado.
¢ Valor-P.

* significativo 5%
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Na equacio da volatilidade estimada:

In(c?) = —0,1436 + 181621In(c2,, ) - 0,8310In(c2,) +0,0402g(s,_,)  (3.7.2.3)
(0,0304) (0,0429) (0,0433) (0.0077)

g(e,) =-0.0783¢,Hg,|-v2/= ,
(0,0769)

todas as estimativas sdo significativas (valores-P inferiores a 0,0001) com excegiio do
corresponde a assimetria que possui valor-P igual a 6,31, em conseqiiéncia ndo ha evidéncia de
Leverage Effect. Por outro lado, as raizes de 1—18162x+0,8310x% =0 nfo sdo reais, mas
as raizes de 1— 1,8x+0,8x? =0 sdo iguais a 0,8 e 1. Portanto pelo Teorema 1 (segdo 3.3.4) as
volatilidades ndo sfo ergodicas nem estritamente (ou covariante) estacionarias. O gréfico da
volatilidade estimada pelo modelo EGARCH (2,0) é apresentado na Figura 3.12 sendo
observado que as variagdes nos quadrados dos retornos sfo acompanhados pelas variagdes da
volatilidade estimada.

Adequabilidade do modelo FEGARCH(2,0)

Ao analisar o comportamento da f.a.c. dos residuos e seus quadrados (Figuras 3.13¢-d),
podemos observar que os residuos EGARCH(2,0) nfio apresentam correlagio serial e, além
disso, a no linearidade € removida. Esses resultados sdo confirmados pelos dados da Tabela
3.14. Adicionalmente os residuos apresentam estimativas da média, varidncia e coeficiente de
simetria satisfatorios sendo iguais a 0,00006, 1,00 e 0,11 respectivamente. O excesso de curtose
¢ igual a 1,23 e esta afetado pelos valores extremos dos residuos, sendo igual a 0,37 ao retirar
0s 9 maiores residuos da amostra em valor absoluto. Isso indicaria que a distribuigdo dos
residuos é leptochrtica, mas, através da estatistica W, nfo rejeitamos a hipotese de normalidade
com valor-P igual a 0,29. Adictonalmente, embora ndo apresentado, o Grafico de Probabilidade
Normal € satisfatorio com excegdio das caudas, onde € observada um pequeno nimero de
pontos que apresentam afastamento com relagéo a reta normal.

Na Tabela 3.17 sdo apresentados os 10 maiores residuos em valor absoluto, sendo
observado que varios deles estfio incluidos na Tabela 3.15 e, em particular os trés maiores
acontecem na mesma data.
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Tabela 3.17
Residuos extremos EGARCH(2,0) na série Tuxa de Cambio

Data Retorno Volatilidade  Residuo  Frequéncia
(x10°) Esperada
23/09/85 0,048161 9,29 5.03 4,4x10™
5/03/86 -0,032379 5,52 4,44 7,9x10°
25/09/89 | 0,027580 434 422 0,022
5/01/88 -0,029055 5,62 -3,98 0,060
20/10/87 | -0,022052 3,79 3,71 0,18
21/09/84 | 0,029978 6,20 3,70 0,19
15/01/88 | -0,032549 8,34 -3,56 0,32
4/01/90 0,028154 6,02 3,55 0,34
26/05/87 | -0,019418 3,68 3,33 0,76
5/07/89 0,025197 5,95 3,30 0,34

Supondo que 0 EGARCH(2,0) é o verdadeiro modelo, a probabilidade da existéncia de
10 residuos maiores a 3,30 (décimo residuo) na amostra ¢ inferior a 10, o qual indica que a
existéncia desses residuos ¢ implausivel. Intervalos de confianga (95%) excluem 5,66 % dos
retornos (valor-P para testar 5% ¢ igual a 0,22) sendo esse resultado satisfatorio.

Modelo GARCH(1, 1)

Dos dados apresentados na Tabela 3.13, nenhuma das estimativas correspondentes aos
dias da semana sdo significativas a 5% no GARCH(1,1). Entretanio, a estimativa
correspondente a Quinta Feira possui um valor-P igual a 0,08. Por sua vez, todas as estimativas
correspondentes & varidncia condicional sdo altamente significativas. A persisténcia estimada ¢é
bastante grande, 0.9579, significando uma méia-vida igual a 16,12 (aproximadamente trés
semanas de funcionamento de mercado).

Quanto 2 adequabifidade do modelo GARCH(1,1), tanto pela analise grafica das fa.c
dos residuos e seus quadrados, quanto pelos valores-P do teste Box-Ljung apresentados na
Tabela 3.14, podemos considerar que os residuos nfio apresentam correlagdo serial € que a ndo-
linearidade foi removida. Por outro lado, os residuos do modelo GARCH(1,1) apresentam
valores de média, varidncia e coeficiente de simetria iguais a 0,0004, 1,00 e 0,15
respectivamente, os quais sfo satisfatorios. Embora o valor do excesso de curtose, 1,3 indique
leptocurtose na distribuigio dos residuos, o teste W possui valor-P igual a 0,33, Como nos
casos anteriores, isto é explicado pelo fato da grande maioria dos dados ter comportamento
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proximo da normal como foi verificado no Grafico de Probabilidade Normal, que nio €
apresentado.

Com relagiio a previsdo um-passo a frente ex-amte, os intervalos de confianga 95%
construidos com a volatilidade GARCH(1,1) excluem 5,55% (98 em 1767) dos retornos, sendo
esses resultados satisfatérios. Por sua vez, como mostra a Tabela 3.18, existem varios
residuos com valores muito grandes (em valor absoluto).

Tabela 3.18
Residuos extremos GARCH(1,1) na série Taxa de Cambio

Data Retorno Volatilidade Resicuo Freqiiéncia

(x10°) Esperada

23/09/85 0,04816 8,56 5,23 1,5x10™

5/03/86 -0,03238 542 -4.47 6,8x10”
25/09/89 0,02758 4,27 4,22 0,02
15/01/88 -0,03255 6,99 -3,89 0,09
21/09/84 0,02998 6,20 3,72 0,18
4/01/90 0,02815 5,78 3,63 0,25
5/01/88 0,02905 6,92 3,58 0,31
26/05/87 -0,01942 343 -3,43 0,53
20/12/90 -0,02966 3,89 3,43 0,54
20/10/87 -0,02205 4,58 -3,36 0,69

Os resultados dessa tabela servem para mostrar que sob a suposigio que o modelo
verdadeiro é o GARCH(1,1), a ocormréncia desses residuos € muito improvavel, sendo a
probabilidade de obter 10 residuos maiores {em valor absoluto) a 3,36 inferior a10™ .

Da analise podemos concluir que, embora ¢ modelo possua um bom desempenho na
previsio ex-ante, aparecem varios residuos cuja existéncia é pouco provavel se o modelo
constderado for verdadeiro.

Comparacgdo dos Modelos GARCH(1,1), GARCH(2,2) e EGARCH{(2,0)
Os modelos GARCH(1,1) ¢ GARCH(2,2) apresentam estimativas de volatilidade

bastante proximas, como pode ser visto na Figura 3.17a. O mesmo é observado gquando
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comparamos os modelos GARCH (2,2) e EGARCH (2,0) (ver Figura 3.17b). Nos paragrafos a
seguir ¢ realizada uma comparagiio dos modelos escolhidos através dos critérios AIC e BIC.

Como ¢ observado na Figura 3.12, as volatitidades estimadas pelos modelos
GARCH(2,2) ¢ EGARCH(2,0) sio capazes de acompanhar as variagSes (aumentos e
diminuicdes) dos quadrados dos retornos™, mas eles diferem em certas caracteristicas.
Primeiro, sdo observadas diferencas consideraveis entre as volatilidades para alguns retornos
(Figura 3.17a), sendo em alguns casos bastante grandes. Isso ¢ devido ao fato da volatilidade
estimada pelo GARCH(2,2) reagir de forma diferente a presenga de valores grandes (extremos)
dos quadrados dos retornos quando comparada com a volatilidade EGARCH(2,0). Por
exemplo, na Figura 3.15a observamos que no um dia apOs a observagio extrema no dia
23/09/85, ambas volatilidades estimadas aumentam, mas a volatilidade estimada GARCH(2,2)
o faz abruptamente. O mesmo acontece na Figura 3.16a nos dias 5/03/86 e 24/03/86. Nesse
sentido, a0 comparar as expressdes (3.7.2.2) e (3.7.2.3), os dados evidenciam que o efeito
aditivo de {Yy} na volatilidade estimada GARCH(2,2) ¢ maior que o efeito multiplicativo |Yi
na volatilidade estimada EGARCH(2,0) no instante seguinte a ocorréncia da observagio
extrema. Por sua vez, na Figura 3.17b observamos que a volatilidade EGARCH(2,0) também
pode ser muito maior do que a volatilidade GARCH(2,2). Na Figura 3.18a € apresentado um
periodo no qual isso acontece. Desde 27/02/85 é observado que a volatilidade EGARCH(2,0)
¢ maior que a volatilidade estimada GARCH(2,2). Neste caso as diferengas comegam no dia
1/03/85 em que ocorTe uma observagido muito pequena (em valor absoluto).

A segunda diferenga, também relacionada com a primeira, deve-se ao fato de que logo
ap0s a ocorréncia dos valores grandes dos retornos, em alguns periodos, como por exemplo
nas apresentadas nas Figuras 3.15b e 3.16b, os intervalos de confianga 95% (i.c) para os
retornos utilizando a volatilidade GARCH(2,2) apresentam de maneira geral, comprimento
maior aos i.¢. construidos com a volatilidade EGARCH(2,0).

Outra diferenca consiste na forma da evolucio das volatilidades sendo no
EGARCH(2,0) mais swave quando comparada a volatilidade GARCH(2,2) (Figuras 3.12,
3.15a, 3.16a, 3.18a).

Por outro lado, com relagiio a previsio um-passo 2 frente ex-arnte, o desempenho dos
modelos GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) ¢ praticamente 0 mesmo. Assim, intervalos de

**Embora nfio apresentado, no grafico da volatilidade GARCH(1, 1) também & observado isso.
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confianga 95% para os retornos (i.c.) incluem o mesmo nimero de retornos nos dois modelos
e, por outro lado, as percentagens observadas nas Tabelas 3.19 e 3.20 s8o muito proximas.

Tabela 3.19
Previsiio um-passo i frente ex-ante considerando niveis na volatilidade estimada
GARCH (2,2) na Taxa de Cambio

Nivel n  Volatilidade (x10°)  numerode  Percentagem  Valor-P
b c retornos fora

baixo 589 2842 4492 42 713 0,02

médio 589 4,492 5780 27 4,58 0,65

alto 589 5784 276 31 5,26 0,78

* Teste bilateral com aproximagio Poisson supondo independéncia nas observagdes
® menor valor apresentado em cada nivel.
© maior valor apresentade em cada nivel.

Tabela 3.20
Previsio um-passo i frente ex-ante considerando niveis na volatilidade estimada
EGARCH(2,9) na Taxa de Cambio

Nivel n Volatilidade mimerode  Percentagem  Valor-P
(x105) retornos fora
b c
baixo 589 2,151 4478 41 6,96 0,03
médio 589 4,484 5,992 28 4,75 0,79
alto 589 5,992 16,2 31 5,26 0,78

? Teste bilateral com aproximagso Poisson supondo independéncia nas observagies
® menor valor apresentado em cada nivel.
“ maior valor apresentado em cada nivel.

Nessas tabelas observamos que quando a volatilidade ¢ baixa, os intervalos de confianga
{(i.c) em ambos os modelos excluem mais retornos do que os esperados.

Nas Figuras 3.15b, 3.16b e 3.18b, correspondentes basicamente a periodos de
volatilidades média e alta, é possivel observar que os i.c construidos com ambas volatilidades
sempre excluem os valores extremos dos retornos. Logo apds a presenca das observagdes
extremas, os i.¢c obtidos utilizando o GARCH(2,2) sio mais compridos do que os
correspondentes aos i.c estimados pelo EGARCH(2,0).
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Conclusdes
A discuss3o anterior permite estabelecer algumas conclustes:

- Os modelos GARCH(1,1), GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) sdo capazes de remover a nio-

linearidade dos retornos.

- A volatilidade estimada EGARCH(2,0) evolui de forma mais suave quando comparada com a
volatilidade estimada GARCH(2,2) que apresenta variagdes bruscas.

- Os modelos GARCH(1,1) ¢ GARCH(2,2) apresentam estimattvas da volatilidade muito

proximas.

- As volatilidades estimadas pelos modelos GARCH(1,1), GARCH(2,2) ¢ EGARCH(2,0) sdo
capazes de acompanhar os movimentos de aumentos e diminuigdes dos quadrados dos

retornos.

- Os modelos estimados GARCH(1,1) ¢ GARCH(2,2) sdo covariante estaciondrios enquanto
que o EGARCH(2,0) ndio ¢ estacionario. Nesse sentido, considerando as evidéncias
encontradas no Capitulo 2, os modelos GARCH s#o preferiveis.

-Os modelo ajustado GARCH(1,1) apresenta alta persisténcia e, por outro lado, no modelo
ajustado EGARCH(2,0) n3o ha evidéncia de Leveragge Effect.

- Em termos de previsdo ex-anfe, ambos os modelos GARCH(2,2) e EGARCH(2,0) exibem
resultados satisfatorios e similares, resultados que se mantém quando consideramos niveis na
volatilidade. Em particular, quando a volatilidade € baixa encontramos uma percentagem de

retornos maior a esperada.

- Para grande quantidade de retornos, os valores apresentados pelas volatilidades estimadas
GARCH(2,2) ¢ EGARCH(2,0) sdo similares ¢ as grandes diferengas entre elas ocorrem nos
periodos posteriores a presenga de observagdes extremas.

- Existe uma falta de ajuste nos modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2) ¢ EGARCH(2,0)
evidenciada pela existéncia de varios residuos extremos que nfo podem ser explicados com os
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modelos estimados. Nesse sentido, € possivel melhorar o ajuste considerando intervengdes, e
/ou, utilizando inovagBes com distribuicdes que apresentem cauda pesada, ou até
procedimentos robustos.
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CAPITULO 4

MODELOS DE VARIANCIA ESTOCASTICA

4.1 Introducio

Uma das principais caracteristicas dos modelos ARCH, discutidos no Capitulo anterior,
¢ o fato da volatiidade ser uma variavel observavel. Como conseqiiéncia disso, a
verossimilhanga era obtida com facilidade o que, por sua vez, facilitava o processo de
inferéncia. Este Capitulo esta dedicado ao estudo de uma abordagem diferente, os Modelos de
Varidgncia Estocastica (Modelos SV) nos quais a volatilidade € uma variavel ndo observdvel.

Entre os modelos que consideram a volatilidade como sendo ndo observavel temos os
propostos por Clark (1973), Tauchen e Pitts (1983), Hull e White (1987), Wiggins (1987),
Melino e Turnbull (1990). Na formulagdo dos modelos SV, as propriedades assim como sua
dindmica eram facilmente derivadas. Entretanto as maiores dificuldades apareciam ha estimagéo
e no diagndstico, por causa da auséncia de procedimentos e ferramentas tedricas. Devido a
isso, 0os modelos de varidncia estocastica eram pouco utilizados. Os progressos da ultima
década relacionados com a andlise de variaveis néo observaveis, facilitaram o surgimento de
diversas metodologias para calcular a volatilidade (ver Ghysels ef alii, 1995 e Shephard, 1994b
para uma revisio da bibliografia). Entre as abordagens mais promissoras estd a utilizagio de
procedimentos Bayesianos (Jacquier et alii ,1994), nos quais a distribuiciio da volatilidade ¢
calculada fazendo uso de métodos computacionais intensivos como o Amostrador de Gibbs ou
Cadeias de Markov via Monte Carlo. O principal problema nessas metodologias é a auséncia
de procedimentos de diagnéstico e, as vezes, o alto custo computacional.

Uma forma de tratar esses modelos, consiste em encontrar representagdes adequadas
em espago de estados. Nesse contexto, estimar a volatilidade constitui um problema de
filtragem ou extragdio de sinal. O problema inerente a essa abordagem ¢ a dificuldade em
calcular a verossimithanga. Como uma alternativa para contorna essa dificuldade, Harvey ef alii
(1994) e Ruiz (1994) propdem o Método de Quase Mdaxima Verossimilhanga que consiste em
aproximar a verossimilhanga pelos dois primeiros momentos e calcular a quase-verossimilhanga
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e as estimativas da volatilidade via Filtro de Kalman (Kalman, 1960). A representa¢io em
termos de espago de estados permite estimar os residuos recursivos, que podem ser utilizados
para testes de diagnostico do modelo e permite calcular a previsdo de forma simples.
Adicionalmente, permite a imcorporagic de diversos Fatos Estilizados como Efeitos
Calenddrio e Leverage Effect de maneira simples. Finalmente, e quiga seja a maior vantagem, a
extensdo para modelos multivariados € natural, sendo os modelos parcimoniosos (ver Harvey et
alii, 1994). A despeito dessas vantagens, esse procedimento aproximado de estimagio pode ser
muito ineficiente.

Neste Capitulo sera discutide um modelo de volatilidade estocastica especifico; o
modelo Log-normal, também conhecido como AR(1)- SV, que foi proposto pela primeira vez
por Taylor (1980,1986) e desenvolvido posteriormente por Nelson (1988) e Harvey ef alii
(1994), dentro de uma abordagem de espago de estados. Inicialmente, na Secgéo 4.2 discutimos
a representagio em espaco de estados dos modelos de varidncia estocéstica. A seguir, na Sec¢io
4.3, ¢ mostrado como o modelo AR(1)-SV ¢ capaz de reproduzir teoricamente alguns Fatos
Estilizados. A Segdo 4.4 trata do processo de Estimagdo enquanto que, na Segdo 4.5,
discutimos algumas medidas para o diagnostico e Bondade de Ajuste. Na Se¢do 4.6 sdo
apresentadas algumas extensdes do modelo AR(1)-SV para incorporar outros Fatos
Estilizados. A previsio é o assunto da Seclio 4.7 e, finalmente, na Secdo 4.8 ilustramos a
metodologia exposta através do ajuste das Séries Exemplo.

4.2 Abordagem em Espaco de Estados dos Modelos de Variincia
Estocastica.

Nesta se¢dio sera discutido, com algum detalhe, a construgio de um modelo na
representagiio de espaco de estados. Entre as referéncias para modelos em Espago de Estados e
Filtro de Kalman temos, Harvey (1989) e, para uma abordagem Bayesiana, West e Harrison
(1989).

Nos modelos de Varidncia Estocastica a volatilidade ¢ considerada como uma
componente ndo observdvel que varia ao longo do tempo. Nesse sentido, dentro da
especificagio usual, é assumido que os retornos satisfazem:

Y: /o = N(0,67), 4.2.1)
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ou, de outra forma, escrito como modelo produto:

Y, =¢,0, g, ~ NID(0,1), {4.2.2)

t t

onde s¢ ¢ independente do processe Y: Subsiste ainda o problema de modelar a varidncia
condicional. Uma forma simples de modelar esse processo é através de um processo
autoregressivo de ordem um e escrevé-lo como exponencial de um processo ndio observavel,
com o proposito de garantir que a volatilidade seja positiva:

log(c}) =8 +ylog(o}, )+, Mt ~ NID(0,07) (4.2.3)
onde &,y sfo pardmetros e |y|<1.

A formulacio (4.2.2) e (4.2.3), denominado Modelo AR(1)-SV Discreto Estaciondrio conduz
naturalmente a uma representagio do modelo em Espago de Estados. Com efeito, na equagdio
(4.2.2), elevando ac quadrado cada termo e tomando o logaritmo obtemos a seguinte

eXpressao:
log(Y}}) =log(e}) +log(c?) , (4.2.4)

na qual, as varidveis log(e;”) seguem a distribuicio log-normal com pardmetros (Abramovitz e
Stegum ,1970);

E [log(e)] =-1.27 (4.2.5)
Var [log(e)] = n/2 = 4.93 .

Por sua vez, podemos definir a varidvel
& = log(ed)-E[loge)]= log(ed) + 1.27, (4.2.6)
¢ substitui-la em (4.2.4). Dessa forma obtemos a expresséo:

log(Y?) = —127 +log(o?) +&: , 4.2.7)
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na qual E [§ ] = 0, Var [§ ] = n°/2 e, dado que as variaveis aleatorias £ sdo mutuamente
independentes, entdo as & também s8o.

Finalmente, as equacdes (4.2.3) ¢ (4.2.7) constituern a representagiio em Espago de Estados do
modelo (4.2.2)-(4.2.3):

log(Y}) = ~127 +log(c?) +&, & ~ID(0,7" /2) (4.2.8a)
log(c?) =8 +ylog(cl ) +m, n, ~ NID(0,07 ) (4.2.8b)
&,,M, independentes.

A inclusio de uma componente aleatéria 1y na equagdo (4.2.8b), que envolve o
processo da volatilidade, faz 0 modelo mais versatil no sentide que o torna suficientemente
amplo, de forma a reproduzir os Fatos Estilizados'. Quando y=1, definimos o Modelo AR(1)-
SV Discreto Néo-Estaciondrio como:

Y, ~£,0, g, ~ NID(0,1) (4.2.92)
log(o7) = log(or,) +1, n, ~ NID(0,07) (4.2.90)
£.,M, independentes,

o qual possui uma representaciio em Espago de Estados como (4.2.8) com&=0e y=1, isto ¢,
o logaritmo da varidncia se reduz a um passeio ao acaso sem arift.

O modelo {4.2.8) constitui uma aproximag@io discreta natural do modelo de difusdo
Orstein-Uhlenbeck utilizado, entre outros, por Hull e White (1987). Dass1os (1992) mostrou
que esse modelo constitui uma melhor aproximacdo discreta que o modelo EGARCH.

Na literatura existem vérias metodologias para estimar a formmilagdo (4.2.8), como por
exemplo, entre outros, 0 Método dos Momentos Generalizado (GMM), a Moda, Amostragem
por Importincia (Importance Sampling), Cadeias de Markov via Monte Carlo, (para uma
revisdo atualizada ver Shephard,1994b), A alternativa proposta por Harvey et alii (1994) e
Ruiz (1994), consiste em assumir que a distribuigio das perturbagtes & pode ser aproximada
pela distribuicio Normal. Dessa forma, (4.2.8) constitui a representagdo em Espago de Estados
com as perturbagdes consideradas Gaussianas e a verossimilhanga calculada via Filtro de

'E possivel generalizar essa equagio de maneira que evolua como um ARMA,
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Kalman. Como a verosimilhanga é aproximada, temos uma estimativa pelo Método de Quase-
Maxima Verosimilhanga. Depois de estimados os parametros, o Filtro de Kalman pode ser
utilizado para estimar a volatilidade. Uma caracteristica importante deste método é que ndo
precisamos conhecer a distribuicdo especifica de g,, mas apenas os dois primeiros momentos.

4.3 Propriedades Basicas: Reproduc¢io dos Fatos Estilizados

Na demonstragdo das propriedades basicas a seguir, a hipdtese de normalidade nas
perturbagdes ¢é utilizada sé quando necessaria. Para facilitar o calculo posterior da
verossimilhanga, substituimos o pardmetro de escala & pela expressfio log(k)(1—7v), onde a

constante k¥ estd fora da equaglo de estados. Dessa forma, o modelo AR(1)-SV discreto

Estaciondrio é definido como:

Y=e0; (4.3.1a)
o = xexp(h,). (43.1b)
by =7y hey + (4.3.1c)

onde |y|<1, e as perturbagBes & e m; satisfazem:

g ~ 1D (0, 1) (43.1d)
e ~ 1D (0, 5n%) (43.1¢)
Elen, . ]=0 Vs20 (4.3.19)

Da mesma forma, a versdio Ndo-estaciondria é obtida substituindo x=1 e y=1, em
(4.3.1). As propriedades estatisticas do modelo de volatilidade estocastica definido em (4.3.1),
serfio apresentadas na forma de Teoremas, sendo o primeiro:

Teorema 1
No modelo (4.3.1), supondo que a variéncia da perturbagio 1, € finita temos que:

i} Quando |y| < 1, o processo {h; }¢ estritamente estacionario, com média igual a:

02

g} : 2 n
p, =0, evaridnecia G, = 1y
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ii) O processo {Y} é estritamente (fracamente) estacionario se o processo {h} € estritamente

(fracamente) estacionario.
iii) O processo {Y,} é martingale diferenca com respeito a D, ; a 5-algebra gerada por I, .
v} O processo {Y,} ¢ ruido branco.

v) Se distribuicdo do processo {s;} € simétrica, entdo a distribuicio do processo {Y} €
simétrica, portanto, seus momentos de ordem impar sdo nulos.

vi} Quando a distribui¢do do processo {g;} é normal com varidncia unitaria, € a distribui¢io da
perturbagio 1, também ¢é normal, entfo , a distribuicio do processo {Y;} apresenta cauda
pesada, com varidncia e curtose dadas por :

Var[Y,] = xexp(055;), (4.3.2)

(o )
Curtose[Y, ] = 3exp(c. ) = 3ex 1_:{2J, (4.33)

se ly| < 1. De maneira geral, os momentos de ordem par sio obtidos através da expressio :

E[Y™]= ég)%exp(o»mzci ™. (4.3.4)

Prova:

Para as provas sido necessarios resultados dos modelos autoregressivos, e da esperanca

condicional .
i) Resulta das propriedades dos modelos autoregressivos.

ii) Segue de (4.3.12), (4.3.1b) e considerando que o produto de dois processos fracamente
(estritamente) estacionarios, € fracamente (estritamente) estacionario.

iii) Basta mostrar que E[Y, /D, ,]1= 0 e que E[{Y,]] é finita.
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a) Como o, € funclo de Dy, e as varigveis g, s40 mutuamente independentes, entdo:
E[Y./D,,1=E[e,0, /D, ]=0,Efg, /D_ 1= 0, portanto E[Y, /D, ,]1=0.

b) As perturbagbes & sdo mutuamente independentes e possuem varidncia finita, em
conseqiiéncia E[le, D, ,]= E][¢,|] é finita. Por sua vez, considerando que o, ¢ finito, entiio
E[|o, |} < o0. Usando ambos resultados obtemos que:

E[|Y,|]= Elle,0,|]= E[E[l,0,/D, ]1= Ello, |[E[l¢, VD, , 1] é também finito.

iv) Do item a) em /i) obtemos que E[Y,]=E[E[Y,/D, ,]]=0. Por outro lado, como as
variaveis & s0 mutuamente independentes, entfio para s>0: Efeg, ]=0. Em conseqiiéncia,
ElY.Y, . 1=Eeocg, o, ]=Eooc, Eleg, /D, ]]=0. No item v) sera mostrado que o
processo {Y,} possui varidncia finita, com isso esse processo € ruido branco.

v) Como as perturbagdes g, sdo mutuamente independentes com distribuigio simétrica, entdo
E[e”™YD..] = E[e™"] = 0, para m=0,12,... Portanto: E[Y>™'] = E[&™"' ¢™"] =
E[o™ "E[e™"/Dy,]] = 0.

vi} Pelas propriedades da distribui¢do normal, ¢ o fato da independéncia das perturbagdes &,

2m)!
obtemos que: E[e;™ /D, ]=E[e;"]= (g)glr)ny

distribuigiio normal, portanto o processo h, = log(c? / k) também tem distribui¢io normal com

Por sua vez, a perturbagio 1 possul

media e varidncia dadas em i). Dessa forma, € possivel calcular os momentos de ordem par de
o1, através da seguinte propriedade usada em Taylor (1986 p.74 ):

Propriedade 1:
Se log ( Vi) tem distribuicio normal com media o e variéncia B* ( >0 ), entdio :

i) E [V = exp(o + 0.58%), (43.5.1)
ii ) Como log [V{]=rlog [V:] em conseqiiéncia , E [V{] = exp( ra + 0.5 r*B?). (4.3.5.2)

1
Portanto, considerando V, =o¢’/x obtemos que: E[(c?)™/x™]= exp(zmzci) e

1
E[(c})"]=x™ eXp(E m®c} ). Logo, fazendo uso de E[Y™] = E[&® 67™] = E[o™ E[e™/D..1]],

obtemos a seguinte expressdo;
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o (2m)! o
E[‘_’t2 ] = mexp(Oszcr: )K 5
em particular; B[Y; ]} = exp(0.55} )x, que ¢ igual 4 varidncia de Y,, e E[Y;'] = 3exp(20; )x*, em
conseqiiéncia a curtose ¢ calculada facilmente.

0

Como acontece nos modelos ARCH, o processo dos retornos do modelo AR(1)-SV ¢
ndo correlacionado, com distribuigiio simétrica em tomo de zero. Se 6,° > 0, do item Vi),
obtemos que a curtose ¢ maior do que 3, em conseqiiéncia, a distribui¢io dos retornos também
¢é leptocurtica. Entretanto, uma diferenca importante é que no modelo (4.3.1), o quarto
momento sempre existe quando o processe h; € estaciondrio {mesmo quando y € nulo?), ao
contrario dos modelos ARCH, nos quais, a existéncia do quarto momento depende dos valores
das raizes na equagio da volatilidade (por exemplo no GARCH(1,1), quando a+f<I). A
propriedade de cauda pesada vale também quando especificamos distribuigdes GED nas
perturbag¢@es, ver Harvey e Shephard (1993b).

Com relagio a Persisténcia, dado que a log-volatilidade é um processo autoregressivo
linear {(4.2.8b), o indicador natural para a persisténcia € o parametro .

Por outro lado, fazendo suposigBes sobre a distribuigdo conjunta das perturbagGes & ¢
N , € possivel modificar o modelo (4.3.1) de forma a reproduzir outro Fafo Estilizado: o
Leverage Effect, essa modificagio pode ser encontrada em Harvey e Shephard (1993c).
Analogamente, incorporando o processo dos retornos como um processo de inovagdes dentro
de um modelo de regressio, podemos imitar os Efeitos Calenddrio. Esse aspecto sera discutido
na Segiio 4.7.

Na exposicio das caracteristicas das séries financeiras no Capitulo 2, encontramos que
um dos Fatos Estilizados mais importantes ¢ a nio-linearidade dos retornos. Uma forma de
confirmar essa caracteristica é através da f.a.c de fun¢Bes ndo-lineares dos retornos. No modelo
AR(1)-SV estudado nesta dissertagdo, o interesse esta centradoe nos quadrados dos retornos ¢
nos logaritmos dos quadrados dos retornos. O seguinte Teorema explicita sua dindmica.

? Pois Y, ¢ mistura de distribuigBes, no qual o grau de mistura depende de crnz.
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Teorema 2

Seja 0 modelo de varidncia estocastica definido em (4.3.1). Supondo que as
perturbagdes & e 1) 550 normais mutuamente independentes, entdo:

i) A fa.c do processo dos quadrados dos retomos ¢ igual a:

_explopyt]-1

el 1 (429

Py: (5)

i) Entretanto, quando o parimetro y é proximo de um e ou 6, é pequeno, podemos aproximar
af.a.c obtida em #) por:

exploa]—1

2 (8) = . 4.3.7
pyz (5) Sexploi]-1" (43.7)
iii) Finalmente, a fa.c dos logaritmos dos quadrados dos retornos é:
b ()= — (43.8)
log(Y) 1+493/0;

Prova:

i) Como as variaveis &, sio normais 7.1.d, entdo: Efg’s} /D, 1= E[e’e ]1=1. Dessa forma:
E[YY?,1=E[ojo. Elesl, /D, 1] = Elc{o; ] = Elexp(h, +h, )k’ (4.3.9)

Por sua vez, como h; é um processo autoregressivo normal de ordem 1, entdo o processo:
logfo’c?, /x*]=h, +h,_,, também tem distribui¢io normal com media igual a 0 ¢ varidncia
igual a 20f (1+v%). Logo, pela express3o (4.3.5.1) na Propriedade 1 obtemos:

Efexp(h, +h,_,)] = exp[c? (1+7*)], (4.3.10)

e como por outro lado ;

Var[Y,]= E[Y?] = exp[050? Jc (43.11)
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portanto, de (4.3.9) , (4.3.10} e (4.3.11) obtemos:

Cov[ Y YZs]= exp[of (1+7*)le? — (exp[ 0567 Ik)?
= exp[o, |{expfoyy*] - 1, (43.12)

Var[Y7]= E[Y]1- (E[Y;'])* = 3exp[20, Ix” - (exp[050;, Ix)*
= exp[oh | (3explof]- 1} . (4.3.13)

Finalmente, como Var[Y?]= Var[YZ.], utilizando as expressdes (4.12) e (4.13) € facil obter:
2,8
exploay®]-1

2 =CO YZYZ_.S = .
Pre = ComYN e = eeplot ] -1

0 0.2 syk
iiy Expandindo exp[o?y’] em sériec de McLaurin obtemos: expfciy®]= Z——( hg I) €
k=0 ,

considerando que {y*}* =1, quando y =1, entfo:

0.2 k
(E,) =1+7y*{explo} -1},

explohy* 1= 1+7' 2
k=1

logo, substituindo a Gltima expressio em (4.3.6) obtemos:

) explop]-1 |
()2 —————
Py 3explor]-1

ifii) Em (4.2.4) temos que: log(Y?) = h, +log(e}). Por sua vez, como as variaveis log(s) sio
mutuamente independentes e o processo {h} é AR(1), entio o processo Z=log(Y:) ¢ um
ARMA (1,1); o qual possui uma fungo de autocorrelagio da forma:

Pz, (H=Cy""  s=123,.

onde C é o valor da primeira autocorrelagiio, que é calculada pela definicdo. Assim,
considerando que os processos {ly} e {log(e’..)} sdo independentes (s20), calculamos

facilmente as seguintes quantidades:
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E[Z,]=E[h, +log(e’)1= Eflog(e})],

E[Z,Z,,]= Ellog(Y})log(Y; )1= E[(h, +log(e; ))h,, +log(s:, )]
= E[h,h,, ]+ Ellog(e; YIE[log(e..,)] ,

E[Z{]= E[{(b, +log(e;))}*1= E[h; 1+ E[ {log(e.,)}"]
= E[h{ ]+ {Var[log(e?)] + (Ellog(?)])*},

dessa forma obtemos:

Var[Z ]= EB[Z2]- {E[Z,]}? = E[b?]+ Var[log(e?)] = & +4.93,
COV(ZHZ!—I) = E[Z:Zt—l]_ E[Zt]E[Zt—l] = E[hths—l]
= E[(Yht—l +, )ht—] ] = 'YE[hf—l] = 'Yclzn

e, pela defini¢io de correlagiio obtemos finalmente:

R A
¢= 1+493/c,

Um aspecto interessante do resultado (4.3.7) € que essa fungfio de autocorrelagio é
similar 4 obtida no caso de um modelo ARMA(1,1), a qual , como ja vimos no Capitulo 2, é
capaz de imitar a dindmica que se observa freqlientemente nas séries financeiras. Nas aplica¢des
empiricas com modelos AR(1)-SV, usualmente encontramos estimativas de y que permitem
utilizar a expressio (4.3.7), como uma aproximag&o razoavel. Da mesma forma, como visto na
Se¢do 3.3.2.1 a fa.c dos quadrados dos retornos do modelo GARCH(1,1) também ¢ da forma
ARMAC(1,1). O fato dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV apresentarem a mesma f.a.c nos
quadrados dos retornos sera utilizado na Se¢fio 5.4.1, para comparar os dois modelos.

Do exposto, vemos que modelo AR(1)-SV teoricamente € capaz de reproduzir os

principais Fatos Estilizados inerentes & distribuigfio do processo dos retornos e da volatilidade.
A seguir mostramos como pode ser realizada a estimag&o.
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4.4 Estimacio

Dentro da abordagem de Quase-Maxima Verossimilhanga (QML), a estimagdo do
modelo AR(1)-SV ¢ simplificada pela utilizag@io do Filtro de Kalman, que permite o calculo da
verossimilhanca através da decomposi¢io do erro de previsdo. Uma vez obtidas as estimativas
dos parametros através da maximizagio da verossimilhanca, recalculamos os componentes via
Filtro de Kalman. Na literatura, a verossimilhanga é geralmente descrita como bem comportada
nio apresentando problemas numéricos, o que constitui uma diferenga importante quando
comparamos com a estimagfio nos modelos ARCH, nos quais existem dificuldades para
maximizar com restrigdes, devido aos problemas de convergéncia, ou, como comentam
Jacquier et alii (1994 p. 414) devido a presenga de varios maximos locais. Entretanto, na
aplicacio com as Séries Exemplo encontramos problemas de convergéncia.

Nesta Secfio seré discutida a estimagdio do modelo AR(1)-SV dentro da abordagem
QML. A seguir apresentamos uma breve discussfio da eficiéncia desse método quando
comparado com outros existentes na literatura.
4.4.1 Estimaciao Pontual
O procedimento de estimagdo serad apresentado primeiro para o modelo AR(1)-SV
estacionario, no qual o pardmetro do nivel é estimado seguindo a abordagem proposta por Ruiz

(1994)’.

Seja a representaciio em Espaco de Estados do modelo AR(1)-SV Estacionario;

X, =h, +&, &, =~ NID(0,%* / 2) (4.4.1.1a)

b, =vh_ +n, 7, & NIX{0,57) (4.4.1.1b)
€,.m, ndo correlacionados,

onde

X, =log(Y})+127 - log(x), (4.4.1.1¢)

e a volatilidade definida como:

*Em Ghysels ef alii (1995, p. 13) discute-se uma alternativa nio-paramétrica.
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o’ =xexp(h,). (4.4.1.1d)

Uma reparametrizagiio conveniente da representagdo (4.4.1.1), que facilita
posteriormente o calculo da quase-verossimilhanga consiste em fazer of =of =n?/2=493 ¢

q= csf‘ /cg . Dessa forma, os pardmetros a serem estimados sdo: ¥ = {K,Y,q} € por sua vez,
temos que estimar os componentes: {h¢,& }. A seguir apresentamos os passos para a estimagio
do modelo (4.4.1.1).

1) Estimagdio consistente de x (Ruiz, 1994).

Aplicando o operador esperanga em ambos termos de (4.4.1.Ic) obtemos
log(x) = 127 + Eflog(Y?)] dado que E[X] é zero de (4.4.1.1a). Seguindo os resultados de
Harvey (1989), estimamos Eflog(Y?)] pela media amostral®, que é um estimador consistente.

Logo, log(x)é estimado consistentemente por log(x)=127+log(Y#). Ao substituir essa
expressdo em (4.4.1.1¢c) obtemos que X = log(YZ)—log(YZ). No desenvolvimento posterior

desta se¢do sera assumido que os valores de X; sdo conhecidos e, em conseqiiéncia, sb temos
que estimar os pardmetros ¥ = {y,q}.

2} Filtro de Kalman

O Filiro de Kalman ¢ um algoritmo recursivo {em t=12,.T) dado pelas seguintes

equacdes:

Equacgdes de Previsio: My =Y My (4.4.1.2a)
Pyt = ¥Pu g (4.4.1.2b)

Equagdes de Atualizagio: fi=Pu,+1 (4.4.1.2¢c)
P, = Py.1 - (1/) Pyt (4.4.1.2d)
my = Myy + ke (X - oy} (4.4.1.2¢)

“Esse estimador ¢ QML ¢ néio correlacionado com os estimadores QML de v € o,
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onde m, (muy.1) € a estimativa de b, (hye1) baseada na informacio L, (I.y), P, (Py.1) € a varidncia
de m; (myy) , ke = Pyey / fi € chamado Ganho de Kalman e f; é a varidncia do erro da previsio
um passo a frente v,= X; - my.y.

Para inicializar o filtro é necessario estabelecer as condigdes inicias para o algoritmo:

Pio € myy. Uma opglio é considerar os valores nfio condicionais da média e varidncia do
2

* G .l r - =y Y
processo, i.e, P, = ?—"—2 e my= 0. Outra op¢do ¢ considerar P;=1 e m; = Y, que eqiiivale a

supor varidncia infinita em Py (escolha equivalente a uma distribui¢@o impropria na abordagem
Bayesiana).

3) Maximizacdo da quase-verossimilhanca

Na abordagem QML, a suposi¢do basica é que as perturbagdes £t em (4.4.1.1a)
possuem distribuigdo normal, em conseqiiéncia, utilizando os valores obtidos em 2) para v; ¢
ff = o¥f; ¢ possivel calcular a (log) quase-verossimilhanga através da decomposicdo do erro de

previsio. Essa expressio é:

T T 1< Lvi
Logl(¥) = 5 log(2m) — log(o?) - 5 Llog(f) - Zf— (4.4.132)
t=1 t=1
¥4 que o = 4,93, maximizar (4.4.1.3) eqiiivale a minimizar;
LogL" (%) = Zlog(f1)+;2— -1 (4.4.1.3b)
fi

t=1

na qual f; e v; sdo fungBes dos pardmetros ¥ = {y, q}. Seja qual for o método de estimagio

utilizado, BHHH ou Escore, por exemplo, é necessario calcular o gradiente e, como resuitado
do processo de estimacdio obtemos Y= {?,61}‘ Valores Inicias para os parametros:
Y, = { Yo, qo} sdo obtidos, por exemplo, através do Algoritmo EM (Dempster et alii, 1977), ou

pelo método proposto por De Jong (1991).
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4} Estimagdo dos componentes

Estimativas dos componentes {h¢ &}, sio obtidas através do Filiro de Kalman
apresentado em 2) utilizando os valores de ¥'= {4,d). Existem dois tipos de estimativas,
filtradas e suavizadas. As estimativas filtradas podem ser calculadas fazendo uso da
informagdo até o instante #, I = {Y, Yi-1,..., Y1}, ou baseadas apenas na informa¢io passada
It = {Yi-1, Y1-2,..., Y1}. Essas sdo denotadas, respectivamente por {ﬁt ,E_,t} e {ﬁm_] ,émq}.
Por outro lado, os estimadores que incorporam toda a informagio disponivel sdo conhecidos
como suavizados por serem obtidos através de processos de suavizagdo. Existem vérios
algoritmos de suavizagio, sendo o mais simples o resultante de inverter o processo do Filtro de
Kalman comegando pelo instante t=T até t=1. Um algoritmo mais eficiente € o proposto por
Koopman (1993).

Os componentes estimados pelo Filtro de Kalman séo 6timos no sentido de serem néo-
tendenciosos e apresentar varidncia minima dentro da classe dos estimadores lineares.

5) Estimadores da Volatilidade

Considerando a natureza das estimativas, como sendo filtradas ou suavizadas,
distinguimos dois tipos de estimativas de volatilidade. Assim, a estimativa da volafilidade

filtrada ¢ definida como:

612-,t = ﬁexp(ﬁt) baseada na informagéo I, (4.4.1 4a)
6%,[ Jt-1 = ﬁexp(ﬁm_n baseada na informacdo I,., (4.4.1.4b)

e, baseada na estimativa suavizada , Iflt_;T , &UT} , definimos a volatilidade suavizada como:

&2 = Rexp(hi/T). (4.4.1.4¢0)

Por outro lado, no caso do modelo AR(1)-SV ndo-estacionario, a representacio de

espago de estados € a mesma exceto pelo fato de que x e y sdo iguais a 1. Desta forma o
espago paramétrico reduz-sea ‘F'= {q} e s6 temos que estimar as componentes {h,& .
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Nas aplicacGes, se o interesse é entender o comportamento da volatilidade no periodo
de estudo, o estimador utilizado € o suavizado por dois motivos. Primeiro, porque incorpora
toda a informacdo disponivel na amostra e, em segundo lugar, porque é menos sensivel aos
possiveis valores aberrantes (outliers). J4 a volatilidade filtrada bascada na informag¢Zo
passada Iy, € apropriada para fazer previsdo ¢ na andlise da adequabilidade do modelo. Ambos
aspectos sdo tratados nas Se¢Oes 4.5 € 4.6.

Por outro lado, na préatica, ¢ possivel que os retornos sejam nulos em algum instante de
tempo (por exemplo quando os pregos nfio mudam de um dia para u outro), invalidando a
transformagio logaritmica em (4.2.4). Duas formas sio sugeridas com mais freqiiéncia na
literatura. A primeira consiste em trabalhar com as observagdes ajustadas pela média amostral’,
enquanto que o segundc método, sugerido por Fuller e citado em Ghysels ef alii (1995),
consiste em trabalhar com a seguinte transformagéo:
co?,

log(¥.?) = log(Y? +0%,) ~ oy
1 YZ

onde ¢ ¢ uma constante adequada (por exemplo 0,02) e Gi, ¢ a estimativa da varidncia ndo

condicional dos quadrados dos retornos. Observe-se que se ¢=0 entiio log(?tz) =log(Y]).

4,4.2 Incerteza na Estimacio dos Paridmetros e na Estimacfo da Volatilidade.

Expressdes para a distribuicio assintotica dos estimadores pelo método QML foram
derivadas por Ruiz (1994) seguindo a teoria padrdo de estimagfio de componentes nédo
observaveis ¢ baseada nos resultados de Dunsmuir (1979). Tanto para © caso do modelo
AR(1)-SV estacionéric guanto para o moedelo ndo estacionario, esses resultados sdo aplicaveis,

de forma que € possivel mostrar que:
VTP - ¥) ~ N(O,C(¥)). (4.42.1)

As expressGes de C('P) para os casos estacionario e nfo-estacionario podem encontrarse em
Ruiz (1994),

*Nelson apresenta sérias criticas ao uso desses mecanismos de Trim, ver Jacquier et alii (1994, p.403-406).
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Na literatura n3o encontramos expressfes para a distribui¢do das estimativas de
volatilidade 6%- ¢ = kexp(ht). Resultados assintdticos analiticos em medelos de tempo continuo

derivados por Nelson e Foster (1994), mostram que o estimador da volatilidade, obtido através
da abordagem QML, ¢ muito ineficiente ¢ € possivel que o mesmo ocorra no caso da
aproximacg#o discreta. Nesse sentido, uma alternativa ¢ utilizar outros métodos de estimacgio
como MCMC, ver Jacquier ef alii (1994).

4.4.3 Eficiéncia Comparativa dos Estimadores QML

Nesta subsegdo sdo discutidos dots assuntos. O primeiro, refere-se & influéncia da
aproximagdo normal para a distribui¢io do processo log(g?) (suposigdo basica) e, o segundo, &
apresentagdo de alguns resultados sobre a eficiéncia do método QML, quando comparado com
o Método dos Momentos Generalizado (GMM) e as Cadeias de Markov via Monte Carlo
(MCMC).

Eficiéncia dos Estimadores QML

Em Ruiz (1994) foram realizados experimentos de simulacio para medir a eficiéncia dos
estimadores QML utilizando o critério do Erro Padrio Assintotico (Asymptotic Standard
Error): ASES=,/C(¥)/T e considerando trés tamanhos de amostra: 500 (amostra pequena)

3000 e 6000 (amostras razoaveis).

No caso estacionario, o conjunto de pardmetros considerado nas simula¢des foi
(,63)={(0,7:0,09) (0,7;1) (0,9;0,09) (0,9;1)}. Os resultados sugerem que em geral as

estimativas QML sdo boas quando as amostras sio razoadveis. Quando a amostra ¢ pequena,
tanto o vicio de 62, quanto os ASES podem ser bastante grandes, especialmente se o valor

tedrico de o é pequeno (0,09). Por sua vez, de maneira geral, os vicios tendem a aumentar
quando y ou & diminuem.

As simulagBes realizadas para o caso ndo-estacionario, considerando valores de:
0'12.'={0,9; 0,01; 0,0009; 0,0001}, mostram que as estimativas so boas quando trabathamos

com amostras grandes, mas, na medida que cﬁ diminui, os vicios das estimativas tendem a
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aumentar. Da mesma forma, valores pequenos de o’ produzem o aumento dos ASES
peq "

(chegando a ser grosseiros). Tudo isso pode ser ocasionado devida a pobre aproximagdo da
normal para &;. Por sua vez, para valores grandes de G., os ASES estimados sdo

razoavelmente corretos.

Experimentos de simulagdo realizados por Jacquier ef alii (1994) confirmam os
resultados anteriores. Utilizando como critério para a eficiéncia o MSE, eles encontraram que
os estimadores QML n#o sfo satisfatérios quando a amostra  pequena e os valores de o} sio
baixos. Por sua vez, quando o tamanho da amostra é igual a 2000, os vicios diminuem bastante,
mas ainda sfo grandes.

Existem duas razdes para explicar os resultados apresentados. A primeira, apontada por

Ruiz (1994), assinala que quando o7 e y s#io pequenos, a varidncia do processo da log-

2
-

volatilidade, o; = T, ¢ mumto pequena quando comparade com a varidncia de &
-

Consequentemente, a transformagio log(Y?)é dominada por & e, portanto, a aproximagio
normal utilizada para log(Y?) & muito inadequada. Em segundo lugar, o pobre desempenho
dos estimadores pode ser conseqiiéncia da presenga de observa¢des muito pequenas ou inliers.
Assim, na medida que os retornos estdo proximos de zero (em valor absoluto), os valores de
log(Y?) tendem a menos infinito, afetando (as vezes drasticamente) as estimativas obtidas via
Filtro de Kalman. Por contornar esse problema, sugere-se utilizar as alternativas mencionadas
na se¢do 4.4.1.

Comparagdo dos Métodos OML , GMM e MCMC

Na literatura tem sido utilizados outros métodos para estimar os modelos de varidncia
estocastica, entre eles, o Método dos Momentos (Taylor, 1980,1986), 0 GMM em Melino e
Turnbull (1990) ¢ 0 MCMC em Jacquier ef alii (1994).

Como apontado por Shephard (1994b), 0 GMM apresenta varias dificuldades. Uma
delas ¢ nfio fornecer estimadores suavizados ou filtrados para h, sendo necessaria uma segunda
forma de estimagiio (complementar). Por outro lado, o método Bayesiano MCMC sugerido
recentemente por Jacquier ef alii (1994) abre um futuro promissor na metodologia de
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estimacio dos modelos de varidncia estocastica. Mas, o custo computacional pode ser
consideravel e por outro lado, as propriedades dos estimadores sdo ainda matéria de estudo.

Numa aplicacdo empirica com taxa de cambio Taylor (1994) encontra que as
estimativas fornecidas pelo método dos momentos e pelo método QML sdo muito proximas.
Em outre estudo, experimentos de simulagio para comparar os métodos GMM e QML foram
realizados por Ruiz (1994) utilizando como critéric o ASE. Para modelos AR(1)-SV nfo
estacionarios (ci= {0,09; 0,01; 0,0009; 0,0001}) ela encontra que a eficiéncia relativa do
GMM ¢ menor quando comparada com a obtida pelo método QML, sendo que essa eficiéncia
diminui na medida que diminui o valor de GfT. Por outro lado, no caso estacionario o
desempenho do QML € melhor quando y € préximo de um e ci ¢ relativamente grande, Pelo
contrario, quando y ¢ o) s#o pequenos, o GMM ¢ mais eficiente. A explicagio desse

comportamento € simples; quando os pardmetros y ¢ ci sd0 pequenos o processo Y ¢

aproximadamente normal (pouco excesso de curtose), em conseqiiéncia, 0s momentos
amostrais sdo bons estimadores dos momentos populacionais.

Por outro lado, utilizando como critério o MSE, Jacquier ef alii (1994) apresentam
comparagdes dos métodos QML GMM e Bayes MCMC através de simulagBes em séries de
tamanhos 500 e 2000. Os resultados mostram que, na maioria das vezes, o QML ¢ mais
eficiente que 0 GMM e que a solucio Bayesiana apresenta uma eficiéncia relativa de 1/3
guando comparada com os outros dois métodos, tendo, portanto, desempenho muito superior.

4.5 Diagnéstico e Bondade de Ajuste

4.5.1 Diagnostico

Seguindo a metodologia proposta por Harvey (1989) ¢ Harvey ¢ Koopman (1992), o

diagnéstico nos modelos de volatilidade estocastica é realizado exanminando os Quase-Residuos
Padronizados (QRP), V, = v, / J{ e (Quase-Residuos Padronizados Auxiliares (QRPA), os

quais s#o estimativas suavizadas das inovagdes &, e m, definidas em (4.4.1.1) e denotados por

Gefi.

150



Modelos de Variincia Estocastica

Quando o modelo é corretamente especificado e os pardmetros y sdo conhecidos, os
QRP possuem média zero e varidncia unitaria. Por sua vez, dado que a distribuicio de log(s’) ¢
assimétrica ¢ possui cauda pesada, entdo os QRP apresentam também essa caracteristica.
Adicionalmente, os QRP sdo ndo-correlacionados, embora dependentes Shephard (1994b,
p-29), de forma que através da f.a.c. podem ser detectados comportamentos indesejaveis nas
correlagtes.

Um recurso grafico para avaliar o comportamento aleatorio dos QRP é fazer o grafico
deles em relagio ao tempo. Da mesma forma, através do grafico do CUSUM dos QRP e
CUSUM dos quadrados dos QRP, ver Brown er alii (1975) e Harvey (1993a, p.153-55),
podemos detectar a presenga de mudangas estruturais € /ou heteroscedasticidade.

Testes de correlagdo serial como o teste Portmanteau de Box-Ljung que tem
distribuicdo %* sob a hipétese de independéncia e o teste de Durbin-Watson (DW) que procura
detectar a presenca de autocorrelagio, podem ser utilizados. De outro lado, um teste para
detectar presenca de heteroscedasticidade proposto por Harvey (1989, p.259) é:

T
DV
H(h) = £ (4.5.1.1)
—
V

t=d+1

H

onde h=[(T-d)/3[] e d é o nimero de observagdes utilizadas para inicializar o Filtro. Sob a
hipétese nula de homoscedasticidade, a distribui¢iio da estimativa H(h) é F-Snedecor com graus
de liberdade iguais a h.

No caso dos QRPA sob a hipotese de auséncia de autocorrelagio, eles também possuem
média zero e varidncia igual a um, mas, contrariamente aos QRP, apresentam correlagéo serial
mesmo que o modelo esteja corretamente especificado (Harvey e Koopman, 1992). Os QRPA
E apresentam distribuiglo assimétrica com cauda pesada e T, possui distribuigio normal.

Através da andlise deste ultimo podemos detectar possiveis mudangas estruturais na

volatilidade.

Por outro lado, seria interessante fazer o diagnodstico sobre as inovagdes originais €,, as

quais s30 supostas normais padrdo independentes. Nesse sentido, uma alternativa proposta por
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Harvey e Shephard (1993b) consiste em trabalhar com as inovagdes corrigidas pela
heteroscedasticidade, as quais sio definidas como % =Y, /6ur. Eles mostram que se os
par@metros fossem conhecidos, as inovagdes corrigidas sdo ndo-correlacionadas e possuem
distribui¢io simétrica

4.5.2 Bondade de Ajuste

Uma medida adequada para medir a bondade de ajuste nos modelos de séries temporais
(ver Harvey ,1989 p. 264) é a Variancia do Erro de Previsio um-passo a frente (v.e.p) apos
atingir o regime estavel (Steady State), isto €

v.e.p=02 =0sf = o7 limfy.
t—»on

Nas aplicagdes, f; € substituido por fr, o qual é praticamente constante logo das primeiras
iteragdes do Filtro.

Quando duas especificagdes do modelo sdo comparados, preferimos aquele com menor
v.e.p. Podemos também utilizar os critérios AIC (Akaike,1973) ou BIC (Schwarz ,1978) e
escolher 0 modelo que apresente menores valores.

Outra estratégia para verificar 2 bondade do ajuste ¢ medianie a previsio um-passo 4

frente ex-ante. Assim, os intervalos de confianca 1000t% (i.c) construidos com a volatilidade
filtrada baseada na informacdo anterior, devem incluir aproximadamente 1000.% dos retornos.

4.6 Previsao
O modelo de Varancia Estocastica defimdo em (4.3.1) é martingale diferenga.
Consequentemente, da mesma forma que nos modelos ARCH, supondo que os pardmetros sdo

conhecidos, o valor predito dos retornos € zero para qualquer horizonte de previsdo.

Por outro lado, dentro da abordagem de Quase-Méxima Verossimilhanga, ¢ possivel
obter facilmente previsdes para a volatilidade utilizando os componentes filtrados estimados
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pelo Filtro de Kalman. Assim, no modelo AR(1)-SV estacionario (4.3.1) com a parametrizagdo
(4.4.1.1), a previsio da volatilidade s-passos 4 frente € obfida recursivamente:

S test = kexp(hres-17t) 522 (4.6.1)

E interessante explicitar a expressio da estimativa da previsio como fungio das
observagdes. A seguir mostramos a derivagdo dessa expressio supondo {para simplificar) que
k=1.

Substituindo (4.4.1.2¢) em (4.4.1.2d) e usando a definicdo de Ganho de Kalman
obtemos que k¢ = P,. Em conseqii€ncia, uma forma de re-escrever a equagéio (4.4.1.2¢) € a
seguinte:

m, = [y{1-P)Jm,.; + [Py X, (4.6.2)
e se considerarmos {4.4.1.2a) obtemos:
m,, , =[y(1-P_)Im, ., +YP_ X, . (4.6.3)

Dessa forma, a partir das expressdes (4.6.2) e (4.6.3) podemos calcular recursivamente tanto
as estimativas do nivel hy dado I; (m¢), quanto as estimativa baseadas em L., (1), de uma
forma muito simples. Baseadas nessas expressdes e supondo as condi¢Bes inicias Py € mye ,
n3o € dificil mostrar que a estimativa do nivel hy,; dada a informag8o passada I, esta dada por:

1
My, = 2,C,X, +y (4.6.4a)
=1
onde
1
w=yt [ J-Pomae (4.6.4b)
i=1
i 1
¢, =y"p{Ta-p) i-12.u (4.6.4¢)
Fi+l
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Tanto a expressdo obtida em (4.6.4a) quanto a estimativa do nivel h, (dada por me= ymy4),
constituem combinagdes lineares das observagdes X;. Dessa forma, a importancia de cada
observa¢do na estimativa é dada pelo coeficiente C;. A discussio a seguir visa explorar a
natureza desses coeficientes ¢ da constante y na expressfio das estimativas do nivel h;, na
tentativa de simplificar o modelo.

Na modelagem de dados financeiros freqitentemente dispomos de quantidades
razoavelmente grandes de observagdes (digamos 1000). Em conseqiiéncia, a contribuigio de y
na estimagio de m, , quando 7 é grande, é praticamente nula. Isso pode ser observado a partir
da expressio (4.6.4a), onde ¥ ¢ produto de quantidades menores que um e, além disso, y'
converge a zero na medida que aumenta 7.

Por outro lado, dentro dos modelos de nivel local é conhecido que os valores de Py
convergem rapidamente aos regimes estdveis P, Assim, no limite :

1
P*=2—2[(72—q—l)+\/(q+1—?2)+4q72]- (4.6.5)
¥

Dessa forma, se i, é o instante de tempo onde ¢ alcangado o regime estivel, P*, isto &,
P"= Py .....5=1,2,... , entdo os coeficientes C; em (4.6.4¢) e (4.6.4d ) sdo:

t
C, =y "R Ja-P) =12, (4.6.62)
j=itl
C, =[(PHIYA-PH]'" =i, t. (4.6.6b)

Levando em consideragdo (4.6.6a), para valores de ¢ grandes, a contribuigio dos produtos C;
X; i=1,2,...,i,-1 na soma (4.6.4a) € desprezivel, portanto, uma boa aproximagéo ¢:

My = ZCiXis {4.6.7)

com coeficientes C; dados por (4.6.7b). Supondo que o valor do parfmetro y seja

aproximadamente 1, 0 que acontece muitas vezes na préatica, de (4.6.4) obtemos:
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Mgy = [P¥] X + {1-P*] my (4.6.8)

sendo um Modelo Exponencial de Média Movel (Exponential Weighted Moving Average,
EWMA). Esse procedimento ad-hoc foi utilizado (com algumas modificagdes) por Taylor
(1986) para estimar a volatilidade, sem a abordagem de espaco de estados utilizando
argumentos de pesquisa operacional, sob a hipétese de alta persisténcia na volatilidade.

Finalmente, substituindo X; =1log(Y;?) + 1.27 (pois k=1) na expressic 4.6.8 obtemos:

Opyr = exp[éci (log(Y? )+ 1.27)}
T < T
- exp[z IOg[Yf] ] exp[ll'?z C‘J
i=1 1=1

0'2[‘+1IT = {]_II(Yiz) l] exp[l.Z'!i Cg] > (4.6.9)

i=1 i=1

portanto, #os modelos de varidncia estocdstica, a previsdio da volatilidade um-passo a frente é
uma especie de média geométrica dos quadrados dos retornos (pesos dados por C) ajustada

por um fator multiplicativo.

4.7 Extensoes

Vérios outros Fatos Estilizados podem ser modelados dentro da abordagem de espaco
de estados fazendo leves modificagdes no modelo basico AR(1)-SV. Nesta Seciio sio
apresentados, sem maiores detathes, como podemos modelar algumas caracteristicas empiricas
observadas na literatura como: Cauda Pesada, Efeitos Calendario, Correlagdo Serial e
Intervengdes. Para um resumo atualizado dessas e outras regularidades ver Ghysels et alii
(1995).
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4.7.1. Cauda Pesada

Nas aplicagbes empiricas, ¢ observado na literatura que os residuos padronizados das
perturbagdes g apresentam cauda pesada. Nesse sentido, para contornar esse problema, uma
proposta de Harvey et alii (1994) e Ruiz (1994), consiste em supor que as perturbagBes g,
seguem uma distribuicio #-Student com v graus de liberdade, ou considerar as distribui¢tes
GED. Em ambos os casos a representagio em Espaco de Estados é obtida seguindo a
metodologia da Sec¢fio 4.2. A seguir apresentamos os resultados quando a distribuigo é -
Student.

Comegamos com o caso estacionario. Definindo a inovagiio &, = log(s? )~ E[log(e’)].
pelas propriedades da distribuigfo log-normal obtemos (ver Abramovitz e Stegum ,1970):

€, =log(e?)+127 +y(v/2)-log(v/2), (4.7.1.12)

2

o = Var[log(sf)]z%-i—\u' v/2), (47.1.1b)

onde v € a fungfo trigamma. A representagdo em espago de estados ¢ (4.4.1.1) considerando
X, =log(Y])~log(x)+ 127 +w(v/2)~log(v/2). O processo de estimagio é realizado da
forma descrita na Segfio 4.4.1, considerando que log(e?) possui distribuigdo normal, sendo

neste caso X! =log(Y#)-log(YZ). Utilizando o Filiro de Kalman calculamos a quase-
verossimilhanga e, 20 maximizar essa sobre a restrigio o, > 7’ /2, encontramos estimativas

para os parametros ‘¥ = (o7,7,07). O parfimetro v ¢ obtido de (4.7.1.1b) ¢ podemos calcular

uma estimativa consistente de log(k) através da expressio:

log(x) = log(Y/}) + 127 + w(v/ 2) — log(v/ 2). 4.7.1.2)
A distribui¢io assintotica de ¥ ¢ dada por:

VT(¥ - ¥) ~ N(O,C(P)),

onde C{'¥) pode ser encontrada em Ruiz (1994).

Por outro lado, na representacio em espago de estados do modelo AR(1)-SV ndo-
estacion4rio, a unica modifica¢do € considerar :x e v iguaisa 1.
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E possivel fazer inferéncia considerando v como conhecido, mas, segundo Ruiz (1994),

as estimativas s#o menos eficientes que no caso quando vé desconhecido. Por sua vez,
podemos testar a hipotese H,, cg = 4,93, Para isso, Ruiz (1994) propde um teste de Razdo de

Verossimilhanga que sob H, possui distribuigiio aproximada ¥ .

4.7.2 Correlacao Serial e Efeitos Calendirio

A presenga de autocorrelagio de ordem um nos retornos, assim como e Efeito
Calenddrio na média sio incorporados facilmente no modelo AR(1)-SV através de uma
extensdo similar a realizada na Segfo 3.3.5 para os ARCH. Dessa forma, definimos o modelo
para os retornos {Y}:

5
Yi = pYi-1+ 2 CiDi + Yt (4.7.2.1a)
i=1
Y =ec (4.7.2.22)
o = kexp(hy). (4.7.2.2b)
ht =¥ ht~1 + Mt (47220)

onde D; sfio variaveis dummy correspondentes aos dias da semana e assumem valores Oou 1. A
estimagdo ¢ realizada em dois estagios . Primeiro sdo estimados os pardmetros p ¢ C; i=1..5,

utilizando o método de Minimos Quadrados Ordinarios (OLS) e, por sua vez, obtidos os
residuos Y. A seguir o modelo de varidncia estocastica (4.7.2.2) € ajustado aos residuos Nl
através do procedimento descrito em na subsegdo 4.3.1. Como mostram Harvey e Shephard
{1993b) as estimativas fornecidas pelo método de dois estagios sdo satisfatorias.

4.7.3 Intervencoes

Mudangas estruturats abruptas na volatilidade podem ser capturadas especificando o
modelo (4.4.1.1) como sendo:

o; =kexp(h,)exp(AD,) (4.7.3.1)
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onde D, é uma varidve! dummy que assume o valor 0 antes da ruptura ¢ 1 depois da ruptura.
Dessa forma, o efeito da mudanga estrutural {no nivel) ¢ dado por exp(L). Por exemplo,
podemos modelar o Efeito Final de Semana na varidncia dos retornos definindo D como sendo
0 de terca a sexta feira e 1 na segunda feira. Em conseqiiéncia, valores positivos de D implicam
que a volatilidade aumenta nos finais de semana. O ajuste do modelo segue as mesmas bases da
metodologia proposta na subsecdo 4.3.1.

Na modelagem ARCH, devido 2 realimentagio entre as observagSes e a volatilidade, a
incorporagio destes efeitos € mais complicada. Por exemplo, no GARCH(1,1), uma mudanga
abrupta pode ser modelado como (ver Ghysels et alii, 1995):

o =o+aY., +Bc’  +AD, - Ma+B)D,, (4.73.2)
A implementagdo deste modelo é dificil devido & dificuldade de estimar os parmetros, pois
existem restrigdes para A de tal forma que 6> seja sempre positiva.

4.8 Aplicacdes mnas Séries Exemplo

Para ilustrar a metodologia exposta nas segdes anteriores, realizamos os ajustes das
Séries Exemplo considerando o seguinte modelo para os retornos:

Yt = ut+1,t* (481&)
e =E[Y: /1] (4.8.1b)
Yt* = Gtat . (48 IC)

Para especificar a volatilidade, distinguimos dois casos, as versbes estacionaria e nio-
estacionaria do modelo AR(1)-SV.

Modelo AR(1)-SV Estaciondgrio

Neste caso utilizamos a especificagdo desenvolvida na Se¢io 4.6.1 no modelo de
varifincia estocastica com inovagdes &, que possuem distribuicio #-Student com v graus de

liberdade. O modelo € o seguinte:
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0'% =xexp(h;), hy =vh,_;+m, (4.8.2a3)

e a volatilidade:

\Y
Vol=c — . 8.
o2 (4.8.2b)
Modelo AR(1)-SV Ndo-estaciondrio
Neste caso, a volatilidade é definida simplesmente como otz onde:
o; =exp(h,), hy =h +n,, (48.3)

sob a suposigio que os choques &, em (4.7.1c) seguem distribuigio normal padro®.

Adicionalmente, com o objetivo de incorporar na volatilidade o efeito dos dias da
semana, por exemplo, o Efeito de Final de Semana e o Efeito de Feriados, definidos como

duas variaveis dummy:

I Yt,segunda Yi-1,sexta
Efeito Final de Semana: Ds,t= , (4.8 4a)
0 outro caso

1 feriado ocorre entre os tempos t € t-1

Efeito de Feriados: Drt :{ , (4.8.4b)
0 outro caso

podemos considerar quatro especificagdes do modelo AR(1)-SV estacionario:

Modelo I: volatilidade com Efeito Final de Semana e Efeito Feriados

Modelo : volatilidade com Efeito Final de Semana. (4.8.5)
Modelo HI: volatilidade com Efeito Feriados.

Modelo 1V: volatilidade sem nenhum dos efeitos.

“Nio é considerada a distribui¢fio -Student para o modelo ndo-estaciondrio pois, neste caso, nio é
possivel estimar o modele com ¢ pacote disponivel.
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Nesse contexto, 2 volatilidade no modelo AR(1)-SV estacionario € expressa como:

v
Vol = xexp(ht) exp(wDs, t) exp(fDs t ) w2 (4.8.6)

€, para o caso ndo-estacionario substituimos na expressio anterior k¥ e como sendo 1.

Para o caso estacionario, a representacéo de espago de estados &;

X¢ =T +hy +wDs +fDy +& (4.8.7a)
T=Thy=T (4.8.7b)
h, =vh,_; +m, (4.8.7¢c)

no qual:
X =log(Y:?) (4.8.8a)
T =-1,27 —w(v/ 2) +log(v/ 2) + log(xy) (4.8.8b)
Efetnti-s]=0, & ~N(-127;4,93) , nt ~N(0,0f) (4.8.80)

onde v () ¢ a fungdo digamma ja apresentada na se¢do 4.2

Como anteriormente, no ¢aso ndo-estacionario, a representa¢io do modelo em espago de
estados é a mesma exceto pela inexisténcia da variavel T e com vy iguala 1.

As estimativas dos componentes ¢ dos parametros podem ser calculadas através do
pacote STAMP 5.0 (Koopman e Harvey, 1995). Esse pacote permite estimar o modelo AR{1)-
SV estacionario na representagdo (4.8.7)", fornecendo as estimativas de QML dos parametros;

Y, cé e c% e as estimativas suavizadas e filtradas dos componentes da tendéncia T, do

componente autoregressivo A; e do componente irregular &, . Supondo que as inovagdes sdo #-

" Especificando nivel fixo, sem inclinagio, sem componente sazonal ¢ presenca de componentes irregnlar
¢ autoregressiva,
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Student, o parimetro V pode ser estimado indiretamente através da relagdo
6'2 =493+ (v/2) ® Logo, o nivel e as volatilidades podem ser estimados da seguinte forma:

nivel: ®¢ = exp[T; + 1,27 + W@/ 2)—log(¥/2)] (4.8.102)
Vol_fi = exp[Tr + 127+ w(¥/2) ~ log(¥/2) + WDy, +Dey +h_f] {:’2 (4.8.10b)
Vol s = exp[Ty + 127 +y(¥/2)—1og(®/ 2) + WDs¢ + Dy +5_s:] {:2 (4.8.10¢)

sendo que a letra f corresponde & estimativa filtrada e a letra s & estimativa suavizada. Como
discutido na se¢io 4.4.1, as estimativas filtradas no tempo 7 fazem uso da informagio até esse
instante ou até o instante anterior, enquanto que as estimativas suavizadas utilizam toda a
informagfo da amostra.

Por sua vez, no caso do modelo ndo-estacionrio, o pacote STAMP 5.0° estima os

parametros ol e 0'31 ¢ as componentes (4.8.10). A rigor, a estimag#o teria que ser realizada

5

com a restrigio o2

e = 4,93, portanto as estimativas serdo analisadas com cautela.

A seguir apresentamos os resultados dos ajustes nas Séries Exemplo. Para completar o
modelo (4.8.1) resta especificar a forma da média condicional. Nas duas séries essa média
depende dos dias da semana através de dummies, nesse sentido € necessério ressalvar que os
efeitos dos dias da semana na média e varidncia condicionais podem estar confundidos, de tal
forma que as interpretagtes devem ser tomadas com cuidado. Esse confundimento também
pode acontecer quando introduzimos na média condicional a correlagio serial.

4.8.1 Acdes

Com o objetivo de incorporar o Efeito Calenddrio e a autocorrelagio serial observadas
no Capitulo 2, € proposto o seguinte modelo para a média condicional:

®Esse recurso ¢ valido sempre que & Ff > 4,93, 0 que ocorre nas duas aplicagdes desta dissertacio.

® Para estimar esse modelo especificamos como opgles: nivel estocastico, sem inclinagio, sem
componente sazonal e presenga de componente irregular.
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ue = BIY, /1;]1= pY;_; + SegD; + TerDy + QuarD 3 + QuinDy + SexDs.

As estimativas sdo encontradas através do método de minimos quadrados ordinarios:

iy = 0,0865Y;_; —0,0077D; +0,0049D, —0,0033D; +0,0051D4 +0,0013D5
(0,0249) (0,0034) (0,0034) (0,0034) (0,0034) (0,0034)

sendo as quantidades entre paréntesis os desvios padrio das estimativas. Segundo os
resultados, podemos observar que a estimativa da autocorrelagio de primeiro ordem (valor-P=
0,005) e a estimativa da variavel dummy correspondente a segunda feira (valor P=0,0235) sdo
significativas. A seguir estimamos a volatilidade fazendo uso dos residuos Yy, considerando os
modelos (4.8.5) para os casos estacionario e ndo-estacionario™.

Estimagdo dos Modelos AR(1)-SV Estacionadrios

Como nenhum dos residuos ¢ igual a zero, portanto, ndo ha necessidade de aplicar uma
transformagdo nos retornos. A seguir, utilizando o pacote STAMP 5.0' encontramos as
estimativas que sfio mostradas na Tabela 4.1. Observa-se que os processos de estimagio
apresentam convergéncia muito forte'’ em 11 iteragSes para o Modelo IV, convergéncia forte
em 12 iteragdes para os modelos 1 e I1l e, em 11 iteragdes para ¢ Modelo IL. Os resultados da
Tabela 4.1 mostram que nos modelos I, II e HI, nenhuma das varidveis dummy é significativa a
5%, portanto esses modelos sdo descartados. No entanto, a0 comparar as estimativas de 62,

&31 , 4.7, v encontramos que elas sio muito proximas e, com relagdo aos valores das medidas

de bondade de ajuste, 0 Modelo T apresenta menor p.e.v enquanto que o modelo IV (sem
efeitos) apresenta menores valores AIC € BIC.

1 Embora as estimativas das variaveis dummy ndo sejam significativas, elas sdo mantidas no modelo
com o propdsito de comparar este modelo com os modelos ARCH. Isso é realizado no capitulo seguinte.

' Valores inicias para o Filtro e pardmetros sio determinados automaticamente pelo pacote.
12 Fssa expressdo indica que as estimativas sdo altamente configveis. No STAMP 5.0 exisiem as seguintes
classificacfies para a convergéncia em ordem de confiabilidade: nmito forie, forte, fraca, muito fraca.
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Tabela 4.1
Agdes: estimativas dos modelos com Efeitos dos dias da semana na volatilidade
Modelo 1 Modelo I Modelo I11 Modelo TV®

pev 5,3764 5,3840 5,3800 5,3882
AIC 1,6883 1,6884 1,6877 1,6880
BIC 1,7051 1,7019 1,7012 1,6981

w 0,1468 (0,30) 0,1585 (0,26) - -

£ 0,4305 (0,13) - 0,4468 (0,12) -
6% 5,0284 5,0326 5,0291 5,0341
G %] 0,0463 0,0463 0,0462 0,0461
q 0,0092 0,0092 0,0092 0,0092
Y 0,9656 0,9656 0,9657 0,9656

v 22 20 22 20

a
valores-P entre paréntesis

Estimagdo do Modelo AR(1)-SV Estaciondrio (Modelo IV)
Para este modelo temos que as estimativas sdo iguais a:

ﬁt = 0,966ﬁt_1 +ﬁt
com 0% =50341, c% =(,0461, consequentemente q = 0,0092 .

A persisténcia estimada é alta, 0,966, significando uma meia-vida de 20,04 dias, isto é, o
tempo necessario para que o efeito de um choque na volatilidade estimada diminua até a

metade € aproximadamente um més de funcionamento de mercado. Por outro lado, o valor
esttmado do pardmetro v € encontrado através da relagio 6é =493 +y/(v/2), sendo

aproximadamente igual a 20.

Na Figura 4.1a ¢ apresentado o grafico das estimativas suavizada e filtrada do
componente T; ¢ na Figura 4.1b o grafico das estimativas filtrada ¢ suavizada do nivel na
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volatilidade k. Ao analisar a variagio da estimativa filtrada (tanto em 7; quanto em )
distinguimos trés periodos (diferenciados no grafico pelas linhas verticais). As grandes
variagdes observadas no primeiro periodo sdo naturais na fase inicial do Filtro de Kalman. No
periodo seguinte observamos que as variagbes ainda sdo bastante grandes colocando sob
suspeito a suposi¢do que o modelo possui nivel constante T. Finalmente, no terceiro periodo a
variagio da estimativa filtrada é pequena e alem disso possui valores proximos da estimativa
suavizada.

Na Figura 4.2 ¢ apresentado o grafico dos componentes h f; ¢ h s 0s quais possuem
variabilidade baixa (variincias iguais a 0,26705 e 0,4260 respectivamente) quando comparados
com 0 componente irregular filtrado (variéincia igual a 5,03) que € apresentado na Figura 4.3.

As volatilidades estimadas filtrada e suavizada sdo mostradas na Figura 4.4 e, como
pode ser observado, ambas sio capazes de acompanhar os movimentos de aumentos e
diminui¢Ges nos quadrados dos retomos.

Adequabilidade do Modelo AR(1)-SV Estaciondrio IV

A avaliagio da adequabilidade do modelo é realizada examinando os quase residucs
padronizados (QRP), ¥, definidos na se¢do 4.5.1. Os valores apresentados pela média, 0,00003
e pela varidncia, 1,00 s3o satisfatérios por serem proximos dos valores 0 e 1 respectivamente.
Por sua vez, o coeficiente de simetria € igual a -1,21 e o excesso de curtose & igual a 2,63
indicando que a distribuigiio dos QRP ¢ assimétrica e possui cauda pesada. Essas caracteristicas
podem ser observadas no grafico do histograma e da densidade ajustada’ na Figura 4.5a e,
como comentado na Se¢do 4.5.1 tal comportamento é esperado. Adicionalmente, os graficos
do CUSUM e CUSUMSQ apresentados nas Figuras 4.5b e 4.5¢ mostram um bom
comportamento. O valor da estatistica H(532) (definida em 4.5.1.1) ¢ igual a 0,968 (valor-
P=0,65), em consegiiéncia, ndo existe evidéncia para rejeitar a hipétese nula de
homoscedasticidade e/ou auséneia de mudanga estrutural nos QRP,

13 Densidade ndo-parametrica fornecida pelo STAMP 5.0
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Analisando as autocorrelagdes dos QRP, a partir da fun¢do de autocorrelagio (Figura
4.5d) e os valores do Teste Box-Ljung (Tabela 4.2), podemos concluir que ndo existe forte
evidéncia de presenca de correlagio serial.

Tabela 4.2
Agdes: valores P do Teste Box-Ljung nos QRP do AR(1)-SV Estaciondirio

Lag 6 i2 18 24 30 36 42

Valor P | 0,127 0,209 0,283 0,318 0,281 0,218 0,210

Por outro lado, supondo que o modelo ¢ o verdadeiro, os mtervalos de confianga
100(1-2ct)% para os retornos (i.c) devem incluir aproximadamente 100(1-2¢)% dos
retornos. Esses 1.¢. sdo calculados utilizando a estimativa da volatilidade suavizada:
(L4 —tv,amst,ut +tv,m/Vol_st), onde ty o corresponde ao (1-o) percentil da

distribuigdo #-Student padrao com v graus de liberdade. O fato de utilizar os mesmos retornos
tanto para construir os intervalos quanto para avaliar a percentagem que estd incluida dentro
desses, justifica-se considerando que o valor de um retorno nfo influencia muite o valor da
volatilidade suavizada na série. Dessa forma, considerando que tzo0975 = 2,086, 0s i.c. 95%

excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatorio.

Adicionalmente, podemos verificar 0 modelo através do critério de seu desempenho na
previsdo um-passo & frente ex-ante, Idealmente, para realizar isso seria necessario re-estimar o
modelo cada vez que um retorno é incorporado na série, mas, levando em considera¢iio o
grande volume de trabalho computacional isso nio é realizado. Mas, ¢ possivel utilizar uma
alternativa supondo que as estimativas dos pardmetros no modelo, atualizadas cada vez que um
retorno € incorporado na série, ndo apresentam grandes diferencas num periodo de, por
exemplo, 50 retornos. Dessa forma, estimando os pardmetros até o instante £, e supondo que
esses s30 constantes nas proximas 50 observagdes, podemos calcular a componente filtrada via
Filiro de Kalman e obter as previsdes da volatilidade um-passo a frente através da expressio
(4.6.1). A seguir, podemos calcular os i.c. para os retornos. Mas, através do pacote STAMP 5.0
ndo ¢ possivel implementar este processo. Outra alternativa ¢ modificar esse processe da
seguinte forma:
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1) Estimar os pardmetros do modelo até o instante 7, .

2) Baseados nas estimativas dos pardmetros no instante #, € considerando que as estimativas
dos pardmetros utilizados dados até t para 1, -49<t < £, sdo aproximadamente constantes,
utilizamos as estimativas encontradas em 1) para calcular as estimativas filtradas da previsio
um-passo a frente da volatilidade: Prevy,., via Filtro de Kalman no periodo {t,-49, t, -48, . . .,
to,}-

3) Calculamos os intervalos de confianga 95% para os retornos. De forma geral os i.c. (1-20)

sdo dados por: (Kt —tyq JPreve/e—1,0t + tv,a,/Prevt/t_l), onde ty, ¢ corresponde a
distribvigio  t-Student padrio (se a=0,025 entdo t;g05 =2,365) sendo:

Prev,, ;= exp['ff,t_1 +127 +y(v/2) —log(V/2) +7h_f, 1 ]0—\{-5 .

Ja que as estimativas filtrada e suavizada do nivel £ apresentam valores similares a partir
de t=1250 aproximadamente {ver Figura 4.1), o modelo pode ser re-estimado considerando
essa informagdo como informagdo basica. Dessa forma, temos os seguintes resultados:

Tabela 4.3
Agées: estabilidade das estimativas e previsio um-passo & frente ex-ante

Periodo & & q ¥ v___nf a1
1 11250 49718 0,0434 0,0087  0,9680 o 1 2
2 1-1300  5,0953 0,0464 00091 09667 13 3 3
3 1-1350  5,1022 0,0448 0,0088 09657 31 2
4 1-1400 51376 0,0430 00084 09688 11 1
5 1-1450 53647 0,0404 00075 09717 55 0 0
6 11500 52790 0,0434 00082  0,9680 7 0 0
7 1-1550 5,687 0,0439 00077 09676 35 1 2

j-1598 50341 0,0461 00092 0,966 20 0 0

nf: ntmero de retomos fora dos intervalos de confianga 95% wtilizando toda a amostra
nf?: nimere de retomos fora dos intervalos de confianga 95% utilizando parte da amostra

Em cada periodo da Tabela 4.3 ao comparar as duas altimas colunas, podemos
constatar que ndo existe muita diferenca entre os resultados, isto ¢, em termos de previsio um-
passo a frente ex-ante, os intervalos de confianga (i.c.) construidos com as estimativas obtidas
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utilizando a série completa so similares aos obtidos utilizando as estimativas de cada periodo.
Por sua vez, considerando a informagfio completa da amostra (1598 retornos), o numero de
retornos fora dos i.c 95% a partir de t=1200 € igual a 10, significando uma percentagem de
2,60%. Da mesma forma, considerando os dados da coluna 7f, a soma do niimero de retornos
fora dos i.c. nos periodos considerados ¢ igual a 7 (uma percentagem de 1,80%),
consequentemente, ambas percentagens sdo menores do que a esperada (5%).

A analise dos resultados da Tabela 4.3 mostra que, tanto as estimativas da persisténcia
¥ quanto as de o, apresentam estimativas estaveis e muito proximos enquanto que existem
diferencas entre as estimativas de of, que podem ser methor observadas na variabilidade

apresentada pelas estimativas de v.

Nas Figuras 4.6b, 4.7b e 4.8b apresentamos o grafico dos intervalos de confianga 95%
(i.c) em 3 periodos de volatilidades meédia e alta que correspondem a alguns dos
acontecimentos importantes na historia da série. Nos trés graficos € observado que os i.c nio
incluem os retornos extremos. Isso acontece no periodo da Queda da Ministra Zélia Cardoso
de Mello (Figura 4.6b) no dia 13/01/92, no periodo da Mudanga da Banda Cambial (4.7b) em
10/03/95 e para o Impeachment Collor (Figura 4.8b) em 29/06/92.

Comparagdo das Volatilidades Suavizada e Filtrada

As estimativas das volatilidades suavizada e filtrada apresentam diferen¢as que podem
ser bastante grandes, tal como pode ser observado na Figura 4.9 (essas estfio representadas
pelos pontos bem acima ou bem abaixo da hnha reta). Adicionalmente, a variabilidade da
volatilidade suavizada € menor quando comparada a variabilidade apresentada pela volatilidade
filirada, sendo essa ultima mais sensivel aos aumentos ¢ diminui¢Ses dos quadrados dos
retornos. Esse comportamento é constatado ao observar a Figuras 4.4 e, com maior detathe,
nas Figuras 4.5a, 4.6a, 4.7a, 4.8a.

Por outro lado, na Figura 4.4 vemos que as estimativas das volatilidades filtrada e
suavizada sfio pouco influenciadas pelos valores extremos nos quadrados dos retornos. Por
exemplo, na Figura 4.6a apresentamos o periodo onde acontece o maior retorno da série (pelo
menos 4 vezes maior aos retornos nesse periodo), sendo observado que os valores de ambas as
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volatilidades nio sio afetadas por essa observagio extrema. O mesmo acontece em outro
periodo que possui um valor extremo, ilustrado na Figura 4.7a. Esse comportamento é
diferente ao apresentado pela volatilidade nos modelos ARCH, que sfo muito sensiveis as
observacdes extremas. Finalmente, como é observado na Figura 4.4, as maiores estimativas da
volatilidade ocorrem nos perfodos dos maiores conglomerados de volatilidade, por exemplo, na
vizinhanga de t=300, t=500, t=850 ¢ t=1500 e nfo nos periodos com presenca de observagdes
extremas, nesse sentido, as volatilidades sdo semelhantes ac EGARCH(2,0) analisado na se¢#o
3.7.1.

Ajuste dos Modelos AR(1)-SV Néo-estaciondrios

Considerando que nos modelos estacionarios ajustados anteriormente (Tabela 4.1) a
estimativa da persisténcia da volatilidade apresenta valores muito proximos de 1, sfo ajustados
as versdes ndo-estacionarias das especificagdes (4.8.5) supondo que as estimativas para a
média condicional s as mesmas. A seguir apresentamos as outras estimativas*:

Tabela 4.4
Acdes: estimativas dos modelos AR(1)-SY niio-estacionarios
Modelo 1 Modelo 11 Muodelo 111 Modelo IV
pev 54373 5,4449 5,4408 5,4490
AIC 1,6983 1,6984 1,6977 1,6979
BIC 1,7117 1,7085 1,7078 1,7047

w 0,1444 (03112  0,1561 (0,2733) - .

f 04282 (0,1348) - 0,4441 (0,1204) -
E‘ré 51146 5,1196 5,1153 5,1210
&,21 0,0203 0,0202 0,0203 0,0201

q 0,0040 0,0039 0,0040 0,0039

a L.
valores P das estitativas

4 Em todos 0s casos 0 processo converge fortemente em 3 iteragdes.
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Seguindo os resultados da tabela acima, percebemos que nos 4 modelos os valores de
6% sZ0 maiores a 4,93, o valor verdadeiro se a estimacfio fosse realizada com restri¢io. Por

sua vez, 0s baixos valores de ¢ indicam que a componente h e portanto, a volatilidade,
apresenta muito pouca variabilidade, sendo mais suave quando comparada com o caso
estacionario. Adicionalmente, os valores do p.e.v sdio menores no caso estacionario (sendo os
valores dos AIC e BIC proximos em ambos modelos). Por esses motivos, o modelo
estacionario ¢ mais adequado que o modelo nfo-estacionario .

Conclusdes
Dos anélises realizados podemos extrair as seguintes conclusdes:

1) As estatisticas correspondentes a correlagio serial e a segunda feira s3o significativas.

2) As volatiidades estimadas suvavizada e filtrada do modelo AR(1)-SV estacionério sd3o
capazes de imitar os movimentos de aumentos e diminui¢des dos quadrados dos retornos.

3) A persisténcia do modelo AR(1)-SV estacionario é grande; 0,966 significando uma meia-
vida de 20,04 dias.

4) Os intervalos de confianga 95% (i.c) para os retornos construidos com a volatilidade
suavizada excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatorio.

5) As estimativas dos pardmetros do modelo AR(1)-SV estacionério apresentam estabilidade ao
serem estimados utilizando tamanhos de amostra diferentes.

6) Considerando as ultimas 350 observagdes, os (i.c) 95% para a previsdo um-passo a frente
ex-anfe excluem uma percentagem de retornos menor do que a esperada.

7) As volatilidades estimadas filtrada e svavizada do modelo AR(1)-SV estacionirio sdo pouco
influenciadas pelas observagdes extremas.

8) Em ambos os modelos, AR(1)-SV estacionario e nfo estacionario, as estimativas
correspondentes aos pardmetros w (do Final de Semana) e f (dos Feriados) na volatilidade,
néo foram significativas, nos 4 modelos considerados.

9) O Modelo AR(1)-SV estacionario € preferivel ao modelo nfio estaciondrio devido a que
apresenta menor p.e.v., € a volatilidade € menos suave.
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4.8.2 Taxa de Cambio

Para esta série ¢ proposto o modelo (4.8.1) considerando o Efeito Calenddrio na
média condicional:

u, = E[Y, /T,]= SegD, + TerD, + QuarD, + QuinD, + SexDj

Através do método de minimos quadrados ordinarios obtemos:

fiy = 0,00048D +0,00011D, —0,00010D 5 +0,00079D —0,000100D5 .
(0,00040) (0,00040) (0,00041) (0,00040) (0,00040)

Como comentado no Capitulo 2, existe Efeito Calenddrio na Quinta Feira (valor P=0,048). A
seguir, a volatilidade ¢ estimada a partir dos residuos Yy, considerando os casos estacionario e

n3o-estacionario’.

Estimagdio do Modelo AR(1)-SV Estacionario

Utilizando o pacote STAMP 5.0 ajustamos o Modelo IV'® definido em (4.8.5). O
processo de estimagdio realizado através do pacote STAMP 5.0 converge em 32 iteragdes
(convergéncia muito forte), sendo estimado o seguinte modelo:

hy =0,975h,_; + A,
com o} = 52687, 65 =0,0108, em conseqiiéncia § = 0,0020.

Como observado, esse modelo apresenta alta persisténcia (0,975) o qual equivale a uma meia-
vida de 27,38. Por outro lado, através da relagio 82 =493 +y/'(v/2) encontramos que v=17.

'S Na analise do modelo seria conveniente considerar s¢ uma varidvel dummy com valor um na quinta
feira € zero nos outros dias, mas, com 0 objetivo de comparar as estimativas com os modelos ARCH, sio
consideradas as 5 varidveis dummy .

16As estimativas nos outros trés modelos definidos em (4.8.5) sdo pouco confidveis pois as convergéncias
observadas no processo de estimagfio foram muito fracas.
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Na Figura 4.10 apresentamos o grafico das estimativas filtrada e suavizada do
componente 7, as quais, apresentam valores similares no final da série (ap6s a linha vertical
pontilhada). Embora nio mostrados os graficos, as tendéncias h fe h s, possuem variabilidade
baixa (varidncias iguais 0,058 e 0,11 respectivamente) quando comparadas com o componente
irregular filtrado (variancia igual a 5,42). O grafico das volatiidades estimadas filirada e
suavizada é apresentado na Figura 4.11 Observe-se que ambas sio capazes de imitar os
movimentos de aumentos e diminuigdes nos quadrados dos retornos. Nas primeiras 20
observagbes aproximadamente, a volatilidade filtrada apresenta valores muito altos que sdo
naturais na fase inicial do Filtro de Kalman,

Adeguabilidade do AR(1)-SV Estaciondrio

Na analise dos quase residuos padronizados (QRP), ¥, obtemos que os valores da média,
-0,035 e da varidncia, 0,999 sfo satisfatérios. Por sua vez, o coeficiente de simetria é igual a -
1,16 e o excesso de curtose, 2,17; indicando que a distribuigio dos QRP apresenta cauda a
esquerda (ver Figura 4.12a). Os graficos de CUSUM e CUSUMSQ nas Figuras 4.12b e 4.12¢,
apresentam comportamento satisfatério e a estimativa H(588) ¢ igual 0,88536 com valor-
P=0,07 mostrando que nfo existe grande evidéncia para rejeitar a  hipOtese de
homoscedasticidade e/ou auséncia de mudanga estrutural nos QRP.

Ao examinar a fungdo de autocorrelagio dos QRP (Figura 4.12d) percebemos que nio
existe evidéncia forte de presenga de correlagdo serial. Os valores P do Teste Box-Ljung, na
tabela a seguir, apoiam essa conclusgo:

Tabela 4.5
Taxa de Cémbio: Valores P do Teste Box-Ljung nos QRP do modelo AR(1)-SV Estaciondrio

Lag 6 12 18 24 30 36 42

ValorP| 0346 0067 0314 0276 0,130 0,102 0,025

171




Modelos de Variincia Estocastica

Os baixos valores nos lags 12 e 42 sio devidos as grandes autocorrelagdes nos Jags 10 e 42
(Figura 4.8.2.5d). Embora nfio apresentado, o comportamento dos QRPA do componente
irregular ¢ satisfatdrio.

Por outro lado, os intervalos de confianga 95% para os retornos construidos utilizando a
volatilidade suavizada excluem 48 em 1767 retornos (3,44%) sendo esse resultado bom.

Com relagdo 4 analise da estabilidade das estimativas dos pardmetros do modelo ¢ a
previsido um-passo a frente ex-ante, utilizamos a mesma metodologia desenvolvida na série das
Agdes. Para a série Taxa de Cdmbio, ¢ dificil apresentar resultados conclusivos ja que o
processo de estimaclio revela-se muito instavel sendo necessario retirar observagdes inicias em
cada periodo considerado para obter estimativas que satisfazerem o critério de convergéncia
muito forte no pacote STAMP 5.0. Todavia, em trés periodos ndio alcancamos esse
requerimento em varias tentativas retirando observagbes iniciais. Os resultados sdo
apresentados na Tabela 4.6".

Analisando os resultados da Tabela 4.6 podemos observar que, de maneira geral, as
estimativas dos pardmetros nos periodos considerados sdo similares e, na parte final da série, a
partir de 1600, as estimativas sdo muito proximas, mostrando a existéncia de estabilidade nas
estimativas dos pardmetros no final da série. Por outro lado, o niimero de retornos fora dos
intervalos de confianga 95% € o mesmo se trabathamos com toda a série ou em cada periodo.
Isso ¢ devido a que as estimativas das componentes sdo similares quando as estimamos
utilizando toda a série ou nos periodos considerados. Assim, se definimos d=Prev_p-Prev, onde
Prev_p ¢é a previsio considerando a frago da amostra e Prev a previsio com toda a amostra, a
média e varidncia de d sdo respectivamente, inferiores a 3x10° ¢ 5x10™2 Considerando que a
varidncia da componente filtrada na volatilidade é 0,058 podemos concluir que a diferenga é
desprezivel. Portanto, o nimero de retornos fora dos intervalos de confianga 95% a partir de
t=1200 é menor a0 esperado, sendo a percentagem igual a 2,29 % (13 em 568).

"7 Os residuos Y, em (4.8.1a) sob os quais ¢ modelada a volatilidade sfio calculados estimando a média
condicional utilizando todos os retornos (1767), de forma que a média condicional ndo ¢é re-estimada em cada
periodo.
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Tabela 4.6
Taxa de Cambio: estabilidade das estimativas e previsio um-passo A frente ex-ante

Perfodo & & q y v of  nfl
| 2-1200 5,3845 0,0130 0,0024 0,9781 55 0 0
2 5-1250 5,3347 0,0157 0,0029 0,9728 6 0 0
3 2-1300 5,2674 0,0164 0,0031 0,9711 7 8 8
4 2-1350 5,1769 0,0152 0,0029 0,9725 9 0 0
5 1-1400  5,2053 0,0174 0,0033 0,9696 8 0 0
6 ~1450
7 -1500"
8 -1550
9 3-1600 5,2600 0,0126 0,0024 0,9745 7 0 0
10 2-1650 52799 0,0109 0,0020 0,9772 7 0 0
11 4-1700 5,2678 0,0112 0,0021 0,9758 7 0 0
12 7-1750 52574 0,0104 0,0020 0,9761 7 0 0

Todo 5,2687 0,0108 0,0020 0,9753 7 13

nf: nimero de retornos fora dos intervalos de confianga 95% utilizando toda a amostra
nfl: niimero de retomnos fora dos intervalos de confianga 95% utilizando parte da amostra
* ndo foi alcangada convergéncia

Nas Figuras 4.13b e 4.14b s&o apresentados os graficos dos i.c. 95% para os retornos
considerando dois periodos diferentes. No primeiro periodo (Figura 4.13b), que corresponde a
época na qual acontece o maior retorno da série (no dia 23/09/85) e apresenta volatilidades
média e alta, observamos que s6 um retorne (1,25%) esta fora dos i.c. O segundo periodo
(Figura 4.14b) é basicamente de volatilidade alta (volatilidade média até t=285) e corresponde a
época onde ocorre um conglomerado de volatilidade com maiores valores dos retornos. Nesse
periodo observamos que existe uma percentagem razoavel de retornos fora dos i.c., 4%.

Comparagdo das Volatilidades Suavizada e Filtrada

Como pode ser observado na Figura 4.15, as estimativas das volatilidades suavizada e
filtrada apresentam diferencas que sfio consideraveis para algumas observagdes. A volatilidade
filtrada & mais sensivel aos aumentos e diminui¢@es dos quadrados dos retornos enquanto que a
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volatilidade suavizada apresenta menor variabilidade. Esse comportamento pode ser observado
na Figura 4.11 e com maior detathe nas Figuras 4.13 e 4.14.

Por outro lado, ambas as volatilidades sfio pouco influenciadas pelas observagdes
extremas nos quadrados dos retornos. Por exemplo, na Figura 4.13a observamos que as
volatilidades ndo aumentam abruptamente nem bastante devido & observagiio extrema no
23/09/85, apesar de esse retorno apresentar um valor quatro vezes maior aos outros no mesmo
periodo. Finalmente, ¢ interessante notar que os matores valores da volatilidade estimada estdo
no periodo 11/02/85 - 22/05/85 (Figura 4.16) no qual esta o maior conglomerado de
volatilidade com retornos grandes e nfio em 23/09/85 (Figura 4.13) no qual esta o maior
retorno da série.

Ajuste do Modelo AR(1)-SV Ndo-estaciondrio

Ja que a persisténcia da volatilidade no AR(1)-SV estacionario ¢ bastante grande,
tentamos ajustar a versdo no-estaciondria considerando as especificacdes (4.8.10). Em todos
os modelos, o processo de estimagéio apresenta convergéncia muito forte em 5 iteragGes, mas
analisando o grafico da fa.c. dos QRP (nfo mostrado) observamos presenca de correlagio
serial ¢ do Teste Box-Ljung temos evidéncia fraca a favor da hipdtese de ruido branco.

Portanto esses modelos ndo sio adequados.

Conclusées

De todos os modelos ajustados, o unico que satisfaz os requisitos de adequabilidade do modelo
€ o modelo estacionario, Modelo 1V. Este apresenta as seguintes caracteristicas:

1) As volatilidades estimadas suavizada e filtrada conseguem acompanhar os conglomerados de
volatiidade dos retornos.

2) O modelo AR(1)-SV estaciondrio apresenta grande persisténcia, 0,975 significando uma
meia-vida de 27,35 dias.

3} Os intervalos de confianga 95% para os retornos construidos coma volatilidade suavizada
excluem 3,44% dos retornos sendo esse resultado satisfatorio.
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4) Para varios periodos da série, as estimativas apresentam estabilidade, especialmente na parte
final da série. Por sua vez, ha também periodos nos quais néo € possivel obter os requisitos de
convergéncia para o modelo.

5) Considerando as altimas 567 observagdes, os i.c 95% para a previsio um-passo a frente ex-
ante excluem uma percentagem de retornos menor do que a esperada.

6) As volatilidades filtrada e suavizada do modelo AR(1)-SV estacionario sdo pouco
influenciadas pelas observagbes extremas, e por sua vez, os maiores valores de volatilidade
ocorrem na presenca de grandes conglomerados com valores altos dos retomos.
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CAPITULO 5

COMPARACAO DOS MODELOS ARCH E
VARIANCIA ESTOCASTICA

5.1 Introducdio

Na literatura financeira existem varios trabalhos que comparam empiricamente modelos
de volatilidade para os retornos. Por exemplo, Pagan e Schwert (1990) comparam modelos
ARCH e alternativas ndo-paramétricas; Cao e Tsay (1993) comparam modelos TAR e ARCH e
Taylor (1994) compara modelos ARCH e de Variancia Estocastica. Por sua vez, entre os
estudos tedricos temos os de Nelson ¢ Foster (1994) e Foster e Nelson (1996) que comparam
modelos ARCH e de Varifncia Estocastica no tempo continuo e Jacquier ef alii (1994) que
comparam as estimativas do modelo AR(1)-SV através das abordagens QML ¢ MCMC. O
grande problema na comparagio de estimativas de volatilidade dos modelos reside no fato de
que, na pratica, a volatilidade é uma variavel ndo observavel. Para contornar esse problema, a
solugio freqiientemente utilizada é adotar como referéncia (benchmark) para a volatilidade
mensal a varidncia mensal nfo condicional dos retornos diarios. Esta abordagem ndo sera
utilizada neste Capitulo. Neste Capitulo apresentamos as comparagdes das estimativas de
volatilidade através dos modelos ARCH e Varidncia Estocastica utilizando as Séries Exemplo e
simulagBes. Os aspectos considerados sfo basicamente dois: estimagiio pontual da volatilidade
e a previsio um-passo a frente. A comparagio das estimativas pontuais das volatilidades é
realizada sob critérios basicamente qualitativos enquanto que na comparagio das previsdes um-
passo a frente ¢ utilizado um critério baseado nos retornos observados ja utilizado em Herencia
et alii (1995).

A comparagio empirica dos modelos ARCH e de Varidncia Estocastica € realizada
utilizando os resultados das se¢des 3.7 e 4.8 nos quais os dois modelos foram ajustados. Neste
caso, o verdadeiro processo da volatilidade € desconhecido.

Por outro lado, com o objetivo de comparar as abordagens ARCH e de Varidncia
Estocastica quando o processo gerador de dados e a volatilidade s#o conhecidos, recorremos a
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simulagdo. Primeiro € considerado um processo gerador de dados construido de forma que
especificando os pardmetros ARCH, os pardmetros do modelo de Varidncia Estocastica sejam
obtidos analiticamente, e vice-versa. Na se¢fio 5.4.1 sera mostrado que isso € possivel. Em

segundo lugar, os modelos ARCH e Varidncia Estocéstica sdo comparados quando ndo é
possivel estabelecer relagfes analiticas entre os parametros dos modelos, sendo necessério
estimar um dos modelos. Considerando que os resultados apresentados estdo baseados em
poucas simulagGes, esses resultados devem ser tomados como ilustrativos. A énfase nas
comparagdes sera dada nos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV estacionario.

Este Capitulo esta organizado da seguinte forma. Nas Se¢des 5.2 e 5.3 ¢ apresentada a
comparacio empirica utilizando as Séries Exemplo, dos modelos ARCH e de Varidncia
Estocastica na estimativa da volatilidade e na previsdo um-passo & frente. Na Secio 5.4
comparamos os modelos AR(1)-SV estacionario ¢ GARCH(1,1) através de simulages e,
finalmente, na Seglo 5.5 apresentamos as conclusdes.

3.2 Comparacido Empirica dos Modelos

Nos Capitulos 3 e 4 foi demonstrado que os modelos ARCH e Variancia Estocastica
sdo capazes de reproduzir teoricamente varios Fafos Estilizados observados nas séries
financeiras. Adicionalmente, a eficiéncia desses modelos foi ilustrada através da modelagem das

Séries Exemplo.

Nesta segdo sera discutido outro aspecto na comparagio das duas abordagens, as
estimativas pontuais da volatilidade, para o qual utilizamos os resultados obtidos nas Secles
3.7 ¢ 4.8 na modelagem das Séries Exemplo. Na auséncia de um teste de hipdteses para
comparar as volatilidades obtidas nas duas abordagens, nos paragrafos seguintes sera realizada
uma discussdo basicamente qualitativa. Dentro da abordagem de Varidncia Estocastica o
estimador utilizado € o suavizado e na abordagem ARCH o usual.

Conglomerados de Volatilidade e Suavidade

Como pode ser constatado nas Figuras 5.1 a 5.4, tanto a volatilidade estimada pelos
modelos ARCH quanto a volatilidade estimada suavizada do AR(1)-SV estacionario sio
capazes de imitar os movimentos de aumentos e diminuigdes dos quadrados dos retornos. E
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possivel observar também que a volatilidade do modelo de varifincia estocastica apresenta um
comportamento bem mais suave quando comparado as volatilidades ARCH.

LEstimativas pontuais da volatilidade

Na série das A¢des, ao comparar as volatilidades estimadas pelos modelos AR(1)-SV
estacionaric ¢ GARCH(1,2) (Figura 5.5a) ou EGARCH(2,2) e AR(1)-SV (Figuras 5.5b),
percebemos que as diferengas entre as estimativas podem ser bastante grandes'. Para ter uma
idéia da magnitude das diferencas, calculamos a percentagem dos retornos cuja diferenca entre
as estimativas de volatilidade é maior que 20% ¢ 45%, o qual € equivalente a calcular a
percentagem dos retornos cujos desvios padrio da volatilidade se diferenciam em
aproximadamente 10% e 20%, respectivamente. Nas Tabelas 5.1 I e II apresentamos os
resultados quando a volatilidade estimada pelos modelos ARCH e AR(1)-SV estacionario,
respectivamente, sdo tomados como referéncia.

Os dados da Tabela 5.1 mostram que para uma grande propor¢io dos retornos as
diferencas entre as estimativas sdo consideraveis. Especificando a volatilidade ARCH como
referéncia, para ambas as magnitudes de diferenga (20% e 45%), a volatilidade AR(1)-SV
subestima com maior freqiiéncia que superestima a volatiidade ARCH. Por sua vez,
especificando a volatilidade AR{1)-SV como referéncia, a volatilidade ARCH superestima com
mais freqiiéncia que subestima 3 volatilidade AR(1)-SV. Em conseqiiéncia, a volatilidade
estimada pelos modelos ARCH é maior que a volatilidade estimada pelo AR(1)-SV.

Analogamente, para a série Taxa de Cdmbio encontramos que as diferengas enire as
volatilidades estimadas, GARCH(2,2) ¢ AR(1)-SV ou EGARCH(2,0) ¢ AR(1)-SV podem ser
bastante grandes para alguns retornos tal como pode ser observado nas Figuras 5.6a e 5.6b,
respectivamente. Pelos resultados da Tabela 5.2 concluimos que as diferengas entre as
estimativas s8o importantes para uma grande propor¢io dos retornos, sendo com maior
freqiiéncia a volatilidade estimada ARCH maior que a volatilidade estimada pelo modelo
AR(1)-SV.

'Os grificos foram realizados sem considerar alguns retornos (7 em cada caso; a ¢ b) nos quais as diferencas sdo
bastante grandes. Esses ponitos estdo relacionados com valores extremos nos quadrados dos retornos, alguns dos
quais sfio discutidos posteriormente.
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Tahela 5.1

Diferencas entre as estimativas de volatilidade ARCH ¢ AR(1)-SV estacionario nas A¢des (%)

1 Quando a volatilidade ARCH ¢ considerada como referéncia:

Diferenca maior que 20% Diferenca maior que 45%

ve>1dvg  vys<0,8vg Total vs>1.45vg  vs<0,55vg Total

vs=AR(1)-8V 21,83 40,90 62,73 10,82 14,32 25,64
ve=GARCH(1,1)

vs=AR(1)-8V 21,95 40,09 62,04 11,07 14,95 26,02
vg=GARCH(1,2)

vs=AR(1)-8V 21,64 40,59 62,23 10,76 14,20 24,96
ve=EGARCH(2,2)

I Quando a velatilidade AR(1)-SV ¢ considerada como referéncia

Diferenca maior que 20% Diferenca maior que 45%

vgzllvs  vg<0.8vs Total vg>rl45vs  vg<0,55vs Total

ve=AR(1)-SV 45,09 18,89 63,98 27,08 3,19 30,27
vg=GARCH(1,1)

vs=AR(1)-SV 43,96 19,20 63,16 27,33 3,69 31,02
ve=GARCH(1,2)

vs=AR(1)-SV 44,78 18,32 63,10 28,08 2,73 30,83
ve=EGARCH(2,2)
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Tabela 5.2

Diferengas entre as estimativas de volatilidade ARCH e AR(1)-8V na série Taxa de Cambio (%)

L Quando a volatilidade ARCH é considerada como referéncia:

Diferenga maior que 20% Diferenga maior que 45%
vs>12vg vs<O8vg  Total vs>145vg  vs<0,55vg Total
vs=AR(1)-8V 19,07 24,22 43,29 4,07 4,81 8,88
vg=GARCH(L,1)
vs=AR(1)-8V 20,77 24,45 45,22 4,30 4,41 8,71
ve=GARCH{2.2)
vs=AR(1)-SV 20,32 24,50 44,82 5,55 334 8,89

ve=EGARCH(1,2)

II Quando a volatilidade AR(1)-SV ¢ considerada como referéncia

Diferenga maior que 20% Diferenca maior que 45%

vg>1.2vs v§<0,8vs Total vg>1.45vs vg<0,55vys Total

vs=AR(1)-SV 28,81 14,20 43,01 13,24 0,79 14,03
vg=GARCH(1,1)

ve=AR(1)-SV 28,64 15,11 43,75 13,98 0,90 14,98
vg=GARCH(2.,2)

vs=AR(1)-SV 28,58 14,66 43,24 12,90 0,85 13,75
vg=EGARCH(1,2)
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Persisténcia
Na tabela a seguir mostramos as estimativas da persisiéncia nos ajustes considerados

para cada uma das séries:

Tabela 5.3
Persisténcias estimadas nas Séries Exemplo

ARCH VARIANCIA
ESTOCASTICA
GARCH GARCH GARCH EGARCH EGARCH AR(1)-SV
(1.1) (1.2) 2,2) (2,0) 2,2)

Agoes 0,9967 * *k 0,9656

209,7% 19,80
Taxa de 0,9579 * x# 0,9753
Cdmbio 16,12 27,72

a Lo
valores da meia-vida
* nio foi calculada a persisténcia
** 5 modelo ndo & covariante estaciondrio.

Seguindo os resuitados da Tabela 5.3, na série das A¢des a persisténcia encontrada
através do modelo GARCH(1,1) € muito maior que & correspondente ao AR(1)-SV
estacionario. Pelo contranio, na série Taxa de Cdmbio a persisténcia do AR(1)-SV € maior que
a persisténcia do modelo GARCH(1,1). Neste caso a persisténcia do modelo AR(1)-SV ¢é
maior quando comparada com 3 das A¢des e, utilizando o GARCH(1,1) acontece o contrario.

Influéncia das observagdes extremas dos quadrados dos retornos

Nos modelos ARCH ajustados para as Séries Exemplo; GARCH(1,1), EGARCH(1,0),
GARCH(1,2) ¢ EGARCH(2,2) constatamos que as observagdes extremas produzem um
aumento bastante grande na estimativa da volatifidade nos instantes ap0s a ocorréncta dessa.
Por exemplo, para a série das A¢des no periodo da Queda da Ministra Zélia Cardoso de Mello
(Figura 5.7a) observamos a presenga de um retorno que, como comentado na Se¢io 3.7.1 pode
ser considerada como um valor aberrante (VA) do tipo AO e produz um aumento brutal nas

197



Comparagio dos Modelos ARCH e Varifincia Estocdstica

estimativas das volatilidades futuras GARCH(1,2)" e EGARCH(2,2). O impacto ¢ t#o grande
que somente apbs 20 dias (aproximadamente) da ocorréncia do VA, a volatilidade estimada
apresenta o mesmo valor do que o apresentado antes da ocorréncia dessa observacio extrema.
Outro periodo no qual pode se observar a forte influéncia de um VA ¢ nos dias seguintes 3
Mudancga da Banda Cambial (Figura 5.7b). Por sua vez, na série Taxa de Cdmbio durante o
periodo de 02/08/85 a 25/11/85 (Figura 5.8a) podemos observar que as volatilidades estimadas
pelos modelos GARCH(1,1) ¢ EGARCH{(2,0) explodem apés a ocorréncia dessa observagio
extrema em 23/09/85. -

Pelo contrario, e como pode ser comprovado nas Figuras 5.7 e 5.8a, a volatilidade
suavizada do modelo AR(1)-SV estacionaric é menos influenciada pela presenca de
observagdes extremas. Essa é uma caracteristica desejavel para um modelo de volatilidade se o
valor extremo € conseqiiéncia da ocorréncia de uma intervencdo de tipo AQ, enquanto o
contrario ocorre quando usualmente existe umn aumento real da volatilidade (por exemplo,
devido 4 intervengdo do tipo I0) como na Figura 5.8b. Nesse sentido, a eficiéncia relativa das
estimativas de volatilidade pelo modelo ARCH ou de Varidncia Estocastica depende do tipo de
intervengo.

Influéncia de grandes Conglomerados de Volatilidade

Na modelagem das Séries Exemplo pela abordagem de Varifincia Estocastica (Segio
4.8) foi observado que a volatilidade estimada do modelo AR(1)-SV estacionario é mais
afetada pela presenca de um conjunto de retornos cujos quadrados sdo grandes do que pela
presenca de valores aberrantes isolados (Figuras 5.1 e 5.3). Nos modelos ARCH ocorre o
contrario, a volatilidade estimada ¢ mais sensivel & presen¢a de valores extremos, embora
certamente na presen¢a de varios valores grandes proximos aumentem as estimativas. Na
Figura 5.8b ¢ mostrada um periodo onde existem conglomerados de valores com grande
magnitude.

*Como apresentado na Segfo 3.7.1, a volatilidade GARCH(1,1) é quase id&ntica A volatilidade GARCH(1,2).
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5.3 Comparacio Empirica das Previsoes um-passo a frente ex-ante

Como comentado anteriormente, de maneira geral, a dificuldade na comparagiio de
modelos de volatilidade reside no fato de que a volatilidade ndo é observada na prdtica e,
portanto, ndo é possivel utilizar critérios como o Erro Médio Quadratico. Usualmente, esse
problema tem side contornado construindo uma séric de referéncia (benchmark) para a
volatilidade mensal que ¢ estimada como a varidncia mensal ndo condicional dos retornos
diarios (ver, por exemplo, Cao & Tsay, 1993). Nesta dissertacio propomos uma abordagem
diferente comparando a qualidade da previsfio dos modelos utilizando os retornos observados.
A idéia, implementada em Herencia ef alii (1995) consiste no seguinte: tanto para os modelos
ARCH quanto os modelos de Varidncia Estocastica, conhecemos a distribuigéio condicional dos
retornos (usualmente normal) dada a informacgéo passada € o valor dos pardmetros. Supondo
que o modelo ¢ Yr = it + Yy, essa distribuigio tem média ignal & [+ e varidncia dada pela
volatilidade estimada. Assim, podemos construir intervalos de confianga (i.c.) para as previsdes
um-passo a frente e comparar as abordagens ARCH e Variéncia Estocastica considerando dois
critérios; i) o numero de retornos incluidos nos i.c. ¢, i/} o comprimento dos i.c. O modelo que
apresentar maior numero de retornos dentro dos i.c. € menor comprimento nos i.c., sera
preferido, embora esses dois critérios sejam de certa forma contraditorios.

No calculo das previsdes para o instante £, idealmente, o modelo teria que ser estimado
utilizando toda a informagfo até o instante z-/, mas por exigir muito trabalho computacional
1ss0 ndo sera feito. Para contornar esse problema, utilizamos o esquema descrito na Segdo
4.7.1° para calculo dos i.c com volatilidade AR(1)-SV. Analogamente podemos fazer 0 mesmo
com as volatilidades ARCH. No calculo da previsdo da volatilidade dentro da abordagem
ARCH é utilizado o estimador usual e, dentro da abordagem de Varidncia Estocastica ¢
utilizada a volatilidade filtrada. Os resultados s&o apresentados nas Tabelas 5.4 ¢ 5.5.

Analisando os resultados para a série das A¢des, dados na Tabela 5.4, constatamos que
o numero de retornos fora dos intervalos de confianga 95% (i.c.) é quase 0 mesmo nos modelos
GARCH(1,1), GARCH(1,2) ¢ EGARCH(2,2) ¢ menores no modelo AR(1)-SV, embora a
diferenca nio seja significativa estatisticamente. A ndo significincia pode ser devida ao baixo
numero de observagdes. A mesma conclusdio pode ser tomada a partir dos resultados da Tabela
5.5 na Taxa de Cambio.

Jtmediatamente antes da Tabela 4.3.
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Tabela 5.4
Previsiio um-passo i frente na série Agdes
Niimero de retornos fora dos intervalos de confianga 95% (# esperado = 4,75 )

ARCH VARIANCIA

ESTOCASTICA

Periodo GARCH(1,1} GARCH(1,2) EGARCH(2,2) AR(D)-SV
1451-1500 3 3 3 3 22 0 0
1501-1550 1 1 1 1 11 2 2
1551-1598 1 1 11 1 1 0 0

# Niimero d retomos fora dos i.c. 95% construddos com as estimativas dos pardmetros estimados utilizando toda a amostra,

Fabela 5.5
Previsiio um-passo i frente na série Taxa de Cambio
Nimero de retornos fora dos intervalos de confianga 95% (# esperado=4,75 )

ARCH VARIANCIA

ESTOCASTICA

Periodo GARCH(1,1) GARCH(2,2) EGARCH(2.0) AR(D)-SV
1651-1700 e 3 3 3 0 o 0 0
1701-1750 1 1 1 1 11 0 0
1751-1767 2 2 2 2 2 2 2 2

4 Nmero de retomos fora dos i.c. 95% construides com as estimativas dos pardmetros estimados utilizando toda & amostra,

E importante observar que, como mostram as Tabelas 5.4 € 5.5, os resultados na anjlise
da previsio um-passo & frente permanecem inalterados se consideramos as estimativas dos
parametros utilizando toda a informagfio da amostra. A vnica diferenga se d& no primeiro
periodo da série Taxa de Cdmbio. Outro aspecto importante € a percentagem de retornos fora
dos i.c., que em todos os casos é inferior ao valor esperade 5%, existindo, portanto, uma
indicagio de superestimagio da largura dos i.c. Assim, na série das A¢des, utilizando os
modelos GARCH(1,1), GARCH(1,2), EGARCH(2,2) e AR(1)-SV obtemos, respectivamente,
3,38%, 3,38%, 2,70% e 1,35%.de retoros fora do i.c Por sua vez, na série Taxa de Cdmbio,
as percentagens sdo 2,56%, 5,13%, 2,56% e 1,71% para os modelos GARCH(1,1),
GARCH(2,2), EGARCH(2,0) e AR(1)-SV, respectivamente.
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Nas Figuras 5.9 € 5.10 apresentamos os i.c. 95% considerando os modelos re-estimados
em cada periodo. Para a série das A¢des (Figura 5.9) é possivel observar que os i.c. construidos
com a volatilidade AR{1)-SV estdo muito proximos dos i.c. construidos com a volatilidade
GARCH(1,1), sendo que os i.c. se cruzam e ndo existe um padrdo como o observado para a
série Taxa de Cdmbio (Figura 5.10) no qual os ic. do AR(1)-SV incluem os ic. do
GARCH(1,2).

A influéncia dos grandes valores nos quadrados dos retornos no comprimento dos i.c.
pode ser observado na Figura 5.9 na AMudanca da Banda Cambial da série das Ac¢bes
{10/03/95). Como os i.c. sic baseados na volatitidade, a presenca de uma observagdo extrema,
faz com que os i.c. dos modelos GARCH(1,2) e EGARCH(2,2) nos instantes posteriores a
ocorréncia do valor extremo sejam desnecessariamente longos, dade que o grande valor do
retorno ndo influencia os retornos futuros (VA do tipo AO). Em conseqiiéncia, considerando
que os i.c. do modelo AR(1)-SV incluem o mesmo nimero de retornos, o modelo de Vanéncia
Estocastica ¢ preferivel nestas situagdes. Observe, no entanto, que ap6s algumas observagGes
os i.¢c. do modelo AR(1)-SV passam a ser desnecessanamente longos.

Portanto, em termos de previsdo um-passo & frente, seguindo o critério adotado dos
i.c. os resultados ndo mostram a domindncia de um modelo sobre outro.

5.4 Comparacio dos Modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV estacionario
através de simulacdes.

Como comentado anteriormente uma das dificuldades de se comparar as estimativas da
volatilidade através das séries exemplo era o fato das volatilidades serem desconhecidas. Uma
forma de se evitar isto ¢ através de simulagdo onde o processo gerador dos dados é conhecido
(PGD). Conhecendo-se o PGD e a volatilidade € possivel comparar as estimativas. Este
procedimento, entretanto, adiciona um outro problema, o de escolher o PGD, ja que um
modelo pode ser adequado para um PGD e ruim para outro. Como estamos comparando
estimativas de volatilidade através de modelos GARCH e modelos de Varidncia Estocastica é
natural que estes dois modelos estejam entre os PGD escolhidos. Ao escolhermos estes
modelos podemos verificar o quanto um modelo de uma familia pode aproximar um modelo de
outra familia, ou o quanto um procedimento é robusto em termos de PGD.
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Sabemos que tanto processos GARCH(1,1) como AR(1)-SV podem gerar processos
com fungdo de autocorrelagio (fa.c) dos quadrados do retorno da forma ARMA(1,1) com a
primeira correlagio pequena e decaimento lento. Quando as fa.c. dos 2 modelos séo proximos
eles sdo ditos equivalentes em termos de f.a.c. dos quadrados dos retornos. Neste caso espera-
se que nfo exista grande diferenca nas estimativas de volatilidade, ndo perdendo, portanto,
muita eficiéncia quando um modele ARCH(1,1) € ajustade como AR(1)-SV e vice-versa.
Porém, como a igualdade de fa.c. nfio necessariamente implica em estimativas de volatilidades
iguais € interessante que estes casos estejam incluidos entre os PGD escolhidos. Modelos
equivalentes s8o apresentados na subsegiio 5.4.1 enquanto as comparagOes para estimativas de
volatilidade destes modelos e & previsio um-passo a frente sdo apresentadas na subsegio 5.4.2.
Para evitar que problemas de estimagfio dificultem a comparagio, vamos considerar que
conhecemos os parimetros dos modelos equivalentes. Outro motive para se escolther modelos
com este tipo de fa.c., além da existéncia de modelos equivalentes, é o fato de varias séries
financeiras empiricas possuirem fa.c. dos quadrados dos retornos com essa caracteristica,
como ocorre com os casos das Séries Exemplo (ver Segiio 2.7.2). Um segundo tipo de PGD a
ser estudado, ¢ apresentado na subsegdo 5.4.3, é quando ndo existem modelos equivalentes.
Neste caso os parametros dos modelos ajustados tém que ser estimados.

5.4.1 Modelos equivalentes GARCH(1,1) e AR(1)-SV estacionario

Sejam os modelos GARCH(1,1) definido em (3.3.2.1.1) e AR(1)-SV definido por
(4.3.2.6) com a parametrizaglio 0g'=7/2 eq= crnzl 6. Como foi mostrado em (3.3.2.4) e
em (4.3.7), quando y ¢ proximo de um, as f.a.c. dos quadrados dos retornos apresentam forma
ARMA(1,1) dadas por:

GARCH (1,1) p(1) = “1(1_25:5:’ ) (B =12... (5.4.1.1)

exp(ci)—1 .

=1,2,... 54.1.2
3exp(cl)—1 © ( )

AR(1)-SV p(7)=
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Tanto em (5.4.1.1) quanto em (5.4.1.2), todas as autocorrelagdes estdo determinadas a
partir das duas primeiras. Os pardmetros responsaveis pela dindmica no modelo GARCH(1,1)
sdo {o, B} eno AR(1)-SV {y, 0'1-12}. A seguir mostramos como ¢ obtida a equivaléncia.

1) Especificando o modelo GARCH(1,1):

Calculamos p(1)e p(2) a partir de (5.4.1.1) e substituimos esses valores em (5.4.1.2)

obtendo um sistema de duas equagBes com duas incognitas. Assim:

exp(ch)-1
Jexpaz) 17 PV (5.4.13)
ADr= p(2). (5.4.1.4)

A solugdo do sistema é:

v =%((%) (5.4.1.5)
B p(z)—p(l)ﬁj
ozh_log[p(z)_sﬂ(l)2 A (5.4.1.6)

Na expressio anterior observamos que é necessiria a restrigio: p(2) > 3p?(1) e, por sua vez,

devemos considerar as condigbes para a existéncia de segundo e quarto momento do
GARCH(1,1), dadas em (3.3.2.1.3).

Por outro lado, substituindo (5.4.1.1) em (5.4.1.5), obtemos a seguinte relagfio importante:

— (54.1.7)
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isto é, as definicdes de persisténcia, quando grande (aproximadoamente 1), levam ao mesmo
valor de persisténcia nos dois modelos.

. 2 - -
Finalmente, podemos encontrar on" € q através das expressdes:

o =of(l-v?) (5.4.1.8)
q=on/ 4.93. (5.4.1.9)

Portanto, especificada a dinimica do modele GARCH(1,1) (através de o e ), obtemos o
modelo equivalente (em dindmica) AR(1)-SV determinado por (5.4.17) e (5.4.18) ou (5.4.19).

2) Especificando o modelo AR(1)-SV

Substituindo em (5.4.1.1) p(1) por p (1) calculada a partir de (5.4.1.2) e o por y-B,
obtemos uma equagdo em [ da seguinte forma:

B lp() - y1+{y? - 2p(Lyy + 1B +[p(1) —y1=0

uma vez resolvida a equacdo anterior (isto é §) obtemos « através de o= y-f.

Para completar a equivaléncia dos modelos precisamos estabelecer o nivel. Os
pardmetros responsaveis desse valor sdo @ no modelo GARCH (1,1) € k no modelo AR(1)-SV.,
A relagiio entre os dois pardmetros ¢ encontrada utilizando o valor da vanéncia da série dos
retornos. Assim:

no GARCH(1,1:  E[Y}]= (5.4.1.10)

L
1-(o+B)

( )
no AR(1)-SV : E[v?]= epr—(i“%J , (5.4.1.11)

em conseqiiéncia igualando essas expressdes obtemos:
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o = (1-y)xexp(0507), ou
k = o(l-o~B) " exp(—0567).

Na tabela a seguir mostramos alguns modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV com grande
persisténcia que apresentam igual dindmica, sendo que o processo gerador € GARCH(1,1):

Tabela 3.6
Equivalénciza de alguns alguns modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV estaciondrio

Modelo | o p pA) p@ 7 on’ q
1 0,15 0,80 0,3 0285 095 0,25 0,05
2 010 0,380 0,14 0,126 090 0,30 0,06
3 0,00 087 0226 0219 097 00552 0011
4 005 094 0,155 0153 099 00092  0,0019
5 0,18 0,80 0,54 0529 098 ne ne
6 0,14 0,85 0,562 0,356 0,99 ne ne

ne; NAo existe equivaléncia

Da analise da Tabela 5.6, podemos observar que ndo existe equivaléncia do AR(1)-SV
no quinto e sexto modelo, pois os pardmetros do GARCH(1,1) néo satisfazem a restrigdo
p(2)>3p%(1). Comparando os modelos 1,2 e 3 notamos que o tamanho de o é determinante
na equivaléncia dos modelos. Na Figura 5.11 ¢ apresentada a regifio de equivaléncia do modelo
AR(1)-SV estacionario supondo que o PGD ¢ GARCH(1,1) para valores de 8 maiores que 0,8
e persisténcias maiores que 0,90.

5.4.2 Comparacio das estimativas de volatilidade e previsio um-passo  frente

Na simulagdo do PGD sdo escolhidos valores para os pardmetros dentro de um
conjunto que ocorrem com freqiiéncia na literatura empirica. Assim, nos modelos ARCH muito
freqilentemente a persisténcia é maior do que 0,90 (Taylor, 1986) com valores de B maiores do
que 0,80. Por sua vez, nos modelos AR(1)-SV, os valores de y sdo usualmente maiores do que
0,90 e os valores de 0‘121 estdo entre 0,01 e 2,77, ver Taylor (1986,1991) e Jacquier et alii
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(1994). Na Tabela 5.7 sio apresentadas as trés especificacBes escolhidas para os modelos
GARCH(1,1) e AR(1)-SV equivalentes:

Tabela 5.7
Modelos utilizados nas simulages

P [0} o p K T 0'-,12 0'h2 q

Modelo T | 095 10° 0,15 080 5547x10° 095 025008 256495 005073
0,10 087 2,09x107° 097 005522 093443 0,011
0,05 094 793x10° 099 000923 046363 0,00187

Modelo 11| 0,97 10
Modelo 11T | 099 10

P & o valor da persisténcia

No Modelo I os pardmetros GARCH(1,1) sfio stmilares & estimativas da série A¢des encontrada
no Capitulo 3. Por sua vez, no Modelo I os pardmetros AR(1)-SV sdo iguais 4 estimativa da
série DM/USS$ analisada por Shephard (1994b) e sdo similares também aos valores utilizados
nas simulagdes realizadas por Ruiz (1994), no qual v=0,97 ¢ %=0,04. Finalmente, no
Modelo IIT os pardmetros exibem valores similares aos encontrados por Harvey e Shephard
(1993b) iguais a 7=0,975 e ©3=0,01.

As observagdes simuladas foram obtidas utilizando um programa desenvolvido na
linguagem do Procedimento IML do pacote estatistico SAS 6.0. Para cada um dos modelos
registrados na Tabela 5.6 sdo realizadas duas simulagbes, uma considerando como PGD o
GARCH(1,1) e a outra considerando o AR(1)-SV. Na geracio das séries foram inicialmente
gerados 3100 observagBes e descartados os 100 primeiros valores gerados e, para inicializar a
varidncia condicional, utilizamos a varidncia nfo condicional. Na Tabela 5.8 apresentamos os
nomes dados para cada uma das simulagdes:

Tabela 5.8
Simulagtes realizadas

Modelo | Persisténcia |  Gerador Nome
1 0,95 Garch(1,1) Sim1
AR(1)-SV Simla

II 0,97 Garch(1,1) Sim2
AR(1)-8V Sim2a

1 0,99 Garch(1,1) Sim3
AR(1)-SV Sim3a
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A seguir apresentamos os resultados para os dois casos considerados, quando
simulamos o modelo GARCH(1,1) ¢ quando simulamos o AR(1)-SV. Em cada um deles, a
volatilidade verdadeira gerada pelo modelo ¢ nomeada simplesmente de volatilidade enquanto
que 2 volatilidade estimada a partir das observagdes geradas {Y;} sera chamada volatilidade
estimada. Na discussfo dos resultados a seguir, sempre ser feita a distingdo entre volatilidade
estimada e volatilidade verdadeira.

L O processo gerador é GARCH(1,1)

Neste caso, uma vez obtidos os pardmetros equivalentes do modelo AR(1)-SV,
calculamos a volatilidade filtrada através do Filtro de Kalman (expresses 4.4.12) e
encontramos a volatilidade suavizada pela inversdo desse filtro comegando em t=T. A
volatilidade filtrada € utilizada para a previsic um-passo a frente, enquanto que a volatilidade
suavizada € usada para compara-la com a volatilidade verdadeira.

Nas Figuras 5.12a-¢ sdo comparados os valores das volatilidades e suas estimativas
sendo observado que existem varios pontos bem acima ou bem abaixo da reta x=y indicando
que a volatilidade estimada subestima e ou superestima a volatilidade GARCH(1,1) de maneira
consideravel. Para obter uma idéia da superestimag¢io, calculamos a percentagem de pontos
alocados acima da reta x=y levando em consideragfio os niveis da volatilidade. Temos assim:

Tabela 5.9
Moedelo simulado GARCH(1,1): percentagem de superestimagio da volatilidade

baixo médio alto Total
Sim 1 39% 42 4% 50,9 44,1
Sim 2 48,2 55,7% 50,8 51,57
Sim 3 48 8 50,2 51,2 50,07

* rejeita hipdtese de probabilidade (,5 com nivel de significincia ignal a 0,5% mas considerando independéncia.

A partir dos resultados na tabela vemos que em Sim3 ¢, em menor medida em Sim2, existe
praticamente a mesma percentagem de pontos acima e abaixo da reta x=y. Por sua vez em Sim1
quando a volatilidade ¢ baixa, existem mais pontos acima que abaixo da linha reta.
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Para medir a magnitude da subestimagio ou superestimagdo, utilizamos o mesmo
procedimento da sec3io anterior e calculamos a percentagem dos retornos cuja estimativa da
volatilidade AR(1)-SV ¢ diferente em 20% e 45% da volatilidade verdadeira GARCH(1,1). Os
resultados registrados na Tabela 5.10 mostram que para uma grande percentagem dos retornos,
a subestimaco e superestimagiio € consideravel, sendo que essas percentagens diminuem na
medida que a persisténcia aumenta, i.e, na medida que os modelos sdo mais proximos em
dindmica). Por sua vez, de maneira geral, as percentagens de superestimagfio e subestimagio
sdo similares. Para ilustrar a grande diferenga observada nas volatilidades verdadeira e estimada
apresentamos na Figura 5.13a o gréfico da variavel g, definida como o quociente da
volatilidade estimada e a volatilidade verdadeira (g=vol.estimada/vol.verdadeira), com relagio a
volatilidade verdadeira no caso de Sim3. Embora nfio apresentado, para Sim! e Sim2 obtemos
figuras semelhantes.

Tabela 5.10

Magnitude da subestimagdo e super-estimacio da volatilidade estimada (vs) AR(1)-SV
com respeito & volatilidade verdadeira(vg) GARCH(1,1)

Diferenca maior que 20% Diferenga maior que 45%

vs>1,2vg vs<0.8vg Total vs>1 ,45v§ v§<0,55vg Total

Sim 1 31,24 38,13 69,37% 18,67 16,80 33,47%
Sim 2 32,23 26,87 59,1% 14,06 4,07 18,13%
Sim 3 26,30 19,67 45,97% 8,87 3,16 12,03%

Com relagdo & previsio um-passo a frente e, como realizado anteriormente para as
Séries Fxemplo, calculamos a percentagem dos retornos fora dos intervalos de confianga 95%
(i.c.) construidos a partir da previsio da volatilidade filtrada, considerando os niveis na
volatilidade. Diferentemente do realizado para as Séries Exemplo, aqui os pardmetros do
modelo s3o conhecidos ¢ nio ha necessidade de estimar os pardmetros cada 50 observagdes.
Neste caso a volatilidade filtrada é atualizada para cada retorno e a previsio ¢ dada
simplesmente pela expressio (4.6.2 ). Na Tabela 5.11 apresentamos os resultados e podemos
constatar (ao observar a ultima linha) que para Sim1 a percentagem dos retornos fora dos i.c.
construidos com a volatilidade estimada é muito maior do que quando os i.c. siio construidos
com a volatilidade verdadeira. Essa diferenga de percentagem diminui na medida que a
persisténcia aumenta, sendo bastante proximos para Sim3. Considerando os niveis de
volatilidade, em Sim 1, os i.c. estimados excluem uma percentagem muito maior do que a
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esperada enquanto que, a diferenga de percentagem observada e esperada € menor nas trés
simulagdes quando a volatilidade € média.

Tabela 5.11
Modelo simulado GARCH(1,1): percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confianga 95%
Sim 1 Sim 2 Sim 3
persisténcia=0,95 persisténcia=0,97 persisténcia=0,99
Nivel da Volatilidade
baixo 12,4 3,5 6,3 52 6,7 6,2
médio 8,2 47 5,7 4,9 52 49
alto 8,3 5,3 6,5 4,6 5.5 5.0
% Total 9,63 447 6,17 4,9 5,80 5,37

a corresponde a percentagem observada com os i.¢ construfdos com a volatilidade verdadeira GARTCH(1,1)

Uma das causas da diferenca entre a percentagem estimada e a percentagem observada
¢ a influéncia das observagdes muito pequenas nos quadrados dos retornos. Para ilustrar isso
apresentamos na tabela a seguir os valores da volatilidade e a previsdo para alguns instantes de
Siro 1.

Tabela 5,12
Modelo simulade GARCH(1,1): efeito das observages muito pequenas nos quadrados dos retornos
Tempo Y. volatilidade (x10°) previsio (x10°)
1978 7x10°7 0,8243 0,2233
1979 8.2x1012 0,7706 0,2403
1980 1,3x10° 0,7165 0,0401
1981 1,2x107 0,6932 0,0690

Os resultados da tabela mostram que o efeito do retorno T=1979 na previsdo da volatilidade
em T=1980 ¢ bastante grande, produzindo uma subestimagdo consideravel da volatilidade. Esse
efeito, como serd explicado a seguir, permanece nas previsbes seguintes. Como produto da
subestimacfo, os i.c. construidos apresentam largura muito menor ao verdadeiro e, como pode
ser observado na Figura 5.14 esses ic. estimados nfo conseguem incluir os retornos em
T=1981 e T=1984.

Considerando que no instante T=t, tanto a volatilidade quanto a previsdo um-passo a

frente dependem do mesmo tipo de informacdio: {Yi1, Yea, Ye3, . . ., Y; }€ simples explicar a
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diferenca de comportamento observada ante a presenca de observagdes muito pequenas. Com
efeito, numa situagdo de alta persisténcia (no caso igual a 0.95) e § grande (igual a 0,80), a
contribuicdo de um retorno pequeno (valor absoluto), Yy, na volatilidade GARCH(1,1) no
instante t: Gf =0 +0LY,:2_l +Bcf_1 e menor quando comparada com a contribuigiio de o2 .
Por sua vez, para o modelo AR(1)-SV estacionario, temos pelas expressdes derivadas na Se¢io
46 que a previsio um-passo & frente é dada por: 62 | =xexp[mys_;] onde
m, =[y(1-P)lm,_, +[P1X, e X, =log(Y?)+127 - log(k). Neste caso, ja que o efeito de
Y? ¢ multiplicativo, uma quantidade muito pequena nos quadrados produz um decrescimento

grande na previsdo.

As observagdes com quadrados dos retornos muito grandes também produzem efeito
na previsio um-passo a frente. Assim, quando no instante T=t-1 a volatilidade e a volatilidade
estimada apresentam valores proximos, uma observagido muito grande de Yt2 no instante T=t
faz explodir a volatilidade, enquanto que a previsdo pode subestimar a volatilidade. Na Figura
5.15 ilustramos esse efeito .

I1. O processo gerador é AR(1)-SV

Para as trés simulag®es, uma vez geradas as observagdes Y; e as volatilidades,

calculamos as volatilidades estimadas a partir da relacio =0 +0LY.[2_ | tho t2—1‘

t

Qs resultados da Tabela 5.13 mostram que para uma proporcao bastante grande das
observacgdes, a subestimacio e superestimagio € consideravel, sendo que essas proporgdes sdo
menores na medida que a persisténeia aumenta. Claramente, existe uma freqiiéncia maior de
superestimagfio, diferentemente do que acontece na Tabela 5.10 onde a superestimagio é
similar 4 subestimagfo. Na Figura 5.13b, correspondente a Sim 3a, podemos constatar as
grandes diferengas encontradas entre a volatilidade estimada e a verdadeira, utilizando como
medida o quociente (g) entre a volatilidade estimada e a verdadeira volatilidade.

Com relagdo & previsdo um-passo a frente, na Tabela 5.14 apresentamos os resultados
da percentagem dos retornos fora dos intervalos de confianga 95% . Os dados dessa tabela
mostram que considerando toda a informag¢io (% total), a percentagem dos retornos fora dos
i.c estimados ¢ préxima & percentagem esperada, mas, ao considerar os niveis da volatilidade,
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€ssas percentagens apresentam em alguns casos diferengas importantes. Assim, de maneira
geral, quando a volatilidade verdadeira é baixa, a percentagem dos retornos fora dos i.c. €
menor do que a esperada (i.e. existe superestimagio da volatilidade) enquanto que quando a
volatilidade ¢ alta, as percentagens observada e esperada s8o proximas.

Tabela 5.13
Magnitude da subestimacio e superestimagfo da velatilidade estimada (vg) GARCH(1,1)
com respeito A volatiidade verdadeira{vs) AR(1)-SV

Diferenca maior que 20% Diferenga maior que 45%
vg>1,2vs vg<0,8vs Total vg>1.45vs vg<0.55vs Total
Sim 1a 71,80 16,70 88,50% 65,37 9,10 74,47%
Sim 23 51,83 20,37 72,20% 37.30 6,47 43,77%
Sim 3a 44,93 18,87 63,80% 27.47 3,40 30.87%
Tabela 5.14
Modelo simulado AR(1)-SV : percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confianga 95%
Nivel da Volatilidade Sim la Sim 2a Sim 3a
baixo L5 47 48 52 27 33
médio 37 44 74 54 54 59
alto 69 46 55 35,1 44 4.4
% Total 4,03 4,57 59 523 4,17 4,53

? sorresponde 2 percentagem observada com 0s i.¢ construidos com a volatilidade verdadeira: AR(1)-SV

A diferenca do caso anterior, quando o processo gerador ¢ GARCH(1,1), neste caso os
valores da volatilidade e da previsdo um-passo (igual a volatilidade) dependem de informages
diferentes, Com efeito, a volatilidade AR(1)-SV € um processo que evolui independentemente
dos retornos passados e depende dos choques m; segundo a regra: log(cf y=v log(cf_l) +MNy»
sendo os retornos definidos a partir da volatilidade e dos choques €, como Y; = o&,. Por sua
vez a previsiio um passo a frente (ou volatilidade estimada) depende do valor da volatilidade e
dos retornos no instante anterior. Portanto, a volatilidade no instante T=t depende da
informagdo {G7,,M,,00 5, s>~} €NGUANto que a previsio um-passo a frente (ou volatilidade
estimada) depende da informagdo { o, Y2,,62,,Y2,,..}.
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A utiliza¢do de informagdes diferentes levam a reagdes diferentes diante de observagdes
extremas (tanto grandes quanto pequenas), que por sua vez, produzem grandes diferengas entre
a volatilidade e a previsdo um-passo a frente (ou volatilidade estimada). Para ilustrar isso
apresentamos a seguir duas situagdes de Sim 2a. Na Figura 5.16 € observado que em T=828
temos uma observagdo muito grande como produte de um choque & igual a -2,88. O valor
muito grande nos quadrados dos retornos faz com que o valor da previsdio GARCH(1,1)
aumente de forma abrupta superestimando a volatilidade (Figuras 5.16, 5.17) e, ja que a
persisténcia € grande, os efeitos do retorno em T=828 permanecem significativos por varios
instantes de tempo. Como resultado da superestimagio da volatilidade apos a ocorréncia da
observagdo exirema, os intervalos de confianga 95% estimados sdo muito maiores aos
verdadeiros, mas, ambos os i.c incluem o mesmo numerc de retornos até T=845 (instante no
qual a volatilidade e a volatilidade estimada sdo proximas). Por sua vez, em T=862 (Figura
5.16) ocorre uma observagio muito pequena nos quadrades dos retornos que produz a
diminuigio da volatiidade e, em menor medida, a diminuigdo da volatilidade (previsiio)
estimada no instante seguinte. Neste caso observa-se uma subestimagfio da volatilidade. Na
Figura 5.17 podemos observar que em T=864 os i.c. estimados ndio conseguem incluir o
retorno observado.

5.4.3 Comparacio dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV estacionario quando nio
existern modelos equivalentes

Com o objetivo de ilustrar a comparagdo dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV
quando nio existe equivaléncia na fa.c. da série dos quadrados do processo gerador de dados,
sdo realizadas 4 simulagdes. Primeiro sdo simulados dois processos GARCH(1,1) e estimados
os pardmetros e a volatilidade AR(1)-SV, depois simulamos o AR(1)-SV e estimamos os
pardmetros e a volatilidade GARCH(1,1).

1) Simulando GARCH(1,1)

Na Tabela 5.15 sfo apresentados os modelos gerados e as estimativas dos pardmetros
correspondentes. Para os dois ajustes do modelo AR(1)-SV temos convergéncia muito forte, e
na analise de adequabilidade o modelo ¢ satisfatério. Como realizado na Seclio 5.4.2, para a
previsdo um-passo & frente utilizamos a volatilidade filtrada e para a comparagio com a
volatilidade verdadeira utilizamos a volatilidade suavizada.
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Tabela 5.15
Pardimetros do modelo simulado GARCH(1,1) e estimativas do modelo AR(1)-SV
no casoe quande nio existe equivaléncia

Parimetros GARCH(1,1) Estimativas AR(1)-§V*
1ra 0 a B o+ Y ~ o2 N
autocorrelagio Y M q
Sim 4 0,1793 10° 0,15 0,60 0,75 |3,5x10° 0,8548 ©0,1028 0,0215
Sim 5 0,1189 10 0,10 0,70 0,80 | 4,9x10° 08212 00990 0,0213

* O modelo foi estimado sem a restrigio Gé = 4,93, e as estimativas sdo muito proximas desse valot.

Os resultados da Tabela 5.16 mostram que para uma proporgio bastante grande de
observagdes a diferenga entre a volatilidade verdadeira ¢ a estimada ¢ consideravel, sendo que
as percentagens de subestimagio e superestimacdo sdo similares. Ao comparar esses dados com
os resultados da Tabela 5.10 vemos que neste caso a freqiiéncia de subestimagiio e
superestimagdo ¢ menor. Para Sim 4, ¢ apresentado na Figura 5.18a, o grafico de g (vol.
estimada/vol. verdadeira) com relagdio a volatilidade verdadeira. Comparando esse grafico com
a Figura 5.13a observamos que os padrdes exibidos pelos pontos séo semelhantes.

Tabela 5.16
Magnitude da subestimacio ou superestimacio da volatilidade estimada (vs) AR(1)-8V com
respeito A volatilidade verdadeira(vg) GARCH(1,1) no caso de modelos nio equivalentes

Diferenca maior que 20% Diferenca maior que 45%
vs>1,2vg vs<0,8vg Total vs>1,45vg vs<),55vg Total
Sim4 19,17 25,10 44,27 4,57 4,76 9,33
Sim 5 23,67 17,00 40,67 4,00 1,47 347

Com relagfio & previsdo um-passo a frente, os resultados estfio registrados na Tabela
5.17. Esses dados mostram que para Sim 5 (maior persisténcia) os resultados sio melhores
quando comparados com Sim 4, no sentido de que a percentagem das observagées fora dos i.c
95% ¢ mais proxima da observada (e esperada). Analisando por niveis, obtemos os piores
resultados nos niveis de volatilidade alta.
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Tabela 5.17
Percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confianga 95% se o modelo simulado
& GARCH(1,1) e uiio existe equivaléncia

Sim 4 Sim 5

Nivel da volatilidade
baixo 3,60 3,507 3,90 5,50
médio 44 400 400 410
alto 1010 58 7,70 5,80
% Total 603 443 520 5,13

3 corresponde a percentapem observada com s i.c construidos com a volatilidade verdadeira GARCH(1,1)

Os resultados obtidos na estimagéio da volatilidade mostram que as percentagens de
subestimagio e superestimagio (diferengas em 20 e 45%) sfio menores quando comparadas
com os resultados da Tabela 5.10. Por sua vez, com relagdo a previsdo um-passo a frente,
temos que as percentagens totais da Tabela 5.17 sfo similares as percentagens totais
encontradas para Sim2 e Sim3. Isto indica que o modelo AR(1)-SV equivalente ndo
necessariamente leva a uma melhor performance.

1) Simulando AR(1)-SV

Os modelos AR(1)-SV gerados e as estimativas do modelo GARCH(1,1) sdo mostrados
na Tabela 5.18.

Tabela 5,18
Modelos AR(1)-SV simulados e estimativas GARCH(1,1) quando nfio existe equivaléncia
Pardmetros AR{1)-SV Estimativas GARCH(1,1)"
lra by 4 0.12] g 00 o B o+P

autocorrelacio
Sim 43 0,11517 4x10° 0,75 0,1972 0,04 | 1,3x10° 0,149177  0,586696 0,7359
(3,3x107)° (0,02695) (0,08018)
Sim 5a 0,11533 4x10° 0,80 0,1479 0,03 | 94x107 0,141677  0,667058 10,8087
(2,4x107) (0,02426)  (0,0677)

* O modeto foi estimado sem a restriglio Gg = 4,93, 2 as estimativas sio muito proximas desse valor.
® Desvios padrio das estimativas

Seguindo os resultados da Tabela 5.19 constatamos que a freqiiéncia de subestimagdo e
superestimagfio ¢ bastante grande. Considerando as diferencas de 20%, neste caso, as
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percentagens totais de superestimagio e subestimacdo sdo similares as encontradas nos casos
Sim 1a, Sim 2a, Sim 3a da segfio 5.4.2, quando existem modelos equivalentes. JA ao considerar
as diferengas de 45%, neste caso, as percentagens totais sgo inferiores as apresentadas quando
existem modelos equivalentes. Na Figura 5.18b ilustramos o que acontece para Sim 4a sendo
observado que o padriio das observagfes € similar ao padrdo da Figura 5.13b. Além disso, a
vaniavel ¢ (definida como o quoctente entre a volatilidade estimada GARCH(1,1) ¢ a
volatilidade verdadeira AR(1)-SV) apresenta valores muito altos em alguns casos indicando
grande superestimacio.

Tabela 5.19
Magnitude da subestimacio ¢ superestimagiio da volatilidade estimada (vg) GARCH(1,1)
c¢om respeito a volatilidade verdadeira(vs) AR(1)-SV gquando nio existe equivaléncia

Diferenga maior que 20% Diferenga maior que 45%
vg>12vs vg<0,8vs Total vg>1,45vs vg<0,55vs Total
Simda 49,87 26,26 76,13 37,97 9,76 47,73
Sim 5a 48,30 25,63 73,93 35,53 9,17 44,7

Quanto & previsdo um-passc a frente, os resultados da Tabela 5.20 mostram que o
desempenho dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV sio similares ao considerar a percentagem
dos retornos fora dos i.c 95%. Mas, quando comparamos os resultados considerando os niveis
da volatihdade as diferengas entre essas abordagens sio grandes, sendo que no nivel alto a
percentagem dos retornos fora dos i.¢ é muito maior que a esperada.

Tabela 5,20
Percentagem de retornos fora dos Intervalos de Confianga 95% quando o modelo simulado
€ AR(1)-8V e nio existe equivaléncia

Sim 4a Sim 5a
Nivel da volatilidade
baixo 09 438" 4,1 45
medio 41 43 1.0 4,7
alto 124 47 11,7 4,6
% Totat 58 46 56 46

3 corresponde a percentagem observada com os i.c construidos com a volatilidade

verdadeira AR{1}-8V
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Finalmente, ao observar as percentagens fotais da Tabela 5.20 e da Tabela 5.14
podemos dizer que os resultados sio compardveis, mas, ao considerar os niveis da volatilidade,
nio.

5.5 Conclusdes

As volatilidades estimadas assim como as previsdes um passo a frente fornecidas pelas
abordagens ARCH e Varidncia FEstocastica foram comparadas sob dois aspectos,
empiricamente mediante o ajuste das Séries Exemplo e através de simulagbes. A seguir
apresentamos as principais conclusdes:

Ajuste das Séries Exemplo:

- Na comparacdo das volatilidades estimadas nas Séries Exemplo encontramos que para uma
proporgio muito grande de retornos as diferencas entre as volatilidades estimadas ARCH e
Varidncia Estocastica sfio consideraveis, sendo que, na maioria das vezes a volatilidade
estimada ARCH ¢ maior que a volatilidade estimada pele modelo AR(1)-SV estacionério.

- Com relagio & previsdo um-passe a frente e utilizando o critério dos retornos observados,
encontramos que o desempenho dos modelos ARCH e Varidncia Estocastica sdo similares.
Dado ac exposto anteriormente, principalmente em periodos posteriores a ocorréncia de
observagies extremas nos quadrados dos retornos, pelo menos para as Séries Exemplo, o
modelo AR(1)-SV ¢ mais adequado.

- Na série das A¢des a persisténcia estimada pelo modelo GARCH(1,1) ¢ muito maior i
apresentada pelo modelo AR(1)-SV estacionaric. Ja na Taxa de Cdmbio a persisténcia

estimada pelo modelo AR(1)-SV estaciondrio ¢ maior que a correspondente ao modelo
GARCH(1,1).

Simulagdes quando existem modelos equivalentes:

- Os resultados das simulagdes evidenciam que, quando o modelo simulado ¢ GARCH(1,1),
para uma grande propor¢do dos retornos a volatilidade estimada pelo modelo AR(1)-SV
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estacionario superestima ou subestima a volatilidade GARCH(1,1) consideravelmente. Por sua
vez, quando simulamos o modelo AR(1)-SV encontramos que também ha superestimacgo e
subestimagfio consideravel para bastantes retornos, sendo que, nesse caso, a superestima¢io é
mais freqiiente quando comparada com o caso de gerar o GARCH(1,1). Quando o modelo é
GARCH(1,1) o ajuste do modelo AR(1)-SV superestima (vs>1,2vg) com menos freqtiéncia do
que quando o modelo € AR(1)-SV e a volatilidade € estimada através do modelo GARCH(1,1).
Em relagiio a freqiiéncia de subestimagfo, quando consideramos a freqiiéncia em que existe
subestimagfo (volatilidade estimada menor que volatilidade verdadeira) ocorre o contrario.

- Quanto a previsdo um-passo a frente temos que se o0 modelo simulado é GARCH(1,1), os
desempenhos dos modelos AR(1)-SV ¢ GARCH(1,1) ndo sdo muito diferentes (em termos da
percentagem de retornos observada dentro dos i.c.) sempre que a persisténcia seja maior ou
igual a 0,97. Quando a persisténcia ¢ igual a 0,95, devido a subestimagiio comentada
anteriormente, a freqiiéncia de valores de retornos fora dos i.c. construidos através do modelo
AR(1)-8V ¢ maior. Por sua vez, quando o modelo simulado é AR(1)-SV, o desempenho desse
modelo é similar ao apresentado pelo GARCH(1,1).

Do exposto acima ndo podemos concluir se um modelo € superior ao outro.

Simulagbes quando ndo existem modelos equivalentes:

- Ao simular o modelo GARCH(1,1) observamos que a volatilidade estimada pelo modelo
AR(1)-SV superestima e subestima a verdadeira volatilidade para uma grande propor¢iio dos
retomnos, sendo que essas percentagens sdo menores as obtidas quando existem modelos
equivalentes (comparando os modelos com igual persisténcia). Essa mesma situagio acontece
quando o modelo simulado é AR(1)-SV.

~Tanto ao simular o GARCH(1,1) como guando simulamos o AR(1)-SV, observamos que para
uma quantidade bastante grande de retornos existe superestimacio e subestimagdio de forma
consideravel. A superestimagio ¢ mais freqliente quando o modelo simulado ¢ o GARCH(1,1)
e ajustado o AR(1)-8V do que quando o modelo simulado é AR(1)-SV. Em relagio a
subestimagio, as fregiiéncias observadas ao simular o GARCH(1,1) sdo similares as
encontradas ao simular o0 AR(1)-SV.
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- Quando o modelo GARCH(1,1) € simulado, as percentagens observadas de superestimacio e
subestimaco sdo menores do que quando existe modelo equivalente AR(1)-SV. Esta aparente
contradigio pode ser explicada pelo fato de que no caso de néio existir modelos equivalentes, os
pardmetros sio estimados, ou seja, ¢ escolhido o valor do pardmetro de forma que seja
escolhido o modelo AR(1)-8V que melhor ajuste os dados.

- Na previsdo um-passo a frente, ao simular o GARCH(1,1) encontramos que os desempenhos
dos modelos GARCH(1,1) e AR(1)-SV sfo similares (em termos da percentagem de retornos
observada dentro dos 1.¢}. O mesmo ocorre quando o modelo gerado é AR(1)-SV e estimamos
o GARCH(1,1). Esses desempenhos sdo similares aos encontrados no caso quando ha

equivaléncia entre os modelos.
-Resumindo, neste caso existe uma leve superioridade do modelo GARCH(1,1) dada a maior

frequiéncia de superestimacgo no ajuste de modelos AR(1)-SV quando o modelo verdadeiro ¢
GARCH(1,1).
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Figura 5.1:Volatilidades estimadas GARCH(1,2) e AR(1)-SV nas A¢des

Legenda: GARCH(1,2) — — — - , AR(1)-SV
vols=volatilidades, ret’=quadrados dos retornos
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Figura 5.5; Comparaciio das volatilidades estimadas ARCH e Varidncia Estocdstica nas A¢des’
Legenda: ve=volatilidade estimada,

= Nio foram considerados os retornes que; a} 100*ve garch(1,2)>3 b)100%*ve egarch(1,2)>3.

Nos dois casos o nimero total de pentos € 1592 (99,56%)
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