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Resumo

Neste trabalho estudamos superficies em variedades Riemannianas homogéneas tridi-
mensionais com condi¢oes sobre a geometria intrinseca e/ou extrinseca. Em particular:

1. Resolvemos o Problema de Bjorling para superficies minimas que contém uma dada
faixa analitica em grupos de Lie munidos de uma métrica invariante a esquerda.

2. Classificamos as superficies de curvatura média constante no produto do plano
hiperboélico com a reta real, que sao invariantes pela agao de um subgrupo a um-
parametro do grupo das isometrias do espaco ambiente.

3. Classificamos as superficies de curvatura Gaussiana constante em variedades Rie-
mannianas homogéneas de dimensao trés, com particular atencao ao caso do grupo
de Heisenberg e do espago dado pelo produto do plano hiperbélico com a reta real.
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Abstract

In this work we study surfaces in homogeneous Riemannian manifolds of dimension
three with conditions on the intrinsic and/or the extrinsic geometry. En particular:

1. We solve the Bjorling Problem for minimal surfaces which contain an analytical
strip in Lie groups with a left invariant metric.

2. We classify constant mean curvature surfaces in the product of the hyperbolic
plane with the real line, which are invariant under the action of a one-parameter
subgroup of the isometries group of the ambient space.

3. We classify constant Gaussian curvature surfaces of homogeneous Riemannian ma-
nifolds of dimension three, with particular attention for the case of the Heisenberg
group and for the product of the hyperbolic plane and the real line.

1X



Conteudo

Introducao

Conceitos preliminares

1.1 Generalidades sobre as imersoes isométricas . . . . . . . . ... ... ..

1.2 Superficies em variedades 3-dimensionais . . . . . . . .. ... ... ...

1.3 As geometrias de dimensao trés . . . . .. ... ..o
1.3.1 Modelos para o plano hiperbdlico . . . . ... ... ... .....

14 Oespaco HZ X R . . .. ..

Superficies minimas e umbilicas em H? x R

2.1 Equacdo das superficies minimasem H* xR . . . . .. .. ... .. ...
2.2 Minimalidade e harmonicidade . . . . . . . .. ... ... 0oL
2.3 Superficies umbilicasde HZ x R . . . . . . . . . . .

2.4 A aplicagdo normal de Gauss . . . . . . ... ...

O problema de Bjorling em grupos de Lie
3.1 Representacao de Weierstrass . . . . . . . . .. .. .. ...
3.2 A Representacao de Weierstrass em grupos de Lie . . . . . ... ... ..

3.3 O problema de Bjorling em gruposde Lie. . . . . . . . ... ... ...

Superficies invariantes de H? x R

41 OgrupodeLie H2 xR . . . . . . .
4.1.1 Isometrias do plano hiperbdlico . . . . . .. ... ... ... ...
4.1.2 O grupo de isometrias de H? x R . . . . . ... ... .......

4.2 Superficies invariantes isométricas . . . . . . .. ... L.

4.2.1 Isometrias entre as superficies invariantes de H* x R . . . . . ..

xi

13
13
24
26
32

39
39
41
44



xii

CONTEUDO

4.3 Superficies invariantes pela acao do grupo Gog . . . . . . . .. ...
4.3.1 Classificacao das solugdes . . . . . . . . . ... ...
4.3.2 Superficies invariantes por translagoes ao longo do eixo z . . . . .
4.3.3 Superficies invariantes por translagoes ao longo do eixo z . . . . .

4.4 Superficies de CMC invariantes pela acao do grupo Gy . . . . . . . . ..
4.4.1 Classificacao das solugdes . . . . . . . . .. ... ...

4.5 Superficies helicoidais . . . . . . . . . ... L

4.5.1 Classificacao das solugdes . . . . . . . . .. ...

Superficies invariantes de curvatura Gaussiana constante
5.1 Imtroducao . . . . . . . . .
5.2 Superficies invariantes de HZ x R . . . . . . . . . ... ... ...

5.3 Superficies invariantes do grupo de Heisenberg Hs . . . . . . . .. .. ..

Geometria Equivariante

A.1 Grupos de transformagoes . . . . . . .. ..o L
A.2 Subconjuntos invariantes e fungoes invariantes . . . . . . .. .. ... L.
A3 Técnicadereducao . . . . . . . . ..

A.3.1 Demonstracao do Teorema de Redugao . . . . . . ... ... ...

Bibliografia

105
105
109
112

115
115
116
119
121

126



Introducao

A Geometria Diferencial cldssica tem estudado exaustivamente as superficies nas for-
mas espaciais. Uma extensao natural desta probleméatica é o estudo de superficies em
espacos homogeéneos. O estudo de tais superficies tem atraido a atencao de varios pes-
quisadores nos ultimos anos, especialmente no caso dos espagos homogeneos de dimensao
trés com quocientes compactos, as chamadas geometrias tridimensionais. Este estudo,
também, foi motivado pela anunciada solugao positiva a conjetura da geometrizacao de
Thurston e, conseqiientemente, a conjetura de Poincaré.

Este trabalho se encaixa nesta linha, com énfase no estudo das superficies minimas e
de curvatura média constante do espaco H? x R, dado pelo produto do plano hiperbélico
com a reta real.

Um modelo de plano hiperbélico é o modelo do semiplano superior H* = {(z,y) €
R?:y > 0} com a métrica gz = (da? + dy?)/y?, que tem curvatura constante —1. Este
modelo se identifica naturalmente com o grupo das tranformacoes da reta real do tipo
{Tlay(t) =yt +2x, y > 0}. Médulo esta identificacao, o plano hiperbédlico é um grupo
de Lie e a métrica gy é invariante & esquerda. Além disso, tendo gy curvatura constante,
o grupo de isometrias de (H?, g;) é 3-dimensional.

O espaco produto H? x R é, portanto, um grupo de Lie com a estrutura produto, e a
métrica produto é invariante a esquerda. Seu grupo de isometrias tem dimensao 4, sendo
gerado pelas isometrias de H? e pelas translacoes de R. Estas e outras propriedades deste
espaco sao tratadas no Capitulo 1 deste trabalho.

Um primeiro problema interessante ¢é a classificacao das superficies umbilicas neste
espaco. O caso das superficies umbilicas nas formas espaciais é bem conhecido. O das
superficies umbilicas do grupo de Heisenberg foi estudado por A. Sanini ([S]), que de-
monstrou a nao existéncia de tais superficies. A nao existéncia de superficies totalmente
geodésicas no grupo de Heisenberg é um resultado anterior devido a M. Goze e P. Piu,
[GP].

Em H? x R ou, no caso mais geral, de produtos do tipo M x R, as seccdes horizontais
dadas por M x {t} sdo claramente totalmente geodésicas. No segundo capitulo damos
uma descricdo completa das superficies umbilicas de H? x R (veja o Teorema 2.3.4).
Além disso, neste capitulo apresentamos resultados gerais sobre as superficies minimas,
em particular sobre os gréficos minimos. Sendo um assunto relativamente novo, achamos



2 Introducao

oportuno descrever uma série de exemplos, obtidos procurando solucoes especiais da
equacao dos graficos minimos, alguns destes ainda nao apareceram na literatura.

Sempre no ambito da teoria das superficies minimas, consideramos, no terceiro
capitulo, o Problema de Bjorling para H? x R, alids, para grupos de Lie 3-dimensionais.
Dada uma curva analitica real e um campo de vetores ao longo da curva, unitdrio,
analitico real e ortogonal a curva, o problema consiste em achar uma superficie minima
que contem a curva e cuja normal, ao longo da curva, seja o campo dado. Para mostrar
existéncia e unicidade da solucao do problema usamos a representacao de Weierstrass
que, neste contexto, foi obtida por Mercuri-Montaldo-Piu em [MMP], o Teorema de
Cauchy-Kovaleskaya e um lema sobre a dependéncia das equagoes de holomorfia (que
aparecem na representacao), que é novo e de interesse independente (Lema 3.3.1).

No quarto capitulo estudamos superficies de curvatura média constante em H? x R,
que sao invariantes pela acao de um subgrupo a um-parametro do grupo das isometrias.
Usando técnicas da geometria equivariante (Teorema de Reducao [BCH]) obtemos uma
classificacao de tais superficies, a menos de congruéncias. Esta técnica consiste essen-
cialmente no estudo da curva obtida projetando a superficie no espaco das orbitas. A
vantagem é que a solugao é obtida resolvendo uma equagao diferencial ordinaria ao invés
de uma equacao diferencial parcial. Algumas destas equagoes sao explicitamente resol-
vidas, outras depende de integrais elipticas. Para a representagao grafica das solucgoes
foi usado o programa MATHEMATICA. Em particular, no caso de solugoes envolvendo inte-
grais elipticas obtivemos desenhos por integracao numérica. Recentemente, resultados
analogos foram obtidos por R. S& Earp e E. Toubiana, usando técnicas diferentes (veja
[ST] e [Sa]). Este mesmo problema para o caso das superficies invariantes do grupo de
Heisenberg foi tratado em [FMP].

No quinto capitulo estudamos como classificar as superficies de curvatura Gausssiana
constante que sao invariantes para um subgrupo a um-parametro de isometrias, seja no
caso do espaco ambiente ser H? x R, seja no caso do grupo de Heisenberg. Este problema

foi considerado, para o caso das superficies rotacionais do grupo de Heisenberg, em
[CPR].
Por comodidade do leitor, apresentamos na Apéndice os resultados de geometria

equivariante utilizados neste trabalho.

Observamos também que os resultados do quarto e do quinto capitulo sao objetos
de dois trabalhos jd aceitos para publicagao ([MO], [MO1]). Os resultados relativos ao
Problema de Bjorling estao sendo enviados para publicacao.



Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste primeiro capitulo introduzimos os conceitos e as notagoes basicas da teoria
das subvariedades, em particular para superficies de H? x R ou, mais em geral, das oito
geometrias de Thurston.

1.1 Generalidades sobre as imersoes isométricas

Seja f: M™ — (N™, g) uma imersao de uma variedade M de dimensao m em uma
variedade Riemanniana A de dimensao n. Denotamos por g; = f* ¢ a métrica induzida
por g em M, que faz da f uma imersao isométrica. Quando resultar claro do contexto,
usaremos o mesmo simbolo (-, -) para representar g; e g.

Sendo que f é localmente um mergulho, podemos identificar localmente M com
f(M) e cada campo X € T'M com a sua imagem df (X). Usando esta identificagio,
para cada p € M, podemos escrever

Tf(P)N = dfp(TpM) @ [dfp(TpM)]L

v (1.1)
= T,M & (I,M)*.

Portanto, indicando por T M o fibrado tangente a M e por T.M* o fibrado normal a
M, temos que

TMf(M) =TM® TML,

onde TNfm) = Upef(M) T,N é o fibrado induzido por f. Com respeito a esta decom-
posicao podemos definir a projecao tangente

()" = TNjjmy — TM

e a projecao normal

( )L : TMf(M) — TMJ'.

3



4 1. Conceitos preliminares

Denotamos por V' e V as conexoes de Levi-Civita de M e N, respectivamente, e por
X (M) e X(M)*L os espagos dos campos tangentes e normais a M, i.e. as secgoes de

TMe (TM)*
E facil ver que, se X,Y € X(M) e £ € X(M)', temos:

(ViY)T =V, Y.

V%€= (Vx&)*t é uma conexio no fibrado normal, compativel com a métrica.

e a(X,Y) := (VxY)t éum tensor, i.e. bilinear em relagao as fungoes, que é também
simétrico.
o A X :=—(Vx&)' é linear em cada argumento em relagao as fungoes.

Decorre dos items anteriores que as aplicagoes dadas por
ap : TyM x T,M — T,M*
Aé(p) : TpM — TpM
sao simétricas e relacionadas por meio da seguinte identidade:
((X,Y), ) = (A X, Y).
Resumindo, resulta

VxY =VyiYV +a(X,Y), férmula de Gauss,
(1.2)
Vx§=—-A X+ V)L(f, formula de Weingarten.

A aplicacao « é chamada de sequnda forma fundamental da imersao. A aplicagao A¢ é
chamada de operador de Weingarten (ou operador de forma) na dire¢ao &.

Definicao 1.1.1. Seja {E),..., E,,} uma base ortonormal de 7, M. Chamaremos de
vetor curvatura média da subvariedade M em p o vetor dado por

m
H(p) =
A subvariedade M é dita minima se H é identicamente nulo.

Observagao 1.1.2. E fécil ver que a definicao de vetor curvatura média nao depende
da escolha da base ortonormal.

Definicao 1.1.3. Dizemos que f é totalmente umbilica se para cada & € T M* temos
que A = A(§) Id. No caso de A(§) =0, V¢, diremos que f é totalmente geodésica.

Observacgao 1.1.4. E facil ver que:
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1. f é totalmente umbilica se, e somente se,

a(X,Y)=g;/(X,Y)H, VXY € X(M).

2. A imersao f ¢é totalmente geodésica se, e somente se, para toda geodésica v de M
resultar que f oy é geodésica de N.

Para o tensor de curvatura da conexao de Levi Civita e da conexao normal escolhe-
remos o sinal dado por:

R(X,Y) =VxVy = VyVx = Vixy), RY(X,Y)=VyVy—VyVx —Vixy

Em particular a curvatura seccional do subespago 2-dimensional o C T,N, p € N,
gerado pela base ortonormal {X,Y} é dada por:

K(o) = K(X,Y) = —g(R(X,Y)X,Y).

O tensor de Ricci duma variedade Riemanniana (N, g) é definido como
Ric(X,Y) Z g(R(X, W)Y, W),

onde X, Y sdo tangentes a N e {I1,...,W,} é uma base ortonormal do espago tangente
a N. A curvatura de Ricci na direcao de um campo unitério Z € TN é

Ric(Z) = Ric(Z, Z) ZK (Z,W;).

Observagao 1.1.5. No caso de (N, g) ser um grupo de Lie munido de uma métrica
invariante a esquerda, as componentes do tensor de curvatura sao constantes nos campos
invariantes a esquerda. Portanto as componentes do tensor de curvatura, a curvatura
seccional e a curvatura de Ricci, todas podem ser calculadas na algebra de Lie do grupo.

Se f: M — (N, g) é uma imersao isométrica, indicando por R’ e R os tensores de
curvatura de M e N, respectivamente, temos as equacoes fundamentais:

<R(X,Y)Z, W >=<R(X,Y)Z,W >+ < a(X,W),a(Y, Z) >
—<aX,2),a(Y, W) >, equagao de Gauss,

(R(X,Y)Z)*: = (Vxa)(Y, Z) — (Vya)(X, Z), equagao de Codazzi,

<RX,Y)En> =< RHX,Y)En > — < [Ag, A )X, Y >, equacao de Ricci,

onde X, Y, Z W e€TMeé&neTM
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1.2  Superficies em variedades 3-dimensionais

Estaremos interessados principalmente no caso em que m = 2 e n = 3. Neste caso,
indicando por f : Q C R* — (N, g) uma parametrizagao regular da superficie M,
usaremos a notagao cldssica para a métrica induzida gy = Eda? 4+ 2Fdxdy + Gdy?, onde

9(fos f),
g(fa:afy)a (1.3)
g(fya fy)

Se £ é um campo unitdrio normal a M, sendo que V%& = 0, a férmula de Weingarten

E
F
G

pode-se reescrever como

Vx&=—-AX, X eT,M.
Conseqiientemente temos que

9(A¢(X),Y) = g(=Vx&Y),
e portanto os coeficientes da segunda forma fundamental sao dados por:

L=—-g(Vy& fa),
M = —g(V5.8, fy), (1.4)
N =—g(Vy& fy)

A curvatura de Gauss de M no ponto p, que é a inica curvatura seccional, é dada por:

LN — M?
K=——. 1.5
EG — F? (1.5)
O vetor curvatura média da superficie M pode-se calcular com a férmula dada na

Definicao 1.1.1 e usando a seguinte base ortonormal:
fa: B, — Efy - fo

VE' *T JE(EG - FY)

E1:

E facil ver que:

1
H = 5 Z hZJOé(fZ',fj) = 5 (16)

i G -F
T EG-F’\-F E

é a inversa da matriz associada a métrica gy e {f1, fo} = {fs, fy}. Temos que H = H¢,

1(EN —-2FM+GL ¢
EG — F? ’

ij=1

onde

onde H é chamada func¢dao curvatura média e o seu sinal depende da escolha do vetor
normal &.

Como ultimo conceito desta secao vamos introduzir o de curvatura geodésica k de
uma curva em uma superficie.
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Defini¢ao 1.2.1. Seja M? uma superficie orientada munida de uma métrica ¢ e seja
a : (a,b) - M uma curva. Entdo, para todos os valores de t tais que o/(t) # 0, a
curvatura geodésica k de « é dada por

g(va’ O/a JO/)

lo/l*

k(t) = (1.7)

onde J denota a rotagao em 7o) M de 7/2 no sentido da orientagao.

Vamos agora enunciar uma proposicao que sera util em calculos futuros:

Proposicao 1.2.2 (veja por exemplo [CG]). Seja M uma superficie abstrata orien-
tada parametrizada por f(z,y) e seja « : (a,b) — M uma curva regular. Denotamos por
E,F,G os coeficientes da métrica de M e tomamos a(t) = f(z(t),y(t)), para t € (a,b).
Entao,

—E(Eya' + Eyy) — Bya' + Gy + 2F, o

WEG — F? ’

1l k = ola, fa] +

(1.8)
onde 0|, f;] denota o dngulo entre o' e f,.

Exemplo 1.2.3. Se temos F = G = 1/y* e F = 0, podemos escrever

o (t) = (@'(),y'(t)) = (y ||| coso,y ||| sen o).

Logo, é facil ver que
a;‘l yll _ yl xll — y2 ||a/||2 OJ.
Substituindo a expressao para o’ dada por esta tltima equacao em (1.8) resulta que:

xl yll _ yl xli xl

lal| k = (1.9)

y* ll|?

1.3 As geometrias de dimensao trés

Lembramos que uma variedade Riemanniana (N, g) é dita homogénea se, para cada
z,y € N, existe uma isometria de N que leva x em y. Uma geometria E* é uma varie-
dade Riemanniana homogénea simplesmente conexa que possui um quociente compacto,
ou seja, existe um subgrupo H do seu grupo de isometrias tal que E*/H é uma vari-
edade compacta. Duas geometrias sao ditas equivalentes se existe um difeomorfismo
equivariante entre elas.

W. Thurston demonstrou (veja [T, T1]) que existem, a menos de equivaléncia, oito
geometrias de dimensao trés que agora vamos listar.

1. O espaco euclidiano R* = {(z,y, 2) | 2,4,z € R}, com a métrica canonica dz? +
dy? + dz? de curvatura constante 0.
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2. A esfera S = {(z1, 29,73, 74) € R*| 3.+ 22 = 1}, com a métrica de curvatura
constante 1, dada pela restricdo da métrica canonica de R*.

3. O espaco hiperbélico H? = {(z,y, z) € R* |z > 0}, munido da métrica de curvatura
constante —1 dada por (dz? + dy* + dz?) /2.

4. O espaco produto S? x R, com a métrica produto.
5. O espaco produto H? x R, com a métrica produto.

6. O grupo de Heisenberg Hjs, definido como o grupo das matrizes da forma

com z,vy, 2 € R, munido da métrica invariante a esquerda dada por

1 1
dz® + dy* + (dz + §ydx — §xdy)2.

7. O espaco SLy(R), ou seja o recobrimento universal do grupo de Lie SLy(R). Po-
demos identificar SLy(R) com R? = {(z,y,2) € R*|z > 0} com a métrica dada

por
dy\ > dy? + dz*?
<l$ y) ( Y )

z P2 '
8. O espaco Sol, definido como o grupo de Lie dado por R* com o produto
(z,y,2) % (2,9, 2) = (@ + 2,y + e "y, 2+ " &),
e munido da seguinte métrica invariante a esquerda:

de? + e* dy® + e ** d2?.

1.3.1 Modelos para o plano hiperbdlico

Passamos agora a descrever trés modelos do plano hiperbdlico H?.

1) O modelo do semi-plano superior. Este modelo é dado por
R% = {(z,y) € R*|y > 0},

munido da seguinte métrica

(dz? + dy?)

g:
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2) O modelo do disco de Poincaré. Neste caso o plano hiperbdlico é representado
pelo disco unitario aberto

D ={(z,y) e R*|a* +y* < 1}
com a métrica
_ 4 da? + dy?
9p = (1—a2— )2
3) O modelo do hiperboléide. Consideramos o espago R? com a métrica de Lo-

rentz
_ 3
gr(v, W) = —vjwy + vws + v3ws, v,w € R°.

O modelo do hiperboldide de H? é representado pela folha superior do hiperboléide
dada por
H) = {x=(z,y,2) € R*|gz(x,x) = -1 com =z >0},

munida da métrica Riemanniana dada pela restricao da métrica Lorentziana.

Introduzindo coordenadas complexas z = x + iy, com ¢ = y/—1, temos que

Ri:{zeC:Im(z)>0}, QH:%

|dz[?

D={zeC:l:f <1} o=dg_Tms

E fcil ver que a transformagao
v (R, 9s) — (D, gp)

Z—1
Z —

Z4+1

representa uma isometria entre os primeiros dois modelos de H?.

1.4 O espaco H* x R

Seja H? o modelo do semi-plano superior {(z,y) € R*|y > 0} do plano hiperbélico
dotado da métrica gy = (dz? + dy?)/y?, cuja curvatura Gaussiana é constante e igual a
—1. O plano hiperbélico H?, com a estrutura de grupo que deriva da composicao das
transformacoes afins proprias':

(z,y) = (@', y) = (Z'y + z,yy),

Uma transformagdo afim prépria é uma funcdo f : R — R dada por

fit) =yt +x, z,y€eR e y>0.
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é um grupo de Lie e a métrica g, é invariante & esquerda. Portanto o espaco H? x R é
também um grupo de Lie com a estrutura produto dada por
(z,y,2) * (2", y,2) = @'y + z, 9y, 2 + &) (1.10)
e dotado da métrica invariante a esquerda dada por
B dz? + dy?
y2
E importante observar que (]HI2 X R, g) é uma variedade homogénea e portanto completa.
De fato, isto é verdade para qualquer grupo de Lie G munido de uma métrica invariante

+ dz22.

a esquerda, sendo que, dados z,y € G, a translacao a esquerda L,,-1 é uma isometria
que leva 2 em 3. Uma base ortonormal de campos invariantes & esquerda em (H? x R, g)

¢ dada por
.
0
E = y—
1 yax7
0
Ey = y— 1.11
0
E; = —.
(7T 0z
E f4cil verificar que
[Ey, By = —E, [Ey, B3] =0 € [Es, B3] = 0.

Pode-se calcular a conexiio de Levi-Civita V de H? x R associada & métrica ¢ usando a
formula seguinte

29(VxY, Z) = g([X, Y], 2) — (Y, Z], X) + 9([2, X]. Y),

onde X, Y, Z sao campos invariantes a esquerda. Temos que:

( VElEl - E27
VE1E2 — _E17
VE2E11 )

¢ (1.12)
Vi By = Vi, By = 0,

vElEg — VE3E1 — 0,
( Vi, B3 = Vg, Ey =0,

com os quais podemos determinar completamente a conexdo de H? x R. Além disso,
temos que os simbolos de Christoffel nao nulos da conexao Riemanniana, calculados com
respeito as coordenadas locais, sao:
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Curvaturas em H? x R

No caso do espaco H? x R temos que:
R(E|,E2)E; =E, e  R(E), Ey)E,=—E,

e portanto
K(El,Eg) - —1

Além disso, sendo que
K(E17 E3) - K(E27 E3) — 07

deduzimos que o H? x R é um espaco de curvatura niao constante. Segue-se, também,
que as curvaturas de Ricci calculadas na algebra de Lie de H? x R sdo:

Ric(E,) = Ric(Ey) = —1 e Ric(Es3) = 0.

Geodésicas em H’ x R

Para calcular as geodésicas da variedade produto (]HI2 xR, g), primeiramente observa-
mos que, se y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) é uma geodésica de H? x R, entdo a curva (x(t), y(t))
é geodésica de (H?, g), ou seja, satisfaz o seguinte sistema:

d zx , 9
%(E):O = T=ay’, acl,

iy — i+ =0

(1.13)

e Z = 0. Se a constante a = 0, entao a geodésica tem a seguinte forma:
v(t) = (b et ft+h),  bed fheR, c>0.

Quando ¢ = 0 a geodésica v é uma reta paralela ao eixo z. Quando f = 0, 7 é uma
semi-reta do semi-plano totalmente geodésico z = h, y > 0, ortogonal ao bordo (veja a
Figura 1.1). Se ¢ > 0 e f # 0 temos que a geodésica é do tipo mostrado na Figura 1.2.

Se a # 0 entao temos

() = <x0+r tanh(at + b), ,ct+d>,

r
cosh(at + b)
onde z¢,7,a,b,c,d € R. Conseqiientemente, quando ¢ = 0 a curva vy é uma semi-
circunferéncia no plano z = d com centro (zg,0,d) e raio r (veja a Figura 1.3). No caso
¢ # 0, a geodésica v é do tipo mostrado na Figura 1.4.
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Y
z
z
)
x x
Figura 1.1. Geodésica de Figura 1.2. Geodésica
H? x R de equagio (1,e!1,2). de H? x R de equagio

(2,ett 3¢+ 2).

\

Figura 1.3. Geodésica de equagao \
(2 tanh(¢t + 1),2/ cosh(t + 1), 2).

z Y

Figura 1.4. Geodésica de equagao
(3+2tanh(t+1),2/ cosh(t+1),2t+1).



Capitulo 2

Superficies minimas e umbilicas em
H? x R

2.1 Equacao das superficies minimas em H? x R

Como vimos no Capitulo 1, uma superficie que tem curvatura média zero em todos
os seus pontos é chamada superficie minima. A palavra minima estd relacionada ao
problema proposto por J.L. Lagrange em 1760:

Dado um dominio Q C R? limitado e com fronteira suficientemente diferencidvel e
uma funcao g : 02 — R, suficientemente diferencidvel, achar, entre todas as funcgoes
suficientemente diferencidveis f : Q — R tais que flog = g, aquela cujo grdfico tem
drea minima.

Lagrange apresentou este problema como exemplo de um método por ele desenvol-
vido, hoje chamado Célculo das Variacoes ([L]), que vamos usar para achar a equagao
das superficies minimas no caso do espaco (H* x R, g).

Seja entdo M C H? x R uma superficie de drea minima dada como grafico de uma
funcao diferencidvel f(z,y) de classe C?, definida em um dominio Q2 C H? relativamente
compacto e com fronteira diferenciavel. Consideremos a parametrizacao natural do
grafico:

o(z,y) = (2,9, f(z,y)),  (2,y) € Q.

Das equagoes (1.11) temos

1
¢m - ;El + sz?n

1
Gy = §E2 + fyls.

(2.1)

Logo, usando a equagao (1.3), temos que os coeficientes da métrica induzida por g em

M sao:
o, 1 o, 1
E:fx+—y2, F=f.fy, G:fy+—y2,

13
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e, portanto, o campo unitdario normal a superficie é
{(w,y) = ——— By — —— Ey + — F, (2.2)
wy

onde

Consideremos a seguinte variagdo de M:

bi(w,y) = (z,y, f(z,y) +th(z,y)), (z,y) €Q, te(—¢€e6),

com € > 0, h € CY{Q,R) e hlpo = 0. Esta tltima condi¢ao significa dizer que as
superficies M, obtidas ao variar ¢, como graficos das correspondentes fungoes f(z,y) +
t h(z,y), tém todas o mesmo bordo. Indicamos por A(t) a area de M, sobre Q. Temos

0 = [[ o dsay

_ JE@GH —Fp = YL et th)? & (fy & thy T + 1

y2

onde

Derivando com respeito a t temos que

fx+th, +h, o (fy +thy)
// (D) dxdy. (2.3)

Avaliando esta expressao em zero deduzimos

= [ (e i)

Integrando por partes e lembrando que h|sq = 0, podemos escrever

= S

Como a area de M é minima, temos em particular que A(¢) > A(0), para todo t €
(—€,€). Portanto, M é ponto critico de A(t), ou seja A’(0) = 0, para qualquer fungio

8y( fu )] dzdy. (2.4)

suave h que se anule na fronteira de Q. Da equagao (2.4), sendo a fungao h arbitréria,
temos

e (o) * 3y () = =

. i B
div <\/W> —0, (2.6)

ou, equivalentemente,
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onde, por V e div temos indicado, respectivamente, o gradiente e a divergéncia em
R?. Observamos que esta equacio resulta na seguinte equacio dos grdficos minimos em
H? x R:

(1 +92f;) Jow — ?J(f:? + f;) fy — 23/2 fa fy foy + (1 +92f3) Jyy =0, (2.7)

que pode ser reescrita na forma:

(Hess)aqi (V f) @/2 - fy|vf|2?/ +Af=0,

onde A denota o laplaciano em R? e

(Hess)u (V) = (fo 1) <—fj‘iy }iy> <§;> '

Das férmulas (1.4) resulta que os coeficientes da segunda forma fundamental sao

wy?

M:w’ (2.8)
wy

N — yfyy+fy
wyd

e, portanto, temos que a funcao curvatura média H da superficie M, representada como
grafico da funcdo f(z,y), é dada, usando a equacao (1.6), por

H= y; div W%) - % divys (%f) (2.9)

onde div,> representa a divergéncia em (H?, gy). Portanto, a equacio (2.6) significa
curvatura média nula e as superficies de area minima sao minimas no sentido da definicao

dada no comecgo.

Observacgao 2.1.1. A equacao (2.6) é, naturalmente, a mesma achada por B. Nelli e H.
Rosenberg ([NR]) para o espaco H? xR, tomando como modelo para o plano hiperbélico
o disco de Poincaré de raio 1:

D = {(x,y) €R* : |(z,y)]” < 1}.
De fato, munindo H? x R da métrica invariante & esquerda dada por

B dz? + dy?

72 +d2?,

dp

22 - , , .
onde F' = Mfy, a equacao dos graficos minimos resulta em

V( v/ ):0
NS
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Pelo que vimos, as superficies com H = 0 sao exatamente os pontos criticos da fungao
area A(t). Para determinar a natureza destes pontos precisamos estudar a segunda
variagao da funcao area A”(0). Dizemos que uma superficie M é estdvel se A”(0) > 0,
para toda variacao de M que fixa a fronteira OM de M. Temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.1.2. Todo grdfico minimo M em H? x R € estdvel.

Demonstragao. Derivando a equagao (2.3) e avaliando em ¢ = 0, temos a seguinte ex-
pressao para a segunda variacao da drea:

h2 + hZ + (yhao fy — yhy fo)?
A”(O)z//_ — ((Zy;;; yhy o) dzdy > 0.
Q

Observamos que A”(0) = 0 se, e somente se, h, = h, = 0. Mas, como h|sq = 0, resulta
que, neste caso, h = 0. Ou seja, M é um minimo local de area. O

O teorema a seguir é um resultado mais forte da Proposicao 2.1.2 e afirma que uma
superficie minima de H? x R dada como gréfico é um minimo absoluto para a funcio
area, entre as superficies que sao graficos. Para a demonstragao, vamos seguir de perto
a idéia de R. Osserman para a prova deste teorema no caso do espaco Euclidiano R?
(veja [GDG], pagina 73).

Teorema 2.1.3. Seja M uma superficie minima de (H* xR, g) definida como grdfico de
uma fungdo f(x,y) com (z,y) € Q, dominio de H?, que se estenda continuamente a Q.
Entao, a drea de M é menor que a drea de qualquer outra superficie M definida como

grdfico de uma fungao f(x,y) em  que assuma os mesmos valores de f na fronteira

of.

Demonstracdo. No dominio Q x R de H? x R, consideramos o campo de vetores unitério
V(z,y,z) dado por

. 1
V:—f—E1—£E2+—2E3,
wy wy wy
onde
VR )+
w = e .

Escrevendo V' = V? (0/0x;) e indicando por div,:,, a divergéncia em H? x R, temos que

Javy = [2(25) + 2 (5]

w y? w y?

divgzyg V

1 0 (
Vgl O
onde |g| = det(g;;) = 1/y*. Logo, como f(z,y) satisfaz a equagao (2.5), temos

divgz, V =0 em xR
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As superficies M e M tém o mesmo bordo e portanto M U M pode-se considerar como
o bordo orientado de um dado conjunto aberto © em 2 x R. Indicando por n o campo
unitario normal correspondente a orientacao positiva de M U M e usando o Teorema
da Divergéncia, temos que:

0= / divgz, ez V = / g(V,n)dA. (2.10)
© MUM
Da definicao do vetor V segue que

v

n em M

logo, da equagao (2.10) resulta

AM) = /M g(V,n) dA = /M g(V,—n)dA < /ﬂ 1A = A(M),

onde, na ultima desigualdade foi usado o fato de que V' e 1 sao campos ambos unitarios.
Além disso, vale a igualdade quando g(V,—n) = 1, ou seja, se:

f:z::fa: € fy:fy-

Como flgn = ﬁag, isto implica:

f(z,y) = f(z,y)
e o teorema fica assim demonstrado. O

Observacgao 2.1.4. Queremos observar que este mesmo teorema pode-se demonstrar

também no espaco de Heisenberg Hj com a métrica dada por:
9 9 1 1 2
g =dx” +dy° + (dz + iydx — ixdy) .

De fato, neste caso, temos que uma superficie dada como grafico de uma funcao dife-
rencidvel f(z,y), onde (z,y) € Q C {(z,y,2) € H3 : z = 0}, é minima se satisfaz a

seguinte equacgao:
O (L4350 (l=3)_,
ox w dy w

o=y (e ) e (6-3)"

Tomando como vetor V' o campo normal unitario a superficie:

fot fo—3 fot 3y _o(h=3
Ve g O g s 5] 5

onde

sendo que |g| = det(g;;) = 1, resulta:

Yy _z
diVHg)V:2 _ St 3 +2 v =0 em QxR
ox w dy w

Isto basta para completar a demonstracao.
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Vamos agora apresentar alguns exemplos de graficos minimos. Devido a complexi-
dade da equagdo (2.7), vamos verificar se existem solugbes com propriedades adicionais
que simplifiquem o problema.

Exemplo 2.1.5. Se procurarmos solugoes da equagao (2.7) na forma f(z,y) = ¢(x),
onde ¢ depende apenas de x, temos que $(x) = 0 e portanto p(z) = ax+b, coma,b € R.
Estes sao os tnicos gréficos planos em H? x R que sdo minimos.

Exemplo 2.1.6. Se agora procurarmos solucao do tipo f(x,y) = ¢(y), onde b depende
apenas de y, a equacao (2.7) toma a forma

D(y) —yd(y)® =0,
cuja integracdo (se ¢ # 0) resulta em
Y (y) = arcsen(ay) + b, O<y<1l/a, a,beR, a>0.

A Figura 2.1 mostra uma imagem de tal superficie.

Figura 2.1. Superficie minima em H? x R.

Exemplo 2.1.7. Impondo que a solu¢ao da equacao (2.7) seja do tipo

fa,y) =h(2—).

x? 492

a condi¢do de minima se transforma na seguinte condigao sobre a fungao real h(z)
h'(z) — 2 h'(2)* = 0.
Integrando a equagao acima temos que:
h(z) = arcsen(az) + b, a,b € R,

e, portanto,

= @ ) b beR
f(z,y) = arcsen (m2+y2 +0b, a, )

Parametrizando esta superficie em coordenadas cilindricas temos:

X(r,0) = (rcos@,rsen@, arcsen (aseﬂﬁ) +b), r>lal, 6€(0,7).

r

Um desenho desta superficie é mostrado na Figura 2.2.
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Figura 2.2.

Exemplo 2.1.8. Seja agora f(z,y) uma solugao da equagao (2.7) do tipo

a()

f(ny): ./E2—|—y27

onde a(x) é uma certa fungao real. A condi¢ao de minima nos dé
(&% +9*)" + 4y  a(@)’] 0" (z) — 4(2* + y*)* [w d/ () — a(2)] = 0.

Reescrevendo o lado esquerdo desta equacao como um polinémio em y, cujos coeficientes
sao funcoes de x, obtemos que

a'(z)=0 e wd(x)—a(z)=0.

Conseqiientemente a(z) = cx, com ¢ € R e

cIT

_ _ LeR
x? +y?

flo,y) =

Observe que esta funcao é harmonica em R?. Na Figura 2.3 temos um desenho desta
superficie parametrizada em coordenadas cilindricas por:

r>0, 60¢€(0,m).

ccosﬁ)}

X =
(r,6) (r cosf,rsenf, .

Exemplo 2.1.9. Impondo que a solu¢ao da equacao (2.7) seja do tipo

fla,y) =h(——).

x? 4+ y?
a condicao de minima simplesmente nos da
h"(z) = 0.
Portanto, integrando a equagao acima temos que

h(z) = az + b, a,b € R,
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Figura 2.3.

axr
f(%y)—m

Observe-se que esta funcio f(z,y) é harmonica em R* e que a superficie correspondente

+ b, a,b e R.

¢ obtida transladando a superficie do Exemplo 2.1.8 na direcao z.

Exemplo 2.1.10. A funcao

2x

f(z,y) :aarctan< ) + b, a,b € R,

?+y? -1
é um grafico minimo e representa o helicdide de H? x R (veja a Figura 2.4). O nome é
devido ao fato de que esta superficie é regrada por geodésicas que giram em torno da
reta vertical (0,1, z); este fato serd esclarecido na péagina 24. E importante observar que
também esta funcao é harménica em R2.

Figura 2.4. Helicéide de H? x R.

Exemplo 2.1.11. Vamos agora supor que a funcao f seja do tipo
Y
) =h (_> )
f(z,y) .

para uma certa funcdo real h(z). Substituindo na equagao dos graficos minimos, resulta
que
(1+2)h"(2) —2z(1+22) W (2)> +22h(2) = 0.
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Se h'(z) # 0, dividindo por (1 + 2%) A'(2)3, temos

(h'(lzv)I”Z‘ T ="

Isto implica que

h,(z)2:1+z2+c(1+z2)2, ceR,

ou seja,

—|—Cl, C1 € R.

dz
iz) :/ V1+22+c(14 22)?

Se a constante ¢ = 0, resulta
h(z) = arcsenh(z) + ¢;.
Na Figura 2.5 é dado um desenho da superficie

f(z,y) = arcsenh (Q) + ¢, x>0, y > 0.
T

Figura 2.5.

Definigdo 2.1.12. Seja Q C H? e f : Q — R uma funcdo diferencidvel. O gréfico da
funcdo f sobre Q em H?> x R 6 (Y, f) = {(x,y, f(z,v)) | (z,y) € Q}. Este grafico é dito
completo se Q) = H?.

Em 1916, S. Bernstein demonstrou o seguinte resultado: se uma superficie minima é
um gréafico completo no espaco euclidiano R*, entio ela é um plano. Este teorema nao
vale para o espaco de Heisenberg (veja [F]), nem para H? x R (o Exemplo 2.1.9 mostra
este fato). Mais em geral, B. Nelli e H. Rosenberg mostraram o seguinte teorema:

Teorema 2.1.13 ([NR]). Consideramos o espago H> x R, onde H? é 0 modelo do plano
hiperbolico dado pelo disco de Poincaré de raio 1. Seja v uma curva de Jordan continua
no bordo ideal de H* x R, dado por O, H* x R = {2% + y?> = 1} x R, que é também
grifico sobre {2 +y* = 1}. Entdo existe um grdfico minimo sobre H* que tem ~ como

bordo ideal.
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Exemplo 2.1.14. Podemos obter um outro exemplo de grafico minimo completo pro-
curando solugoes da equagao (2.7) do tipo

fz,y) = h(z® +?).
Neste caso a condicao de minima reduz-se a
zh"(z) + h'(z) = 0.
A solucgao geral desta equacao é dada por
h(z) =alnz+b, a,b € R,

e portanto
f(z,y) = aIn(z® + y*) + b, a,b € R.

Figura 2.6. Superficie afunilada.

Esta superficie, chamada superficie afunilada (veja a Figura 2.6), fornece uma solugao
ao problema de determinar as solugoes da equagio (2.7) cuja curvas de nivel f(z,y) = c,
c € R, sejam geodésicas de (HQ,gH). De fato, olhando uma imagem desta superficie
pela dire¢do do eixo z (cf. Figura 2.7), podemos ver que a curva f(z,y) = ¢ é a semi-
circunferéncia
4y =e y > 0.

Motivados por esta propriedade da superficie afunilada, vamos estudar o seguinte
problema:

caracterizar os grdficos minimos de H? x R do tipo:

d(z,y) = (z,y, f(z,y), (z,y) e QCH,

cujas curvas de nivel f(x,y) = ¢, ¢ € R, sdo geodésicas de H.
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X

Figura 2.7. Curvas de nivel da superficie afunilada.

Seja, portanto, z = f(z,y) um grafico minimo em H? x R cujas curvas de nivel
v(t) = (x(t),y(t)) sdo geodésicas de H?. Se a funcdo x(t) for constante, temos que
fy = 0 e, portanto, do Exemplo 2.1.5 segue-se que a superficie é um pedaco do plano
oé(z,y) = (z,y,ax +b), onde y > 0 e a,b € R (veja a Figura 2.8).

[

X

Figura 2.8. Curvas de nivel do semi-plano z = 3z + 1, y > 0.

Caso contrario, existe um ponto ¢, tal que ©(t) # 0 em uma vizinhanga de ¢, e,
portanto, podemos representar v da seguinte forma:

v(@) = (2, y(x),  ylx) >0,
em uma vizinhanca do ponto y(ty). Temos que

/ _ E, y,(‘r)
W=t W

2,

2y'(z 2)y"(x) — ' (x)? + 1
y(z)ElJr(y()y() @;() >E2-
y(z) y(z)

Portanto, usando a férmula (1.8), a curvatura geodésica k, da curva v é dada por

y(z)y"(z) +y'(z)* +1
(1+y'(x)2)32

Desta equacao segue que k, = 0 se, e somente se,

ly(z) y'(2)] +1 =0,

V,Y/’}/, = —

ky =
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ou seja,

y(z) = V—22 + 2ax — b, onde b < a’.

Conseqiientemente, k, = 0 se, e somente se, a curva y(z) é uma semi-circunferéncia
geodésica de H?. Lembrando que

_fxx + Qfxyyl + fyy(y,)2
fy

resulta que a equacao (2.7) dos graficos minimos pode ser reescrita como

y//(x) —

com  y(r)=-—

Jee + fyy = y(w) kg |Vf|ni2;
onde Vf = (f,, f,). Portanto, temos demonstrado a seguinte proposigao:

Proposicao 2.1.15. Seja M C H? x R uma superficie minima dada como grifico de
uma funcdo diferencidvel nao constante f(x,y), onde (z,y) € Q C H?. Entdo as curvas
de nivel de f sio geodésicas de H?, i.e. ky = 0 se, e somente se, a funcdo f(x,y) €
harménica em R?, ou seja,

Af = fa:a:+fyy =0.

O helicoide do Exemplo 2.1.10 é um outro exemplo de grafico minimo cuja curva de
nivel f(z,y) = c, ¢ € R, é a semi-circunferéncia de H? dada por

(x—¢)+y*=1+¢, y>0.

Esta possui centro em (¢,0) e raio v/1+ ¢2, onde ¢ = cot (%b), a # 0. Observe que
todas as curvas de nivel interceptam a reta vertical (0,1, z). Também o Exemplo 2.1.9
fornece uma solucao ao problema tratado acima.

2.2 Minimalidade e harmonicidade

Neste paragrafo vamos estudar as relagoes que existem entre a minimalidade de uma
superficie M C (H? x R, g) dada como grifico de uma funcdo diferencidvel f(z,y) e a
harmonicidade da mesma f, com respeito a métrica induzida por g em M. Temos o
seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1. Seja M C H? x R uma superficie minima dada como grdfico de
uma fungdo diferencidvel f(x,y), onde (z,y) € Q, dominio de H?, ou seja

o(x,y) = (z,y, f(2,v)).

Entio M ¢ minima se, e somente se, a fung¢io f(z,y) : Q C H* — R ¢ harmonica
respeito a métrica induzida por g em M.
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Demonstragdo. A métrica que g = (dz” + dy?)/y* + dz? induz em M ¢é dada por
1 1
h— (fg n —2) da? + 2. f, dz dy + (f; + —2) .
Yy Yy

A matriz inversa da matriz (h;;) associada a esta métrica é dada por

L+y*f) oy

.. 2 2 2
Ridy — y?w w

(h7) Lt 1|
- w2 y2w2

portanto, substituindo as relativas expressoes na férmula que define o operador de
Beltrami-Laplace (calculado com respeito & métrica h),

2
10 7, . 0
Ap=> ————(hn\/|h|=— d h| = det(hy;) = w?,
b Z Thw( VIilg), onde bl = det(hiy) = w

temos que

wanf) = 5 (L5) + 5 (%),

Observe que, em termos da fungao curvatura média H de M (veja a equagao (2.9)),
podemos reescrever esta equacao da seguinte forma

y>wAn(f) =2 H,
ou equivalentemente
An(f) =2H?, (2.11)

onde H = HE = (HY, H? H?) é o vetor curvatura média. A proposi¢ao fica assim
demonstrada. O

Vamos dar, em seguida, algumas definicoes que nos ajudam a entender melhor o
sentido desta proposicao.

Defini¢ao 2.2.2. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : (M™ h) — (N™,g) é harmonica se
satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange:

oYl o B
ot Oxi
onde I'G, sao os simbolos de Christoffel da conexao de Levi-Civita de Nel,éo
operador de Beltrami-Laplace.

T = Mg + WY TG, (a=1...,n), (2.12)

Lembremos que 7, é dito campo de tensdo de 1 e a (2.12) Equagdo Harménica.
Teorema 2.2.3 ([ES]). Seja ¢ : (M™, h) — (N, g) uma imersao isométrica. Entdo
75 =mH. (2.13)

Em particular, 1 € minima se, e somente se, for harmonica.
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Observamos que a Proposicao 2.2.1 é, portanto, uma conseqiiéncia deste teorema.
De fato, se m = 2 e N = H? x R, sendo que no espaco H? x R os simbolos de Christoffel
[}, =0, com 3,7 € {1,2,3}, usando o Teorema 2.2.3 temos que Ayy)* =2 H?. Ou seja,

Proposicio 2.2.4. Seja 1 : (M? h) — (H* x R,g) wma imersio isométrica. Se a
superficie M € minima entdo a funcdo 1* é harmonica, i.e. Np® = 0.

Observagio 2.2.5. Se m = 2 e N = R?, temos que a equacao (2.13) se reduz a equacio
de E. Beltrami:

Ap)t =2 H, i=1,2,3,
onde ¢ = (', 92 3, H= (H', H?, H3) é o vetor curvatura média. Em particular, M
é uma superficie minima se, e somente se, as funcoes ¢’ sao harmonicas.

Usando o Teorema 2.2.3 podemos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.2.6. Nao existem superficies minimas compactas e sem bordo no espaco
H? x R.

Demonstragcao. Seja M uma superficie minima compacta e sem bordo e

v M— (H* xR, g)
p (0 (p), ¥*(p), ¥ (p))

uma imersio da mesma em H? x R. Vamos indicar por gy = Y*g a métrica induzida por
g em M, que faz da ¢ uma imersao isométrica. Como M ¢é minima, pela Proposicao
2.2.4, temos que Ay, Y =0, o que é absurdo, sendo M compacta. Isto é conseqiiéncia
imediata do Principio do Maximo de Hopf [Ho|, que vamos lembrar: se uma func¢dio de
classe C* ¢ harménica ou sub-harménica em uma variedade Riemanniana e possui um
mdzimo local, entdo deve ser constante. O

2.3 Superficies umbilicas de H? x R

Vamos comecar este pardgrafo estudando as superficies totalmente geodésicas. Para
a demonstracao do resultado que segue necessitamos da seguinte lema, cuja prova é a
mesma que no caso do espaco R?.

Lema 2.3.1. Seja M uma superficie reqular em H> x R. Entdo, existe um aberto denso
em M, cujas componentes conexas podem ser parametrizadas em uma das seguintes

formas:
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), ©v>0,

X(u,v) = (u,a(u),v), a(u) >0,
v) = (¢, u,v), u > 0.

e
=
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Estamos agora prontos para enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.2. As dnicas superficies totalmente geodésicas de H?> x R sdo os planos
horizontais z = ¢, ¢ € R, e os cilindros verticais sobre as geodésicas de H>.

Demonstra¢ao. Comecemos mostrando que o unico grafico totalmente geodésico do tipo
['(€2, f) é o plano horizontal ¢(z,y) = (x,y, ¢), ¢ € R. Seja M uma superficie totalmente
geodésica parametrizada como grafico de uma fungao diferenciavel f. Das equacoes (2.8)

temos ) f
fm: - _y’
Y
J
fyy = ——y, (2.14)
Y
o
fa: - -
\ v Y

Primeiramente observamos que f(z,y) = ¢, ¢ € R, satisfaz as condi¢ées acima e, por-
tanto, o plano horizontal é totalmente geodésico. Segundo, ja que

fa::0<:>fy:07

nao existem gréficos totalmente geodésicos determinados por uma funcdo f(z,y) que
dependa de s6 uma das variaveis, a nao ser a fungao constante. Vamos, portanto, supor
que f, #0e f, # 0. Da segunda equacao do sistema (2.14) temos

(Y fy)y=0=fy = %:

e da terceira resulta que
b(x)
(yfa:)y =0= fa: = 77
para certas funcoes reais nao-nulas a(z) e b(x). Como f(z,y) deve satisfazer a primeira
equagao, isso nos leva a contradicao

yb'(zr) —a(x) =0.

Para completar a demonstragao, observemos que os cilindros verticais sobre as geodésicas
de H? sio produtos de geodésicas. Portanto sdo superficies totalmente geodésicas do
espaco H? x R. Mostraremos em seguida que estes cilindros sdo as tnicas superficie
verticais totalmente geodésicas em H? x R. Seja, portanto, M uma superficie vertical.
Do Lema 2.3.1 segue que ou ela é o plano totalmente geodésico © = ¢, com y > 0, ou
pode-se parametriza-la da seguinte forma

X (u,v) = (u,a(u),v), a(u) > 0. (2.15)

Neste ultimo caso temos
1

X,=-E+2B, e X,=E;,
a a
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e, portanto, a normal unitaria a superficie M é

a 1
= ——= b - —= E».
V1+a? V1+a?

Usando as equacoes (1.12) obteremos

3 (2.16)

T [ N

e Vx,&=0, portanto M =N =0.

Entao a superficie M é totalmente geodésica se, e somente se,
L=-9(Vx,& Xy) =0,
ou seja, a fungio a(u) satisfaz a seguinte equagao:
ai+a®+1=0.

Isto implica que

a(u) = v/—u2+2ciu+c;, e, €ER com ¢+ >0,

e a curva (u,a(u)) é a geodésica de H* dada pela semi-circunferéncia superior com centro
em (c,0) e raio \/c¢? + ¢y. Isto conclui a prova do teorema. O

Observacgao 2.3.3. Da demonstracao anterior segue-se também que, se M for uma
superficie vertical, temos FF' = M = N = 0 e, portanto, a funcdo curvatura média é

dada por

L
H=_—.
2K

Neste caso M é uma superficie minima se, e somente se, for totalmente geodésica, ou
seja, se é um cilindro vertical sobre uma geodésica de H?.

Teorema 2.3.4. As superficies umbilicas de H> x R sdo exatamente as sequintes:

1. as superficies totalmente geodésicas;

2. as superficies dadas como grifico da func¢ao

A, y)
f(z,y) = arctan (—) + ¢4,
j— Mz, y)?
onde
lre, o 2
)\(x7y):§ 5(.1' +y)+clx_c3:|7 C,Cl,Cg,C4€R,

j=1-c—2ccs > 0.
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Demonstracdo. Seja M uma superficie umbilica em H? x R parametrizada como gréafico
de uma fungao diferenciavel f, i.e. ¢(z,y) = (x,y, f(x,y)). Seja p € M e £ um campo
normal unitario em uma vizinhanca U do ponto p. Sendo M umbilica, existe uma
funcao A : U — R tal que A = Al em U. A matriz que representa a segunda forma
fundamental de M em p na base {¢,, ¢,} é

G- G,

Bode o)

Esta matriz é multiplo da matriz identidade se, e somente se,

Ae(p) =

(), =0
< <%)x:_wf_§/ (2.17)
()= (1),

Da primeira equacao de (2.17) temos que

A

yw

= a(z)
para uma certa fun¢ao a(x). Portanto, usando a segunda equacao resulta:

fy

w

—— [ atw)ds+ biw)

para alguma funcao b(y). A terceira equacao do sistema nos permite concluir que
ya(x) = b(y) ou seja,

2
a(x) =cx + ¢, b(y) :cy—+02,

2
com ¢, cy, cs € R. Conseqlientemente
c
&:—(yQ—x2)—clx+03, c3 € R,
w 2

_ [y _lye 2
)\(x,y)—y(w—y)y—gb(x +y°)+ 1z —csl.

Usando agora a equacao de Codazzi para hipersuperficies

(R(¢o; #4)€) " = (Vo Ae)ba — (V4,46) 8y, (2.18)
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temos, para o caso umbilico, que

(Vo Ae)by = Vi, Ae(dy) — Ae(V, 0y) = 0u(N) @y,

e, portanto,

(R(¢$; ¢y)€)T = ¢y()‘)¢w - ¢$(A)¢y

Usando as equagoes (2.1) resulta que

R(¢z, ¢y)€ = V.V, = V5, Ve, & — Vig, 6,16
fo o

wyd wy

3 E27

e, portanto,

IR0, 6,)6,6) =0 e R(¢s, 9,)€ = (R(¢s, 6,)E) -

Substituindo na equacdo (2.18) temos

)\x — f$27
vy (2.19)
Ay = —fy
Y w y2‘
E facil ver que
1y o fy
(wy2>y = y|fe (Ky)y Ty (w—y)y]
= =y [fo (YA)y + [y (YAy)y]
==y YAy fy = ATy,
onde foi usado o fato de que yA, = (cx +¢1) e A =y (yA,),. Logo,
2
(wy?)?
e, portanto, integrando com respeito a y, resulta
1
M=) - —— 2.2
) = (2.20)

para uma certa func¢do positiva j(x). Da mesma forma, usando (2.19), temos que

(). =1 (), ()
= — 12 [fo Auo + fy Auy)
= —wy" (AaAsz + AyAay)-
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Logo,
(wy?)s
(wy?)?
e portanto, integrando com respeito a x, temos

2
)
= E ()‘i + )‘32/)33

1
(wy?)?’

para uma certa funcao positiva k(y). Além disso, de (2.19), temos que

YA+ A) = k() - (2.21)

v (f2+ 1)) = k(y) (wy?)® =1,
ou seja
(k(y) = 1) (wy?)* = 0.

Portanto k£(y) = 1 e, comparando as equagoes (2.20) e (2.21), segue-se
(@) = k(y) =N —y* (AL + X)) = —c] — 2ccs,

ou seja, j(x) =1 —c? —2cez > 0. De (2.20) resulta que:
1
Y w = ————.
Vi

Substituindo esta expressao na primeira equagao do sistema (2.19), temos que

) + h(y),

Az A

flz,y) = / ———— dx = arctan <7

Vi Vi-a

para uma certa fungao h(y). Usando a segunda equacao do sistema (2.19), segue-se que

h(y) = ¢4, com ¢4 € R. Conseqiientemente, obtemos os gréficos do segundo item do

teorema. Observe-se que se ¢ = ¢; = ¢3 = 0, entao temos o plano totalmente geodésico
f(z,y) = ¢4. No caso em que ¢ = ¢; = 0, obtemos a superficie

f(x,y) = arcsen ( - %) + 4, y > |es| > 0.

Na Figura 2.9 temos um desenho desta superficie para c3 = —1.

Figura 2.9. Superficie umbilica do espaco H? x R.
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Para terminar a demonstracao, falta estudar o caso da superficie M ser vertical.
Neste caso, do Lema 2.3.1, segue-se que ou M é o plano totalmente geodésico x = ¢, ou
entao pode ser parametrizada da seguinte forma:

X (u,v) = (u,a(u),v), a(u) > 0.

Neste segundo caso temos
AXy=-Vx, =0

e portanto A = 0. Conseqiientemente, do Teorema 2.3.2, M é a superficie totalmente
geodésica dada por um cilindro vertical sobre uma geodésica do plano H?. Assim o
teorema, fica demonstrado. O

2.4 A aplicacao normal de Gauss

Seja G um grupo de Lie de dimensao (n+1) com uma métrica g invariante a esquerda
e M"™ uma hipersuperficie orientavel de G. Sendo e o elemento neutro de G, definimos
a aplicacao normal de Gauss
vy:M—=8S"CT.G,

onde S™ denota a esfera unitaria com centro na origem de 7.G, da seguinte forma:

v(p) = (defl)p(f(p)), peEM,

onde L, : G — G é a translacao a esquerda L,(¢) = pg e £ é um campo unitario normal
a M em G. Observamos que L, é uma isometria e que

dyp(TyM) C T S™
= {v(p)}* = (dL,-1),(E(0)") (2.22)
= (dLy-1)p(TM).
Conseqiientemente
(dLy)e(dyp(TpM)) € T, M
e, portanto, (dL(.). o dy é um tensor em T'M.

Seja agora {FE1, ..., F,y1} uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda.

Escrevendo
n+1

5 = Z n; Ei7
=1

observamos que
n+1

v(p) = Z ni(p) E;(e).
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Decorre dai que se v € T,M, p € M, entao
n+1

dry(v) = ) v(ni)(p) Ei(e)

1=1

n+1

(dLp)e 0 dyp(v) = Y v(ns) (p) Ei(p)-

=1
Vamos ver o que acontece no nosso caso, ou seja, quando
G =H? x R,

_da? + dy?

+d2?,
y?

M? dada por ¢(z,y) = (z,y, f(x,

Y)),

(2.23)

(2.24)

onde f(z,y) é uma funcio diferenciavel definida em um dominio Q C H?. Da equacio

(2.2) temos que a aplicacao normal de Gauss

v:M —S?

0= (3 5+ (G 5+ o

¢ dada por

)

Lembrando que as translacoes a esquerda sao as transformacoes

L, H’ xR — H* xR,

L,(q) = (z,y,2) x (2", ¢, 2") = (2"y + 2, yy', 2 + 2'),

temos que

dL, =

o o
o O
= o O

Portanto, a matriz que representa o operador
(dLy)e o dry, : TyM — T,M

na base {¢,, ¢,} de T, M (veja equagdes (2.1)) é
—fe —fa
( wy ):1: ( wy >y
Gl G,

(dLp)eodyy =y
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cujo determinante é

_ g2 B
det((de)e o d’)/p) - Y (fmwfyy my)5+ Efyfww fa;fa;y)
. (2.25)

(yfy)y f:z::z: - (yfa:)y fa:y

y4 wi

onde, lembramos,

VPR )+
w = y2 .

Teorema 2.4.1. As superficies conezas do espaco H? x R cuja aplicacdo normal de
Gauss tem posto 0 sdo:

(1) as superficies do tipo
o(z,y) = (v,y,c1lny + ¢3), c1,¢2 €R,

que incluem os planos horizontais.

(ii) As do tipo
¢(x,y) = (l',Cl.T + Cg,y), C1, Co S R

(ii1) Os planos verticais x = ¢, ¢ € R.

Demonstracdo. Seja M uma superficie de H? xR localmente parametrizada como gréfico
de uma fungao diferencidvel f(x,y)

o(z,y) = (x,y, f(z,y),  (x,y) € QCH?,

e vamos supor também que f, # 0. Se existir um ponto p € M degenerado, ou seja tal
que dv, = 0, entdo (dL,-1),(1,M) é uma subélgebra da dlgebra de Lie de H* x R (veja
[R]). Mas ¢ imediato verificar que

E(e)

)
= E;ge) ¢ (defl)p(TpM)-

[(dLy-1)p Puy (dLyp-1)p by] = + foEs(e),

Eg(e)
, T hEsle)

De fato, se existir
b
v=ad,+bo, = %E1+§E2+(af$+bfy)E3 eT,M, abeR,

tal que
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temos que a = 1/y*, b =0 e af, = 0, logo obtemos uma contradigao.

Vamos estudar agora o caso em que f, = 0, ou seja a fungido f(z,y) = a(y), onde
a(y) é uma certa fungdo. O campo normal unitario a M

ya 1
—L_Bt+—"ouZF
Vit ity

¢ constante se, e somente se, resulta

é‘:_

ya =cte =y
o que implica
a(y) = c1lny + e, ¢, € R.

Neste caso, portanto, temos as superficies do item (i) do teorema. No caso em que a
superficie seja vertical do tipo

ou,0) = (wa(u),v),  a(u) >0,
temos que a normal unitiria a superficie (veja a equacio (2.16)),

Q 1
- B - — D,
S rel T Arae

é constante se, e somente se,
a=c, o que implica a(u) = ¢ u+ co, ¢, 0 € R.

Logo, obtemos os planos do item (ii) do teorema. E simples ver que a normal unitaria ao
plano vertical z = ¢, ¢ € R, é constante e dada por £ = E;. Isto termina a demonstracao.

O

Observagio 2.4.2. Observemos que as superficies de H? x R, cuja aplicacdo normal
de Gauss tem posto 0, sao regradas. De fato, reparametrizando as superficies do item
(¢) do Teorema 2.4.1 como

¢(.T,y) = (l‘, eyacl Yy + 62)7

as curvas ¢(x,y) sio geodésicas em H* x R (veja o pardgrafo 1.4). Os planos verticais
do item (i7) sdo regrados pelas retas verticais ¢(zp,y) (veja Figura 2.10). Os planos
r =c, c € R, sao regrados tanto por retas verticais, como por semi-retas horizontais do
tipo v(z) = (¢, €%, yo), que também sio geodésicas de H? x R.

Corolério 2.4.3. As dnicas superficies minimas do espaco H* x R, cujas aplicagoes
normats de Gauss tém posto 0, sao 0s planos verticais x = ¢ e 0s planos horizontais
z=c¢, comc € R.
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Figura 2.10. Plano vertical y = 3z — 2.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que a superficie

o(x,y) = (z,y,c1Iny + ), ¢, ¢ € R,

¢ minima se, e somente se, ¢c; = 0. Ou seja, apenas se ela for o plano horizontal z = c¢,.
Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, temos

1 1+ ¢
E=—, F=0 G=-—9,
Y Y
portanto, a curvatura média vale
1/ EN+GL
#=3("F¢ )
2 EG
Das equagoes (2.8) temos que
N=0 e L=-—S%
y? 1+
portanto,
L C1
H= —=———=—=0<=1¢,=0.

2E 2.1+

Vamos agora estudar a minimalidade dos planos dados por

¢(.T,y) = (l',Cl.T—FCQ,y), C1,Co € R. (226)

Os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais sao

p= 9 p_o  a-1
(cr @+ c2)? ’
1 2
L—__vta N

(12 + ¢)?’
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Logo
L 1
—— < 0.

2B 21+¢

Assim, podemos concluir que estes planos nao sao minimos em H? x R.

H

Por tltimo, notamos que os planos verticais = ¢, ¢ € R, sao totalmente geodésicos
e, portanto, minimos. Isto termina a prova. ]

Observagao 2.4.4. O plano f(z,y) = az + b, com a # 0, a superficie afunilada do
Exemplo 2.1.14 e os gréaficos dos Exemplos 2.1.6 e 2.1.11 sao superficies minimas de
H? x R cuja aplicacdo normal de Gauss tem posto 1.

Na Figura 2.11 temos o desenho da curva que é a imagem da superficie afunilada
através da aplicacao normal de Gauss. Observe que nesta curva omite o pélo norte da
esfera.

TN

Figura 2.11.

Os graficos minimos estudados nos Exemplos 2.1.7, 2.1.9 e o helicdide tém aplicacoes
de Gauss de posto 2.



Capitulo 3

O problema de Bjorling em grupos
de Lie

Em [MMP] os autores acham uma representacao (local) de tipo Weierstrass para
superficies minimas em variedades Riemannianas que generaliza a representagao de Wei-
erstrass cldssica para superficies minimas em R". Neste capitulo vamos descrever rapi-
damente tal representacao e aplica-la para resolver o problema de Bjorling em grupos
de Lie tridimensionais.

3.1 Representacao de Weierstrass

Seja N uma variedade Riemanniana munida da métrica ¢ = (g;;) e (z1,...,2n)
coordenadas locais em um aberto U C N. Seja 2 C C um aberto simplesmente conexo
com coordenadas z = u +iv e f : @ — N uma imersao minima conforme com
f(2) € U. Vamos indicar por f; : @ — R a i-esima funcao coordenada em relagao
as coordenadas locais fixadas. Usaremos as usuais notacoes para indicar as derivadas
complexas:

0 g 0 0 g .0
5= 2o a) 5= =3 i)

Resulta que o vetor “complexo” tangente a imersao, dado por

of - 0
— =¢ = i i 12— C,
0z ¢ ; ¢ ox; ¢

verifica as seguintes propriedades:

D) 2k 9ikdibr # 0, (f é imersao),
2) Z?,k:l gik®ior =0, (f é conforme),

39



40 3. O problema de Bjorling em grupos de Lie

0 N i — : L
;; + Z oo =0, i=1,...,n, (f é minima), (3.1)
jk=1

onde T, sdo os simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana de .

Observagao 3.1.1. A (3.1) é chamada de condi¢cdo de holomorfia pois é a expressao
em coordenadas locais da condicao V%qﬁ =0, onde V é a conexao induzida no fibrado

f*(TN @ C).

Como para o caso de R", vale a reciproca:

Teorema 3.1.2 (Representacao de Weierstrass [MMP]). Dadas n funcoes ¢; :
Q — C, com Q aberto simplesmente conexo, que verificam as trés condi¢oes acima,
entdo os diferenciais ¢; dz nao tém periodos reais e a aplicagio f : Q — N dada por

f(z):(QRe/z¢idz)1, i=1,...,n,

20

define uma imersao minima conforme de Q em N™.

Observamos que se N/ = R", temos o Teorema de Representacao de Weierstrass
cldssico, pois T'%; = 0.

A férmula de representacao de Weierstrass é uma ferramenta importante na teoria
das superficies minimas em R" por duas razoes:

1. permite construir exemplos de superficies minimas a partir de fungoes holomorfas
¢; : 0 — C que satisfazem as condicgoes 1 e 2 do teorema;

2. permite englobar na teoria das superficies minimas os resultados poderosos da
andlise das funcoes holomorfas e conseqiientemente provar teoremas de cardter
geral sobre as superficies minimas.

No caso de uma variedade Riemanniana qualquer, temos que o primeiro grande

problema é o fato de que a equacao (3.1) é bem mais complicada que a equagao de
0p; _
A
linear e com coeficientes nao constantes. Isto torna dificil achar solugoes explicitas.

Cauchy-Riemann 0. De fato trata-se de uma equacao as derivadas parciais nao

Porém, em alguns casos, podemos parcialmente superar esta dificuldade, como veremos
na préxima secao.

1O simbolo Re indica a parte real.
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3.2 A Representacao de Weierstrass em grupos de
Lie
Seja agora (N, g) um grupo de Lie munido de uma métrica invariante a esquerda

e f:QCC— N uma imersiao minima conforme. Indicando por {E;} uma base de
campos ortonormais invariantes a esquerda, o vetor tangente complexo pode-se escrever

¢—Z¢Z Zwl i

onde ¢;,¢; : & — C. Além dISSO, existe uma matriz inversivel A = (A4;;), cujas

COINO.

entradas sao fungoes diferencidveis a valores reais, tal que ¢; = > i A;j1p;. Neste caso a
condi¢ao de holomorfia para as ¢;’s dada por (3.1) resulta nas seguintes equagoes para

as ;’s

ZL it = i=1,....n, (3.2)

onde ij = g(Vg,Ej, Ex) sao constantes que dependem somente dos indices e podem
ser escritas em termos das constantes de estrutura da algebra de Lie.

Neste caso o Teorema 3.1.2 escreve-se como:

Teorema 3.2.1. Sejam v;,j = 1,...,n, funcoes a valores complexos definidas num
aberto simplesmente conexo 2 C C, que satisfazem as sequintes condigoes:

1) Zi %’2 =0,

3)
i

+ZLk¢] =0, i=1,...,n, (3.3)

onde ij = g(Vg,E;, E). Entio a aplicagio f:Q — N, definida por

Zo

¢ uma tmersao minima conforme.

A vantagem desta situagio é que a (3.3) é uma equacdo a coeficientes constantes.
Mesmo assim, em geral, isto nao facilita demais a construgao de exemplos pois a matriz
(A;j) que aparece na férmula deve-se calcular em cima das solugoes.

Em alguns casos particulares conseguimos, porém, superar este obstaculo. Usando
os argumentos que vamos a descrever a seguir, pode-se construir exemplos interessantes
de superficies minimas (veja [MMP], [Kok]).
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O caso do espaco H? x R

Vamos considerar o espaco H? x R com a métrica g = (dz? + dy?)/y? + d2* e com a
base de campos ortonormais invariantes a esquerda dada em (1.11). Neste caso a matriz
A assume a forma

A=

o o w

0 0
y 0|,
0 1

e, portanto,
o1 =y, P2 = Yo, P3 = 3.

Logo, temos que:

f(2) = <2Re/z:f21/)1dz,QRe/Z:fgwgdz,QRe/zozwgdz).

Da equacao fo = 2Re fzzo fa19 dz resulta que, indicando por fg = 2Re fzzo Yo dz, a
funcdo e/? é solucao da equacdo. Portanto, uma solucio em termos das v;, i = 1,2,3, é
dada por:

f(z) = <2Re/zef2 (0 dz,ef2,2Re/zz/)3dz).

20

O caso do grupo de Heisenberg Hj

Consideramos o grupo de Heisenberg

1 x z+%xy
ng{ 01 Y ,x,y,zER}
0 0

1

munido da métrica invariante a esquerda dada por
9 9 1 1 2
g =dz" +dy” + (Eydx — Exdy + dz) .

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é

( o wyo
Ei=—->—
YT or 202
0 x0
Ey=—+—— 3.4
0
E;s=—
L 3 aZJ
e, portanto, a matriz A tem a forma
1 00
A= 0 10
B R
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Logo, resulta que:

o1 = Y1, Gy = Py, ¢3:—%¢1+g¢2+¢3;

e conseqiientemente

f

fi(z) = 2Re/z Y1 dz,

q faz) = 2Re/z Yo dz, (3.5)

f3(2) :2R€/Z (¢3—%¢1+%¢2> dz.

\ 20

Tendo determinado f;, fy por integracao direta de ¢ e 1), podemos determinar f3.

O caso do espaco hiperbélico H?

O espago hiperboélico é um grupo de Lie de dimensdo trés representado em Gly(R)
pelas matrizes

1

z

S N O O

n
x
Y
1

o O O =
o O O

onde z,y,z € Re z > 0. A estrutura de grupo de H?, derivante do produto de matrizes,
¢ dada por
(z,y,2) * (2,9, 2") = (z2' +x,2y +y,22").

Dotando este espaco da métrica invariante a esquerda

o dz* 4+ dy? + d2?
— 2

ds

Y

uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é

r
0
B = > —
1 Zaq)’
0
Fo =2 —
0
Ex— 2 —
L 3 ZaZJ

e, portanto, a matriz A tem a forma
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Logo, resulta que:
¢1 = 21, P2 = 2z o, P3 = 213,

e conseqlientemente
.

fl(Z) = 2Re/ [ dz,

f2(Z) = 2R€/Z f3thadz,

f3(z) = 2R€/Z f3 s dz.

\

Indicando por
fs = 2Re/ V3 dz,
20

temos que
.

filz) = 2Re/z ef? Py dz,

20

< fa(2) = 2Re/z efs Py dz,

20

L f3(2) = el?.

3.3 O problema de Bjorling em grupos de Lie

O Problema de Bjorling para uma variedade Riemanniana (N3, g) de dimensao trés
pode-se formular como segue:

Seja f: I CR — N uma curva reqular analitica real em N eV : I — TN um campo
de vetores unitdrio e analitico real ao longo de B, tal que g(5,V) = 0. Determinar uma
superficie minima f : I X (—€,€) = Q) € C — N, tal que

o f(u,0) = B(u),

e N(u,0)=V(u).

para cada u € I. Aqui temos indicado por € um dominio complexo que contem o
intervalo I e por N : Q — TN a aplicacao de Gauss da superficie.

Observe-se que se [ é parametrizada pelo comprimento de arco e [3 = Vﬂﬂ, temos
que V = 6/|ﬁ| ¢ um campo de vetores unitario ao longo da curva tal que g(B, V) =0.
Isto nos diz que o problema de Bjorling é uma generalizacao do seguinte problema:

Dada uma curva real e analitica em N parametrizada pelo comprimento de arco,
achar uma superficie minima que a contem como geodésica?.

2Neste caso, sendo que 3 é geodésica, resulta que ﬁ(u) é collinear a N(fB(u)) para cada u € I.
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Para o nosso fim precisamos de uma analise mais detalhada do Teorema 3.2.1. De
fato, no teorema citado, temos genericamente® quatro condi¢oes sobre as trés fungoes
;. Além das trés equagoes diferenciais, temos a condigao Y. 17 = 0. O préximo lema
nos diz que estas quatro condi¢oes nao sao independentes.

Lema 3.3.1. Sejam ¢; : Q C C — C, i = 1,2, duas fungdoes diferencidveis e 13 =
—p? — 2. Suponhamos que as ;, i = 1,2, satisfazem as primeiras duas equagoes de
(3.3). Entdo 13 verifica a terceira equagao.

Demonstracao. Derivando com respeito a z a equacao

e usando o fato de que valem as primeiras duas equagoes do sistema (3.3), temos que

I3 Iy Otha

e TVier Ty

3
= — Z (L;k 1/)1 + L?k 77b2) 77;]' wk'

Jk=1
Portanto, para provar o teorema ¢ suficiente mostrar que

3

S (Lt + L2y + L )y = 0.

Gk=1

Para tanto, escrevemos a soma acima como:

3 3
Z L?k b i + Z (Lék + Lfl) Uj Ui .
P Tl

Usando as relagoes:
L+ L =0, Vjkle{1,23},

a conclusao segue imediatamente. O

E, também, interessante observar o significado geométrico das fungoes v; ou, melhor,
de algumas suas combinagoes (veja [MMP], onde as notagoes sdo levemente diferentes).

Sejam
V3 .
g=—""—"— e h=9—wy.
Y1 — ith
Entao g representa a aplicacao normal de Gauss da f ou, mais precisamente, a aplicacao:
(u,v) — g(u,v) =7o dL;(lw)N(u, v)

3A condigao Y [¢;|* # 0 é “genericamente satisfeita”.
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onde N(u,v) é um vetor normal unitdrio (fixada uma orientacao para a superficie) em
f(u,v), L, é a translacao a esquerda por p € N e m é a projecao estereografica da esfera
unitaria da algebra de Lie em R?, que é identificado com o plano complexo. Também
temos que a métrica da superficie é dada por:

ds* = |h]? (1 + |g|*)? (du® + dv?).

Dadas as funcoes g e h, podemos recuperar as 1;’s:

h
wl = 5 (1 _92)7
b= "),
Ys=nhg.

Claramente as férmulas acima implicam que 3 ¢? = 0. As condigdes (3.3) se
traduzem em condigoes sobre g e h as quais, por sua vez, sao equivalentes as (3.3),
tendo em conta o Lema 3.3.1.

Antes de demonstrar a existéncia e a unicidade da solucao do problema de Bjorling,
lembramos o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya. Este teorema é uma generalizacao do
teorema de Cauchy para equacoes diferenciais ordinarias e se aplica a classe de sistemas
de equagoes diferenciais parciais que tém a seguinte forma:

0w ( Ou Ou ), i=1,...,m, (3.6)

Ofni 3 taxauaaa%a”'
onde x = (x1,...,Tp 1), ¥ = (U1,...,Uy). Além disso, para cada i € {1,...,m} a
funcao F; depende das derivadas das funcoes u; somente até a ordem n;, independe de
O0™u;/O0t" e é analitica em todos os seus argumentos. O Problema de Cauchy consiste
em construir uma solu¢do do sistema (3.6), tal que
Bkui

W(O,x):goiyk(x), k=0,1,....,n;,—1, i=1,...,m, (3.7)

onde ¢; x(x) sdao funcoes analiticas dadas numa vizinhanca do ponto x = 0. Sob estas
hipéteses, temos que:

Teorema 3.3.2 (Cauchy-Kovalevskaya). O problema de Cauchy (3.6), (3.7), tem
uma Unica solu¢ao u(t,z) que é analitica numa vizinhanga do ponto t =0, x = 0.

Estamos agora em condicoes de demonstrar o teorema procurado:

Teorema 3.3.3. Seja N um grupo de Lie 3-dimensional munido de uma métrica in-
variante a esquerda, f : I C R — N wuma curva analitica (real), I compacto e
Vi I — TN um campo de vetores ao longo de (3, unitdrio, analitico real e ortogonal
a curva 8. Entdo existe wma dnica imersio minima conforme f: I X [—€, €] — N, tal

que f(u,0) = B(u) e N(u,0) =V (u).
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Demonstracao. Consideramos o sistema:

4 9 3 o
MY Lt =0,
k=1
{ o " (3.8)
6—; + ) L3y =0,
\ Jk=1

onde ¢; : @ — C e 3 = [—F — ¥3]5.

O sistema (3.8) é claramente do tipo Cauchy-Kovalesvkaya portanto, fixadas as
condigbes iniciais 1;(u, 0), i = 1,2, admite, localmente, uma tinica solugio. Esta solugao
nos da, através da Representacao de Weierstrass, uma superficie minima. Precisamos
achar, portanto, as condic¢oes inicias que garantam que esta superficie verifica a tese do
teorema.

Observamos que, se f é solucao do Problema de Bjorling, temos

6(0.0) = 5 (X2 0,0) = S (3) + 1 80) AV (w),

portanto as condicoes inicias para o nosso sistema sao dadas por:

¥(u,0) = A7 (B(u))(u, 0).

Até aqui temos demonstrado a existéncia de uma solucao local do nosso problema.
Usando a compacidade do intervalo [ e a unicidade da solugao local do nosso problema,
é imediato provar a existéncia e a unicidade da solu¢ao quando [3(I) estd contido num
aberto coordenado, para um e suficientemente pequeno. Cobrindo I com um numero
finito de imagens inversas, via (3, de abertos coordenado e usando, mais uma vez, a
unicidade do problema local, temos o resultado para o caso geral. O



Capitulo 4

Superficies invariantes de H? x R

Neste capitulo daremos a classificacao completa das superficies de curvatura média
constante (CMC) de H? x R, que sdo invariantes pela acio de algum subgrupo a um-
parametro GG do grupo das isometrias 3501110(]1-112 x R). Para isto, usaremos os resultados
e as técnicas da geometria equivariante expostos no Apéndice A.

Observamos que, neste caso, a parte regular do espaco das 6rbitas B, = (H? x R), /G
¢ uma variedade de dimensao dois e a projecao de uma superficie G-invariante ¥ em
B, é uma curva v = /G C B,, chamada curva perfil de ¥. Denotaremos por u e v
as duas fun¢oes G-invariantes que parametrizam B, (veja o Teorema A.2.6), que serao
obtidas com o método das caracteristicas descrito na péagina 118. De acordo com o
Teorema A.3.1, podemos usar estas duas funcoes para dotar B, da métrica quociente
g. Parametrizaremos 7(s) = (u(s), v(s)) pelo comprimento de arco s e denotaremos por
o(s) o angulo entre o vetor tangente da curva v, indicado por t, e a dire¢do positiva do
eixo u (veja a Figura 4.1).

Figura 4.1. Defini¢io do angulo o = Z(0,, t).

Usaremos o Teorema de Reducao (veja Apéndice A) que, neste caso, resulta em:

H(p) = ky(€) — Daln(w(€)),  pe X, (4.1)

onde £ = G(p) € v é uma 6rbita principal, &k, é a curvatura geodésica da curva y em &
respeito a g e D, representa a derivada direcional com respeito a normal unitaria n a ~.

49
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Lembramos também que w(&) é a fun¢ao volume de uma drbita principal, cujo valor é
definido como sendo zero nas érbitas singulares, ou seja, naquelas de dimensao menor.

Antes de comecar o estudo das superficies de curvatura média constante que sao
invariantes por algum subgrupo de dimensio um de Jsomy(H* x R), recordemos alguns
fatos descritos no Capitulo 1.

4.1 O grupo de Lie H* xR

Lembramos que o espaco H? x R, onde H? é o modelo do semi-plano superior do
plano hiperbdlico, é um grupo de Lie de dimensao trés. Dotamos este espaco da seguinte
métrica invariante a esquerda

dx? + dy?
gziy + d2.

y2
Indicando por * o produto respeito ao qual H* x R é grupo (veja a (1.10)), temos que
e = (0,1,0) representa a identidade do grupo e o inverso do elemento (z,y, z) € H* x R
é

([L‘, Y, z)_l = (_x/ya 1/?]7 —Z)

Observamos também que as translacoes a esquerda sao dadas por:
L(a:,y,z) (xla yla ZI) - (.T, Y, Z) * (xla yla ZI) - (xly + €, ny; z+ ZI)'

A seguir mostraremos explicitamente o grupo de isometrias de H? x R.

4.1.1 TIsometrias do plano hiperbdlico

A dimensao de Jﬁom(]HIQ, gs) € trés, sendo que H? é uma variedade de dimensio dois
que tem curvatura seccional constante. De fato temos:

Teorema 4.1.1 ([Ko], [V], [Y]). Seja (N™, g) uma variedade Riemanniana coneza de

dimensao n > 2. Entdo a dimensdo de Jsom(N,g) ér < @ Temos que r = @

se, e somente se, (N, g) tem curvatura seccional constante.

A proposicdo a seguir fornece uma descricio dos elementos de Jsom(H?, g;). Para
uma demonstragao completa desta proposigao se veja, por exemplo, [St] na pagina 88.

Proposicio 4.1.2 (Poincaré [Po)). Introduzindo em H? coordenadas compleras z =
r+1y, 1 =+/—1, temos que as isometrias de (Hz,gH) que preservam a orientacdo Sao
as transformacoes lineares e fracionais dadas por

az+0b

@(z):m, a,b,c,d € R, ad — be = 1.
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Aquelas que invertem a ortentagcao sao do tipo:

aZ+b
o(z) = ——, a,b,c,d € R, ad — bc = —1.
4Q czZ+d
Demonstracao. Para demonstrar, por exemplo, que ¢ é uma isometria basta apenas
observar que em coordenadas complexas podemos escrever

de? +dy*  —4dzdz
H? = {z € C|Zm(z) > 0} e gu= v =

v (=27
Portanto, se w = ¢(z), temos que
Im(z) dz
T =—>=>0 dw = —.
m(w) lcz + d|? ¢ v (cz + d)?
Conseqiientemente
dwdw  dzdz
(w—w)? (227

ou seja ¢ leva H? nele mesmo e é uma isometria. O

Proposicio 4.1.3. A dlgebra de Lie das isometrias infinitesimais do espaco (H?, gy)
admite a sequinte base de campos de Killing:

(2 —y*) 0
X =77 —
' 2 Oz +xy0y’
0
X, = — 4.2
2 al', ( )
0 0

Demonstracao. Este resultado é obtido através da integracao da equacao de Killing
Lxgz = 0, onde X é um campo de vetores em (H?, gz). De fato, expressando X da
seguinte forma:

2
X=3¢€  &=¢y),
i=1
onde & = E;(0,1), temos que X ¢ de Killing se, e somente se,
L gu(E5,E0) = X (0a(E5,€0)) — 001X, E1,E0) — 0u(E5, (X, E4])
2 2
= X(gi) + Y g€+ g€ =0,  jk=1.2.
=1 i=1

Portanto, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferencias parciais, lineares, ho-
mogéneas e de primeira ordem:

ayfl + 6;,;52 =0,
y0,&t =& =0, (4.3)
yay€2 - 52 = 0.
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Notamos que das ultimas duas equagoes temos que
0.£" = 9,6 (4.4)
Derivando com respeito a y a segunda equacdo do sistema e usando (4.4) temos que
Dyl =0
e, conseqiientemente
¢H(x,y) = /f(:v) dz +9(y),
para certas fungoes f(z) e g(y). Portanto da (4.4) segue-se
E(z,y) = f(x)y +c1, c € R

Substituindo as expressoes achadas para ! e €2 na primeira equagao do sistema (4.3)

resulta que
2

c
f(x) = cox + cs, e gly) = — 22y + ¢4,

onde ¢y, c3, ¢4 € R. Logo,

22 — oy

2

ifl(fv,y):fa( )+63:C+c4

g(,y) = (2o +a)y+a.

Usando a segunda (ou a terceira) equagao de (4.3) temos que ¢; = 0. Conseqiientemente,
a solugao geral do sistema (4.3) é o campo de Killing dado por:

x? —y? 0 0
K= fo(Z5) war e 8 aex
C2 5 +c3x+ ey 8x+(cgscy+03y)ay c
Para particulares valores das constantes ¢; obtemos a base dada em (4.2). O

4.1.2 O grupo de isometrias de H? x R

Sabemos que a dimensao do grupo 350111(]1-]12 x R, g) é quatro, portanto maxima para
uma variedade de dimensao trés que nao tem curvatura seccional constante. Este fato
é conseqiiéncia do Teorema 4.1.1 e do seguinte resultado:

Teorema 4.1.4 (G. Fubini, [Fu]). Seja (N, g) uma variedade de dimensiao n > 2.

A dimensdo do grupo de isometrias Jsom(N, g) ndo pode ser @ — 1.
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Proposigao 4.1.5. A dlgebra de Lie das isometrias infinitesimais do espaco (H? x R, g)

admite a sequinte base de campos de Killing:

X, ($2;y2)%+wa@’
ol
)Q,—x%—#y%,
)

Demonstracao. E conseqiiéncia imediata da Proposicao 4.1.3.

(4.5)

O

Denotaremos por G;, para 1 < ¢ < 4, o subgrupo a um-parametro de isometrias

gerado por X, por Gj; aquele gerado por uma combinacao dos campos X; e X, e assim

por diante. Temos que:

G1 = {ﬁ(t,070,0)|t S R} com

—2[t(x® + y?) — 2u] 4y
E ) ) - ( ) ) );
0.00/(2:9:2) (tx —2)2 +t2y? 7 (tox — 2)? + t?2y? ¢
Gy = {Logo0|t € R} com Lo00 (2, y,2) = (x+1t,y,2);
Gs = {Lpp0|t € R} com Lo (@, y,2) = (e'z, ey, 2);

Gy ={Loooy|t € R} com Loy (2,y,2) = (2,y,2+1).

Notamos que, para t € R fixo, as isometrias dadas por

£(0,t,0,0) = L(t,l,O)a £(0,0,t,0) = L(o,et,o); £(0,0,0,t) = L(O,l,t);

sao translacoes & esquerda de H? x R. Compondo adequadamente os subgrupos a um-

parametro gerados pelos X;, 1 <1 < 4, obtemos a seguinte expressao para o genérico

elemento ¢ € Jsomg(H? x R):

¢(w7 Z) = (¢(’U)), Z+ d):
onde ¢(w) é a transformacio de Mobius dada por

- (2e" —ac)w+2¢
olw) = —aw + 2

, weH? cC e a,b,c,d € R.

Observacgao 4.1.6. E importante notar que a curva integral do campo X; pelo ponto

Po = (T, Yo, 20) € H? X R é L10,0,0)(0, Yo, 20) = (x(2),y(t), 2), com
2t + (1) = (B )y (1) = 0.

Ty + Y5
Yo
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x5 + yp

AT

,zo), no plano z = zy. Na Figura 4.2 é dado o desenho das curvas integrais

Ou seja, é uma horocircunferéncia (veja a Definicao 4.3.5) de raio com centro

(0 x5+ ys
2y
por trés diferentes pontos do plano z = 1.

Figura 4.2. Curvas integrais do campo de Killing X;.

Observagao 4.1.7. O campo de Killing X7, = X; + X,/2 representa em H* x R uma
rotacio ao redor do eixo pelo ponto (0,1,0) e perpendicular a H?. O subgrupo a um-
parametro gerado por X7, é

£(t,t/2,0,0) (l‘, Y, Z) = (.T(t), y(t)a Z)a

onde
(0 (1 — 2% —y?)sent + 2z cost
X —=
(1 —22—y?)cost —2xsent + 1+ 22 + y?
e (1) = 2
= (1 — 2?2 —y?)cost —2wsent + 1+ 22 + y?
Temos que a curva integral do campo X}, pelo ponto py = (20, %0, 2) € H® x R é

£(t,t/2,0,0) (0, Yo, 20) = (2(t),y(t), 20), com
z(t)? +y(t)? = By(t) +1=0,

onde
Cl4ai+ g

Yo

B

V=

2
Um simples calculo mostra que a distancia hiperbodlica dy do genérico ponto da curva

integral P = (z(t),y(t), 20) ao ponto I = (0,1, 2p) é constante. De fato, para z(t) = 0

Ou seja, é a circunferéncia do plano z = z; de centro no ponto (0, 5/2) e raio

temos os dois pontos correspondentes aos valores dados por

y(t) = Pryvi-d '262 -2

Em ambos os casos resulta que:

Sy
Gan)

%@Jﬁﬂm@mnzm(
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Se z(t) # 0, temos que a circunferéncia euclidiana que passa pelos pontos P e I tem
equacao
(z—¢)*+y* =R, Z = 2,

onde (4 (0 — 1
_ T Y - 2 _ 2
c= 22 ) e R* =c"+1,
portanto
da(P, 1) = 1n<x(t)_c+R ! ) :1n<—5+Vﬂ2_4>
e —c+ R y(t) 2 '

Portanto as curvas integrais do campo X7, sao circunferéncias geodésicas. Na Figura 4.3
¢ mostrado o desenho das orbitas de cinco diferentes pontos do eixo y.

Y

Figura 4.3. Curvas integrais do campo de Killing X7.

4.2 Superficies invariantes isométricas

No estudo das superficies numa variedade N, que sao invariantes pela acao de um
subgrupo a um-parametro de isometrias, surge naturalmente o problema de reduzir o
nimero de casos. Para isso é necessario conhecer a existéncia de isometrias do espaco
ambiente entre as diferentes superficies invariantes. A seguinte proposicao fornece uma
solucao para este problema.

Proposigao 4.2.1. Seja N uma variedade, X, e Xo campos de Killing. Se os subgrupos
a um-parametro G; gerados por X;, i € {1,2}, sao conjugados (nota¢ao, Gy~Gy) por
uma isometria ¢ do espaco ambiente N, entdao as respectivas superficies invariantes sao
isométricas através de ¢, ou seja, sao congruentes.

Demonstragdo. Vamos supor que G1~G5, ou seja, existe o € Jsom(N) tal que ¢ G1 ¢!
(. Seja M uma superficie G-invariante de N e My = ¢(M;). Observamos que M, é

Go-invariante, pois
GaoMy = Go (p(Mh)) = (9 Gro™ ) (p(Mr)) = o(Gi1My) = p(M;) = Mo.

Reciprocamente, se My é uma superficie Gy-invariante, entao é isométrica a superficie
(1-invariante dada por ¢~ (My). O
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Portanto, podemos reduzir o nimero das possibilidades a serem estudadas por con-
jugacao. Em alguns casos é mais util usar o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.2. Sejam X e Y dois campos de vetores completos e C*° numa va-
riedade diferencidvel N'. Indicamos por Gx = {0, : t € R} e Gy = {¢y : t € R} os
respectivos subgrupos a um-parametro e por ¢ : N — N um difeomorfismo. Entdio ¢
conjuga Gx e Gy se, e somente se,

dppX(p) =Y (p(p), VpeN. (4.6)

Demonstragdo. Se vale a equagao (4.6) e p € N é fixo, seja n(t) = ¢(6:(p)), t € R.
Entao

0(t) = d(8:(p)) 0u(p) = dp(8:(p) X (6:(p)) = Y (0(0:(p))) = Y (n(1))

e 7(0) = p(p). Portanto p(8:(p)) = ¥i(@(p)), ou seja, p Gx = Gy ¢. Reciprocamente,
seja ¢ uma conjugacao e p € N, entao temos p(0;(p)) = Y(¢(p)), t € R. Derivando
esta equagao em relagao a ¢ e avaliando para ¢t = 0 temos (4.6). O

4.2.1 Isometrias entre as superficies invariantes de H? x R

Usaremos as Proposi¢oes 4.2.1 e 4.2.2 para simplificar o estudo no caso de N' =
H” x R.

Proposicao 4.2.3. Toda superficie invariante pela acao de G € isométrica a alguma
superficie invariante pela ag¢io de Go, e vice-versa (i.e. G ~ Gs).

Demonstracao. Primeiramente, observamos que

2w
L )= (—57)
(00.0) (W, 2) = { —— —5*
Lo00)(w,2) = (w+1,2),
onde (w, z) € H? x R.

Pela Proposicao 4.2.1 é suficiente mostrar que os grupos GGy e G5 sao conjugados por
uma isometria ¢ de H? x R. Seja

wa(w, z) = <ﬁ§\/§,z), d e R.

Por exemplo, se d = 0 temos

—2
w+t

800 © E(Oytaoyo) (w7 Z) = ( Z) = E(tyoaoyo) ° Spo(w7 Z)
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Corolario 4.2.4. Toda superficie invariante pela acao de G4 € isométrica a alguma
superficie invariante pela acio de Gay, e vice-versa (i.e. Gy ~ Gay).

Demonstracao. Observe que G4 ~ GGo4 através da isometria ¢, da Proposicao 4.2.3. [
Proposicao 4.2.5. Toda superficie invariante pela a¢ao de

Gis = {Liatopt0) 1 t € R}
¢ isométrica a alguma superficie invariante pela ag¢ao do subgrupo

Gs = {Lpop0) : t € R}

e vice-versa (i.e. Gz ~ G3).

Demonstrac¢io. Usaremos a Proposicao 4.2.2. A isometria de H? x R que conjuga os
grupos é dada por
p(w,2) = (P(w),2),  (w,z) €H xR,

onde p(w) é a transformacao de Mdbius

e 2
p(w) = , w e H".
p(w) T+

De fato, temos que

(2b+ ax)? — a®y?*  2ay(2b+azx) 0

4a?
dipy(X13(p)) (@b + az)? + a2y —2ay(2y + ax)  (2b+ax)? —a’y* 0
0 0 1
br + M 02 2bx + a(z? + y?)
= 2b
a:ryo+ b (2b + ax)? + a?y? Y
= bX3(p(p));
onde
20%[2bz + a(2® + y)] da’y >
- € H’ x R.
#le) ( b[(2b + ax)? + a?y?] 7 (2b+ azx)? + a?y?’ Z) p %

Corolario 4.2.6. Toda superficie invariante pela acdo do subgrupo
Gizs = {Latopter) - t € R}

¢ isométrica a alguma superficie invariante pela agao do grupo
Gy = {Loopter) - t € R},

e vice-versa (i.e. Gzg ~ G3q).
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Demonstracao. Temos

£(at,o,bt,ct) = £(at,0,bt,0) o £(0,0,0,ct)
© 0 L0,0,6,0) © ¢ o L(0,0,0,ct)
© 0 L0,0,6t,0) © L£(0,0,0,ct) © !

= o Lopbtet) © e,

onde ¢ é a mesma isometria dada na Proposigao 4.2.5. O

Proposicao 4.2.7. Toda superficie invariante pela acao do subgrupo
Gaz = {Loatpr0) : t € R}

¢ isométrica a alguma superficie invariante pela acao de
Gz ={Lo-b0) ' t € R},

e vice-versa (i.e. Gog ~ G3).

Demonstracao. Observamos que

L 0,atpt,0) (W, 2) = <e”tw + 2=/

b
e
L0010 (w, z) = (e“w, 2), (w,z) € H? x R.
Temos que Gy3~Gj3 através da isometria p(w, z) = (“_w—(fwb, z) De fato,
, : ) ( a et yebt )
o w0z, y,2) = | ——— z
2 (0,0,—bt,0) \ <L Y, b .’E2 + yga [L‘2 + y27

_r Cal@®+y?) +be oy
= (0,at,bt,0) b(mQ + y2) 2 + y2 » %
= E(O,at,bt,O) o (10(:[7 Y, Z)

Corolario 4.2.8. Toda superficie invariante pela a¢do do subgrupo
Goza = {Loatpter) - t € R}

¢ isométrica a alguma superficie invariante pela agcao do grupo
Gy = {L0o,-btet) - t € R},

e vice-versa (i.e. Gazg ~ G3q).
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Demonstracao. Note que

a(ebtfl)
b

'C(O,at,bt,ct)(wa Z) = (6btw + , 2+ ct),

portanto, pela Proposicao 4.2.7 resulta que

L(O,at,bt,ct) = L(O,at,bt,o) o L(O,O,O,ct)
© 0 L(0,0,bt,0) © ¢ o L(0,0,0,ct)
= 9o Loo,-bt,0) © L(0,0,0,ct) © o,

onde

plw,z) = (a?b—:ub’z> e @ (w,z) = <bw_ja’z>'

Proposicao 4.2.9. Toda superficie invariante pela acao do subgrupo
2= 1Lxaoo :tER e a<0}
¢ isométrica a alguma superficie invariante pela acao de
Gs = {Lopp0 : t € R},
onde b € R tal que b* = —2a, e vice-versa (i.e. Gy ~ G3).

Demonstracdo. Usaremos a Proposicio 4.2.2, onde a isometria de H? x R que conjuga
os dois grupos ¢ dada por

Ly L
o (w,2) = | 2—2 2], (w, z) € H? x R.

w+b
Temos que
. b+z)?—y> 20b+z)y 0\ [a+ —ngyQ
de, (Xi5(p) = o | 20+2)y (b+2)’—y* 0 Ty
Grep e | 0 A B B
2% 4yt — B
2[(b+ x)% + y?]
= by = b X3(¢(p)),
(b4 x)% + y?
0
onde RN y 2
= , 2, e H* x R.
#(p) (Qb[(b + )2 +y? (b+ x)% + y? Z) p
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Corolario 4.2.10. Toda superficie invariante pela a¢ao do subgrupo Gy, dado por
{Liatoery ;i t€ER e a<0}
¢ isométrica a alguma superficie invariante pela ag¢ao do subgrupo
Gy = {Loopter - t € R},
onde b € R tal que b* = —2a, e vice-versa (i.e. Gy ~ G3z4).
Proposigao 4.2.11. Toda superficie invariante pela acdo do subgrupo G, dado por
{Litatop :t€R e a>0}
¢ isométrica a alguma superficie invariante pela agcao do subgrupo
12 = {E(bt,%t,o,o) it € R},
gerado por X;,, onde b € R tal que b* = 2a, e vice-versa (i.e. Giy ~ Giy).

Demonstracio. Usaremos a Proposicao 4.2.2. A isometria de H? x R que conjuga os
grupos é dada por

w

o (w,2) = (E’z>’ (w,z) € H* x R.

De fato,
2 _ y2
1/\/% 0 0 a+ 5
dof(XE0) = | 0 1/VZa 0 .
0 0 1 0
22 _ o2
1 a+ 5 Y

Coroldério 4.2.12. Toda superficie invariante pela agdo do subgrupo Gi,, dado por
{Liatoery :tER e a>0}
¢ isométrica a alguma superficie invariante pela ag¢ao do subgrupo
124 = {E(bt,gt,o,ct) it € R},

gerado por b X}, + cXy, onde b € R tal que b* = 2a, e vice-versa (i.e. Gipy ~ Giyy)-
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Proposicao 4.2.13. Toda superficie invariante pela agcao do subgrupo
Gios = {Liatpr) - t € R}

¢ isométrica a alguma superficie invariante pela acao de
G2 = {Letpp) : t € RY,

onde ¢ = (2a — b*)/2, e vice-versa (i.e. Giaz ~ G13).

Demonstracio. Usaremos a Proposicido 4.2.2, com a isometria de H? x R dada por
o(w,2) = (w+0b,2), (w,2) € H? x R.

De fato, sendo que 2a = 2c + b?, temos que

2 2
100\ [atbet P Y
dpy(Xi23(p)) = 010 zy + by
0 0 1 0
b2_ 2
—(x—l— ; 4 +c
0

Observe que na ultima igualdade foi usado o fato que

Xiao(p) = (

22 _ o2

—|—c,:1:y,0>.
O

Corolario 4.2.14. Toda superficie invariante pela acao do subgrupo Gia34 dado por

{Litatprar : t € R}

¢ isométrica a alguma superficie invariante pela acao de
Gioa = {Leroa : t € R},

onde ¢ = (2a — b*)/2, e vice-versa (i.e. Giazq ~ Giaq).

Segue-se a lista completa dos subgrupos a um-parametro de isometrias que sao con-
jugados em Jsom,(H? x R, g):

G1~Gy, G1a~Goa, Gi3~Gs, G13a~Giaa,

Ga3~G, Ga34~Giaa, G123~Gha, G123a~G124,

G~G GH~Gy 124~G Gy ~Gy
12 3 12 12> 124 34, 124 124-

Podemos, portanto, enunciar o seguinte resultado:
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Proposicao 4.2.15. Uma superficie de H> x R invariante pela ac¢io de um subgrupo
a um-parametro de isometrias Gx gerado pelo campo de Killing X = Z;l:l a; X; €
wsométrica a alguma superficie invariante pela acao de um dos sequintes subgrupos:

*
G, G, 1245

onde Gy € 0 subgrupo helicoidal gerado por uma combinacgdao linear da rotagdo X7, e
da translacao X4.

4.3 Superficies invariantes pela acao do grupo Gy

Seja G4 0 grupo a um-parametro de isometrias gerado pelo campo de Killing Xy, =
“a% + ba%v com a,b € R. Observamos que este grupo age livremente sobre H? x R,
portanto (H? x R), = H? x R. As funcdes Gyy-invariantes ((z,y, z) satisfazem a seguinte

equacao diferencial de primeira ordem:

0 0

ox 0z
cujo sistema caracteristico é dado por

bdr = adz.

Portanto, um conjunto completo de fungoes invariantes funcionalmente independentes
¢ dado por
uw(z,y,z) =br —az e v(x,y,z) =y,

e o espago das orbitas é B = {(u,v) € R* | v > 0}. Sendo que os gradientes em
(H? x R, g) das fungdes u e v sdo

0

Vu = by 5

—a

2 0
ox
0

Vo =y*—,

a matriz h (definida no Teorema A.3.1 do Apéndice A) e a sua inversa assumem a forma

1
a’? + b 0 py 2 1 122
) = ( L) e | @
0 v
0 e
()

Entao a métrica orbital é dada por

du? dv?

a? + b*v? + w2

NT!
Il
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Seja v(s) = (u(s),v(s)) a curva, parametrizada pelo comprimento de arco, no espago B
geradora da superficie ¥ C H? x R, quando submetida & acdo de Go4. Se o é o angulo
i)

que v faz com a direcao 340 €Ntao o campo unitario tangente a v(s) é

t = (4,0) = (Va? + b*v%coso,vseno),
e 0 campo unitdrio normal a y(s) é

n = (—Va?+b*v?seno,vcoso).

Da férmula (1.8) segue que a curvatura geodésica de v pode ser expressa como fungao
de o da seguinte maneira:

1 . .
m((gn)uv — (gu1)vtt) + 6

b?v?
= ———coso+o.
a? + b2v?

ky =

Sendo que a funcao volume de uma érbita principal ¢ é dada por

a? + b*v?
w(§) = V< Xogy Xog > =\ ———,

v

a? cos o
Dn ln(w(f)) = _ma

usando o Teorema de Reducao (veja a equacao 4.1), a curvatura média de X pode ser
escrita como:
H =coso +o.

Portanto v gera uma superficie G'o4-invariante de CMC se u e v satisfazem o seguinte
sistema

= vVa?+b*v?coso
U =vseno (4.7)

0 =H — coso.

4.3.1 Classificacao das solucoes

De agora em diante, vamos supor que H seja constante em Y. Antes de comecar o
estudo do sistema (4.7), faremos algumas observagoes elementares.

Proposicao 4.3.1.

1. Toda translag¢ao de uma curva solugao de (4.7) na diregdo u é também solugao de

(4.7).
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2. Uma reflexao de uma curva vy solugdo de (4.7) com respeito a reta v = ug € uma
curva 4 solugdo de (4.7) (para —H ).

Demonstragao. O item 1 é uma conseqiiéncia imediata de que o sistema (4.7) inde-
pende de u. O item 2 segue observando que se y(s) = (u(s),v(s),o(s)), entao J(s) =
(a(s),0(s),a(s)) = (2ug — u(s),v(s), ™ — o(s)). Logo, resulta que:

=va?+b29%2coso

e

U= Usens (4.8)
6 =—H — cosa,
o que conclui a prova. U

Coroldrio 4.3.2. Seja v(s) uma solugcdo de (4.7) definida em (so — €, So] com o(sy) €
{0,7}. Entao y(s) pode ser estendida a uma curva solugdo de (4.7), definida no intervalo
(so — €, S0 + €), através de uma reflexao em relagdo a reta u = u(sy).

Demonstracao. Segue do segundo item da Proposicao 4.3.1. O

Proposicao 4.3.3. A funcao dada por

o

J(s)=—

(=2

é constante ao longo de qualquer curva v(s) solu¢iao do sistema (4.7). Portanto, as
solugoes de (4.7) sao caracterizadas pela equagao

=k, (4.9)

o
v
para alguma constante k € R.

Demonstragao. Usando o sistema (4.7) temos que

. o o
J = —— —79
(s) e X
= M—%vsenazo.
v v

O

Podemos comecar o estudo qualitativo das curvas perfil das superficies GGy4-invariantes.
Para facilitar a leitura deste caso antecipamos o teorema que segue. Observe-se que neste
teorema a indexacao é a mesma que sera depois usada na demonstracao dos casos aos
quais ela se refere.

Teorema 4.3.4. Seja ¥ C H? x R uma superficie Goy-invariante de CMC e v a respec-
tiva curva perfil no espago das orbitas. Entao temos a sequinte caracterizacao de v em
termos de H e k:
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A) H =0 (superficies minimas). A curva perfil é

Ay) para k =0, uma reta vertical;

Ay) para k # 0, uma curva do tipo semi-circunferéncia.
B) H > 1. Neste caso k > 0 e a curva perfil é do tipo nodal.
C) H=1. A curva perfil é

C1) para k =0, uma reta horizontal;

Cy) para k >0, uma curva do tipo folium.
D) 0< H < 1. A curva perfil é

Dy) para k =0,

H 2(a + Va? + b*v?)
) = g VR e (T e

D) para k > 0, uma curva do tipo folium limitado;

D3) para k <0, uma curva do tipo semi-circunferéncia.

Demonstracao. Podemos assumir, sem perder a generalidade, que H > 0. Trataremos
cada um dos casos separadamente.

A) Superficies minimas (H = 0)

De (4.7) e (4.9) temos kv = ¢ = —coso. Portanto existem duas possibilidades
dependendo de &.

Ay) k= 0. Temos que 0 = /2 e du/dv = 0, portanto u = ¢, para ¢ € R. Entao a
superficie minima ¥ é o plano dado por bx — az = c.

Ay) k #0. Neste caso coso = —kv e seno = /1 — k?v2, logo

du a? + b%v? 1
L TV, < 4.10
dv 1 k22 K] (4.10)

Esta é uma integral eliptica do segundo tipo! e (4.10) vale para v < 1/]k|, onde a
curva 7y se torna paralela a direcao u. Temos que

b2
u(v) = —|a|E< arcsen(kv), — 5 )

LA integral eliptica do segundo tipo é definida por

¢
E(¢,m):/0 v 1—msen?6db.
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Podemos refletir a curva somente uma vez obtendo uma curva do tipo semi-
circunferéncia. Um desenho da correspondente superficie minima é mostrado na
Figura 4.4.

Figura 4.4. Superficie minima para k # 0.

Superficies de curvatura média H > 0
Das equagoes (4.7) e (4.9) obtemos kv =6 = H — coso.

e Se k=0, entao
coso =H e seno =V 1 — H?

onde a funcao o ¢é constante. Em particular,

C1) se H=1 temos 0 =0 e dv/du = 0, portanto v = ¢, para ¢ > 0. Neste caso a
superficie é o plano y = ¢, para ¢ > 0.

D;) Se H < 1, a curva perfil v é caracterizada pela equagao diferencial

du  Hv/a*+ b?v?

dv vyv1— H?

Integrando a equacao (4.11) temos que

(4.11)

u(v) =

S [VE TP —aln (et e Y] o,

onde v > 0 e ¢ € R. Um desenho desta curva é dado na Figura 4.5. Substituindo
as funcgoes Gog-invariantes temos que a superficie ¥ é

2 1 12,2
az = br — \/a2+b2y2—aln<2(a+ ¢ +by))]+c,

a’y

H
ﬁ[
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com y > 0. Observamos que esta superficie fornece um exemplo de grafico com-
pleto de curvatura média constante do tipo z = f(x) + g(y).

Figura 4.5. Curva perfil e superficie correspondente para 0 < H < 1e k = 0.

e Se k > 0, entao

cosoc = H — kv e seno = /1 — (H — kv)?

logo,
° du  (H — kv)Va? + 0202
dv vy/1— (H —kv)?
Dependendo do valor de H a curva perfil pode ser de trés tipos diferentes. De
fato, se v — 0T entdao coso — H, logo:

(4.12)

- se H > 1, a curva v dista positivamente da reta v = 0;
- se H =1, a curva v tende assintoticamente a reta v = 0;

- se H <1, a curva 7 tende a reta v = 0 com um angulo o = arccos(H).

B) Superficies de curvatura H > 1

Neste caso ¢ facil ver que v, < v < vy, onde

H-1 H+1

sy M T
Escolhendo as condicoes iniciais v(0) = vy, e u(0) = 0, temos o(0) = 0 e 6(0) =
H —1 > 0. Portanto, o angulo o(s) rotaciona no sentido positivo. Além disso
vy satisfaz a equacdo H — kvy, = —1, logo coso(sy) = —1 (i.e. o(sy) = 7),
onde v(sy) = vy por algum sy > 0. Isto significa que existe s; € (0, s9) tal que
o(s1) = /2. Portanto v(s;) = H/k é um minimo local para u(v). De acordo com
a Corolario 4.3.2, podemos refletir a curva infinitas vezes obtendo uma curva do

tipo nodal (veja a Figura 4.6).
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Figura 4.6. Curva perfil e superficie Go4-invariante para H > 1 e k > 0.

Cy) Superficies de curvatura H =1

Neste caso a curva u(v) é definida para 0 < v < vy, onde vy = 2/k. Se v(sy) = vy
temos que coso(s;) = H — kvyy = —1 e, portanto, o(s;) = w. Além disso,
du/dv > 0 se, e somente se, v < 1/k. Logo vy = 1/k é um méaximo local para u(v).
Observamos que a curva 7 tende assintoticamente a reta v = 0 e pode ser refletida
sé uma vez em relagao a reta u = u(s1), gerando uma curva do tipo folium (veja
a Figura 4.7).

e

Y

Figura 4.7. Curva perfil e superficie para H =1 e k > 0.
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D,) Superficies de curvatura H < 1

Se H < 1 a curva u(v) é definida para 0 < v < vy, onde vy = (H +1)/k. Se
v(s1) = vy temos que coso(sy) = H — kvy = —1, ou seja, o(s1) = 7. Além disso,
du/dv > 0 se, e somente se, v < H/k. Portanto vy = H/k é um méximo local
para u(v). Neste caso a curva tende a reta v = 0 com um angulo o = arccos(H) e
pode ser refletida s6 uma vez em relacao a v = u(s;), gerando uma curva do tipo
folium limitado.

Figura 4.8. Curva perfil e superficie para 0 < H < 1 e k > 0.

e D3) Se k < 0, temos 0 < H < 1 e, da equagao (4.12), sendo que du/dv > 0, a
curva u(v) é sempre crescente. Esta curva é definida para 0 < v < vy, onde vy, =
(H —1)/k. Quando v assume o valor vy, = v(s;), sendo coso(s1) = H —kvy =1,
a curva ¢ paralela a diregdo u. Da primeira integral temos também 6(s) = kv < 0,
logo, o(s) é sempre decrescente. Refletindo a curva somente uma vez em relacao
a reta u = u(s;), obtemos uma curva do tipo semi-circunferéncia.

O caso (94 agora tratado tem dois sub-casos:

e quando a =1 e b= 0, temos que o grupo G,y = G5, ou seja, o grupo gerado pelas
translagoes ao longo do eixo x;

e quando a =0 e b =1, temos que o grupo Gyy = G4, ou seja, o grupo gerado pelas
translagoes ao longo do eixo z.

Para complementar vamos dar uma descricao separada destes dois casos.
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4.3.2 Superficies invariantes por translagoes ao longo do eixo
x

Neste caso o espaco das érbitas B = (H? x R)/Gy e a métrica quociente sio dados
por:

B={(u,v) € R?|v >0} e g=du" + —-.

Além disso, a curvatura geodésica de v é k, = ¢ e, da primeira integral, temos que
ky = kv, para k € R. Logo, se k = 0 a curvatura geodésica é também zero e vy ¢é
geodésica de (B, 7).

Superficies minimas (H = 0)

i) Se k = 0, como vimos no caso anterior, a curva perfil é a reta vertical u = ¢, ¢ € R
e a superficie ¥ é o plano horizontal z = c.

ii) Se k # 0, integrando a equagio

du —k
= —— O<ov<

1
do VT k27 [z
temos que a curva perfil é dada por:
u(v) = —arcsen(kv) + ¢, ceR.
Logo, substituindo as fungoes invariantes, a superficie minima é

1
z = arcsen(ky) + ¢, 0<y< m, c €R.

Observe que esta superficie foi achada no Capitulo 2 procurando solucoes da
equagdo dos gréficos minimos do tipo f(z,y) = ¥(y) (veja o Exemplo 2.1.6).
Notamos também que ela é conhecida por L. Hauswirth [H].

Figura 4.9. Curva perfil e superficie Go-invariante para H =0 e k # 0.
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Superficies de curvatura média H > 0

i) Se k = 0, dependendo do valor de H, a curva perfil pode ser de dois diferentes
tipos. Quando H = 1, como no caso G4, a curva v é uma reta horizontal do
espaco das orbitas e a superficie é o plano vertical y = ¢, para ¢ > 0. Se H < 1,
integrando a equagao

du H
dv  vy/1— H?

temos que v é dada por

H
u(v) = —=1Inv +¢, c € R,

Vi

veja a Figura 4.10. Usando a expressao das funcoes Ga-invariantes temos que X
tem a seguinte equagao:

H
72 =———=Iny+c, ce R

V1—H?

Esta superficie, que fornece um exemplo de grafico completo regrado, foi também
obtida por U. Abresch e H. Rosenberg em [AR].

//////////I /
/,,44,,%,, ,f%/;////,/;/

///////// ‘
,,,W
//////////////////////////

Figura 4.10. Curva perfil e superficie Gy-invariante para H = 1/2 e k = 0.

ii) Se k > 0, a integragao da equacao diferencial

du (H — kv)
dv  w\/1— (H — kv)?

(4.13)

fornece trés diferentes tipos de curvas perfil, dependendo do valor de H.

Superficies de curvatura H > 1

Neste caso a curva é dada por

u(v) = arcsen(H — kv) — ————tan '
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onde

(Hk—l) o< (Hl;i—l)
Esta curva pode ser refletida infinitas vezes e a curva resultante é do tipo nodal
(veja a Figura 4.11).
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Figura 4.11. Curva perfil e superficie Go-invariante para H > 1 e k > 0.

Superficies de curvatura H =1

Neste caso
2 — kv

D<ov<
k’U b U_

u(v) = arcsen(1 — kv) —

Il ]

Podemos refletir a curva sé6 uma vez obtendo uma curva do tipo folium (veja a
Figura 4.12).

_
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Figura 4.12. Curva perfil e superficie Go-invariante para H =1 e k > 0.
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Superficies de curvatura H < 1

Neste caso a curva perfil é dada por

u(v) = arcsen(H —kv)— H n 2(1 — H? + Hkv + /(1 — H?) (1 — (kv — H)?))

1— H? HV1— H?%v ’

onde 0 < v < (H +1)/k. Esta curva pode ser refletida somente uma vez gerando,
com a sua refletida, uma curva do tipo folium. Um esboco desta curva é dado na
Figura 4.13.

\j

Figura 4.13. Curva perfil e superficie Go-invariante para H < 1 e k > 0.

iii) Se k < 0, da equagao (4.13), temos que H < 1 e integrando obtemos

u(v) = arcsen(H —kv)— H 2(1— H*+ Hkv + /(1 — H%)(1 — (kv — H)?)) |

11— H? H+\/1— H?v

onde 0 < v < (H — 1)/k. Esta curva pode ser refletida somente uma vez gerando
uma curva do tipo Gauss, veja a Figura 4.14.

/—\
~
-~
! = -1

Figura 4.14. Curva perfil para H < 1 e k < 0.
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4.3.3 Superficies invariantes por translagoes ao longo do eixo

z

Neste caso o espaco das orbitas B = (H? x R)/G, = H? e

du® + dv?®

9= 3

v

Observamos que a curvatura média H de ¥ é H = k,, portanto as superficies G-
invariantes de CMC sao cilindros verticais sobre as curvas 7 de curvatura geodésica
constante.

Superficies minimas (H = ()

Neste caso as curvas perfil sdo as geodésicas de H? (veja a Figura 4.15) ou seja, semi-
retas perpendiculares ao eixo u e semi-circunferéncias superiores com centro no eixo u.
Logo, temos que as correspondentes superficies sdo totalmente geodésicas em H? x R.
Em particular:

i) Se k=0,yéaretau=c, c€ReX éoplano vertical x = c.

ii) Se k # 0, integrando a equagao

du_ v 0<v< L

dv 1= k2?2’ k|’
temos

u(v)zl_TW—kc, ceR.

Esta curva, com a sua refletida, representa uma semi-circunferéncia superior orto-
gonal ao eixo u, com centro em (¢, 0) e raio 1/|k|. A superficie ¥ é um semi-cilindro
vertical de raio 1/|k|.

Superficies de curvatura média H > 0

Neste caso as curvas perfil sao circunferéncias, horocircunferéncias e hipercircun-
feréncias (também chamadas curvas eqiiidistantes) de H?. Lembramos as seguintes
definicoes:

Definigao 4.3.5. Uma horocircunferéncia do plano hiperbélico H* = {(u,v) € R*|v >
0} é ou uma reta paralela ao eixo u, ou uma circunferéncia tangente ao eixo u (veja a
Figura 4.15).

Definigao 4.3.6. Uma curva egiiidistante do plano hiperbélico H? = {(u,v) € R*|v >
0} é ou uma semi-reta que corta o eixo u segundo um angulo agudo ou obtuso, ou um
arco de circunferéncia que corta u, mas cujo centro nao estd em u (veja a Figura 4.15).
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Das equagoes (4.7) e (4.9) temos que kv =6 = H — coso.

i) Se k =0, entdo

cosoc =H e seno = V1 — H2.

Logo, se H = 1, a curva perfil é a horocircunferéncia v = ¢, para ¢ > 0. Neste
caso a superficie é o plano vertical y = ¢, para ¢ > 0. Se H < 1, a equacao (4.11)
torna-se

du H

v Ji-m

e, integrando, obtemos que 7y é a hipercircunferéncia

H
-V
V1—H?

A superficie ¥ é, portanto, o plano

V1—H?x — Hy =, ceR.

+c, ceR.

Se k # 0, a equacao (4.12) assume a forma:

@_ H— kv
dv /1~ (H — kv)?’

(4.14)

e, integrando, temos que

1= (H = kv)?
B k

U +c, ceR.

Pela Proposicao 4.3.1 podemos assumir ¢ = 0. Refletindo a curva obtemos
9 H\2 1
u” + (v - ?> = — v>0.

Conseqiientemente:

ii) se k > 0, a curva 7, de acordo com o valor de H, pode ser de trés tipos.

Superficies de curvatura H > 1

Neste primeiro caso, temos que

H-1 H+1 H
gévéw e Z>

k k

x| =

Portanto, v é uma circunferéncia de raio 1/k e centro (0, H/k) em H?.
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Superficies de curvatura H =1
Neste segundo caso, temos que
0<v< 2
v < —.
~k
Portanto, a curva perfil é a horocircunferéncia dada por uma circunferéncia tan-
gente ao eixo u com centro (0,1/k) e raio 1/k.
Superficies de curvatura H < 1
Neste terceiro caso, resulta que
0<v< (H+1) H < 1
v ——= — < -
- kk
Logo, a curva perfil é a hipercircunferéncia dada por um arco de circunferéncia
com centro (0, H/k) e raio 1/k.
iii) Se k < 0, da equagao (4.14), temos que

H-1
0<v§% e H<1.

Entao a curva v é a hipercircunferéncia dada por um arco de circunferéncia com
centro (0, H/k) e raio 1/|k|.

Teorema 4.3.7. As superficies de curvatura média constante G4-invariantes em H? x R

sdo cilindros verticais sobre curvas de H? com curvatura geodésica constante. Além

disso, temos que estas curvas perfil sao:

e se H=0, geodésicas de H*. Em particular, se

1. k=0, a curva é uma semi-reta perpendicular ao eiro u;

2. k#0, a curva € uma semi-circunferéncia superior com centro no eiro u.

e H>0

1. se H>1 ek >0, circunferéncias;
2. se H=1 e k >0, horocircunferéncias;

3. se H < 1, hipercircunferéncias.
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\ v

m . =u u

Figura 4.15. Geodésicas de H?, horocircunferéncias e hipercircunferéncias.

4.4 Superficies de CMC invariantes pela acao do

grupo Gy

Seja (34 o subgrupo de isometrias gerado por X33 = aX3 + bXy, com a,b € R.
Observamos que, sendo a acdo deste grupo sobre H? x R livre, entdo (H* xR), = H? x R.
Introduzindo coordenadas cilindricas (r,0,z) em (H*> x R,g), com r > 0 e 6 € (0,7),
podemos escrever

dr? db?

= dz>.
9= 2sen2 + sen? f +az
Também, temos que
X3y =ar 0 +0b 0
B or T oz
e as funcoes Gg4-invariantes sao solucoes da equacao diferencial
S
ar— + b= =0,
or 0z
ou seja,
dr
b— = adz.
r

Conseqlientemente, temos o seguintes conjunto completo de invariantes funcionalmente
independentes
u(r,0,z) =0 e v(r,0,z) =az—blnr

e o espago das orbitas é B = {(u,v) € R?|u € (0,7)}. Sendo que

0
Vu = 2g—
U = sen %0
0 0
Vv = —br sen? 95 + aa,
a matriz h e a sua inversa tém a forma:
2 ! 0
sen” u 0 L 3
h;;) = : Bid) — sen? u
(hij) < 0 a2+b2sen2u> () 0 1

a? 4+ b? sen?u
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Logo, pelo Teorema A.3.1, temos que a métrica quociente é dada por

du? dv?

+ .
sen?u  a? 4+ b?sen?u

g=

Os campos de vetores unitarios tangente e normal a curva y(s) sdo respectivamente

t = (senwucoso,Va? + b?sen?u seno),
n = (—senuseno, Va2 + b?sen?u coso).

A funcao volume de uma 6rbita principal & é

a? + b%sen2u
w(€) =< Xag, Xgy >=/ ———

sen? u

a’cosusen o
a?+b?sen?u’
Depois de ter calculado a curvatura geodésica de v

Dylw(§) =

—b? cos u sen? u sen o

k =
g a? + b?sen?u

+ 0,
pelo Teorema de Reducao, temos que a curvatura média H de ¥ ao longo da orbita
principal ¢ pode ser escrita como

H =6 — cosuseno.

Isto implica que a curva y(s) deve satisfazer ao seguinte sistema de EDO’s

U = Sen u cos o
i = /(a2 + b2 sen? u) sen o (4.15)

0 = H + cosuseno.

4.4.1 Classificacao das solucoes

De agora em diante assumiremos que a curvatura média H seja constante e nao ne-
gativa. Antes de comegar o estudo das equagoes (4.15) vamos fazer algumas observagoes
importantes.

Proposicao 4.4.1.

1. Toda translagdo de uma curva solugdo de (4.15) na dire¢ao v é ainda solugdo de
(4.15).

2. Uma reflexao de uma curva 7y solugao de (4.15) em relagao da reta v = vy, € uma
curva v solugdo de (4.15) (para —H ).



4.4 Superficies de CMC invariantes pela acao do grupo Gy 79

Demonstragao. O primeiro item é uma conseqiiéncia imediata de que o sistema (4.15)
é independente de v. Para o segundo item observamos que se v(s) = (u(s),v(s), o(s)),
entao v(s) = (u(s), 2vy — v(s), 2 — o(s)). Logo, resulta

e

= sen 4 cos o
v = /(a2 + b2 sen? @) sen &
0 =—H +cosuseno,
o que conclui a prova. O

Coroldrio 4.4.2. Seja y(s) uma solugao de (4.15) definida em (sq — €, so] com o(sg) =
+7/2. Entdo y(s) pode ser estendida a uma curva definida no intervalo (so — €, So + €)
com uma reflexdo em relagdo a reta v = v(sp).

Demonstragao. Segue do segundo item da Proposicao 4.4.1. O

Proposicao 4.4.3. Se H ¢ constante em X, entdo a funcdo

J(s) _ H cosu+seno

sen u

é constante ao longo de cada curva y(s) solugdo do sistema (4.15). Portanto, as solugoes
deste sistema sao caracterizadas por

Hcosu +seno

=k, ke R. (4.16)

sen u

Demonstragao. Derivando a equagao (4.16) e usando a primeira e a dltima equagao do
sistema (4.15) temos que

gsenucoso — u(H + cosuseno)

J(s) = = 0.

sen? u

O

Por 1ltimo, vamos fazer uma observacao que ajudara no estudo qualitativo das curvas
perfil. Antes disso notamos que, usando (4.16), a ultima equagdo do sistema (4.15)
reescreve-se como

0 =tanu (k —senuseno). (4.17)

Observagao 4.4.4. Fixado k € R, indicamos por
T(s) = (u(s),v(s),0(s)), s € (s1,9),

a curva perfil relativa ao caso k e H > 0. Entao a curva perfil v_; é a refletida de
com respeito a reta u = 7/2, percorrida no sentido oposto. De fato, esta tltima curva
¢ dada por

(s),0(s)) = (m —u(sy + s2 — s),v(s1 + s2 — ), 2T — 0($1 + S2 — §)),

T
>
—~
w
N
Il
—~
<
~~
[V
SN—
4!
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com s € (s1,s2). Conseqilentemente, temos que

il = sen i cos &
= /(a2 4 b?sen? @) sen & (4.18)

o = —tana (k +sen @ sen ).

-

ou seja, ela satisfaz ao sistema (4.15) para —k (veja (4.17)). Note-se que, como con-
seqiiéncia deste fato, as curvas perfil das superficies GG34-invariantes com curvatura média

H > 0 relativas ao caso k = 0 sao simétricas em relagao a reta u = /2.

Podemos agora comecar o estudo. Para facilitar a leitura deste caso antecipamos

o teorema que segue. Observe-se que neste teorema a indexacao é a mesma que serd

depois usada na demonstracao dos casos aos quais ela se refere.

Teorema 4.4.5. Seja ¥ C H? x R uma superficie de CMC Gs-invariante e seja v =
Y /G34 a curva perfil no espago das drbitas. Entao temos a sequinte caracteriza¢do da

de acordo com o wvalor da curvatura média H e de k.

4)

B)

)

D)

(H=0) - A curva perfil

A
Ay

) para k =0 € uma reta horizontal e gera a superficie afunilada;

)
A3) para |k| =1 € do tipo hipérbole;

)

para |k| > 1 € do tipo semi-circunferéncia;

Ay) para 0 < |k| < 1 € do tipo dado na Figura 4.18;
(H>1) - A curva perfil

By) para k =0 € do tipo elipse;

By) para k # 0 € do tipo nodal.

(H=1) - A curva perfil

C1) para k =0 € do tipo pardbola;

Cy) para k # 0 € do tipo folium.

(0<H<1) - A curva perfil

Dy) para k=0 € do tipo pardbola limitada;

Dy) para |k| > /1 — H? ¢ do tipo dado na Figura 4.26;
D3) para |k| = /1 — H? ¢ do tipo dado na Figura 4.27;
Dy) para 0 < |k| < /1 — HZ ¢ do tipo dado na Figura 4.28.

Demonstracao. Comecamos com o estudo das curvas perfil relativas as superficies minimas.
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A) Superficies minimas (H = 0)

De (4.16) segue-se que sen o = k sen u. Conseqiientemente, temos duas possibilidades
dependendo de k:

Aj) Se k=0 entdao 0 =0 e dv/du = 0, portanto v = ¢, com ¢ € R. A correspondente
superficie X, representada da Figura 2.6, é chamada superficie afunilada e tem
equacao

az =blnr +c.
Observe-se que esta superficie é completa e regrada pelas geodésicas correspon-
dentes as curvas de nivel, como vimos no Exemplo 2.1.14 do Capitulo 2. No caso
a=1eb=0, obtemos que a superficie G3-invariante é o plano z = c.

Se k # 0, entao
seno = ksenu e coso = V1 — k?sen?u,

dv a? 4+ b?sen?u
— =k\/— 1/k. 4.19
du V 1—k2seny’ senu <1/ ( )

A integral para esta equacio é eliptica do primeiro tipo?. Em particular, quando a = 1

portanto,

e b = 0 temos
v(u) =k F(u, k?).

E importante observar que, devido & expressao (4.19), podemos estudar somente o caso
k > 0. De fato, as curvas perfil para k < 0 sao obtidas refletindo com respeito ao eixo
u aquelas do caso k£ > 0. Notamos que

d(s) =senocosu = ksen ucosu, (4.20)
e que também

lim seno = lim k£ senu =0,
u—0t u—0t

lim seno = lim & senwu = 0.
U—T U—T

Ay) Se k> 1, entdo u € (0,up] U [r — up, ), onde uy = arcsen(1/k). Se u = uy ou
u = T — upy, temos seno = 1 e, portanto, a curva 7y é paralela a direcao v. Da
equacao (4.20) temos que &(s) # 0, em particular em (0, up] a fungao o(s) é sempre
crescente e no intervalo [ — ugp, 7) é sempre decrescente (veja Figura 4.16).

2A integral eliptica do primeiro tipo é definida por:

¢ de
Flom)= | —2
(9,m) /0 1 —m?2sen?@



82 4. Superficies invariantes de H? x R

Figura 4.16. Curva perfil para H =0e k > 1.

A3) Se k =1, entao u # /2 e, integrando a equacao (4.19) temos

o(u) = CcoS U /0% + b2 tanh ™" Va2 + b?senu B b_a senh-! (bsen u)}
| cos ul Va?+b2sen2ul  |al a
Sendo que
lim v(u) = —o0 e lim v(u) = 400,
u%ng u%%,

a reta u = /2 é assintota vertical para a curva v(u) (veja Figura 4.17).

v

Figura 4.17. Curva perfil para H =0e k = 1.

No caso em que a =1 e b =0, integrando a equagao

dv 1 v
R U 7£ o
du  |cosu| 2
temos
cos u

v(u)

Substituindo as fun¢oes G'3-invariantes obtemos a seguinte equagao para a superficie
Y

= |Cosu|tanh71(senu)+c, u € (O,W)\g, ceR.

z(r,0) = |((::)Sseg| tanh™ (sen 6) + ¢, 6 e (0,m)\ g

Observamos que para 6 € (0,7/2) obtemos a superficie minima da Figura 2.5.

Ay) Se 0 < k <1, entdao u € (0,7). Analisando a expressao (4.20) e do fato de que em
u = 7/2 temos seno = k < 1, segue-se que em u = 7/2 a curva 7y tem um ponto
de inflexao com tangente obliqua. O esboco desta curva é dado na Figura 4.18.
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Figura 4.18. Curva perfil e superficie Gg4-invariante para H =0 e k = 1/2.

Superficies de curvatura média H > 0

Lembramos que neste caso, devido a Observacao 4.4.4, é suficiente estudar as curvas
perfil para k > 0.

i) Se k =0, da primeira integral, temos que

seno = —H cosu e coso =V 1— H?cos?u,

dv la% + b%sen?u
— = —Hcot _— 4.21
du covu 1 — H?cos?u ( )

Dependendo do valor de H, a curva 7 pode ser de trés tipos. De fato, temos

portanto:

lim seno = —H e lim senoc = H,
u—0t u—T

ou seja:

- se H > 1, a curva v tem distancia positiva das retas u =0 e u = T;
- se H =1, a curva v tende assintoticamente as retas u =0 e u = ;

-se H < 1, a curva 7 tende as retas v = 0 e v = 7 com um angulo o =
arcsen(—H) e o = arcsen(H), respectivamente.

Da terceira equagao do sistema (4.15) e de (4.16), temos que
o(s) = Hsen*u > 0,

ou seja, a fungao o(s) é sempre crescente.
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By) Superficies de curvatura H > 1
Neste caso ¢ facil ver que u,, < u < uy, onde
() (%)
U,, = arccos | — e Upy = T — Uy = arccos | — ).
m H M m H

Escolhendo como condigoes iniciais u(0) = u,, e v(0) = 0, temos

, (H*—1)
o(0) = 37/2, 6(0) = H + cosu(0)senc(0) = —g > 0.
Portanto o(s) rotaciona no sentido positivo. Além disso, se up = u(sq) para algum
s9 > 0, temos seno(sy) = —H cosuy = 1, logo o(sy) = m/2 e existe s € (0, s9)

tal que o(s1) = 27. Portanto, em u(s;) = 7/2 existe um minimo local. Sendo que
a curva é simétrica com respeito a reta u = 7/2 (veja Observagao 4.4.4) temos que
v(s2) = v(0) = 0. Logo, podemos refletir a curva v s6 uma vez em rela¢ao ao eixo
u obtendo uma curva do tipo elipse como mostra a Figura 4.19.

LS

Figura 4.19. Curva perfil e superficie G34-invariante para H > 1 e k = 0.

Quando a =1 e b =0, a equacao (4.21) pode ser integrada explicitamente:

1—H2cos2u]
H? -1 H?2 -1

e substituindo a expressao das fungoes invariantes obtemos a seguinte equacao

U(U) = — arctan |: &) u € [uma UM],

para
H 1 — H2%cos?0
VI =1 —p—1 e
com 0 € [arccos(1/H),arccos(—1/H)| e ¢ € R. Um desenho desta superficie G3-
invariante é dado na Figura 4.20.

2(r,0) = — arctan [
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00,000,
10007 200,%
nZéIl""
1Ay
e,

%
7

Figura 4.20. Superficie G3-invariante para H > 1 e k = 0.

C}) Superficies de curvatura H =1

Neste caso as retas . = 0 e u = 7 sao assintotas verticais e a curva v(u) tem um
minimo local em u = 7/2. Integrando a equagao (4.21) temos que

W
o(u) = a® + b? sen u—btanh’l[

sen u

bsenwu
C7

va? +b2sen?u

onde ¢ € R. Logo a correspondente superficie é dada por:

Va2 + b%sen?

sen 0

u € (0,m),

bsen6 ]
C7
va? 4+ b?sen? 6

com # € (0,7) e a # 0 (veja a Figura 4.21). Notamos que em coordenadas

az(r,d) =blnr+ — btanh™" [

cartesianas temos a seguinte familia a dois parametros de gréaficos definidos em
todo o plano hiperbélico

)

V(@ +y?) + 042 _ <\/a2(3:2 +y?) + b%y? + by)

az(x,y) =
y |a|

onde y > 0. Para a = 1 obtém-se a familia de superficies achada por R. Sa Earp
em [Sal.

Figura 4.21. Curva perfil e superficie G34-invariante para H =1 e k = 0.
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Se a = 0, integrando a equagao diferencial

d
d_z = —|b| cot u,

obtemos a seguinte curva perfil (veja a Figura 4.22)
v(u) = —|b| In(sen u) + ¢, u € (0,m), ceR.

Substituindo agora as fungdes Gy-invariantes temos que a equagido (em coordena-
das cilindricas) da correspondente superficie ¥ é

blur = |bIn(sen ) — ¢, 6 € (0,7),

e portanto
r=e b senf se b>0
c 1 (4.22)
r=e¢ b se b<O.
sen 6

No caso b > 0 a superficie 3 é um cilindro vertical sem a geratriz passando pela
origem. No caso b < 0 a superficie é o plano y = e”b.

Figura 4.22. Curva perfil paraa =0,b >0, H=1e k = 0.

Quando a =1 e b = 0 temos

1
= Y E 07 ) E R,
v(u) p— +c u e (0,m) c

a correspondente superficie G3-invariante é dada por

1
z(r,@) :m—FC, RS (0,71').

Em coordenadas cartesianas esta superficie escreve-se como

z="———+c, y>0
Y

e fornece um exemplo de grafico completo de curvatura constante H = 1.
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D,) Superficies de curvatura H < 1

Neste caso 0 < v < 7 e v = 7/2 é um minimo para a curva v(u). Um desenho
desta curva perfil é dado na Figura 4.23. Para a =1 e b = 0 a equagao (4.21)
pode-se integrar explicitamente e nos da a seguinte curva perfil:

— 772 R TP
H n 2\/1 H?2++/1—H2%cos2u Le ceR
V1— H? sen u

A correspondente superficie completa G3-invariante é dada por:

H 1— H? 1 — H? cos?
2(r,§) = —=In 2\/ Vv cos”6 +c,
1— H? sen 0/

com 6 € (0, 7).

v(u) =

Figura 4.23. Curva perfil para H < 1e k =0.

ii) Se k£ > 0, entao

seno = ksenu — Hcosu e coso=+/1— (ksenu — H cosu)?,

logo
dv  (ksenu — H cosu)va? + b? sen? u (4.23)
du senuy/1 — (ksenu — H cosu)? .

Primeiramente, notamos que:

lim senoc = —H e lim senoc = H,
u—0t u—T

portanto:

- se H > 1, a curva + dista positivamente das retas u =0 e u = 7;

- se H =1, a curva v tende assintoticamente a reta v = 0 ou a reta u = ;
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- se H < 1, acurva vy tende as retas u = 0 e w = 7 com angulos o = arcsen(—H)
e 0 = arcsen(H), respectivamente.

Além disso, da terceira equacao do sistema (4.15) e da primeira integral (4.16),
resulta, para cosu # 0, que

o(s) =senu (Hsenu + kcosu).

Note-se que, sempre da terceira equagao de (4.15), se cosu = 0, entdo ¢ = H > 0.
Portanto, 6 = 0 implica cosu # 0. Conseqiientemente

d(s) =0 < u =u = arctan (%) = 7 — arcsen (\/HQLi—l—kZ)’ (4.24)

g(s) >0 <& we(0,u). (4.25)

B,) Superficies de curvatura H > 1

Neste caso u,, < u < wuy;. Observamos que u,, e u, satisfazem as seguintes
equacoes:

ksen u,, — H cosu,, = —1, ksenuy — Hcosuy =1,

logo, escolhendo as condigbes iniciais u(0) = u,, e v(0) = 0, resulta que:
H(H + K =)~ kVEP T =1
H? + k? '

Conseqiientemente, o angulo o(s) rotaciona no sentido positivo. Para u > wuy;, a

3

o0) =3

e 0(0)=

funcao o(s) é sempre crescente (veja (4.25)). Portanto, como para u(sy) = wup,
o(se) = m/2, existe s; € (0, s9) tal que o(s;) = 27, ou seja,

u(sy) = arctan (%) = arcsen (\/HZL*W)

¢ um minimo local da curva v(u). Dependendo do valor de k temos a seguinte
tabela:

k>1 0<k<l1

H2 k2

—k+HVH?2+k2-1
H2 k2

arcsen (

— 2 2__
u,, | arcsen ( —ktHVH? k21 )

k+H\/H2+k271>

2 2_
VI T — arcsen (M— VI 1k )

Uy | arcsen ( yrEa
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A curva pode ser refletida infinitas vezes e a curva resultante é, portanto, do tipo
nodal (veja a Figura 4.24).

v

A

Figura 4.24. Curva perfil para H > 1 e k = 1.

Cy) Superficies de curvatura H =1

Neste caso resulta que 0 < u < uyy, 0 eixo v é assintota vertical para a curva v(u) e
quando v = wuyy, sendo ksenwuy; —cosuy = 1, a curva torna-se paralela a direcao
v. E facil ver que 4, definido por (4.24), é sempre maior que wuys e, portanto,
usando (4.25), deduzimos que a fun¢do o(s) é sempre crescente. O minimo local
para v(u) é dado por arctan(1/k). Dependendo do valor de k temos a seguinte

tabela:

O0<k<l1

Upr

arcsen (

2k
1+k2

7T — arcsen <

2k
1+k2

)

A curva perfil pode ser refletida somente uma vez e a curva resultante é do tipo

folium (veja Figura 4.25).

Superficies de curvatura H <1

Agora temos trés casos diferentes dependendo do valor de k.
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Figura 4.25. Curva perfil para H =1e k = 1.

D,) Se k > +/1 — H?, da equacao (4.23) segue-se que u € (0, u,,] U [ups, 7), onde:

k>1 vVi-H?2<k<l1

2 2__ 2 2_
U arcsen (MH— W) T — arcsen (’”HH— W)

—H~/ H2 2__ _H+/H2 2__
Uy | T — arcsen (MHf—Hj;kl) T — arcsen (”Hf—M*;’“l>

Quando u = u(sy) = u,, ou u = uyy, tem-se 0 = w/2. Logo, a curva 7 torna-se
paralela & direcao v. Sendo que u,, < @ < uy resulta que, no intervalo (0, uy,),
a funcao o(s) é sempre crescente e em [uy, ), sempre decrescente. Além disso,
como o(s;) =7n/2 e u — 07 implica senoc — —H € (—1,0), segue-se a existéncia

de sp < s7 tal que o(sy) = 27. Logo, em

H
u(sy) = arcsen <7)
(50 s
a curva v(u) tem um minimo local. Na Figura 4.26 temos o esboco desta curva

perfil.
D3) Se k = /1 — H?, entao
d k — H cotu)va? + b?sen?
v cot u)va? + b? sen? u w4

du |k cosu + H sen u ’
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onde

@ = arctan (F) = arcsen(k).

Das equacoes (4.24) e (4.25) deduzimos que d(s) # 0; em particular, o(s) é cres-
cente em (0, @) e decrescente em (@, 7). E facil ver que

limseno =1
u—U

e, portanto, u = @ é assintota vertical para a curva v(u). Além disso, como

lim seno = —H € (—1,0),

u—0Tt

existe um minimo local para a curva v(u) dado por
arctan(H/k) = arcsen(H) € (0, a).

Um desenho desta curva é dado na Figura 4.27.

Dy) Se 0 < k < v/1—H?, entao u € (0,7). Da equacdo (4.24) temos que o(s)
é crescente se, e somente se, u € (0,u). Além disso, como para u = 4 temos
seno = v H? + k% < 1, segue-se que em @ a curva v(u) tem um ponto de inflexao
com tangente obliqua. Também neste caso, como u — 07 implica seno — —H, o

ponto arctan(H/k) € (0,%) é de minimo local. Um desenho da curva é dado na
Figura 4.28.

<\_.-——/
IS
AN
2
S

Figura 4.26. Curva Figura 4.27. Curva Figura 4.28. Curva
perfil para H < 1 e perfil para H < 1 e perfil para H < 1 e
k >+v1—H?. k =+1— HZ2 k <+v1—H?.
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4.5 Superficies helicoidais

Seja G7,, o subgrupo de isometrias gerado pelo campo X}, + a X4, com a € R.
Como este grupo combina rotagoes ao redor do eixo (0,1, z) com translacoes verticais,
serd chamado helicoidal e, conseqiientemente, as superficies G}, -invariantes serao ditas
superficies helicoidais. Introduzindo coordenadas cilindricas (r, #, z) em (H? xR, g), com
r>0e6 e (0,m), podemos escrever

dr? do?

= dz?.
9= 12sen?g * sen? 0 Tz
Também temos que
. (r*+1) g (r*-1) 0 0
Xy = TCOSQE—F o sen9%+a§.
As funcoes invariantes sao as solucoes da equacao
(r? +1) o¢  (r*—1) ¢ OC
e 0= +q==0
2 OV T T e T Y
ou seja,
2dr B 2rdf _dz
(r2+1)cosf  (r2—1)senf a’
portanto, elas sao dadas por:
241 2 0
u(r, 0, z) = :8;0 e v(r,0,2) = z + aarctan <%)

Conseqiientemente o espaco das Orbitas é
B = {(u,v) € R*| u > 2},

modulo v = 2 no caso em que a # 0. Sendo que

o (r*+1) 0
— (2 _ — .
Vu=(r 1)sen98T . cosﬁae,

S (—2@T2(1+r2) cosﬁsen29>2 B (2@7“(7"2 — 1)sen39)g+2
B 1+ 7%+ 2r2cos 260 or 1474+ 2r2cos20/ 00 0z’

usando o Teorema da Métrica Quociente, temos que a matriz h e a sua inversa assumein

a forma

u? —4 0 - 7) 0
(h’l]) = 0 U2 + 4(@2 - 1) y (h”) == (U2 _ 4)
(u? — 4) TP R T

Logo, a métrica quociente é dada por

_ du? n u? — 4 v
= v
g (u2—4)  u?+4(a®—-1)
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Seja y(s) =

(u(s),v(s)) uma curva em B, parametrizada pelo comprimento de arco.

Entao os campos de vetores unitdrios tangente e normal a curva 7(s) sdo, respectiva-

mente,

seno),

4coso,\/u —1)

\/u2 +4 a2 - 1)
Vu? — 4 seno, cos o),

onde o representa o angulo entre t e a direcao positiva do eixo u. O elemento de volume

w(&) de uma 6rbita principal £

e a derivada direcional

¢ dado por

\/u2—|—4 -1)

Logo, apds calcular a curvatura geodésica de vy

\/< Xiog Xipg > 5
uvu? —4
D, In(w(§)) = T A1) sen o.
- 4a?u sen o
=0
u? +4(a? — 1) Vuz — 4

pelo Teorema de Reducao, temos que a curvatura média H de ¥ pode ser escrita como:

H=0- sen o.

u
Vvu? —4

Isto significa que a curva perfil v(s) de uma superficie helicoidal de curvatura média

constante H é caracterizada pelo seguinte sistema:

;

\

U =vVu?—4coso
i \/u2+4(a2—
v =

uz —4

S u
c6=H — ——
Vu? —4

1)

sen o

(4.26)

sen o.

Observagao 4.5.1. No caso a = 0 (superficies de rotagao), a ultima equacao diferencial

deste sistema é singular no bordo {u = 2} do espago das dérbitas B. Os pontos do bordo

representam G7,-Orbitas singulares, ou seja, pontos fixos.

Portanto, a funcao volume

w(€) se anula em todos estes pontos. Estas singularidades no bordo sao do tipo regular.
A Proposigao 1 de [HH1] afirma que para cada ponto do bordo existe uma tnica curva

solugdo, que comega (respectivamente, termina) em tal ponto singular. Além disso, ela

¢ automaticamente perpendicular ao bordo e necessariamente analitica.
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4.5.1 Classificagcao das solucoes

De agora em diante, assumiremos que H seja constante e nao negativa. Antes de
comegar o estudo das equagoes (4.26), vamos fazer algumas observagoes.

Proposicao 4.5.2.

1. Toda translagdo de uma curva solugdo de (4.26) na dire¢ao v é também uma curva
solugao de (4.26).

2. A reflexio de uma curva vy solugdo de (4.26), em rela¢ao a reta v = vy, € uma
curva v solugdo de (4.26) (para —H ).

Demonstragao. O item 1 é uma conseqiiéncia do fato de que o sistema (4.26) é in-
dependente de v. Para o item 2 observamos que se v(s) = (u(s),v(s),o(s)), entao
3(s) = (u(s),2vy — v(s),2m — o(s)). Logo, resulta

Va2 —4 coso
. \/a2+4(a2 -1
{ U= sen o

a2 — 4

( *
u

0 que termina a demonstracao. ]

Coroldrio 4.5.3. Seja v(s) uma solugao do sistema (4.26) definida em (sy — €, so] com
o(sg) = £m/2. Entao y(s) pode ser estendida a uma solugdo no intervalo (sg— €, so+e€),
através de uma reflexao em relagdo a reta v = v(sp).

Demonstragcao. Segue do segundo item da Proposicao anterior. O

Proposicao 4.5.4. Se H ¢ constante em X, entdo a funcdo
J(s) =vu?—4senoc — Hu

é constante ao longo de qualquer curva y(s) que seja solugcdo do sistema (4.26). Por-
tanto, as solucoes deste sistema sao dadas por

Vu?—4seno — Hu =k, k e R. (4.27)

Demonstracao. Temos que

J(s) = % seno + ovu? —4 coso — Hi
u j—
ut

= ——seno+ou— Hu=0,

onde, na ultima igualdade, foi usada a terceira equagao do sistema (4.26). O
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A) Superficies helicoidais minimas (H = 0)

Da primeira integral (4.27) segue-se que vVu? —4seno = k. Conseqiientemente temos
duas possibilidades dependendo de k.

Al)

Ay)

Se k =0, entdo 0 = 0 e dv/du = 0, logo v = ¢, com ¢ € R. A correspondente
superficie minima ¥ ¢é o helicdide (veja a Figura 4.29)

2r cos 0) n
R c.
A imersdo f(u,v) = (fi(u,v), fao(u,v), f3(u,v)) deste helicéide em H* x R (descrita
em [MMP]) é dada por

z(r,#) = —a arctan (

. 2sen (2 u) tan(v)
Ji(u, v) sen(2u)? tan(v)? + (1 + cos(2u) tan(v))?
o) = 1 — tan(v)

sen(2u)?tan(v)? + (1 + cos(2u) tan(v))?
f3(u,v) = 2au + ¢,

onde v € (—7/4,7/4).

Figura 4.29. Duas visoes do helicéide em H? x R.

Quando a = 0, temos que a correspondente superficie é de rotacao e coincide com
o plano horizontal z = c.

Se k # 0, entao

k uz —4 — k2
seng = ————, COSo = || ——.
u? —4 u?2 — 4
Logo
dv k u? +4(a? — 1)
— = > VE2 + 4. 4.28
du u2—4\/ uz—4—kK2 "’ Y + ( )

A integral para esta equacao é do tipo eliptico e a equagao (4.28) vale para u > u,y,,
onde u,, = vk? + 4. Escolhendo as condigbes iniciais

u(0) = uy, e v(0)=0
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e observando que

resulta que:

Ek>01]k<0

Q
—
o
N—r
NI
w
1

g(s) | <0 | >0

Notamos também que
k

lim seno(s) = lim ——— =0.

u—+00 u—+00 \/m

De acordo com o Corolario 4.5.3, podemos refletir a curva em relacao a reta v =0
obtendo uma curva do tipo catendria (veja a Figura 4.5.1).
v

~ e —

Para alguma escolha de a, a equagao (4.28) pode ser integrada explicitamente.
Por exemplo, se a = 1, obtemos a curva perfil dada por:

VTR

? U > Uy, cEeR.

v(u) = arctan (

Superficies helicoidais com H > 0

Da equagao (4.27) temos que

k+ Hu \/u2—4—(k+Hu)2
— e CosSo = ,
u? —4 u? —4

sen o =

logo

(4.29)

- u? —4 — (k+ Hu)?

dv _ (k+ Hu) u? +4(a® - 1)
du  u?—4



4.5 Superficies helicoidais 97

e Dy) Se k > 0, a integral para esta equagao é de tipo eliptico e esta equagao vale
para H <1 e u > u,,, onde

_ kH + \/k?*+4(1 — H?)
B 1— H2

Uy, > 2
Escolhendo as condigoes iniciais

w(0) = ty, v(0) =0,

como u,, satisfaz vu? —4 = k + Hu, resulta

(H? —1)\/4(1 — H?) + k2
k+ H\/4(1 — H?) + k2

o(0) =m7/2 e a(0) =

Também 6 (s) = 0 quando seno = (Hv/u? — 4) /u ou, usando (4.27), se ku+4H =
0. Esta equacao nao tem solugdes em (uy,,00), logo, o(s) é sempre decrescente.
Observemos que

k+H
lim seno(s) = lim ¥:H<1.

u—+00 u—+oo /2 — 4

De acordo com o Corolario 4.5.3, podemos refletir a curva em relacao a reta v =0
obtendo uma curva do tipo catendria (veja a Figura 4.30).

v

~ -
_——
_—-

Figura 4.30. Curva perfil para H =1/2 e k = 0.

Na Figura 4.31 podemos observar uma familia de curvas perfil para diferentes
valores da curvatura média H € [0,1).

v H=0.8

L
L C

Figura 4.31. Curvas perfil de superficies helicoidais do tipo catenoidal para k = 1.
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Observemos que, se k = 0, podemos integrar explicitamente a equagao (4.29). Por
exemplo, se a = 0 (caso das superficies de rotag¢do) temos que a curva perfil é dada

por
(1— H?)u? -4+ 2H2>
v(u (1—H?)u? —4]+2 ,
(1) = s (2 = 1) ik
onde
u > 2 .
~ V11— H?

Se a = 1, entao

(1— H)u+ /(1 — H2)2u? — 4(1 — H?)
v(u) = 1_Hzln< e )—i—

(1—H*)u+2 (1—H*)u—2 >]
H\/(1 - H?u—4 H\/(1— H?)u—4/1

) + arctan (

d
onde 5

> .
“Vi

Se k < 0, entao tem-se trés casos diferentes dependendo do valor de H. Antes
de tudo, notemos que, combinando a terceira equagao do sistema (4.26) com a
primeira integral, temos que

. ku+4H
Logo, d(s) = 0 se, e somente se,
ku+4H =0 (4.31)

e 6(s) > 0 para u > —4H/k.

B) Superficies de curvatura H > 1

Se k # —2H, entao u € [uy,, uy|, onde

kH + \/A(1 — H?) + k? kH — \/4( 1—H2)+k2
thm = - B ¢ - B

Escolhendo as condicgoes iniciais

resulta que

_ (H?=1)/4(1 — H?) + k?
k+ H\/4(1 - H%) +k?
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Notamos que k + H+/4(1 — H?) + k% > 0 se, e somente se, kK < —2H. Temos,
portanto, a seguinte tabela:

—2H <k < -2v/H?2 -1 k< —-2H

U, satisfaz Vut—4=k+ Hu Vu?—4=—(k+ Hu)

a(0) 7
a(0) <0 >0

Além disso, como uys satisfaz Vu? —4 = k + Hu, obtemos o(sy) = /2, onde
u(sy) = uy para algum sy > 0. Conseqlientemente:

By) Se —2H < k < —2vH? —1, a equacao (4.31) admite a solugao u(s;) =
—4H/k, para algum s; € (0, s3). Isto implica que em s; existe um minimo local
para o(s) e, além disso, para s > s; a curva 7 rotaciona no sentido positivo.
Observe-se também que

k+ Hu(s)) VAHZ— &2

seno(s;) = = < 1.
o) = = 5

A curva pode ser refletida infinitas vezes, originando uma curva do tipo ondularia

(veja a Figura 4.32).
By) Se k = —2H, entao temos
2(1+ H?)
u e Upnr H? _ 1

Escolhendo as condigbes iniciais u(0) = u,, e v(0) = 0, resulta que

lim seno(s) = lim Hvu-2_ 0

u—2+ u—2+ \/u——+—2 ’
portanto, a curva é perpendicular ao bordo do espaco das érbitas. Para s = sy,
com u(s1) = up, temos o(sy) = 7/2. Além disso, 6(s) > 0 em (2, uy]. Podemos
refletir a curva infinitas vezes. A curva resultante é do tipo cicloidal e um seu
desenho é dado na Figura 4.32.

Bj) Se k < —2H, como

o(0) = 37/2, o(s2) =7m/2 e a(0) > 0.



100

4. Superficies invariantes de H? x R

Observe-se também, que a equacdo (4.31) nao tem solugbes em [u,,, up], logo
o(s) > 0. Isto implica que existe um s; € (0, s3) tal que o(s;) = 27 e u(sy) =
—k/H é minimo para v(u). A curva pode ser refletida infinitas vezes resultando
num tipo nodal (Figura 4.32).

C) Superficies de curvatura H =1

Neste caso, a equagao (4.29) equivale a

U > Uy,

dv  k+u | u+4(e®*-1)
du  u? —4\ —(2ku+4+k2)’

onde u,, = —(4 + k*)/2k. A equagao acima é do tipo eliptico mas, para alguma
escolha de a, podemos integra-la explicitamente. Por exemplo, se a = 1 temos

/- Qku+4+k?) —(2ku + 4 + k*)
v(u) =— 2 + arctan ( P )
—(2ku + 4 + k*)
> .
+arctan< D) ), Uz Unm

C1) Se k > —2, escolhendo as condigoes iniciais

segue-se que

0) = /2 0) = e <0
= e - .
o m o e
Como (4.31) tem a solugao u(s;) = —4/k para algum s; > 0, com
k 4 — k2
seno(sy) = *uls) = <1,
u(s1)? —4 2
‘ k
lim seno(s) = lim S

u—+00 u—+oo /2 — 4 ’

temos que o(s) tem um minimo local em s;. Portanto, a curva perfil v rotaciona
no sentido positivo para s > s;. Refletindo a curva em relagao ao eixo u, obtemos
uma curva do tipo sino (veja Figura 4.33).

Cy) Se k = —2, temos que u(0) = u,, =2 e

. . u—2
lim seno(s) = lim 4/ =0,
u—2+ u—27+ u—+ 2
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portanto, a curva perfil é perpendicular ao bordo {u = 2} do espago das 6rbitas.
E importante observar que

ul_l}gloo seno(s) =1,

e também
d(s) >0 para s>0.

A curva, juntamente com sua reflexao pela reta v = 0, é do tipo conico e o seu
desenho é dado na Figura 4.33.

C3) Se k < —2, escolhendo as seguintes condigoes iniciais
u(0) = uy, e v(0) =0,

resulta que
o(0) = 3r/2,  5(0)= 2 <o
’ k% —4
Isto significa que o angulo o(s) rotaciona no sentido positivo. Observe que a
equacao (4.31) nao tem solucoes em [u,,, +00) logo, a fun¢ao o(s) é sempre cres-

cente. Além disso, temos

I () = i ut+k ]
e S Y
Portanto existe s; > 0 tal que o(s;) = 27 e u(s;) = —k é minimo local para a

curva. Depois de refletida, a curva perfil sera do tipo folium como mostrado na
Figura 4.33.

D) Superficies de curvatura 0 < H < 1

Neste caso a equagao (4.29) é valida para u > u,,, onde

_ kH 4 \/4(1 - H?) +k?
Uy = T .

Observamos que
lim seno(s) =H < 1. (4.32)

u——+00

Escolhendo as condicgoes iniciais

temos:

D) se k > —2H,

(H? — 1)\/4(1 — H?) + k2
k+ H\/4(1 — H?) + k2

3

o(0) =7/2, a(0) =

k+ H\/4(1-H?)+k*>0& k> —2H.
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portanto, o angulo o(s) rotaciona no sentido negativo. Também, como (4.31) tem
solugdo u(s;) = (—4H)/k, para algum s; > 0, entdo para s > s; o angulo o
rotaciona positivamente. Observe-se também que

k+ Hu(sy) 4H? — k?

= = < 1.
sen o(s) OV 5

Refletindo a curva com respeito ao eixo u, obtemos uma curva do tipo sino limi-
tado.

D3) Se k= —2H, temos u,, = uy =2 e

lim seno(s) =0,
u—2+t
portanto, a curva é perpendicular ao bordo do espaco das érbitas. Além disso,

resulta que
. 2H
o(s) =
u—+2

ou seja, o(s) é sempre crescente. Podemos refletir a curva somente uma vez com

>0,

respeito a reta v = 0, obtendo uma curva do tipo conico limitado. Neste caso a
equagao (4.28) pode ser integrada explicitamente. Por exemplo, se a = 0 (caso
das superficies de rotagao), temos

dv H

du \/u+2)[(1- H)u+2(1+H2)|

e conseqiientemente

(w) = H (4—2(H2—1)u
v U v

D,) Se k < —2H, obtemos

+2¢/(u+2)[(1 — H2)u +2(1 + H2)]>.

(H? —1)/4(1 — H?) + k2

o(0)=3m/2 e ¢(0)= k+ H\/I(1— H?) + k2

logo, o(s) rotaciona no sentido positivo. Como (4.31) nao tem solugoes em (u,,, +00),
a funcdo o(s) é sempre crescente. Somando este fato a equacao (4.32), podemos
concluir que existe um s; > 0 tal que o(s;) = 27 e u(s;) = —k/H > u,, é minimo
local para a curva perfil. Podemos refletir a curva em relacao a reta v = 0, obtendo
uma curva do tipo folium limitado.

Acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5.5. Seja X C H? x R uma superficie helicoidal de CMC e seja v = $/Gy,
a curva perfil no espaco das orbitas. Entdo temos a sequinte caracterizacao de vy de

acordo com o wvalor da curvatura média H e da constante k:
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4)

B)

)

D)

Observacgao 4.5.6.

(H=0) - A curva perfil

A1) para k =0 é uma reta horizontal,

Ay) para k #0 ¢é do tipo catendria.

(H> 1) - A curva perfil é do tipo Delaunay. Além disso, se
B)) —2H <k < —2y/H? —1 ¢ do tipo ondularia,
By) k= —2H ¢ do tipo cicloidal,

Bs) k < —2H ¢ do tipo nodal.

(H=1) - A curva perfil

C1) para =2 < k < 0 ¢ do tipo sino,

Cy) para k = —2 € do tipo cOnico,

C3) para k < —2 € do tipo folium.

(0<H<1) - A curva perfil

Dy) para k > 0 ¢é do tipo catendria,

Ds) para —2H < k < 0 € do tipo sino limitado,

D3) para k = —2H ¢ do tipo cOnico limitado,

Dy) para k < —2H ¢ do tipo folium limitado.

1) Os desenhos das Figuras 4.32 e 4.33 sao feitos

seguindo o

estudo qualitativo do angulo o com respeito a métrica quociente do espaco das

orbitas.

Os desenhos das curvas perfil das superficie helicoidais com curvatura média 0 <
H < 1 sao parecidos com aqueles do caso H = 1 mostrados na Figura 4.33. De

fato, como em ambos os casos resulta que

lim seno(s) = H,
U— 00

a unica diferenca é que, se 0 < H < 1, o limite de o, para u que tenda ao infinito,

estd entre 0 e /2, em vez de 7/2 como para o caso H = 1.

Em [MO] estudamos as superficies helicoidais de H? x R, tomando como modelo

para o plano hiperbélico o disco de Poincaré de raio v/2.
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v
v 1
v A | \
‘ / }
7 \
=2 ||
|’ ~~~~~~~~~~ \,/l \\
\ __—"’\‘\ \
.’>‘=-=~\‘~ / u
\c_‘-/\\\—
|1 “~‘\\’,’ } U
A\ _-—””\\\ = =u ||
- N ]
\ \
\ \
! \
k< —-2H k=-2H k> —2H

Figura 4.32. Curvas perfil para superficies helicoidais de curvatura média H > 1.

k< =2 k=-2 k> -2

Figura 4.33. Curvas perfil para superficies helicoidais de curvatura média H = 1.



Capitulo 5

Superficies invariantes de curvatura
Gaussiana constante

Neste capitulo mostraremos um procedimento de redugao para determinar (local-
mente) as superficies de curvatura Gaussiana constante numa variedade de dimensao
trés, que sao invariantes pela acao de um subgrupo a um-parametro de isometrias do
espaco ambiente (veja [MO1], [MO2]). Aplicaremos este método para descrever as
superficies invariantes de curvatura Gaussiana constante de H? x R e do espaco de
Heisenberg Hj.

5.1 Introducao

Seja (N3, g) uma variedade Riemanniana de dimensao trés e seja X um campo de
Killing em N. Entao X gera um subgrupo a um-parametro Gx do grupo de isometrias

de (N7, g).

Seja f : M? — (N3, g) uma imersao duma superficie M em A. Dizemos que f
é uma imersao G x-equivariante e que f(M) é uma superficie G x-invariante de N, se
existir uma acao de G'x em M, tal que

flgr) =gf(x), Vo eM, VgecGy.

Uma imersao Gx-equivariante f : M? — (N3 g) induz em M? uma métrica Rie-
manniana, a métrica “pull-back”, chamada métrica induzida G x-invariante e denotada
por gy. Vamos supor que o espaco N /Gx seja conexo, para poder usar o Teorema da
Orbita Principal. Sabemos que f induz uma imersao f : M,/Gx — N,/Gx entre os
espacos das 6rbitas. Dotaremos N, /G x da métrica quociente g, que faz da aplicagao

105
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quociente 7 : N, = N, /Gx uma submersao Riemanniana. Temos o seguinte diagrama:

(M2,g;) —L1 (W2, 9)
M2JGy —Ls (N3/Gy, 7)

Daremos agora uma descricao local das superficies G x-invariantes da variedade N3,
Seja v : (a,b) C R — (N?/Gx, ) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
e : (a,b) C R — N3 um levantamento de v, tal que dr(5') = 7. Denotando por
ér, T € (—¢€,€), 0 fluxo local do campo de Killing X, temos que, a aplicacao

Vi (a,b) x (—e€) = NP, w(tr) = ¢ (3(1)), (5.1)

define uma superficie G y-invariante. Reciprocamente, se f(M?) é uma superficie G -
invariante imersa em A3, entdo f define uma curva em (N?/Gx, §) que parametriza-se
pelo comprimento de arco. A curva v é chamada curva perfil. Vamos enunciar agora o
seguinte resultado:

Lema 5.1.1. Seja ds? = E dt? 4+ 2F dtdr + G dr? uma métrica Riemanniana numa carta
local (t,1) de uma superficie M?. Vamos supor que os coeficientes E, F e G dependem
somente de t. Entdo, a curvatura Gaussiana de M pode-se escrever como:

"= _2\/Ec1—F2{\/E§,— FZ},’ o2

onde a apostrofe denota a derivada com respeito a t.

Vamos agora enunciar o resultado mais importante deste capitulo.

Teorema 5.1.2. Seja f : M? — (N3,g) uma imersio Gx-equivariante, v : (a,b) C
R — (N3/Gx, §) a parametrizagio pelo comprimento de arco de f e 5 um levantamento
de ry. Entao, a métrica induzida g5 € de curvatura Gaussiana constante K se, e somente

se, a funcao w(t) = || X (7(t))|y satisfaz a sequinte equacdo diferencial
d2
ﬁw(t) + Kw(t) = 0. (5.3)

Demonstragdo. A superficie f(M?) pode ser localmente parametrizada, usando (5.1),
por Y(t,r) = ¢.(7(t)). Portanto, a métrica induzida reescreve-se como gy = Edt* +
2Fdtdr + Gdr?, onde
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Como as curvas r-coordenadas sao as oOrbitas da acao do grupo a um-parametro de
isometrias Gx, os coeficientes da métrica nao dependem de r. Observamos que, sendo 7
o levantamento de  com respeito a submersao Riemanniana 7, resulta que dm (1) = +/
e dm(¢,) = 0. Seja e um campo unitdrio tangente & superficie e horizontal com respeito
a 7. Como dm(1);) =+ tem norma 1 e 7 é uma submersao Riemanniana, entao 1; pode
ser decomposta da seguinte maneira:

Ur

F
wt —g(wt;%)m +e= 51/% +e.

Calculando a norma temos que
EG — F? =G = w(t)’.

Logo, do Lema 5.1.1, temos que a curvatura de Gauss da superficie f(M) pode ser

escrita como )
=iyl
w(t

0 que termina a prova. O

~—

Y

~—

Integrando a (5.3) temos o seguinte coroldrio:

Corolario 5.1.3. Seja f : M? — (N3,g) uma imersio Gx-equivariante tal que a
métrica gy induzida em M? seja de curvatura Gaussiana constante K. Entdo a norma
w(t) do campo de Killing X, ao longo do levantamento da curva perfil,

e para K =0 ¢ dada por

w(t) = et + co, cl,co € R;

e para K =1/R?* > 0 ¢ dada por

w(t) = ¢y cos(t/R) + cosen(t/R), 1,00 € R;

e para K = —1/R* < 0 € dada por

w(t) = ¢, cosh(t/R) + ¢y senh(t/R), c1,co € R.

Na proxima secao mostraremos que a curva perfil de uma superficie G x-invariante
pode ser parametrizada em funcao de w. Logo, usando o Corolério 5.1.3, podemos dar
uma parametrizacao explicita da curva perfil.

Observagao 5.1.4. Seja (M3, g) = R? munido da métrica canonica. Entdo os campos
de Killing geram translagoes ou rotacoes. No caso das translacoes o espago quociente
R?/Gx é R? com a métrica “flat” e a funcdo volume w é constante. Logo, da equacio
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(5.3), cada curva no espaco das 6rbitas gera um cilindro que tem curvatura Gaussiana
ZEro.

No caso das rotacoes podemos assumir, sem perder a generalidade, que o eixo de
rotacao seja um eixo coordenado, por exemplo z. Logo, o campo de Killing é

e 0 espaco quociente é dado por
R*/Gx = {(z,y,2) €eR® : y=0, x>0}

com a métrica “flat”. Seja y(t) = (u(t),0,v(t)) € R?/Gx a curva perfil de uma superficie
G x-invariante, que vamos supor parametrizada pelo comprimento de arco. Entao, a
norma de X restrita a curva perfil é w(t) = u(t). Usando o Coroldrio 5.1.3, achamos as
parametrizacoes classicas das superficies de rotacao de curvatura Gaussiana constante
(veja por exemplo [CGJ), ou seja:

e se K =0, entao a superficie é parte de um plano, de um cilindro ou de um cone.

e Se K <0, as curvas perfil sao

1.5

0.2 0.40.60.8 1 0.5 1

Tipo hiperbélico Tipo conico Tractriz
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e Se K > 0, as curvas perfil sao

1.5

-1.5] -1

Tipo fuso Tipo barril

5.2 Superficies invariantes de H* x R

Nesta se¢ao usaremos o Teorema 5.1.2 para descrever (localmente) todas as superficies
G-invariantes de curvatura Gaussiana constante do espaco (]HI2 x R, g), onde G é um
grupo a um-parametro de isometrias. Seja portanto G um dos grupos entre aqueles
descritos na Proposic¢ao 4.2.15 e seja v = (u(s),v(s)) uma curva do espago das 6rbitas
B = (H? x R)/G, parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto, munindo B da,
métrica orbital g, temos que

g, = f]nul2 + +2g12u'v" + 5227)/2 =1,
onde a apostrofe denota a derivada com respeito a s.

Lembrando que w denota a norma do campo de Killing X que gera o subgrupo a
um-parametro GG, podemos dar a seguinte descricao local das superficie G-invariantes
de (H* x R, g):

Teorema 5.2.1. Sejay(s) = (u(s),v(s)) uma curva no espaco das orbitas (H* xR/G, §)
parametrizada pelo comprimento de arco, que ¢ a curva perfil de uma superficie G-
invariante de (H? x R, g). Entdo:

o se G = (4, o espago das orbitas é (]HI2,gH) e, como w = 1, qualquer curva para-
metrizada pelo comprimento de arco é a curva perfil de um cilindro G4-invariante
de curvatura Gaussiana zero;

o se G = (g, 0 espacgo das orbitas e métrica quociente sao:

du? dv?

_ 2 . ~
B—{(U,U)ER U>0} € g—m F



110 5. Superficies invariantes de curvatura Gaussiana constante

Neste caso a curva perfil parametriza-se da sequinte maneira:

(s) /s a?w? ( ww' )2
u(s) = 1— | —— dt;
W\ w2 =2 w2 — 12

v(s) = |a|/Vw? — b2, a,beR.

Para a =1 e b= 0, temos as superficies Go-invariantes.

o Se G = (34, entdo o espaco das orbitas e métrica quociente sao dado por:
du? dv?

sen?(u) Tz + b?sen?(u)’

B={(u,v) ER* : 0<u<7} e §=

Neste caso a curva perfil parametriza-se da sequinte maneira:

u(s) = arcsen <|a|/\/w2 - b2> : a,beR

0= \/ pE e e K

Quando a =1 e b =0, temos as superficies Gs-invariantes.

o Se G = Gy, entdo o espaco das orbitas é
B={(u,v) €R* :u > 2},

com métrica quociente dada por

du? (u? — 4) dv?
+ .
u? —4  u?+4(a®-1)

g=

A curva perfil pode ser parametrizada como:

u(s) =2vVw? + 1 — a?, acR

v(s) = /S: \/w2w—2 a? [1 B (w? — a2()?)52,)i 1 —a?) dt.

Quando a = 0, temos as superficies G5-invariantes.

Demonstracdo. A demonstracao segue diretamente da expressao de w e da métrica quo-
ciente. Faremos os calculos explicitamente, apenas para o caso do grupo Ga4. O campo
de Killing que gera a algebra de Lie do grupo Gy é

0 0
X—a%‘i‘b&, CL,bER.
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Um conjunto de funcoes invariantes é dado por

u=bxr —az;
v=y>0.
Conseqiientemente, temos que

du? dv?

— 2. s
B—{(U,U)ER .U>O} e g—m+7

Seja v = (u(s),v(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco no espago B.
Entao, o quadrado da norma (em relacao a métrica g) do campo de Killing X ao longo

do levantamento de ~y é
a? + b*v?

o = x| = (5.4
Logo, da equacdo (5.4) resulta
v(s) = 7|a|
VoI — 12
e como o o
WL WP
a? + b%v? v?
integrando, achamos a expressao desejada para u(s). a

Seja agora v a curva perfil de uma superficie G-invariante de H? x R de curvatura
Gaussiana constante. Entao podemos obter a parametrizagao explicita de vy substituindo
no Teorema 5.2.1 a expressao correspondente da funcao w, de acordo com o valor da
curvatura de Gauss K, como foi descrito no Corolario 5.1.3.

Por exemplo, no caso das superficies G*,-invariantes de (H* x R, ¢g), para alguma
escolha de w temos:

1) se K =0, escolhendo w(s) = s, a curva perfil tem a seguinte parametrizacao:

v(s) = (2Vs? +1,Vs? + 1);

2) se K =1, escolhendo w(s) = cos s, a correspondente curva perfil é

V2 cos? s

sen s
s) = (2Vcos? s + 1, ———— arctan <7>>,
v(s) ( CoSs § Veos?s + 1

3) se K = —1, escolhendo w(s) = cosh s, obtemos

y 2
_ /o h2 /
v(s) = (2 cosh” s + 1,/0 P dt).

Na Figura 5.1 tem-se os desenhos (de uma parte) das correspondentes superficies de
rotacao. Observamos que a superficie de curvatura Gaussiana K = 1 é compacta.
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Figura 5.1. Superficies de rotacao para K =0, K =1 e K = —1, respectivamente.

5.3 Superficies invariantes do grupo de Heisenberg
H;

O espago de Heisenberg H3 é um grupo de Lie de dimensao trés representado em
Gl3(R) por

onde x,y, 2z € R. A estrutura de grupo de Hj é dada por
hxh' = (x,y,2)« (', y,2")=h+n + Lh)- N,

onde
0

0
0

0
Lh)y= | 0

vy O O

Yy
2

Dotamos H3 da métrica invariante a esquerda dada por
2 2 2 1 1 2
ds® =dx* + dy” + (iydx — ixdy + dz) .
O grupo das isometrias de (Hs3, ds?) tem dimensdo quatro e, como vimos no Capitulo 4,
¢ maxima para uma variedade de dimensao trés de curvatura seccional nao constante.

Em particular, temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.1 ([FMP],[Pi]). A dlgebra de Lie das isometrias infinitesimais do
grupo (Hs, ds*) admite a sequinte base de campos de Killing:
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_ yo
Xe= 5 " 50y
w2
X4:—y%+xagy.

De acordo com [FMP)] os subgrupos a um-parametro do grupo de isometrias Jsomy(Hs, ds?)
podem ser divididos em duas familias:

1) os subgrupos a um-parametro gerados por combinagoes lineares do tipo:
a1X1 + a2X2 + CL3X3 + bX4,

com b # 0. Estes subgrupos sao de tipo helicoidal. Se a; = 0 para i € {1,2,3},
obtemos o grupo compacto SO(2) gerado por Xy;

2) os subgrupos a um-parametro gerados por combinagoes lineares dos campos X,
X,y e X3. Estes sao grupos de translacoes.

Uma superficie do espago de Heisenberg é chamada helicoidal ou de translagao se é
invariante pela agao de um grupo helicoidal ou de um grupo de translagoes, respectiva-
mente. Para descrever localmente as superficies G-invariantes de curvatura Gaussiana
constante de Hj, usaremos o seguinte Lema:

Lema 5.3.2 ([FMP]). Uma superficie de Hz que é invariante pela agcdo de um sub-
grupo a um-pardmetro de isometrias Gx, gerado pelo campo de Killing X =Y. a;X;, €
wsométrica a alguma superficie invariante pela acao de um dos sequintes grupos:

G17 G37 G43-

Com o mesmo argumento usado no Teorema 5.2.1, podemos dar a seguinte descricao
local das superficies G-invariantes de Hs.

Teorema 5.3.3. Seja v(s) = (u(s),v(s)) uma curva no espago das drbitas (H;/G, §)
parametrizada pelo comprimento de arco. Vamos supor que ela seja a curva perfil de
uma superficie G-invariante de Hs. Entao:

e se G = (', o espago das orbitas e a métrica orbital sao:
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Logo, a curva perfil parametriza-se da sequinte forma

o [ - B

e Se G = (3, entdo o espago das orbitas e a relativa métrica sao dados por:

B=R? e §=du®+dvi

Como w = 1, temos que qualquer curva parametrizada pelo comprimento de arco
é a curva perfil de um cilindro Gs-invariante de curvatura Gaussiana nula.

o Se G = Gyz € o grupo gerado por X4+ a X3, entao o espaco das orbitas é B =
{(u,v) € R® : u >0} e a métrica orbital é dada por:

4u? dv?

§ = du® .
g=au +4u2+(u2+2a)2

Conseqlientemente, a curva perfil parametriza-se como

u(s):\/Q(\/w2+2a+1—a—1), a€RT,

(5) /sw 2(w2+2a+1)%—(2a+1)w2—4a2—6a—2—w’2dt
v(s) = — :
50 2 (w?+2a+1)(Vw?+2a+1—a—1)2

Observe-se que para a = 0 temos as superficies SO(2)-invariantes.

Seja agora 7 a curva perfil duma superficie G-invariante de Hj que tem curvatura
Gaussiana constante. Entao a parametrizacao explicita de v pode ser obtida substi-
tuindo, no Teorema 5.2.1, a correspondente expressao da funcao w, de acordo com o
valor da curvatura de Gauss K, como descrito no Corolario 5.1.3.

Observacao 5.3.4. O caso das superficies SO(2)-invariantes de curvatura Gaussiana
constante foi estudado por Caddeo-Piu-Ratto em [CPR].



Apeéndice A

Geometria Equivariante

A.1 Grupos de transformacoes

Definigao A.1.1. Um grupo de transformacoes (G, M, $) que age numa variedade
diferencidvel M é determinado por um grupo de Lie G e uma aplicacao diferencidvel

p:GxM—> M,

denotado por ¢(g,z) = g - x, que satisfaz as duas condigdes seguintes:

i) Se e é a identidade do grupo G, entdo

e x=u, Ve € M;

ii) Se g,h € G, entdo
g-(h-z)=1(g-h)- =z, Vo e M.

Nesta definicao assumimos que a acao do grupo seja global, isto é que ¢ - x seja
definido para cada g € GG e cada x € M. Nas aplicacoes, porém, a acao de um grupo
pode ser definida s6 localmente, ou seja, para © € M, a transformacao ¢g - = é definida
somente para elementos g do grupo suficientemente proximos a identidade. Observamos
que a acao de G sobre M fornece a seguinte relagao em M

r~y&sdgeG,y=g-x.

E f4cil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia e que as classes de equivaléncia coincidem
com as Orbitas de G (veja a Defini¢do A.1.5). Denotamos por M/G o espago das
orbitas, que sera dotado da topologia quociente. Com esta topologia a projecao candnica
m: M — M/G (que leva cada x € M na sua érbita) é continua, e sendo ¢ continua, 7
¢ também aberta. Observamos que o espaco das érbitas nao é, em geral, uma variedade,
e nem sempre ¢ um espaco de Hausdorff.

115



116 A. Geometria Equivariante

Definicao A.1.2. Dada uma acao de um grupo de Lie G numa variedade M, o subgrupo
de isotropia do ponto x € M é

G,={9€Glg-z=z}CGqG,

ou seja, consiste de todos os elementos do grupo que fixam x.

Sendo G, um subgrupo fechado de G, G, é um subgrupo de Lie. Se g -z = y, entao
o grupo de isotropia de y é conjugado ao de z, ou seja, G, = ¢+ G, - g~'. Um grupo
de transformacoes age livremente em M se todos os subgrupos de isotropia sao triviais,
G, = {e} para cada = € M. Isto significa que, para e # g € G, temos g -z # «
para cada x € M. A acao é localmente livre se isto vale para todos os g # e em uma

vizinhanca da identidade e.

Definigao A.1.3 ([P]). Uma a¢do ¢ de um grupo de Lie G sobre M é chamada prdpria
se a aplicacao

GXM—>MxM
(g,.’L’)'—)(g.’E,ZL')

é prépria (isto é as imagens inversas de subconjuntos compactos sdo conjuntos compac-
tos).

Observacao A.1.4. Se G é compacto, entao ¢ é uma acao propria. Também as acoes
Riemannianas (G subgrupo fechado de Jsom(M, g)) sao préprias.

Definicao A.1.5. Para uma acao global, a drbita do ponto x € M é o conjunto de
todas as imagens de x:
G(z) ={g-z|lg € G}.

Observamos que se GG é conexo, as suas Orbitas sao conexas.

A.2 Subconjuntos invariantes e funcgoes invariantes

Definigao A.2.1. Seja G um grupo (local) de transformagoes numa variedade M. Um
subconjunto S C M é dito G-invariante se g - x € S para Vg € G e Vx € S (supondo
que g - x seja definido no caso de uma agao local).

Uma 6rbita de um grupo de transformacoes é o menor subconjunto nao vazio e
invariante. Claramente, um subconjunto S C M é G-invariante se, e somente se, é uniao
de orbitas. A acgao do grupo é chamada transitiva se existe s6 uma Orbita; portanto,
assumindo que o grupo aja globalmente, para cada x,y € M existe ¢ € G tal que
g-x =1y. Um ponto fixo é uma érbita de dimensao zero; para acoes de grupos conexos
é também verdade a reciproca: cada érbita zero-dimensional é um ponto fixo. A acao
de um grupo é semi-reqular se todas as suas érbitas tém a mesma dimensao.
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Proposicao A.2.2 ([O1]). Um grupo de Lie r-dimensional age localmente livremente
numa variedade M se, e somente se, as suas orbitas tém a mesma dimensao r, igual a
de G.

Um invariante de um grupo de transformacoes é uma funcao a valores reais cujos
valores nao sao afetados pelo grupo. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao
geral:

Definicao A.2.3. Seja G um grupo de transformacoes que age sobre M. Um invariante
de G é uma fungao a valores reais ( : M — R que satisfaz ((g - ) = ((z) para cada
r € MegeG. Ouseja, ( é constante nas érbitas de G.

Definigao A.2.4. Seja {(i,...,(x} um conjunto de fungoes diferencidveis a valores
reais em uma variedade M, com um dominio de definicao comum. O conjunto é dito
funcionalmente dependente se para cada xy € M existe uma vizinhanca U de x; e uma
funcao diferencidvel F'(yi,...,yx), ndo identicamente nula em qualquer subconjunto
aberto de R”, tal que

F(Cl(x)a .- 7<k(x)) = 0, Vo e U.

As funcoes sao chamadas funcionalmente independentes se nao forem funcionalmente
dependentes, restritas a qualquer subconjunto aberto de M.

Temos o seguinte resultado:

Teorema A.2.5 ([O]). As fungoes (,...,( : M™ — R sdo funcionalmente depen-
dentes se, e somente se, a matriz (k x m) dada por (0¢;/0x;) tem posto < k — 1 para

cada v € M.

Um problema fundamental é a determinagao de todos os invariantes de um grupo
de transformacoes. Note que, se (i(x),...,(x(x) sdo invariantes e F(yy,...,yx) é uma
fungao qualquer, entao ((x) = F(((x), ..., ((x)) é também invariante. Portanto, basta
achar um conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes, pois qualquer
outro invariante pode ser escrito como uma funcao destes invariantes fundamentais. O
nimero de invariantes (locais) independentes é completamente determinado pela di-
mensao das orbitas, como mostra o seguinte resultado:

Teorema A.2.6. Seja G um grupo de Lie que age semi-reqularmente numa variedade
M™ de dimensao m, tal que suas orbitas sao s-dimensionais. Para cada x € M, existem
m — s nvartantes locais funcionalmente independentes (i, ..., n_s, definidos em uma
vizinhanga U de x, com a propriedade que qualquer outro invariante local ¢ definido em U
pode ser escrito como fungao dos invariantes fundamentais, ou seja ¢ = F((1, ..., Gn_s)-

Demonstragao. Para a demonstracao veja [O] na pagina 86. O
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Assim como um grupo a um-parametro de transformacoes é gerado pelo fluxo de
um campo de vetores, em geral um grupo de Lie G de transformacoes que age numa
variedade M é gerado por um conjunto de campos de vetores em M, chamados gera-
dores infinitesimais do grupo (veja por exemplo [01]). Precisamente, se V € g gera o
subgrupo a um-parametro {exp(t V)|t € R} C G, entdo identificamos V com o gerador
infinitesimal V do grupo a um-parametro de transformagoes:

~

re€Mm—exp(tV)- x.

Os geradores infinitesimais da acao do grupo sao obtidos por diferenciacao:

d A R
V(z) = %(e:rp(tV) . x)|t:0, reM, Veg,

onde g é a algebra de Lie de G. Notamos que, caso G seja um subgrupo fechado de
Jsom(M, g), os geradores infinitesimais sdo campos de Killing em M. Daremos agora
o seguinte critério para a invariancia de uma funcao a valores reais:

Teorema A.2.7 ([O1]). Seja G um grupo de transformacoes conexo que age numa
variedade M. Uma fungao ¢ : M — R é G-invariante se, e somente se,

V(¢) =0, para todos os x € M, (A1)

e cada gerador infinitesimal V € g de G.

Portanto, de acordo com este teorema, os invariantes ((x) de um grupo a um-
parametro com gerador infinitesimal

V:Zﬁl(x) 0 r= (2, ..., 2™),

— Oxt’
satisfazem a seguinte equacao diferencial parcial linear, homogénea, de primeira ordem:
m
o
;g (%) (A.2)

As solucoes de (A.2) sao obtidas com o método das caracteristicas. Substituimos a EDP
(A.2) pelo sistema caracteristico de equagoes diferenciais ordinarias dado por

dat dz? dz™
1$ - 235 == (A.3)
¢Hx) () §m(x)
A solucao geral de (A.3) é da forma
G(x) =ci,s G () = e,
onde ¢; sao constantes de integracao e as funcgoes (i,...,(, 1 formam um conjunto

completo de funcoes invariantes funcionalmente independentes do grupo a um-parametro
gerado por V.
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A.3 Técnica de reducgao

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) sobre a qual age um subgrupo
fechado G' (nao necessariamente compacto) do grupo das isometrias de (M, g). Como
o grupo das isometrias Jsom(M, g) é um grupo de Lie (veja [MS]), e G é fechado,
temos que G é um grupo de Lie que age sobre M por isometrias. Para v € M, o
grupo de isotropia G, é compacto ([KN]) e o espago quociente G/G, é difeomorfo a
6rbita G(x). Sejam x e y pontos de M. A érbita G(y) é do mesmo tipo da G(x) se
os correspondentes subgrupos de isotropia sao conjugados em G, ou seja, se existe um
elemento g € G tal que G, = gG,¢ . Uma 6rbita G(z) é dita principal se existe uma
vizinhanga aberta U C M de z tal que todas as érbitas G(y), y € U, sejam do mesmo
tipo de G(x). Denotamos por M, o conjuntos dos pontos regulares, ou seja, dos pontos
que pertencem as érbitas principais. Se M /G é conexo, usando o fato de que as acoes
Riemannianas sao préprias, do Teorema da orbita principal ([P], [PT]) temos que as
6rbitas principais sao todas difeomorfas e o conjunto M, é aberto e denso em M. Além
disto, o espago quociente M, /G é uma variedade diferencidvel conexa e a aplicagio
quociente 7 : M, — M, /G é uma submersao. O espaco M, /G pode ser dotado de
uma métrica Riemanniana, a métrica quociente, que faz da aplicacao quociente m uma
submersao Riemanniana. Sabemos (veja por exemplo [O]) que a parte regular do espago
das 6rbitas M, /G pode ser localmente parametrizada por fun¢oes invariantes obtidas a
partir dos campos de Killing da algebra de Lie g.

Teorema A.3.1 (Teorema da Métrica Quociente [HH1]). Seja {(i,...,(4}, d =
dim(M.,/G), um conjunto completo de fungoes invariantes (locais) que parametrizam

U/G C M, /G, onde U é um conjunto aberto G-invariante de M,. A métrica quociente

g em M, /G ¢é dada por
d

g=Y_ hdG®dg,
ij=1
onde

(h7) = (hi))™",  hiy = g(VG, V),
e V € o operador gradiente em (M, g).

Lembramos a seguinte:

Definicao A.3.2. Sejam (G, M,pu) e (G,N,v) grupos de transformagoes. Entao a
aplicagao

o:M—=N
é chamada G-equivariante se p(gz) = g¢(x), paracadaz € M e g € G.

Vamos supor agora que (M™, gr) e (N™, gn) sejam duas variedades Riemannianas
e G um subgrupo fechado do grupo das isometrias de M e N. Seja

o:M—=N
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uma imersao isométrica G-equivariante e vamos supor também que o tipo de Orbita
principal seja 0 mesmo para as duas agoes. Isso nos garante que ¢ induz uma imersao
isométrica ¢ nas partes regulares dos espacos quocientes, se M,./G e N, /G possuem a
métrica da submersao. Temos entao o seguinte diagrama:

M, —2 N,
w’l wl < Sub. Riem.
M, /G —2 N,/G

De agora em diante, sendo que a andlise é local, identificaremos M com a sua imagem
©(M) C N. Paraum dado ponto x € M, C N,, seja H = G, o subgrupo de isotropia de
x. Entao cada orbita principal é uma variedade Riemanniana GG-homogénea difeomorfa
a G/H. Fixada uma métrica Ady-invariante na algebra de Lie g de G, consideremos a
seguinte decomposicao ortogonal de g com respeito a esta métrica:

g=hoh,
onde b é a dlgebra de Lie de H e h* é identificado com Ty (G/H) através da bijecio

d
Xeh = Xpg:= %{GXP(tX) - H 0.

Isto nos permite introduzir uma métrica G-invariante em G/H. Consideremos uma base
ortonormal {V4,...,V.} do espaco b=, ¢ = dim(G) — dim(H). Estes vetores induzem os
seguintes campos de Killing linearmente independentes

d > .
Vily) = %{exp(t‘/;) Y} li=0, 1=1,...,c,

que geram O espaco tangente a orbita no ponto y € U, onde U ¢é uma vizinhanca
aberta de  em N,. Seja A(y) a matriz simétrica com entradas a;; = gy (Vi, V) e
w(y) = y/det(A(y)) a funcao volume da drbita G(y). O vetor curvatura média de ¢
pode ser expresso em termos do vetor curvatura média de ¢ e da fungdo w(y) como
mostra o seguinte resultado:

Teorema A.3.3 (Teorema de Reducio [BCH]). Sejam H e H os vetores curvaturas
médias de M, C N, e M,./G C N,./G, respectivamente. Entao

H = H — grad(lnw).

Se o grupo G é compacto, as érbitas sao compactas e temos:

Corolério A.3.4 ([HH1],[HL]). Seja V(y) o elemento volume de G(y), n um campo
de vetores G-invariante unitario e normal a M,, que deve ser horizontal. Seja n o
correspondente campo normal unitdrio a M, /G em N, /G. Entao

H(n) = H(f) — Da(lnV).

Vamos dar a demonstracao do Teorema A.3.3 de acordo com [FMP].
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A.3.1 Demonstracao do Teorema de Reducao

Seja m : E — B uma submersao Riemanniana. Os tensores de O’Neill de 7 sao
definidos por
AX,Y) = (Vn YU 4 (Vi YU) (A.4)

T(X,Y) = (VY)Y 4 (VoY) P, (A.5)

onde h e v denotam a projecao horizontal e vertical, respectivamente. Lembramos que
um vetor tangente de E, tangente em alguma fibra 7—1(b), b € B, é chamado wvetor
vertical da submersao e um vetor é horizontal se ele é ortogonal a fibra. O campo Y é
dito projetdvel se é horizontal e se para x,y € 7~ '(b) temos

dmy (Y () = dmy (Y (y))-

No caso em que 7 seja a aplicagao quociente dada por uma agdo Riemanniana (G, M, ¢)
na parte regular, entao projetavel significa horizontal e G-invariante. De fato, para cada
xr € Megée G sendo que mo g =, resulta

oy (V (9(2))) = drmo (¥ (2)) = dmy(o)(dga (Y (2))).

Portanto, lembrando que dm é isomorfismo se restrito a parte horizontal, podemos con-
cluir que Y (g(z)) = dg.(Y (x)).

Temos o seguinte:
Lema A.3.5. Se X ¢ um campo de vetores vertical e Y um campo projetavel, entdao
1) [X,Y] é vertical.
2) Se X for um campo de Killing, entao [X,Y] = 0.
Demonstragao. A demonstragao do item 1) deriva do fato que
drn[X, Y] = [dr(X),dr(Y)] =0,

sendo que X é vertical. Para o item 2) temos que, indicando por ¢; o fluxo de X (que
é uma isometria local), a derivada de Lie de Y em relacao a X é

(LxY)(p) = [X, Y](p) = lim L) = (F2)e¥ (@)

t—0 t

=0,  wlg)=p
pois o numerador é zero. De fato, temos que
dmyp(Y () — (dee)gY (q)) = dmyp(Y (p)) — d(m o ¢1)q(Y(q))
= dmy (Y (p)) — dmy(Y(q)) = 0,

onde na segunda igualdade usamos o fato de X ser um campo vertical e na iltima o fato
de Y ser projetdavel. Sendo Y (p) — (dp,)sY (¢) horizontal e dr um isomorfismo quando
é restrito a parte horizontal, pode-se concluir. O
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A seguir as propriedades bésicas dos tensores de O’Neill.
Lema A.3.6 ([FMP]).
1) A eT sao 2-tensores.
2) Eles intercambiam os espagos verticais e horizontais em cada ponto.

3) A(X,-) e T(X,-) sdo operadores anti-simétricos em T,E em relagdo ao produto
interno Riemanniano. Ou seja,

<AX,Y),Z>=—-<Y AX,Z) >
e similarmente para T .
4) Se X eY sao projetdveis entio A(X,Y) = —A(Y, X).

5) Se X eY sdo verticais entio T(X,Y) =T(Y,X).

Vamos supor agora que G seja um grupo de isometrias que age numa variedade M

de dimensao m, e sejam Hi,..., H; uma base ortonormal de campos projetaveis da
parte horizontal da submersao 7 : M, — M, /G, em alguma vizinhanc¢a G-invariante
do ponto x € M,. Sejam também Vi,..., V., ¢ = m — d, uma base local de campos de

Killing da parte vertical, no entorno de x. Os tensores de O’Neill, em termos desta base
numa vizinhanca de x, sao descritos pelo seguinte resultado:

Proposicao A.3.7.
1) A(H;, Hy) = 3[H;, Hj".
2) <T(V;,V;),Hy >= —sHy < V;,V; >.

Demonstra¢ao. Para demonstrar o item 1) observemos que
A(H;, Hy) = (Vg H;)" = [Hy, Hy)" + (Vi Hy)* = [Hy, Hj]” + A(H;, H;),
e pelo item 4) do Lema A.3.6 temos também
A(H;, Hj) = —A(H;, H;),
donde o afirmado.
Para o segundo item, usando o item 2) do Lema A.3.5 temos
Hk < ‘/;7‘/} > =< ka‘/;')‘/} >+ < W)VH;C‘/]' >
=<< V\/in,‘/} >+ < V;,V\/JH]C >
=—< Hk;V%V7+V\/J‘/; >
=-2< Hk,VVlV} >=-2< Hk,T(Vl,V}) >,

onde na tdltima igualdade usamos a equagao (A.5). O
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A préxima proposicao fornece as relagoes entre as conexoes V de M, V¥ das Orbitas,
V" de M, /G e os tensores de O’Neill, em termos da base especial usada acima. Iden-
tificaremos os campos horizontais com as suas respectivas projecoes.

Proposicao A.3.8. Temos que:

1) Vv.V; =T(V;, Vj) + Vi.Vj.
2) Vy,Hj =V V;=T(V;, H;) + A(H;,V;).

Demonstra¢ago. A demonstragao é conseqiiéncia direta das defini¢oes. Para o segundo
item usamos o fato de [V, H;] = 0. O

Aplicaremos estas equagoes ao nosso caso, resumido pelo seguinte diagrama
M, —5 N,
71"J( Wl < Sub. Riem.
M, /G —— N, /G

onde, lembramos, ¢ é uma imersao isométrica G-equivariante, G é um subgrupo fechado
do grupo das isometrias de M™ e N, os espagos M, /G e N, /G possuem a métrica
que faz das projegoes 7’ e 7w (respectivamente) submersoes Riemannianas. No que segue
consideraremos sempre a restricao a parte regular M, e N,. Denotaremos por:

e « e « a segunda forma fundamental de ¢ e ¢, respectivamente.

A, T os tensores de O’Neill para .
o A, T' os tensores de O’Neill para 7.
e V' a conexao de M™.

e V a conexao de N™.

V' a conexao de M, /G.

e V a conexdo de N, /G.

Também denotaremos por X' e X+ as projecdes tangente e ortogonal ao longo das
duas imersoes. Trataremos M, e M, /G como subvariedades contidas no espago ambi-
ente, sendo que os argumentos sdo locais. Sejam agora {Vi,...,V.} uma base vertical
de campos de Killing, que serao os mesmos para ambas as acoes, pois elas possuem o
mesmo tipo de érbita. A base de campos projetaveis horizontais serd decomposta em
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dois subconjuntos: o primeiro {Hj, ..., H¢} é constituido por f = m—c campos ortonor-
mais tangentes a subvariedade M, C N,. Observamos que as projecoes destes campos
também serdo tangentes a M,/G C N,/G. O segundo subconjunto {Hi1,...,Hq}
completa a parte horizontal, sendo que é constituido por campos ortogonais a M, (e
M, /G). Daremos a seguir uma proposi¢ao que relaciona a segunda forma fundamental
com os tensores de O’Neill.

Proposicao A.3.9.
1) Para1<i,j < f, A(H;, H;) = A'(H;, Hj).
2) a(Vi,V;) = T(Vi, V) = T'(Vi, V).
38) Para 1<4,j < f, a(H;, H;) = &(H;, Hj).

4) Para 1 <i< f, a(H;,V;) = a(V;, H;) = A(H;,V;) — A (H;, Vj).

Demonstracao.
1) Pela Proposicao A.3.7 temos que A(H;, H;) = %[Hl, H;]". Como a parte vertical é
a mesma devemos ter também A'(H;, H;) = 3[H;, H;]".

2) Calculamos, usando a Proposi¢ao A.3.8,
a(Vi, Vi) = (V. V)t = ViV = ViV
=TV, Vi) + Vi,V = T'(V,, Vi) = ViV
= T(‘/:La V]) - T,(‘/:ia V])J
pois as conexoes verticais coincidem.

3) O terceiro item deriva do fato de dm ser uma isometria restrita a distribuigao
horizontal e os tensores da segunda forma fundamental serem horizontais e normais
para campos de vetores horizontais e tangentes as subvariedades.

4) Usando a Proposi¢ao A.3.8,
a(Hi7 V}) = (VHzVJ)L = szV; - VIILVJ
= T(VJ= HZ) + A(Hlv V?) - 7—/(‘/}7 Hl) - AI(HiJ VJ)
= A(Hlv V?) - AI(HiJ VJ)
Para esta dltima igualdade, observamos que 7 (V;, H;) e T'(V;, H;) sao verticais e
<T(Vj,H), Vi >=— < H;, T(V;, Vi) >,
<T'(Vj, Hi), Vi >= = < H;, T'(V}, Vi) > .

Mas, pelo item 2) desta Proposigao, como H; é tangente a M e a(V},V}) é orto-
gonal a M, entdo T e 7' coincidem.
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Estamos agora prontos para demonstrar o Teorema de Reducao.

Demonstragao. Seja {X1,...,X.} uma base (local) vertical e ortonormal. Entao

c f

tra = Za(Xi, X;) + Z o H;, H;),

onde {H;} é a base horizontal descrita acima. Pelo item 3) da Proposicao A.3.9, o
segundo termo desta equacao é tra, logo basta calcular o primeiro termo. Observa-
mos que os tensores da segunda forma fundamental sao ortogonais as subvariedades
quando calculados nos campos tangentes, de forma que é suficiente calcular a projecao
de >°7 | a(X;, X;) na diregdo do campo normal Hy, para k > f. Lembramos a defini¢ao
da matriz A = (a;;) com componentes a;; = ga(Vi, V;) e w = (detA)/2. Seja agora
Vi= Doy isXs, entao a;; = Y70 asays. Seja Xy =30, aV;, onde (@) = ()t

Logo
> (X, X)) = Za” a(V;,V;).
i=1

,3,r=1

Calculando a projecao na direcao Hy, para k > f, e usando a Proposicao A.3.7, temos:

< Za(Xi,Xi),Hk > = Z aVa < a(Vj,V,), Hy >

=1 ,7,r=1

1 <~ .
=—3 Z a’o'"Hy <V, Ve >

',jﬂ“—l

=3 E Hka]rg aatr

]rl

= —5 Z ajTHkajr

7,r=1

1
= — < grad ln( det(aij));Hk >

donde o afirmado. O
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