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RESUMO

O objetivo do trabalho € o de analisar de forma matematicamente rigorosa dois problemas de
controle 6timo com restri¢des dadas por sistemas de equacdes diferenciais que incluem a equacdo
de transporte com renovacdo, bem como um conjunto de restricdes para a classe dos controles.
Tais sistemas modelam as dinamicas de populacdes de mosquitos (considerados em dois grupos:
individuos jovens, em fase aqudtica, e adultos) e suas interacdes com os recursos do meio ambiente
(alimentos, por exemplo); além disso, leva-se em conta o processo de maturacao da populacdo
jovem, a qual fica portanto estruturada por idade e cuja dindmica € governada por uma equacao
de transporte com renovagdo. Nestes problemas, as populagdes estdo submetidas a atuacdo de um
controle externo, um agente quimico por exemplo, que afeta as respectivas taxas de mortalidade,
modificando-as; no caso dos individuos jovens, tal atuacao pode depender do nivel de maturacdo
(idade) do individuo. O primeiro problema considera apenas a variagdo no tempo da populacdo de
adultos, enquanto que o segundo problema leva em conta também a sua distribui¢do espacial.

Em cada um desses problemas, mostra-se, sob certas condicdes, a existéncia de controle
Otimo, isto €, um controle que minimiza um dado funcional objetivo; obtém-se também as

correspondentes condi¢gdes de otimalidade que caracterizam tal controle 6timo.

X






ABSTRACT

The objective of this work is to analyze in a mathematically rigorous way two optimal control
problems with restrictions given by systems of differential equations including the transport
equation with renewal, as well as, a restriction set for the controls. Such systems model the
dynamics of mosquito populations (considered in two groups: young individual, in aquatic phase,
and adutls) and their interaction with the environmental resources (food material, for instance);
moreover, the maturation process of the population of young individuals is taken in consideration,
and thus it becomes age structured and its dynamics is governed by a transport equation with
renewal. In these problems, the populations are submitted to the action of an external control, a
chemical agent, for instance, which affects the respective mortality rates, changing them; in the
case of the young individuals, such action may depend on the individual maturation level. The
firs problem considers only the time variation of the adult population; the second problem takes in
consideration also its spatial distribution.

In each of those problems, it is shown that, under certain conditions, there exists optimal contra,
that is, a control minimizing a given objective functional; the associated optimality conditions

characterizing such optimal controls are also obtained.
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INTRODUCAO

Nesse trabalho fazemos andlises matematicas rigorosas de dois problemas de controle 6timo
associados a dois sistemas de equacgdes diferenciais que modelam as dinamicas de certas
populacoes de mosquitos (individuos jovens, em fase aqudtica, e adultos) e sua interacdo com
os recursos do meio ambiente (alimentos, por exemplo); além disso, a populacdo jovem estd
submetida a um processo de maturacdo de tal forma que € estruturada por idade.

Nestes problemas, as populacdes estdo submetidas a atuagdo de um controle externo, um
agente quimico por exemplo, que afeta as respectivas taxas de mortalidade, modificando-as; no
caso dos individuos jovens, tal atua¢do pode depender do nivel de maturagdo (idade) do individuo.

Nestas condi¢des, para descrever matematicamente tais problemas, sejam dados um tempo
final de interesse, 1" > 0, e a idade limite para a maturacio na qual os individuos jovens se tornam
adultos, [ > 0; denotemos @ = (0,1) x (0,7).

No primeiro problema de controle 6timo que consideraremos, € que neste trabalho serd
denominado de Problema 1, a populacdo adulta depende apenas do tempo, isto €, ela ndo
¢ estruturada por idade e nem se leva em conta sua distribuicdo espacial (ou seja, pode ser
considerada igualmente distribuida no espago). Assim, a questdo € a de encontrar o controle
externo, isto é, uma funcdo ¢ : () — R, e suas associadas populagdes jovem u : () — R e
adulta v : (0,7) — R, bem como a correspondente distribui¢do de recursos 7 : (0,7) — R, que

minimizam o seguinte funcional objetivo:

. Tl 1, 1 T 1 T
min G(a,u) + =pi1c”| dadt + =ps vedt + =ps3 redt (1)
o Jo 2 2" Jo 2" Jo

emqueG: (0,[)x R— R,G>0,p; >0,py > 0ep3 > 0sdodados com as varidveis sujeitas ao
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seguinte sistema de equagdes diferenciais, com condi¢des de renovagio e iniciais, que governam a

dindmica do problema e sdao andlogas aquelas apresentadas em Calsina e Elidrissi [6]:

ut(a, t) + ug(a,t) + mq(r(t))ula,t) + p(c(a, t))u(a, t) =0 (a,t) € Q,
v'(t) + ma(r(t))v(t) + p2(Li(c(a, t)))v(t) = u(l, ) te(0,7),
r'(t) — (g(r) — h(La(u,v)))r =0 t e (0,7),
u(0,t) = bu(t) te (0,7), 2)
u(a,O) uo(a) a € (0,1),
v(0) =
L 7(0) =

em que

I
L@ = [ a0
Lo(u,v)(x,t) :/0 u(a,t)Hy(a,t) +v(t)Ha(a, t)da,

e H, : Q — R,7 = 0,1,2, funcdes dadas. Além disso, os controles externos sdo restritos ao

conjunto:

U={vel>(@Q);n(a) <v(at) <v(a)}, 3)

em que 1,2 : [0,7] — R sdo fungdes limitadas dadas.

No sistema (2), destacamos o seguinte:

e como ja dissemos u, v € r representam, respectivamente, os individuos jovens, adultos e suas

fontes de alimentos;

® g, vy € 7y Sao, respectivamente, as populacdes iniciais de jovens, adultos e sua fonte inicial

de alimentos. Observe que os adultos ndo sdo estruturados por idade;
e my(r(t)) é ataxa de mortalidade dos jovens e mq(r(t)) dos adultos.

o i(c(a,t)) e pa(Ly(c(a,t)) sdo respectivamente as taxas de mortalidade dos jovens e dos

adultos causadas pelo controle externo.
e b > (0 é a taxa de fertilidade dos adultos;

e o funcional objetivo ndo € necessariamente convexo devido a funcdo G.

2



Introducdo

No segundo problema de controle 6timo que consideraremos, neste trabalho denominado de
Problema 2, a populacdo adulta continua a ser nao estruturada por idade, mas agora levaremos
em conta também os efeitos da sua distribui¢do espacial. Dessa forma, a questdo agora € a de
encontrar o controle externo, isto €, uma fungdo c : () — R, e suas associadas populagdes jovem
u: @ — Readultav: Q x (0,7) — R, bem como a correspondente distribui¢do de recursos
r:Qx (0,7) — R (observamos que de forma indireta r depende agora da posi¢do espacial e do

tempo), que minimizam o seguinte funcional objetivo:

. T l 1 ) 1 T ) 1 T )
min G(a,u) + =pic | dadt + =po vedxdt + =p3 redxdt 4)
o Jo 2 2o Ja 2o Ja

em que G, p1, p2 € p3 sd0 como antes, mas agora com as varidveis sujeitas ao seguinte sistema
de equacdes diferenciais, com condi¢des de renovagdo, iniciais e de contorno, que governam a
dindmica do problema e constituem uma generaliza¢do das equacdes apresentadas em Calsina e
Elidrissi (ver [6]):

w(at) +uala.0) + [ ) Ha(e 0o+ pa(@lufa,t) =0 (a.t) €Q

vz, t) — alAv(x, t) + mo(r)v(z, t) + pe(Li(c))v(z, t) = u(l,t) (x,t) € Qp,

ri(z,t) — (g(r) — h(La(u,v)))r(z,t) =0 (x,t) € Qr

u(0,t) = i B(z,t)v(x,t)dx te(0,7), )
u(a,0) = up(a) a € (0,1),

v(x,0) = vo(x) x €,

r(z,0) = ro(x) x € (),

v(z,t) =0 (x,t) € 00

Aqui @) é definido como antes e Q27 = Q x (0,7"); além disso,

I
Ly(c)(t) = /0 c(a,t)Ho(a,t)da,

Lo(u,0)(2,1) — /0 w(a, ) Hy(a, £) + o(z, £) Hy(a, £)da,

em que os H;, « = 0,1, 2, sdo como antes e também 0s controles externos sao restritos a0 mesmo

conjunto anterior:
U={vel(@);mn(a) <v(at) <(a)} (6)

3
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Observamos que em (5):

e estamos levando em conta a distribuicdo espacial dos individuos adultos, v através de
uma equacdo de difusdo com condi¢des de contorno do tipo Dirichlet homogénea, por
simplicidade; o« > 0 é o correspondente coeficiente de difusdo, o qual é considerado

conhecido;

e a taxa de fertilidade B(x,t) > 0 dos adultos pode depender agora do posi¢do espacial e do

tempo, como € realisticamente esperado.
e como antes, o funcional objetivo ndo € necessariamente convexo.

No presente trabalho, consideramos os problemas (1)-(3) e (4)-(6) do ponto de vista da andlise
matemadtica. Mais precisamente, sob hipdteses adequadas, dado um controle externo, provamos
inicialmente a existéncia e a unicidade de solucdes para os sistemas de equagdes diferenciais que
governam as populagdes. Usando tais resultados, consideramos os correspondentes problemas de
controle 6timo propostos e provamos rigorosamente a existéncia dos controles que minimizam os
funcionais respectivos. Neste processo, também caracterizamos tais controles pelas respectivas

condicdo necessdria de otimalidade.

Antes, porém, de descrever mais detalhadamente tais resultados, enfatizamos que existem
muitos trabalhos envolvendo a andlise de modelos que governam a dinimica de populacdes
estruturadas por idade; porém, ndo hd muitos trabalhos que consideram problemas de controle
associados a tais modelos.

Comentamos brevemente a seguir apenas alguns trabalhos que t€m relagdo mais direta com os

problemas que consideramos aqui.

e Como ja comentado o sistema (2) € basicamente o de Calsina e Elidrissi (ver [6]); porém, eles
estudaram apenas a dindmica das populacdes sem levar em consideracao aspectos de controle
6timo e nem distribuicdo espacial da populagdo. Tivemos que reanalisar o sistema e proceder
de forma técnicamente distinta das de [6] porque, para os objetivos do controle 6timo ,
diversas estimativas adicionais, inclusive algumas independentes dos controles considerados,

tiveram que ser obtidas.

e Barbu e Iannelli (ver [4]) estudaram um problema controle 6timo com um funcional
semelhante ao que consideramos, mas para um modelo de dindmica do tipo Gurtin-
MacCamy, constituido de uma equacdo escalar para populacdo estruturada por idade. Nao

sdo considerados casos de interacdo entre populacdes, nem a possibilidade de distribui¢do

4
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espacial como nos sistemas do presente trabalho. Contudo, ressaltamos que as técnicas aqui

empregadas sdo adaptacdes ao caso de sistemas daquelas utilizadas em [4].

e Anita et al (ver [2]) trabalharam em um modelo de controle 6timo para uma populagdo

estruturada por idade sem levar em conta, porém, a separacdo entre jovens e adultos.

e Em [3], Anita considera problemas de controle 6timo associados a modelos com estrutura
de idade e difusdo espacial ocorrendo na mesma equagdes escalar, isto €, ele ndo considera

sistemas e, em particular, efeitos de estrutura e difusdo ocorrendo em distintas equagdes.

Comentamos agora sobre os resultados matematicos apresentados no presente trabalho.

Para as provas da existéncia e unicidade de solucdes dos sistemas apresentados, bem como dos
seus sistemas duais associados e que serdo importantes para a andlise dos problemas de controle
6timo, utilizamos o teorema do ponto fixo de Banach aplicado em operadores e espacos funcionais
adequados. No caso dos sistemas do segundo problema, serd também importante a ultilizacdo de
alguns resultados de regularidade parabolica. J4 para a anélise do controle 6timo, serd fundamental,
além do teorema do ponto fixo de Banach, o chamado Principio Variacional de Ekeland. Como
j& observamos, tanto para a obtencdo da solu¢do 6tima quanto para as condi¢des de otimalidade,

adaptamos a metodologia utilizada por Barbu e Iannelli em [4].

A seguir descrevemos como este trabalho estd organizado:

No Capitulo 1, apresentamos as notacdes, os espacos funcionais e os principais resultados
que serdo utilizados nos capitulos seguintes. Dentre eles, destacamos o principio variacional de
Ekeland [8] e alguns resultados das teorias das equacdes diferenciais ordindrias, das equacoes
diferenciais parciais de transporte e parabdlicas.

A seguir, no Capitulo 2, estudamos o sistema de equacOes que governa a dinamica das
populacdes e o sistema dual associado ao nosso primeiro problema. Mais precisamente, nos
mostramos a existéncia e a unicidade de solug¢des para tais sistemas; para isso, usamos o teorema
do ponto fixo de Banach e alguns resultados acerca da teoria das equagdes diferenciais ordindrias
e do transporte. Além disso, obtivemos estimativas que serdo posteriormente uteis; em particular,
provamos que as solucdes sdo limitadas em uma certa norma de forma independente do controle
tomado no conjunto de restricdes do controle.

No Capitulo 3 provamos que o nosso primeiro problema, sobre certas hipdteses impostas ao
tempo T' e aos dados iniciais ug, € g possui uma tnica solucao 6tima; também a caracterizamos por
sua correspondente condi¢do necessdria de otimalidade. Para obter tais condi¢des de otimalidade,

usamos alguns resultados da andlise convexa acerca de cones normais e cones tangentes. Para

5
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existéncia de controle 6timo, utilizamos o teorema do ponto fixo de Banach e o Principio
Variacional de Ekeland. Observamos que a ultilizagcao deste ultimo resultado se justifica devido ao
fato do funcional que queremos minimizar ndo ser necessariamente convexo.

Passamos entdo, no Capitulo 4, ao estudo do sistema governando a dinamica das populacdes e
o sistema dual associado ao nosso segundo problema. Provamos para este problema propriedades
andlogas aquelas obtidas no Capitulo 2, ou seja, existéncia, unicidade, limitacdo e estimativas
em relacdo ao controle para as solugdes do sistema de populagdo e do sistema dual associado.
Recorremos a um resultado de regularidade parabdlica.

No Capitulo 6 provamos que o segundo problema de controle 6timo possui uma unica
solucdo e a caraterizamos com as respectivas condi¢Oes de otimalidade. As técnicas usadas serdo
semelhantes aquelas utilizadas no Capitulo 3, com a adaptagdo para equacgdes diferenciais parciais
parabolicas.

Para finalizar, no Capitulo 6, fizemos alguns breves comentdrios acerca dos resultados obtidos

e trabalhos futuros.



CAPIiTULO 1

NOTACOES E RESULTADOS
PRELIMINARES

Nosso objetivo neste capitulo € relembrar algumas defini¢des e resultados importantes para uma
melhor compreensao do texto. Na maioria dos casos ndo apresentamos demonstragdes, indicando

apenas as respectivas referéncias bibliograficas.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

Ao longo desse trabalho usamos as seguintes notagdes:

e ( representa (0,7) x (0,1). £ é um aberto limitado, de classe C? do R",n = 2,3 com
medida de Lebesgue |2 e fronteira Of2.

o V=(3%, ..., 37 ) representa o operador gradiente.
e A=>" 86—;2 representa o operador Laplaciano.
e |Vu| é anorma do vetor gradiente da fun¢do u = u(x).

Necessitamos também dos seguintes espagos funcionais:

e (C[0,T] é o espacgo das fungdes continuas em [0, 7] com valores em R. Denotamos por

C*[0,T] o espago das fun¢des ndo negativas de C'[0, T7.

e (C(Q)) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em (2.
Denotamos C°(Q) = C°(Q).
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LP(2) é o espago de Banach das (classes de) fungdes u de €2 em R mensurdveis (no sentido

de Lesbegue) e p-integraveis (p > 1) cuja norma € dada por
1
Julliey = ([ fule)Pdo)? 1 < p < o
Q

||| Lr () = esssup|u(z)], p = oo.
z€Q

L,.(Q) é o espago de Banach consistindo de todas as fungdes mensurdveis em () com norma

finita
1

mmwnggLMamwwww.

WmP(Q), com m € N, é o espago das fun¢des v € LP(2) com derivadas generalizadas de

ordem < m que pertencem a L*({2) e cuja norma é dada por

lullwms = > 1D ull o).

|| <m
Se p = 2, denotaremos, H™(Q) = W™2(Q).
H} () representa o fecho de C2°(Q2) em H'(12).

Seja B um espago de Banach com norma ||.||[p e 0 < T < oo. LP(0,7, B) é o espago
de Banach das fungdes v : [0,7] — B, mensurdveis tal que ¢t € [0,7] — |u(t)| s é

p—integravel (1 < p < oco) com norma dada por
T 1
Jullorm = ([ utt)de) 1< p < o
0
[ullzoo,r;m) = ess sup [lu(t)|[5, p = oo.
0<t<T

C([0,T]; B) é o espago de Banach das fungdes u : [0,7] — B continuas, com norma dada
por

Julloqomyen = mas @)z (L.

Dados dois espagos de Banach By, By com normas ||.|| 5, € ||.|| 5,, @ norma do espago produto

B = By x By sera dada por||.||z = ||.|5, + ||-I|5,-

8



Resultados Preliminares

Recordamos agora um teorema sobre imersdes de espacos de Sobolev, cuja demonstracao pode

ser encontrada por exemplo em [1].

Proposicio 1.1 (Sobolev). Sejam Q um aberto limitado do R", Q2 de classe C* e 1 < p < oo.

Entdo as seguintes imersoes sdo continuas:

a) Wmr(Q) — L1(Q),1<¢< nf—gm =p*, se mp < n.

b) WmP(Q) — L1(Q), 1 < g < oo, se, mp =n.

c) WmP(Q) — C*(Q), k <m — 5 < k+1, se mp>nondek éum inteiro ndo negativo.

Obs.: Note que escolhendo & = 0,m = 2ep = 2 em ¢), obtemos que H2(Q) — C(Q) —
L>(Q).

1.2 Alguns resultados de analise funcional e convexa

O teorema do ponto fixo de Banach

A seguir, temos o teorema do ponto fixo de Bancah, um outro resultado importante que

usaremos no decorrer do nosso trabalho.

Teorema 1.1 (Ponto Fixo de Banach). Sejam X um espaco métrico completo e T' : X — X uma

contragdo. Entdo 'I' possui um tinico ponto fixo.

Principio variacional de Ekeland

Agora enunciamos algumas defini¢des e resultados a cerca de funcionais semicontinuos
inferiormente. O principal deles € o Principio Variacional de Ekeland, que sera usado nos

teoremas de existéncia de controle 6timo. Para mais detalhes, ver em Figueiredo [8], p. 24.

Definicdo 1.1. Seja X um espaco topoldgico. Um funcional ¥V : X — R U {+oc} ¢ dito

semicontinuo inferiormente se Ya € R, o conjunto {x € X : ¥(z) > a} € aberto.

Proposicao 1.2. Em um espaco métrico X um funcional ¥ — R U {+oo} € semicontinuo
inferiormente se e somente se para toda sequéncia (x,) com lim, ,..x, = =xo tem-se
liminf, o ¥(x,) > ¥(xg).
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Teorema 1.2 (O Principio Variacional de Ekeland). Sejam (X, d) um espago métrico completo e
O : X — R U {+oc} semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entdo, dado qualquer

e > 0, existe u. € X tal que

O(u.) < infd(u)+euelX, (1.2)
D(u.) < P(u) +ed(u,u),Yu € X, comu # u.. (1.3)

Cones associados aos nossos problemas

Apresentamos algumas defini¢des e proposicdes sobre cones. Lembramos que U € o conjuntos

dos controles (ver (3) ).

Definicdo 1.2 (ver em Barbu e lannelli [4], p. 4). O Cone Tangente a U em u, denotado por
T.(U), é o conjunto de todos os v € L>(Q) tais que

u+elU, YAe(01). (1.4)

Proposicao 1.3 (ver em Barbu e lannelli [4], p. 12). O cone tangente possui a seguinte

caracterizagdo v € T,,(U) se e somente se , q.t.p. em @),

v(a,

t) >
v(a,t)

0, seu(a,t)="y(a) (1.5)
0,

IN

Definic¢io 1.3 (ver em Barbu [5], p. 20). O Cone Normal a U em u, denotado por N,(U), é o

conjunto:

N,(U) = {w ¢ L‘”(Q);/

wvdzdt < 0,Vv € Tu(U)} i (1.6)
Q

Proposicao 1.4 (ver em Barbu e Iannelli [4], p. 13). O cone normal N,(U) possui a seguinte

10
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caracterizagdo: w € N,(U) se e somente se , q.t.p. em Q),

w(a,t) >0, seu(a,t)="y(a)
w(a,t) =0, sey(a) <ula,t)<ya(a) (1.7)
w(a,t) <0, seu(a,t)=/(a).

Proposicao 1.5 (ver em Barbu e lannelli [4], p. 13). Seja U o conjunto dos controles e suponha

que w € L*(Q) satisfaca

Tl
/ / w(a, t)v(a, t)dadt + 6||v| 1) = 0,Yv € T,,(U). (1.8)
o Jo

Entdo, existe 0 € L>(Q) tal que |0] < 1e —w + d0 € N, (U).

1.3 A desigualdade de Gronwall

Enunciamos a seguir a desigualdade de Gronwall. Esta desigualdade serd muito util no decorrer

do nosso trabalho. Um demonstracio pode ser encontrada em [10].

Teorema 1.3 (Desigualdade de Gronwall). Sejam o, 5 : [ — R fungées continuas definidas num
intervalo I = [a,b) com a < b < 0o. Suponha que B(t) > 0,t € I, e que u : I — R é uma fungdo

continua que satisfaz

u(t) < aft) +/ B(s)u(s)ds

para todo t € I. Entdo,

u(t) < oft) + /ta(s)ﬁ(s)efstﬁ(’")drds.

Corolario 1.1. Nas mesmas condicoes do Teorema 1.3, suponha além do mais que « é crescente.

Entdo,
u(t) < aft)els A&,

11
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Revertendo o tempo, valem resultados similares:

Teorema 1.4 (Desigualdade de Gronwall para t < a). Sejam o, : I — R funcdes continuas
definidas num intervalo I = (b,a] com —oco < b < oo. Suponha que 5(t) > 0, t € I, e que

uw: I — R é uma fungdo continua que satisfaz

u(t) < aft) + /taﬁ(s)u(s)ds

para todo t € I. Entdo,

u(t) < aft) + /taa(s)ﬁ(s)efts Andr s,

Corolario 1.2. Nas mesmas condicdes do Teorema 1.4, suponha além do mais que « é decrescente.

Entdo,

u(t) < aft)eld A4,

1.4 Regularidade parabdlica

Agora enunciamos um resultado sobre regularidade parabdlica, que ¢ uma especializacdo de

um resultado mais geral que pode ser encontrado em Ladyzenskaja [13], p.180.
Teorema 1.5. Assuma

g € Hy(U), f € L*(0,T; L*(U))).

em que U é um aberto, limitado do R™ com fronteira suave. Suponha que v € L*(0,T; H}(U)),
comu' € L*(0,T; HY(U)), é uma solucdo fraca de

ut+LU:fa UTa
“=0 o x 0.7, (1.9)
u=gq U x {t =0},

em que L é o operador

n

Lu=— Z (a”(z,t)ug, )z + Z V' (z, t)u,, + c(z,t)u

ij=1 i=1

12
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e os coeficientes a , b, c satisfazem:

- Oa¥ 1 n 1
b',—.,€ L,.(Up),Ur=U x (0,T), —+ — = =, < 00,
c € Ly, (Ur), r < oocom

1

—+£:1,sen24,
17" 2q
——|—£:1,q>256n:3,
r 2q

r>4, q=2, sen =3,
r>2 q=2, sen=2.

Existem constantes positivas v e 0 tais que

oa¥

LY0,T,L>
e L0, T, 17 (U))

vy & <ay(z, )68 <0 ENE=(&,....6) € R".
i=1 =1

: . 0 : :
(Desta ultima condi¢cdo concluimos que o operador — + L é uniformemente parabdlico).

ot

Entdou € L*(0,T; H*(U)) N L>(0,T; HY(U)), v’ € L*(0,T; L*>(U)) e temos a estimativa

ess sup [lu(t)lmwy + lullzommwy) + 14|22z @)

0<t<T

< CUlflle2omse2wy + 9l mpwy),

em que C' é uma constante que depende apenas de U,T e dos coeficientes de L.

Observacao.: O Teorema 1.5 também pode ser demonstrado adaptando a demonstracdo de

Evans([7], p. 360.

1.5 Resultados sobre equacoes de transporte

Necessitamos de alguns importantes resultados acerca das equagdes diferenciais de transporte

e de equacgdes diferenciais ordindrias, as quais estdo fortemente relacionadas com as primeiras.

Comecamos recordando a defini¢ao de func¢des absolutamente continuas.

Definicao 1.4 (Funcdo absolutamente continua). Uma fungcdo F' : R — C é absolutamente

continua se para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que para todo conjunto finito de intervalos finitos

13
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(al, bl), ceey (CLN, bN),
N

> (bj—a;) <d= Z(F(bj) — F(ay)) <e. (1.10)

7=1
Mais geralmente, dizemos que F' é absolutamente continua em |a,b] se esta condigdo é satisfeita
quando todos os (a;,b;) estdo contidos em |a, b).

A prova do préximo teorema pode ser encontrada em Folland, p. 106 [9].

Teorema 1.6 (O Teorema Fundamental do Calculo para Integrais de Lebesgue). Se —oo0 < a <

b<ooeF :[ab] — C, entdo sdo equivalentes:

a) F' é absolutamente continua em |a, b).
b) F(z) — F(a) = [ f(t)dt para algum f € L'[a, b].
¢) F édiferencidvel q.t.p. em [a,b], F' € L'[a,b] e F(z) — F(a) = [ F'(t)dL.

Seja D um conjunto aberto do R"** e f : D — R" ndo necessariamente continua. O
nosso objetivo é encontrar uma funcdo x absolutamente continua em um intervalo real [ tal que
(t,x(t)) € D paratodot € I e

(1.11)

q.tp.emt € [0,7].

Defini¢do 1.5 (Condi¢des de Carathéodory). Seja D um conjunto aberto do R™™. Dizemos que
f D — R" satisfaz as condi¢coes de Carathéodory sobre D se [ é mensurdvel em t para cada x,
continua em x para cada t e para cada conjunto compacto U de D, existe uma funcdo integrdvel

my (t) tal que
|f(t, )| <my(t),(t,x) € U

Teorema 1.7. Suponha que D seja um conjunto aberto do R, f satisfaca as condigées de
Carathéodory sobre D e que para cada conjunto compacto U em D, exista uma fung¢do integrdvel

ky (t) tal que

[f(t,2) = f(&9)| < ku(@)]z = yl, (¢, %), (t,y) € U.

14
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Entdo, para todo (ty, x¢), existe uma vnica solugcdo x(t) de (1.11) passando por (to, xo).

Mais detalhes sobre o Teorema 1.7 podem ser encontrados em Hale [10], p. 30.

Um conceito de solucao para a equacao de transporte

Seja o problema

ug(a,t) + ug(a, t) + pla, t)ula, t) = f(a,t) (a,t) € Q
u(0,t) = b(t) te(0,7) (1.12)
u(a,0) = ug(a) a € (0,1)

onde @ = (0,7) x (0,1).

Definicao 1.6 (Um conceito de solucdo para o problema(1.12)). Dizemos que uma fungdo u : ) —

R é uma solugdo de (1.12) se:
(M) uwe L0, T,L0,1)).

(D) w é uma fungdo absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas t = a + ¢, onde c
é uma constante.

u(a+€,t+¢€) —u(a,t)
€

(I10I) 11_{1% = f(a,t) — p(a,t)u(a,t), g.t.p. em Q.

(IV) lim u(e,t +¢€) = b(t) g.t.p. em (0, 7).

e—0t

(V) lime o u(a+ €,€) = up(a) g.t.p. em (0,1).

Teorema 1.8. Seb € L>°(0,T), up € L'(0,1), u € L}, .([0,1)x[0,T]), f € L'(Q) e b, ug, i, f > 0,

loc

entdo o problema (1.12) possui uma tinica solug¢do ndo negativa.

Demonstracao: Observe que, se u for uma solucdo de (1.12), entdo, integrando ao longo das

retas caracteristicas, temos:

ug(a — t)e~ Jopla—trss)ds 4 fot e~ Joma—thrn)dT f(q ¢ 4 5 S)ds, sea >t
u(a,t) =
b(t — a)e Jo wlstmars)ds o (o= [Tulrizatn)dr (s ¢ — g 4 s)ds, se a < t.

(1.13)

15
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Note que u > 0.

Mostraremos também que, se u for dada por (1.13) , entdo v serd uma solucao de (1.12).

a) u € absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas. De fato,
Sea <t temost({) =6+t —ae

3
G1(E) = u(€, €+t — a) = b(t — a)e™ o mst-ata)ds | / e S Hrt=at £ (5 4 g 4+ 5)ds.
0

(1.14)

Por outro lado, se a > ¢, temos a(§) =+ a —te
§ d ¢ ¢ d
G(&) =ulE+a—1t,&) =upla—t)e” Jo mla—tts,s)ds o / e~ Js nla—t+7.7) "fla—t+ s, 8)ds.
0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo(Teorema 1.6), g; e g2 sdo funcdes absolutamente continuas.

Isso mostra (IT).
b) Prova de (IV) e (V).

Temos

u(e,t +¢€) = b(t)e” Jo ulstts)ds o / e )i AT £ ¢+ 5)ds
0

_ b(t)e* Jo p(st+s)ds +e Jo [L(T,t+‘l’)d‘l‘/ e fso ,u,(T,t+T)de(S7 t+ S)dS
0

Agora, como essas integrais sdo fungdes absolutamente continuas na varidvel €, segue que:

see — 0, .
/ p(s,t+s)ds — 0,
0

/ p(r,t+7)ds — 0,

0

/ e Ji HHTAT £(5 1+ 5)ds — 0,
0

mostrando (IV). A prova de (V) € andloga.
¢) Prova de (ITI)
Se a < t, entdo,
u(a+€,t+¢€) —u(a,t)
€

= A6+B€?
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onde
A b(t — a)e‘ 0a+5 u(s,t—a+s)ds _ b(t . a>e— Jo! n(s,t—a+s)ds
o €
1 € d a+d
[ P ,u(s,t—a—i—s)dsb t— ds
St )
1 ‘ —fa+§ (s,t—a+s)ds
= — [ pla+0,t+0)b(t —a)e o # ds
€Jo
€

. Jitees [T nrt—atndr £ ¢ — g 4 5)ds — Jo e S mntmed T (o — a4+ 5)ds

€

1 fod, [ .
_ Z/ %{/ o +6N(T,t—a+7')d‘rf(s’t_a+s)d$}d5
0 0

1 € u a+9d .
_ ! / —,u(a i 5, Fo 5)(27 s O (rt—atT)dr / efo y(T,t*aﬁ’T)de(S’t —a+ S)d8d5
0 0

€

T, / oI5 nrtmat)dr o[ priat )T £ 45t 4 6)dS
€ Jo

1 € a+0 "
T e / —p(a+96,t+9) / e I unt=atmdr £ ¢ — a4 s)dsdd
0 0

€

+ 1/f(a+5,t+5)d5
€ Jo

Dessa forma,
AE — _M(a’ t)b(t J— a)e_ foa /J'(S,t—(l-f—s)ds‘

B. = —p(a,t) / e~ T Bt £ (g ¢ 1 $\ds + f(a )
0

Logo,
Du(a,t) = —p(a,t)u(a,t) + f(a,t), sea < t.

Procedendo de maneira andloga, mostramos também que
Du(a,t) = —u(a,t)u(a,t) + f(a,t), sea > t.
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Portanto, (IIT) esta provado.

d) Prova de (I).
Temos:
Se0<t<l
t
/ (e, B)lda < 1bllsron + 1 o), (1.15)
0
l
/ fu(a, B)lda < luollz=p + I1flls@> (1.16)
t

donde segue que

l
/0 |u(a, t)|da < |[b]| =) + o]l L= 0.y + 2[1 fll 1)

Sel <t,

l
/ fu(a, Blda < Bl =p + 1/l 210
0

Logo, temos (I).

Portanto, o problema (1.12) possui uma unica solu¢do, a qual € dada por (1.13).

Observacao.: Outros problemas semelhantes a (1.12) podem ser encontrados em Anita [3].

Conceitos de solucao para as equacoes de populacoes e equacoes

duais (ou adjuntas)

A seguir explicamos o conceito de solu¢d@o para os sistemas que aparecem neste trabalho.
Definimos como solugo do sistema (2) uma funcéo (u,v,r) € L>(0,T, L*(0,1)) x C[0,T] x
C10,T) tal que:
a) u € uma fun¢do absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas ¢ = a + ¢, c constante
com:

i OOt @t i uat) + (ela, )ula, £, qp. em @,

e—0 €

18
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lim u(e, t +€) = bu(t) q.t.p. em (0,7)

e—0F

lim u(a + €, €) = up(a) q.t.p. em (0,1).

e—0t

b) v € uma func¢do absolutamente continua e

V() +ma(r(8))v(t) + pa(La(e(a, t))v(t) = ull, 1)

(1.17)
v(0) = vy
q.t.p. em (0, 7).
¢) r € uma funcao absolutamente continua e
r'(t) — (g(r) — h(La(u,v)))r =0
(1) = (9(r) = h(La(u.v)) .

r(0) =19
q.t.p. em (0, 7).

A seguir consideramos as chamadas equacdes adjuntas ou duais associadas aos problemas.

Equacoes duais:

Recordamos que o sistema dual (ou adjunto) associado é obtido reescrevendo o problema
de minimizag¢do com restricio como um novo problema de minimizagdo, agora sem restri¢des,
utilizando a ideia de multiplicadores de Lagrange (que no nosso caso correspondem as varidveis
duais (ou adjuntas ou varidveis de co-estado) e a introducdo da Lagrangeana associada ao
problema. As equagdes adjuntas sdo entdo obtidas igualando a derivada da Lagrangeana com
respeito a varidveis originais (as populagdes no nosso caso) a zero e usando a seguir operadores
adjuntos. Na pratica esta ultima etapa se realiza através de integracdes por partes. Para mais
detalhes ver Anita [3], p. 66. Como este procedimento € tedioso e relativamente padrdo nao

derivamos aqui tais equagdes; apenas colocamos os resultados finais.
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O sistema dual associado ao Problema 1 €é:

¢

qie(a,t) + quala,t) — (ma(r) + pa(e))qr(a, t) = W' (La(u, v))r Higs — Gy(a, u) (a,1) € Q,
g (t) — [ma(r) + pa(L1(c)]ga(t) = —bar (0,1) + ' (La(u, v))ras [y Ha(6,t)d0 — pov te(0,7),
q5(t) + [g9(r) + g'(r)r — M(La(u, v))]gs(t) = fy my(r)u(0, t)qi(6,8)d0 + miy(r)vge — psr t € (0,T),
a1 (l,t) = ga(t) te(0,7),
¢1(a, T) =0 a € (0,1),
3(T) =0,

g3(T) = 0.

(1.19)

Observacdo: Chamamos a ateng¢do que o sistema anterior tem condi¢des finais nulas no tempo
T. Estas condi¢des tém um papel relevante na andlise do problema uma vez que serd utilizada
integracdo por partes no tempo e esta nulidade de condi¢des finais das variadveis duais permitird a

eliminagdo de termos ndo conhecidos a priori.

Definimos como solugio do (1.19), uma fungio (g1, g2, q3) € L>=(0,T, L*(0,1)) x C[0,T] x
C10,T) tal que:

a) ¢; é¢ uma funcdo absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas ¢ = a + ¢, ¢ constante

com:
. qla+et+e) —aq(a,t) ,
lim ; = (ma(r) + pa(c))ar(a, t) + B (La(u, v))rHigs — Gy(a, u)
g.t.p. em @,

lim ¢1(l —€,t — €) = q2(t) q.t.p. em (0,7)

e—07F

lim ¢;(a —¢€,T —€) = 0q.t.p. em (0, ).

e—0t
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b) ¢» é uma fungdo absolutamente continua e

(1) — [ma(r) + i La())a(t) = —bas(0,8) + W(Lo(u, 0))ras [/ Ho(6,1)d8 — pov
@(T)=0
(1.20)

q.t.p. em (0, 7).

¢) g3 € uma func¢ao absolutamente continua e

gh(t) + [g(r) + ¢'(r)r = h(La(u, 0))]as(t) = [y mi (r)u(0,t)qs(0,£)d0 + miy(r)vgs — psr
g3(T) =0
(1.21)

q.t.p. em (0, 7).

Definimos como solugdo de (5), uma fungdo (u,v,7) € L*>(0,T,L'(0,1)) x
L([0, T}, HY(Q)) x C([0,T], L=(%) tal que:

a) u € uma fun¢do absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas t = a + ¢, ¢ constante

com:
lir% uatel +66) —u(e,t) = —[/ my(r(x,t))Hs(z, t)dx + pui(c(a, t))u(a, t), q.t.p. em Q
e— Q

lim u(e,t+¢€) = / B(z,t)v(z,t)dx q.t.p. em (0,7T)

e—0t Q
e

lim u(a + €,€) = up(a) q.t.p. em (0, 1).

e—0t

b) v € uma solucao fraca do problema:

v(x, t) — alv(z,t) + mo(r(x, t))v(z,t) + pe(Li(c(a, t))v(z, t) = u(l, t) (z,t) € Qr

v(z,0) = vo(z) x €

v(z,t) =0 (x,t) € O
(1.22)
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Ou seja, v € L>=([0,T], H}(Q)) com vy € L>([0,T], H*(2)) tal que

< v, ¢ >+ /Q Vu(x, t)Vo(x)dr + / [mo(r(x,t)) + po(Lr(c(a, t))]v(z, t)o(z, t)dx

Q

u(l, t)p(x, t)dx

Q

Vo € HY(Q) e q.t.p. em [0, T7.

c) r é absolutamente continua para cada = € () fixo e verifica:

ri(x,t) — (g(r(z,t)) — h(La(u(a, t),v(x, t))r(z,t) =0 (x,t) € Qp

(1.23)
r(z,0) = ro(z) z €l
q.t.p. em [0, 7.
Considere agora o sistema
(G0, 1) + qua(a, £) — [y ma(r) Hydz + p (0)]as (a, ) = [, B (Lo (u, v))r Hogsda
—Gy(a,u) (a,t) € Q
G2r(7, 1) + Aga (2, 1) — [ma(r) + p2(La(c)]g2(t) = —B(x, t)q:(0, 1)
o B (Lo (u, v))ras Ha (6, 1)d6 — pav (z,t) € Qrp
Gai(w, ) + [g(r) + g/ (r)r = h(La(u, 0)]gs(x,) = o m} (r)u(0, t)gr (0, )d
+mb(r)vge — psr (x,t) € Qr
a(lt) = [ @z, t)de 0,7)
¢(a, T)=0 € (0,1)
@z, T)=0 x €
ga(z,t) =0 (2,t) € O
| g3(z,T) =0 x € (),
(1.24)

Analogamente ao sistema anterior, definimos como solu¢do de (1.24), uma tripla de funcdes
(q1,q2,q3) € L=(0, T, L*(0,1)) x L>=([0,T], H}(Q)) x C([0,T], L>=(£2)) satisfazendo:
a) ¢; é¢ uma funcdo absolutamente continua ao longo das retas caracteristicas ¢ = a + ¢, ¢ constante

com:
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. a+et+e)—qla,t
h_r)ré il - )~ a(at) = [/ my(r)Hsdx + py(c)]qi(a, t) + / h'(Ly(u,v))rHaqzdz — Gy(a, u)
€ Q Q
g.t.p. em @,
lim ¢1(l — e, t —¢€) = / ¢ (x,t)dz q.t.p. em (0,7)
e—0t Q
e

lim ¢1(a —¢,T —€) = 0q.t.p. em (0, 1).

e—0t

b) g2 é uma solugdo fraca do problema:

Gar(w,t) + alga(z,t) — [ma(r) + pa(Li(c))]ga(t) = —B(x, t)q1(0,1)
g7, T) =0 reQ (1.25)
@2(z,1) =0 (z,t) € 07

¢) q3 é absolutamente continua para cada = € 2 fixo e verifica:

l

gse(2, ) + [9(r) + g/ (r)r — W(La(u, 0))]gs(x,t) = [y mi (r)u(®, t)qu (0, t)do

+mb(r)vge — psr (x,t) € Qr
QS(maT):O er?
(1.26)
q.t.p. em [0, 7.
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CAPITULO 2

ANALISE DOS SISTEMAS RELACIONADOS
AO PROBLEMA 1

Neste capitulo mostramos a existéncia, a unicidade e obteremos algumas estimativas para as

solucdes do sistema das populacdes:

ut(a,t) + ug(a,t) + my(r(t))u(a,t) + pi(c(a, t))ula,t) =0 (a,t) € Q,

V() +ma(r(t)o(t) + pa(Li(c(a, 1))o(t) = u(l, 1) t € (0,7),

r'(t) = (g9(r) = h(La(u,v)))r = 0 te(0,7),

u(0,t) = bu(t) te (0,7), (2.1
u(a,0) = ug(a) a € (0,1),

v(0) =

| 7(0) =
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Também obtemos resultados andlgos para o sistema dual associado (veja a Se¢do 1.5):

(

qu(a, 1) + qrala, t) — (ma(r) + p(e))qi(a, t) = h'(La(u, v))rHigs — Gy(a, u) (a,t) € Q,
@a(t) = [ma(r) + pa(La(€)))ga(t) = =1 (0,1) + ' (La(u, 0))rgs fy Ha(6,t)d0 — pyv te

(2.2)

Os principais resultados que utilizamos sdo o teorema do ponto fixo de Banach e a desigualdade

de Gronwall. No decorrer do texto, faremos uso das seguintes hipoteses:
(H1) 79, vo, p2, p3, > 0, b, p; > 0 sdo constantes e ug € L>(0,1) com uy > 0.

(H2) my, ma, p1, 2, h : R — [0,00) sdo fungdes de classe C? com my, ma, i1, o, h € suas
derivadas até a segunda ordem limitadas. Suas respectivas constantes de Lipschitz sdo

denotadas por k., ks, Ky s ks, Kns km/l, kmé, kufl, kué, k.

(H3) L, : U > Re Ly : L=([0,T], L}(0,1)) x C[0,T] = R

I
c(a,t)Ho(a,t)da, (2.3)

S— S—

La(e)(t)

l

Lo(u,v)(z,t) = [ wu(a,t)Hi(a,t) + v(t)Hs(a,t)da, (2.4)

em que Hq, Hy, H3 € L>(Q) com Hy, Hy, H3 > 0.

(H4) g : R — Rédeclasse C? com g, ¢', g” limitadas e existe uma constante d > 0 com:g(r) > 0,
se0 <r <deg(r) <0,ser > d. Denotamos por k,, k,, as constantes de Lipschitz de

g,9, 9", respectivamente. Considere também que 0 < r¢ < d.
(H5) G : (0,1) xR — R é mensurdvel em a, de classe C* emy com G > 0 e G, G, G, limitadas.
(H6) c € U, e v, > sdo fungdes mensurdveis com 0 < v1(a) < ya(a) < Ay, q.t.p. em (0,1).
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2.1 O sistema das populacoes

Nesta se¢do, mostramos que o sistema de populagdes (2.1) possui uma tnica solucdo; antes,

porém, provamos alguns resultados preliminares:

Teorema 2.1. Sejam 7 € C*[0,T] e o sistema

(ut(a t) + ug(a, t) + mi(7(t))u(a, t) + pi(c(a, t))u(a,t) =0 (a,t) € Q,
"(£) +ma(T(t))v(t) + p2 (La(cla, t))) v(t) = u(l,t) t€(0,7),
u(0,t) = bu(t) te(0,7), (2.5)
u(a,0) = ugp(a) a € (0,1),
v(0) = vy.

\

Com as hipéteses (H1), (H2), (H3) e (H6), o sistema (2.5) possui uma unica solugdo (u,v) €
X = L>(0,T,L'(0,1)) x CT[0,T].

Demonstracao: Utilizamos o teorema do ponto fixo de Banach com o operador
T7: X = X,

em que
X = L>(0,T,L*(0,1)) x C*[0,T)

e 7 é definido por 7(u, ) = (u,v) em que (u, v) é a solugdo do sistema:

(ut(a t) + ug(a,t) + my(7(t))u(a,t) + pi(c(a, t))u(a,t) =0 (a,t) € Q,
v'(t) +ma(F(2)v(t) + p2 (Li(c(a, 1)) v(t) = u(l, 1) te(0,7),
u(0,t) = bo(t) t€ (0,7), (2.6)
u(a,0) = up(a) a € (0,1),
v(0) = vy.

\

Das hipoteses, segue que a equagiio em u possui uma dnica solugdo em L>(0, T, L'(0,1)) com
u > 0 e absolutamente continua ao longo das retas caracateristicas ¢ = a + ¢ (ver o Teorema
(1.8) ). Substituindo essa solu¢do na equacdo em v, temos que esta possui uma unica solucao

v € C*[0,T]. Portanto o operador 7 estd bem definido.
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Agora, vamos mostrar que 7 possui um tnico ponto fixo para 7' = 77 com 7} suficientemente

pequeno. Integrando as equagdes de (2.6), obtemos

ug(a —t)e~ Il ma (7(t=0)+m(c(a—ot=0))do ga g > ¢
u(a,t) = (2.7)
bﬁ(t — CL)@_ fo’l m1(?(t—a))—i—ul(c(a—a,t—a))da) sea < t.

t
o(t) = voe o maFE) Ha(La(eNde | / u(l, o)e I maFE@) b (L (@)t gy 2.8)
0

Assim, dados 7(u1,71) = (u1,v1) e 7(Us, Ug) = (ug, v3), temos

|u2(a,t) — ul(a, t)' < bl@g(t — CL) — @l(t — CL)‘ < b||@2 — EIHC[O,Tl]; sea < t.

lug(a,t) —ui(a,t)] =0, sea > t.

Vamos considerar dois casos:
MHo<t<l.
Logo,

/0]u2(a,t)—u1(a,t)|da = /0|u2(a,t)—u1(a,t)|da+/t lug(a,t) — ui(a,t)|da

IN

t
/ bl[v2 — Villcprda < 611 [[vg — Viflcpmy)
0

do<li<t.

Temos

!
/ lus(a,t) — ui(a,t)|da < b1} |[vg — 51||C[07T1}.
0

Portanto,

|ug — | oo 0,101 0,0)) < 0T1]|D2 — il cpo,m)- (2.9)
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Por outro lado,
t
|’U2<t> — Ul(t)‘ S / ‘U,g(l,O') — ul(l,0)|d0 S leHEQ _ElHC[O,Tﬂ-
0
Ou seja,
|v2 — villco,m) < 0Th||D2 — U1l cpo,m)- (2.10)

De (2.9) e (2.10), temos

|ug — ]| oo 0,01 00)) + |2 — villcpo,m) < 01102 — 01| com)-

Portanto,

|7 (U2, U2) — 7(U1,01) || x < 0T ||(W2,D2) — (Ur, V1)l x.

Dessa forma, para 77 = -, 7 possui um tnico ponto fixo que € a solucao do sistema (2.5) em

1
25
[0, T}]. Repetindo este processo para intervalos do tipo [17, 271], [217, 3T1],...,(observamos que a
constante de contracdo em cada intervalo serd a mesma), concluimos que o sistema (2.5) possui
uma unica solugdo (u,v) em [0, 7.

O

Teorema 2.2. Seja o problema

r'(t) — (g(r) — h(L2(u,v)))r =0 t€[0,T],
r(0) = ro,

2.11)

onde (u,v) € X = L*>(0,T, L*(0,1)) x C*[0,T] é dado.
Considere as hipoteses (H1)-(H4). Entdo o problema (2.11) possui uma tinica solugdo

re Cl0,T] com0 <r <d.

Demonstracao: Segue do Teorema 1.7.
OJ

A seguir temos um resultado auxiliar que usamos na demonstracao da existéncia de solugdo

para o sistema de popilagdo.
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Teorema 2.3. Dado 7 € C[0,T], com 0 <7 < d, seja o sistema

ut(a, t) + uq(a,t) +mi(F(t))u(a, t) + ui(c(a, t))u(a, t) =0 (a,t) € Q,

v'(t) +ma(T(t))v(t) + p2(L(c(a, t))v(t) = u(l,t) te(0,7),

r'(t) = (9(r) = h(La(u, v)))r = 0 t€(0,7),

u(0,t) = bu(t) te (0,7), (2.12)
u(a,0) = ug(a) ae(0,0),

v(0) =

r(0) =

\

Com as hipoteses (H1)-(H4) e (H6), o sistema (2.12) possui uma tinica solu¢do. Além disso, sua

solugcdo (u,v,r) satisfaz, V(a,t) € Q, as seguintes estimativas:

u(a, t)] < 61, (2.13)
[u(t)] < 02, (2.14)
0<r(t)<d (2.15)
onde
61 = (14 0Te")||uol Lo (og) + b(L + bTe" )vg. (2.16)
e
b2 = (Te")||uol| Loy + (1 + The" )y, (2.17)

Demonstracao: A existéncia segue dos Teoremas 2.1 e 2.2. Observamos que (2.15) segue do

Teorema 2.2.Vamos provar as demais estimativas.
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Usando as férmulas integrais:

up(a — t)e= JomEt=o)tm(cla—ot-olds se g > ¢
u(a,t) = (2.18)
bv(t — @)e_ foa[m1(?(t—0'))+p,1(c(a—a,t—o‘))]do" sea <t,

t
v(t) = vee~ J§ ma(F(€)+p2 (L1 (c))dé +/ u(l,o)e” [y m2(F(©)+p2(L1(0))dE g, (2.19)
0

temos o seguinte

t
lu(l,t)] < bv0+b/ lu(l,o)|, sel <t
0

lu(l,t)] < |luollzoc(oy), sel >t
Consequentemente,
t
lu(l,t)] < bug + ||uo|| 0, —|—/ blu(l, o)|do, ¥Vt € [0, T].
0
Pela desigualdade de Gronwall,
fu(l, )] < (b + luo | =(00))e"™ . Ve € [0, ).
Dai, segue que
t
lv(t)| < v +/ lu(l, )| < v + (bvg + |Juol| (o)™ T, Vt € [0, T). (2.20)
0
Por outro lado,

lu(a,t)| < |bv(t —a)l|, sea <t (2.21)
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lu(a,t)] < ||uollze(o), se a > t.

Usando (2.20) em (2.21), chegamos em (2.13).

Agora, temos o principal teorema desta secao:

Teorema 2.4. Com as hipoteses (H1)-(H4) e (H6), o sistema (2.1) possui uma iinica solugdo.

Demonstracao: Considere o operador
T: X = X,

em que
X = L>=(0,T,L*0,1)) x CT[0,T] x M[0,T]

com M[0,T] = {r € C[0,7];0 < r < d}, definido por 7(u,v,7) = (u,v,r) onde (u,v,r) é a

solucdo do sistema (2.12).

Vamos provar que 7 possui um unico ponto fixo para 7" = 7} suficientemente pequeno. Para
isso, além das hipdteses mencionadas, serdo fundamentais as estimativas dadas no Teorema 2.3.
Observe que tais estimativas verificam ||ug || o (0 < 61 € Vg < 0a.

Seja

T(ﬂugufz) = (ui7vivri)7i = 172
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Por (2.19) e do fato de que m,, € lipschitziana, temos

o) =00 < v [ Imalra(€)) — ma(ra(@lde + [ a1 o) | ma(ra(e)) = ma(ra(©) dedo
+ /Ot|u2(l70') —uy(l,0)|do

ks [ 172(6) = P OME + b [ ir(t ) [ Iate) — 7@

4 /Ot|uQ(l,0)—u1(l,0)]da

IA

IN

t
(UOkmg + ka / |U2(l, 0-)|d0-)T1||F2 - F1||C[07Tl]
0

t
[ lua(t.0) = ws(t.o)ldo
0
(02kmy + kmy 01 T1)Th T2 — Tl oo,

t
+ /|uQ(l,0)—ul(l,0)|d0- (2.22)
0

Agora vamos obter uma estimativa para u. Por (2.18) e como m; € lipschitz, segue que:

sea <t,

lug(a,t) —uq(a,t)] < blug(t —a) —vi(t — a)| + bk, |v1(t — a)] /Q\Tg(t —0)—T(t—o)ldo

IN

bl'Ug(t—Cl) —Ul( )’ +bk’m152/ ’T’Q —7'1( )’df
< b|v2(t—a)—vl( )’+bkm152T1HT2_T1HCOT1

Analogamente, se a > t,
[ug(a,t) — ui(a,t)] < ki, ||uoll Lo T1 T2 — T1llcom- (2.23)
Em particular, estas estimativas valem para a = [. Logo, se | < t,

|U2(l,t) — Ul(l,t>| S b|’U2(t — l) — 'Ul(t — l)l + bkm152T1HF2 — F1‘|C[07T1],
< bdl + bkmlég)Tl"TQ — 7”1”0[0 T1]

+

/ lu(l, o) —u(l,o)|do, (2.24)
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onde d1 = kmg ((51 + 62T1).
Portanto, de (2.24) e (2.23), temos, V¢ € [0, T,

t
[us(l,t) —ui(l, )| < doThl|F2 — T1llcpo,m) +/ lu(l, o) — u(l,o)|do
0

onde
dy = bdy + k01 + bk, 6o

Pela desigualdade de Gronwall, segue que
Juz(l,1) —ui (1, 1)] < doe" T1|[Fo = 1| cpomy)-
Como consequéncia, temos
[va(t) —vi(t)| < dsTh |72 — Tillcpom)s
ondeds =d, + dse’T e
|uz(a, t) —ui(a, )| < dyTi|[T2 = Tillcpm),

Por outro lado, como r(t) = roe™ Jo (h(L2(u)=g(r(©)d€ ¢ p ¢ g sdo lipschitz, temos

ira(t) = m(8)] < ok / \La(uz, v2) — La(ur, v)|d€ + ok, / Ira(€) — ru()]de

(2.25)

(2.26)

< rokh//\ws (0,91 H (6, s>|d9d5+rok/1r2 )~ (€)de

b [ / 02(6) — v1 (©)] [ Ha(6, €) 0.
0 Jo
Assim, por (2.25), (2.26) e lembrando que ry < d, temos
t
[r2(t) — ri(t)| < dsTh||Fe — Tl co,m) + TOkg/ 72(&) — r1(&)]dE,
0

onde d5 = dkhd4||H2||Loo(Q) + dkhdg”Hg”Loo(Q)
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Pela desigualdade de Gronwall,
[ro(t) — ri(t)| < deTh||F2 — 71|l oo, (2.27)

onde dg = dze?*sT

De (2.25), (2.26) e (2.27), obtemos
|7 (12, D2, 7o) — (11,01, 71)|| < DTY||(Uz, Vs, T2) — (w1, 01,71)|, (2.28)
onde
D =ds+dy+ ds. (2.29)

Portanto, para 7' pequeno, 7 possui um tnico ponto fixo que € solucdo do nosso sistema em

[0, T1]. Note que a constante D depende apenas de
51a 52a d7 kmu kmza kgv kha T7 QTOkgTa ebTa ||H1||L°°(Q)7 ||H2||L°°(Q)

de forma polinomial. No segundo passo, buscamos uma solugéo no intervalo [T7, 27}]. Neste caso,

temos condigdes iniciais u(a, T1), v(T1) e r(11) e ndo mais ug, vy € 79. Mas
u(a,Ty) < o1,v(Ty) < drer(Ty) <d.

Como consequéncia, a constante [) obtida no segundo passo serd idéntica aquela dada por (2.19).
Portanto, repetindo esse processo para intervalos do tipo [17,27}], [217, 3T}],..., concluimos que

existe uma tnica (u, v, ) que € solu¢do do nosso sistema em [0, 7). O

Teorema 2.5. A solugdo (u,v,r) do sistema (2.1) satisfaz as seguintes estimativas:

lu(a, )] < (1 +bTe")|lug|| zooogy + b(1 + bTe" vy, ¥(a,t) € [0,1] x [0,T].

[0(t)] < (Te™)uo| =0y + (1 + Tbe? Yo, ¥t € [0, T

0<r(t) <d.
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Demonstracao: Analoga a do Teorema 2.3.

2.2 O sistema dual associado.

Nesta secdo, nds tratamos a cerca de um resultado de existéncia e unicidade para o sistema
dual associado. Além disso, também provamos uma importante estimativa para sua solucao. Tal
sistema serd Util tanto para a caracterizagdo(condicdes de otimalidade), quanto para a existéncia

do controle 6timo.
Teorema 2.6. Com as hipoteses (H1)-(H6), o sistema (2.2) possui uma tinica solucdo.

Demonstracao: Considere o operador
T:Y =Y

em que
Y = L®(0,7,L*(0,1)) x C[0,T] x C[0,T]

definido por 7(q;, 5, G3) = (q1, g2, ¢3) onde (g1, g2, q3) € a solugdo do sistema:

(

qie(a,t) + qua(a,t) — (ma(r) + pa(c))qi(a, t) = W' (La(u, v))rHigs — Gy(a, u) (a,) € Q,
da(t) = (ma(r) + p2(L1(0)))aa(t) = =bar (0, 8) + W' (La(u, v))rGy fy Ha(0,1)d0 — pav te(

(
(

a2 T) =0,
KQ3 T) =0.
(2.30)
Vamos provar que 7 possui um unico ponto fixo para 7' = 7; suficientemente pequeno.

Usaremos mais uma vez o Teorema do Ponto Fixo de Banach. No que segue, denotaremos por
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k uma constante.
Set>a+T —1,

@(a,t) = /01_ {Gyla+s,u(a+s,t+s)] —hW[La(u(a+ s, t+ s),v(t + 5))]

X r(t+ 8 Higs(t + s) e Jomar40)tulclatot+0)do g (2.31)

Set<a+T—1,

0@ d) = a4t — a)e IO et
l—a
+ {Gyla+s,u(a+s,t+ )] = W[La(u(a+ s,t + s),v(t + 5))]
0
X r(t+ s)HiGy(t + s) e Jo ma(r(t+)tu(c(atot+0)1dd g g (2.32)
T ! i
q@(t) = {bq1(0,0) — h’(LQ(u,v))r§3/ Hy(0,0)d0 + pgv}efft ma(r)tuz(La(@)d 15 (2 33)
¢ 0

T [
st = / { / ()0, 01 (6, 0)d6 + mly(r)eds — por}
t 0
w e Ji ML2(uv)=g(r)=g'(r)rd¢ g, (2.34)

Agora, seja
7(Q1, Q5 Q%) = (41, a3, 43),7 = 1,2.
Como 0 <r <d, H; € L*>*(Q) e I’ é limitada, temos, set > a+ T — I
Th—t
lgi(a,t) — qi(a,t)| < / |1 (Lo (w, )| Hi||Q3(t + ) — Q3(t + s)|ds
0
Ty —t
< k[ @) - @l 9)lds
0
T
< k[ 1a30) - Qi)
t

T
<k / a91|Q% — Qllcpo.z-
t
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Ouseja,set >a+ 1T —1,

’q%(aa t) - q% (aa t)’C[07T1] < leHQ?i - Q:l’)HC[O,Tl]' (2.35)

Set<a+T—1,

l—a
l4i(a,t) — qi(a,t)| < \qg(Ht—a)—Q%(Ht—a)Hk/o |Q3(t + 5) — Q3(t + s)|ds

t+l—a
< |q§<Z+t—a>—q;<z+t—a>r+k/o Q2(60) — QL(0)]do

< |G+t —a)— g+t —a)+ EN]Q3 — Qillcnn-
Assim,

4t (a,t) = qi(a, )] < |G+t —a) =g+t —a)
+ ENQ3 — Qslloom. (2.36)

Por outro lado,
T
B0 -] < b [ 160.0) - 0. 0)ldo
t
T l
[ W Lauolr] [ a6, 0)d811@3(0) - Qifo)ldo
t 0
T1 Tl
< b [ 160.0) - d0.0)ldo + 1 [ |@3(0) - Ql(o)do
t t
Assim,
T
|45(t) — g2 (1)] < b/ 147 (0,0) — ¢1(0, 0)|do + KT1[|Q3 — Qsllcrom)- (2.37)
t
Substituindo (2.37) em (2.36) com a = [, chegamos a
T1
147 (0,1) — ¢1(0,8)] < kT1[|Q3 — Qillcom + k/ 147 (0,0) — ¢1(0, 0)|do. (2.38)
t

set<a+T-—1.
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Por (2.38) e (2.35),

T
147(0,8) — q1(0,1)| < KT [1Q3 — Qsllcm) + k/ 147 (0,0) — ¢1(0, 0)|do.
t

vt € [0, T].
Pela desigualdade de Gronwall,

14(0,1) — ¢ (0,)] < KTh[|Q5 — Qsllcppm), vt € [0,T]. (2.39)

Por (2.39), (2.37), (2.36) e ( 2.35), temos

|45(t) — a5 (t)] < KT Q5 — Qsllepor)

|41 (a,t) — a1 (a, 1) < KT1[|Q5 — @sllcro.m)-

Como m/ € limitada, por (2.34) e pelo Teorema 2.5, que

Ty l
|a5(t) — g5 ()] < /0 /0Im’l(T)IIU(&U)IIQ?(@,U)—Qi(Q,U)IdeU

VAN

/01|m'1(7”)||v(0)||62§(9,0)—Q}(e,g)|d9da

< ET|QF — Qillze(om.rio0) + KT1]|Q5 — Qs cor)-

A\

Portanto,

HQ% - Q%HL‘X’([O,Tl];Ll(O,l)) < /fT1||Q§ - Q}%HC[O,TH;

145 — a3 llcpor) < kT11Q3 — Qsllcpom,

a5 — a3l < KTA[1QF — Qtll (o rr o) + KT111Q5 — Qb corm)-
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Logo,

Enfatizamos que a constante &£ € andloga a constante DD que aparece em (2.28). Portanto,
procedendo como no Teorema 2.4, para T pequeno, 7 possui um unico ponto fixo que € solugdo
do nosso sistema em [0, 7 ]. Repetindo esse procedimento para [T, 271], [211, 3T1], . . ., obteremos

uma unica (q1, g2, g3) que € solucdo do sistema em [0, 7.

OJ
A seguir temos:
Teorema 2.7. Com as hipoteses do Teorema 2.6 valem as seguintes estimativas:
a1 (a, )], la2()], las ()] < k(T —t) + (T = 1)°], ¥(a,t) € Q, Ve €T, (2.40)
onde k é uma contante
Demonstracao: Temos o seguinte:
Set>a+T -1,
T—t
QI(a7 t) = {Gy[a + s, U(CL +5,1+ 8)] - h/[L2<U(CL +s,t+ S)v U<t + S))]
0
X r(t + 8)Hyqs(t 4 s) e Jo )t lclatot+0)d0 g g (2.41)
Set<a+T -1,
(at) = gl +1— a)e o I 4 (clato.r40))a9
l—a
+ {Gyla+s,u(a+s,t+s)] —hW[La(u(a+ s,t+s),v(t + 5))]
0
X r(t+ 8)Hyqs(t 4 s) e Jo 0 tuclato 4000 g (2.42)

T !
¢ (t) = / {bq:(0,0) — W' (La(u, v))rq3/ Hy(0,0)dl + pav}e” Ji ma(r)tua(La(e)d g 7 (2.43)
¢ 0
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T l
Blt) = /i{/WMﬂwﬁﬂmWJM%H%WW@—m%

w e J¢ ML2(u0)—g(r)=g'(r)rd¢ 7 (2.44)
Set>T —1
Tt
¢:1(0, )] < / |Gyl + [Hy|[W (Lo(u, v))|r|llgs(t + s)|do
0
T
< & / 1+ |gs(0)|dor (2.45)
t
Set<T -1

l
lq1(0,8)] < |Q2(l+t)|+k‘/!Gy!+|H1||h’(L2(U,U))|7“|||CI3(75+S)|d8
0
T
< |Q2(l+t)|+k:/ 1+ |gs(0)|do (2.46)
t

Segue que

l(l+1)] < / |1 (L2 (u, v ||7"|/|H2|d9|613( )|+ palv] + 1q1(0, 0)|do

IN

/ lgs(o |+1d0+k/ 1¢1(0, 0)|do. (2.47)

Por (2.47) e (2.46),se t < T — [, entdo,

T T
lg1(0,8)] < k/ lg3(o)| + 1do + k/ |1 (0, 0)|do. (2.48)
t t

Por (2.48) e (2.45),

T T
lq1(0,t)| < k/ lgs(0)| + 1do + k/ 1q1(0,0)|do, Vit € [0,T].
t t

Pela desigualdade de Gronwall,

T
|%m¢MSk/|%wn+uw. (2.49)
t

41



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 1

Segue de (2.49) e (2.41)-(2.43) que

()] < k / 4s(0)] + 1do

T
[q1(a, t)] < k/ lg3(0)| + 1do.
t

Por outro lado, levando essas duas ultimas estimativas em (2.44), obtemos

|g3(8)| < k/t \g3(0)| 4 1do = k(T—t)+k/t lg3(0)|do.

Pela desigualdade de Gronwall,
g3 (V)] < k(T — 1),
Por (2.52), (2.50) e (2.51),

|g2(t)] < k(T —t) + k(T — t)?,

lqu(a,t)| < k(T —t) + k(T —t)*.

Observacao: Em particular, o Teorema 2.7 nos diz que, V(a,t) € Q,Vc € U,

[qi(a,t)] < KT,
lgs(t)] < KT.

2.3 Estimativas envolvendo o controle

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Nesta secdo obtemos algumas estimativas do tipo L' e L> envolvendo o controle. Tais

estimativas serdo fundamentais para mostrarmos a existéncia do controle 6timo. Para obté-las,

procedemos como nos teoremas anteriores. Ou seja, usamos as formas integrais das solucdes e a
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desigualdade de Gronwall.

Teorema 2.8. Dados os controles cy,co e suas respectivas solugdes (uy,v1,r1), (ug,ve,r3) do

Sistema (2.1), temos, V't € [0, T, as seguintes estimativas :

l
/ lug(a,t) —ui(a,t)|da < k([luo | Loo(ogy + vo)llca — el
0
[va(t) — v1(t)| < k([[uollLeeo + vo)llea — erllLr@)s

o (t) — r1(t)] < E(|luol[ze(0,0) + vo)llc2 — c1ll L1 (@)-

Demonstracao:

Enfatizamos que na obtensdo das estimativas seguintes ultilizaremos com frequéncia o fato
de que as fungdes my, mao, i1, tia, h € g sdo lipschitzianas. Faremos essa demonstracdo em duas
etapas:

Etapa 1: Provaremos as seguintes estimativas:

l T l
/ fus(a,t) — wn(a,B)lda < k(luollseos) + v0) / / 62(0,€) — e1(6,€)|dbde
0 0 0

t
+ k/|u2(l,a)—u1(l,a)|da.
0

t l
oalt) — 01 (®)] < E(lJuollz=(op) + w0) / / e2(6.€) — (6, €) b

¢
+ k/|u2(l,a)—u1(l,a)|da.
0

t l
rat) = ()] < k(o] (op + ) / / e2(0,€) — 1(6, ) dde
2 1.o) —uy(l,0)|do.
[ ) = wlt.o)ldo
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Usaremos mais uma vez as férmulas integrais das solucdes(ver p. 33 e 35). Se a < t, entao,
us(a,t) —ur(a, )] < Klva(t — a) — vy (t — a)| + kfon (¢ — a>|/ Ira(t — 0) = 1t — 0)|do
0
+ Kot — a) / leaa— 0.t — 0) — ex(a— 0.t — 0)|dor (2.53)
0
Sea >t,
t
uafa,t) =0, < Kluola [ Iralt =) =it = o)ldo
0
t
+ kol e 0. / lca(a — o, t —0) —ci1(a —o,t —o)|do. (2.54)
0

Por outro lado, pelo teorema 2.5

[v2(t) = 01 (1))

IN

t t l
k — d k 0 —c1(0,8)|dod
vo/0|r2<s> r(€)ldE + vo/0/0|@<,g> 1(0,€)|dBdg
t t l
k l 0 — 0 dOdéd
n /0\u1<,a>r/0/0|c2<,5> 0 (6,€)|dbdé do
k l,o) —u(l,o)|d k 1(1, — d€d
+ b [luatt.o) = wltolldo +k [ luatt.o)l [ rae) - (@ldsas
< (luollzen + o) /0 Iral€) — 71 (6) e
t l
k o 0 — 0 dod
T+ (lull: (o,l>+vo>/0/0|c2<,5> (0. €)|dBdg
+ k/\u2(l,0)—u1(l,a)|da. (2.55)
0

Usando (2.55) em (2.53) e novamente o teorema 2.5, obtemos:

Sea < t,

fus(a,t) — wn(a,t)] < kol z(on) + o) / ral€) — 1 (6) e
t l
k - 0.€) — c1(0,6)|dod
T+ k(oo + o) / / ea(6,€) — c2(0, €)| 0
+ k(HUOHLoo(o,l)‘i‘UO)/ lc2(a —0,t —0) —ci(a—o0,t —o)|do
0

¢
+ k/\u2(l,0)—u1(l,cr)]da (2.56)
0
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esea >t,
t
us(a,t) — (@, t)] < kluollieon / ral€) — 1 (6) e
0
t
+ kHugHLoo(o,l)/|02(a—0,t—0)—cl(a—a,t—a)\da. (2.57)
0

Por (2.56),

IN

[t t) = wia0lda < Klualimon +w0) [ [ a6 = r(€)hicda

+ Kol +o0) [ [ [ Jea(6.) — e1(6.6)\dbzda

+ k(lluoll o + vo) /Ot/0a|02(a—a,t—a)—cl(a—a,t—0)|dada
4 k/ot/ot\uQ(l,a)—ul(l,a)]dada.

Ou seja, se a < t,

/ jus(ast) — wr(a,t)lda < E(Juollz=(op) + to) / ralE) — 1 (€)|de
0 0

IN

T
4 b(fuollon + o) [ [ lea.6) - (6. 6)labe
o Jo
t a
+ k(||u0||Loo(07l)+vo)/ / lca(a —o,t —0) — c1(a — o,t — 0)|doda
0 Jo
t
4 k/ lua(l, o) — ur (1, o) |do. (2.58)
0
Com a mudancga de varidvel
(al,Ul):(a—U,t—U),(I<t,
temos
t a
//|cz(a—a,t—a)—cl(a—a,t—0)|dada:/|02(a1,01)—cl(a1,01)|d01da1,
0 Jo M

onde M C [0,7] x [0,1].

45



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 1

Como consequéncia,

t a T pl
/ / lea(a — oyt —0) —c1(a — o,t — 0)|doda S/ /@(al, o1 ye1(ar, o1)|dorda;.  (2.59)
0 Jo 0 Jo

Segue de (2.59) e (2.58) que se a < t,

[ (e t) = wetida < Klulimon + o) [ ) =il
0
+ Kk(lluoll L0,y + vo) / /yc2 0,6) — c1(0,€)|dode
k l,o) —ui(l,0)|do.
+ k[ sl o) = wi(l)ldo

Analogamente, se a > t,

I [
/|u2(a,t)—u1(a,t)\da < kHuOHLoo(OJ)//|cg(a—0,t—0)—cl(a—o,t—cr)]dada
t t 0
¢
+ bluflian [ Ira(@) = ()l
0

Assim,

! ¢ !
/]ug(a,t)—ul(a,t)\da = /|u2(a,t)—u1(a,t)\da—|-/]ug(a,t)—ul(a,tﬂda
0 0 ¢
< lluollmon + ) [ Ira©) = ri©)lds
+ k(llollze(os) + v / / 62(6,€) — 1 (6, ) dbde
+ /|u2(l,a)—u1(l,0)|da, (2.60)
0
vt € [0,77].

Além disso,

[ra(t) —mi(t)] < k/ g[ra(§)] —Q[Tl(f)]|d§+k/ |h[La(ug — w1, va — v1)][d§

//!w 0,8) —ui (0 5)!d9d§+k/ /m ) — v1(&)|dOdg

rok / Ira(€) — 11(€)|de. 2.61)

IN
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Por (2.61), (2.60) e (2.55)

rat) = (&) < k(llwoll oy + 0) / / 62(6,€) — 1 (6,€)|d0de
[ — [ d
+ /0|uz(,a) uy(l,0)|do

Tk / Ira(€) — 1 (€))de

Vt € [0, T]. Pela desigualdade de Gronwall,
t gl
ra(t) = ()] < k(l[uollz<ou) +Uo)/ / |c2(0, &) — (0, €)[dBdE
0 Jo
t
+ k’/ lug(l, o) — uy (1, 0)|do, (2.62)
0

vVt € (0,7
Substituindo (2.62) em (2.60) e (2.55), obtemos, Vt € [0, T,

/|u2 (@) —ur(a,Olda < k([luollzogon + vo) / /y@ 0.€) — c1(0,)|d0de

+ k/]uQ(l,a)—ul(l,a)\da (2.63)
0

oa(t) — o1 (t)] < k(o llmon + v0) / / 62(6,€) — e1(6,€)|d0de

t
+ k/\uz(l,a)—ul(l,a)]da. (2.64)
0

Etapa 2: Provaremos que

T l
/ a1,0) = st ) < kol + ) [ [ leal6€) (6. €)lapic
0 0
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Tomando a = [ em (2.54) e usando (2.62) obtemos

IN

T l
fun( ) — (1, 8)] < E(]Juolle(os) + o) / / e2(6,€) — 16, €)|dbdg

+

t
kHUOHLOO(O,l)/ jco(l =0, t —0) —ar(l—o,t —0)|do
0
t
+ k/]uz(l,a)—ul(l,a)\da,
0

Vo<t <.

Assim, pela desigualdade de Gronwall,

a) = w10) < Klaalimcon +10) [ [ 10,6 a0 0o
+ Hluollon [ lealt =0t =) = ai = vt =)o
+ klluollz=o /Ot /Os|02(l 05— 0)—a(l— 0,5 — 0)|dods.
Considerando a mudanca de varidvel
(a1,81)=(l—0,s—0),0<s<t<I,

e procedendo como em (2.59), temos, V0 < ¢ <

T l
fus(t) —w (L8)] < K(luollzmos + v0) / / e2(6,€) — c1(6,€)|dbdg
0 0

t
+ kHuOHLoo(OJ)/\cz(l—a,t—a)—cl(l—a,t—0)|do. (2.65)
0

Por outro lado, tomando a = [ em (2.53), usando (2.64) e (2.62) , segue que

) = w00 < Klealzmion +v0) [ [ e, — st v
b bllolliman + ) [ et~ 0,0 =) = ai = 0 = )l
4 k/ol\ug(l,o)—ul(l,a)]da
+ k/lt|u2(l,cr)—u1(l,0)|da. (2.66)
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Integrando (2.65) de 0 a [ e substituindo em (2.66), obtemos
luz(l,t) —ur (L, 1)] < k([Juol|ze (o) + o) / /|C2 0,8) — c1(0,6)[d0dE
+  k(|luoll L=, + vo) / leo(l —o,t —0) —ci(l —o,t —o)|do
0
t
+ k/ |U2(l,0') - ul(l70-)|d0-7
!

Vi<t<T.
Pela desigualdade de Gronwall,

u(l.8) — ()] < (ol (00) + vo) / / 02(6,€) — 1(6,€) 0
4 /c(uuoumo,l)ﬂo)/ / sl = 0,5 — 0) — e1(l — 0, 5 — o) |dods
l 0
l
+ k(||u0||Loo(07l)+v0)/|02(l—0,t—0)—cl(l—a,t—0)|d0.
0

A mudancga de varidvel

implica
l
() — (1, 8)] < k(HuOHLoo(o,l)—i-vo)/\cz(l—a,t—a)—cl(l—a,t—a)|da
+ k(luollz=on + o) / /|c2 0.€) — c1(0, )| dOdE. 2.67)

Vi<t<T.
Segue de (2.65) e (2.67) que, Vt € [0, T]

T l
/ a1,0) = st )] < kol + ) [ [ leal6€) = ea(6.€)lapic
0 0

Como consequéncia imediata do Teorema 2.8, temos o seguinte:

Teorema 2.9. Dados os controles cy,co e suas respectivas solugcdes (uy,v1,71), (ug,ve,13) do
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Sistema (2.1), temos, ¥(a,t) € [0,1] x [0, T, as seguintes estimativas :

[uz(a, 1) —ur(a, )] < k([[uol| =g +v0) T2 = e1]| =),

[va(t) — v1(t)] < k(||uol|zos 0.0y + v0)Tlle2 — 1l (@)

ra(t) — r1(t)] < k(||luollzo0,0) + v0)T ||lca — c1l (-

Vale também:

Teorema 2.10. Dados os controles c1,cy e suas respectivas solucdes (q1,q3,q), (¢2,43,q3) do

sistema (2.2), temos, ¥(a,t) € [0,1] x [0, T, as seguintes estimativas :

|Q%(a7 t) - Q%(C% t)l < kT“CZ - Cl||L°°(Q)7

|43 (t) — 6> (8)] < kT2 — el z=().

|45(t) — a3 ()] < kT2 — el 1=()-

Demonstracao:

Usaremos mais uma vez as férmulas (2.41)-(2.44) e a desigualdade de Gronwall. Além delas,
também serd de grande importancia a hipdtese das fungdes my, mo, my, mb, i1, i, g, ' € G, serem

Lipschitzianas:

Set>a+T -1,
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T—t
’q%(aaﬂ_q%(aat)’ < k/ \ug(a—l—s,t—i—s)—ul(a—i—s,t—i—s)\ds
0

Pelo Teorema 2.9,

T—t [l
+ k/ /\u2(0,t+s)—ul(é’,t—Irs)||H1(9,t+s)|d0ds
0 0
T—t ol
+ k/ /|vg(t+s)—vl(t—l—s)||H2(9,t+s)|9ds
0o
+ k:/ |ro(t 4+ 8) — ri(t + s)|ds
o
+ k/ |g5(t + 5) — a3t + s)|ds
OT—t s
+ k/ /|r2(t—|—9)—rl(t+9)|9ds
0 0

T—t s
+ k/ /|c2(a+€,t+9)—cl(a+8,t+6’)]«9d€.
0 0

4i(a,t) — g1 (a,t)] < kT|le2 = aillr=(o)

T
+ k / 1g3(€) — q3(€)|ds. (2.68)
t

Analogamente, se t < a + 1T — [,

Ou seja,

¢i(a,t) — qi(a,t)] < |@3(l+t—a)—g(l+t—a)

+ kT |ca — el e (@)

l—a
+ k‘/ G5(t + 5) — q3(t + s)ds|ds. (2.69)
0

¢ (a,t) — qi(a,t)] < |31+t —a)—g(l+t—a)

+ kT|ca — el L= (q)

T
=k [ 1) — ahepdelas (2.70)
t
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Por outro lado,

IN

T

k / 12(0,0) — (0, 0)|do
t

+ kT”CQ_Cl“Loo

+ / |45(€) &)|dg.

Agora, tomando a = 0 em (2.70) e usando (2.71), obtemos:

|45 (t) — @3 (t)]

14/(0,8) =1 (0.)] < kT|lex — ci]lz=(q)

T
k[ 18 - dole
tT
+ k[l 0.0) ~ 0.0 do

set < T —1.
Segue de (2.72) e (2.68) que

|47(0,8) = q1(0,8)] < kT2 — c1ll=(q)
T

Vt € [0, T. Portanto,

47(0,) — ¢ (0, )] < kT”C2_01HL°°(Q

+ k‘/ |45(¢ §)|dg.

Agora, substituindo (2.73) em (2.71) e (2.70), obtemos, V(a, t) € (0,1) x (0,7).

ai(a.t) —aqr(a,t)] < kT|e2 — aillr=(o)

T
Lok / (6 — gA(6)]de.
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2(t) — )] < kT|e—allie@

+ k / g5 (¢ §)|d€. (2.75)

Por outro lado,

2 (t) — s (t)] < KT|lea — el (o)

T
e n [ 1.9 - do.ew
" /rqz )lde.

Assim, temos V¢ € [0, 7],

43(t) — a3(H)] < kTlex — cillz=(q)

bk [ 1 - o
Pela desigualdade de Gronwall,
g5 (t) — g3 ()] < kTlca — eallpoe (), VE € [0, T1. (2.76)
Levando (2.76) em (2.74) (2.75), obtemos

lgi(a.t) —qi(at)] < kT|e2 — cillz=(g), V(a. 1) € [0,1] x [0, ]

65(t) — ¢z (t)] < kT|lea — e1]| (), Vt € [0, 7).

OJ

Observacao: A constante k que aparece nos Teoremas 2.8, 2.9 e 2.10 é do mesmo tipo daquelas

constantes D e k que aparecem nos Teoremas 2.4 e 2.6. Portanto, ndo depende do controle ¢ € U.
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CAPITULO 3

UM PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO:
PROBLEMA 1

Neste capitulo encontramos condicdes de otimalidade e provamos um resultado de existéncia

e a unicidade de solugdo para o problema:

' Tl 1, 1 T 1 T
min G (a,u(a,t)) + =pic® (a,t) | dadt + =py | v°dt+ —ps | r7dt 3.1)
o Jo 2 27" Jo 27" Jo

sujeito ao sistema de populacoes:

(

u(a,t) + uq(a, t) +mq(r(t))u(a, t) + pi(cla, t)u(a, t) =0 (a,t) € Q
V'(t) + ma(r(t))v(t) + p2(Li(c(a, t)))v(t) = u(l, t) te(0,7)
r'(t) — (g(r) — hLa(u,v))r =0 te(0,7)
u(0,t) = bu(t) te(0,7) (3.2)
u(a,0) = ug(a) a € (0,0)
v(0) = vy
\T(O) =1y
e ¢ € U, em que o conjunto dos controles é definido por:
U={vel*(@Q);mn(a) <v(at) <rpla;, (3.3)
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eQ = (0,1) x (0,7).

Os principais resultados que utilizamos sdo o teorema do ponto fixo de Banach e o Principio
Variacional de Ekeland. Observamos que a ultiliza¢do deste dltimo resultado se justifica devido ao

fato do funcional que queremos minimizar nio ser necessariamente convexo.

Comecgamos com um resultado acerca da derivada das populagdes com respeito ao controle; em
seguida provamos uma condi¢@o necessdria para o controle 6timo; por fim, provamos um resultado

de existéncia e unicidade.

3.1 As derivadas das populacoes com respeito ao controle

Dado w pertencente ao cone tangente 7..(U)(ver Cones, Capitulo 2), considere o sistema:

r) + m(e)lzi(a,t) = —mi(r)uzs — p(c)wu (a,t) € @,

z1i(a, t) + z14(a, t) + [ma )
2(t) + [ma(r) + pa(La(e)]z2(t) = 21(1, 1) — my(r)vzs — py(La(c)) Ly(w)v ¢ € (
) (

(

~ —

r)r — h(Lo(u,v))]|zs = —h'(La(u, v))rLa(z1, 22

N
w~
~
~—
|
)
—~
=
~
_|_
Q\
—~

(3.4)

Observamos que este ultimo sistema € obtido derivando formalmente o sistema de populacdo (2.1).

Definimos

(uc+ew _ uc)

yi(a, t) = f(a,t) — z1(a,t),
_ (,Uc-i-sw _ Uc) B
Y2(?) — (t) — z2(1),
wt) = U0 ). (3.5)
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onde (u®, v¢,r¢) e (uT vt ret<) correspondem, respectivamentes, as solugdes do sistema de

populagdes correspondentes aos controles ¢ e ¢+ ew. Temos que (y1, y2, y3) € a solug¢do do sistema:

;

ylt(a’ t) + yla(a’ t) + [ml(r) + M1 (c>]y1 (a’v t) = _mll(r>uy3 + Ae(a’ t) (a7 t) € Q)
(1) + () + s a(e)nlt) = 1 (1) — (s + Buld) te(0,T),
() = [90r) + ¢/ ()7 — (La(ut,0))]gs = —W(La(t, ) Loy, 1) + Cult) £ € (0,T),
yl(O, t) = byg(t) te (0, T),
y1(a,0) =0 a € (0,1),
y2(0) =0,
\y3<0) =0,
(3.6)
onde
A= () — ma )]+ ) — e + ey U
MUO) () o (B
— 5 U - (r —7r¢) — 5 (3.7)
B = {mar®) — malr )] + ua(Li() — pa(Lafe+ e} )
MUO) =) e o WO
— 5 v - (rete —re) — 5 [L1(w)]%, (3.8)
€0 = (20 v pey) - (Lt o) — h(La(u,0))])
9 (rc+ew€_ T’C)
N @Wz(“#i_ - Mi_ ) (3.9)

Observamos que em A, B, e C,, as constantes 0 < ¢ < d sdo obtidas, respectivamente, do

desenvolvimento em série de Taylor das fungdes my, mao, 1, fio, h € g.

Os sistemas (3.4) e (3.6) também possuem, cada um, uma unica solu¢do. A prova € feita de

maneira inteiramente andloga a do Teorema 2.4, e por essa razao serd omitida.

57



Um Problema de Controle Otimo: Problema 1

Provamos agora o seguinte:

Teorema 3.1. Com as hipoteses (H1)-(H6)(ver p. 25), temos

ut(a,t) — u(a,t)

z(a,t) = lim ; ;
vt (t) — (¢
ZQ(t) — 11_138 ( )6 ( )’
CoreTe() — et
z3(t) = llilé ()e ()

onde (z1, zo, 23) € a solugdo do sistema (3.4).

Demonstracdo: Observe que, sendo (y1, y2,y3) a solugio do sistema (3.6), basta mostrarmos

que y1,Y2,ys — 0, se € = 0. Temos que

yi(a,t) = /0[Ag(a—G,t—H)—m’l(r(t—e))u(a—9,t—9)y3(t—0)]

% e Jo mi(r(t=0))+pu(claot—0))ldo 7

esea <t,

(@) = ot — a)e= JoTma—o) s (cao—o)ds

+ /Oa[Ae(a —0,t—0) —mi(r(t—0))ula—0,t —0)ys(t — 6)]

% e Jolmi(r(t=o))+pm ((a—ort—0))do g0
Temos também que

t
lt) = [ {n(l,0) = my(r)un(o) + Bulo)le S ibhi gy
0

t
ys(t) = / {Cel0) = W (L(u, 0))rLa(ys, yo) Y~ Jo M2lD =g =0 g,
0
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Pelos Teoremas 2.9 € 2.5,

le + ew — cll=(@)

|Ac(a,t)] < k{llc+ew —cl|re(Q) + |c+ ew — cl} -

c+ ew — cl|
kH 1 9D+ ew — el e + kl|w ]| g€

Analogamente, temos que

|Ce(t)], 1Be(t)] < kel|wlio(q)-

Temos, se a > ¢,

t
a0 < [ 1AL+ (e = 6)uta — 6.t~ 6)|un(t — 6)]dp
0
t t
< [1addo sk [ (oo
0 0

Analogamente, se a < t,

a t
(0.8 < oot = )|+ [ 1410+ [ Jun(o)do
0 0

Assim, se [ < t,

[ t
(L)) < lyalt — )] + & / Addo + & / 1y3(0)|do.
0 0

Segue também que

t t t
()] < / (1, 0)ldo + / iy (1) 1y ()| dor + / B.|do
0 0 0
t t t
< k;/ |y1(l,a)|d0+k;/ |y3(cr)]da—|—k/ |B|do.
0 0 0
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Por (3.15), (3.14), (3.10) e (3.11), segue que, se [ < t,

t [ t t
)| < k:/ |y3(0)|da+k/|AE|da+k/ |Belda+/ (L, o)\ do
0 0 0 0

IN

t t
k/ \y3(0)|da+ke|]w\|iw@)+/ ly1(1, 0)|do.
0 0
Além disso, se | > t,
t
(D] <k / 143(0)|dor + kellw]2oi)
Portanto,
t t
(101 < & [ To)ldo + kel + & [ (1.0
0 0

vt € [0,77.
Pela desigualdade de Gronwall,

t
()] < k / 1y3(0)|do + kelw] g,

vVt € [0,T].
Por (3.16) e (3.15), temos

t
a(t)] < kellwlBoq) + k / lys(0)|do.

Da mesma forma, segue também que

t
a(a 0] < kellolZu) + / lys(0)|do.

Além disso,

t t
()] < k / C(o)|do + & / La(r, o) dor
0 0

t l
b kewleo + K / / (0. 0)|dBdo
0 0

t gl
+ k‘/ / |y2(0)|dbdo.
0 Jo
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Por (3.17)-(3.19), obtemos

t
al0)] < kellwlZmig) + & / lys(0)|dor

Vt € [0,T).

Consequentemente,
lys(t)] < kellwlF=(q); (3.20)

vVt € [0,T].
De (3.20), (3.17) e (3.18), temos

[2(t)] < kellw||Ze ),

[y1(a,8)] < kellw|l7e(g),
vVt € [0,T).

Portanto,

Y3, Y2, Y1 — 07 S€ € — Oa

uniformemente em a € t.

3.2 Existéncia de controle 6timo e condicoes de otimalidade

Como consequéncia do Teorema 3.1, temos o

Corolario 3.1. Com as hipoteses (H1)-(H6)(ver p. 25), se existir um controle dtimo c*, entdo,
Vw € T (U), temos

T T T
U(c") = / / [Gy(a,uc*)zl + plc*w} dadt + ,02/ v 2odt + ,03/ r< zedt >0 (3.21)
o Jo 0 0
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onde
CouS (g t) —u (a,t
aat) = fm TG0 ZU(0D
. 4w t) — Uc* t
o) =l TIOTO
. A w t) — TC* t
Demonstracao:

Dado Vw € T.«(U), se ¢* € o controle 6timo, entdo
V() <U(c"+ M), V0 < A < 1.
Ou seja,
1 T (T I
)+ 5pi(c")ldadt + Spy | (v5)Pdt 4 Sps | (r)%dt
2 277 Jo 277 Jo
<

1 I R
u )+ —pi (e 4+ Aw)?dadt + §p2/ (v )2 qt
0

/ )
/ A w th

MIH\

Dai, segue que

c +/\w o c* 1 T (). c*4+Aw\2 _ (,,c")\2
/ / (a,u Gla,u”) + prctw + Aw?|dadt + §p2/ (v ))\ (v) dt
0

(TC +)\w) o (rc*)2
dt > 0.
+ 2/)3/0 \ >0

Pela regra da cadeia,
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e
) (,r,c*—i—)\w)Q o (TC*)2 - -
i X —psn s
Além disso, pelos Teoremas 2.9 e 2.5,
G(a,u ) — G(a,u")
| ; | < ko),

| < Ellwllz=@)

(Tc*+/\w o Tc*)(rc’”r)\w + Tc*)

N .

| < kllwl| e (q)-

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, temos

T gl T T
/ / (Gy(a, u )z + pic*w] dadt + pg/ v 2pdt + p3/ < zadt > 0.
o Jo 0 0

O proximo resultado caracteriza o controle 6timo, caso este exista, como uma proje¢ao.

Teorema 3.2. Seja ¢* um controle 6timo para o Problema 1. Se (¢}, ¢5, q3) € a solugdo do sistema

(2.2) correspondente a c := c*, entdo
ﬁww=Pﬁymmmmwm@ﬁww+%@@mmmmmww@@wn (3.22)
onde P : L*(Q) — U dada por
fla,t)  sem(a) < f(a,t) < 72(a),

P(f) =19 m(a) seflat) <mla),

Y2(a)  se f(at) = y2(a),
é a projecdo de L*(Q) sobre U.
Demonstracao:
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Primeiro vamos assumir o seguinte:

Tl
/ / [y () + py(Li(c¥))Hov* ¢y — prctwdadt < 0,Yw € To (U).
o Jo

Dai, segue que
p () u gy + po(La(c¥))Hov* gy — pr1c™ € N (U)(Ver cones, p.12).

Mostraremos que (3.22) € uma consequéncia de (3.23). Sejam

1 *\ ok k * * % *
a= E[/Lﬁ(c Jutql + py(La(c”)) Hovgz] e f = o — ™.

Vamos provar que
P(a) = c".

Visto que Pf é a projecio de f € L'(Q) sobre U, vamos mostrar que

inflla —llr@) = llo = ¢l = 18-

Assim, basta provarmos que

18llzr@) = lla = o) < Ml = dlli@) = 16+ ¢ = dllL1q), V0 € U.

Sejam

A = {(avt> € Q;C*(avt) = 72(a)}>
{(a,t) € Q;m(a) < c*(a,t) < 2(a)},
C = {(a,t) € Q;c™(a,t) = 7(a)}.

v
Il

Por outro lado, como 5 € N, (U),

>0, sec*(a,t)="(a)
Bla,t) § =0, sevi(a) <c(a,t) < v2(a)

0, sec*(a,t)="7(a).
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Temos
/\ﬁ + ¢ — dldadt = /\ﬂ + ¢ — dldadt + / |c* — d|dadt
Q A B
+ / |8+ ¢* — d|dadt (3.25)
c
e
/\ﬁ\dadt = /\5\dadt+ / |B|dadt + / |5|dadt
Q A B C
= / Bdadt — / Bdadt. (3.26)
A c
Mas,
/ Bdadt < /|5 + ¢* — §|dadt (3.27)
A A
e
—/ Bdadt < /|ﬁ + ¢* — §|dadt. (3.28)
c c
De (3.26)-(3.28), temos
/|B|dadt < /|B + ¢ — d|dadt + / |8+ ¢* — dldadt. (3.29)
Q A C

De (3.29) e (3.25) segue que
/\ﬁ\dadt < /!ﬁ + ¢* = d|dadt, Vo € U,
Q Q

mostrando (3.24). Portanto,

c*(a,t) = P{%[MQ(C*(% t))u(a, t)gi(a, t) + po(La(c*(a, 1)) Hola, t)o* () g5 (1)]}-

Agora, provaremos (3.23). Voltemos ao sistema 3.4, com ¢ = ¢*. Multiplicando a primeira equacao

do sistema (3.4) por ¢ e integrando por partes, obtemos,
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T l
| [ i iz ) + (e gt dadt -
T
// —my (r*)u*z3q) — u’l(C*)wU*QTdadH/ —q1 (1, )27 (1) + ¢7(0,)27 (0, t)dt
0
+ /1—q10%732da,T)+—GT@JDZHGJDda~ (3.30)
0

Multiplicando a primeira equagdo de (2.2) por 2] e substituindo em (3.30), obtemos

Tl
—/ /Gy(a,u*)z’fdadt:/ /ml uz5q) + po (¢ wutgidadt
o Jo

Tl T
—/ / th’(LQ(u*,v*))r*qufdadt+/ zl(l,t)qut—b/ q;(0,1)z5dt. (3.31)
o Jo 0 0

Multiplicando a segunda equacdo do sistema (3.4) por ¢; e integrando por partes, obtemos,

T T
l/—£%+WﬁwﬂdﬂW%ﬁ=/ZW@@-%@M%@
0 0

— (L (") La(w)v gzdt — ¢5(T)25(T) + 5(0)25(0). (3.32)

Multiplicando a segunda equacao de (2.2) por z; e substituindo em (3.32), temos

T T T T
—oo [ wsa=s [ a0 [ sangas [ aie)miega
0
T ’
/ my(r*)v* 25 gy dt —/ /th'(Lg(u*v*))r*qg‘z;dadt. (3.33)
o Jo

Multiplicando a terceira equacdo do sistema (3.4) por ¢; e integrando por partes, obtemos,

T
/ =5 25+ [=g(r") — g'(r")r" + h(La(u", v"))]z5g5dt = —q5(T)25(T) + ¢5(0)23(0)
0
T
— / h'(Lo(u*, v*))r* La(27, 23 ) g3 dt. (3.34)
0
Multiplicando a terceira equagdo de (2.2) por z3 e substituindo em (3.32), temos
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T
—,03/ rrzydt / /ml Yu*q) zidadt — / my(r*)v* gy zadt
0

T
—i—/ h'(Lo(u*, v*))r* La(27, 23 ) g3 dt.
0

Ou seja,

T
—p3/ “zadt = / /m1 u*q) z3dadt — / ma(r*)v* g z5dt

/ /H2 (Ly(u* v))r*zi‘q}fdadtjt/ /th'(Lg(u*,v*))r*zgqgkdadt.
o Jo

Assim, somando (3.35), (3.33) e (3.31), obtemos

[ [ e rondiaatt + [ e =

/ / (a,u” zldadt—pg/ v zodt — pg,/ 25 dt.

Adicionando —p; fOT Ol c*wdadt a (3.36), usando o Corolério 3.1 e lembrando que

!
w):/o Hy(a,t)w(a,t)da,

temos finalmente, pelo Corolario 3.1, que

/ /ul Yt gt + py(Ly () Hov*al — prc”)wdadt —

T T
- [/ / Gyla,u”)z] + pric'wdadt + pg/ vz dt + ,03/ r*z3dt] <0
o Jo 0 0

mostrando (3.23).
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Existéncia e unicidade do controle 6timo
Proposicao 3.1. Seja U : L'(Q) — (—o0, 00| definido por

fOT fol [G (a,u(a,t)) + %plcz (a, t)] dadt + %pg fOT v2dt + %pg fOT r2dt, ceU

+o00, c¢U.

U(c) =

O funcional V é semicontinuo e limitado inferiormente.

Demonstracao:
A limitacdo inferior segue do fato de que W > 0. Vamos provar a semicontinuidade.
Seja
cn — cem LY(Q).

Consideraremos os seguintes casos:
Casolc ¢ U.
Como U ¢ fechado, dny € N tal que

Vn > ng = ¢, € LYQ) — U.

Logo,
U(c,) = 00,Vn > ng.

e portanto
liminf ¥(c,) = co = ¥(c).

n—-+o00
Caso 2 c pertence ao interior de U.
Entdo dny € N, tal que
cn € U, Yn > nyg.

Pelo Teorema 2.8, ¥ € continua em U. Ou seja,

liminf ¥U(c,) = lim V(c,) = ¥(c).

n—-+o0o n—-+00

Caso 3 c c oU.

Ocorrerd necessariamente uma das seguintes situagdes:
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a)dng € N tal que
Vn > ng = c, € LY(Q) — U.

Assim,
liminf ¥(c,) = oo > ¥(c).

n—+400

b)dc,, € U, subsequéncia de c,, com

Cp; —> C.

Desse modo, pela continuidade de W em U, temos

liminf ¥(c,) > liminf ¥(c,,) = lim ¥(c,,) = ¥(c).

n——+00 Jj—+oo J Jj—+oo
Portanto,
liminf ¥(c,) > ¥(c),

n—-+oo
mostrando a semicontinuidade de W.
O

Observacao: A proposicdo 3.1 nos garante que W satifaz as hipéteses do Principio Variacional de

Ekeland(ver Capitulo 1). Logo, Ve > 0, existe ¢. € U com

U(c) <inf ¥U(c) + e, cel,
(3.37)
U(c) <inf{¥(c) + €llc — ¢y}, ¢ €U, come #c..

O préximo Teorema nds diz que a sequéncia de controles c. possui uma propriedade andloga

aquela de um controle 6timo dada no Teorema 3.2.

Teorema 3.3. Seja c. dado por (3.37). Se (q5, 45, 45) € a solugcdo do sistema (2.2) correspondente

ac .= c. entdo
1 C, C C,
ci(a,) = P (e (o, 1) (0, 1)65 (. 8) -+ (Lol 1)) o D0 (0 (1) + €6},
onde 0. é como na Proposicdo 1.5 (Capitulo 1).

Demonstracao:
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Sejamw € T, (U), e € > 0. Temos
Cc+w e UV0< A<

Logo, Por (3.37),
U(e) < Ule 4+ Aw) + e|lwl o),

Ve>0eVO< A< 1.

Ou seja,

1 1 . ¢ 1 g ce\2
Gla,u®) + =prcfldadt + =py [ (v)dt+ =ps [ (r¢)*dt
2 2P | 2P |

|/\\

T : 1 1 T
/ / [G(a,u"™) + = pi(ce + Mw)?|dadt + pg/ (v )2t
0 0 2 9 o
1 T

+ §p3/ (restA)2dt + Nel|lwl| £1(q)-
0

Consequentemente,

-2,

ce—l—)\w _G Ce 1 T Ce+Aw)2
/ / a u (G,U )+p1C€w+)\W]dadt+§p2/ (U )

0 A
c€+>\w — (pce 2
—m/ i ( i+ el o) > 0.
LA )

Passando limite de A\ — oo, como no Coroléario 3.1,

T T
/ / )21 + prcew] dadt + po / v 29dt + p3/ 7 z3dt
0 0

+ €llwllzrg) =0

Usando (3.39) e procedendo como no Teorema 3.2, obtemos

/’/pw (4 (e gt + (L (e2)) o g ewdadt + el r g

Pela proposi¢ao 1.5, 30, € L>*(Q) com |6 < 1e
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—prce + (p(couqi® + pa(La(ee)) Hov*g5°) + ebe € Ne (U).

De modo andlogo a demonstra¢ao do Teorema 3.2, obtemos
1
ce(a,t) = P{E[u’z(c‘e(a, t))u(a, t)gi(a,t) + py(La(ce(a, 1)) Hola, v (t)g5(t) + €be]}-

OJ

Finalmente, enunciamos um teorema de existéncia e unicidade, que é o nosso principal
resultado para o problema (3.1)-(3.3). Para demonstrd-lo, nds usaremos as estimativas que
obtivemos para o controle(Teoremas 2.5, 2.7, 2.9 e 2.10), O Teorema do Ponto Fixo de Banach

e as propriedades da sequéncia ¢, (Teorema 3.3 e (3.37)).

Teorema 3.4 (Existéncia e Unicidade). Suponhamos que as hipoteses (H1)-(H6)(ver p. 25) sejam
satisfeitas. Entdo existe uma fungcdo C(M,T), limitada para M e T limitados, tal que, para

Juolli,vo < M e
1 (ol o,y + v0) C(M, T)T < 1,
o problema (3.1)-(3.3) tem uma tinica solu¢do c* € U.

Demonstracao:

A demonstracdo seguird em duas etapas:
a) Unicidade

Mostraremos que o funcional
F:UCL®Q) —U

definido por

onde

J(0)(a, 1) = pr(c(a, t))ula, t)qr(a, ) + p5 (L (c(a, 1)) Ho(a, t)o(t)g2(t),
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possui um unico ponto fixo.

Ora, dados cs, ¢; € U, temos

p1lF(ca) — Fla)| < |ii(ea) — phlen)||usllgf] + Jus — ||y (cr)|]qi]
+ a5 — atl|ph (e)l|ur| + | (La(ca)) — ph(La(cr))|v2]lg3] [ Hol
+  |vg = or||ps(La(e)|la3 ]| Hol + a5 — aal|ph(La(er))l|vr] [ Hol
Pelos Teoremas 2.5, 2.7, 2.9 e 2.10, obtemos

|1 (ca) = gy (en)[uallgi| < k([[uoll oo 0.y + vo)T'l|c2 — c1l|oo(q).
up — wi ]|y (e)|lai| < k(lluoll Loy + v0)Tllez = eill =),
@2 — a1l (eo)lJua| < k(lluollz=(o) + v0)Tlle2 — erll=(q),
|1 (Li(c2)) — py(La(e)fvallaz || Hol < k([luoll o) + v0) Tllez — e1l = (q.

vy — 1 ||y (L ()@ || Ho| < E([[uol|Looo) + v0) T |lc2 — c1ll (0.

|45 — @l (Lo ()1 ][ Hol < E([luollz (o) +v0)Tllez — erll=(q)-
Por outro lado, considerando M € R com ||ug|| o (0,), vo < M, teremos
kE<C(M,T)
para alguma fungdo C'(M,T) limitada para M e 7' limitados. Portanto,
IF(e2)(a,8) — Flen)(a, )] < pi COM, T)([luoll=(on) + 1) Tles — el 1<)

Isso mostra que F' possui um tnico ponto fixo se p; ' C(M, T')(||uol|1 + vo)T < 1.
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Portanto, existe um tnico ¢ € U tal que
_ _ 1 _
¢=F(c)=P(—J(). (3.40)
P1

Logo, por (3.40) e pelo Teorema 3.2, se existir um controle 6timo do Problema 1, este serd um
ponto fixo de F' e portanto sera unico.
b)Existéncia

Pelo Teorema 3.3,

e = Pl (J(c) + e.)].

P1
Assim, temos
1 1 1 €|0. €
IF(e) — PI(J(c) + B)]| < [P(J(c)) — Pl ((e) + )] < D0 < €
P1 P1 P1 P1 P1
Dai, segue que
_ _ 1 _
e —c| =[F () - P[E(J(Ce) +ed)]| < [F(e) — Flco)
1 €
+[F(c) - P[p—(J(ce) +e0o)]] < pr ' CM,T)(Jluolls + vo)Tle — ce| + o
1 1
Ou seja,
e - cdlim@ < [1 = o "COM. T ((luolls +v0)T] ™ p"e.
Logo,

ce — cem L(Q).
Em particular,

ce — cem LY(Q).
Por outro lado, pelo Principio Variacional de Ekeland

U(c.) < inf ¥(c) + €.
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Assim,
U(e) < limionf\IJ(ce) <inf¥(c) < ¥(e).
e—

Portanto,

U(¢) = inf ¥(c).
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CAPIiTULO 4

ANALISE DOS SISTEMAS RELACIONADOS
AO PROBLEMA 2

Neste capitulo, mostramos a existéncia, unicidade e algumas estimativas das solucdes para o

sistema de populagdes:

(ot 1) + 10, £) + [y ma e, ) Hy (0 + pa (e, O)Jula, ) =0 (a,1) € Q)
ve(z,t) — alv(x,t) + mo(r(x,t)v(x, t) + pa(Li(c(a, t))v(z, t) = u(l,t) (z,t) € Qr,
ri(z,t) — (g(r(z,t)) — h(Lo(u(a, t),v(z,t)))r(z,t) =0 (x,t) € Qr,
u(0,t) = [, Bz, t)v(z,t)dx te(0,7),
u(a,0) = ug(a) a € (0,0),
v(z,0) = vo(z) x €,
v(x,t) =0 (x,t) € OQr,
r(x,0) = ro(x) z €

4.1
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Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 2

e também para o sistema dual associado (veja a Secdo 1.5):

(

q1e(a,t) + qra(a, t) — [y ma(r)Hsdz + p1(c)]qi(a,t) = [, W' (La(u, v))rHigsdz

—Gy(a,u) (a,t) € Q,
2t(,t) + alga(z, ) — [ma(r) + pa(La(c))g2(t) = —B(z, 1)q:(0, 1)

S (Lo (u, v))rqs Ha (6, 1)d6 — pav (z,t) € Qr,
gsi(, 1) + [g(r) + ¢'(r)r = h(La(u, v)lgs(x, 1) = fym) (r)u(6, t)q(0,t)do

+mi(r)vge — par (z,t) € Qr,
a(lt) = [, @z, t)de te (0,7),
@(a,T) =0 a € (0,0),
@z, T)=0 r €,
g(z,t) =0 (z,t) € 907,
| 3(2, T) =0 x €,

(4.2)

quando c é dado no conjunto dos controles:

U={vel™(@);mn(a) <v(at) <ra(a)}, (4.3)

Lembramos também que @ = (0,1) x (0,7) e Qr = Q x (0,7).

Observamos que muitas das idéias que usamos neste capitulo sdo analogas aquelas utilizadas no
Capitulo 2. O que muda essencialmente é que, como agora temos uma equagdo parabdlica, usamos
o Teorema 1.5 (Capitulo 1) sobre regularidade parabdlica, para obter algumas das estimativas que
necessitamos nas provas dos teoremas de existéncia quanto nas estimativas do controle. Seguimos
também a mesma ordem do Capitulo 2. Ou seja, primeiro mostramos resultados de existéncia
e unicidade para os sistemas de populacdes e o dual associado; em seguida provamos algumas
estimativas do controle que serdo usadas no préximo capitulo. Mais uma vez, O teorema do ponto

fixo de Banach e a desigualdade de Gronwall serdo fundamentais.
Comecaremos com as Hipdteses:
(H1) ug € L>(0,1), 7o € L=(Q7), vo € H () € ug, v, 70 > 0.
(H2) my, ma, py, po, h : R — [0, 00) sdo fungdes de classe C? com my, ma, fi1, fi2, h € suas
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derivadas até a segunda ordem limitadas. Suas respectivas constantes de Lipschitz sao

denotadas por k., , kimy, Ky s Kpuys ki Ky s Ky ks Ky € K

(H3) L : U — Re Ly : L=([0,T], L(0,1)) x L=([0,T], H () — R

LW = /O e(a, 1) Hola, t)da, (44)
!
Lo(u,v)(z,t) :/o u(a,t)Hy(a,t) + v(z, t)Hs(a, t)da, 4.5)

em que Hy, Hy, Hy € L*>(Q) com Hy, H,, H, > 0.

(H4) g : R — Rédeclasse C? com g, ¢', ¢” limitadas e existe uma constante d > 0 com:g(r) > 0,
se 0 <r <deg(r) <0,ser > d. Denotamos por kg, ky as constantes de Lipschitz de

9,9, g", respectivamente. Considere também que 0 < ||7g|| L (0,) < d.
(HS) p2, p3, > 0e «, p; > 0 sdo constantes.
(H6) G : (0,1) x R — R é mensurdvel em a, de classe C* em y, com G, Gy, G, limitadas.
(H7) ¢ € U e 71,7, sdo fungdes mensurdveis, com 0 < v;(a) < ya(a) < A, q.t.p. em (0,1).
(H8) Q2 C R declasse C%?en = 2,3.

(H9) B, H; € L=(Qr) e B, H; > 0.

4.1 O sistema das populacoes

Nesta se¢do mostramos que o sistema (4.1) possui uma tnica solu¢do. Comegamos com o:

Teorema 4.1. Seja o sistema

;

w(a,t) + ug(a, t) + [ [, mi (7)) Hs(z, t)dx + pi (¢)]u(a, t) =0 (a,t) € Q,
vi(z,t) — aAv(x, t) + mao(F)o(z, t) + pe(Li(c))v(z, t) = u(l,t) (x,t) € Qr,
) u(0,t) = [, Bz, t)v(z, t)dx = w(t) te (0,7), “6)
u(a,0) = ug(a) a € (0,0),
v(x,0) = vg(x) x €,
v(z,t) =0 (x,t) € 0,
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onde

Fe{reC(0,T);L>(R));0 < r(x,t) <d} édado .

Com as hipdteses (H1)-(H3), (H5) e (H7)-(H9), o sistema (4.6) possui uma tinica solugcdo (u,v)

comu,v > 0.

Demonstracao:

Considere o operador
T: X = X,

com
X = L>(0,T, L}(0,1)) x LT(0,T, Hy(2))

definido por 7(u,v) = (u,v) onde (u,v) é a solu¢do do sistema:

(

u(a,t) + uq(a, t) + [[o, mi (7)) Hs(z, t)de + pr(c)]ula, t) =0 (a,t) € Q,

vz, t) — alv(x, t) + me(F)u(z, t) + po(Li(c)v(z, t) = u(l,t) (x,t) € Qp,

u(0,t) = [, Bz, t)v(z, t)de = w(t) te (0,7T), @7
u(a,0) = ug(a) a € (0,1),

v(z,0) = vo(x) x €,

v(z,t) =0 (x,t) € 0Qr

Das hipéteses, segue que a equagdo em v possui uma tnica solugdo em L>°(0,7T, L'(0,1))
com u > 0 e absolutamente continua ao longo das retas caracateristicas ¢ = a + c. Substituindo
essa solugdo na equagdo em v, temos que esta possui uma dnica solugdo v € L>(0,T, H}(Q)) N
L2(0,T, H?(2)).

Afirmacdo: v > 0.

De fato, sejam v™ = max{v,0} e v~ = —min{v, 0}, respectivamente, as partes positiva e

negativa de v. Temos que v = v+ — v~. Multiplicando a equagido em v por —v~ e integrando em

(), obtemos

_ /Q(U;r — v, Jv dx —|—oz/QA(U+ —v v dx
— /Q[mQ(F) + pz(Li(e)] (vt — v v de = — / u(l, t)v~dz.

Q
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Assim,
/vtvd:c—l-a/]Vv|2dx+/[m2(7)+u2(L1(c))]]v\de
0 0 0
=— / u(l,t)v~dz < 0.
0
Logo,
2dt/w |dx+a/|Vv o+ | fma(r) + paLa(e)llo” P < 0.
Q
Dai,

2dt/|v | dx+/[m2( ) + pia(La (0)]Jo™|*dz < 0.

Integrando de 0 a ¢ e usando o fato de que v~ (.,0) = 0, temos

Jo (o 8) 220 / [ @)+ @l Pdader < i / [~ ()220 o

Pela desigualdade de Gronwall,

V™ )2 () = 0-

mostrando que v > 0. Portanto o operador 7 estd bem definido.

Agora, vamos mostrar que 7 possui um tnico ponto fixo para 7' = 77 com 7} suficientemente

pequeno. Seja 7(u;, v;), i = 1,2. Temos

Uo(CL _ t)e_ fot Ja m1(F(:c,t—a))Hgda:+u1(c(a—a,t—a))dU’ sea >t
u(a,t) = (4.8)
w(t . a) -Iy fQ mq (F(z,t—0o))Hsdz+p1 (c(a—o,t— z)'))do'7 se a < t.

Dadot € [0,71] e 0 < s < t, segue que

t
o2 8) = 02 ) gy < & / lus(1,0) = w11, 0) 320y do. (4.9)
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Por (4.8) , temos:
@M Se0 < t<l,entido

/Oyu2(a,t)—u1(a,t)\da _ /0|u2(a,t)—u1(a,t)|da—i—/|U2(a,t)—u1(a,t)|da

t
t
/ /B(w,t)wg(a:,t—a)—El(x,t—a)\dxda
0o Jo

o=

IN

t
BV Bl pean / 72 = 1112w 0111 )

ktHBHLOO(QTl)H@ - 51||L°°(0,T1,H3(9))- (4.10)

IN

Ou seja,

!
/ lua(a, t) —ui(a,t)|da < || Bl|pe o) 1102 — Ut Lo 0,1y, 13 (2))-
0

(II) Se 0 < [ < t, entdo

/0l|uz(a7t) —ui(a,t)|da < || Bl|p o) T1[[02 — V1] Loy, 11 (02))-
Portanto, V¢ € [0, T},

luz — w0121 00)) < 1Bz Til[v2 = Vill o 0,1, 12 (2))- (4.11)
Por outro lado, como

0, sel >t
Ug(l,t)-’ul(l,t) = .
<w2(t . l) N @2(75 i l))e_ Jo fQ m1(F(z,t—a))H3d1+p1(c(l—a,t—o))doj se | < 1.

Assim, por (4.9),

t
Jeateos) = (o) ey < MO [ [ Blo0Ploaoo —1) = o0~ ) Pdeda
0 Q

t
< EQUB e, / T TR
0

KIQUIBI Lo 0 T1llT2 = Tl 0,1, 3 )

IN
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Dai,

[v2 = 1l e o)) < VEVIQUIBI 2 (@0) VT T2 = Till oo 011,12 (0)- (4.12)

Portanto, de (4.11) e (4.12), segue que

luz — wrll Lo, 22 0)) + 12 — vill e oz < (1Blles@r)Ti + VE[|B|| (s, VOV/T)

X w2 = V1l oo 0,1y, 12 ()

Assim, para T} suficientemente pequeno, 7 possui um unico ponto fixo solucao do sistema em
[0,71]. Como no Problema 1, a solugdo também pode ser estendida de forma tnica para todo o
intervalo [0, T').

O

A seguir temos:

Teorema 4.2. Com as hipoteses (HI1)-(H4), (HS5) e (H7)-(H9), o sistema (4.1) possui uma tinica

solugdo.

Demonstracao: Seja o operador
T: X = X,

X = L>(0,T,L'(0,1)) x L([0,T], Hy(Q2)) x N[0, T

com N[0,7] = {r € C([0,T],L>=(2));0 < r < d}, definido por 7(u,v,7) = (u,v,r), onde

(u,v,r) é a solugdo do sistema:

ut(CL?t) + ua(a7t) + [fg ml(?)H:;(I,t)dl’ + IU,I(C))]U(CL,t) =0 (CL?t) < Q

vz, t) — aAv(z, t) + mo(F)u(z, t) + pe(Li(c))v(x,t) = u(l,t) (z,t) € Qr

ri(z,t) — (g(r(z,t)) — h(La(u,v))r(xz,t) =0 (x,t) € Qp

u(0,t) = [, B(z, t)v(z, t)dz = w(t) te(0,7) “4.13)
u(a,0) = up(a) a € (0,1)

v(z,0) = vo() z e

v(z,t) =0 (x,t) € 0Qr

r(z,0) = ro(x) ARy
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Pelo Teorema 4.1, esse sistema possui uma tnica solu¢do. Mostraremos que 7 possui um tinico

ponto fixo para T" = T7 com 717 pequeno. Para isso, serdo fundamentais as estimativas:
[Vl 2(0.7,m2(0)), [w(a, t)] < 01 e |||l oo o110 < 02 4.14)

onde §; e d5 € dado no Teorema 4.3. A demonstracio seguira as seguintes etapas:
(I)Mostraremos que, V¢ € [0, T],

t
[ 8) = 01 () ) < k/o lug(l,0) — ur (1, 0) Pdo + ET7 ([T — 71| B o.m.Lo0 () -

Note que v = vy — v; € solucdo do problema

(Ut([E, t) — alv(x,t) + pa(Ly(c))v(z, t) = u(l, t) + ma(F1)vy — ma(Fa)va  (z,t) € Qr

v(x,0) = wvo(x) x€Q
v(z,t) =0 (x,t) € Q.

(4.15)

Assim, dados t € [0,T] e s € [0,¢], por (4.14) e por regularidade parabdlica (teorema 1.5, p. 14),
temos

IN

|lva(., s) —vl(.,s)H%Ié(Q) / /|u2 (1I,0) — ui(l, 0) + ma(F1)vy — mao(T2)ve|*drdo

/ /|u2 (I,0) —ui(l, 0)|*dwdo

ok / [P 0) = Fa(s )|y do

t
+ k:/ /|v2(x,0) — vy (z,0)|*dzdo.
0 Ja

IN

Ou seja,

IN

[v2(-5 8) = vi (- 8) 12 0 / us(l,0) — ur(l,0)|*do + KT1|[T2 — 71l 0.1, )
¥ / s 0) = 01 0) syl
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Em particular, podemos tomar s = ¢. Logo, pela desigualdade de Gronwall

t
Jealet) = orl ey < K [ o) = it
0

+ KTT2 = TG o) 0 (4.16)
(IT) Mostrar que, V(a, t) € [0,1] x [0, T3],

lua (1, 1) — ur (1, t)] < kT2 — T1llegom,ze @),

[va(st) = vi(, )l ) < kVTilIT2 = Tilleqom),ee @), (4.17)
e
uz(a, t) —uila, )| < kV/Til|72 = Tillcgom,ee(@))- (4.18)
Temos
Uo(CL _ t)e_ fot Ja m1(F(:c,t—a))Hgdx+u1(c(a—a,t—a))daa sea >t
u(a,t) = (4.19)
w(t B a)ei s fQ ml(F(I,tfo'))Hgder/JJ(C(G,*O',tfo'))d0'7 se a < t.
Sea <t,

us(a,t) —uy(a, t)[> < klwy(t — a) —wi(t — a)|* + T4 |72 — 712 0.1, 0000

Em particular, para a = [, temos

lus(l,t) —ur (1, 1)]* < k’/ﬂ|v2($,t—l) —Ul($at—l)|2d$+kT1||72—71||%J([0,T1],Loo(9))
< Elloa(t =1 = ot = Dl
+ KT — TG oy o) - (4.20)

83



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 2

Substituindo (4.16) em (4.20), obtemos

lug(l,t) —ur(L1))* < kT[T = TallE o oo )

t
+ k:/ lus (1, 0) — uy (1, o) |*do.
0
Pela desigualdade de Gronwall,

lug(l, ) — Ul(l>t)|2 < KTh[[rs — F1H?}([0,’.F1],Lo<>(9))7

ou seja,
ua(l,t) — w1, 1)] < kv/Th|[T2 = Tilleqom,L=)- (4.21)
Por (4.21) e (4.16),
[02(., 1) = 01 (. D)y 0) < kVTLIT2 — TilleqomLo@)- (4.22)
Por (4.22) e (4.19)
uz(a, t) —ui(a, 1) < kV/Til|72 — TillcgomLe(e))- (4.23)
(IIT)Vamos provar que
lr2 = rilleqory.Loe@)) < kV T2 = Tillogomy.Le @) (4.24)
Temos
Logo,
t t
Iro(x,t) —ri(z,t)* < k;/ | Ly (g, v3) — Lo(uy,v1)|*o + k/ Iro(z,0) — r1(x,0)*do
0 0
t t l
< k:/ |vg(z, 0) —vl(x,0)|2da+k/ / lus (6, 0) — ui (0, o) |*dodo
0 o Jo

¢
+ k:/ Iro(z,0) — r1(x, 0)*do.
0
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Assim, por (4.23), temos

t
[ra(2,t) — (2, t)]* < k/ [v2(2, 0) — o1, 0) *do + KTh[|F> = 71l E 0.1, ()
0

¢
+ k;/ Iro(w,0) — 112, 0)|*do. (4.25)
0

Por outro lado, como vy, vy € L*([0,T], H*(2)) e H*(Q2) C L>(f2) continuamente, segue que

t t
/ vs(z, ) — w1 (x, 0 [2dor < k/ (s 0) = 1, 0) pagy o (4.26)
0 0

Mas, como em (4.16) , temos que

IN

t
b [ Tuatt.o) - wilt.o)do
0

+ kTi||7e — F1H2C([0,T1],L°°(Q))
<

t
/ o2 0) = 1. 0) pagedo
0

KT ([T2 = Tul|E 0.1, 200 () (4.27)

Assim, por (4.27), (4.26) e (4.25),

ra(z,t) — iz, ) < kTuIT2 = TallEgom e o)

+ /{:/t]rg(x,a) —r(z,0)|*do.
0
Pela desigualdade de Gronwall
72 = rllEqom.ce@y) < k1172 = T1llE oo ()):
Ou seja,
Irz = rilleqomze@) < kVT1IT2 = Fillogomi=- (4.28)
Portanto, por (4.28) (4.18) e (4.17), temos
I7(@,5,7)|Ix < kVT1|(@2,7)|x.

Portanto, segue que para 7} suficientemente pequeno, 7 possui um tnico ponto fixo solu¢cdo do

sistema em [0, 71 ].

85



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 2

Com um argumento andlogo aquele feito para o Problema 1, esta solucao também se estende

de forma tnica para todo o intervalo [0, 7).

O

Teorema 4.3. Com as hipdteses do Teorema 4.2, temos, Y(a,t) € [0,1] x [0,T], as seguintes

estimativas:
ul\a, ~ U1,
t)] <é
V] Lo 0,7, 3 (02)) < 2,
]| 2(0,7,m2(02)) < 2,
onde
1k?|B|2 & Q
0 = || Bllrn (ky/1QVTe 1Plim@n T )|l 1o o
112|B12 QT
+ (BVIAVT Bl oye?™ 1Pl 4 ) flug]| 1 -
1.2 200 QO
52 = k\/ |Q|ﬁ€2k HBHL (QT)| HTHuOHLOO(O,l)
1K%B||? 0
+ (R*VIQVT | Bl =@me?” Pee@ntT 4 vg]| ),
Demonstracao:
Temos

UO(CL _ t)e* fot Ja ml(r(x,tfa))Hgder;“(c(afg,tfa))da, sea >t
u(a,t) = (4.29)
w(t B a)ei s fQ ml(r(m,tfcr))Hgder,ul(c(afcr,tfa))da, se a < t.

Sejam t € [0,T] e s € [0, t]. Entdo temos:
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||u0||L°°(O,l)a S€ a Z S
u(a, s)] < (4.30)
lw(s —a)|, se a <s

e
t ) L
||U||L°°(O,t,H01(Q)) < k’[(/o ||U(l70)||L2(Q)dU)5 + HUOHH(%(Q)}'
Assim, sel < s
u(l, s)]* < /QB(x,t)zlv(fv,s — DPPda < ||Bl[7@p v s = D20
t

< KBl 0/l @) + kQHBH%OO(QT)’Q’/O [u(l, 0)[*do.

Sel > s,

u(l, 8)1? < JluollFos 0,y
Portanto, Vs € [0, t],

ul, s)I* < ol + 521 Bl ol o)

t
© R B2 / u(l, 0)Pdo.

Em particular, para s = ¢, temos

@ O < Nluollfeqou) + BBl @) 0]l (0

t
TR T FRTSY / u(l, o) dor

Logo, pela desigualdade de Gronwall,
K2(|B|2 oo, Q)T
u@ )2 < (luoll3sgor) + 5211 BlI3 e 0y 001373yl

SIBIR oo 2T BBI o 11T

IN

HUOHQLOO(O,Z) + k2||BH%°°(QT)€ HUOH%'&(Q)’
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ou seja,
fu(t, )] < e2* Vi 0n T || o + k] Bl oy 0 M g 1 .
Dai, segue que
1oll ooy < k\/@ﬁeék2llBllime)|Q||T”u0HLOO(OJ)

1k2B|2 Q
+ (kQ\/|Q|ﬁHBHL°°(QT)62 1P1ee o] HT+k’)||Uo||H3(Q),

ol 1k?B|2 & Q
HUHL?(O,T,HZ(Q)) < k |Q|\/_62 I1BIIZ (QT)l HTHUOHLOO(OJ)
112||B|12 & QT
+ (PVIQVTIBI| s aye 1= @n T 4 o] gy o)

172 2
w(a, )] < |1Blpeog (ky/[QVTe2* Plim@n T 1) ]| 1oy
112B|12 & QT
+ (BVIAVTIB| e PI=@n T 4 gy lug]| .

O

Observacao: Este resultado mostra que a solucdo do sistema de populacdo é limitada por uma

constante independente de ¢ € U.

4.2 O sistema dual associado

Teorema 4.4. Com as hipoteses (HI)-(H9), o sistema (4.2) possui uma tinica solugdo.

Demonstracao: Considere a mudanca de varidvel

a=1—ajet=T—t;com (ar,t;) €[0,1] x [0,T].

wi(ar.ty) = qi(a,t), we(x.ty) = go(x,t) e wz(x.ty) = g3(z, ).
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Esta mudanca transforma o sistema (4.2) no sistema:

(wi(a,t) + wia(a, t) + [ [,y ma () Hsdz + p (€)Jwn (a,t) = — [, B(La(u, v))r Hywsda
Gy(a,u) (a,t) € Q,
woy (1, 1) — aAwsy(z, 1) + [ma(r) + pa(Ly ())wa(z, ) = Blz, t)wy (1, 1)
— [ R (Ly(u, v))rws Ha (8, £)d6 + pyv (z,t) € Qr,
wsi(x, 1) = [g(r) + g/ (r)r — h(La(u, v)|ws(x, t) = — [y m} (r)u(0, )wi (0, t)d6
—mb(r)vwy + par (x,t) € Qrp,
w(0,t) = [ wa(x,t)dx te (0,7),
wi(a,0) =0 € (0,1),
wy(z,0) =0 x €,
wa(z,t) =0 (z,1) € 90,
| w3(z,0) =0 x € (.
4.31)

Para ndo carregar a notagdo, neste ultimo sistema estamos denotando a varidvel (ai,t;)
por (a,t). Mostraremos que o sistema (4.31) possui uma tnica solu¢do. Observamos que a
demonstracdo deste fato seguird as mesmas idéias que ultilizamos para demonstrar o Teorema
4.2.

Considere o operador
T7: X =X,

X = L>(0,T,L*(0,1)) x L>=([0,T], H;(Q)) x C([0,T], L=(Q))
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definido por 7 (w1, We, W3) = (w1, Wy, w3), onde (wy, ws, w3) é a solu¢do do sistema:

(

wyy(a,t) + wig(a, t) + [ [ ma(r)Hsdz + p(0)]wi(a, t) = — [ W' (La(u, v))r Hywsda

Gy(a,u) (a,t) € Q,
Woy(z,t) — alAws(z,t) + [ma(r) + po(Li(c))|wa(x, t) = B(z, t)wi(l,t)

— [ R (Lo (u,v))rws Ha (6, £)d6 + pyv (z,t) € Qr,
wy(w,) = [g(r) + g'(r)r = h(La(u, 0)Jws(x, 1) = = [y mi (r)u(6, t)wn (6, 1)do

—mi(r)vws + par (z,1) € O,
w(0,t) = [ ws(x,t)dx te(0,7),
wi(a,0) =0 a € (0,0),
way(x,0) =0 x € €,
wsy(x,t) =0 (x,t) € 007,
| w3(7,0) =0 x € Q.

(4.32)

Como no Teorema 4.2, (4.32) possui uma tnica solugdo (wq, wy, w3) € X. Portanto, o operador 7

estd bem definido. Vamos provar que 7 possui um tnico ponto fixo para 7' = T} pequeno.
Sejam
T( Zla 127Q§) = (wivwéawé)ai =1,2

A demonstracdo seguird as seguintes etapas:
(I) Mostrar que, V¢ € [0, T1],

t
||w§(.,t) - w%(.,t)“%,&(m < k/ |wf(l,a) - w%(l,0)|2da + kT1||Q§ - Qé”%‘([O,Tﬂ,L‘X’(Q))'
0

Sejam t € [0,T1] e s € [0, t]. Entdo
t
Juies) = wdl g < K [ [ u0.0) = wl(t o) Pdudo
0 Q

¢ I
- k;/o /Q|/O R (Ly(u,v))r(Q3 — Q3) Hydf|*dwdo
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Ou seja,

t
ng(-, s) — w%(., 5)“%{5(9) < k/ ]w%(l,a) - w}(l,0)|2da + le”Q:Za - Qé”%([O,Tﬂ,LW(Q))'
0

Em particular, esta dltima estimativa vale para s = t. Logo,

t
i3 t) = wd g < & [ luf.0) = ul.0)Pdo

+ kTQ3 — Qzla||%([0,T1],Loo(Q))-

(IT) Mostrar que, V(a,t) € [0,(] x [0, T3],

[wi(l,t) —wy(1,8)] < kT Q3 — Qsllcqomze@),
w3y () — wy (-, )l g2y < kVTIQS — Qslleqonce@),

w3 — w3 || 2oz < kVT1QF — Qsllcomre©)),

wi(a,t) —wi(a,t)| < kyv/Th]|QF — Qillcqom,L= ()
Temos o seguinte: se a < t,

wl(a,t) = U}l(O,t — CL) — Jo' g ma(r) Hadx+pa (¢)]dé

+ /Oa[Gy(a,u)—/Qh’(Lg(u,v))lewgdx]

w e Jo qmi(r)Hadatpm(e)ld g

esea >t,

wi(a,t) — /0 (G0 0) /Q W (Lo (u, v)) Hyrsda]

% e Jalloma(r) Hadatp (e)ldE
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Assim, se a < t,

wi(a,t) —wi(a, ) < k [ |ud(e,t—a) —wile,t — a)lPde+ k / / Q2 — Q}Pdwdo
0 Q

ea>1t,

< k[ |wi(z,t —a) —wi(z,t—a)Pde
Q

+ ET|Q3 — QsllEqom.Loo @) (4.37)

[wi(a,t) —wi(a, t)* < kT Q3 — QsllEqom.9):

Agora, usando (4.33) em (4.37), segue que se [ < t,

t
W)~ (L <k / w2 (l,0) — w(l, o) Pdo
0

+ kTQ3 — QsllE o) @)

Portanto, para todo ¢ € [0, 77,

t
W)~ (P <k / w2 (1,0) — wi(l, 0)Pdedo
0

+ KQ3 — Q3llE 0.

Pela desigualdade de Gronwall,

lwi(l,t) —wi(l, 0" < kT Q3 — Q3llE om0 (9)- (4.38)

Usando (4.38) em (4.33) e (4.37) , obtemos (4.34), e (4.36). Por outro lado, como em (4.33),

também temos,

t
w2 — wll oy < / W3(l, o) — wh(l, o)|2do
0

t
+ /f/ /|Q§—Q§|2dxda,
0o Ja

donde segue (4.35).
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(IIT) Vamos provar que

lws — wsllcqonLe@) < kVT1Q3 — Qslleqo.r.ce@)- (4.39)

Temos
t ! ) /
ws(z,t) = / [psr — mb(r)vw, —|—/ m!, (Y uw, df)doe Jo (9 +g (I =h(La(uw))de
0 0

Logo, por (4.34)

t l t
m@aw—wa@wﬁf;k/ /mﬂaw—uﬂawﬁwa+@/mamw—«anwﬁw
0 0 0
< KN Q3 — QsllE .1 ()
t
+ k/ |w3(x, o) — wy(z,0)|*dodo. (4.40)
0

Por outro lado, por (4.35) e como w3, wy € L*([0, T3], H*(2)) e H?*(2) C L>°() continuamente,

segue que

IN

t
b [ 03) = w0 o
< KN Q3 — Qill3 0.1 () (4.41)

t
/M&Lw—@umww
0

A

Portanto, de (4.41) e (4.40), temos

w3 (2, 1) — wi(z,8)]* < kT [1QF — Q51301 2()):

mostrando (4.39).

Portanto,

HT<Q%7Q§7Q§) - T( %7@%7 Q%)HX < k\/ﬁ”(@i@%v@%) - (Q% Q%7Q§>||X

Portanto, segue que para 7} suficientemente pequeno, 7 possui um dnico ponto fixo solucao do
sistema em [0, 71 ]. Como no Problema 1, a solug¢do também se estende de forma tnica para todo o

intervalo [0, 7).

Teorema 4.5. Dados o controle ¢ e a solug¢do (q1,qz,q3) do Sistema (4.2), temos, ¥(a,t) €
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[0,1] x [0,T] e Ve € U as seguintes estimativas :

1
a1 (a ) a2 D)l iy laallzaqo a2, lasleqom.cowy < BT = 1) +(T = 1) +(T = )°+(T — 1)}

onde k é uma contante que ndo depende de c € U.

Demonstracao:

Como no Teorema anterior, nés obteremos as estimativas para o sistema (4.31). Mostraremos
o seguinte:
IVt € [0,T],

¢
lwi (1, )]* < kt + k/ ng(.,a)H%w(Q)da.
0

Temos que
Sea <t
w1 (a> t) = w (O,t — a)e_ Jo L ma(r) Hadz+pa (c)]dg
+ / [Gy(o,u) — / W (La(u,v)) Hyrwsdz]
0 Q
X e Jo'la ml(T)Hsdx+u1(c)}d§dU
esea > t,

wy(a,t) = /Ot[Gy(U,u)—/Qh/(Lg(u,v))lewgdx]

% e Jollomi(r) Hadetpu ()€ g
Assim, se a < t, entdo
t
s (a, ) < k/|w2(x,t — a)2dx + k:/ 1+ [ws(.s 0) |2 gey)do (4.42)
Q 0
esea>t,
t
fwn(a, D2 < K / 1+ s 0)|[ 2 o (4.43)
0
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Por outro lado,

t t
Hw2(-75)||?qg(g) < k/o lwi (1, 0)Pdo + k/o 1+ |lws (., 0) |2 () do

t t
TP k;/o |w1(l,a)|2da+k/0 1t s, 0) 2oy dor

Substituindo (4.44) em (4.42), obtemos
t t
lwi (I, 1) < Kkt + k:/ ||w3(.,0)||%w(9)d0+ k/ lwi (L.o) 2do.

0 0

Além disso, se [ > ¢
t
|U)1(l, t)|2 S kt + k/ Hw3(., O')“%oo(g)d()’
0

Portanto, (4.46) vale para todo ¢ € [0, 7. Logo, pela desigualdade de Gronwall,

t
wn (L8P < Kt + k / les(.. 0) 2o

Por (4.48) e (4.42)-(4.45), temos:
(ID

t
st Ol < bt 4 b 4 [ a0 o
0

t
[wal|7 e 0.7, 2 (02)) < kt+kt2+k/ [ws (., )| 200 ey do
0

t
lwy (a, t>|?{6(9) < kt + kt* + k:/ [ws (., 0) |70 0y do-
0
(IIT) Agora , provaremos que

Jws (., )| 7o) < k(E+ 2 +¢7).
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Temos

¢ !
ws(z,t) = / [psr — miy(r)vwy + / m’ (r)uwdf]doe” Jo(a(r)+g' (ryr=h(La(uw))de
0 0

¢ t gl
lws(z,t)* < k:t—i—k:/ |w2(m,a)|2d0+k/ /|w1(9,0)]2d0d0
0 0 Jo
t gl
< Kt kllwallF o o, m2 () + k/o /0 w1 (0, 0)|*dbdo.

Por (4.50) e (4.51), temos

t
g, £)[2 < Kt + ke + ke + k:/ 3, 0) 2oy
0

t
s ) 2oy < kt+kt2+kt3+k/o s 0) 2o o

Pela desigualdade de Gronwall,

Jws(-, )| 1) < k(t+* + 7). (4.52)
De (4.52), (4.49)-(4.51), temos

ng(.,t)H?{&(Q)) <kt 4+ +13 1Y),

||w2||%°°([O,T},H2(Q)) <k(t+t+ 2+t

lwi (a,t)]* < k(t+ 12463 +1*).
Portanto, o resultado desejado segue de:

|Q1(a7 t)| = |U)1(CL1, t1)|’
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HQQHL"O([O,T],H(}(Q)) = HwQHLOO([O,T},HDI(Q))
e
G2l oo (jo.17,22(2)) = w2l Loo (0,17, 52(02)) -
O
Observacao.: Em particular, pelo Teorema 4.5, temos
|q1(a, )], [1q2]] oo 0,17, 2 () 192l o< (0,77, 52(02)) s |3l 010,77, 20(02)) < kVT.
OJ

4.3 Estimativas envolvendo o controle

Nesta secdo nés obtemos algumas estimativa do tipo L! e L> envolvendo o controle. Tais

estimativas sao andlogas aquelas que obtivemos no Capitulo 2.

Teorema 4.6. Dados os controles cy,cy e suas respectivas solugcdes (uy,vy,71), (u2,v9,732) do

Sistema (4.1), temos, V't € (0,7, as seguintes estimativas :

[uz — il zoo o1, 22000)) < E(lwollzoo00) + lvoll gy @) llcz — cillz2(@). (4.53)
vz = vil oo o112 2y < Kol L0y + lvoll 2 0)) llc2 — erllz2(q) (4.54)
[va — vill L2011 m2(0)) < E(llwollze©0) + lvollmi@))llcz — erllz2 (@), (4.55)
e
2 = rillcqomz=) < k(lluollz= + l[voll aa)llea — e1ll 2(q)- (4.56)
Demonstracao:
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A demonstracdo seguird as seguintes etapas:
(I) Mostraremos que, Vt € [0, T,

lva = vl 2o, 2 + w2 t) — i (., t)HfHé(Q) 4.57)

t
< k;/|u2(l,0)—u1(l,a)|2d0
Ot
+ k/ /\rg(x,a)—rl(:v,a)\Qd:cda
0 Q
T l
+ kol + lollgo) [ [ leatert) = eafa ) dade.
0 0

Sejam ¢t € [0,T] e s € [0,t]. Entdo

loaCes) = v1( )y < /|u2 (1.0) —w(l,0)| da+k/ /m 2,0) — 1(2, 0)P|vs 2o
+ / /|v2 x,0) (z,0)2drdo
+ k?/ /’LI(CQ) — Ll(Cl)‘2|U1|2dl’dO'.
0 Q

Pelo Teorema 4.3,

t
le2(9) = n( gy < K [ fuall.o) =t
+ k[ rato) = o)l o
T pl
+ kol ion + leollen? [ [ leatast) = erfa )P dade
0 0
t
+ k/ /|Ug(x,0)—v1(x,a)\2da:da
0 JQ
t
< k‘/|u2(l,0)—u1(l,a)|2da
bk [0 = i)l aydo
T pl
+ ]{J(HUOHLoo(Q,l)—f—HUO||H6(Q))2/ /|02<a,t)—01(aat>|2dadt
0 0

+ /|yv2 ) = 01(, 0) || a0y do (4.58)
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Em particular, para s = ¢, temos

t
fonlt) =0 gy < [ Tual) = .0 P
bk [ raeo) = o)l ado
T l
+ k:(||u0||Loo(071)+||v0||H3(Q))2/ /ICQ(a,t)—cl(a,t)IQdadt
0 0
+ /HW ) — v, )||§{5(Q)d‘7‘
Assim, pela desigualdade de Gronwall,
t
lv2(-8) =01 (D)) < k/|uz(l>0)—ul(l,0)|2d0
0
T l
4 bluol=on + leollgen? [ [ leaast) = crfa ) dade
0 0
+ / 1racs0) = 11 0) 2y o (4.59)
De (4.58) e (4.59), temos também que
t
oz = 0Exqury ey < K [ luall.o) = wt.o)Pdo
T l
+ k(||uoy|Loo(0,l)+||UO||H6(Q))2/ /|02(a,t)—cl(a,t)|2dadt
0 0
+ k/HTQ —7”1 )H%oo(ﬂ)do- (460)

(IT) Mostraremos que, Vt € [0, T,

! ¢
/|u2(a,t) —uy(a,t)*da < k:/ lus(l, o) — uy (1, 0)*do
0 0 .
+  k(JJuolleo00) + ||v0||H3(Q))2/ / lea(a, t) — cy(a, t)|*dadt
o Jo

T / Ira(es0) = 71, 0) 2y o
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Mais uma vez, usaremos

uola — t)e~ 15 Jo mi (r(w,t=0)) Hadztpu (e(a=0t=0))do g ¢ > ¢
u(a,t) = (4.61)

w(t —a)e” I Jo m1(r(ac,t—o))Hgd:v—HLl(c(a—o,t—a))da7 se a < t.
Se a < t, pelo teorema 4.3
lug(a,t) —uy(a, t)* < k/|vg(x,t —a) —v(z,t —a)Pde
0
T+ k(uoll~p + lvolla )’ /Oa|02(a Cot—0)—eila—o,t—o)fdo
+ k/0a||r2(.,t—a) —rl(.,t—a)||%oo(md0. (4.62)

Usando (4.59) e (4.62), obtemos

t
afa.t) (a0 < k[ luallo) - u(to)Pdo
0

T l

+ k(||u0||Loo(Uyl)+||UO||H3(Q))2/ /|c2(a,t)—cl(a,t)|2dadt
0 0

+ b(Juolion + leollyey? [ leala = 01t = 0) ~ esfa = 0.t = 0)'do
0

t

+ k[ |ra.,0) —7’1(.,0)||%oo(9)d0. (4.63)
0

Além disso, se a > t,
|u2(a,t) - ul(aat)|2 < k;HuOH%OO(O,l) 0 |02(a —o,l— 0) - Cl(a —0o,l— 0’)|2d0'
+ k| I 0) = 71 0) [0 o (4.64)
0

Consideraremos 2 casos:

a)0<t<l.
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Temos

! t
[ husta.t) — wla,)Pda = [ fusta,t) — e, ) o
0 0
l
+ /\uz(a,t)—ul(a,tﬂzda
t

t
< [ fualt.o) — w(t,0)Pdo
0

+ k(lluoll 00 + llvoll i ))?

t a
« //|cg(a—a,t—a)—cl(a—a,t—a)|2dada
0 Jo
Lot
+ k||u0||%oo(07l)//|02(a—0,t—0)—cl(a—a,t—0)|2dada
0
t Tl
+ k(||uo||Loo(Oyl)+||v0||H&(Q))2/ /ICQ(a,t)—cl(a,t)|2dadt
o Jo
¢
+ k/||7”2<.,0’)—7‘1(.70')||%oo(9)d0'. (465)
0

b)l < t.

I ¢
/ lus(a,t) —ui(a, t)*da < k/ lus(l, o) — uy (1, 0) |’ do
0 0

+ E(lluollze o0 + llvoll i )?

l a
« //]cZ(a—a,t—a)—cl(a—a,t—0)|2dada
0 0
T l
+ k;(||u0||Lm(0J)+||UOHH3(Q))2/ /|02(a,t)—01(a,t)|2dadt
0 0
t
k[ o) = ooy @60
0

Por outro lado, com uma mudanga de varidvel,

l a T l
//|02(a—0,t—0)—cl(a—a,t—a)\2d0da§/ /|02(a,t)—cl(a,t)]2dadt,
0 0 0 0

t pra T l
/ / lco(a —o,t —0) — c1(a — 0,t — 0)|*doda < / / lca(a, t) — cy(a, t)|*dadt
0 Jo o Jo

101



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 2

l t T l
//\cg(a—a,t—a)—cl(a—a,t—a)\2dada§/ /yc2<a,t)—c1(a,t>y2dadt.
t 0 0 0

Assim, levando estas trés tltimas estimativas em (4.65) e (4.66), obtemos, V¢ € [0, 7],

l t
/|u2(a,t)—u1(a,t)|2da < k:/ lua(l, ) — s (1, o) 2do
0 0
+ kol + ool ) / / lea(a,) — ex(a, ) dad.
bk / 1raes0) = 71, 0) 2y o 4.67)
(III) Mostraremos que, Vt € [0, T,
T l
st = sl Oy < BQlualoton + lenligen)” [ [ latont) = oo, ).
t
bk / lua(l, o) — ur(l, o) [2dor. (4.68)
0

Temos
r(z,t) = ro(z)e Jo (rL2(u2) =g (r(€))de,

Assim,
t pl
Iro(x,t) — ri(z,t)> < k/ /]ug(e,a)—ul(e,a)\zdedo
o Jo
t
+ k[ a0 = wlao)Pdo
4 / 12 0) = 71(c,0) 2oy o 4.69)

Por outro lado,

/ lvg(z,0) — v1(z,0) P do < k/ [va(., 0) = 01 (., 0)|[ T2y do. (4.70)
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Por (4.60), (4.69) e (4.67), temos

t
(e 0) = (0P <k [ fuat.0) = willoo)Pdo
0
+ Eluollz=op + ool ) //]@at ~ ey(a, 1) Pdadt
+ /Hrz ) = 1102y o
Assim,
t
||r2(.,t)—r1(.,t)||%oo(9) < k/|uQ(l,a)—u1(l,0)|2da
0
T l
4 k(luollian + ooy [ [ leata.t) = afa,t)dade
0 0
+ /||r2 )= 11, 0) 2y dor
Pela desigualdade de Gronwall,
72 t) =1 ( )17y < k(lluoll ooy + l1voll o) / /|02 (a,t) — c1(a, t)*dadt
+ k:/|u2(l,0)—u1(l,a)|2da. 4.71)
0

Levando (4.71) em (4.59) e (4.67), obtemos
(Iv)

||’UQ(.,t) _Ul(7t)||§lé(§2) < k}(HU()HLoo 0,0) + ||UO||H1(Q / / |CQ a, t — cl(a t)| dadt

bk / us(l, 7) — i (1, ) 2do @72)
0

/ lug(a,t) — ui(a,t)]Pda < k(||o]| oo 0,0y + HUO“HI(Q / /\02 a,t) — ci(a,t)|*dadt.

+ k/ lus (1, 0) — uy (1, 0) P do 4.73)
0
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(V) Mostraremos que

t T l
[ luatt.0) = watt.o) o < K(lualimion + eolgon)* | [ lea(at) = eaast) P
0 0 0

Sel < t,por (4.63)e (4.71)

us) = 0P < KQlualimion + Tollagio)® [ [ letont) = a(o,0) P
+ bllnllz=on + Follgo* [ lesl — ot — ) — ex(l — 0, — o) do
+ k/ol]ug(l,a) —uy(l,0)*do
+ k/lt|u2(l,0)—u1(l,a)|2da. 4.74)
Se 0 <t <, por(4.64)e (4.71),
T l
0. ) = @O < K(luolion + lollngor? [ [ lea(a) = rfat)Pdac
Kol /Ot|c2(l—9,t—6)—cl(l—G,t—9)|2d0
+ k:/ot|uQ(l,a) — (1, 0)[2do.

Pela desigualdade de Gronwall, V0 <t < [,

T l
alot) =l OF < K(luolmion + leollgo)* | [ lea(at) = ca(o,) P
0 0
t
4 bl [ el =00 =6) = ea(t = .0~ 0) Pt
0
t s
+ k||u0||%oo(0,l)/ / lea(l — 0,5 —0) —c1(l — 0,5 — 0)|*dOds.
0 0
Mais uma vez, segue que
t s T l
/ / lco(l — 0,5 —0) —ci(l — 0,5 — 0)|*dfds < / / lea(a,t) — ci(a,t)|*dadt.
0 JO 0 0
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Assim, V0 <t <,

lus(1,t) — uy (1, 1)]* < E(JJuoll Loe(0,) + HUOHHO(Q / /\cz (a,t) — ci(a,t)|*dadt

4 k||u0||%oo(0,l)/|02(l—9,t—0)—cl(l—O,t—9)|2d9. @75)
0

Integrando (4.75) de 0 a [ e substituindo em (4.74), chegamos em

s t) = (AP < k(o ll=p + ol @) / / leala,t) — ex(a, t)dadt
+ B(luollz=to + llvoll )’ / el — 0t — o) — (I — 0, — 0)|2do
0
l o
+ kHuOH%m(w)//ICQ(Z—Q,U—H)—cl(l—H,U—Q)IQdeJ
0 0

t
+ k/|u2(l,a)—u1(l,a)|2da.
!

Mas,

I o Tl
/ / leo(l — 0,0 —0) — c1(1 — 0,0 — 0)]*ddo < / / lca(a,t) — ci(a,t)|*dadt.
0 Jo o Jo

Portanto,VI < ¢t < T, temos

T pl
|UQ(l,t> _Ul(l,t)|2 S k(HU’OHLOO(O,l) + ||,UO||H6(Q))2/ /lCQ(CL;t) —Cl(a,t>|2dadt
0 0
l
k(lluol Lo o.) + HUOHH(}(Q))2/ lco(l =0t —0) —cr(l = 0,t — o) *do
0

+k:/|u2la (1, 0)*do.

Pela desigualdade de Gronwall,

lua (1, ) —ul(l,t)|2 < k(|lwollzoe o) + ||vo||H1 Q) / /|02 a,t) — c(a, t)| dadt
l
+ Ek(lluollzooo0) + HUOHH&(Q))Z/ (I =0t —0) —er(l =0, t — o) Pdo
0
t s
ol o + ollgi)* [ [ lealt = 0,5~ 6) = st = 0,5~ ).
l 0
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Resumindo, temos o seguinte:
Sel <0,

[us(1,0) — ur (1, 0)[*

IA

l
Klalon + lollagen)? [ les(t = .0 0) = et = 0,0 - 0)do
0
T l
+ k(||uoy|Lm(0,l>+||v0||H01(Q))2/ /|02(a,t)—cl(a,t)|2dadt 4.76)
0 0

esel >0,

[uz(1,0) — ur(1,0)[

IN

0
E(luollz=0) + l[v0ll )’ / e~ 0,6 —0) —er(l — 0,0 — o)Pdo
0
T [
+ k(HuOHL"O(O,l)_'_”UOHH&(Q))2/ /]@(a,t) —cl(a,t)IQdadt. (477)
0 0

Temos:
a)Set <[, por (4.77),

IN

¢
/ lug(1,0) — uy (1, 0)>do k(l[uollze< 0.0y + llvoll g y) / / lca(a, t) — cy(a,t)|*dadt
0

+ k(lluollz=p + ol my0))*

t o
X / / lco(l — 0,0 — ) — c1(l — 0,0 — o) *dodh
0 Jo

IN

T l
ol o+ ol [ [ leatart) = ex(a )P dae.
0 0

b) Set > [, por (4.76),

t
/|u2(l,0)—u1(l,0)|2d9 = /|u2 (1,0) — u (1, 0)] d0+/ lus (1, 0) — i (1, 0)[2d6
0
< k(HUoHwa,z)+HvoHH3<m)2/ /\Cz(a,t)—cl(w)\zdadt
0 0

+ k(lluoll o0 + llvollma)?

t gl
X / /|02(l—0,0—<7)—cl(l—a,9—0)|2dad0
0 Jo

IN

T l
ol + ol [ [ leatert) = exfa )P dae.
0 0

Logo, Vt € [0, T],
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t T l
[ 10a(0.6) = s 0.0)Pd8 < hlluollmion + leolgen)? [ [ leaast) = esfa )Pt
0 0 0

Portanto, substituindo esta estimativa em (III), (IV) e (I), obtemos (4.53)- (4.56).
O

Teorema 4.7. Dados os controles cy,co e suas respectivas solugoes (uy,v1,71), (ug,ve,1r2) do

Sistema (4.1), temos, ¥(a,t) € [0,1] x [0, T, as seguintes estimativas :

luz(a, t) — ui(a, t)| < k([[uoll (o) + \|U0||H5(n))ﬁ||02 — all=(Q), (4.78)
vz — UlHLoo([o,T],Hg(Q)) < k([Juoll L0 + HU0|\H5(Q))\/THCz — aillze@); (4.79)
v — Ul||L2([0,T},H2(Q)) < k‘(||uo||L°°(o,l) + ||"Uo||H3(Q))ﬁ||Cz - C1||L°°(Q) (4.80)
e
[ro — T1||C([0,T],L°°(Q)) < k’(||uo||L°°(o,l) + ||Uo||Hg(Q>)ﬁ||Cz - 01||L°°(Q)- (4.81)

Demonstraciio: E uma consequéncia imediata do Teorema 4.6. De fato, basta notar que, como

c2, 01 € L>®(Q), (4.79)-(4.81) segue de (4.54)-(4.56). Ja (4.78), é uma consequéncia de (4.76) ,
(4.77), (4.63), (4.64) e (4.81).

OJ

Agora temos:

Teorema 4.8. Dados os controles cy,cy e suas respectivas solucdes (qi,q3,q3), (¢3,q3,q3) do

Sistema (4.2), temos, ¥(a,t) € [0,1] x [0, T, as seguintes estimativas :

4 (a,t) — qi(a,t)] < kVT ez — 1| 1=(q). (4.82)

||C.I§ - C.I%HLoo([o,T},Hg(Q)) < k/‘ﬁHC? - Cl||L°°(Q)7 (4.83)
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163 = @3l 2011, 1202)) < BV T ||ea = eall =) (4.84)
e
145 — asllcor.oe@) < kT ||y — c1ll Lo (@) (4.85)
Demonstracio:
Consideraremos novamente a mudanca de varidvel
a=1Il—aet=T—1t com (ay,t;) € [0,] x [0,T]
e

wi(ar,t1) = qi(a, t), we(z, t1) = qo(z,t) e ws(x, 1) = g3z, t).

Como vimos antes, esta mudanca de varidvel transforma o sistema (4.2) no sistema (4.31) Mais
uma vez para ndo carregar a notagao, neste tltimo sistema estamos denotando a variavel (aq, t1) por
(a,t). Aidéia é obter estimativas para (4.31) e em seguida voltar para o sistema (4.2). Observamos
que wy, wy € ws satisfazem o Teorema 4.5.

Seguiremos as seguintes etapas:

(I) Mostraremos que, Vt € [0, T,
t
3.0~ ey < KTles =il + b [ Toft.o) — wllt.o) o

t
b [ (o) - ooy
0
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Dados t € [0,T] e s € [0, t], temos

IN

t
Ju3es) = wd g < F [ rals) = na )i
0

t I
+ k:/ //|02(9,0)—cl(9,0)|2d9d93d0
0 JaJo
t
[ i) = o) ey
t
sk [ udo) - wllto)do
0
t
+ k/ /|wg(x,0)—w§($,0)|2dxda
0 Jo
t
+ k/ /|UQ(x,a)—v1(a:,0)|2dxd0.
0o Jo

Assim, pelo Teorema 4.7,

3 b Mgy < ATl = el + & [ o) = wdoo)l o
+ kj/t|wf(l,0) —wi(l,0)*do
0
4 k/ot/ﬂ|w§(a:,a) — wl(z, o) Pdzdo
< M=l + & [ 103 0) = wdoli oo
+ k/t|wf(l,0) —wi(l,0)*do
0
+ k/OtHw%(.,a)—w;(.,U)Hé&(Q)da. (4.86)

Em particular, para s = ¢, temos

IN

t
Ju30) = wb Ol < ATler = calfeigy + & [ o) = wd )i
0
t
+ k[ ud(to) - ullto)do
0

t
©ok / () = wh(s ) syl
0
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Pela desigualdade de Gronwall,
t
w3 (., t) — w0 Ol < kTllea = eillioeg) + k/ [w3 (., 0) = w3 (., 0)|[7e(eydo
0
t
+ k:/ lw?(l,0) —wi(l,o)*do. (4.87)
0
De (4.87) e (4.86), temos também que
t
[ws — wyllpeomymz@)y < kT lles — allfeqg) + k/o w3 (., 0) = w3 (., )| 7oy do
t
+ k/ lw?(l, o) —wi(l,0)|*do. (4.88)
0
(IT) Mostraremos que, V¢ € [0, 77,
t
wi(l,t) —wi (L) < kTllez — eillfoeg) + k/o lws (., 0) — w3 (., )| 7oy do

Temos o seguinte:

Sea < t,
wy (a, t) = w1 (O,t — a)e* Jo U ma(r)Hsda+pun (c)]dE
+ / [Gy(U, U) — / h/(LQ(’U,’ U))Hl'rwgdx]
B Q
X e Jo'lla mi (r)Hzdw+pa (e)ld€ g5
Sea >t,

wi(a,t) = /0 t[Gy(U,u)— /Q 1 (Ly(u, v)) Hyrwsdz)]

x e Jolfami(r) Hada-+pn ()€ g p
Assim, se a < t, temos
t
jwia,t) —wi(a, )P < kT|ey = arllfe(g) + k/o [wi(., ) = w3, 0) || Fooeydo

t
+ k/ /|w§(x,t—a)—w%(az,t—aﬂ?d:vda.
0o Jo

110



Andlise dos Sistemas Relacionados ao Problema 2

Em particular, para a = [, por (4.87),

Analogamente, se a > t,
wi(a,t) — wy(a,t)[?
Assim, Vt € [0, 7],

IN

IA

<

+

Pela desigualdade de Gronwall,

t
KTlley — 1|2y + & / lw2(.,0) = wh(., 0) |[2oiydo
0

t
k / w21, ) — wi(l, o) Pdo.
0

(4.89)

t
KT|les — 12y + & / lw2(.0) — wh (., 0) By

t
kT |lez — eallie () +k/ w3 (. 0) = w3 (., 0) Loy
0

t
[ (o) - wl.o0) o
0

wil;t) —wi (LY < kT]ez = cilli(g)

Por (4.90), (4.88) e (4.87), temos

(TIT)

[w; — wy| oo o1, 20 <

t
Ty / lw2(., ) — wh(., ) 2y do

e
s
=
m—w
2
VAN

t
ok / [02(,0) = wh(., 0) |2y dor

111

kT ez — Cl”%oo(@)

t
Lok / [w2(.,0) — wh (., 0) oo,

kT ez — ClH%OO(Q)

(4.90)

(4.91)

(4.92)
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wi(a,t) —wi(a, ) < kT|ez — erll7oe(q)

t
+ k:/o w3 (., 0) — w3(., 0)[|Foo () do. (4.93)

(IV) Mostraremos que

[wi — wylleqor.Le@) < kT2 — el e(@)- (4.94)
Temos
¢ ! . ,
ws(x,t) = / [psr — miy(r)vw; +/ m (r)uw, df]doe Jo 9+ (r=h(La(uv)ds,
0 0
Logo,

wi(z,t) —ws(@,0)]* < kT2 — eallie g

t
+ k:/ /]w%(x,a)—w%(x,a)ﬁdxda
0 Jo

+ k/t /l|w%(0,a) —wi(0,0)|*dodo

< kTT’CQO— c1l7(q)

+ kllw) — wyllzeom,mr2(0)

+ k/ot /0l|wf(9, o) —wi(0,0)|*dido. (4.95)

Substituindo (4.92) e (4.93) em (4.95)
w3 (z,t) —wy(z, )2 < kT ||es — 17 (q)
t
b [ (o) - o)y
0

Assim,

w5 (. t) = ws( D)) < AT lle2 — eallioe )

t
k[ ud(0) - wl(o)Pde
0
12
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Pela desigualdade de Gronwall,
lws (1) —ws () oi) < ETNlez = ealle(q)- (4.96)

mostrando (4.94) .
Substituindo (4.96) em (4.91)-(4.93), obtemos

wi(ar,t1) = wi(ar, 01)] < kVT ez = 1|10,

[w — ws | Lo o7y, 12 0) < kVT||ex — 1| z=(q)

w3 — w3 e o.my sz < RV T [les = eal| o @)-

Para finalizar, basta notar que

|77 (a,t) — g1 (a, )] = [wi(ar,t1) — wy(ar, )],

Hqg - Q%”LC’O([QT],H(%(Q)) = ng - w%HLoo([o,T},Hg(Q))

Hq% - Q%HLOO([O,T},H%Q)) = ||w§ - w%”LOO([O,T],H?(Q))-
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CAPITULO 5

UM PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO:
PROBLEMA 2

Neste capitulo nés estudamos o problema:

' T ol 1, 1 T , 1 T
min G(a,u) + =p1c”| dadt + =po vedxdt + =p3 redxdt (5.1)
o Jo 2 2" Jo Ja 2" Jo Ja

sujeito ao sistema de populacoes:

;

u(a,t) + ug(a, t) + [ [, mi(r)Hs(z, t)dx + p(c)]ula, t) = 0 (a,t) € Q,

)
ve(z,t) — alv(x,t) + ma(r)v(x, t) + pe(Li(c))v(x,t) = u(l,t) te (0,T),
ri(z,t) — (g(r) — h(La(u,v)))r(z,t) =0 te(0,7),
u(0,t) = [, Bz, t)v(z, t)de te(0,7), 52
u(a,0) = up(a) a € (0,1)
v(x,0) = vo(x) x €,
v(z,t) =0 (z,t) € 007,
r(x,0) = ro(x) z €
com u € U onde o conjunto dos controles é dado como antes por:
U={vel®(@Q);mn(a) <v(at) <yl (5.3)
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Lembramos também que ¢ = (0,1) x (0,7) e Qpr = Q x (0,7).

Basicamente seguimos os mesmos passos dados ao resolvermos o Problema 1, usando ideias
similares. Ou seja, provamos uma condi¢do de otimalidade e em seguida através do Principio
Variacional de Ekeland e do Teorema do Ponto Fixo de Banach mostramos a existéncia e a
unicidade de um controle 6timo. Como antes, observamos que a ultilizacdo deste ultimo resultado

se justifica devido ao fato do funcional que queremos minimizar ndo ser necessariamente convexo.

Comecamos também caracterizando as derivadas das populagdes com respeito ao controle.

5.1 As derivadas das populacoes com respeito ao controle

Dado w € T.(U), considere o sistema:

;

21+ 210 + [Jo (1) Hsdx + py (¢)] 21 = — [, m (1) zsdau — pf (c)wu (a,t) €
o0 — alzp + [ma(r) + pa(Li(c))]22(t) = 21(1,1) — mh(r)vzs — ps(La(c)) Li(w)v  (2,t) € Qr,
z3 = [9(r) + ¢'(r)r = h(La(u, v))]zs = =h'(La(u, v))rLa(21, 22) (z,1) € Qr,
z1(0,t) = [, B(x,t)zs(x, t)dx t e (0,7),
z1(a,0) =0 € (0,1),
29(2,0) =0 x € (),
2o(x,t) =0 (x,t) € 0,
\z;;(x,()) =0 z € (.

(5.4)

Definimos

(chrew o uc)

niat) = T 0 e,
_ (Uc—l—ew_,vc) B

yo(x,t) Y (x,t) — z(x, 1),

ys(z,t) = Wﬂ—_rc)(a:,t)—z;;(x,t).
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Temos que (y1, ¥2, y3) € a solugdo do sistema:

_/Q[z

B, = {[ma(r®) — mo(rct)]

Yst —

yl(oat fQ

yl(a, 0) = 0,

y2(x,0) =0,

y2<x7t)v

\yg(x,()) =0
onde

A =
e
Cc. =
X

com (0 <6 <d.

Yie + Y1 + [J 1
Yor — aAys + [ma(r) + pa(Li(c))]y

lg(r) + g'(r)r —

(f Im

h(La(u,v))lys

x, t)ys(x, t)de,

o(w,1) =

yl(l, t) —

(r)Hsdx + pi(c)]yr = — [, my(r)ysdau + A(a,t)
mb(r)vys(z) + Be(z,t)

= —h'(Lo(u,v))rLa(y1, y2) + Ce(z, 1)

€

—my ()] + [ (c) —

UC( c+ew - TC) (Tc+ew -

+ [2(L1(c)) —

mlz/(e) 'UC (TC+Ew — TC) (Tc+€w -
2

g"(0)04+29'(0) , recw
(OO,
(T,c—i-ew _ Tc)

€

hl 6 uc+ew U ,Uc—l—ew — ¢

; )TC[L2( :

€

N [La(ue™

—Uu

C

pa(c + ew)]}

" 6 2
T’C)]dl’ . p“l( Q)w €

= )] = (AL (w0, 07w —

, U

ct+ew

( uc—i—ew _

—v°)]

a,t

(a,t) €

(x,t) € Qrp,
(

t

l’,t) < QT,

€ (0,7),
a € (0,1),
x €,
(I’,t) S 8QT,
x € Q.

(5.5)

u®)

V)

h(La(u,v%))]}

Os sistemas (5.4) e (5.5) também possuem, cada um, uma tnica solug@o. A prova € feita de maneira

inteiramente andloga a do Teorema 4.2 e por essa razao sera omitida.

Provaremos o seguinte:
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Teorema 5.1. Com as hipoteses (HI)-(H5) e (H7)-(H9)(ver p.74), temos

_ )
Zl(a>t) - ll_{% € )
ctew t) — c t
2o(x,t) = lim 2 (z,1) = v*(z, ),
e—0 €
ctew t) — c t
z3(x,t) = lim — (z,1) = (@, 1)
e—0 €

Demonstracao:

Note que, pelos Teoremas 4.7 e 4.3,

c+ ew — ¢\
[Ac(a, )] < k‘{Hc—l—ew—cHLoo(Q)-{-]c+€w_c‘}’| [FA)

€

c+ ew — ¢l
il 1@ 4w — e iy + kel

T c+ew< t)— c( t)
v z, ve(z,
IBell 220,020y < kfﬁQH“’H%oo(Q)/ /Q| . *dadt
0

T
+ k€2||w||ioo(Q)/0 /Q|Uc(l',t)|2dl'dt+]’CEQHUJHioo(Q)

< k’€2le|ioo(Q)

Além disso,

Ce:De+Eea
onde
g//6‘9+2g/0 ctew c ctew |, ctew c ,c
D, = L2 v ) (Lot o) — h(La(u o)}
ctew _ p.C
e
€
[
h/ 9 chrew —uf Uc+ew —C
Eez— ;)TC[LQ( - 7 - )][L2(uc+ew_ucjvc—&-ew_vc)]‘
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Assim,
l
|De| < kGHwH%oo(Q)+kHwHL°°<Q)/\UC+€w(97t)—UC(9»t)\d9
0
[
+ Ml [ 107 at) = o°(o.61d8
< kellwlffeg) + Ellwll e @llv T 1) = v (1) [ o)
< kellullie g+ Hlwlim@ o t) = v )l
Logo,

T T
/ |D€|dt < ke“w”%oo(Q) + k||w||Loo(Q)/ ||Uc+ew(.’t) _ UC(.,t)||H2(Q)dt
0 0

T
CTEW C l
< kEHw”%OO(Q)+k||w||L°°(Q)(/O [0t (1) = (1) || 2y dt) ?
< kellwlfq)-
Temos também que
1l
B| < k—(/ (0, 8) — (0, £)|d6)?
€ Jo

1
+ k:—(/ |uc+€w(9,t) — uC(H,t)|d9)|vc+5w(:p,t) —v°(z, t)|
€ Jo

1
+ k=t (z,t) — v°(x, 1))?
€

IN

kellwll7e ) + kllwllo@[vF () = v°( )|l 20

1 CTEeEWw C
+ k’g”” Tt = (-J)H%ﬂ(g)-

Assim,

T T
/0 Eddt < kelwl3mg + Klwll=) / Joe (1) = 0 (1)l et

1 T CT+EeEw C
w g [t = )
< kellw|| 7o g
T ) L
T+ kol / [ (1) = )Py
< kel[w|| 7o -
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Portanto,

T
/0 Culdt < Eellw]2e g,

Temos
Sea >t,

yi(a,t) = /Ot[Ae(a —0,t—0)— /lel(r(x,t —0))Hsys(z,t — 0)dzu(a — 0,t — 6)]

X e foe [fomi(r(zt—0))Hzdz+n (C(a—o,t—a))]dade

esea <t,

pi(a,t) = 4u(0,t — aje Ut ey (elami-o)ldo

+ /Oa[Ae(a —0,t—0)— /Qm’l(r(:z:,t —0)ys(x,t — 0)dzu(a —6,t — 6)]

< e fog [fq m1(r(z,t—0)) Hadz+py (c(a—a,t—a))]dade‘

Assim, se a < t,

a t
ly1(a, t)* < k;/]yg(x,t— a)|*dx + k‘/ | A|2df + k:/ 1ys (., 0)|| 700 0y do (5.6)
Q 0 0
esea>t,
t t
0 0

Em particular, essas estimativas também valem para a = [. Além disso, dadost € [0,T]e s € [0, t],

t t
loelsom oy + (-3 gy < & [ [ (BPdodo+k [ s o)fieeydo
t
+ / y1 (1, 0)]?do. (5.8)
0

Por (5.8) € (5.6) e (5.6) temos,
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sel <t,
t t
P < k/|AE|2d9+k/ /|B€|2dxda
+ / llys (., HLOO Q)da—i-k'/ ly1(l, 0)|do
< Kl + k[ It
0
t
+ k:/ 1 (1, )| dor (5.9)
0
Sel >t,
t
(LD < ke[lwl7 g +k/ ly3(., o) [0 0y do-
0
Portanto, (5.9) vale para todo ¢ € [0, T]. Logo, pela desigualdade de Gronwall,
t
0 (0OF < kel + b [ o)l do (5.10
0
Substituindo (5.10) em (5.8), obtemos
Yol oo o1 200)) + 1920 )7y < ke*llwllzeo)
bk [l 511
De (5.11), (5.6) (5.7), temos
(e ) < kellwli g
+ k[l (512

Por outro lado,

t
wa(o 1) = / {Ce = W (La(u, 0))7 Ly, y2) e Jo ME20D =0 (=0 g
0
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Assim,
t t
o] < & [ 1Cldo + & [ 1Lyl dodo
0 0
t t l
< k/|C€|da—|—k:/ /|y1(6’,0)|d0d0
0 0 0
t
+ k[ It o) o
0
t pl
< keHwH%w —|—k/ /|y1(9,0)|d0d0
+ k[l
Por (5.11) e (5.12), temos
t
2 2 4 2
(e, O < kol + b [ o) oo,
0
e portanto,
t
(e Ol ey < Belwllgy + & [ o) ordon
0
Pela desigualdade de Gronwall,
s (- )17 () < kw7
€ assim,
lysllcor.L=@) < kelwli-(q) (5.13)

Substituindo (5.13) em (5.11) e (5.12), obtemos

yi(a.t)] < kelwlie )

2l 20,11, 1200) < Keel[w]| e )
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Y2l oo o1, 13 () < Rellwll7oe o)

Portanto,fazendo ¢ — 0, temos o resultado desejado.

Condicoes de otimalidade para o Problema 2

Corolario 5.1. Com as hipdteses do Teorema 5.1, se existir um controle otimo c*, entdo, Yw €

T (U), temos

// (a,u’ zl+plcw}dadt+p2/ /v zzd:vdt+p3/ /7“ z3dt >0

onde
o ou(at) —u (a,t
Zl(a’t) = ;\11}% ( i\ ( )7
v t) — o (ot
22<5L’,t) = ;\5% ( l ( )’
* L Aw t) — c* t
s(e,t) = lim (x’l @) (5.14)
Demonstracao:

Dado VYw € T.+(U), se ¢* é o controle 6timo, entdo
U(c") < U™+ Mw),V0 < A < 1.

Ou seja,

/ / (a,uc) + ,01( Hdadt + ,02/ / Vdxdt + pg/ / ) dadt
1
/ / u® ) —|—2p (¢ + dw)?|dadt + ,02/ / NN dt
+ —p3/ /(rc*“w)Qd:pdt.
277 Jo Ja
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Dai, segue que

T l A c* 1 T CFHAWN2 _ (,,c*)\2
/ /[G(a,u ; G(a,u )+plc*w—|—)\w]dadt+§p2/ /(U ):—(v%) dudt
0 0 0 Q

A
1 T (,',.C*Jr)\w)Q _ (Tc*)Q
= dxdt > 0.
2,03/0 /Q h\ xdt >0

Temos o seguinte:

T A2 ("2 T A . cF
| / / W) = O o pdwat| < / / 9 e ) e
0 Q A 0 Q A

T
+ / /!zzH(vC“”\w—vc*)]dxdt
o Ja
T A w _ ,,c* L
< (/ /|u—z2|2dajdt)2
o Ja A

T
< / / (0 4 o) [2dadt)
0 Q
T 1
+ (/ /|22|2da:dt)2
0 Q

T
X (/ /|(vc*+w — )| 2dzdt)e.
0 Q

Logo, pelos Teoremas 4.7 e 4.3,

T CFHAWN2 _ (,,c*)\2 T cHIw . cf
|/ /(“ =W o dndt] < k;(/ /|u—z2|2dmdt>%
o Ja A o Ja A

T
0 Q

Isso mostra que

T cFHAw)2 _ c*\2
/ / (v )A ()" e ydmdt — 0 quando A — 0. (5.15)
0 Q

Por outro lado, pela regra da cadeia, temos

G 4w -G c*
lir% (a,u ))\ (a,u”) = Gy(a,u")z
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. (,r,c*+)\w>2 o (T‘C*)Q

= 27”*23.
A—0 A

Além disso, como G é Lipschitz na segunda varidvel e novamente pelos Teoremas 4.7 e 4.3,

|G(a, u® Y — G(a, u)
A

| < Ellwllz=@)

(,rc*—&-)\w o T’C*)(T’C*+>\w + TC*)
A

| < kljwllz=@)

Portanto, por (5.15) e pelo teorema da convergéncia dominada, vem

T T
/ / z1 + p1ic w} dadt + p2/ v 2odt + ,03/ r< z3dt > 0.
0 0

A seguir, como no Problema 1, o controle é caraterizado como uma projecao.

Teorema 5.2. Seja ¢* um controle otimo para o problema (5.1)-(5.3) . Se ¢* € a solucdo do sistema:

4

qie(a,t) + qra(a, t) — [, ma(r)Hada + p1(c)]qi(a,t) = [ ' (La(u, v))rHigsdz

—Gy(a,u) (a,t) € Q,
ot (7, 1) + aAga(z,t) — [ma(r) + pa(Li(c))|ga(t) = —B(x,t)q1(0, 1)

Sy B (Lo (u, v))ras Ha(6,1)d0 — pav (z,t) € Qr,
gsi(, 1) + [g(r) + ¢'(r)r = h(La(u, v)lgs(x, 1) = [y mi (r)u(0, t)q (9,t)do

+my(r)vge — psr (z,t) € Qr,
a(lt) = [ @z, t)de te(0,7),
¢:1(a, T) =0 € (0,1),
@z, T)=0 x € €,
ga(z,t) = 0 (z,t) € 0Qr,
| 3(z,T) =0 r € Qr,

(5.16)
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correspondente a ¢ := c*, entdo
* 1 * * * * * *
c*(a,t) = P{E[/Lﬁ(c (a,1))u"(a, t)gy (a, 1) + / Ho(a, t)us(La (¢ (a, 1)))0" (, t)g5 (w, t)dx]}
Q
onde P : L'(Q) — U dada por

f(av t) se ’71<a> S f(CL, t) S 72(a)7
P(f) = 7(a)  se f(a,t) < v(a), (5.17)

’}/2(CL) se f(a7 t) > 72(a>7
é a projecdo de L' (Q) sobre U.

Demonstracao:

Como fizemos no Teorema 3.2, no Capitulo 3, basta provarmos que

T
/ / [ (F)urql + / Hopy(Ly(c*))v*gydx — prctlwdadt < 0,Yw € T (U). (5.18)
o Jo 0

Voltemos ao sistema (5.4) , com ¢ = ¢*. Multiplicando a primeira equagdo do sistema (5.4) por ¢;

e integrando por partes, obtemos,
T [l
| [ i st + 1 mate) Hudo + pa(e)etaidadt =
0o Jo Q

Tl
/ / —/m’l(r*)zgkdxu*—,u’l(c*)wu*qi‘dadt
o Jo Ja
T

/—%%WWﬁ+ﬂﬁmmﬁﬁ
0
l
+/—ﬂ@ﬂﬁ@ﬂ+ﬁwmﬁ@mw- (5.19)
0

Agora, multiplicando a primeira equagao de (5.16) por 2] e substituindo em (5.19), obtemos

Tl Tl
—/ / Gy(a,u")z{dadt = / / / mi (r)u*z3qi de + py (¢ wuq)dadt
o Jo o Jo Jo

Tl T
_/ //HQh'(Lg(u*,v*))r*qui‘dxdadt+/ /z{(l,t)q;‘(x,t)d:ﬂdt
o Jo Ja 0o Ja

T

—/ /B(x,t)qi‘(O,t)zé(x,t)dwdt. (5.20)
0o Jao
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Multiplicando a segunda equagdo do sistema (5.4) por g; e integrando por partes, obtemos,

T
/ / (@ + alg) 7 + [mar) + oL () 3asdadt = / / (1, )g5 — my(r Yo 2la;
0 Q
(L (€))L ()0 g dadt + / (@, T) (e, T) + g3, 0)23 (x, 0)d (5.21)

Q

Multiplicando a segunda equagdo de (5.16) por 2, e substituindo em (5.21), temos

T
—pg/ / zydrdt = / / x,t)q7(0,t) Z2d$dt—/ /21 (I, t)gydxdt
Q
20
+/ /pg(Ll(c*))Ll(w)v*q;dxdth/ /mé(r*)v*zgq;‘dxdt
0 Q 0 Q
Tl
—/ //th’(LQ(u*v*))T*qgkz;‘dxdadt (5.22)
o Jo Ja

Multiplicando a terceira equacdo do sistema (5.4) por ¢; e integrando por partes, obtemos,
[ [ a5 106+ 9 =ttt oot = [ ~aite 1)z
Q
T
+ ¢5(2,0)z5(x,0)dx — / / B (Lo(u*, v*))r* Lo(27, 23 )qg3dxdt. (5.23)
0 Jo
Multiplicando a terceira equagdo de (5.16) por 23 e substituindo em (5.23), temos
T
—p3/ / r*zydrdt = / / / my (r*)u*qiz5d0dzdt — / / may(r*)v* gy zadxdt
0
+ / / B (Lo (u*, v*))r* La(27, 23 )q3dxdt.
0o Ja

Ou seja,

. T
—03/ /7“ Zadxdt = / // my (r*)u Q1Z§d9d$dt—/ /mg(r*)v*qug‘dxdt
o Jo 0 Jo
+ / // Hi B (La(u®,v*))r* 21 g5 dfdxdt
o JaJo

T I
- / / / Hoh/(La(u*, v*))r* 25 ¢ dodadt. (5.24)
o JaJo
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Assim, somando (5.24), (5.22) e (5.20), obtemos

Tl T
/ //,u'l(c*)wu*qi*dxdadth/ /M’Q(Ll(c*)) w)v*gydrdt =
o Jo Jo o Ja
Tl T
—/ / Gy(a,u*)z]kdadt—pg/ / z5dt — p3/ /7" z3dt. (5.25)
o Jo o Ja

Adicionando —p; fOT fol c*wdadt, usando o Coroldrio 11.1 e lembrando que
I
w) = / Hy(a,t)w(a,t)da, (5.26)
0
temos finalmente que

/ / wy(cHuq) + /u2(L1(c*))Hov*q§d$ — pictlwdadt = —| Gy(a,u")zy + pictwdadt
v zydxdt
T
/T*Z§d$dt] <0,
Q

mostrando (5.18).

5.2 Existéncia do controle 6timo e condicoes de otimalidade
Proposicao 5.1. Seja U : L'(Q) — (—oo, oo| definido por

I UG (ayu(a,t) + 2pic? (a,1)] dadt + Lps [T [ v3dedt + Lps [T [ r2dadt ¢ €U,
+o0 c¢U.

U(c) =

O funcional ® é semicontinuo e limitado inferiormente.

Demonstracao: Basta mostrarmos que o funcional W é continuo em U. O restante da
demonstracdo seguird os mesmos passos do que foi feito no Proposicdo 3.1, do Capitulo 3. Pelo

Teorema 4.6,
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a)
T T g
|/ /[G(a,UQ(a,t))—G(a,ul(a,t))]dadﬂ < kz/ /|u2(a,t)—u1(a,t)|dadt
o Jo o Jo
1
< kllez = alliag) < Kllee — el 71
b)
| [ Gaden—gncd < [ ol -aten
o Jo
X |ea(a,t) + c1(a, t)|dadt
< / / pilea(a,t) — c1(a, t)|dadt
S SkHCQ_ClHLl(Q)-
c)
Tri o, o, Tri
[ [0 - gontined < [ [ Spln.n - nG
0
X |vo(z,t) + vy (z,t)|dxdt
< / / —po|va(z,t) — (:U,t)|2d:1:dt)%
X (/ /—p2|1)2(:v,t)—|—vl(x,t)\Zd:z:'dt)é
0 Ja?2
T \
< k(/ /—pglvg(x,t)—vl(x,t)\dedtﬁ
0o Ja?2
1
S SkHC2_Clel(Q)
d)

Tr1o, 1, Tri
| [5psri(@,t) — Spiri(z, t)]dedt] < Sp2|ra(z, t) — ri(z, )|
0 Q 2 2 0 Q 2

Iro(x, t) + ri(x, t)|dxdt

X

IN

Ellre = rilleqom,zoe @)

IN

1
< k‘ch - CIHEI(Q)
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Por a), b). ¢) e d), temos
1
‘@(CQ) — @(C1)| SS ]{HCQ — Clel(Q)' (527)

Isso mostra a continuidade de ¥ em U.
O

A Proposi¢do 5.1 nés garante que ¥ satisfaz as hip6teses do Principio Variacional de Ekeland.

Logo, Ve > 0, existe c. € U com

W(e) < inf () + ¢, cevl,
U(c) < inf{¥(c) +ellc—ellpq} c€U

(5.28)

Passemos agora ao seguinte resultado.

Teorema 5.3. Seja c. dado por (5.28). Se q° é a solu¢cdo do problema (4.2) correspondente a

c = ¢, entdo

ce(a,t) = P{%[ui(ce(% t))u(a, t)g*(a, ) +/Qu'z(Ll(ce(a>t)))Ho(a, v (z, t)gs" (x, t)dr + 0]}

onde 0 é como na Proposicdo 1.5.

Demonstracao:

Sejamw € T, (U), e € > 0. Temos
e+ elUVo< A<,

Logo, por (5.28),
U(ce) < U(ee + Mw) + Ael|w]| 11 (),

Ve > 0e V0 < A < 1. Ou seja,

Tl 1 1 T 1 T
/ /[G(a,u‘*) + —plcz]dadt+—p2/ /(Uc€)2d$dt+—p3/ /(Tc€)2dl‘dt
: 1
/ / us ) 4 2p1(ce—|—)\w) |dadt + ,02/ / AN et
o Jo

1 T
+ 2P /(rc€+’\“)2dxdt + Ael|w|| 1@
o Jao
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Consequentemente,
T l CetAw c T CetAw)2 ce\2
G e+ _ G c 1 + . »

/ / [ (a, ) (a, u) + prew + Awldadt + —p2/ / (v )"~ (%) dxdt

o Jo A 27 )y Ja A
1 T CetAw)2 _ (Ce)\2
—P3/ / L ) ) dxdt 4 €||w]| L1 (@) > 0. (5.29)
2 0o Ja A

Passando limite de A\ — oo, como no Coroldrio 5.1,

T
/ / (a,u)z1 + prew] dadt+p2/ /v < zodxdt +,03/ /r‘3523dxdt
0o Ja

+ €||w|| 1) = 0. (5.30)
Usando (5.30) e procedendo como no Teorema 5.2, obtemos
/ / (] (co)uqss + /QM’Q(Ll(ce))HOvCquedx) + prclwdadt + el|wl| L1 (@) > 0.
Pela proposicao 1.5,
—prc” + (p(cuqy + /Q pa(Li(ce)) Hov* g dx) € Ne (U).
De modo anélogo ao Teorema 5.2, obtemos

ce(a,t) = P{%[ui(cs(a,t))uCE(a, t)gi*(a,t) +/Qu’z(Ll(Cs(a,t)))Ho(a,t)v“(w,t)qgé(w,t)dﬂc+€9e]}-

O

Enunciamos a seguir o teorema de existéncia e unicidade para o Problema 2:
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Teorema 5.4 (Existéncia e Unicidade). Suponhamos que as hipoteses (H1)-(H9)(ver p. 74) sejam
satisfeitas. Entdo existe uma fun¢do C'(M,T), limitada para M e T limitado, tal que, para

[[woll1: lvoll gy < M e
pr 't (luoll =) + Ilvoll 2 @) C(M, T)VT < 1,

o problema (5.1)-(5.3) terd uma tinica solugdo c* € U.

Demonstracao:

A demonstracdo seguird em trés etapas:
a) Unicidade

Mostraremos que o funcional
F:UCL®Q) —»U

definido por

onde

J(c)(a, t) = :ull(c(a? t))u(aa t)QI(av t) + /Q HO(a7 t):u,2<L1(C(a7 t)))v(x, t)(h(xv t)dl‘

possui um unico ponto fixo.

Ora, dados cs, ¢; € U, temos

p1lF(c2) — F(er)| < |y (c2) — ph(en)Juallg?] + [ug — wa |l (c1)lgf]
+lai — a1 (en)Jua| + [y (Li(c2)) — py(La(cr))] /Q|U2HCJ§HH0W1U (5.31)

+/’Uz—U1|!qg!diﬁfHoHulz(Ll(Cl))’ +/|Q§—Q§|!U1|d$!M§(L1(Cl))\
Q Q

Passemos a estimar cada um dos termos a direita da expressdo anterior.

Pelos Teoremas 4.7, 4.8, 4.3 e 4.5, segue que

|1 (c2) — gy (ex)lluallg7] < k(o] o) + lvollmaiy) VT llea = e1llz=(q)

132



Um Problema de Controle Otimo: Problema 2

g — ua |y (e1)||F] < k(lluoll oo,y + HUOHH(}(Q))\/THCQ — cilze(@)

laf = aills (en)lfun] < k(lluollz=a + lvollm @) VT llez = el =),

’M'z(Ll(@))—M/Q(Ll(cl))\/Q|U2||QSHH0WCC < k([luollzee o) + HUOHH(%(Q))(/WZ_Ul‘de)%

/ 2Pd)E ez — el
< kVTlles — e1]| (),

X

o= wnllgidel all(Ea(ea)] < k([ foo = Pt a3Pae?
Q Q
< ’f(HUOHLw(O,Z) + ||UOHH3(Q))\/_||C2 - Cl||L°°(Q)
c
16 = dlluldali(Tuie)] < b [ JoPda) / 6% — g d)
Q Q

< k(lluoll Lo + ||Uo||H3(Q))\/_||C2 — ¢l =@

Por outro lado, tomando M € R com ||uo||ze<(0,1) |vol| 3 (o) < M, usando os resultado anteriores

em (5.31), temos que

|[F(e2)(a,t) = Fler)(a,0)] < p C(M,T)([luoll 00 + ool my@) VT llez = e1llz=(o).

para uma adequada fungdo C'(M, T') limitada para M e 7' limitados. Isso mostra que F' possui um
unico ponto fixo se
PflC(Ma T)(HUOHLW(OJ) + ”UOHH(}(Q))\/T <L

Nestas condig¢des, existe um unico ¢ € U tal que

1
¢c=F(¢c)=P(—J(c)).
P1
Logo, por (3.40) e pelo Teorema 5.2, se existir um controle 6timo do Problema 1, este serd um

ponto fixo de F' e portanto serd tnico.
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b) Existéncia

Note que

Ce = P[%(J(ce) + €6.)].

Assim, temos

F(co) —P%(J(ce) L) < |P[%J(CE)] _ p%( Je) + )] < €|p0:|‘

Dai, segue que

¢ —co| = |F(e) - P[%(J(Ce) +ed)]| < |F(e) — Fleo)| + [Flee) — P[i(J(Ce) +edl)]|

1
_ _ €
< p ' C(M, T)([[uoll o) + l1voll g @) VT |E — | + o (5.32)
1

Ou seja,
e = cellze@ < [1 = p7'C(M, T)(Jluoll (00 + vl o)) VI p1 e
Logo,
ce — cem L(Q).
Em particular,
ce — cem L'(Q).

Por outro lado, pelo Principio Variacional de Ekeland

U(c) <infU(c) +e.
Assim,

U(e) < liminf ¥(c.) < inf ¥(c) < ¥(e).

e—0
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Portanto,

U(e) = inf ¥(c). (5.33)
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Fizemos aqui alguns breves comentdrios acerca dos resultados obtidos e possiveis trabalhos

futuros.

No capitulo 3, mostramos que o Problema 1 possui uma udnica solu¢do. Para tanto, foi
necessario impormos uma certa condicao de pequenez (veja Teorema 3.4) . Conjecturamos que

tal condi¢do € exigida devido a ndo convexidade do funcional 14 considerado:

T [l 1 1 T 1 T
/ / G(a,u) + =p1c?| dadt + —pg/ vidt + —,03/ rdt. 6.1)
o Jo 2 27" Jo 27" Jo
Dessa forma esperamos que se tal funcional for trocado por outro funcional convexo do tipo
T [l 1 1 T 1 T
/ / u? 4+ =pic*| dadt + —pz/ vidt + —p3/ rdt (6.2)
o Jo 2 2" Jo 27" Jo

preservando o mesmo sistema de populagdes, possamos obter um tinico controle 6timo, porém sem

a necessidade de impor condicao alguma de pequenez.

Para finalizar, enunciamos dois outros problemas que futuramente pretendemos analizar:

' Tl 1, 1 T , 1 T
min G(a,u) + =p1c°| dadt + =po vedxdt + =p3 redxdt (6.3)
o Jo 2 2" Jo Ja 2" Jo Ja
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sujeito ao sistema de populacoes:

;

e

t(a7t) + ua(aa t) + [fQ ml(T>H3(ZE, t)dl’ + Ml(c)]u(a7t) =0
ve(,t) — aAv(x, t) + mo(r)v(x, t) + p(Li(c))v(z, t) = u(l, t)
(

u(0,t) = [, B(z, t)v(z, t)dx
u(a,0) = ug(a)
v(zx,0)

Note que agora temos uma condicdo de Dirichlet ndo-homogénea.

Além destes, também

pretendemos considerar o Problema 2 com condi¢des de Newman. Ou seja, minimizar o funcional

(6.3) sujeito ao sistema de populagdes:

;

ut(a7t) + ua(aa t) + [fQ ml(T>H3(ZE, t)dI + Ml(c)]u(a7t) =0

ve(,t) — aAv(x, t) + mo(r)v(x, t) + p(Li(c))v(z, t) = u(l, t)
re(a,t) = (9(r) = h(La(u, v)))r(z, 1) = 0

u(0,t) = [, B(z, t)v(z, t)dx

u(a,0) = ug(a)

v(z,0) = vo(x)

ae(z,t) =w(x.t)

r(z,0) = ro(x)

\

em que v € a normal em ().
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