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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o conjunto das somas dos rearranjamentos de séries condici-
onalmente convergentes num espaco de Banach.

Exibimos séries incondicionalmente convergentes que nfo sio absolutamente conver-
gentes em espacos de Banach de dimensao infinita. Relacionamos convergéncia fraca com
convergéncia incondicional de séries. O conjunto das somas dos rearranjamentos de uma
série condicionalmente convergente ¢ linear nos espacos de Banach de dimensio finita.

Para um espago de Banach de dimensfo infinita isto pode ndo ser verdade. Damos

exemplos de tals conjuntos que né&o s&o convexos.
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ABSTRACT

In this work, we study the set of the all sums of the convergent rearranjaments of series
in a Banach spaces.

For infinite dimensional Banach spaces we give examples of unconditionally convergent
series that are not absolute summing. We study the relations between weak convergence
and unconditional convergence of series. The set of the sums of the rearranjaments of a
conditionally convergent series is linear in a finite dimensional Banach spaces.

For an infinite dimensional Banach spaces this is not true and we give examples of such

sets that are non convex.
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Corpo dog ntmeres complexos.

Espacos de Banach reais.

Dual topoldgico de E.

Topologia fraca de E.

Bola fechada de raio r e com centro em a.

Esferas de raio r e com centro na origem ¢ g respectivamente.
Espaco das seqiiéncias p-somaveis.

Espaco das seqliéncias que tendem a zero.

Permutagdes de N.

Todas as combinagbes lineares finitas de elementos de 4

A menos o conjunto 5.

Isometricamente isomorfo.

Indica o supremo do conjunto X. Se X = {&1.x9, ...}, indicamos
o supremo de X por sup Z,.

Indica uma seqﬁéncia.nQuando &0 houver divida com respeito
a0 indice indicamos simplesmente por (z,).

Conjunto das fungdes reais continuas f : [a, b — R.

Conjunto das fungdes polinomiais p: [, b — R.



Introducao

O que acontece com o conjunto 5 das somas de todos os rearranjamentos convergentes
de uma dada serie condicionalmente convergente no espago euclideano R™? No caso n = 1,
o Teorema de Riemann garante que esse conjunto é igual a R, Esta propriedade néo é
verdade em geral para séries de niimeros complexos. Podemos ter uma série condicionalmente
convergente que nunca csnverge para um nimero real. Por éxemplo
— /1 (-1)*
> ()
k=1

Ainda mais, no plano euclideano o conjunto das somas de t_ddos 08 possivels rearranja-
mentos convergentes pode ser um ponto, uma reta ou o plano. O resultado pode ser gene-
ralizado para B", n > 2, com a métrica euclideana. Este é o Teorema de Lévy-Steinitz. Tal
conjunto é um subespago transladado de dimensae k > 1. _

A demonstragao do caso geral foi dada por Levy em 1905, [DJT, Cap. 1.p. 19-22], que
fez uma demonstracfo néo trivial para n > 3, mas contendo algumas falhas. E. Steinitz,
em 1913, fez a prova correta. O resultado ficou conhecido como Teorema de Lévy-Steinitz.
Vamos desenvolver detalhadamente no primeiro capftulo o trabalho de P. Rosenthal [Rose€]
cuja demonstragao € quase elementar, necessitando apenas conhecimentos rudimentares do
I _ . _ _ |

Muitos mateméticds.psion-eses:gostdvanl de se reunir o “Scottish café” e discutir proble-
mas de matematica. Os fundamentos da moderna andlise funcional se basearam em muitas

discussdes no Scottish café. Na época eles escreveram notas. que se tornaram conhecidas

xi



Introdugdo il

com o nome de Scottish Book, onde apareceram diversos problemas dificeis, alguns deles néo
resolvidos até hoje.

No problema 106 desse “Scottish Book™, 5. Banach conjecturou que as possivels somas
de todos os rearranjamentos de uma série condicionalmente convergente num espago de
dimensdo infinita seria um transiadado de um subespaco, como no caso de dimensdo finita.
Quase que imediatamente Marcinkiewicz deu um contra-exemplo (vide pdgina 33). Esse
exemplo fol redescoberto por E. M. Nikishin em 1970. Aqul vamos apresentar um artige de
V.M. Kadets [Kade] sobre esse assunto.

Em qualquer espaco vetorial de Banach, convergéncia absoluta de séries implica em
convergéncia incondicional. E uma das primeiras consegiiéncias das propriedades de espacos
normados completos observadas por 5. Banach em sua tese de doutorado em 1922, A validade
da reciproca € indagada por Banach em 1932 numa monografia e esta questdo estd incluida
no famoso Scottish Book. Um contra exemplo no espago de Banach cldssico 4 é dado em
1947 por M. §. Macphail. Em 1950 A. Dvoretzky e C. A. Rogers num artigo esclarecem:
somente vale a reciproca se a dimensio do espaco for finita.

Ao contrério do que acontece no espago euclideano R™, em qualquer espaco de dimensio
infinita, existe uma série condicionalmente convergente onde o conjunto das somas de seus
rearranjamentos convergentes ¢ invariante. C.W MacArthur [Mcar], usando o trabalho do

matematico H. Hadwiger, mostra que os seguintes espacos de seqiiéncias em ¢g séo diferentes:

1. O espago das seqliéncias incondicionalmente soméveis:

™

O espago das seqiéncias que sdo incondicionalmente fracamente soméveis e tém soma

fraca;

3. O espaco das seqiiéncias que sdo incondicionalmente fracamente soméveis e tém soma

forte.

Muitos teoremas e proposicdes nao foram demonstrados por considerarmos ser resuitados
cldssicos e encontrados em gualquer bom livro de andlise funcional. No Apéadice colocamos
os teoremas de Hahn-Banach e algumas defini¢gdes dos espagos de Banach cléssicos.

O Teorema de Levy-Steinitz ndo pode ser estendido para espagos de Banach de dimensao

infinita. Perdemos a linearidade e convexidade.
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Este trabalbo estd dividido da seguinte forma:

- Capitule 1: Estabelecemos os principais resultados de andlise real bésica, tais como a de-
finigho de convergéncia de séries no espago R, S&o resultados que ndo terdoc demons-
tracdes. Para maiores detalhes ver as referéncias ([Honi], Lima].[Lang]). Vamos

demonsirar ¢ sevmme teorema

| TeoreMa [Lévy-Steinitz]. O con junto de todas as somas dos rearranjamentos conver-

i

| gentes de uma série de vetores de R™ ou € vazic ou € um transladado de um subespaco.
Para demonstré-lo seguimos o artigo de Rosenthal [Rose]. Utilizamos e demonstramos

os teoremas do Confinamento Poligonal e Rearranjamento.

- Capitulo 2: Aqui. comecamos com as definigdes dos diferentes conceitos de somabilidade
de séries em espacos de Banach: Estabelecemos relagdo entre somabilidade e somabi-
lidade incondicional. Enunciamos o Teorema de Dvoretzky-Rogers. Damos algumas
relagBes entre espagos de segiiéncias. Definimos espacos fracamente segiiéncialmente
completos e demonstramos o teorema:

I TEOREMA [Orlicz]. Seja E fracamente completo, wma série fracamente incondicional-

| mente convergente ¢ necessariamente incondicionalmente convergente.

Introduzimos os conjuntos B, (E) = {s € f(E) : s tem uma soma fraca} e B (F) =

{s € fY(E): s tem uma aoma} Reiaczonand{}os da secumte forma:
| TEOREMA. Para 0 ebpago de Banach Ca { g Bs{c@)'% Bf(co') S ¥ {c).

- Capitulo 3: Exibimos séries condicionalmente convergentes em L[0, 1] cujos conjuntos
das somas dos rearranjamentos convergentes sio discretos e ndo convexos. Damos o
exemplo de Nikishin. Depois provamos que existem exempios semelhantes em qualguer

espago de Banach.

1‘ TEOREMA. DEm qualquer espaco de Banach de dimensao infinita existe uma série cujo

i
H
i

conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes(dominio} nao é linear.

Por dltimo temos um exemplo de uma série que, para todo rearranjamento convergente,

tem um s valor e a série n&o é incondicionalmente convergente.
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- Apéndice A: Damos alguns dos resultados mais importantes da Andlise funcional, como
o Teorema Gréfico Fechado e os Teorema de Hahn-Banach. Para detalhes ver {{CuPr,

Tayl. Honi)).



CAPITULO

Convergencia condicional em R"

Este capitulo tem como objetivo principal mostrar o Teorema de Lévy-Steinitz. Antes,
falaremos um pouco de séries numéricas e vetorials, estabelecendo resultados, notagles, etc..
N30 nos preccupamos com demonstracdes nas secbes preliminares mas, aconselhamos as

referéncias [Rudi] e [Lima].

1.1 Séries numéricas

Nasta secao, enunciaremos alguns fatos basicos dentro do contexto das séries numéricas
reais, necessarios ao perfeito entendimento do nosso trabalho. Daremos o conceito de con-
vergéncia e. enunciaremos os teoremas de Riemann e Dirichlet.

Uma série de nimeros reais é um par de seqiiéncias ((2,)%%,, (8x)2,) de ntimeros reals,

tals que
k
8 = Z Ln
n=1

para cada £ € N. E tradicional denovar tal série pelo simbolo > z,. Cada s; € denominado

zemml

soma parcial da série de ordem k. Se lim s, = s, diz-se que a série converge e que s é a soma

koo oz

da série. E tradiclonal escrever nesse caso s = 3 .

n=1

-~ - P o0 s ’ P k)
1.1.1 DEFINIGAC. Uma série ¥~ x,, z, € R, é absolutamente convergente se a série ¥ |zy,]

=l =l

¢ convergente.

Pk



Séries pumdricas 2

1.1.2 DEFINICAQ. A série S Zn. T, € R. ¢ incondicionalmente convergente se a série

Tl

]

T, COnverge para cada bijecdo o de N sobre N.

F]
#

O seguinte resulfado estd demonstrado em [Lima].

-

1.1.3 TeOREMA. Suponha que x, = 0, para todon € N, e que a série S z,, converge para
fore) [

s. Entéo, para qualquer bijecdo ¢ de N, a série 5~ z,,, é convergente, e com soma igual a s.

ral

Para as demonstracdes dos Teoremas de Riemann e Dirichlet, abaixo, consultar Lima [Lima,

Cap. 3. §7], [KaKa, Cap. 1, §1.2 ] ou Distel [Dies, Cap. 1]

1.1.4 TEOREMA ("DIRICHLET). Uma série ¥ x, de nimercs reais € incondicionalmente

convergente se, e somente se, € absolutamente convergente. Mals ainda,

o 20
2 Lan) = E Ly
=1 e 1

para qualquer permutacac ¢ de N.

1.1.5 DEFINIGAO. Uma série § @, convergente, mas néo incondicionalmente convergente é

=l

denominada condicionalmente convergente.

1.1.6 TEOREMA (TRIEMANN). Seja E:c,q, uma série condicionalmente convergente de nimeros

n=1

reais. Entao,

=)
1. Para qualquer mimero r € R, existe uma permutagdo o de N, tal que Y Towm = 7

ma=]

oG
2. Existe uma permutacéo = de N, tal que Z%m) é igual a +o¢ e oufra permutacio com
n=}

soma igual a ~oc.

*Devido a J.P.G.L Dirichlet, {1837] Mathematische Werke. Band [. reprinted Chelsea Publ. Comp. 1969,

Devido & B. Riemann,Uber die Darstellbarkeit einer Funktion duch eine trigonometrische Reihe. Univer-
sitit Géttingen 1854{ Dover Pulb. 1953). Este resultado estava esquecido até ser redescoberto pelo matematico
U. Dint emn 1968,



Clonvergéncia condicional em E” 3

1.2 Séries em R”

Nesta secio vamos definir e dar propriedades de séries no espaco R" que nfo diferem,

essencialmente, das definicGes e propriedades das séries em E.

1.2.1 DEFINICAO. Uma série de elementos de R" é um par de seqiéncias ({vn)2,. (se)5

J

de vetores em R”. tals que

para cada k € N. Andlogo ao caso real, é tradicional denotar tal série pelo simbolo Zzn

qraml

Cada s, é denominado soma parcial da série de ordem k. Se lim s, = s, diz-se que a série
e 2

CONVErge ¢ quoe 5 s € a soma da série. E: tradicional escrever nesse caso

G

N

Vemos que 2 definicio de convergéncia das séries em R" depende das norma utilizada.

Formalmente, teriamos a seguinte definicio.

2.2 DEFINICAOQ. A série Z’L x, de vetores em R"™, converge para v se, e somente se, para

cada numero real € > 0, emste 1o € N tal que,

15

§
l’ v — VUi
It |

=

<€

para n > .

O espaco vetorial R™ € muito especial, pois, convergéncia de seqliéncias em uma norma
implica que a seqiiéncia converge para qualquer outra norma. Isto segue da proposicio [1.2.4],

gue estabelece a equivaléncia de todas as normas em R™.

1.2.3 DEFINICAO. Dizemos que duas normas, ||. [} e || . |, em R" séio equivalentes se existem

constantes positivas a e b tais que, para todo v € R™ temos:

alvly < vl < blivfl;

Em R" n € N, as normas mais comuns sao:
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>zl =z, )il =max { . i=1. .n},
n 1
: : AN — fm |BVF -
> flell, = H{zza)], = (Z |z4] ) ,paral <p < o0,
=
i
Hoel i U e N s
> 2l = ezl =l
il

onde a primeira e a dltima s@o conhecidas, respectivamente, por normas do maximo e da

soma. Nio € dificll provar as seguintes relacdes no espago R™,

Izl < 2l € vadzll, e ey < [lalll < nilzf

=c

1.2.4 TeEOREMA. Todas as normas em R" sdo equivalentes.

Devido a este tecrema, podemos usar guaisquer normas em BR". Por isto, iremos sempre,

salvo mengio explicita em contrdrio, utilizar a norma Euclideanda'. isto é,

SJ

v={(vy, v € R 0] = y Vi tw
Com esta escolha ganhamos, automaticamente, o produto interno associado a esta norma
{w, vy = {(u, - yUn )y (V1,00 Un)) = U b A UnTn
1.2.5 PROPOSICAO (CAUCHY-SCHWARZ). Para quaisquer u.v € R”

Huwpl < Jufl vl

com igualdade se, e somente se, v = au ou u = 0.

Estudar a convergéncia de seqliéncias em espacos euclideanos é, basicamente, estu-
dar convergéncia de seqiiéncias numéricas, pois uma seqiéncia (vp) em R", com v, =

(Vig. + . Uni), CONVETZE 8 U = (v1,--- ,un) S€, € somente se, para cada i = 1,---.m, a

seqiiéncia {vg ;o converge a v;. Como resultados de seqiiéncia refletem-se em séries, temos

1.2.6 TEOREMA. Seja S vy uma série de vetores em R”, com vg = (vyg, -+ - ,Unk), Dara cada
k=t
ke N, entao

‘(quando nbo houver duividas, omitiremos o indice p=2 ¢ representaremos apenas por .||
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= o0 o
I E U = (Z’tu ; g ’%Jc)-
fo ]
2. A série § Up Cconverge para § = (8., 8,) S€, € somente se,

=1

50 =
8; = g .’{_fik, , 8y = E V-
k=]

Em particular, este resuitado implica gue os testes usuals para convergéncias de séries
numeéricas, tais como: comparacio, raiz, razdo. ete; podem ser usados para determinar se

-

uma série em R” converge ou ndo. E claro que teremos que testar em todas as componentes.

oo

= - . )
1.2.7 DEFINIGAO. Uma série S n. v, € R”, é absolutamente convergente se a série S |[v,]
é convergente.
3 ¥ 3% - - « "/ e )
Seja ¢ : N — N uma bijecio. Dada a seqliéndia {vi} = {vie. - .vmk) € R" denotaremos
DOT Ug(my O VELOT (’u;gm, S Uk )

-~ P o - P P B ,oo.
1.2.8 DEFINIGAO. A série ¥ v, v, € R", € incondicionalmente convergente se a série

n=l

= . — - -
3 o € convergente, para cada bijegao de o de N sobre N.

n

fany

1.2.9 TEOREMA. A séric 3 v, no espago vetorial R* € absolutamente convergente se, e
k=l

somente se, é incondicionalmente convergente.

Demonstracao. Seja 7 uma permutacdo de N. Consideremos

E !U,[. — ( ’Ulk‘? voee E Lnﬁ:)
k=1 k=1 k=1

Como,para j=1.---.n

| [ 2 ) Lol
lvel < '\/1"11; + o dvn, = ol

£

Temos que 3 vjs € absolutamente convergente para todo j. Usando o teorema [1.1.4], a série

k=1

e
2 Virin

h=1
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¢ convergente, para todo 5 = 1.--- ,n, e toda permutagdo 7. Portanto, usando o tegrema
(1.2.6], a série
L J o - o \

§ Vriey = < g UViriey, o E Vrrin; } é convergente.

L=l frmz] fezml

e P .
Logo, ¥ vk £ incondicionalmente convergente.
k:l 5 £ - ke B e . o~ -
Suponha que a serie 5 vy converge incondicionalmente. EntZo as séries das coordenadas
k=1 . . L. =
também convergem incondicionalmente. para todo 7. Dai, pelo teorema [1.1.4], a série T vy

el

é absolutamente convergente, para todo 7. Sabemos que as normas em R"™ sdo equivalentes,

usando a norma da soma, isto é, vyl = lvw! + - - + v, tem-se
XK o0 I
Z Hudll = Z {Z li-’jk|:} < .
=1 k=i a=1
o
e, portanto, a série ¥ v converge absolutamente. &

oo

1.2.10 OBSERVACAO. Todo espaco vetorial real de dimensio n € isometricamente isomorfo
a0 espaco R™. Podemos dizer gue cada espaco vetorial normado E de dimenséo finita n é
isomorfo isometricamente a R™ com a norma transportada de E. Portanto, este teorema &

vélido para qualquer espago vetorial normado sobre R que tenha dimenséo finita.
1.2.11 ExemMPLO. Considere a série convergente

S (0,5

k=1
que ndo ¢ absolutamente convergente, e portanto, também ndo € incondicionalmente con-

vergente. Fica claro que vetores da forma (a.d), com a # 0, nfo podem ser somas de

reordenacdes dessa série.

O exemplo [1.2.11] garante que néoc se pode dizer que uma série convergente, nao in-
condicionalmente convergente em R”, tenha uma reordenacio que seja convergente para um
vetor arbitraric de R™. Neste caso. o resultado que se tem é ¢ Teorema de Levy-Steinitz, dado
inicialmente por Lévy em 1905, veja [DJT]. Neste capitulo, vamos apresentar uma demons-
tracio de tal teorema, usando essencialmente o artigo de Rosenthal [Rose], mas procurando
tornar tal demonstracéio compreensivel para um aluno de graduacfio em matemédtica.

Dois resultados sao essencials para a demonstragdo do Teorema de Lévy-Steinitz, o

teorema do Confinamento Poligonal e o teorema do Rearranjamento.
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1.3 Confinamento poligonal
Dados os vetores 1y, . u, de R%, &k € N, podemos considerar os pontos By, Py, -, P
de R® dados por P = 0. Py = wuy, Po = Uy -+ Us. Py = Uy -+ Up -+ Uy, -+ , P =
Uy - us 4+ -0 -+ U, Temos assim. a poligonal PP - Py formada pela unifo dos segmentos
PP, -+ . P P cujos comprimentos séo, res- o7
i =] b
. . : It il ; - - ‘3 kn-_i }
pectivamente, |fuzj . - quE' Além disso, o segmento | /’ nh-n%

Py Py tem comprimento {ju; + - -+ + uyfl. Neste caso, va- | / \

mos dizer que FPaPy--- P, é a poligonal determinada por |

e
e
o0
o

Uq.- - LU INO €aso em que a poligonal é fechada. ver |

: k
figura 1.1, fica claro que Pr = Fy =0 e > u = 0.

O Teorema do Confinamento Poligonal, para o caso de

IR

w..w,...”wm m7[‘3
lﬂ‘ﬂ
e
T,
e

e

R?, diz que existe uma constante & > 0, fal que, para |

toda poligonal fechada Fj- - P), determinada por veto- ™

res vy, -+ . Uy da bola unitdria fechada, é possivel achar

- 5 Fig. 1.1.: Poligonal Fechada
uma permutacio p de {2,--- ,m}, de modo gue a poli-
gonal determinada por vi, Upe, . U, tenha um ponto final em Bs{0), paraj=2,--- ,m.

O menor valor para S é chamado constante de Steinitz no plano, o qual denotamos por Cs.

Num trabatho de Wojciech [Wojc], é provado que, para uma norma qualquer, Co < £, e,
. /5

para a norma euclideana, Cy = %, Nesse mesmo trabalho, estima-se a constante de Steinitz

em R", C, < n.

1.3.1 TEOREMA {CONFINAMENTO POLIGONAL). Para cada espaco n-dimensional existe

uma constante Cy. tal que, quando S = {v1, -+ ,Um € uma familia finita de vetores na bola
unitdria fechada de R", com soma 0, entdo, existe uma permutacio p de {2.--- .m} com a
propriedade

!

v+ Z Lp(g)g“ < Cp, paratodo j € {2.--- . m}.

i=2

Mais ainda, C; =1eC, < \/’4wa1 + 1, para todo n.

Demonstragdo. Faremos a demonstracio por inducéo sobre n. Para n = 1, consideremos

a famflia S, satisfazendo a hipdtese. Sem perda de generalidade, podemos supor vy > 0 ¢
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v 5 0, para cada ¢ = 2,--- ,m. Como v; > 0, podemos escolher um indice p(2Z} tal que
Tpyy < 0. De fato, caso contrario terlamos vy + -+ + v, > 0, 0 gue € um absurdo. Assim,
podemos ter:

U1+ Upggy > 00U U1+ Upgy <0
i Se vy + vpey > 0, tem-se, vy + FU;m’-z_}E =Vt Uy <UL = Iii' <1

ii. Se vy + vy < 0, neste caso, vy -+ '?;piz_,g = =01 = Upgy < Upgyy = |Upeay] < 1.

Portanto, em qualquer situagdo, [v1 + Upp| < 1. Na situacio (i), podemos escolher um indice
(3} tal que vpe < 0, pois, se ndo existisse tal indice. (v; -+ vpyy) + -+ +vm > 0. 0 que
contraria a hipdtese. Em (ii), podemos escolher um indice pe tal que v > O; se néo.

terfamos (v 4 Uy ) + -+ v < 0, 0 que acarreta uma contradicio. Daf,

U1+ Voo -+ Upay = g
ou

1 —E‘ rlfp(g) "3" ’Up(g} S 0

No primeiro caso, temos
|01 + Vpeay + Upiay| = U1+ Upgzy + Upisy < 01 F Vpiay S L

€ 1o ouiro,

L, . U , , , ,
U1+ Upay T Upgay) = — U1 — Upey — Vpimy < — V1 — Upizy S 1.

Portanto, em gualquer caso. U1 + Upy + Uy | < 1. Construimos, deste modo. indutivamente,
o seguinte algoritmo: Escolhemos indices p(2),--- ,p(k), com vy < 0, parai=2,--- .k, até
que Uy F Upey + Ups =+ 0+ Upy < 0, ento, escolhemos Vpgety: Vpersy 7+ s Uptessy DOSILIVOS,
até que v + Upy + 0 Up  Upgeny -0 F Uprsey > 0 € Tepetimos o processo. O conjunto
S tem uma gquantidade finita de vetores. assim, esse algoritmo tem wm ntmero finito de
passos. Como, |v;| < 1 para todo ¢ = 1.--- ,m; fica claro que qualquer soma parcial deste
rearranjamento € menor ou igual a um. Donde, C; = 1 e o resultado estd provado para n = 1.

Paran > 1. suponhamos que € verdade para n—1, consideremos ¢y, - -+ . Um, cOmm > 3,
satisfazendo a hipdtese. O caso m = 2 é trivial. Como S = {v1.--- , vy} é finito, existe apenas

um numero finito de possiveis somas de elementos distintos que contém v como parcela. Seja



Coenvergéncla condicional em BT g

L aquela soma cuja norma ¢ a maior de todas. Temos, L = v + ug + -+ + U, para algum
se {2, mpef{ur+---+ut S Sela{w, - . wi} o complementar de {vi.uy, -, us}

em 5. Temos imediatamente a propriedade L -+ w; + -+ - + w; = §. Afirmamos:

a) {u;. Ly > 0, paratodoi=1, - s. Para ver isto, suponha que {(u;, L) < 0, para algum

;. Entao,

Assim. ||L —wll > [ L{l. mas isto contradiz a escolha de L, visto que L — u; = 4y +

Uqg o Uy F Upar o B U € UMA SOmMA QUE COMECa COm V.
b} {v;, L) = 0. Caso contrario, {v;, L) < 0. Entéo
(= ggpe s s = (= g = L) = 2 = (L) > L,
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, [|L —v|] > ||L] e
vy —L=v+w + - Fuy,
o que mais uma vez contradiz a escolha de L.

¢) {uwy, L) <0, para todo ¢ = 1.--- ,¢t. Suponha que exista {(w;. L) > 0, para algum 1.

Entao,
L (wi, Ly
L+w, )= [L] + =57 > L]
Por Cauchy-Schwartz, [|L + wy|l > [ L], contradizendo a definicio de L.
Consideremos o espago vetorial Lt = {v € R*,(v,L} = 0}, de dimensio n — 1,

isto é, o hiperplano, pela origem. que € perpendicular a L. Seja v/ a componente de v
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em L+, ver figura (1.2} Dal.
tem-se v, + Uy + oo+ U
De fato,

¢

7 ] e o,
v AUy e U = U

& 1

Analogamente, concluimos a outra igualdade. Observe que por construgéo

o que implica

Ll =i < el

para todo v € R™. Em particular, para os vetores em S = {v1, -+ .U}, temos, [v]]] < 1. Vi.
Usando a hipdtese de indugio em L+, nos conjuntos {v}, v} - ,ui} e {w},- - ,wi}. existe

uma permutacao 7 de {1.---, s} tal que

i f
H .
|5@’f1 ™ § :‘uf.»az-)! SChoparaj=1. .5

j=1 |

e uma permutagio o de {1,--- £} tal que

%
Jo A i
llu;—f— E lt-am
i

Py '

LCho para k=2, .1

definamos ¢{1} = 1. Vamos construir uma ordenagio de $ a partir dos u}s e wis e procede-

remos usando o algoritmo do caso n = 1. Seja

Q= = e = e = —
L [ T A 1L

E facil ver que a%i Qi”i‘“i,ﬁj = (e |al,lol.|5] < 1. Das afirmacdes (a) e (¢) temos o > 0
daml =1 -

e 3; < 0. Assim, escolha o menor r; tal que o + Z,Sm-j-,, < 0, depois escolha o menor §; tal

5=l
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que a + ¥ oy + 2 Gr 2 0 e continuernos esse processo até findar todos os elementos de

=i e

S, que é finito. Dal,

ri $1 72 32
o+ Boin + % Qe+ E B + § Ciriy -+ < 1, pelo cason = 1.
jw—‘-"i jax] Gy el je=gy -1

A escolha da reordenacho p, para S, serd

{'Ui- Way s Wagegys Urpnys 7 Ure Worm anye 77 s Wegmgys w70

Lo

ou visualizando as componentes ortogonais

{«" ;: , g [ aidl
Uy & Wapyy T 00 500 Wy

Tiryi

-.-«35(»‘3 U.i—qwﬁ,-(}__u} }

Assim, tomando qualquer soma parcial. contendo u's e w's, teremos apds reordenar,

i K&
i P g RN (S / ; ‘ HPsY * f 2
E%?’l""‘ulw wy + ‘ (& : Zﬁa(j;“‘;‘z@ru; } vy seuy 4 Fw) AT
I J i

< et 4 Aot ot L Lo 112 .

— ™1 o1y 7 1 ug“‘lﬁ T H Uqg{l, T i ug("l + i% T i

< %lg;-’ Lol g : l Ha! ; g | \ ? 1

SN T ey T T U +o | A Wy T Wy o)+

<Ch1 <Cha
A2
<4C;_ +1

por hipdtese de indugéo, qualquer soma parcial das componentes em L+, tem norma menor
ou igual & Cpor + Chq e as componentes em L tém, pelo caso n = 1, soma parcial menor
ot igual a 1. Portanto, cada soma parcial da tltima reordenagao serd menor ou igual a
\/40?@—1 + 1. &

1.3.2 COROLARIO. Se {v). U} CRY, w=3 " wu, 0 <t <1 el <e¢ paratodoi.
i [ 4 . -
FEntao ou vy — twi < 5«\//{1:1_1 + 1, ou existem uma permutacio p de {2,--- .m} er enire

2 : ’-« i . ) «gi f 2 ' :
2 e m tais que |ty T Zz«pm —tw) < €y C,.i+1. Aqui Gy = 1.

i=2
Demenstragao. Se w == 0, nfo hd nada a fazer. Suponha w £ 0. Consideremos o cason = 1.

Sem perda de generalidade, vamos assumir w > 0, e, para cada ¢ €]0, 1] fixo, denotemos por

s o menor dos indices que satisfaz as duas condices a seguir
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ay vy 4+ T s > tw,

by vy s R ey ST

Desde que |vs| < e paral < s < m. pela condiciio [b], vy =+ vy ~ fw < 0 acarreta

Uy vy — R v £ gl <o,

e usando a condicdo [al, vi + - + Vel F U, — fw > 0 > —¢. Isto mostra que.

vy + - v —wit] e

H

Assim, para 12 = 1 estd demonstrado, onde Cy = 1. Para o caso geral. n > 1, vamos escolher

ume reordenagao dos vetores a partir das projecdes v de v sobre w*, como na figura 1.2,

Far. gt
J— VU W
GEN TSR
K&
parai=1,---.m¢e
- & (v, w)
% ’L‘;= E <’L’i-— il'§i2 uf) =0
=1 =l ]
pois
w w o\ ! w ‘
Vi) (Ve ) b (U ) = ]
il ] o |
Como, | < 1. para todo i, pelo teorema do Confinamento Poligonal, existe uma per-
’ €

mutacdo p de {2, -+ ,m} tal que

(1.1) o] 4 Uy -+ bl S €Cnorpara j=2,-+ ,m.

E Sbvio que
§<U1 g B S e N
o T/ At ) 7 e g /] = 1A

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, E(u )| < e para todo 4, e cafmos no caso

anterior(n = 1). Logo, para t € (0,1), existe r € {2,--- .m}, tal que

(1.2) §<z,1 T?TII> + (o, ﬂ%{> bt <%”"%"|';> 1 mg% <e

i

Nip & difici] w A v N
Nzo é diffcil ver que {v] + vy, ; 1-'39(,;) £ w. Logo,
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por {1.3] por 11.2]
. . , SRS ‘
1.2.3 COROLARIO. Se{v;.- v CR e :ZL;; <e, Il < e, para todo 1, entdo existe
(14 ]
T=1i
uma permutacdop: {1+ m} — {1,--- ,m} tal que
||?-2’}(1 T i ?‘p(”ﬂ;; g E{Cn + 1)

paral <r < m.

w1
Demonstragao. Defina v, = ~u;—- - -—wp,. Desta forma, 3 ¢ = 0. Aplicando o teorema
/g,’sm.éu}

¥ it . i=1 i ]
do Confinamento Poligonal em {—, . }, existe uma permutacio p de {2.--+ ,m-+ 1}
€

tal que

i i
I : H
‘ vy ip(z\ : <e Cn
\ i

b

para v = 2.---,m + 1. Fixada a permutacdo p, com p(l) = 1, entdo existe ¢ tal que

pligy =m=+1e [l = |-vi = — vl £ e Usando a desigualdade triangular, ternos
que, se i & {p(1),p(2), -~ . p(r)}. o resultado segue. Agora, se iy € {p(1).p(2),- - ,p(r)}.

TeImn-se

LOU . %lz p(z\

como definida em {1.--- . m} com valores em {1,--- m}) 1

< e, +e. 1\\ot;e que prestritaa {1,--- ,ip—1,ip+1, - } pode ser pensada

1.4 O Teorema de Lévy-Steinitz

Dada uma série convergente de nimeros reais, o conjunto das somas de todos os re-
arranjamentos convergentes pode ser um conjunto unitério (a série € incondicionalmente

convergente) ou toda reta {condicionalmente convergente). Este resultado é conhecido como
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teorema, de Riemann. Quando trabalhamos com séries em R™,m > 1, temos wm resultado
semelhante, que € conhecido como Teorema de Levy-Steinitz, onde o conjunto das somas
de todos os rearranjamentos convergentes pode ser: um Unico ponto ou um transladado de
um subespacgo. Este resu‘itad{} dado inicialmente por Lévy em 1505 tinha algumas falhas na

demonstragdo e fol retificado por Steinitz em 1913

1.4.1 TEOREMA {DO REARRANJAMENTGC). Sejam (v;)7, uma segiiéncia de vetores em R”

tieml s

= S v, para todon € N. Se (5,,,)7%, converge a S e lim v, = 0, entdo existe uma

G
=1

permutagao p: N — N tal que Z Upy = 5.

Demonstracac., Tome 6 == |5, — S| Temos que (§,) converge a zero. Notemos que

SR
. ’ o
) Eisﬁ“ﬁw Smr — Vg < Gpa
w1
Como lim v = 0, lim {sup [lzsll | = 0. Consideremos ¢, = max {5&»:—; 4 Op,sup {llwll 1 > mk}},
[t k—oo h1>7“'?.

para cada k£ € N. E claro que {ek) converge a zero. Dal,

!x Mps1—1 1 y

Ej 7wl <O+ G+ Jom,.. || < 26

E i=mig bl
Pelo Coroldrio [1.3.3]. para cada k, existe uma bijecdo py de {my + 1,--+ .7mye; — 1} em
{mg+ 1.+ mye — 1} tal que

|
: < 26;3(071 e 1}

para r = Mg + Lo mesr — 1. Vamos reordenar os ofs em funcio das bijecles pi's, cons-
truindo a permutacéo p: N — N da seguinte forma:
) Mg, sej=mp vhkeEN
plj) =
pa{j) SejE{mk-?“lg"' ,?7’2,;;_%1—1}\7";{65\{
Sem perda de generalidade, podemos assumir que my = 1. E claro que a relacdo p, acima,

define um funcéo hijetiva e portanto uma permutacgéo de N. Definamos s, por
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para me + 1 < m < g ~ L Desde que {e) converge para zero, vamos mostrar que (Sm)

converge para S. De fato, dado € > 0, existe ky € Z tal que,

- [
2e,(Ch+ 1) < 5
—_ - - ; €
para k = ki. Existe ky € Z tal que, para k > & temos. |5, ~ 5] < 5 Portanto, para
k> ky=max{ki.fotemp+1<m < mps — 1, tem-se
: " i oo o1 T £
80— SIS lsm = Sopll + 150, = 51 S 26(Cr + 1)+ 5 < e

Mas, dado m > my, + 1, existe k > kg, tal que mpy; — L 2 m > mye + 1, pois, a seqliéncia

(my) é crescente. Logo, podemos garantir que

5m — ST <.
DATA M 2 Mk bR

1.4.2 TeOREMA {LEVY-STEINITZ). O conjunto de todas as somas dos rearranjamentos

convergentes de uma série de vetores de R™ ou € vazio ou é um transladado de um subespaco.

Demonstragao. Seja S o conjunto de todas as somas dos rearranjamentos convergentes da
]

série S v;. Suponhamos que S # &. Sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 € 5
j=1

e vamos mostrar que S é um subespaco vetorial de R™. Consideremos 81,8, € S e {¢,)7%,

uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente positivos que convergem para zero.

e
1. Como s1 € S, existe alguma permutagio ¢ : N — N. tal que > v, = 51 Logo.

i=1
existe n; € N tal que, para n > n; implica
T f}
Z’(‘J’p(i} — 5 i < €.
i=1 H
Se 1 = (i) para algum 7 € {1,--- ,ny}, escolha Iy = {0}, - .o} Se 1= (i)
com %; > n1, escotha Iy = {¢{1}, -, (i) }. Portanto, existe um conjunto de inteiros

positivos 1;(3 1) tal que

: I
' i
|y
' E v =51 <er
i
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i A ~ ' - o . -
2. Como O € 5. existe uma permutacdo ¥ de N, tal que 3 vy = 0. Logo, existe np € N,

na > g, tal que, n > ny implica

Portanto, existe J; D [y tal que,
l

o

ely C{(1).---, wing)}, tome

LR e | @ / : - - T RS ;
Jo={0(1). - @(na)} Sely @ {¥(1), -+, ¥ng)}, paracadaj € L\{w(1). - wing}

podemos achar i(7) > ng tal que ¥{i(J}) = 7. neste caso. temos um numere finito de

o

Y

i(4)'s. Seja 7; o malor dos i(j)s e tome J; = {¥(1),--- . ¥{j:)}. Assim,

Ii ,

li g . - . :
<i 'Lg! <e,J1 Dl edy < J1-
;iiEJ’} b

-~ . - ) . e .
3. Como sz € S, existe uma permutagdo J de N. ¥ vgyy, = sp. Logo, existe ng € N,
i=1
ns > 7o tal que n > ng lmplica
L ; Vgiy — SQE < €3.
i=] ;

para cada k € JI\{G(1), -+ . 3(ns)} podemos achar i(k) > ng tal que 3(i(k)) = k. Seja
k1 o maior dos k's e tome Ky = {3(1), -, 3{k1)} entio,

%i z v — SQ%' < €y, K.l = JTg_ e kl = j} >4y

i ‘

e K

Para ¢; > 0, raciocinando analogamente. existe Io K U {2} tal que,

e construimos J» e K tais que,
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onde Iy C Jz < Hoeobviamente k) < iz < Jp < ks e construlmos indutivamente os conjuntos

I, Jm e K, de inteiros positivos tais que, {1.-++ . m} C R T CIn C K e

com iy < Jm < kAm. Por construgfo, existem uma permutagio p 1 N — N e segliéncias

crescentes (o), Umi™o, € (k). tais que, kot < i < Jm < ko com

fl == {p.\il}\ .. ‘p<21)} .................................
JiNG = {plhh+ 1), . pld:)} I \Eooy = {p(kmoi )i ol }

o 1 Ty ) RS I /- : 7 , Y
fg\f&} = i}?{ﬁvi P PO .}:}'{?‘.g}j . \Jp = {pajm i E\‘ v ,}’}{;&—, ;}
Donde
B | i
3} g Vps) — 1)1 < €m ;i 5 ?,p{z) < enm E Up(s) — < €m. Para cada m.
J. i=1 ; la ?E
E ainda.
29
] o i km
g E Upiiy — S2 J = t E Up(iy — E Upts) — S2|| < €m T Em.
Himdm 41 ; =] =1
Isto mostra que,
(0 dm fem y
l g Ty — {81+ So)fl < 3€m, para cada m > 1.
Hojemy = o 1 H

A partir daf, vamos construir um novo rearranjamento ¢ : N —s N que “trogue as
posigdes”dos blocos A, = {p(in, + 1),- -+ . p(jm)} com By = {p(jm + 1},--- .p(kn)}, para

todo m. isto €.

(i + 1o TGt Lo i} e PG+ 1)+ pUn). Pl + 1)+ p(dm) }-
Consideremos, para cada m, a aplicac@o bijetiva g, que reordena o bloco B,

(i + 1o i Jm Lo bt e {plim =+ 1), pUm) DU + 1)+ ol }

onde,
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Qm{im e 1)- Q’m{im -+ 2) e s gm{jm} :gm(km>
e

i
A

Plm + 1) pm +2) o pUm)

Portanto,
L !'v\"-m Jm
% /Z«*ﬂmfi) T E )L:ps(z\ + : :' z’:ﬂ( )
E. T | ijmTl t==lop + 1
Vamos definir g : N — N da seguinte forma:
Gor (1) se 1 &€ {iy, + 1 K}

g =A4pli). sei€{kpm+1.- dpat.m>1,

(il se i & {1}

Assim
im i3 ok ig 7 kg w;
> va =) ’?«m-ﬂE Ve + D Vet T D vt + § Ugliy | T
=1 fe=1 fm=iy 1 femdoy +1 . immip -1 iaska 1 ,j
;mei tm }
T E g(i) -+ E: Yoiy | =
(TR e
iy ke J1 iz
““”§ Up(i) T ( Z Up(1) T Z fpur) + Upliy |
(=31 jemiy e} =i+l i=ki+1
S R— Jm—1 i
- + ( E by T E 'Up{u} + Up(i}
[E N POPLE =iy 1 'ﬁw"km——l‘{'l
im
=§ Up(i)
i=1
T ii
i
Temos E Up(s) + E Up(s) = (81 + 821 < 3¢, Ym. Portanto,
i
1w + 1 !

. T ém+{km—jm}
§ Up(s) T E ‘l’p<f)=§ Vg(ay -+ § Yati)
iml iz 1 fal fe=im 1
im‘;"(km_J.m)

= > U = Resrinin)-

il

Dal, El Ry hnmim) = (31 —é—sa)ﬁ < 3¢€m. Aplicando o teorema da reordenacho, existe um

Y

reordenamento de (vy;) tal que a série associada converge para 8, + sg.

o



Convergéncia condicional em BT 10

Para cada s € S et € R, devernos mostrar que ¢s € 5. E suficiente mostrar para

t € (0,1) et = —1. Pela construgio acima, tem-se

te £ fi, 1 :
para cada m. Se€ja dm = suP {{[Vpn © 1 == Jmt+1, b € Um = '>*‘“ p(i) 52, Humll < Z2e,
[ T

usando, o Corolédrio [1.3.3] em
e
PR
b= 1
onde. ||Upry ] < dm. existe uma permutacio pn, de {p(jm 1), p(ffm)} tal que,
‘i‘ Z Upmtptiy) = H52 = n) || < 4/ C2y + 18,
iB

Potm ‘
| z Vo ip(a)) f32’§ < MG, + 2en,
lizmjm+1 ‘3
€ Ej p
m Ton
i i=1 t=Fm+1

Mais uma vez construimos uma permutacio ¢ 1 N — N,

p(’é) se ¢ € {1 . :jl‘}
g(i) = gm(i), sei € {jm+1,--- . kn}, param > 1.

p{i), seie{l,-- i1}

Portanto,

m r'ﬁ":‘.
§ Upii) + E Vam (pli}) = E Ug(i) + ﬁg Uiy = § :'ﬁ’q{i) = R,
=1

i=im=+1 i) i=jm+1 i

que converge para ts;. Pelo teorema do rearranjamento existe uma subsegiiéncia que converge
para tsa.
Para finalizar, tome ¢ = —1; e verifiquemos que —s; € S. Usando a construcéo anterior

e o Coroldrio [1.3.3]. Tem-se,
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§§3'm—1 Em |
; Upia) ™ E ;Up(i) - {—Sz}gi < Emat + Em, para todo m > 1.

Donde.

Entao,

I e Jma 1
|2 Ve T § | Upti) — '\““’52)i§ < €pat + 26, para todo m > 1.
I i
I i=1 B +1 i

COﬂSideI‘e Gm - {.?’m + 400 km e jm} o {p(j'm -+ 1) o p(k‘i’ﬂ}} Onde:

!
plhm +1) . plkw +2) . oo plER)
portanto. construimos uma subseqgiiéncia convergindo para —s. Pelo teorema do rearranja-

mento, —sy € 5. ®



CAPITULO

Relacoes entre espacos de seqiiéncias num

espaco de Banach

Neste capitulo vamos estabelecer certas relacdes entre alguns espagos de seqiiéncias de
um espacgo de Banach. Seguimos fielmente o artigo [Mcar] e, para isso, vamos precisar do
conceito de convergéncia fraca para definir os espacos. Ao definir convergéncia fracamente
incondicionalmente somante, veremos que basta que o espaco de Banach no contenha uma
cépia de ¢ para que a convergencia fracamente incondicional seja incondicionalmente conver-
gente. Estabelecemos. nas primeiras se¢des, terminologias e resultados importantes de andlise

funcional no qual nos baseamos. Para maiores detalhes consultar [Dies, Tayl, Honi, Kade].

2.1 Somabilidade em espacos de Banach

Nesta se¢ao veremos o conceito de somabilidade de séries. Enunciamos a condigio de
Cauchy e o critério de Cauchy para séries num espaco de Banach.

Em alguns espacos normados temos a necessidade de dar wm sentido a somatdrias da

forma
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guando o conjunto I dos indices nfo é necessariamente o conjunto N dos nimeros navurais.
Quando I = Z.N x N.R etc.. podemos ordenar ¢ conjunto dos indices de um modo conve-
niente, procurando calr em um caso familiar. Nesse caso a soma da série pode depender da
ordem em que se efetuarm as somas parciais. Por isso, precisamos dar um sentido a somatdrias
T sentido esse que serd independente da estrutura de ordem sobre ¢ conjunto de indices
z};-f

2.1.1 DEFINICAQ. Seja E um espaco normado. Uma familia (x;);¢; de elementos de £ é
somavel e tem por soma z € E. denotamos

.

i€
se, dadc € > 0, existe um conjunte finito Fe C { tal que, para todo subconjunto finito F <

com F D F, tem-se

Uma diferenca entre familia somdvel e soma de séries num espaco normado estd em que,
o conjunto dos Indices da série ¢ o conjunto N dos nimeros naturais e as somas parcials
finitas que se tomam néo sdo arbitrdrias mas apenas as correspondentes a conjuntos do
tipo {1,--- ,n}. Quando uma familia de vetores num espago normado estd indexada com o
conjuntc dos nimeros naturais, que relaces existem entre o fato desta famflia ser ou néo

somével e se ela define ou ndo uma série convergente. Mais geralmente temos:

o5
2.1.2 PROPOSICAC. Se uma familia (z,)nen € somdvel entdo, a série associada > x, é

n=1

convergente.

Demonstragao. De fato, sendo z a soma da familia, dado € > 0, existe um subconjunto

finito F. C N tal que, qualquer que seja a parte finita F' C N, contendo F., se tenha

I |
ix - Zzi < g
! ier D
podemos entéo fixar um ne = no{c) € N tal que F, C {1, - , 7m0} e temos que, qualquer que

seja n > no. & soma parcial

7t
Snz E T
p=1
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verifica

2.1.3 OBSERVAGAO. Podemos ter uma série convergente sem que 2 familia seja somdvel
. ] . 1 .y .
Por exemplo, a familia dos nimeros reais {~1}”E, com n € N, é uma série convergente que

ndo é somavel,

A motivagio para a definigdo de seqiiéncia somavel estéd no teorema abaixo, e para ver mais

detalhes sugerimos consultar Hénig (HOni, Cap. 1,81

2.1.4 TEOREMA. Seja (7:);ex uma seqiiéncia de niimeros reaist. Entdo, as afirmagdes abaixo,

sdo equivalentes.

1. Dado € > 0, existe um subconjunto finito F. C N tal que. para qualguer subconjunto

E A - # -
fAunito F ¢ Ncom F D F,, temos ix - Z‘T*} < ¢, isto &, a familia (x;)ien € somével.

e

-
2. A série >z € absolutamente convergente para .

G L

Para facilitar a linguagem, denotemos por F{I} o conjunto de todos 0s subconjuntos finitos

nio vazios do conjunto {.

2.1.5 LeMma. Seja (x;).;r uma familia de niimeros reais. Se existe A > 0 e iZz‘EF :cgi < A,

para todo F & F(I). Entdo vale a inequacéo
> lw| £2X, paratodo F e F(I).
ieF
Demonstragao. Podemos dividir cada A € F(7) em duas partes disjuntas:
At=lie Aim >0} e Al =1{ie Az <0}

Desde que D ;ea- 12 = Zz‘.efﬁ TS Ae . lm=— ZiEA* z; < A Logo,

g
Bl
I
5
+.

{Pode, também, ser nimeros complexos,
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2.1.6 PROPOSICAC. Uma familia (2;)..; de nimeros reais é somével se, e somente se, existe
um nimero positivo A tal que

Z ] <A para todo F € F(I).

isF
Demonstracao. Suponha que (7;)..; seja soméavel para . Assim, para ¢ = 1 existe F, finito
tal que

para todo F D F, finito,

B
l
B
1A
-

Agora, para todo F C [ finito, vale a inequagiio

E XTi X+ - E ssggl*l:t’—;—ég &

e FUF; TEF N i€F:

H

Z |
i [J—
i £y

i

i

ol

ic

;oL | | £y =3 1 : =
Tome A= 1 -2/ + |2 ;cp 2] > 0 e pelo Lema[2.1.5] vale a inequagio

Z | < 24, para todo £ C 7 finito.
ieF

Reciprocamente, como Zié p12:] < o< para todo F C T finito. Seja

'yzsup{zi%wéf(f)} <\ < 400

e F
Entéo existe uma seqiéncia mondtona crescente Fy C Fy C -+ de conjuntos em F{J) tal
que
' : S T
EEFn

Portanto, temos as inequacgdes

(2.2)

N
IN
ey R

para todo F' € F(I) com FNF, =& Seja x, = )_,.p 7:- Logo, por [2.2], temos

1
Fr\Fmr

ic
para todo natural m e n com n > m. Conseqlientemente {z,,) é uma seqiiéncia de Cauchy

em R. Seja x o seu limite. Podemos determinar para cada § > 0 um nimero natural n com

n> % elo, — a2 < % Entéo, para todo conjunte F € F{I) com F D F, vale
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S ee=| T PEOY:
| L:— T = Z'i—rxp—mg—--%;}-fé
ieF Py bonos
Portanto. (x;)i=s € somavel para z. -

2.1.7 OBsErVACOES.

b

Pela proposicdo anterior, se uma famflia numérica é somavel, entao (x| }iz; € somével
H H 1 — s 3
e vale > |zl =sup {Z lz;| s F e F(I)s.
i f e R

2. O Teorema 2.1.4] segue do Teorema [2.1.6].

2.1.8 PROPOSICAO. Se as familias (;)ie; © (4i)ie; de um espago normado E séo somévels,

e tAm por somas T €y, respectivamente, entdo, as familias

(i +yi)ier € (ATi)icr . A€ R,

580 soméveis € tem por somas T +y == . T+ 2, W € AT = A ., Xy, Tespectivamente.

Para séries de nimeros reais ou complexos, temos o critério de Cauchy, que nos dd uma
condicio necessdria e suficiente para que uma série seja convergente sem termos de conhecer

a soma da mesma. Assim, vamos dar um critério andlogo para familias soméveis.

2.1.9 DEFINICAO. Uma famiflia {2;).c; de elementos de um espaco normado E satisfaz a
condicdo de Cauchy se, dado € > 0, existe um subconjunto finito F, C 7 tal que, para

todo subconjunto finito F/ < [ e disjunto de F, tem-se

2.1.10 PROPOSICAO. Toda familia somével (z;).e; satisfaz a condicdo de Cauchy.

Demonstragao. De fato, seja
=3 a,
sl

Dado ¢ > 0, existe um subconjunto finito 7, < [ tal que, para todo subconjunto finito

F o F.com FCI, temos
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Tomando qualguer subconjunto finito F/ C 7 com F' N F, = &, teremos

gzxr =

;f,‘.'_\_r:Ff |4

A

2.1.11 PROPOSIGAD. Se uma familia (x;),.., satisfaz a condicao de Cauchy, entaoc o subcon-

junto

[*={ic ]z

L

}

)

é enumeravel.

Demonstracaoc. De fato, temos
=L
onde
. - 1
I, = {z 27 m) > _}.
‘ n

) . . . e ., 1
Notemos que, ¢ € 1™ entdo, z; = 0. Vamos ver que [, é finito. Por hipétese, para cada ¢ = -,
it

existe um subconjunto finito F, C [ tal que, para todo subconjunto finito F* ¢ [ e disjunto

de F,. temos

Em particular, para cada { € F, tem-se [z;]] < % e, portanto, i & I, Logo, I, C Fee I, é

finito, para cada n € N.

Eozd

2.1.12 ORBSERVACAO. Em outras palavras, a proposicao acima diz que s6 as familias que

sao, “essenclalmente”, enumerdveis é que podem ser somdvels.

2.1.13 TEOREMA (CRITERIO DE CAUCHY). Seja E um espacc de Banach. Uma familia

(x:)ier € somdvel se e somente se, satisfaz a condi¢do de Cauchy.



Relagdes entre espaces de seglifnclas num espaco de Banach

[
|

Demonstracdo. Basta apenas demonstrar a reciproca. Se a familia (x;).c; satisfaz a

condicdo de Cauchy. entdio, usando a notagéo da proposicio [2.1.11], tomemos

UYn = in'

el

Vamos demonstrar que a segiiéneia v, € uma seqiiéncia de Cauchy: pela condicio de Cauchy,
dado ¢ > 0. existe um subconjunto finito F. C ™ ! tal que, para F/ C 1%, com F' N F, = &,
ternos || 3 2| < €. Observemos que o conjunto {z,|n € F.}, todos 0s z, tem norma positiva
e. portaggc; malor que um certo ;—1}} donde [, > F.. Para m > n > ng, temos ¥ = I, — I,
com

(I —I)NF =2,

Dai,

Sendo, pois, (y») uma seqiiéncia de Cauchy em E, que € espaco de Banach, seja x seu limite.
temos

1T — ynil < e, paran > ng.
Vamos mostrar que

g I = I.
el

De fato, para todo F O I, temos F' = F — [, e, portanto,

il
il

5

igfr U iedn, ie kY
Il i
= &= Yy — E ;]
i Py il
s’ |
g HI’ e ynGH . [‘ E (){‘11 <Z 25.
Vigpr

S

2.1.14 COROLARIO. Seja E um espaco de Banach e seja (2;)..; uma familia somével em F.

Para cada subconjunte I' C I a familia (2),.p € somédvel.

ipara os indices i € [7, temos z; = 0.
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Demonstragao. Pela condiggo de Cauchy, para cada € > 0, ex:is‘f,e um subconjunto finito
< € tem-se enfao

e
‘ ] ¥

que ' F, é uma parte finita de /' tal que, paratodo F' ¢ I', dis 3uma de I'nF,, Z;zfE <€

F. < I tal que, para cada parte finita F de I, disjunta de F. C

\\?:EF 1e
e usando, mals uma vez, a condi¢@o de Cauchy. a familia (&) € somavel. #

PROPOSICAO. Segjam E um espago de Banach, {x;},.; uma familia somdvel de E e

3
o A

5
= {i e I; z; # 0} Entdo. a familia (z;),c; € somével se. e somente se, a subfamilia (z;)..,-

Yo=Y

& somavel e, nesse caso,

ig] 1=V s
Demonstragao. JA sabemos que, se (1;)..; € somével, o mesmo ocorre com (). Supo-
nhamos que (%;)zr- € somével, e com soma z. Dados ¢ > 0. existe um subconjunto finito

F! ¢ I* tal que, qualquer que seja a parte finita F' de 7*, contendo F/. se tem

{ 1
i e F i

Se F é um subconjunto finito de /. contendo F), temos que F = F' N [* é uma parte finita

de I*, contendo F/, e

mais ainda,

2.1.16 PROPOSICAO. Sejam E, F espacos normados e T : E — F uma aplicacdo linear
continua. Dada uma familia somdvel (x,)c; de elementos de E, cuja soma & x, entdo, a

familia {T(x:)), , € somédvel em F e tem por soma T(z).

Demonstracao. Segue da defini¢iio de familia somdvel e da desigualdade

para cada conjunto finito F. -



Relagbes entre espagos de seylifnelas num espago de Banach 248

e

2.1.17 TEOREMA (CRITERIO DE CAUCHY PARA SERIES). Uma série Sz converge se. e
k=1
somente se,

2.1.18 PROPOSICAC. Seja er uma série num espaco de Banach. Entao,

=R

o0

e
1. V() = Z vy. 8€ a série for incondicionalmente convergente.
n=1

rer=l

o0
2. Z v, € convergente, se a série for absolutamente convergente.

=1

2.1.19 TeoreEMA. Um espaco normado F é um espaco de Banach se, e somente se, qualquer

série absolutamente soméavel € somavel.

Demonstracao. Para demonstrar a completude de E. basta mostrar que toda seqiléncia
{z,) de Cauchy ¢ convergente. Para isso ¢ suficiente que (z.) possua uma subseqliéncia

convergente. De fato, escolha uma seqiiéncia de inteiros positivos (ng) tal que.

]

Desta forma, a série 3y, € absolutamente convergente, e pela hipdtese, é convergente em
k=]
E. Da identidade

(2.3) Y-yt T Y = Tnyy — T

concluimos que a subsequéncia (z,, ) é convergente.
Reciprocamente, se E for Banach, mostremos que uma série absolutamente convergente é
incondicionalmente convergente. De fato, dada uma permutacéo o de N, temos > {[z.l] < oc

n=i

. : = ; . . . ,
e pelo Teorema de Dirichlet sabemos que |7y || < 5c. Usando a desigualdade triangular

temos que
i (12 m | ” n 5; n
Er ZZ&?U) - Lo(fy|l = t &"ﬁﬁﬁ < E T
I =1 =1 g ] Frmmnekl | f—

N
Logo, a série ¥ Ze(ny satisfaz o critério de Cauchy. ®
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Nao € dificil exibir exemplos de espacos de Banach. de dimensdo infinita, que possuem
séries incondicionalmente convergentes que ndo sao absclutamente convergentes. Antes va-
mos assumir ¢ seguinte resultado que caracteriza as séries incondicionalmente convergentes,

para sua demonstragio veja [Mart, Cap. 2.§1 | ou Kade].

2.1.20 TEOREMA. Sgfa (2,)77, wna seqliencia num espago de Banach E. Entdo as seguintes
condiches sdo equivalentes.

A série S Zxny converge para qualquer permutacac 7 de Inteiros positivos.

n=1

-

2. A série > xn, converge para qualquer seqiiéncia (n;) estritamente crescente de inteiros
positivos.
3. A série ? b.zn converge para toda segiléncia de sinais 6, isto €, §, = =1.
el
4. A série > xn € somdvel, isto €, existe x € E tal que, para cada € > 0, existe F, C N
==l
1 {
finito tal que para qualquer ' C N finito, F' D F, tem-se jlx — 5 x|} <
i \

18 F !
Num espago de Banach, como vimos na demonstragao de [2.1.19), qualquer série abso-
lutamente convergente € incondicionalmente convergente. Daremos dois exemplos de séries

num espago de Banach de dimenséo infinita que s&o incondicionais mas néo absolutamente

convergentes.

2.1.21 EXEMPLO. Sejam £ = {, e a seqiiéncia (zy), T = (O.; cee -}5 e ) A série Yz con-
1 1 . . -, o E=l _

verge para s = (1: Sttty mh ) incondicionalmente, mas ndo € absolutamente convergente

em E, pois,

A série Sz converge para s, desde que
k=1

k!

S =o )= DS

Para mostrar que a convergéncia ¢ incondicional, vamos usar a caracteriza¢ao 3 do teo-

|
%=

o3

rema [2.1.20]. Sgja & : N — {—1,1} uma fun¢gdo qualquer. Vamos mostrar que i@iei é

convergente. De fato, para n > m inteiros positivos,
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e

I S O b
iiggeg z ’ .

2 é
2 ;’ f e “‘m+1" }_0)’: =

fa =)
satisfazendo o critério de Cauchy, portanto S &1 € convergente.
W 13

PR

2.1.22 EXEMPLO. Sefam ey = (1,0,--- ), e = (0,1,0,- -}, -+ ; os vetores candnicos de .

A série

ey

y Cp

Lt felog(k + 1)

=3
é incondicionalmente convergente em ¢y, mas ndo € absolutamente convergente. De fato.
vamos usar a caracterizagdo 2 do teorema [2.1.20]. Seja (ny) uma seqgiiéncia estritamente

crescente de inteiros. Entao, para n > m temos

En | 1 , ]
E mé —il = SUp = m+ 1< k<
e log{ne + 1) 7 »Eoﬁ“m;\ + 1) o neloging + 1) J
1
P T—
- == 0.

Tl 108 Mmar + 1)
Logo, a série é incondicionalmente convergente. A norma em ¢ de cada elemento é

1

2. e |
(2.4) nlog(n + 1)

Portanto a série nao converge abso}utameme.

2.1.23 OBSERVAQAO. O exemplo acima fornece uma maneira de construir séries que sao
incondicionalmente convergentes mas, nac sao absolutamente convergentes em ¢y. De fato.

sefa A= {(a)Z, & €ER, 0 < a < aiqq e < log(i + 1)}. 4 série procurada é

>0
€k
P [1s%

Basta notar que
O

>

f==1

pod

l o 1 o
zazl_ ;,,5. Z 1}2%'

A incondicionalidade vem do fato da seqiiéncia ser estritamente decrescente e positiva.

A relacao entre série incondicional e série absoluta num espaco de Banach foi sclucionado

elos matematicos Dvoretzky and Rogers em 1950, veja as referéncias [KakKa, DJT]#
p g ] L

il Achar esta relagho se tornou um dos problemas do célebre Scottisch Book. Mesmo no espago 43, aparen-

temnente simples, fol resolvido na década de 40 pelo matemdtico M. S, Macphail,
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At

2.1.24 TEOREMA (DVORETZKY-ROGERS). Se cada cada série incondicionalmente conver-

gente no espago de Banach E ¢é absolutamente convergente, entdo E tem dimensdo finita.

2.2 Convergéncila fraca em espacgos normados

O objetivo desta se¢do € dar pré-requesitos para o estudo da convergéncla fraca, esta-
belecendo seus principals teoremas. Sugerimos consultar a referéncia [Dies).
A topologia fraca em £, denotada por o(E, EY). é a topologia invariante sob translagbes

que admite como base de vizinhancas da origem os conjuntos da forma

W{0. o1, pne) = {z € Eilp;{z)] < e},

paral € j<n,come;, 0, €EE ee> 0.

2.2.1 OBSERVAGAQ. Pode-se demonstrar que na topologia fraca existem abertos da topo-
Jogia da norma de E que ndo sdo abertos da topologia fraca e as topologias coincidem se, e

somente se, I£ tem dimenséao finita.

2.2.2 DEFINIGAO. Seja E um espago normado. Uma seqgiiéncia (x,) converge fracamente
para x € E. se @{x,) converge para ¢(z), para cada ¢ € E’. Dizemos apenas fracamente de

Cauchy quando para todo ¢ € E a seqiéncia (¢(z,)) € uma seqiéncia de Cauchy.

A convergéncia de seqiiéncias na topologia fraca o(E, E') é equivalente & convergéncia
fraca, cuja demonstragio ¢ muito simples. Usaremos a notaciio z, — 2. significando que

|
4 L o
T, converge fracamente para x e x, — z significando lim [z — z, = 0.

2.2.3 PROPOSIGAO. Se x, —— x num espago normado E, entio:
(i) O limite é Unico;
(ii) Toda subsegiiéncia (z,,} converge fracamente para x;

2.9.4 PROPOSICAC. Seja (z,) uma seqiiéncia num normado E. Entéo,

- w
1. Sex, —= T entiao, &, ~— I
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.. . ~ w . . |
2. Se dim F < =, entdo x, — x implica z,, LEA z.

Demonstracao. (1), Para cada ¢ € £/ temos

(2) Suponha que dim E < oo, Seja {e;,--- , e} uma base de E. O conjunt a ey
C FE', com wile;) = &, é uma base de F'. Entao, z, = ‘S”chxﬂ)ez exr = g z)e;, para
cada n > 1. Como z,, — x, segue que, o, (z,) converge para ,(x), para cad~ Lk
Logo.

i k
1 Nt gl ! o £ FP AN
[T — 2| < E ilzn) — gzl < E Noilzn) — @izl o,
i=1 im=l
ond@,a:m&‘i{ﬁﬁf‘w i<k =

2.2.5 OBSERVACAO. A convergéncia fraca, em geral, ndo implica na convergéncia na norma.

Para o exemplo a seguir, seja

1 1
enz(ﬂ O~1G) € ""i""'T""‘:].
g P
2.2.6 EXEMPLO. Sgja B = £, 1 < p < oc. Considere a seqiiéncia (e,) tal que jen|, =1
para todo n. Logo, e, +— 0. Entretanto, ¢(e,) — 0 paracada ¢ € E'. Seja ¢ € {,, ¢ = (y)

com i ly:[%. Logo, y; converge a zero. Pela identificagdo do dual, ¢(e;) = y; converge a zero.

i=1

2.2.7 EXEMPLO. Seja E = ex, = {1.1,---,1,0---) onde z, tem n coordenadas ndo
nulas. Entdo x, € fracamente de Cauchy. pois ¢ = ({2, € = {;. Nds temos que

o(zy) = Z&i — Zf quando n — oo. Mas (z,) néo é fracamente convergente em E,
=1

pois (1,1,-+-) € co-

Para as demonstracdes dos teoremas abaixo consultar [Mart, Cap. 3, §2] ou [DJT,
Cap. 1.

2.2.8 TeOorREMA (MAZUR). Se A € um conjunto fechado e convexo em E entéo, A € fraca-

mente fechado.
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ol
2.2.9 TeoreEMA. Selx,) éfracamente convergente parax € E, entdozx € spanjz,, n € NI’ :

ezl <sup Hxnil .
T

2.2.10 TEOREMA. Se E € separdvel entdo. a bola unitdria B = {¢i ¢ € E' o] < 1} ¢

seqgiiéncialmente compacta na topologia fraca estrela.

2.2.11 TEOREMA. 5S¢ A € tal que span|A] € denso em E' e (x,,) € uma segiiéncia em E tais
0 ) e
quesup, |zl < oo eparaalgumx € E, lim olx,) = olz), ¢ € A, entdo (z,) converge para

Th e TN

z fracamente.
O préximo teorema € essencial na demonstragio do Teorema de W. Orlicz [Orli].

2.2.12 TEOREMA (VSCHUR-41). Em £, convergéncia fraca de seqiiéncia coincide com con-

vergéncia na norma,

Demonstracdo. Vide [DJT, Teorema 1.7, Cap. 1. .

2.3 Relacoes entre espagos de seqiiéncias

Nesta secdo, nosso trabalho estd concentrado em definir os espacos de seqliéncias

2.3.1 DEFINICAO. Seja E um espaco vetorial normado.

a} £¥(E) denota o espago vetorial de todas as seqiiéncia (z,) C E tais que, Zrﬂﬂ) é
Nl

convergente, para toda bijeco 7 : N — N,

o0
b) #¥(E) denota o espago vetorial de todas as segiiéneia (x,) C E tais que > jo{an)| < oc,
n=]

para todo ¢ € E'.

oo

2.3.2 OBSERVAGAO. A série Z:z:n € fracamente incondicionalmente de Cauchy em E se, e

somente se, para cada ¢ € E’
-

> leta)] < <.

=]

1. Schur, 1921,
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Desta forma, a cada elemento de £5{E) estd associada uma série fracamente incondicional-

mente de Cauchy.

2.3.3 PROPOSICAQ. f¥(E)} é um espaco de Banach com a norma
l(@a)l,, = sup Z [elza)li v € B e ol €1
Demeonstracgao. Cada (z,) € £¥(F) define uma aplicacio
T:peE v (gla.)) €4

Claramente, T € linear. Para provar que 7 € continua basta mostrar que o grafico de T é
fechado.

Suponhamos que ¢, converge a @ em £’ ¢
T oom, y — ;o P e Fomts { how ;
T(pk) = (s/‘k(»ws})m — s, € 4.

Entdo, por um lado,

plzn)l v € ENe ¢l <1}msup{ ]| <}} Tl < oc.

o
sup { z
=l

Desta forma., {x, )], estd bem definida e é facil ver que € uma norma em £Y(E)}. Para provar

que £¥(E) é completo, seja (x])7%, uma seqiéncia de Cauchy em €¥(F). Em particular

|2 — 2|l = sup { [olal, — 2n)] L el £ 1} < (e~ 2, -

Logo, (x],), converge a Tm para cada m € N. Provaremos que {z,) € £(E) e que (z})
converge a (T,) em £¥(L). Dado ¢ > 0, existe jy tal que,

n . k o ;\.:

Iz =), = sup { 3| otai —ahi| .o € B } < e

para 7.k > jo. Dail, sup { 2 lo(@d — za)|, ] < 1} < e paraj > jo. Logo, ) — z, € £¥(E)

e |zl — anll, < ¢ para todo j > jy. Portanto,

(wn) = (@],) ~ (2], — 2a) € (¥ (E).
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Denotermos por F o conjunte de todos os subconjuntos finitos e nfo vazios de N. Vamos

mostrar mais tarde que {(x;) € f¥{E) se, e somente se, sup {HZEJ F e .7-"} < o, Este
H i

1€F
supremo define uma nova norma em €Y (E). Dal, para = (1,)7, € {Y(E),
‘ 15
i o i ) ol
x|, = sup 3;}::&;” FeF
iR 4

Quando nos referirmos ac espago £V (L) estaremos sempre, salvo mengdo ezplicite em

contrdrio, considerando a norma | . [, Veremos que £Y{F} é um subespago fechado de
(@ (B 111

2.3.4 DEFINICAO. Dizemos que uma seqgiiéneia (x,) num espaco de Banach £ tem soma in-
variante quando existe x € E tal que, x = >z, e x é também a soma de cada rearranjamento

=l

convergente de (z,). Desta forma.

-

f\,;{E} = {{zﬂ);‘ii zxn < oo e

ey

E Bp = Z Te(ny CIEPIE QUe Z Loin) comferge}-

rpmm ] n==i n==l

Se a dimensdo de E for finita. utilizando o Teorema de Dirichlet, I{(E) = ££(E). No
caso da dimensdo de E ser infinita veremos que em gualguer espago de Banach, £{E) ¢ um

subconjunto préprio de I {E).
2.3.5 DEFINICAO. Seja {x;) uma seqgiiéncia num espaco de Banach E.

o
a) Dizemos que x ¢ uma soma (forte) de (z;) se. v = in?

il

o
b) Dizemos que z ¢é uma soma fraca de (1) se (z) = > @{x;), para todo ¢ € E'.

i1

Com esta definicdo, dada uma seqliéncia em F, esta pode nfo ter uma soma fraca. Nos
seguimos o trabalho de C. W. Macarthur iMcaZf]‘ o qual mostra que o espaco de Banach
E = ¢y, tem uma segliéncia que estd em €Y (E) mas, ndo tem uma soma forte. Para isso.

vamos introduzir dois novos subespacos de £Y(F):
B.(F) = {s € {{(E) : s tem uma soma fraca} ¢ B.(E) = {s € {{'(E): s tem uma soma}.
Veremos que em gualquer espaco de Banach de dimenséo infinita, é verdade que

THEY C B(E)y=IE8H{EYNE(E) C By CH{(E).

No caso F = ¢, as inclusdes acima sdo préprias.
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2.4 Subespacos lineares fechiados de ¥ (E)

Vamos caracterizar a completude dos subespagos B, 8, C {Y{E) e relacioné-los.

2.4.1 PROPOSICAO. Se () & fracamente Incondicionalmente somavel entao.

Demonstracao. Na demonstracao da proposigio [2.3.3], construfimos uma aplicacgo T -
o e B (olz,)) € & que é continua. Dal, (z;) € £¥(E) se, e somente se,
fo e

{
sup {3 letm)live Be gl <1} <

—1

Sejam [T ={i;i<n ¢lz) 20}, I7={i<n, ¢la) <0tel,=ITUI . Assim,

para cada ¢ € Bgr temos

sup Z%?(wz-)mr%Bzr} = sup {sup (Zlu(za )}r— sup {Sup (le )}
ds=l CTOEBE?" n ?O—B iei,

= S {bup{Z‘f(xJ‘T‘ ~<§($i)}}
vel el 0T

< sup {sup{‘z;c(x;- }+sup{z - -;,-;(:ri)}}
weBpr Uom Mo )

H i

< sup {sup{;Z¢{xi}l}+sup{ > ol }}
WQBEI n Y= : n eI

< sup sup{ Z,&-(mﬂ)‘} + sup sup{ () }
VCBEI ] ‘iW‘i ! wEBpr n

< sup sup {‘Zg\xz }—i—s‘ap sup Z;J (2 %}
Ti uEEBrsl dam ] (3 &:BEr ‘3 1 |

<

2 5up {| waf’ rerl

Quanto a segunda parte,
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c><:>aup{z oAxi) §P¢eBE,} =

{--'i

Y

I

2.4.2 COROLARIO. O espaco vetorial normado ((¥(E), ||

i ) é completo.

Demonstracdo. Pela Proposicio [2.4.1] as normas || |, e | |, 80 equivalentes em £F(E).

it :

2.4.3 TEOREMA. Sefa B um espago de Banach. Entao B,(E) e By(E) sao subespagos fe-
chados de £Y(E), e a aplicagao L : s € B, (E} — L(s) € E dada por L(s) igual & soma fraca

de s, é uma aplica¢do linear continua e tem norma 1

Demonstragao. Para mostrar que By, (E) ¢ fechado em (y(E), seja (s,) C Bu(E) uma
seqiiéncia em By {E) que converge para s € £§(E). Para cada n € N, seja x,, a soma fraca de
s,. Como {s,) é uma seqiiéncia de Cauchy em ¢¥(E) entdo, para cada ¢ > 0, existe n, € N

tal que.

H8m — Sn

€
1 < 3. param.m 2 ne

Para esses valores de m,n e p € 7, com || <1, temos que,
-
o(en = 2) S 3 s — 8] < 20sm = sa, <
i=1

A segunda desigualdade provem da Proposi¢ao [2.4.1). Portanto, por [A.d.4], (z,) é uma
segiiéncia de Cauchy em E e, assim, {(z,) tem um limite . Agora, para e > 0 e ¢ € E', néo
identicamente nula, existe um n, € N tal que,

€

lsn— 8], < ,
A N ]

para n 2 N.. € desde que x, converge para x, escolhamos n, tal que
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Aqui, se n = 7., entao

A segunda desigualdade vem da Proposicdo [2.4.1, 2 é a soma fraca de s. Logo, B, (E) ¢

fechado em £Y{E).

o

Mostremos que B(E) ¢ fechade em ¥(E). Suponha que a seqliéncia (s,) C B (E)

gos

converge para s € £7(E) e seja m, a soma forte de s,. Como B(E} C Bu(E) e Bu{E) é
fechado em £¥(E), segue que s tem uma soma fraca z e z, converge fortemente para .

Assim, dado € > 0, existe p= ple; € N, tal que

I: 3% €
Hrotle o
| i 3
e
.E I E.
el i 3 N 1 > ~ i r . g c ? ) N
COMoO ITp = ZSP’ existe g € I¥ tal que se r 2 g entao }ia:p — Spl) < 7. ortanto, se r = ¢,
iw=1 : s i
antao
H T H : { T r : nor » i
}9: - Siff < lx— Tp|| + i[gxp - s_;; T8 =T <
’ =t 00 3 el || R =1

Logo, s tem soma = e B.(E) é fechado.
Agora vamos mostrar gue L € linear e tem norma 1. Consideremos a bola unitéria Bg

em E' e fixe s € B, {(E). Seja z = L(s) a sua soma fraca. Entdo,
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A aplicagio L € obviamente linear e continua com |[L[] < 1. Agora. qualquer que seja

7 € FN{0}, & seqliéncia (20,0, - ) estd em B, (E) e tem norma um, o que implica L] = 1,

2.5 Extensao do Teorema de Hardwiger

Veremos uma extensio do Teorema de Hardwiger para espacos de Banach., O Teorema
de Hardwiger mostra que, se I é um espaco de Hilbert com dimensgo infinita entdo, £{(E) €
um subespaco proprio de J£Y(E). C.W. Mcarthur [i\-’}ﬁcaz‘] estende o resultado de Hardwiger

para um espago de Banach qualquer. Antes veremos a definicdo de sisternas biortogonais.

2.5.1 DEFINICAO. Sejam (z;) e {(;) seqiiéncias. respectivamente. nos espagos normados E

e E'. O par (x;, ) é chamado sistema biortogonal para E se (x5} = ;.

2.5.2 DEFINICAO. O operador de expansdo U, € definido por

T

Lfn{il"/') = Z &y (ZE}QT@

f==
para todo z € E.
2.5.3 PrOPOSICAO. Seja (x;, ;) um sistema biortogonal para E tal gue sup |¢(U,z)| < o0,

i
x € E, ¢ € E'. Entéo, (z;) é uma base de Schauder” para o espago spaniz;, i € N|.

YVer Apéndice A, p. 66.
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Demeonstracao. Por hipdtese, sup,, [0,z < oc. 2 £ E, ¢ € E'. Portanto, pelo Teorema
1 Y Al hd

de Banach-Steinhauss, existe uma constante M > 0 tal que,
que,

(2.5} sup || < M.

L
Tome = € span|z:, 1 € N|. Entdo, para cada £ > 0 existe um elemento y; € sponjz:,- - . 2]
tal gue

Mas,

7 = Un(@)l < 1z = w3l + gy = Ua(oll + [ la) - Tal

e U, (y;} = y; para cada n > 7, devido a biortogonalidade. Assim,
he—=Unlz) € (1+ M)e, paratodo n > j.

E também.

ke o0
= lim U,(z) = lim (Z ;foi{jx}x.i} = z w0 ()24

[E= =1

E claro que os coeficientes da expansdo de x s8o unicos, desde que,
T
(%) lim (Z&:@) =0,
com o € R, 2= 1,2,---, aplicando ¢ em (x) e usando que @i{z;) = di;, obtemos ax = 0,

para todo k. 3

2.5.4 COROLARIO. Seja (x;, ;) um sistema biortogonal para E. Entdo, {x;. 1 € N} & uma

base de Schauder, para spaniz;, ¢ € N| se, e somente se, 1 < sup,, [Unl] < oc.

Apesar de todo espaco de Banach com uma base de Schauder ser separdvel a reciproca
nao é verdadeira. Esta afirmativa, proposta por S. Banach. ficou conhecida como o “Problema
da Base’. Esse problema fol resolvido em 1973 por P. Enflo. No teorema abaixo vemos que
todo espaco de Banach de dimens8o infinita contém um subespaco com uma base. Usando
a proposicio [2.5.3]. concluimos que todo espago de Banach de dimens&o infinita possui um

subespaco fechado com uma base.

“iVer apéndice.
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2.5.5 TeorEMA. Cada espaco de Banach de dimenséo infinita possui um subespago com

uma base.
Para demonstracio ver [Mart, p. 67).
2.5.6 TEOREMA. Se E € um espaco de Banach, as afirmagdes abaixo sio equivalentes:
(i} E tem dimensdo infinita;
(i) 16:E) \ C¥(E) + 2

(iii} ¢¥+(E) ¢ um subconjunto préprio de I8¢ (E).

Demonstracdo. [(1)={(il)] £ contém um subespaco fechado de dimensdo infinita

Ey = spanlz; i € N
tal que, [z} = 1. Dal, existe uma seqiiéncia () em £ tal que,
pilx;) = bij:
o0
T = Z\{Jz(éﬁ)ﬂcz x &€ Ep.

i=1

Consideremos B a seqiiéncia finita definida por

P 4 . ;Ck
onde, By consiste de 2k* elementos. Note que o termo 5 ocorre k% vezes e a soma destes

elementos{termos impares de By} de By tem norma k, pois,

k? parcelas
T [T
E; _-;i . & \ | xk | kgxk‘! Exk [
T T e = —\l = kx| =k
I N

Seja a seqliéncia s = (s;) em F. construlda da seguinte forma

< Ty —Ly To Lo Tg To To Lo To Ty T3
1 K 1 B ,2 H 2 * 2 H 2 M 2 ¥ 2 M 27 2 * 3 )
i’ o "
B} BZ e

isto é, colocamos o bloco B adjacente ao bloco By, Bs adjacente ao Bs, etc., e a norma dos

termos {mpares em cada bloco € k. Segue-se dafl que, ¢ € £¥(E). De fato, escolhendo,
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Assirm,

Fo= {1
R =
Fo = {1
F, =

hy
Cay
- Nt
ot
=~
o]
[

s
fa—
[
promad
[}

.27}

Termos tmpares do bloco 5, em s.

¢ finito e, pela Proposicio 2.4.1), s € £Y{E). E claro que,

28130

guml

Falta mostrar que s € I£Y. Suponha que ' = (s;4) seja um novo rearranjamento convergente

e tal que.

ym§ ST(i}=

=i

Desde que, Ey € um subespago fechado de E,

y= lim

Expressando y 1o sistema biortogonal

o0

K i
S ( Z Srii)

1=1

y=_ ey

imm]

)<,

Para cada i € N. tome ng suficientemente grande tal que, todos os termos do bloco 5;

aparecer na sOMa Sy + -+ Sr(ng).

Agora, se n = np entéo,

7

> pilsegy) = \rz(

1
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onde, F=4{7: jgﬂesm €BileF ={j:j<nej&F} Assim, ) ..ps-; =0, ¢ pela
biortogonalidade, oi{s.;3) = 0 se j € I, Dai, w(y) = 0. Como ¢;(y) = 0 para todo ¢ € N,

(s
usando a equagao 'r?;.ﬁ_;, temos que y = O:

e
P

(i)=(111)] E fAcil ver que &(E) C J#(E) N £4(F) para vodo espago normado £ segue
que (H(F) & IHR(EY:
[ii)=>(1)] Desde que ({{E) = I£f{(E) se, e somente se, F tem dimensdo finita entéo,

(i1} implica (1). o

W

2.6 Comparacoes entre subespacos de B, (E)

Nesta secfo vamos comparar, segundo & inclusfo. os subespacos (Y E), By(E). B, (E) e

¢¥{E). Concluiremos que £4{co) & Be(co) = It {co) N ¥ {co) & Bulce) & Ko

O préximo Coroldrio é uma conseqliéncia do Teorema de Hahn-Banach. ¥
2.6.1 COROLARIO. Se £ é um espaco de Banach entéo,
E(E) C BJ(E) = I£2(E) N £(E) C Bu(E) C £(E).
Demonstracao. Para qualquer espa¢o de Banach E, usando a Proposicio [2.2.4],
G{E) C(E).

L claro que £Y(E) C B,(E). Temos também que, B,(E) C I¢4(E), pois, se s € By(E) e s
tem uma soma T € se, s’ é um rearranjamento de s com soma z’, pela defini¢do de £¥(E),
wlz) = o(z') para todo ¢ € E'. Usando o Coroldrio [A.4.5], z = z/. Portanto, como € claro
que £¥(E) N IEH{E) C BJ(E) temos

BJE) =I8{E) N £ (E).

E pela Proposigio [2.2.4], temos que B.(E) C B,(E).

2.6.2 DEFINIGAC. Um espago de Banach E ¢ fracamente seqiiencialmente completo
se cada seqliéncia fracamente de Cauchy é fracamente convergente para um elemento’™ de
E.

vilVer Apéndice A.
viima seqiténcia (z;) converge fracamente para z se, e somente se, {z;) converge para r na topologia fraca.

Para maiores detaihes ver [DJT].
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A noclio de convergéncia incondicional tem muitas aplicacBes, especialmente na teoria
da integracdo. A demonstracio do Lema abaixo. no espaco fracamente seqiiencialmente
completo F, € baseada no trabalho™ de W. Orlicz [O1li]. Para uma outra demonstragio
ver [Dies. Cap. IV, p. 6.

o
2.6.3 LEMA. Seja F fracamente completo. Se a série Zx% é fracamente incondicionalmente

n=1

convergente entao,

uniformermente na bola unitéria Bg .

Demonstracao. Seja I7 o conjunto de todas as seqliéncias crescentes de nlimeros naturais.

Para cada 7w € I1. = = (n)72,. sabemos que
oo
-~ v o~
D lpl@a)l =3 lelEn)] < oo
nEw k=1

Logo, (Zy(xﬂ . j) ¢ fracamente de Cauchy em F e converge a z, € E na topologia fraca,

em virtude de £ ser fracamente seqitencialmente completo. Podemos escrever

> ¢len) = p(z)

new

para cada ¢ € E'. A aplicagaoc

é linear. Pelo Teorema do Gréfico Fechado, V' é continua. Vamos mostrar que V ¢ compacta.

Seja M = spanz;, ¢ € N]. Como, para cada 7 € [T, z; é o limite fraco de uma seqliéncia de
elementos de [x;, ¢ € N|, temos , z, € M, Teorema [2.2.8]. Seja (¢;) uma seqiiéncia em Bgp
e, para cada i, seja ¥y a restrigao de y; ao subespaco M. Desde que, M € separavel, pelo
Teorema [2.2.10], existe uma subseqiiéncia (¢, ) que converge na topologia fraca estrela de

M, para um funcional ¥ € M. Pelo Teorema de Hahn-Banach, seja g a extenséo de ¥y a

Xyersdes mais elaboradas podem ser encontradas no livro de Diestel[Dies].
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E. Vamos mostrar que V{y;, ) converge fracamente para V{ygg) em £1. Como V € limitado,

é suficiente mostrar que
Tt
,hﬁi fL\T‘ (‘r’uh\

para cada funcional limitado em ). Seja 1, a funclo caracterfstica do conjunto = € /1. E

facil ver que, 1x € £, estando associade® ao funcional f, em #) definido por

o T

para cada o = (o) € {;. Isto mostra que,

ke 20

lm f2{V{g;,)) = lim Z @i (Tn) = Um ;, (22) = Vo(2s)
k—mg i

, \ e
mag, Uy, {J{';;j - ?r’/Gf\Wrr): €

Donde.
V(i) = £V (o)

Do fato do conjunto [1., 7 € [I] ser denso em £, temos, pela identificagio £ = £, que

R

f=,7 € I} é denso em ¢). Pelo teoremna [2.2.11], V(i) converge fracamente para V(o).
Pelo Teorema de Schur-£; [2.2.12], convergéncia fraca e forte sio equivalentes em £, isto €,
V(B é compacto™ e V{ip;, ) converge fortemente para V{yo). Logo, V{Bg/) é relativamente
compacto em £

Seja (Tx) uma seqiéncia de operadores de £, definidos por Tp{ax) = (0.---.0,
Ok, Qo1 ) E claro que WTxll = 1. para todo k. e a seqliéncia (7%} formam um con-
junto de fungdes eqiiicontinuas no espago compacto V(Bg. Como E}fﬁi Tr(cr) = 0 para cada
a € V{Bg), pelo Lema [A.5.2],

0= timsup { [Tu(@)]: 0 € V(Bp)} = lmsup { | Tul(e(e ) | o € B,

o fo 3

e portanto,

-
fim D lp(a:)| =0

uniformemente na bola unitdria Be. "

x¢_. & isometricamente isomorfo a £,
*Pois & fechado € segllenclalmente compacto num espago métrico.
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2.6.4 TEOREMA (ORLICZ). Se F € fracamente seqiiencialmente completo, uma série fraca-

mente incondicionalmente convergente é necessariamente incondicionalmente convergente.

Demonstracao. Seia v € J1. Por hipdtese, existe z, € F tal que

e
2
=
=
|
&
A
[ A
[¢7]

o
jew)
N,
S
3
2
(——
A
W
joof

k»]
o,
N
€
fon
R —;

Pelo Lema [2.6.3] o dltimo termo da equaclo [2.7] converge a zero para N — oo, Assim,

basta usar ¢ item (2) do Teorema [2.1.20] e o teorema estd, provado. ®

2.6.5 PROPOSICAO. Se E ¢ Banach reflexivo entdo, E é fracamente seqlencialmente com-

pleto.

Muitos espacos de Banach cléssicos s&o reflexivos e, portanto, sfo fracamente completos.
O Teorema de Orlicz nos diz que se E é espaco de Banach fracamente seqlencialmente
completo entéo, £(E) = £7(E). Com o propésito de estudar E = ¢p, vejamos que {c) &

7 (co)

2.6.6 DEFINIGAO. Dizemos que o subespaco M C E é wma cdpia de F se existe uma bijecio

linear 7 entre M e F', que é continua e tem inversa 77! continua.
2.6.7 TEOREMA. Se E € um espaco de Banach entdo as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

{a) Existe uma série fracamente incondicionalmente de Cauchy em E que € convergente,

mas nao é incondicionalmente convergente.

(b) Existe um série fracamente incondicionalmente de Cauchy em FE que € fracamente

convergente, mas nao € convergente.

{c) Existe uma série fracamente incondicionalmente de Cauchy em E que néo € fracamente

convergente.
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(d) O espago E tem uma cdpia de co.

Para a demonstracio deste teorema ver [Dies, Cap. V], Aqui vamos dar alguns exemplos
no espago Co-
2.6.8 EXEMPLO. Seja (e,) a base candnica de ¢o. Considere a série 5z, onde
k=1
1

T = “%.'61. T = Epy —

€k, k> 1.

[SWE IS

il

Esta série é fracamente incondicionalmente de Cauchy mas nao € fracamente convergente.
De fato, consideremos o funcional ¢ = (pn) € ¢f = €1. Temos {p{z)] = 2 jp1] . [elze)| =

+ 0.1, para k > 1. Assim,

i - ‘i:
1Ty e

B bt

»...Mg
5
&>
A

B ] b

Portanto, a série é fracamente incondicionalmente de Cauchy. Vejamos que nédo é fracamente

convergente para x € ¢p. Tomemos (e],)  a base natural de £,. Assim,

o

}: e {Ty) =

k=1l

. sen=1,

] [

b b

se nF# 1.

Logo, a série ndo tem uma soma fraca.

2.6.9 EXEMPLO. Seja (e;) a base de candnica de ¢;. Considere a série ¥z, definida por

k=l
Iy = €7,
1
Ta = ;62,
Tokr1 = —€op_1 + €k, k>1,
1 1
Tap = “:‘2'%—-"";5621;-2 + ;)Ee-zk- k>2

Esta série é fracamente incondicionalmente convergente e, é fracamente convergente para

zero mas, ndo é convergente.

2.6.10 EXEMPLO. Seja (e;) a base de candnica de ¢y. Considere a série 3 xy,, definida por
k=1

Ty =€) € X; =€ — €1, pParak > 2.
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Esta série € fracamente incondicionalmente convergente e, é fracamente convergente para zero

mas nio é convergente. E claro que a série ndo converge em cy. De fato, tome © = (g,) € ¢
e 8y, = Zgﬁ{ﬁkj} == o, Portanto, converge fracamente para zero. Em mddulo,
)
o e
Pomd 1 LU R T PP ST R R T U B ! i
g lolae)l < ol + o)+ o] + el + ol A4 % %
ﬁﬁ=§ }\.xl
2.6.11 EXEMPLO. Sgja (&) a base de candnica de ¢y, Considere a série 3 oo @, definida
por )
i

Tpk = €0k € Tnpay =

€241+ k=1

2k +1

~
A série S xp ndo € fracamente convergente, mas & fracamente incondicionalmente de Cauchy.
k=i

2.6.12 TECREMA. Se E ¢ fracamente segiiencialmente completo entdo,

GE) = B(E) = I (E) N 4 = By(E) C I

Demonstracao. Para qualquer espaco de Banach E, £}(E) ¢ I€(E). Como E é fraca-
mente seqiiencialmente completo, pelo Teorema de Orlicz [2.6.4] ¥(E) = ¢¥(E). Usando o
Teorema [2.5.6], £¥(E) C I£{(E). Note que By(E) C {Y(E) = £¥{E). Finalmente, usando o

Corolério [2.6.1], concluimos que
GE) = BJ(E) = IG(EYn (Y = B(E) C I#}.

2.6.13 COROLARIO. Se para um espaco de Banach E, £i(E) é um subespacgo préprio de
¢¥(E) entdo, £§(E) € um subespaco proprio de By(E).

Demonstragao. Suponha (s,} = s € £¥(E)\ {¥(E). Para cada k € N, seja B uma seqiién-

cia finita de 2k termos,
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Fica claro gue,

dess

jax)

;g . ., . s = P s
forma, s € B(E). Como s & {{E) isto mostra que a série T 5, tem uma subsérie. a
=1

saber,

few)

7
E S2i_1;
=z ]

que néo converge. Portanto, s’ & €Y(E).

2.6.14 COROLARIO. O espago de Banach £¥{cy) é um subespaco préprio de Bg(co)

Demonstracao. Seia (e,) a seqliéncia em ¢y onde para cada n, e, = (0,--- ,0,1.0,--- ).
A segiiéncia (e,) € um elemento de £{ (cg), pois, para p € ¢ identificamos™ (p(e,)) € £
E claro que a seqiiéncia (e,) € £i(co) e, também, (e,) nfo tem uma soma forte. Logo, pelo

Corolario [2.6.13], £{cs) & Bi{co). @

2.6.15 LEMA. Se E é um espago de Banach tal que £¢(E) é um subespage proprio de Bo(E),
entdo B,(E) é um subespaco préprio de By (E).

Demonstragio. Se s = (s,) € B,(E)\f¥(E) entao, existe uma permutagio 7 de N tal que,

(Sr()) nE0 tem uma soma. Seja z a soma forte de s,

o o]
=3
mn=1
Entdo, = é a soma [raca de s, desde que, s € £¥(F}. Portanto, x é a soma fraca de {s-q)) &
By(E).
siver [Li7T7z].
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2.6.16 COROLARIO. O espaco B(cy) é um subespaco préprio de Bylcs).

Demonstragao. Aplicagio imediata do Corolédrio [2.6.14] e do Lema [2.6.13].

,
#

2.6.17 LEMA. Se para um espago de Banach E, &{E) € um subconjunto préprio de £¥(E)

S

entdo, B.{E} € um subespago préprio de ({E}.

Demonstracao. Por hipdiese, existe s € £ (E)\ (Y (E). Pelo Teorema [2.1.20]. existe uma
subseqiiéncia n#o decrescente {ng; de N tal que a subsegiiéncia (s,,) ndo tem uma soma

/

fraca. w

2.6.18 COROLARIO. O espago By, (cg) ¢ um subespago préprio de £4(cy).

Demonstragac. De fato, sabemos que £ (c)\ o) # ©. Pelo Lema 2.6.17 B,{c) é um

A
1

subespago préprioc de £ {co). 5
2.6.19 TEOREMA. Para o espago de Banach co. £1{co) & Bilco) & Bulco) § ().

Demonstracao. Aplicagao imediata dos Coroldrios [2.6.14].{2.6.16] e [2.6.18]. e



CAPITULO

3

Séries no espago Ly|0,1], com 1 <p <2

O Teorema de Lévy-Steinitz estende o Teorema de Riemann para o espago R”. clara-
mente reformulado. A tentativa de estender esse resultado para espacos de dimensfo infinita,
mesmo reformulando, fol fracassada. No famoso livro “Scottish Book”, no problema 106, S,
Banach conjecturava que o conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes de uma
série num B-espaco’ era um transladado de um subespaco vetorial.

A resposta & conjectura de Banach é falsa. O primeiro exemplo, no espago L, (0. 1}, foi
dado por Marcinkiewicz e redescoberto, em 1971, pelo mateméatico Nikishin®.

Poderiamos esperar que este conjunto fosse a0 menos Convexo, nuina tentativa ae res-
gatarmos pelo menos uma propriedade do que acontece em R". Este capitulo mostra que
em todo espaco de Banach existe uma série cujo conjunto das somas dos rearranjamentos
convergentes € n&o convexo e discreto,

A demonstracio desta propriedade nfo é facil. Seguimos, atentamente, os trabalhos
de Kade] e [Korn!, cuja idéia fol provar primeiro nos espacos de fungdes mensurdveis e
transferir esses resultados, via imers@o, a um espaco de Banach qualquer.

Seja p um ntmero real, com 1 < p < oc. O espago vetorial Ly[0,1] é o conjunto das

classes de equivaléncias das fungdes f : [0,1] — R que sfio mensurdveis™ com os médulos

L

da p—ésima poténcia integréveis sobre [0, 1].

iComo era conhecido, originalmente, um espage normado completo.
iVeja F. M. NIKISHIN, Mat, Sb., 85 No. 2, (273-271).
Hipgtames usande a medida de Lebesgue.

[W]]
]



Séries no espager Lp0. 1, com 1<{p <2 59

O espaco L0, 1] € um espaco de Banach separdvel e fracamente segliéncialmente com-

- 1
e, =] [ 15
tdo

pleto’ com norma

3.1 Exemplo de Nikishin

Considere £ = Ly([0,1),7N), onde 71 é a medida de Lebesgue. Considere os intervalos

1y ”\?11113\31,;'111\\"1"3?31\ . n s
G ]) {G -2- { . ) i3 2) 5.7 |-—. L}!{Gg) [g z)‘z% s5) .Sega a4 seguendcla de

funcdes indicadoras construida pelos seguintes passos:

2]

0. fo=1

L A=Yy o= Ly

2 fs=Tlpan fo=Lgp o=Tyg) fo=1g

8. fr=Tpgp: =luy fo= Tl fo=lgy. o fu=1iy

Notemos que em cada passo 7 a medida do conjunto dos t € [0, 1) onde as fi, ndo se anulam(

e valem 1) temn medida . Sendo assim, definamos gem = fim € gome1 = — frr. TeMOS

2t | 2mT1
U; 29 [ f Z 9:(0) d‘i] [ f [ (90(8)+g:(8)) + (g2t} + 95(8)) ++ -+ (G2 (1) +
H F=0 zf,g

+Gam41(8))] d‘i} = {/ (folt) = fol®)) + (f1() = F1(8)) + -+ = (D) = fmlt))] 0 o

v Para mals detalhes destas propriedades ver o livro de Distel {Diesg ou ;Mar‘t, cap. 1].
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1 5
= ( f 0 dt) = {J), e a soma parcial dos 2m primeiros termos €
O

oam i \2?7" -
|Sel, = [ 1E0la] -
! »4;2 i i

[ Hoo(6) + 918 &+ (gamoalt) + +gmma(®) +
i

Y

+gom{t) iz*ﬁ} = (f d‘:) = 77Uspt fm). onde sptfr, = {t € [0, 1); fr(t) # O}
Vimos acima que T{spt [y == 0. Logo,

h,

\
lim | % gj =
L ;; = ; L
eZgj——OemLQ 6 .L) m)
Vejamos um outro rearranjamento convergente: para cada t € [0, 1), temos

e

I

L— O

i
E
z
i

{Lg

Entéo, %g{,{j;{ﬂ T2 OR(t) qtp. Seja A = {i € i{):l)?lim%‘gg(j)(ﬁ) converge }: fixado
o ke

o

z A, sabemos que existe kg, tal que J
LT 1
(3.1) para k > ky tem-se E > Gt {to) — h{to) T
L =0
Logo, como S ot {to) é inteiro, temos
F={
g Trkg
Zgg(j)(io) = Z gg(ﬂf)(ﬁo), para todo k > :ZC{} e
=0 =0

hite) = ZQJ\JJ( o). para & > ky. Portanto, k() é inteiro. Assim, sabemos que A{t) € Z
para cada t ¢ [0.1). Por outro lado. como vimos acima, At} = i Go(5)(to), para k > ko. Se
Rito) 5 0, temos i Go5) (to) 5 0 e constante para & > k. )

G0
Dado 11 # o, pelo mesmo raciocinio acima, existe k(> ko) tal que

;1 T g
_ % 1
(3.2) para k& > k; tem-se § g 0 Go(5)(t1) — h{tl)! <ge hity) = § G Goy (1) € Z.
P= i ==

Logo, para k > k) temos
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nk., : Tige

-

; ; 1
|h(t1) — hit)| < fh(?fz) - Zga\j,\il i (o) — ng}(ﬁo)! <3

J=0

e hity) == h(ta). Segue que h{t) ==constante e inteiro sobre A.
Assim, as somas de todos os rearranjamentos da série »_ g; estdo contidas no conjunto
das fungées constantes e inteiras q.t.p. sobre [0, 1}. Esse conjunto, portanto, ndo € nem mesmo

comvexo, que dird um subespaco afim. Note que
(3.3 fo+rh—h+h—fotrfs—[a+
tem soma parcials diferentes de 1.

.ofo—

2 o+ Fi—l=fo-1+f=0+f1i=/

3. h+fi—h-1I=H-H=0

4 fo+rh-h+f-1=f

5. hrh—h+fo-fo—-1=fo~ fo=0

6. fo+rh—fi+th-f+fH-1=/

Portanto, as normas dessas diferencas sio j;{}dt =0 [l fifd = L0 [ flfd =
:.0, IN fs)Pdt =

i

L0, %QO, % 0, -é-,,@, é; 0, --- . Desta forma a série [3.3] converge para 1.

3.1.1 TEOREMA. Em L,[0.1], 1 < p < 2, existe uma série de fungdes S ¢n{z) (+) em

L,]0.1] e duas permutacgoes g1 e 0y tals que,

oo
1. A série S o, i) converge para a fun¢do constante igual a zero na norma de Ly[0, 1],

il

para todo 1 < p < 2,

A série z Copmii®) converge para a fungio constante igual a 1 na norma de L,{0. 1],

n=1

para todo 1 <p <2
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3. Para A € R\Z nao existe um rearranjamento ¢ da série (») com Z Lo () convergindo

para a fungdo constante A na norma de L,[0, 1], para todo 1 < » <2

Demonstracao. Seja (d,) uma seqiiéncia mondtona decrescente para zero e tal que d, < 1

para todo k. Escolhamos uma segléncia (Vg) de nimeros naturais satisfazendo duas

condigbes:
1
a) Np > = para k=1,2,---;
9%

b) j\’i?k-H == d;,:q.l;hv?k, coin Ci,(;.;.l & N\{l} para k=12

A construcao da série procurada serd dada por adjuncdo de seqiiéncias finitas de funges

caracterfsticas que chamaremos de blocos. O k-ésimo bloco L, contém 2N, funcdes, onde
N é ntimero de fungdes néo-negativas, e o denotaremos por [ analogamente definimos I7
como o sub-bloco de I dos siméiricos aditivos das functes em [}

Vamos definir os conjuntos 4y ; no intervalo 0, 1]

Epiml : 7 = L S &

L;P\T,{: ,;\;,>, 5—1,2, ?j\r,{ 15

AV E 'a\ *
E facil ver que [0,1] =

i=1

{ ] Ak e essa unifio é, claramente, disjunta.
A i-ésima funcdo em I} é definida da seguinte maneira

: 1, sex & Ny,
gﬂo?(x) = 15&;5 (.f) =

0, seiell,0\Dg

. ) -1, seax & Ny,
)= =1, (2 = '
0, sei& L, 0\Dgs

Fica evidente que estas fungdes estdo bem definidas em [0, 1] e tem as seguintes propri-
edades:

Ny Ni
(o) Sghi(z) = =S onr) =31, (@) =1py(x) =1, para k=1,



Séries no espago Lo [0 1L com 1 <p <2 57

[-PES

(8) ef(x)+ D wra,@)=0,parai=1-- N, k=12 Defato. temos dois

Je={i~1ides1+1

- —_ T b - -1 i
casos a consideran oux £ gy ou x € [0, 1\A,,. No primeiro caso, T < r < o

[
Fa
v

como Nes1 = deaiNg Logo, x €

. O segundo caso € andlogo ao

primeiro;

e
2
G
?"”H
T
R
L g
POl
1
o
-
it
oI

Usando (a) e (7). para 1 < p < 2. temos que (¢F,)>, converge a zero em L,[0, 1], pois

\ Vi
= (57) <@
- AN

Vamos mostrar que a série procurada ¢

"t fr

< dp.

S
;"' H

in=l

1. Rearrange cada I, da seguinte forma:

eh (@) + 0 (@) + oz} + o, (@) + ¢f ha () + @rglz) =+ of v () + g, (2).

Assim, toda soma parcial de Indice par deste novo rearranjamento é identicamente

P | I 4 . ; . i
Critly, 0. este novo rearranjamento converge, em L, [0, 1], para zero.

1%

nulo. Como

O

Na série [3.4]. agrupe os blocos da seguinte forma:
T+ +0]+ I+ + I+ +

~ e . . ;. e EA
Agora. a ordem das fungdes em I € arbitrdria; em cada grupo [I; + I ;| estabeleca

a seguinte orden:

1 : l\rkfl
@:1(33)"%‘2 %9:+1,j($}+%9;2(m>+ oy 1,3'(@“" TR (z)+ Z f“f’n};«l,j(m)
j=1 Judpay 1 =N —1ide1+1

parad= 1,  Np, k=12 ... Pelas propriedades {«} e () a soma parcial de Indice
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-1

inh‘;i_é_*?\ka_é_j{dk-{-l Wl) Pafajz 12\ r“"?\‘:kr ko= 12

deste OVO reaframamepm ¢ identicamente igual & 1 para « € [0, 1. Usando o fato de

=" (. este rearranjamento converge para 1 em L, 0, 11

que [l¢ksl,
3. Suponha gue para algum ndo inteiro Ag e algum p, 1 < p < 2, exista um rearranjamento

o de [3.4] tal que.

>

=]

converge para Ao, identicamente, na norma de Z,[0.1]. Seja

8o =mind Ag—nl + >0

Observe que para qualquer rearranjamento de [3

i, __i

41, pela propriedade {«). a soma par-
cial Si s6 toma valores inteiros. Portanto,

o

Vamos usar a idéia de Nikishin e estender este resultado para qualquer espago de Banach.

3.2 Sistemas de Haar

O sistema de Haar tem vérias aplicagdes em espagos de Banach cldssicos. Veremos

apenas o essencial para o entendimento da préxima secéo.

O sistema de Haar (A} em Lg[0, 1] é definido por hg = 1, e para j = 1,2,--- e k =

0?17"' 72j 1‘p:r
h mhzj.k—-—}ﬂk 2k 1;"“!%1 2k ].
5;":?3';“:1-. (SG=r-5%r

O sistema de Haar € uma base ortogonal para L;[0, 1]. Para normalizd-la, é muito facil,
(Q%hzj%} é o sistema de Haar normalizada.

Seja A; = {l SR k=1,-- ?25”“}. E fécil perceber que spaniho. -+, hgi-i_] é 0

conjunto de todas as fungdes baseadas em intervalos pertencentes a A;. isto é.
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spaniho, -+ . i1 = spanign, gn € Ayl

De fato, hn € spanlg. g € A;] para n < 271 e span(g;, g € A;] tem dimensio 277% e,

portanto. os dols espagos coincidem.

Abaixo rnostramos os graficos de hg, .- . he para termos uma vis&o geométrica das
& i G &

mesias.
L ' L7 ] 1 ey %‘:
: i : 8
: | ; 2
; ; g
i f ' 8
1 . ‘L %
i ; | 3
| ' 8
: : | $
Oty O et
seg 8 3 17 EA S S S
' ‘ B H w
: | Lo .
i : Lo .
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Figure 1: Gréficos das seis primeiras fungdes do Sisteme de Haar %
§
§.

S

1 E
T O R R

3.2.1 ExempLO. Consideremos o espago L;[0, 1], a seqiiéncia de elementos

em intervalos diddicos de [0,1], 0 €< j < oc. e 0 <k <2/~ 1. Entdo

IA
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g1 = 139 i G2 = zgo:;
gz = Ei%‘* gy = 1C~
g5= Lloio g = Eg
Zg! 5
gr= 1z, = 1_:
F fo:2

Considere a4 série
-G ge— g+ gy— gz,

Esta soma converge, claramente, em norma, para a fungao identicamente nula. Se mudarmos
a ordem da série para gy +ga+gs — g1+ ga+ g5 — g+ ge 97— gs+ -+, a soma deste novo
rearranjamento € . Ao mesmo tempo, esta série, dado um rearranjamento arbitrario, pode
somente convergir para funcgées constantes com valores inteiros, isto é. 0 conjunto da somas

dos rearranjamentos convergentes nac é convexo, pois. € discreto.

3.2.2 LeMa. Sejam E um espacgo de Banach de dimensao infinita e {v,) uma segiiéncia de

vetores. Suponha que para qualquer m > 1 vale a inequacgac

™ 5 g.m |
<Z(?fk)2> ._<. Hztkvk%

1

< (12 + log, m(fj(zsk)?)

f==1

para toda colegdo finita (tx)jL, de ndmeros reais. Entdo existe wma série no espago F ==

spanvg, k € Nj, com dominio® da soma nao linear.

Demeonstracae. Seja (k) o sistema de Haar ortonormal no espago Ly [0, 1]. Consideremos

o operador F L. L5[0,3] definido por T(vs) = hi, k = 1.2,---. E claro que T estd bem

definida, pois, sabemos seu valor em uma base{algébrica). Mais ainda, T € continua e tem

nicleo trivial. Observe que todo elemento gr € L»[0, 1] pertence a imagem do operador T.

Introduzimos os elementos 7z € F, T'(gr) == gs. Sabemos que g, = i&ihi, a; € R, Assim,
]

£ 4 z - Ty
Tr = Soogu;. Além disso, Sop € =. Usando a hipdtese,

=3

vEntende-se como 0 conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes da série.
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Portanto, “§}§ converge a zero. Pelo exemplo acima, asérie T —Fi+ R~ + 5+ 0 — G + G2+
Fo—Ggs+ , converge a zero quase todo ponto. Outro rearranjamento € g7 + Gz ++ Gz — 01 +
Ti+ T — 0z +0s + 07 — 05+ -+, que converge para 1 em quase todo ponto. Pela injetividade
de T e pelo resultado de Nikishin, a série s converge para valores inteiros em guase todo

ponto. @

3.2.3 LEMa. Em gualguer espaco de Banach de dimensao infinita podemos escolher uma

seqgiiéncia {(eg) tais que para todo m € N e todo elemento z = Z tep tem-se

fez=l

Demonstragao. Vamos usar o Teorema de Dvoretzky, veja [Kalal, que diz: em qualquer
espaco de Banach de dimens@o infinita, e para qualquer ¢ > 0, e qualquer n inteiro positivo

podemos escolher vetores {y )7, tals que, para toda colegiio de ntmeros (x)7_, vale

=1
N I PN Y LAY
(1—e{ D () SE%Ztk-ykl <U+al > )

k=1 k=] k=1

Definamos a seqiiéncia (ng)y, . onde ny = 0; ny = 27 Dado e = <, pelo Teorema de

Dvoretzky podemos escolher uma seqiéncia (ry) em E. com as seguintes propriedades:

1. Para toda seqiiéncia numérica () vale

el ._15: ! e My 2_
(1— 5>< 2 (fﬁc)2> < E Z LLAT‘A{‘ < (1 %—6}( Z (ik}2> :
h=n;+1 bk, e k=n;+1

2. Se denotarmos (' = #; para K < m e ]’ = 0 para k > m, entdo para qualquer m vale

' T M TS ‘s
terell > =(1 — e)max || iy
J ; k “ ( ) f Z k Tk
"=1 ‘k=m~.—1

Agora vamos construir a seqiiéncia (ex) de vetores por: para n; < k < nij seja e = rp2'7>.

Entio. usando as propriedades {1) e {2) temos,

f il
Zt;ﬁki > -j;(l - E)gm?}{ 2i+2< Z (im)2>

kemn,-1

bofe

m s
> ()
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Para m < nsz. pela propriedade (1},

e
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3.2.4 TEOREMA. Em gualguer espaco de Banach de dimenséo infinita existe uma série com

dominio da soma néo linear.

Demonstragéo. Segue dos Lemas [3.2.3] € [3.2.2]

i

3.2.1 Série condicionalmente convergente com soma invariante em £,

O exemplo abaixo foi retirado do livro [KaKa, exemplo 2.2.1]. A construgio no espago
Hilbertiano £ é muito simples.

Seja a base canonica ortonormal {eg, k € N}. Agora escreva a série

{3.5) g E . ] L L —§“1 1 : i 1 | 1 i
(3.5} 61-%“252 262 z 453 433 , 463*‘E%‘Fé‘&—g%f“'“g%‘rg@s "

esta série converge para e;. Mas, a série

R S 1 N T S | _
51—;—-{)—eg—r—éengeg-a—gegﬁ“-4-63#:1"63*2”"564'7-"'8*84"!*“"”?-%*64‘1“?565‘?““'

¢ divergente. Dessa forma. a equacio [3.5] néo converge incondicionalmente. Além disse, para

todo rearranjamento convergente, ela sé converge para €.
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3.2.2 Série condicionalmente convergente com soma invariante em C([0, 1])

e
Seja S a,x™ uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r € finito & positivo. e

rez=l
o0

S n,r" converge, entéo a série converge uniformemente em [0, 7]. Para a demonstragio deste
[

resultado ver [Lima. Cap. X].

(O exemplo abaivo sé utiliza conhecimentos de andlise real de séries de poténcias.
i %

3.2.5 EXEMPLO. A expansdo em série de poténcias de Taylor da funcdo log{zx + 1) é uma
.. ~ P i

série condicionalmente convergente no espaco normado das func¢des continuas C( 10, lj) com

a norma da convergéncia uniforme. O conjunto das somas dos rearranjamentos convergente

¢ unitario em C{[0.1}).
Die fato, observe gue

Ing\z; }255“ —+ _é___f 1}?1“

7 =
“-. Sabemos que Y fi(z) converge uniformemente em C([0.1]) para

1

tuxd

log{1 +z). Agora, a série Z fi{z) néo converge absolutamente em C{[0,1]}, pois

=1

Seja fn{x} = (=1

FE
ZHfa . Zsup ) 1Sl 9 %:_@_3@_

=1 I:‘{J Z\

Esta série também nio converge incondicionalmente em C ([0, ED

Suponha o contrario. Entéo, para cada bijecdo » : N — N, asérie ¥ f.,(z) é uniforme-
za=l
mente convergente em C{[0, 1]}. Assim, para todo = € [0, 1], ela é pontualmente convergente.
- 1o L .
Desta forma, para = 1 a série 3 (~1)""'- ¢ incondicionalmente convergente e portanto
n=1

absolutamente convergente. Mas isto é um absurdo. Logo, a série ndo € incondicionalmente

convergente.

Suponha que para alguma bijecio ¢ : N — N, a série Z Joriy seja uniformemente

[E=81

convergente. Vamos mostrar que

Z Jow(x) = + ), para todo x € [0, 1]

De fato, para cada i € N, f; é derivavel em [0, 11, Ainda mais.
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/@ z f{;{-g)(t}dt = Z Jatn(Z), Yr e 0,1

i=1 i=1
Sabemos que log(l + z) = 3 f”t‘ e que para cada = € [0,1) a série i oty
absolutamente convergente. iovo Z fg{ A i fl(t), para todo t € [0, 1). Assin::

o o

S (@) = Y‘fﬂ (£)dt = / Z F1()dt = log(1 + ) para z  [0.1).

juml fe=]

Se S fon) converge uniformemente a g sobre [0, 1] devemos ter sua soma g continua em [0, 1,
fml ‘ 5

[ e o~ T N 7, F H fq , . . <
Como g{z) = log{l + x) para = € [0, 1. Vamos ter g(2) = log{l -+ 1) pela continuidade de

log({1 + ) no ponto x=1. Loge, g(z) = log(l + z)



APENDICE

A

Conceitos basicos de analise funcional

Fia

Neste apéndice revemos resultados importantes de andlise funcional e fixamos algumas
notacdes. As nogoes bésicas de andlise funcional sfo apenas enunciadas e sem a preocupagao
em demonstra-las. Em andlise funcional os primeiros exemplos de espacgos de Banach es-
tudados sdo ¢ e £. E sdo deles que extraimos os exemplos de espagos reflexivos, séries

incondicionais que nao sdo absolutamente convergentes, ete..

A.1 Espacos normados de seqiiéncias

Vamos definir algumas propriedades de espacos normados, conceito de base, etc..

A.1.1 DEFINICAO. Uma segiiéncia () num espago normado E, converge(fortemente’) para
z € E se, e somente se,

lim |z, — 2] = 0.

Ef et =)

Denotaremos tal limite por im x, = x, ou simplesmente, z, — .

0

A.1.2 PROPOSICAC. Num espaco linear normado E, temos

1. Se lim z, = x entao, lim ||z, || = [z

ta=

2. Selima,=xelimh, = A, A, € R, entdo. im Az, = Az.

Te = O T

0O adjetivo forte foi introduzido para distinguir da convergéncia fraca.

65
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A.1.1 Bases em espagos normados

A nocio de base algébrica” num espago vetorial de dimensdo infinita néo traz proprie-
dades topoldgicas. Por isso faz-se necessdrio uma outra noco de base. Aqui definiremos o

conceito de Base de Schauder ou simplesmente base.

A.1.3 DEFINICAC (SCHAUDER,1927). Uma segiiéneia 21,79, - - num espago normado F é
uma base (de Schauder) se, para cada x € E| existe uma tnica expansio z = fan:cm onde
an, € B -

E claro que uma base para E € obviamente um conjunto linearmente independente.

Qualquer base contem um subespago linear denso, a saber

™
Spﬁ'?’igxﬂf- ¥ "\E N: = { % &-iz‘j; agf‘ T f@m E R: m e I\v}
EE g

Também nao é dificil mostrar que o conjunto

¢

{ZTJ“ ryccearg € Q meN}

im=]

¢ enumerdvel e denso em E.
O conceito de base de Schauder € uma parte fundamental na teoria dos espacos de

Banach, por exemplo, os espagos de Banach cldssicos, tais como ¢, 4,; admitem bases. E
facil ver que qualquer espago de Banach que admite uma base é separdvel.
Vamos apenas enunciar o teorema abaixo, que serve como um critério para checar

guando uma seqiiéncia € umea base de Schauder num espago de Banach.

A.1.4 TEOREMA. Seja (z,) uma segliéncia de vetores num espaco de Banach E. Entéo (x,)

é uma hase de Banach de E se, e somente se, valem as afirmacoes:
1.z, 5% 0 para todon,

2. Existe uma constante A tal que, para gualquer seqgiiéncia (\;) e inteiros n < m, temos

iUma aplicagio do lema de Zorn garante a existéncia de base algébrica(no sentido de Hamel) em qualquer

espaco vetotial, nd0 necessariamente espago de Banach.
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3. spanixn. n EN =E.

Cuidado! Uma base de Schauder nfo é uma base no sentido de Hamel [base algébrica).
Uma base de Hamel B = {v,, o € L} para um espago vetorial £ é um conjunto linearmente
independente de vetores em E satisfazendo spanfv,, o € L] = E. Isto é cada z € E ¢
unicamente representado por uma combinagdo linear finita dos ¢ 5. Come conseqiiénela do
Teorema de Baire é facil mostrar que uma base de Hamel € ndo enumerdvel num espaco de
Banach de dimenséo infinita. De fato, suponha que {z,, n € N} é uma base de Hamel para
um espago de Banach E. Seja X, = spanz;, 1 < i < nj subespago fechado de £, € claro que
E = G}{n. Mas E tem dimensio infinita entdo cada X, tem interior vazio, contradizendo o
Teere;na de Baire. Assim, base de Hamel também n&o € interessante do ponto de vista de

meanuseahilidade.

Uma grande vantagem de uma base de Schauder normalizada num espaco de Hilbert €
que ela é sempre ortonormal. A demonstragdo que veremos é elementar baseada no livro de
'Dies]. Suponha que (x,) é uma base para o espacgo de Hilbert H associado aos funcionais
biortogonais {py) satisfazendo x| = |lw.l] = 1, ¢ suponha que {(xm.7,) # 0 para m # n.
Desta forma existe um vetor unitério e € span[z.m,, z.! que é ortogonal a &, Dal, |{zn,e)| > 0.
Conseqilentemente, Tn = {Zn,€) € + (Tn, Lm} T Entdo 1 = . €3 + Hn, T [°, e daf,

@€}l < 1. Observe que 1= [ga(@)] = [¢a({En:€) € + (02} Tn)| = (@)l [ onle)].
1
Henael

> 1 contradizendo o fato de {[¢.) = 1.

mas isto implica que |z, (e}] =
Apesar de todo espaco de Banach com uma base ser separdvel a reciproca néo é verda-

deira. Esse problema ficou conhecido como o “Problema da Base”e fol resolvido por Enflo.
Uma seqiiéncia (z,) € uma seqliéncia bésica se (z,) é uma base para o fecho de

spaniz,, € N]. Em outras palavras. (z,) é uma seqliéncia bésica se (z,) for uma base de

Schauder para o subespaco span|Tn. 1 € N

A.2 Espagos de seqiéncias

Nesta seco, vamos considerar espagos de seqiiéncias especificando algumas de suas

propriedades. Um exemplo tipico de espagos de seqiiéneia é derivado de espago de Banach E
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o0
com base de Schauder normalizada (e;), onde a cada elemento v =3~ ¢,¢, € £, corresponde
=i

& seqiiéncia, Unica, dos coeficientes (ay, -+, an, - )-

A.2.1 O Espago {

A.2.1 DEFINIQAO. £, = {(N) denota o espaco vetorial das seqliéncias (z,) reais limitadas.

isto é, sup lon| < 20, Lsse espago munido da norma
nElN

s T Lt
I iv’?n)sax wESUD (T |
neN

é um espaco de Banach.

A.2.2 Alguns subespacos importantes de {4

Os subespacos tem extrema importancia na teoria dos espacos de Banach. Eles sdo
considerados cléssicos e s&o, na maloria das vezes, os espagos prediletos dos analistas para
exemplos e contra-exemplos.

2) ¢=c(N) = {(zn) & b, Iim 2, exciste}:
T O

¢) Coo = cop(N) = {(fﬁn) € £y, existe j=j{z)tal que 2, =0,V n >j};

d) gp:fp(N) {fxn)eg Z 7 <oo}_,1§p<eo,

A.2.2 OBSERVACAQ. O espago £, 1 < p < oo, munido da norma

(A1) el = (me )

é um espago de Banach.

o

Para demonstrar que [A.1] é uma norma quande p = 1 é facil; quando p > 1 necessitamos

da desigualdade de Minkovsky, para mais detalhes veja [HoOni].
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A.2.3 PROPOSIGAO.

a) ¢ e séo subespagos fechados de .

b} g néo € fechado.

Nao é dificil verificar gue esses subespacos de £, satisfazem:

para quaisquer 1 < p < g < cc.

A.2.3 Dual dos espacos classicos

Para se estudar andlise funcional faz-se necessaric conhecermos alguns espacos duals.
Chamamos aqui de espaco dual de um espago normado E ao espago de todos os funcionais
lineares continuos definido sobre F, o qual denotaremos por E'. Em particular o espago
dual® E' sempre € um espago de Banach independentemente do espaco F . Aqui veremos

apenas os duais dos espacos cldssicos.
& éi = do:

s (L=f, 1Sp<ces+i=1

2

A.3 Bidual de um espaco normado

Seja E um espago normado com dual E'. Denotaremos o dual de (E')' por E”. sendo

chamado de bidual de E. Para cada x 5 0, seja a aplicacgo

R

@ i 5{x)

0 conjunto de todos os funcionals lineares é o dual algébrico. Em 4dlgebra linear também se estuda os
funcionais lineares, mas no contexto algébrico, nie topoldgice. Além do mals, por consegiiéncla do Teorema

de Hahn-Banach o dual algébrico E* # E' para espacos de Banach de dimensio infinita.
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e defina &y como o funcional nulo. Clare que a aplicacio acima estéd bem definida e, 4, é

linear e continua. Daf, §, € E”. Desta forma. a seja aplicacio

J . E £
z: o)
Isto é, J{zje = plz). Yo € B
J estd bem definida. € linear. injetora e [Jz| = |z)l. Podemos considerar E como

subespaco de E” via aplicagio J.

Observacao: £ comum nos textos atuais de andlise moderna interpretar o espaco dual de

forma mais “geomeétrica’ pois, como cada elemento z € E induz um funcional linear ¥ em £/

onde T(y) = p(x) paratodo ¢ € E'. Usando uma notagio de “produto interno” (r, @) = p{z)
a

3 .

denota a acdo do funcional ¢ sobre o vetor z, note que o funcional T satisfaz

(.7 = (. 0)

A.3.1 DEFINICAO. E é reflexivo quando a aplicaco J é sobrejetora, J(E) = E”. Neste caso

E" é isometricamente isomorfo a E”.

Abaixo damos uma tabela com alguns espacos reflexivos cldssicos e. também, os espaqos

nio reflexivos, separaveis e n&o separfveis.

Reflexivos Separaveis nao Separdveis | ndo Reflexivos

el l<p<oo |[ef, 1<p<oo o oo P (X R) | @ 0, £y

e B, dimF <o e £, dimFE <o ® Co. Coo. C
o ¢ =75, Clla, b R) o C([a,b]: R}, olla.b;R)
® c.cp. p(la, B R) |

A .4 Teoremas de Hahn-Banach

Nesta secBo vamos apenas enunclar o Teorema de Hahn-Banach, para espagos normados
reais e suas consequéncias. As demonstracdes sio encontradas em qualquer livro de andlise

funcional. Podemos citar as referéncias [Honi, Lang, Tayll para uma consulta rdpida.
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A.4.1 TEOREMA. Seja E um espaco vetorial normado, M um subespaco de E e go € M.

Entéo, existe @ € E' tal que

£ .
f

olz) = polx), para todoz & M:

Demonstracao. Vide [Honi, Teorema 8.5, Cap. I1].

izf:
A.4.1 Conseqiéncias do Teorema de Hahn-Banach

¥ mais freqlente o uso das consegliéncias do Teorema de Hahn-Banach e a essas conse-
giiéncias chamaremos ora por teorema de Hahn-Banach ora consequéncia de Hahn-Banach.

Para maiores detalhes consultar [Lang, Tayl, Honi, LiTz).

A.4.2 PROPOSICAOQ. Sejam E um espaco normado e xy € E, 2o 5 0. Entédo, existe ¢ € E

tal que ¢(xo) = 2ol ¢ ainda [oi = 1.
A.4.3 COROLARIO. Se E # {0}. Entdao E' # {0}.
A.4.4 COROLARIO. Se E # {0} entdo para cada z € F temos

Izt = sup { le(@). ¢ € E', [fsll =

Jum—Y
[——

A.4.5 COROLARIO. Seja E um espaco de Banach. Se ¢(x) = (y), para todo p € E’ entao,

x =Y.

A 4.6 PROPOSICAO. Sejam M um subespaco fechado de E e xqg € E tal que dy =

dist{zg, M) > 0. Entdo existe ¢ € E' tal que

1. p{ze) = do,

o

?:{39) ={, Vr & M.

3. el =1.
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A.5 O Espacgo C(K: E)

Seja A um espago métrico compacto e F um espago de Banach. O espago vetorial
C{K:E). sobre B, de todas as fungbes continuas [ :  — E com anormasup { | /()] 1z €
K} é um espaco de Banach separével.

Um subconjunte B C C{K; E), pode ser fechado e limitado sem ser compacto. O ob-
jetivo desta segdo € dar uma condigdo necessaria para que um subconjunto limitado seja

relativamente compacto, isto €, seu fecho seja compacto.

A 5.1 DEFINICAC. Um subconjunto 4 < C{K;E) € egilicontinuo se. e somente se, para

todo € > 0 e qualquer x € K existe uma vizinhanga V' de z em K tal que

sup { |/ (z) - f(s)]:s

seja qual for f € A

A.5.2 LEMA. Seja (fn) uma seqgliéncia eqiiicontinua de aplicagées em C(K; E). Se f, con-
verge pontualmente em F para uma fungio [ em C{K E), entdo f, converge uniformemernte

para f.
Demenstracao. Supondo f, — f pontualmente em K, seja dado ¢ > 0. Paracada x € K
existe n, € N tal que n > n,, tem-se

€

%

o) — Fla)] <

O conjunto {f. fi. -+ . fa. -+ } é eqliicontinuo. Logo, cada x € K pertence a uma bola aberta

B, tal que, y € B, implica

£ n £ " €
1fly) = Falo) < 3 ¢ lfw-rf@i<z
Da cobertura aberta
Kc|JB.
reK
extraimos uma subcobertura finita K < By, U ---U B, . Seja ng = max{n,,. -, ng, }-

Afirmamos que se n > ng, || fn{z) ~ f{z)| < ¢ para todo z € K. Com efeito, se n > ng e

z € K, existe ¢, com 1 <17 < m, tal que z € B,,. Logo, temos
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Assim,

A .6 Teoremas principais

Resultados como o teorema da limitacio uniforme e o teorema do grifico fechado séo

consegiiéneias importantes do Teorema de Baire (ver [Honi'), ocupando lugar de destaque

dentro da anédlise funcional.

A 6.1 TeorEMaA (PRINCIPIC Da LIMITACAO UNIFORME). Ssjam E, F espacos normados,
e seja {T.}ies uma familia de transformagdes lineares continuas de E em F, tal que

sup { [|Ta(x)! } < oo para cadaz € G. Entdosup { | T3] b <o

iEd 2E

Demonstracao. Vide [HOni. Teorema 11.1, Cap. II.. %
Temos a seguinte conseqiiéncia simples do Teorema [A.6.1):

A 6.2 TEOREMA (BANACH-STEINHAUS). Seja {7, }nen uma segiiéncia de aplicages linea-
res continuas de £ em F, onde E espago de Banach e F espago normado, e paracadaz € E

o limite im T, (x) = T{z) exista. Entao,

TG e O

a) T é uma aplicacio linear continua de E em F;

v 1T < o0;

= £
E-8 i

b) sup,
¢) IT)] < liminf [T, ]
T

O gréfico de uma aplicagdo 7' : £ — F éoconjunto Gr = {(z,T(z)) € ExF |z € E}.
Evidentemente, se 7 linear, entdo Gr é um subespaco vetorial de E x F.
Dizemos que uma aplicacio linear 7 tem o gréfico é fechado ou é fechada guando

Gr é fechado em E x F, para a topologia produto cartesiano™. B claro que o gréfico de

wyer [Tayl).
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toda aplicag&o linear continua € fechado, pois uma seqliéncia (z,,y-) € E x F converge para
(z,1), se e somente se, T, CONVErge Para ¥ € Y, Converge para y; mas, se (., yn) € G entio

/ P s b lrnl p— . .
Y, = T(z,) € pela continuidade de T', segue-se que y = T (), isto é, {z,y) € Gr.

A 6.3 TEOREMA (GRAFICO FECHADO). Sejam E, F espacos de Banach e T 1 B — F

nma aplicacdo linear fechada. Entédo T € continua.

“

Demonstracdo. Vide [CuPrl.

#
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