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RESUMO 

:\este trabalho, estudamos o conjunto das somas dos rearranjamentos de séries condici-

onalmente convergentes num espaço de Banach, 

Exibimos séries incondicionalmente convergentes que não sao absolutamente conver­

gentes em espaços de Banach de dimensão infinita, Relacionamos convergência fraca com 

convergência incondicional de séries, O conjunto das somas dos rearranjamentos de uma 

série condicionalmente convergente é linear nos espaços de Banach de dimensão finita, 

Para um espaço de Banach de dimensão infinita isto pode não ser verdade, Damos 

exemplos de tais conjuntos que não são convexos, 
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In this work we 

in a Banach spaces" 

ABSTRACT 

the set of the all su1ns of the con\:ergent rearranjan1ents o f series 

For infinite dimensional Banach spaces we give examp!es of unconditiona!ly convergent 

series that are not absolute summing" \\'e study the relations between weak convergence 

and unconditional convergence of series" The set of the sums of the rearranjaments of a 

conditionally convergent series is linear in a finite dimensional Banach spaces" 

For an infinite dimensional Banach spaces this is not true and we give examples of such 

sets that are non convexo 
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Introdução 

O que acontece com o conjunto S das somas de todos os rearranjamentos convergentes 

de uma dada série condicionalmente convergente no espaço euciideano JFC'? '\o caso n = L 

o Teorema de Riemann garante que esse conjunto é igual a R Esta propriedade não é 

verdade em geral para séries de números complexos. Podemos ter uma série condicionalmente 

convergente que nunca converge para um número real. Por exemplo 

Loo ( 1 (-l)k ·) 
-+--~. 

. 2k k 
r::=l 

Ainda mais, no plano euclideano o conjunto das somas de todos os possíveis rearranja­

mentos convergentes pode ser um ponto, uma reta ou o plano. O resultado pode ser gene­

ralizado para JR:", n ?: 2, com a métrica euclideana. Este é o Teorema de Lêvy-Steinitz. Tal 

conjunto é um subespaço transladado de dimensão k ?: 1. 

A demonstração do caso geral foi dada por Levy em 190.5, [DJT Cap. 1,p. 19-22], que 

fez uma demonstração não trivial para n ?: 3, mas contendo algumas falhas. E. Steinitz. 

em 1913. fez a prova correta. O resultado ficou conhecido como Teorema de Levy-Steinitz. 

Vamos desenvolver detalhadamente no primeiro capítulo o trabalho de P. Rosenthal [Rose] 

cuja demonstração é quase elementar, necessitando apenas conhecimentos rudimentares do 

espaço iRn. 

:V! ui tos 1natemáticos poloneses gostavan1 de se reunir no "Scottish café'' e discutir proble­

mas de matemática. Os fundamentos da moderna análise funcionai se basearam em muitas 

discussões no Scottísh café. '\a época eles escreveram notas. que se tornaram conhecidas 

XI 



Introdução 

com o nome de Scottish Book onde apareceram diversos problemas difíceis, alguns deles não 

resolvidos até hoje. 

:\o problema 106 desse "Scottish Book', S. Banach conjecturou que as possíveis somas 

de todos os rearranjamentos de uma série condicionalmente convergente num espaço de 

dimensão infinita seria nm transladado de um subespaço. como no caso de dimensão finita. 

Quase que imediatamente :\Iarcinkiewicz deu um contra-exemplo (vide página .53). 

exemplo foi redescoberto por :\1. :\ikishin em 1970. Aqui vamos apresentar um artigo de 

.:\L Kadets [Kadej sobre esse assunto. 

Em qualquer espaço vetorial de Banach, convergência absoluta de séries implica em 

convergência incondicional. É uma das primeiras conseqüências das propriedades de espaços 

normados completos observadas por S. Banach em sua tese de doutorado em 1922. A validade 

da recíproca é indagada por Banach em 1932 numa monografia e esta questão está incluída 

no famoso Scottish Book. em contra exemplo no espaço de Banach clássico t\ é dado em 

1947 por M. S. :\ilacphaiL Em 1950 A. Dvoretzky e C. A. Rogers num artigo esclarecem: 

somente vale a recíproca se a dimensão do espaço for finita. 

Ao contrário do que acontece no espaço euclideano JK.n, em qualquer espaço de dimensão 

infinita, existe uma série condicionalmente convergente onde o conjunto das somas de seus 

rearranjamentos convergentes é invariante. C.\V :\lacArthur [::VIcar], usando o trabalho do 

matemático H. Hadwiger, mostra que os seguintes espaços de seqüências em Co são diferentes: 

1. O espaço das seqüências incondicionalmente somáveis: 

2. O espaço das seqüências que são incondicionalmente fracamente somáveis e têm soma 

fraca: 

3. O espaço das seqüências que são incondicionalmente fracamente somáveis e têm soma 

forte. 

:\flui tos teoremas e proposições não foram demonstrados por considerarmos ser resultados 

clássicos e encontrados em qualquer bom livro de análise funcional. :\o Apêndice colocamos 

os teoremas de Hahn-Banach e algumas definições dos espaços de Banach clássicos. 

O Teorema de Levy-Steinitz não pode ser estendido para espaços de Banach de dimensão 

infinita. Perdemos a linearidade e convexidade. 



Introdução X1H 

Este trabalho está dividido da seguinte forma: 

- Capítulo 1: Estabelecemos os principais resultados de análise real básica, tais como a de­

finição de convergência de séries no espaço iRn, São resultados que não terão demons­

trações, Para maiores detalhes ver as referências ([Honi], [LimadLang]) Vamos 

den1onstra.r o seguinte teoren1a: 

' TEORE:VlA [Levy-Steinitz]. O conjunto de todas as somas dos rearranjamentos conver-

1 gentes de uma série de vetores de Rn ou é vazio ou é um transladado de um subespaço, 

Para demonstrá-lo seguimos o artigo de Rosenthal [Rose], Utilizamos e demonstramos 

os teoremas do Confinamento Poligonal e Rearranjamento, 

-Capítulo AquL começamos com as definições dos diferentes conceitos de sornabilidade 

de séries em espaços de BanacL Estabelecemos relação entre somabi!idade e somabi­

lidade incondicionaL Enunciamos o Teorema de Dvoretzky-Rogers, Damos algumas 

relações entre espaços de seqüências, Definimos espaços fracamente seqüêncialmente 

completos e demonstramos o teorema: 

11 TEOREl\IA [Orlicz]. Seja E fracamente completo, uma série fracamente incondicional­

li mente convergente é necessariamente incondicionalmente conyergente. 

Introduzimos os conjuntos Bw(E) ={sE Z'f(E): s tem uma soma fraca} e Bs(E) = 

{ s E tY' (E) : s tem uma soma}. Relacionando-os da seguinte forma: 

li TEORE:V!A, Para o espaço de Banach Co, f](Co):;;; Bs(Co):;;; Bw(Co):;;; €j(eo), 

- Capítulo 3: Exibimos séries condicionalmente convergentes em L 2 [O, 1] cujos conjuntos 

das somas dos rearranjamentos convergentes são discretos e não convexos, Damos o 

exemplo de '\'ikishin. Depois provamos que existem exemplos semelhantes em qualquer 

espaço de BanacL 

I TEOREl\!A, Em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita existe uma série cujo 
I 

I conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes( domínio) não é linear, 

Por último temos um exemplo de uma série que, para todo rearranjamento convergente, 

tem um só valor e a série não é incondicionalmente convergente. 



Introdução XJV 

- Apêndice A: Damos alguns dos resultados mais importantes da Análise funcionaL como 

o Teorema Gráfico Fechado e os Teorema de Hahn-Banach. Para detalhes ver ([CuPr, 

TayL Hi:ini]) 



CAPÍTULO 

1 
Convergência condicional em JR.n 

Este capítulo tem como objetivo principal mostrar o Teorema de Levy-Steinitz. Antes. 

falaremos um pouco de séries numéricas e vetoriais, estabelecendo resultados, notações. etc .. 

l\ão nos preocupamos com demonstrações nas seções preliminares mas, aconselhamos as 

referências [Rudi] e [Lima]. 

1.1 Séries numéricas 

:\esta seção, enunciaremos alguns fatos básicos dentro do contexto das séries numéricas 

reais, necessários ao perfeito entendimento do nosso trabalho. Daremos o conceito de con­

vergência e, enunciaremos os teoremas de Riemann e Dirichlet. 

Cma série de números reais é um par de seqüências ((xn):~" (sk);;o~J de números reais, 

tais que 
k 

Sk = LXn 

n=l 

= 
para cada k E N. É tradicional denotar tal série pelo símbolo ::[xn. Cada Sk é denominado 

soma parcial da série de ordem k. Se lim sk = s. diz-se que a sé;i~ converge e que sé a soma 
k-·= 

da série. É tradicional escrever nesse caso s = f:xn. 
n=l 

1.1.1 DEFI'\IÇ.Ã.O. Uma série Xn, Xn E iR. é absolutamente convergente se a série f: lxnl 
n=l 

é convergente. 

1 



Séries numéricas 2 

= 
1.1.2 DEF!:-J!Ç.Ã.O. A série ;[ Xn, Xn E IR., é incondicionalmente convergente se a série 

n:::::l f Xcrn; converge para cada bijeção u de N sobre N. 
n=l 

O seguinte resultado está demonstrado em [Lima]. 

= 
1.1.3 TEORE:\lA. Suponha que Xn 2: O, para todo n E N, e que a série :C Xn converge para 

n=l 

s. Então, para qualquer bijeção u de N, a série f é convergente: e com soma igual a s. 
n=l 

Para as demonstrações dos Teoremas de Riemann e Dirichlet. abaixo, consultar Lima [Lima. 

Cap. 3, §7], [KaKa. Cap. L §1.2] ou Diste! [Dies, Cap. 1]. 

1.1.4 TEOREMA ('DJR!CHLET\. Uma série . ' Xn de números reais é incondicionalmente 

convergente se, e somente se, é absolutamente convergente. Jiais ainda, 

2.:: Xc;n) =L Xn, 

n=l n=l 

para qualquer permutação u de N. 

= 
1.1.5 DEF!:\!ÇÃO. Cma série ;[xn convergente, mas não incondicionalmente convergente é 

n=l 

denominada condicionalmente convergente. 

1.1. 6 TEOREMA (IRIE:V!A"N). Seja f Xn uma série condicionalmente convergente de números 
n=l 

reais. Então, 

00 

1. Para qualquer número r E IR., existe uma permutação CJ de N, tal que L:;xcrnJ r; 
n=l 

= 
2. Existe uma permutação r: de N. tal que L:;xrrrnJ é igual a +x e outra permutação com 

n=l 

soma igual a -·X. 

'Devido a J.P.G.L Dirichlet, [1837] N!athematische Werke, Band!. reprinted Chelsea Publ. Comp. 1969. 

i Devido a B. Riemann,l:ber die Darstellbarkeit einer Funktion duch eine trigonometrische Reihe. Univer­

sitiit Gottingen 1854(Dover Pulb. 1953). Este resultado estava esquecido até ser redescoberto pelo matemático 

U. Dini em 1968. 



Convergência condicional em :x.n 3 

1.2 Séries em JR;n 

Nesta seção vamos definir e dar propriedades de séries no espaço JRn qne não diferem, 

essencialmente, das definições e propriedades das séries em 

L2,l DEFIKIÇ)\o, Cma série de elementos de JRn é um par de seqüências ((vn)~=l' (sk)~J 

de vetores em lRn, tais que 
k 

S,0=~t-'n 
~ 

n=l 

para cada k E I't Análogo ao caso reaL é tradicional denotar tal série pelo símbolo L Vn, 
n=l 

Cada sk é denominado soma parcial da série de ordem k, Se lim Sk = s, diz-se que a série 
k-=-

converge e que s é a soma da série, É tradicional escrever nesse caso 

Vemos que a definição de convergência das séries em lRn depende das norma utilizada, 

Formalmente, teríamos a seguinte definição, 

~ 

L2,2 DEFINIÇ.i\0, A série I:;vk, de vetores em iRn, converge para v se, e somente se, para 
k=l 

cada número real E> O, existe n0 E N tal que, 

para n >no, 

O espaço vetorial JRn é muito especiaL pois, convergência de seqüências em uma norma 

implica que a seqüência converge para qualquer outra norma, Isto segue da proposição [L2Aj, 

que estabelece a equivalência de todas as normas em iRn, 

1 ,2,3 DEFINJç,t;,o. Dizemos que duas normas, 11, 1! 1 e li, 11 2 em JRn são equivalentes se existem 

constantes positivas a e b tais que, para todo v E Rn temos: 

Em Rn, n E N, as normas mais comuns são: 



Séries em 2" 

=max{ [,i L··· .n~. 
' 

r> =!!(XJ.··· xn)!!p=(:[ JPt.paral<p:Sx, 

[;> 11 li= I!! 
:i i 

i=l 

.XnJilj =L I 

'Í=l 

4 

onde a primeira e a última são conhecidas. respectivamente, por normas do máximo e da 

soma. I\ão é difícil provar as seguintes relações no espaço lRn. 

e z :S il i! :S n llxL · 

1.2.4 TEORE?v!A. Todas as normas em lRn são equivalentes. 

Devido a este teorema. podemos usar quaisquer normas en11Rn. Por isto: iremos se-mpre, 

salvo menção explícita em contrário, utilizar a norma Euclideanai, isto é. 

Com esta escolha ganhamos, automaticamente, o produto interno associado a esta norma 

1.2.5 PROPOSIÇ.:i,o (CAUCHY-SCHWARZ). Para quaisquer u,v E lRn 

I (u, v) I :S lluilllvl! 

com igualdade se, e somente se, v = au ou u = O. 

Estudar a convergência de seqüências em espaços euclideanos é. basicamente. estu­

dar convergência de seqüências numéricas, pois uma seqüência (vk) em lRn. com vk = 

(v 1k, · · · , Vnk), converge a v = (v,,··· , Vn) se, e somente se, para cada i = 1, · · · . n, a 

seqüência (vik);;'~ 1 converge a Vi. Como resultados de seqüência refletem-se em séries, temos 

X 

1.2.6 TEORE~IA. Seja I:Vk uma série de vetores em Rn, com Vk (v1k,· · · ,Vnk), para cada 
k=l 

k E l\1, então 

i Quando não houver dúvidas: omitiremos o índice p=2 e representaremos apenas por !I . il. 



Convergência condicional em ?c_n 

~ X X 

1. t Vk = (I:~·lb .. • I: Vnk) 

k=l k=l k=l 

= 
2. A. série L vk con 1lerge pa.ra s = 

k=l 

X 

s1 =I: 't:Ik· 

k=l 

5 

. Sn) se~ e somente se: 

X 

~ - '"' , ·--n - ~ vnk· 

k=l 

Em particular. este resultado implica que os testes usuais para convergências de séries 

numéricas, tais como: comparação. raiz. razão, etc.: podem ser usados para determinar se 

uma série em JRn converge ou não. É claro que teremos que testar em todas as componentes. 

= 
1.2. 7 DEFI'-'IÇ};o. C ma série . é absolutamente convergente se a série 

é convergente. 

Seja O' : N ___,. N uma bijeção. Dada a seqüência ( vk) - ( c'1k. · · · . Vnk) E lRn denotaremos 

por v(J(nl o vetor (1ho-(kJ: · • · :VnO'(kl)· 

= 
1.2.8 DEF!K!ÇÃO. A série I: Vn· Vn E lRn, é incondicionalmente convergente se a série 

n=l 

f vO'tnl é convergente, para cada bijeção de O' de N sobre N. 
no;::l 

1.2.9 TEORE?c!A. A série fvk no espaço vetorial lRn é absolutamente convergente se, e 
k=l 

somente se, é incondicionalmente convergente. 

Demonstração. Seja T uma permutação de N. Consideremos 

fvk = (fvlk, · · · • fvnk)· 
k=l k=l k=l 

Como, para j = l, · · · . n. 

' I I 2 ' ' 2 !' I' JVjk :S yvlk + ... -r vnk = ,IVk I. 

Temos que fv1k é absolutamente convergente para todo j. Usando o teorema [1.1.4]. a série 
k=! 

X 

LVj>(k) 

k=l 



Confinamento poligonal 6 

é convergente, para todo j 

[1.2.6], a série 

1. · · · , n, e toda permutação T. Portanto. usando o teorema 

oc 

é convergente. 
k=l 

Logo. L-'k é incondicionaln1ente convergente. 
·:X:: 

Suponha que a série :[vk converge incondicionalmente. Então as séries das coordenadas 
k;l = 

também convergem incondicionalmente. para todo j. DaL pelo teorema [1.1 . a séne 

é absolutamente convergente, para todo j. Sabemos que as normas em lRn são equivalentes. 

usando a norma da soma, isto é, 1z.·klll = lvlkl + · · · + lvnkl. tem-se 
oo n 

k=l 
111 =L (L: lv,kl) < x. 

k=l ;=1 

e, portanto, a série Vk converge absolutamente. 

1.2.10 ÜBSERVAÇii.o. Todo espaço vetorial real de dimensão n é isometrica.mente isomorfo 

ao espaço IRn. Podemos dizer que cada espaço vetorial normado E de dimensão finita. n é 

isomorfo isometricamente a !Rn com a norma transportada. de E. Portanto, este teorema. é 

válido para qualquer espaço vetorial norma.do sobre IR que tenha. dimensão finita.. 

1.2.11 EXEMPLO. Considere a série convergente 

f (o, r-~)k) 
k=l 

que não é absolutan1ente convergente, e portanto, também não é incondicionalmente con-

vergente. Fica claro que vetores da forma (o:,,3), com o: of O, não podem ser somas de 

reordenações dessa série. 

O exemplo [1.2.11] garante que não se pode dizer que uma série convergente, não m­

condicionalmente convergente em IRn, tenha uma reordenação que seja convergente para um 

vetor arbitrário de !Rn. :\este caso, o resultado que se tem é o Teorema de Levy-Steinitz, dado 

inicialmente por Lêvy em 1905, veja [DJT]. :\este capítulo, vamos apresentar uma demons­

tração de tal teorema, usando essencialmente o artigo de Rosenthal [Rose], mas procurando 

tornar tal demonstração compreensível para um aluno de graduação em matemática. 

Dois resultados são essenciais para a demonstração do Teorema de Levy-Steinitz. o 

teorema do Confinamento Poligonal e o teorema do Rearranjamento. 
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1.3 Confinamento poligonal 

Dados os vetores u1 , · · · . uk de IR 2 , k E N, podemos considerar os pontos P0 . P1 . · · · . Pk 

de IR2 dados por Po = 

u 1 + u2 + · · · + Uk. Temos assim. a poligonal P0 P1 · · · Pk formada pela união dos segmentos 

P0 H,HP2. · · ·, H-1Pk. cujos comprimentos são, res-

pectivamente, I lu, , · · · , 11. Além disso, o segmento 

P0 f>J, tem comprimento i lu, + · · · + Uk li· '\este caso, va­

mos dizer que PoH · · · Pk é a poligonal determinada por 

u 1 , ... , uk. '\o caso em que a poligonal é fechada. ver 

figura l.L fica claro que Pk = Po = O e L~=l u1 = O. 

O Teorema do Confinamento PoligonaL para o caso de 

IR; 2 . diz que existe uma constante S > O. tal que, para 

toda poligonal fechada P~ · · · P;, determinada por veto­

res v1 , . · · , Vm da bola unitária fechada, é possível achar 

uma permutação p de {2, · · · , m}, de modo que a poíi­
Fig. 1.1. : Poligonal Fechada 

gonal determinada por v1, Vpr 21 , · · · , Vpu 1 tenha um ponto final em B 5 (0), para j = 2, · · · . m. 

O menor valor paraS é chamado constante de Steinitz no plano, o qual denotamos por C2. 

'\um trabalho de \\'ojciech í'Nojc], é provado que, para uma norma qualquer. C2 ::; t, e. 

para a norma euclideana. C2 = -!]'. Nesse mesmo trabalho, estima-se a constante de Steinitz 

em !Rn. Cn :S: n. 

1.3.1 TEOREYIA (COC\Fl:\'AME:\TO POLIGO:\AL). Para cada espaço n-dimensiona] existe 

uma constante Cn. tal que, quando S = { v1 , · · · , Vm} é uma faml1ia finita de vetores na bola 

unitária fechada de iR.n, com soma O, então, existe uma permutação p de {2, · · · . m} com a 

propriedade 

il j 'I 1''1 + t;vp(,1 1J :S: Cn, para todoj E {2,··· ,m}. 

1\!Iais ainda, C1 = 1 e Cn :S: V 4C~,_ 1 + L para todo n. 

Demonstração. Faremos a demonstração por indução sobre n. Para n = L consideremos 

a família 5, satisfazendo a hipótese. Sem perda de generalidade, podemos supor v1 > O e 
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v, O, para cada i = 2, · · · , m. Como v1 > O, podemos escolher um índice p(2) tal que 

vPi'i < O. De fato, caso contrário teríamos 0 1 + · · · + Vm > O, o que é um absurdo. Assim, 

podemos ter: 

> 0 OU VJ + 

i. Se v1 + 

ii. Se v1 + ::; O, neste caso. 

Portanto, em qualquer situação, j01 + vp 121 ::; 1. I\ a situação (i). podemos escolher um índice 

p(3) tal que Vp,3J < O, pois, se não existisse tal índice, (v1 + Vpo 21 ) + · · · + Vm > O. o que 

contrana a hipótese. Em (ii), podemos escolher um índice P"i tal que vp13i > Oi se não. 

teríamos + ) -:- · · · + t·m < O. o que acarreta uma contradição. Daí. 

0·1 + + Vp(3l > Ü 

ou 

No primeiro caso, temos 

e no outro, 

Portanto, em qualquer caso, I?.'J + vp, 21 + vP,3! i ::; L Construímos. deste modo, indutivamente, 

o seguinte algoritmo: Escolhemos índices p(2), · · · ,p(k). com vp1,, <O, para i= 2, · · · , k, até 

que v1 + Vp( 2J + 1.)p(3J + · · · + 'l.Jp(k) :S 0: então: escolhemos 'Vptk"'"l 1, Vp(k~n: • • • : Vp(k~s 1 positivos: 

até que v 1 + Vp!z, + · · · + Vpcki + ?;p 1 k~l 1 + · · · + Vp!k~·i > O e repetimos o processo. O conjunto 

S tem uma quantidade finita de vetores. assim. esse algoritmo tem um número finito de 

passos. Como. I vi ::; 1 para todo i = L · · · . m: fica claro que qualquer soma parcial deste 

rearranjamento é menor ou igual a um. Donde. C1 = 1 e o resultado está provado para n = 1. 

Para n >L suponhamos que é verdade para n- L consideremos v1 , · · • , Vm, com m 2: 3. 

satisfazendo a hipótese. O caso m = 2 é triviaL Como S = {v1 , · · · , vm} é finito, existe apenas 

um número finito de possíveis somas de elementos distintos que contém v1 como parcela. Seja 
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L aquela soma cuja norma é a maior de todas. Temos, L = v1 + u1 -'- · · · + Us para algum 

sE {2,··· ,m} e {u1+···+u,} C S. Seja {w1,··· ,wt} o complementar de {v1.u1o··· ,u,} 

em S. Temos imediatamente a propriedade L+ w1 -t- · · · + u·1 =O. Afirmamos: 

a) > O. para todo i= L··· , s. Para ver isto. suponha que 

IL.- ·u· _!:_ \-
\ " I'L I -i li' 

L \ 
L I 

1 I ~ \ li TI! 1 -·u- t.)- 'L'i---
L, \ -~;--'-';- il ii HLI[ 

11 i: 

e pela desigualdade de Cauchy~Schvo:artz, temos 

,L)< O, para algum 

.L)> !IL!I. 

\L L \ .
1 

., I 

--u·, . - < !L--u..-i! !. 

' L I-" '" i 

L 11 
li= 
!I 

L-·uJ. .,, 

Assim, IIL- u, > Ljj, mas isto contradiz a escolha de L visto que L-u,= L•1 + 

+ I ...L • / --u 1 + · · · --u-i-1 ,.- ui+l 1 ···+Use uma soma que começa com '~h· 

b) (v1 ,L) 2: O. Caso contrário, (v1 .L) <O. Então 

I L ) I L 
\- IILi!'V!+U'i+"·+Wt = \ -liLii'v1 L)= li LI!- 11~11 (L, 1'!) > IILII o 

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, \\L- v1 1\ > \I LI! e 

o que mais uma vez contradiz a escolha de L 

c) (u·i,L) <O, para todo i= L··· ,t. Suponha que exista (w,.L) >O, para algum i. 

Então. 

\L , , _!:_)' _ 1ILi!-"- (11'i,L) iiL'I 
-r U1, '\L'I- - 1 11 ' 11 L-~ > 11 !1 • I I :: li 

Por Cauchy~Schwartz, \\L+ w;jj > i!LII, contradizendo a definição de L 

Consideremos o espaço vetorial L1' = {v E JRn, (v, L) = 0}. de dimensão n- 1, 

isto é, o hiperplano, pela origem. que é perpendicular a L Seja v1 a componente de v 
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em LJ., ver figura (1.2). Daí. como L = c:1 + u 1 + · · · + u, 

tem-se v~ -L u'1 + · · · + u~ - O e ZL'~ + · · · + u·~ o. L 

De Íato, 

-7/ _L t/ _L ••• _L t/ -
vl ' '1 ! ' ·s 

Fig. 1.2. : Projeção de ·c em L 

Analogamente. concluímos a outra igualdade. Observe que por construção 

v' 

o que impiíca 
(1' L I !i 

- _::_:_i_LII_ = llv1 ll :::: llvll . 
11 Lii2 ' • . 

" I 

d lT>n E t" l . S { } !i 111 < 1 w . para to o v E ~ . m par !CU ar. para os vetores em = v1, · · · , Vm , temos, ,,vi! _ ~, v "l. 

l.Jsando a hipótese de indução em LJ., nos conjuntos {v;,u'1 .. · ,u~} e {w; ... · ,·1L·;}. existe 

uma permutação T de {1. · · · , s} tal que 

11 j I' 'i\c; +L u~,, 1 11 :S: Cn-L para j = 1. · · · , s: 
' i=l I 

e uma permutação a de {1. · · · , t} tal que 

lfw; + t w~CiJ li :S: Cn-l, para k = 2, · · · . t; 

definamos a(l) = 1. Vamos construir uma ordenação de S a partir dos u;s e u·;s e procede~ 

remos usando o algoritmo do caso n = 1. Seja 

Q= 
(v1 , L) 
IILII 'ai= 

> I 

!v.· L) \ ~ J, e 
IILII ' 

L 
IILII. 

É fácil ver que a+ L a;+ I:3J =O e laj,ja;j .13JI :S: 1. Das afirmações (a) e (c) temos a 2: O 
i=l y=l )'; 

e (JJ :::; O. Assim, escolha o menor r 1 tal que a+ 't.3a(j) :::; O. depois escolha o menor s 1 tal 
j=l 
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que a + f;3"u' + f: a,,,1 2: O e continuemos esse processo até findar todos os elementos de 

S, que é 'fi~ito. DaT' 

a+ L +I: ' · · · S: 1. pelo caso n = l. 
]=l i=l 

A escolha da reordenação p. paraS, será 

; U'ccr2 } 

ou visualizando as componentes ortogonais 

, . u~'~' i Ct-,d . · · ·} 

Assim, tomando qualquer soma parcial. contendo 1l s e u/s, teremos após reordenar. 

I 
jlv~ + u~ ~ · · · + U:'~ + · · · + 
li 

f f . 112 1 + ul + · · · + W1 + · · · 11 + ~ 

< li ,! ...L f -+- ... -+- ! : . '.-L .I -L ••• ...L ,f + ... 1:2 : l 
I t.l J UC'(l) ' 1 UC'(s:) T : u.O"(l) I I UC'(rl) 11 i~ 

< (li v;+ 11 ~(1) + ... + u~,~ll + .. ·li+ liv:~,l) + ... + w~(rj) + .. ·li r+ 1 

< 4C2 
-'- 1 - n-1 ' 

por hipótese de indução, qualquer soma parcial das componentes em L1., tem norma menor 

ou igual a Cn-J + Cn-l e as componentes em L têm, pelo caso n = 1, soma parcial menor 

ou igual a l. Portanto, cada soma parcial da última reordenação será menor ou igual a 

I. 2 ' y4Cn-1-,-l. !li 

1.3.2 COROLARIO. Se {v1.· · · ,vm} C lRn, 11' = I;;:1 v1, O< t < 1, e jjv;jj S: E, para todo i. 

Então ou - twl! S: E J c;_ 1 + 1, ou existem uma permutação p de { 2, · · · , m} e r entre 

2 em tais que llvr + ~vP'' - twiJ S: cyc;_ 1 + 1. Aqui C0 = 1. 
t=-

Demonstração. Seu.:= O, não há nada a fazer. Suponha w =J O. Consideremos o caso n = 1. 

Sem perda de generalidade, vamos assumir w >O, e, para cada t E]O, 1[ fixo, denotemos por 

s o menor dos índices que satisfaz as duas condições a seguir 
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b) 1'1 + · · · + L's-1 ::=; tw. 

Desde que :::; E, para l :::; s :::; m. pela condição • t•1 + · · · + t·,_ 1 - tw :::; O acarreta 

e usando a condição , v1 + · · · + Vs-l + Vs - tzr > O 2: -E. Isto mostra que. 

+ · · · + t's - u.:ti :S E. 

Assim. para n = 1 está demonstrado, onde Co = 1. Para o caso geral. n > L va..rnos escolher 

u1na reordenação dos vetores a partir das projeções -v~ de vi sobre u.·J..: como na figura 1 

/"' .,, '\ r \ui,u...; v. =v - ll.'. 
-, 1 !i 1'2 ' 

IIW' ' ,I 

para i= 1. · · · ,me 

pms 

(v_"·.u•) ·) "-'-'-+2 ll." = o. 
liu·ll 

I w) I w) I u·) · 
\VI, llwll + \ v2 , llwll + ... +\v,.,." llwll = liwll· 

Como, ll~il[ :::; 1. para todo i, pelo teorema do Confinamento PoligonaL existe uma per­
< 

mutação p de {2, · · · , m} tal que 

(1.1) 'I I I I . I !i < c . ') I vl T vp(2) ... + VPUí!l -E n-lo para J = -· .... m. 

É óbvio que 

I (V!, 11:11) + ( Vp!Zb 11:11) + ... + ( Vp(mJ• 11:11) I = llw[[ 

Csando a desigualdade de Cauchy-Schwartz,l(vi, 11 ~ 11 )j :; c para todo i. e caímos no caso 

anterior(n = l ). Logo, para t E (0, l), existe r E {2, · · · . m}, tal que 

(1.2) i (· w ) ' ( ll.' ) • ( w ) i 
!. Vj.-1,-11 T Vp(2),-11 -.-1• +···+ Vp(•)·-,-.' -tllu:lfi::;E. 
• •w W•l 1•1L'I1 I i ! i 11 

,._ . d"f' "] ( I •. I ' I ) ' L 
~'ao e 11c1 ver que 'V 1 -r- z.;p(ZJ · • ·-:-- ?..ip(rJ _j_ -u:. ogo~ 
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I' 

-l[(v~ + v~m + · · + 

I! +~ =li 0 
i! -i=2 

por 

1. 3 COROLAR!O. Se 

uma permutação p : { 1. · 

para l :S T :S m. 

13 

2 

por [1.2] 

m-::. 

Demonstração. Defina Vm+l = -v1 - · · · -Vm. Desta forma. 2::: v1 = O. Aplicando o teorema 
·· l'l Vm..;.._l t=j_ . _ 

do Confinamento Pollgonal em {-, · · · , --· } , existe uma permutaçao p de { 2, · · · , m + l} 
E E 

tal que 

para r = 2. · · · , m + 1. Fixada a permutação p, com p(1) = 1, então existe i 0 tal que 

p(io) = 1ll + 1 e !!vp,dl = ]1-vr · · ·- Vmll :SE. usando a desigualdade triangular, temos 

que, se lo 9!. {p(1).p(2), · · · ,p(r)}, o resultado segue. Agora, seio E {p(1),p(2), · · · ,p(r)}, 

tem-se 
I' r ]i 11 I' ]I r I li L Vp(iJ(~ -I Vp(iol I :S ,111 L Vp(i)l 

11 1-:izo I, il ! i=l I 

Logo, litvp1i:ll :S ECn+E. (l\otequeprestritaa{l,··· ,i0 

l11.7"to 

1, i 0 + 1, · · · } pode ser pensada 

como definida em { 1, · · · , m} com valores em { 1, · · · , m}) . 

1.4 O Teorema de Levy-Steinitz 

Dada uma série convergente de números reais, o conjunto das somas de todos os re­

arranjamentos convergentes pode ser um conjunto unitário (a série é incondicionalmente 

convergente) ou toda reta (condicionalmente convergente). Este resultado é conhecido como 
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teorema de Riemann. Quando trabalhamos com séries em iRm.m > l, temos um resultado 

semelhante, que é conhecido como Teorema de Levy-Steinitz, onde o conjunto das somas 

de todos os rearranjamentos convergentes pode ser: um único ponto ou um transladado de 

um subespaço. Este resultado dado inicialmente por Levy em 190.5 tinha algumas falhas na 

demonstração e foi retificado por Steinitz em 1913. 

1 1 TEOREMA (DO REARRA:\'JA~!E:':TO). Sejam uma seqüência de vetores em 

Sn = f ri, para todo 11 E N. Se (Smk)k=l converge a S e lim ''' = O, então existe uma 

permu~:;ção p: N---+ N tal que f ''v(i) = S. 
t~= 

Demonstração. Tome Ok = 115m,- 511· Temos que (ok) converge a zero. '.\otemos que 

< 
,. 
' !i. 

Como lim Vk =o. lím r sup li vi li] =o. Consideremos Ek = max { Ok.;.l + 5k, sup { 
k-= k,-= - ,:::;:m;. 

:i 2 mk} }, 

para cada k E N. E claro que (Ek) converge a zero. Daí_ 

Pelo Corolário [1.3.3]. para cada k, existe uma bijeção Pk de {mk +L··· ,mk+:- 1} em 

{mk +L··· . mk.;.:- 1} tal que 

para r = mk +L··· , mk.;.: - 1. Vamos reordenar os v;s em função das bijeções Pk's, cons­

truindo a permutação p : N _____, N da seguinte forma: 

{

mk, 
p(j) = 

Pk(j), 

se j = mk v k E N 

se j E { mk + 1, · · · . mk+l - 1 }v' k E N 

Sem perda de generalidade, podemos assumir que m1 = 1. É claro que a relação p, ac1ma, 

define um função bijetiva e portanto uma permutação de N. Definamos sm por 

m 

Sm = Smk + L l'Pk(i): 
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para mk --:- 1 ::; m ::; rnk+l l. Desde que (Ek) converge para zero, vamos mostrar que (sm) 

converge para 5. De fato, dado E> O, existe kr E Z tal que, 

é 
<-

2 

k - . k ~ l k - 15 ~I' é P para k 2 "r- Exrste '2 E dé ta que, para - 2 k2 temos. i 1 mk - ;:, 1 < ortanto. para 
2 

k 2 k0 = max{k1, h} e mk + 1 :S m :S mk+l- L tem-se 

'VIas, dado m 2 mko +L existe k 2 k0 , tal que mk+l 

(mk) é crescente. Logo. podemos garantir que 

llsm- S <c 

l 2 m 2 mk + 1, pois, a seqüência 

para m. 2: T11·ko. @ 

L4.2 TEORE~!A (LEVY-STE!l\ITZ). O conjunto de todas as somas dos rearranjamentos 

convergentes de uma série de vetores de iRn ou é vazio ou é um transladado de um subespaço. 

Demonstração. SejaS o conjunto de todas as somas dos rearranjamentos convergentes da 
N 

série :Sv,. Suponhamos que S 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que O E S 

e va~~~ mostrar que Sé um subespaço vetorial de iR". Consideremos Sr, s2 E Se (En)~ 1 
uma seqüência de números reais estritamente positivos que convergem para zero. 

"' 
L Como sr E S, existe alguma permutação ;; : N ---+ N. tal que I:V,(i) s 1. Logo. 

i=l 

existe nr E N tal que, para n 2 n 1 implica 

L V,_,(i.)- srli 
11 

n 'I 

i=l 11 

Se 1 =;;(i) para algum i E {L··· , nr}, escolha ! 1 = {;;(i).··· . ;;(nr)}. Se 1 = :p(ir) 

com ir> n 1 , escolha h= {:p(l), · · · , :p(ir)}. Portanto, existe um conjunto de inteiros 

positivos Ir (3 1) tal que 
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2. Como O E 5. existe uma permutação ç de N, tal que 

n2 > n 1 , tal que, n 2: n 2 implica 

Portanto. existe J1 ~ 11 tal que. I' r;, 'I < E1. Pois. se ! 1 C 
" li 

( 1 \ 
\-'-). 

= O. Logo, existe n 2 E N. 

} 

podemos achar i(j) > n2 tal que = j, neste caso. temos um número finito de 

i(j)'s. Seja j 1 o maior dos i(j)'s e tome J 1 = {c;(l), · · · , 1r'(j1) }. Assim, 

X 

3. Como s 2 E 5. existe uma permutação 3 de N. :C v3(11 

n3 > n2 tal que n 2: n 3 implica 

Se J 1 C {3(1).··· ,6(n3)}, tome K 1 = {;3(1),··· ,6(n3)}. Se J 1 t {3(1),··· ,6(n3 )}, 

para cada k E J1 \ {3(1), · · · , 3(n3 )} podemos achar i(k) > n3 tal que ;3(i(k)) = k. Seja 

k1 o maior dos k's e tome K 1 = {,6(1), · · · . ,3(k1 )} então, 

Para c2 >O, raciocinando analogamente. existe h ~ K 1 U {2} tal que, 

e construímos h e K2 tais que, 

e 

/.2:::: Vi - S21i < E2; 

'zEK2 



Convergência condicional em 3." 17 

onde h C h C K2 e obviamente k 1 < i 2 < jz < k2 e construímos indutivamente os conjuntos 

Im.lm e Km de inteiros positivos tais que. {l.··· ,m!} C Km-l C Im C lm C Km e 

com im < )m < km. Por construção. existem uma permutação p : N --+ N e seqüénCJas 

crescentes 

Donde. 

( . 
m=l ~ \,]m e ík '= tar·~ que k < \ m)=::=l · b '- • rn-1 

Ir= {p(l) ... · .p(ir)} 

Jr \11 = {p(il + 1) · · · ,p(jr)} 

I< r \Jr = {p(jr + 1), .. · ,p(kr)} 

I 1 }f - { (k I (. '} m \ l.m-1 - P\ m-lr · · · ~ P .Im) 

R.-rn _;_1).· 

il im I 

li 2::: Vp(i) - Srl ~~~~ t Vp(i) ~~~~ <Em e <Em· para cada m. 
L i=l ' t=l 

E ainda, 

~~ km 11 'I k= J= 11 
1 . L Vp(i) - Sz , = I L Vp(i) - L Vp(j) - Sz < Em+ Em· 

' ~=Jrn+l ' ~=1 J=l 

Isto mostra que, 

I' i,.,., krn ' 

118 ''p(i) + i=~+J Vp(i) - (sr + Sz) I < 3 Em, para cada m 2: L 

A partir daL vamos construir um novo rearranjamento q : N --+ N que "troque as 

posições''dos blocos Am = {p(im + 1), · · · ,p(jm)} com Em= {p(jm + 1), · · · ,p(km)}, para 

todo m. isto é, 

Consideremos, para cada m, a aplicação bijetiva qm que reordena o bloco Em, 

onde. 
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li 
p(jm+l) 

Portanto, 

-'- ?) ' -' 

li 
P(J' ' ')\ \ m I--) 

i=Jm+l 

( . \ 

' qm\]mh 

i=im+l 

,qm(km) 
I! 
I' 

. p(jm) 

Vamos definir q : N ~ N da seguinte forma: 

se i E 

q(i) = p(i), 

( 
,, 

p Zj, 

Assim, 

i=1 i=l 
+ [tl =I: 

-'- · .. + [. kf:' Vq(iJ + f vwl] -
~=tm-l+l t=km-1-l-l 

[ (=~! Vp(i) + }~ 1 Vp(i)) 
il 

= L"1)p(i) + 

+···+[(_kt'. L'p(i)+ I:' Vp(i))+ f Up(i)] 
l-Jm-1>1 i=im~l +1 i=km-l +1 

im km 

Temos L Vp(i) + L Vp(i)- (.s1 + s2) < 3Em, Vm. Portanto, 
i::::l i=jm+1 

im km 

Lu' p,~; + L 'l./p(i) -
i=l i=Jm+l 

im Ím+(km-)m) 

L v c' q ,, + L 'Uq(i) 

i-=1 i=im+1 

im+(km-)m) 

L Uq(i) = Rim+(km-)m)· 

í=l 
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Daí, 1/Rim+(km-iml - (.si + s2) /I < 3 Em. Aplicando o teorema da reordenação, existe um 

reordenamento de (l'q(i)) tal que a série associada converge para s1 + s2 . 
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Para cada s E S e t E iR, devemos mostrar que ts E 5. É suficiente mostrar para 

tE (0, 1) e t =-L Pela construção acima, tem-se 

para cada m. Seja r 
= sup "l ": l = } e 'Um = 

usando, o Corolário [L3.3] em 
k= 

Um + 82 = :2:: L'p(i), 

i=Jm+l 

onde. jjVp(i) 11 :::; 5m, existe uma permutação Pm de {PUm + 1), · · · .p(k,J} tal que. 

-t 
: 

1, < 1 c2 , 1 0-il - \Í ·n-l i Á m· 

i=Jm + 1 

Para tE (0. 1), 

e 
11 Jm rm 

I
' i L Vp(i) + L Vpm(p(i)) - ts2 < c'H Ôm + 3Em· 
I i=l i=Jm+l 

Mais uma vez construímos uma permutação q: N--+ N, 

p(i), seiE{L···,JJ 

q(i) = q,.Ji). se i E Um+ L··· , km}, param?:: L 

p(i), se i E {1, .. · , iJ} 

Portanto. 

Jm Tm Jm r,.n 

L Vp(i) + :2:: Vqm(p(i)) = L 'L"q(i) + L Vq(i) =L 'Uq(i) = R,.m 

i=l i=)..n+l i=l i=jmTl i=l 

que converge para ts2 . Pelo teorema do rearranjamento existe uma subseqüência que converge 

para ts2. 

Para finalizar, tome t = -1; e verifiquemos que -s2 E S. Csando a construção anterior 

e o Corolário [L3.3]. Tem-se, 
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Donde, 

'' ' IJm-1 "~= 

'1

1 L 'Vp(i) - L Vp(i) - ( -s2) < Err"+l +Em: para todo -m, ~ 1. 
i=l t=l 

L -(-sz) <Em-rJ+Em,paratodom:?:L 
f-=krn-Tl 

i=l km+l 

li 
i i 

p(k-m + 1) . 

portanto, construímos uma subseqüência convergindo para -s2 , Pelo teorema do rearranja-

mento, -s2 E 5, 



CAPÍTUL 

2 

Relações entre espaços de seqüências nu1n 

espaço anach 

Neste capítulo vamos estabelecer certas relações entre alguns espaços de seqüências de 

um espaço de Banach. Seguimos fielmente o artigo [:\lcar] e, para isso, vamos precisar do 

conceito de convergência fraca para definir os espaços. Ao definir convergência fracamente 

incondicionalmente somante, veremos que basta que o espaço de Banach não contenha uma 

cópia de Co para que a convergência fracamente incondicional seja incondicionalmente conver­

gente. Estabelecemos, nas primeiras seções, terminologias e resultados importantes de análise 

funcional no qual nos baseamos. Para maiores detalhes consultar [Dies, TayL Honi, Kade]. 

2.1 Somabilidade em espaços de Banach 

Nesta seção veremos o conceito de somabilidade de séries. Enunciamos a condição de 

Cauchy e o critério de Cauchy para séries num espaço de Banach. 

Em alguns espaços normados temos a necessidade de dar um sentido a somatórias da 

forma 

iEJ 

21 
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quando o conjunto I dos índices não é necessariamente o conjunto Pi dos números naturais. 

Quando I= Z,N x N,JR etc., podemos ordenar o conjunto dos índices de um modo conve­

niente, procurando cair em um caso familiaL :\esse caso a soma da série pode depender da 

ordem em que se efetuam as somas parciais. Por isso, precisamos dar um sentido a somatórias 

;ex, sentido esse que será independente da estrutura de ordem sobre o conjunto de índices 
,EJ 

I. 

2.1.1 DEFI:\"IÇ""o. Seja E um espaço normado. l'ma família (x;)iEI de elementos de é 

somável e tem por soma x E E. denotamos 

x= l:xi, 
i E! 

se. dado E > O. existe um conjunto finito F, c I tal que. para todo subconjunto finito F C I 

com F ~ F" tem-se 
I! i' 

" I ; ! "\.""""' i !I LXi- Xji <E. 
i! iEF i! 

Uma diferença entre família somável e soma de séries num espaço normado está em que, 

o conjunto dos índices da série é o conjunto N dos números naturais e as somas parciais 

finitas que se tomam não são arbitrárias mas apenas as correspondentes a conjuntos do 

tipo {1.. · · , n}. Quando uma família de vetores num espaço normado está indexada com o 

conjunto dos números naturais, que relações existem entre o fato desta família ser ou não 

somável e se ela define ou não uma série convergente. ]'dais geralmente temos: 
00 

2.1.2 PROPOSIÇ""O. Se uma faml1ia (xn)nEé': é somável então, a série associada LXn é 
n=l 

convergente. 

Demonstração. De fato, sendo x a soma da família, dado E > O, existe um subconjunto 

finito F, c N tal que. qualquer que seja a parte finita F c N. contendo F,, se tenha 

i 11 

l
'x- l:xi 1 <E; 

iEF ' 

podemos então fixar um no= no(E) E N tal que F, C {1. · · · , no} e temos que, qualquer que 

seja n ::0: no, a soma parcial 
n 

'i=l 
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verifica 

2.1.3 ÜBSERVAÇ.Z.o. Podemos ter uma série convergente sem que a famBia seja somável. 

1 r n· • • · ( }\nl Por exemp o. a 1am111& aos numeros rea1s 1- 1 -_.com n E . , n , é uma série convergente que 

não é somável. 

A motivação para a definição de seqüência somável está no teorema abaixo, e para ver mais 

detalhes sugerimos consultar Hi:inig [Hcmi, Cap. 1,§1;. 

2.1.4 TEORE:\!A. Seja (xi)iEN uma seqüência de números reais'. Então, as afirmações abaixo, 

são equivalentes. 

1. Dado E > O, existe um subconjunto finito F, C N tal que, para qualquer subconjunto 

fi · F ru F I "' I · . • r 1· ( , · · 1 mto ·C" com =:J temos lx- L_,Xij <e, 1sro e, a 1am1 Ja ,Xi}iE':'i e somave. 
iEF . 

X 

2. A série L:xi é absolutamente convergente para x. 
i=l 

Para facilitar a linguagem. denotemos por :F (I) o conjunto de todos os subconjuntos finitos 

não vazios do conjunto I. 

2.1.5 LE:V!A. Seja (xi)iEI uma família de números reais. Se existe À> O e [LiEFxil <À, 

para todo F E :F(!). Então vale a inequação 

L [x;j :::; 2À, para todo F E :F(!). 
iEF 

Demonstração. Podemos dividir cada A E :F(!) em duas partes disjuntas: 

e A_ = {i E A; X i < o} 

i Pode, também, ser números complexos. 
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2.1.6 PROPOSiç.:l..o. Uma familia (x;)iEI de números reais é somável se, e somente se, existe 

um número positivo À tal que 

para. todo E F (I). 
iEF 

Demonstração. Suponha que seja somáveí para x. Assim. para E= 1 existe F, finito 

tal que 
I 
I~ X. X :S 1. 
i L-- " para todo F ::J F, finito. 
! iEF 

Agora. para todo F C I finito, vale a inequação 
i , I ' , 

~~x;l=i L X;-x+x- L x,I:S1+!xi+ILx, 
· rE~~ 1EFLF, zEE, \F ' 1 iEF'e 

Tome À= 1 + > O e pelo Lema[2.1 vale a inequação 

L I <2À, para todo F C I finito. 
iEF 

Reciprocamente, como LiEF lx; < oc para todo F c I finito. Seja 

y = sup {L lxil; F E :F (I)} :S À< +oc. 
zEF 

Então existe uma seqüência monótona crescente F 1 C F2 C · · · de conjuntos em :F (I) tal 

que 

(2.1) L lxd?: Y 
iEFn 

1 

n 

Portanto, temos as inequações 

(2.2) 

para todo F E :J'(I) com F n Fn = 0. Seja Xn = I:iEFn Xi· Logo, por [2.2], temos 

lxn-Xmi:S L lxii:S!, 
iEFn\Fm 

para todo natural m e n com n ?: m. Conseqüentemente (xn) é uma seqüência de Cauchy 

em JR. Seja x o seu limite. Podemos determinar para cada o > O um número natural n com 

n?: ~ e lxn- xl :S &. Então. para todo conjunto F E :J'(J) com F ::J Fn vale 
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II:xi-
! iEF 

i 

- I '\:""' x· i x 
-~ ~ ·iT n-

1 iEF\Fn 

Portanto. )iEI é somável para x. 

2. 1. 7 OBSERVAÇÕES. 

1. Pela proposição anterior, se uma família numérica é somável, então é somável 

evale:::L l=sup{ lxil FEF(I)}. 
'iEl if::.F 

2. O Teorema 1.4] segue do Teorema [2.1.6]. 

2. 1.8 PROPOSIÇ."O. Se as fanll1ias (x,),EI e (y,),e de um espaço normado E são somáveis. 

e têm por somas x e y, respectivamente, então. as fam11ias 

. À E IR. 

são somáveís e têm por somas x + y =Li EI Xi + LiEI Yi e Àx = À LiEI X i, respectivamente. 

Para séries de números reais ou complexos, temos o critúio de Cauchy, que nos dá uma 

condição necessária e suficiente para que uma série seja convergente sem termos de conhecer 

a soma da mesma. Assim, vamos dar um critério análogo para famílias somáveis. 

2. L9 DEFINIÇAO. Uma família (xi)iEI de elementos de um espaço normado E satisfaz a 

condição de Cauchy se, dado E > O, existe um subconjunto finito F, C I tal que, para 

todo subconjunto finito F' c I e disjunto de F,, tem-se 

2. L 1 O PROPOSiç.t;,o. Toda famJ1ia somável (xi),E 1 satisfaz a condição de Cauchy 

Demonstração. De fato, seja 

x= I:xi, 
iEI 

Dado E > O. existe um subconjunto finito F, C I tal que, para todo subconjunto finito 

F ::) F, com F C I, temos 
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x- I> I <E. 
zEF 

Tomando qualquer subconjunto finito F 1 C I com n F,= 0, teremos 

I> li 
IEF' li 

< 

2.1.11 PROPOSIÇÃO. Se uma famJlia (x;)iEI satisfaz a condição de Cauchy, então o subcon­

junto 

={i E 

é enumerável. 

Demonstração. De fato. temos 

n=l 

onde 

In= {i E I! jjxi li 2: ~} 

:\atemos que, i fi. I' então, Xi = O. Vamos ver que In é finito. Por hipótese, para cada E = ~, 
n 

existe um subconjunto finito F, C I tal que, para todo subconjunto finito P C I e disjunto 

de F" temos 

Em particular, para cada i f/. F" tem-se jjx;jl < ~ e, portanto, i fi. In Logo, In C F, e In é 
n 

finito, para cada n E N. 

2.1.12 ÜBSERVAÇ};.o. Em outras palavras, a proposição acima diz que só as fam11ias que 

são, "essencialmente". enumeráveis é que podem ser somáveis. 

2 .1.13 TEOREMA (CRITÉRIO DE CACCHY). Seja E um espaço de Banach. Uma familia 

(x1),EJ é somável se e somente se, satisfaz a condição de Cauchy. 
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Demonstração. Basta apenas demonstrar a recíproca. Se a família (x1),"1 satisfaz a 

condição de Cauchy, então, usando a notação da proposição [2.1.11], tomemos 

=~x:. 
"---' 
iEfn 

Vamos demonstrar que a seqüência Yn é uma seqüência de Cauchy: pela condição de Cauchy, 

dado E > O. existe um subconjunto finito Fc c ii tal que. para P C f', com F 1 
\', 

temos 11 I: x 1 il <E. Observemos que o conjunto {xnl n E F,}. todos os Xn tem norma positiva 
cE_F' . l 

e. portanto maior que um certo ;;;; , donde I no ::; F,. Para m > n 2: n0 , ternos F 1 = Im - In 

com 

Um -In) r: F,= 0. 

DaL 

" i!Ym- Yn 

Sendo, pois, (yn) uma seqüência de Cauchy em E, que é espaço de Banach, seja x seu limite. 

temos 

llx- Yn li :SE, para n 2: no. 

Vamos mostrar que 

De fato, para todo F ::; In 0 , temos F 1 =F- In0 e, portanto, 

-:L Xi ~Xi 
~ 

iEF' 

-Yno- :LxJI 
i-E F' i· 

IIX-Ynoii+II[Lx:ll <2E. 
I iEF' li 

< 

2.1.14 COROLÁRIO. Seja E um espaço de Banach e seja (x1),E 1 uma faml1ia somável em E. 

Para cada subconjunto I' C I a fami1ia (x1),EJ' é somável. 

iipara os índices ·i f{ I*, temos xi = O. 
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Demonstração. Pela condição de Cauchy, para cada E > O, existe um subconjunto finito 

F, c I tal que, para cada parte finita F de I, disjunta de F, C I, li&::; X i I < c te~n-se ~ntão 

que Tí~: F, é uma parte finita de I' tal que. para todo F' c F. disjunt~ de I' :1 F,, i i:[ x,f
1 
< é 

1'íEF " 

e usando, mais uma vez, a condição de Cauchy. a família (xi)iEI' é somáveL 

2.1.15 PROPOSIÇ.:J:.O. Sejam E um espaço de Banach, urna farn11ia somável de e 

E I: X; 0}. Então, a família (x:)iEI é somável se, e somente se, a subfanlllia 

é somáve! e, nesse caso, 

iE.f iEI*' 

Demonstração. Já sabemos que. se (x;),~ 1 é somáveL o mesmo ocorre com . Supo-

nhamos que •• 1 Dd A' •• 0• e so1naveL e con1 son1a x. a os E > v~ ex1ste um suoconJUnto nn1to 

F; c r tal que, qualquer que seja a parte finita F' de . contendo F;, se tem 

I ;: 

IX- I>l'i < (, 
I iEF' I 

Se F é um subconjunto finito de I, contendo F;, temos que F= F' n I' é uma parte finita 

de r, contendo F;, e 

iE.F iEF' 

mais ainda. 

llx- I> II <E. 
" tEF' · 

2.L16 PROPOSIÇ.:J:.O. Sejam E, F espaços normados e T: E--+ F uma aplicação linear 

contínua. Dada urna famJlia somável (xi)iEI de elementos de E, cuja soma é x, então, a 

farnilia (T(:1·;))iEI é somável em F e tem por soma T(x). 

Demonstração. Segue da definição de família somável e da desigualdade 

para cada conjunto finito Y 
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= 
2.1.17 TEOREMA (CRITÉRIO DE CAUCHY PARA SÉRIES). Uma série LXk converge se. e 

somente se, 

= 
1 I: 

n=l 

= 
2. I:vn 

n=l 

!I 
lim ii 

n,~-x !I 
11 k=nl 

k=l 

Vn uma série num espaço de Banach. Então, 

= 
= I: Vn. se a série for incondicionalmente convergente. 

n=l 

é com·ergente, se a série for absolutamente convergente. 

2 .1.19 TEORE:\lA. Um espaço normado E é um espaço de Banach se. e somente se, qualquer 

série absolutamente somáFel é somável. 

Demonstração. Para demonstrar a completude de E. basta mostrar que toda seqüência 

(xn) de Cauchy é convergente. Para isso é suficiente que (xn) possua uma subseqüência 

convergente. De fato. escolha uma seqüência de inteiros positivos (nk) tal que. 

. .. 1 
Yk - X X e il·y• i; < -~ - nk+l - n~;; : ,.;: il - 2k · 

Desta forma, a série f Yk é absolutamente convergente, e pela hipótese, é convergente em 
k=l 

E. Da identidade 

(2.3) 

concluímos que a subseqüência (xnk) é convergente. 

Reciprocamente. se E for Banach, mostremos que uma série absolutamente convergente é 

incondicionalmente convergente. De fato, dada uma permutação CJ de N, temos L llxn li < oc 

e pelo Teorema de Dirichlet sabemos que f: lixa(n) li < x. usando a desiguald;d~ triangular 
n=l 

temos que 
!i n m 11 'I n 11 1 I 
1.1 L Xa(j) - L X~(j) i = \! L X~(j) 
I J=l J=l i ,r J=m+l 

= 
Logo. a série :Lxo(n) satisfaz o critério de Cauchy. 

i 
I< 1-

n 

"\."'"" " 'I L IIX~(j)i . 
j:::;:m+l 
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:\ão é difícil exibir exemplos de espaços de Banach. de dimensão infinita, que possuem 

séries incondicionalmente convergentes que não são absolutamente convergentes. Antes va­

mos assumir o seguinte resultado que caracteriza as séries incondicionalmente convergentes. 

para sua demonstração veja [::VIart. Cap. 2,§1 ] ou 

2. 1.20 TEOREMA. Seja (xn)::'~ 1 uma seqüência num espaço de Banach E. Então as seguintes 

condições equivalentes. 

·= 
1. A série L converge para qualquer permutação r; de inteiros positivos. 

2. A. série L Xn, converge para qualquer seqüência ( n;) estritamente crescente de inteiros 

positivos. 

3 A série L converge para toda seqüência de sinais Bn, isto é, ()n = :::L 

4. A. série '5-: Xn é somá vel, isto é, existe x E 
~ 

n=l 

tal que, para cada e > O, existe F, C N 

finito tal que para qualquer F C N finito, F ::::! F, tem-se -Lxi/i<" 
iEF il 

'\um espaço de Banach. como vimos na demonstração de [2.1.19], qualquer série abso­

lutamente convergente é incondicionalmente convergente. Daremos dois exemplos de séries 

num espaço de Banach de dimensão infinita que são incondicionais mas não absolutamente 

convergentes. 

2. 1.21 EXE'vlPLO. Sejam E = €2 e a seqüência (xk), xk = (0, · · · , t, · · ·). A série fxk con-
k-1 

verge para s = (L ~, · · · , ~, · · · ) incondicionalmente, mas não é absolutamente co1~vergente 

em E, pois, 
X X 

1 L [[xkl[ = L k = x. 
k=! k=l 

A série f: Xk converge para s, desde que 
k=l 

Para mostrar que a convergência é incondicional, vamos usar a caracterização 3 do teo-
-X· 

rema [2.1.20]. Seja e: N---+ {-1,1} uma função qualquer. Vamos mostrar que )9iei é 

convergente. De fato, para n > m inteiros positivos, 
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I 
( em-'-1 e" ) I O ..... O. . ...... -'.0.· .. I 

· · m+ 1 · n 

n 
1 :L "'2 ___, o' 

. 1 
t=m+l 

X 

satisfazendo o critério de La.ucny portanto L é convergente. 

2.1.22 EXE:VlPLO. Sejam e1 =(LO,···), e2 = L O. · · · ) . · · · ; os vetores canônicos de Co. 

/i série 

é incondicionalmente convergente em Co, mas não é absolutamente convergente. De fato, 

vamos usar a caracterização 2 do teorema [2.1.20]. Seja (nk) uma seqüência estritamente 

crescente de inteiros. Então, para n > m temos 

- sup { . 
1 

. , m + 1 < k ::; n} 
rrk logtnk -r- 1) - ~ 

1 ---,.-------,- m...=.:; O. 
nm+llog(nm+l + 1) 

Logo, a série é incondicionalmente convergente. A. norma em Co de cada elemento é 

I ~ en 11 

I nlog(n + 1) llcx (2.4) 
1 

nlog(n+ 1)" 

Portanto a série não converge absolutamente. 

2.1.23 ÜBSERVAÇ.:;;.o. O exemplo acima fornece uma maneira de construir séries que sao 

incondicionalmente convergentes mas, não são absolutamente convergentes em Co· De fato, 

seja A= {(ai):, ai E lR, O < a1 < ai+l e ai ::; log( i + 1)} .. 4 série procurada é 

Basta notar que 

X 11 fk li = 00 ~ > X . 1 = X. 8 Wi lloc ~ w, - 8 zlog(z + 1) 

A. incondicionalidade vem do fato da seqüência ser estritamente decrescente e positiva. 

A relação entre série incondicional e série absoluta num espaço de Banach foi solucionado 

pelos matemáticos Dvoretzky and Rogers em 1950, veja as referências [KaKa, DJT]m 

iii Achar esta relação se tornou um dos problemas do célebre Scottisch Book.:..,Iesmo no espaço {1 , aparen­

temente simples, foi resolvido na década de 40 pelo matemático '\!. S. '\!acphail. 
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2.1.24 TEORKIIA (DVORETZKY-ROGERS). Se cada cada série incondicionalmente conver-

gente no espaço de Banach E é absolutamente convergente, então tem dimensão finita. 

2.2 Convergência fraca em espaços normados 

O objetivo desta seção é dar pré-requesitos para o estudo da convergência fraca, esta­

belecendo seus principais teoremas. Sugerimos consultar a referência [Dies]. 

A topologia fraca em E. denotada por J(E. E'), é a topologia invariante sob translações 

que admite como base de vizinhanças da origem os conjuntos da forma 

(x)! <c}. . " 

para 1 :s; j < n. com 'Pl· · · . 'Pn E e c> O. 

2.2.1 ÜBSERVAÇ.:;.o. Pode-se demonstrar que na topologia fraca existem abertos da topo­

logia da norma de E que não são abertos da topologia fraca e as topologias coincidem se, e 

somente se, E tem dimensão finita. 

2.2.2 DEFI:'\Iç.:;.o. Seja E um espaço normado. Cma seqüência (xn) converge fracamente 

para x E E, se ;;(xn) converge para ;;(x), para cada;; E E'- Dizemos apenas fracamente de 

Cauchy quando para todo ;; E E' a seqüência ( ;;(xn)) ~~• é uma seqüência de Cauchy. 

A convergência de seqüências na topologia fraca J(E, E') é equivalente à convergência 

fraca, cuja demonstração é muito simples. lisaremos a notação Xn ~ x, significando que 

f t 11 11 . .fi d l' I' 11 0 Xn converge racamen e para x e Xn --'+ x SlgJll can o 1m ,IX- Xn = . 
n-cc 

2.2.3 PROPOSIÇÃO. Se Xn ~ x num espaço nonnado E, então: 

(i) O limite é único: 

(ii) Toda subseqüência (xnJ converge fracamente para x: 

2.2.4 PROPOSIÇÃO. Seja (xn) uma seqüência num normado E. Então, 
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~ S .. E - w . 1. li 11 
:0:. e dlm < x. entao Xn----" X nnp 1ca Xn----" x. 

Demonstração. . Para cada c;; E E' temos 

< - ! 
i- -xi'. 

Logo, converge para w 
e. portanto, Xn --+ x. 

(2) Suponha que dim E < :x. Seja { e 1 , · · · , ek} uma base de O conJUnto { Ylc · · · . c;;k} 
k 

E' ·''-íi. b dE1 E-c . , com 'Pi\eJ! - .,1 , e uma ase e · . ntao. Xn ) y·.Jxn)ei e x = 
z=l 

w ( . cada n 2: l. Como Xn ----"::c segue que, ç 1(xn) converge para ç 1,x), para cada L= L··· . k. 

Logo. 
k 

- xii ::; L iYi 
1=1 

onde, a= m~x { iie;il 1 S: i S: k} 

I ' I' I!.P-.1 
i;,__,, li 

2.2.5 ÜBSERYAÇ.?\0. A convergência fraca, em gemi, não implica na convergência na norma. 

Para o exemplo a seguir, seja 

1 1 
e -+-=1 

q p 

2.2.6 EXEMPLO. Seja E= tp, l < p < x. Considere a seqüência (en) tal que lleniiP = 1 

para todo n. Logo, en +-+O. Entretanto, <p(en) --+ O para cada <p E E'- Seja <p E €q, <p = (y1) 

com f ly1lq Logo, Yi converge a zero. Pela identificação do dual, <p(e1) = y1 converge a zero. 
i=l 

2.2. 7 EXE:\lPLO. Seja E = Co e Xn = (1, L··· , 1, O .. ·) onde Xn tem n coordenadas não 

nulas. Então Xn é fracamente de Cauchy, pois <p = (Ç 1 )~ 1 E c'0 = 1'1 . Nós temos que 
n = 

ç(xn) = 2::: ç1 --+ 2::: ÇJ quando n -+ x. Jv1as (xn) não é fracamente convergente em E. 
j=l j=l 

pois (L L .. ·) li" Co· 

Para as demonstrações dos teoremas abaixo consultar [l\!Iart, Cap. 3, §2] ou [DJT, 

Cap. 1]. 

2.2.8 TEORE:VlA (::VIAZt:R). Se A é um conjunto fechado e convexo em E então, A é fraca-

mente fechado. 
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---,-----::-," I' 
2.2.9 TEORE:\!A. Se (xn) é fracamente convergente parax E E, entãox E span[xn, n E Nr" ' 

I, 11 I. il e ,[X ::; sup lxn". 
n 

2.2.10 TEORE:\lA. Se E é separável então. a bola unitária B 

seqüêncialmente compacta na topologia fraca estrela. 

2.2.11 TEORE:\!A. Se A é tal que span é denso en1 E' e 

que supn li < x e para algum x E E, lim 

x fracamente. 

li:;!l < 1} é 

é uma seqüência em E tais 

con""<v'erge para. 

O próximo teorema é essencial na demonstração do Teorema de W. Orlicz [Orli]. 

2.2.12 TEOREMA C'SCHCR-€1). Em €1. convergência fraca de seqüência coincide com con-

vergéncia na norma, 

Demonstração. Vide Teorema 1.7, Cap. 1]. 

2.3 Relações entre espaços de seqüências 

:\'esta seçao, nosso trabalho está concentrado em definir os espaços de seqüencias 

If!'{(E), Bs(E), Bw(E) e !!'{'(E). 

2.3.1 DEFI'\IÇ-:;,0. Seja E um espaço vetorial normado. 

= 
a) ty(E) denota o espaço vetorial de todas as seqüencia (xn) c E tais que, L Xc-(n) é 

n=l 

convergente, para toda bijeção 1r : N --+ N. 

CC 

b) t! (E) denota o espaço vetorial de todas as seqüência (xn) C E tais que L jç(xn) I < x, 
n=l 

para todo 'P E E'-

= 
2.3.2 ÜBSERVAç.:;,o. A série :Lxn é fracamente incondicionalmente de Cauchy em E se, e 

somente se, para cada :p E E' ,n~: 

L l:p(xn)l < X 

n=l 

1'L. SchuL 1921. 
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Desta forma, a cada elemento de f:'í' (E) está associada uma série fracamente incondicional­

mente de Cauchy, 

2.3.3 PROPOS!Ç,:i..O. ft 

Demonstração. Cada 

é um espaço de Banach com a norma 

l!w = sup {f 
n=l 

! . d; c. E! e 'I' 
" y ~ i 

define uma aplicação 

Claramente, T é linear. Para provar que T é contínua basta mostrar que o gráfico de T é 

fechado. 

Suponhamos que \Jk converge a <p em e 

)= 
n=l 

Então, por um lado, 

para qualquer n. Logo, (1Jn);:'=1 = ( 'P(Xn) );:'= 1. Assim, 
oc 

sup {L I'P(Xn)l: 'P E E' e IIPII :S 1} sup { IITpjj, IIPII :S 1} = IITII < oc. 
n=l 

Desta forma, li (xn) llw está bem definida e é fácil ver que é uma norma em i'f(E). Para provar 

que €f(E) é completo, seja (x~)'; 1 uma seqüência de Cauchy em f')(E). Em particular 

Logo, (x':n)';: 1 converge a Xm para cada m E N. Provaremos que (xn) E tj(E) e que (x~) 

converge a (xn) em €j(E). Dado E> O, existe j 0 tal que. 

jj(x~- x~JIIw = sup {L j'((X~- x~)j, p E BE'} :S c 

para j, k 2: jo. DaL sup {L !'P(X~- Xn)l , i!'PII :S 1} :S E, para j 2: jo Logo, x~- Xn E [](E) 

e l!x~,- Xnllw :S e, para todo j 2: jo. Portanto, 
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Denotemos por F o conjunto de todos os subconjuntos finitos e não vazios de l\L Vamos 

mostrar mais tarde que (xr) E fY'(E) se, e somente se, sup {12> I F E F} < oc. Este 
1 iEF ' 

supremo define uma nova norma em ey• (E). DaL para x = ): 1 E ff( E). 

Quando nos referirmos ao espaço (E) estaremos sempre, ·mençao expl{cita em 

contrário, considerando a norma .11 1 . Veremos que f](E) é um subespaço fechado de 

(€"-1 !E\. ii. li.). 
\ j 11 i' l 

2.3.4 DEFl:--iiÇ.:\.0. Dizemos que uma seqüência (xn) num espaço de Banach E tem soma in-
= 

variante quando existe x E E tal que, x = LXn ex é também a soma de cada rearranjamento 

convergente de . Desta forma. 

Itt(E) = { 
= = = 

):;:1 L Xn < :X e L Xn = L 
n=l n=l n=l 

sempre que f: Xvfn) converge}· 
n=l 

Se a dimensão de for finita. utilizando o Teorema de Dirichlet, U](E) = f](E). I\o 

caso da dimensão de E ser infinita veremos que em qualquer espaço de Banach, l'j(E) é um 

subconjunto próprio de U!(E). 

2.3.5 DEFINiç.:;,o. Seja (xr) uma seqüência num espaço de Banach E. 
= 

a) Dizemos que x é uma soma (forte) de (xr) se, x = LXr: 
i=l 

oc 

b) Dizemos que x é uma soma fraca de (xr) se tp(x) =L tp(xr), para todo :p E El 
i=l 

Com esta definição, dada uma seqüência em E, esta pode não ter uma soma fraca. ::\ós 

seguimos o trabalho de C. W. ?vfacarthur [Mcar], o qual mostra que o espaço de Banach 

E = eo. tem uma seqüência que está em l'j(E) mas, não tem uma soma forte. Para isso. 

vamos introduzir dois novos subespaços de fj(E): 

Bu:(E) ={sE l't'(E): s tem uma soma fraca} e Bs(E) ={sE l'j(E): s tem uma soma}. 

Veremos que em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita, é verdade que 

e]( E) c Bs(E) = If.~(E) n tj(E) c Bw c tj(E). 

~o caso E= Co· as inclusões acima são próprias. 
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2.4 Subespaços lineares fechados de R.'f(E) 

Vamos caracterizar a completude dos subespaços Bw- Bs C f'((E) e relacioná-los. 

2.4.1 PROPOSJÇ.4.o. Se é fracamente incondicionaimente somável então. 

Demonstração. '\a demonstração da proposição [2.3.3], construímos uma aplicação T 

r C E/~ y "- ' ' ' E €1 que é contínua. DaL (x1) E (E) se. e somente se, 

sup <L l:p(x;)j; :p E E 1 e II:PII :'::: 1 < x. 
( X } 

L ~=1 

Sejam I:/:= {i; i.:'::: n, cp(x1) :2: 0}, I;; {i; i:'::: n, cp(x1) <O} e In= I;; UI;;. Assim. 

para cada cp E Bp temos · 

sup {f: !cr(xi)l, 'P E Bp} -
t=l 9 ~~, { s~p (~ l:p(x;) ) } 

Quanto a segunda parte. 

9 ~~, { s~p {,E :p(x1) +,E -:p(x1)}} 

< 10 ~~, { s~p {,E cp(x;)} + s~p { 
1

E -cp(xi)}} 

< 9 ~~. { s~p{f,Ecr(xil[}+s~p{[ 1 E'P(x;J[}} 
< 9 ~~, s~p { t:p(xil[} + 9 ~~. s~p {lt:p(xil[} 

< s~p 9 ~~. {Jtcr(xil[} +s~p 9 ~~. {ft:p(xi)} 

{
'I I } 

< 2 sup [',_Lx1 J' :F E F . 
,I,EF 
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= > sup {f: i;;(xi)l, ç E Bp} 
'1=1 

> 

> 

> 

2.4.2 COROL..\.R!O. O espaço vetorial normado (t'í(E), ]! . !1 1 ) é completo. 

Demonstração. Pela Proposição [2.4.1] as normas j!, . ',' 1 e i são equivalentes en1 fl' (E). 

2.4.3 TEORE:V!A. Seja E um espaço de Banach. Então Bw e Bs(E) são subespaços fe­

chados de fj(E), e a aplicação L: sE Bw(E) H L(s) E E dada por L(s) igual a soma fraca 

de s, é uma aplicação linear contínua e tem norma I. 

Demonstração. Para mostrar que Bw(E) é fechado em €f(E), seja (sn) C Bw(E) uma 

seqüência em Bw(E) que converge paras E t'](E). Para cada n E N, seja Xn a soma fraca de 

sn. Como (sn) é uma seqüência de Cauchy em €f(E) então. para cada E> O, existe n, E N 

tal que, 

' I' E i!Sm- Sn IJ < 2' param, n 2: n,. 

Para esses valores de m,n e ;p E E', com 11;;11 :S L temos que, 

?O 

Jç(Xm- Xn)[ :S L !cp(s;,- s~)l :S 2llsm- Sn]l 1 <E 
i=l 

A segunda desigualdade provem da Proposição [2.4.1]. Portanto, por [A.4.4], (xn) é uma 

seqüência de Cauchy em E e, assim, (xn) tem um limite x. Agora, para E> O e 'P E E'. não 

identicamente nula, existe um n, E N tal que, 

' I' E 
!!Bn- .SI r<~.'·· 11' 4 :: ;,p 

para n 2: n,. e desde que Xn converge para x, escolhamos n, tal que 
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Jjx -xnll 

AquL se n > nc então 

X êÇ 

-L ;p(s')l < i.',>''·· ,~ 

'~: 

i=l 

< I! " 
i!Yii 

< i[ ,I' _E-_;_') 'l'l·'i'i I '' < 
i1Y1I ') l'l "'' • -, Y I liSn- 8[[! E. 

"""i.Yii 

A segunda desigualdade vem da Proposição [2.4.1], x é a soma fraca de s. Logo. Bw(E) é 

fechado em 

:viostremos que B,(E) é fechado em (E). Suponha que a seqüência 

converge para s E tt'(E) e seja Xn a soma forte de Sn. Como Bs(E) C Bw(E) e Bw(E) é 

fechado em f.f(E). segue que s tem uma soma fraca x e Xn converge fortemente para x. 

Assim, dado c> O, existe p = p(E) E N, tal que 

e 

I
. E 
'x- x 1.1 <­I P1, 3 

como xp =f s~, existe q E N tal que se r 2: q então !lxP- Í:S~[ :S ~· Portanto, se r 2: q, 
i=l ,I ·t=l ~ 

então 

r r il 8 8 ~ - 8 s' li < E. 

Logo. s tem soma x e B,(E) é fechado. 

Agora vamos mostrar que L é linear e tem norma 1. Consideremos a bola unitária BE' 

em E' e fixes E Bw(E). Seja x = L(s) a sua soma fraca. Então, 
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ilxll - sup { lv(x)l: :p E Bp} 

sup {:~~~ t :p(s:)[: :p E Bp} 

< sup { sup{ l:p(~s') I n E N} :P E Bp} 

- sup{sup{I:P(L." si)l;:pEBp~:nEN} 
' ;:::::::1 I J 

sup {il f>:lji:n E N} :S: s![ 1 . 
I, ,=1 , 

A aplicação L é obviamente linear e contínua com !I L li :S: 1. Agora, qualquer que seJa 

x0 E E\iO}. a seqüência 
' ' . 

. O,···) está em Bw(E) e tem norma um. o que implica i IL li = L 

2.5 Extensão do Teorema de Hardwiger 

Veremos uma extensão do Teorema de Hardwiger para espaços de Banach. O Teorema 

de Hardwiger mostra que, se E é um espaço de Hilbert com dimensão infinita então, f'{( E) é 

um subespaço próprio de Iey(E). C.W. Mcarthur [Mcar] estende o resultado de Hardwiger 

para um espaço de Banach qualquer. Antes veremos a definição de sistemas biortogonais. 

2.5.1 DEFI:'\IÇ.Ã.O. Sejam (x:) e (:p:) seqüências, respectivamente, nos espaços normados E 

e El O par (x:, v:) é chamado sistema biortogonal para E se :p;(x1) = O:J· 

2.5.2 DEFI:'\!Ç.Ã.O. O operador de expansão Un é definido por 

n 

Un(x) = 2::: :Pi(x)x:, 
Í-= 1 

para todo x E E. 

2.5.3 PROPOSIÇ.Ã.O. Seja (x:. :P:) um sistema biortogonal para E tal que sup j:p(Unx)l < oo, 
n 

x E E, :p E El Então, (x:) é uma base de Schauderv para o espaço span[x:, i E N]. 

vver Apêndice A, p. 66. 
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Demonstração. Por hipótese, supn lç(Unx)i < x, x E: E, :p E: El Portanto, pelo Thorema 

de Banach-Steinhaussv1
, existe uma constante VI> O tal que, 

(2.5) sup li < 
n 

Tome x E span[x, i E Nj. Então. para cada f > O existe um elemento 

tal que, 

Mas. 

e Un (y1) = YJ para cada n 2: j, devido a biortogonalidade. Assim. 

< para todo n 2: j. 

E também. 
X 

- "\" '" 1'x'x - L_..Yi, ) i· 

i=l 

É claro que os coeficientes da expansão de x são únicos, desde que, 

E span[xr, · 

com o-1 E JR, i= L 2, · · ·, apíicando 'Pk em (*) e usando que 'Pk(x1) = i5kJ, obtemos ak =O, 

para todo k. 

2.5.4 COROL..Í.RlO. Seja (x1, ç 1) um sistema biortogonal para E. Então, {x1, i E N} é uma 

base de Schauder. para span[xi, i E N] se, e somente se, 1 :S supn iiUnll < x. 

Apesar de todo espaço de Banach com uma base de Schauder ser separável a recíproca 

não é verdadeira. Esta afirmativa, proposta por S. Banach, ficou conhecida como o "Problema 

da Base". Esse problema foi resolvido em 1973 por P. Enfio. :'\o teorema abaixo vemos que 

todo espaço de Banach de dimensão infinita contém um subespaço com uma base. Csando 

a proposição [2 .. 5.3], concluímos que todo espaço de Banach de dimensão infinita possui um 

subespaço fechado com uma base. 

viver apêndice. 
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2.5.5 TEOREMA. Cada espaço de Banach de dimensão infinita possui um subespaço com 

uma base. 

Para demonstração ver [.:~'!art. p. 

Se é um espaço de Banach as afirmações abaixo são equivalentes. 

(i) E tem dimensão infinita: 

(iii) €j(E) é um subconjunto próprio de Uj(E). 

Demonstração. [(i)=?(ii)] E contém um subespaço fechado de dimensão infinita 

tal que. llxi li = 1. Daí, existe uma seqüência ( 'Pi) em tal que, 

Consideremos Bk a seqüência finita definida por 

onde, Bk consiste de 2e elementos. 1\'ote que o termo Xk ocorre k 2 vezes e a soma destes 
k 

elementos( termos ímpares de Bk) de Bk tem norma k, pois, 

k 2 parcelas 

Seja a seqüência s = (si) em E. construída da seguinte forma 

x2 x2 x2 x2 x2 x 3 ) -------- ... 
2'2' 2'2' 2'3' 

isto é, colocamos o bloco B2 adjacente ao bloco B 1, B 3 adjacente ao B 2 , etc., e a norma dos 

termos ímpares em cada bloco é k. Segue-se daí que, s ~ €f( E). De fato, escolhendo, 
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F1 { 11 
~] 

F2 - {3,5,7,9} 

F3 {'' 1 3 1~ ll, J. ) o. '27} 

-

Fn - Termos ímpares do bloco B, em S, 

Assim, 

=L I>ll=2, 
iEFz li 

donde, sup {I ~Bi I F E :F} não é finito e, pela Proposição 

:L si= O, 
i=l 

, i d rtr 'E\ E' claro q1ue, lJ~B;ct-1\ r ~ , 

Falta mostrar que s E Iff, Suponha que s' = (s,uJ) seja um novo rearranjamento convergente 

e tal que, 
00 

Y =:L S,(i)' 

i=l 

Desde que, E0 é um subespaço fechado de E, 

Y = 2~2, ( t Br(i)) E Eo, 
z=l 

Expressando y no sistema biortogonal 

X 

(2,6) y =L 'Pi(y)xi, 
i=l 

Para cada i E N, tome no suficientemente grande tal que, todos os termos do bloco B1 

aparecem na soma S,(l) + , , , + s,(no), 

Agora, se n ;::: no então, 

n 

L 'Pi (S,(j)) = 'Pi (L Br(j)) + L yi ( Sr(j)) 

J=l jEF jEF' 
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onde. F= {j : j :S n e s,(j) E Bi} e F'= {j: j :S n e j c:f F}. Assim, 'L.jeF s,u) =O, e pela 

bíortogonalidade, :Pi(s,u)) =O se j E F'. DaL 'Pi(y) =O. Como :P:(y) =O para todo i E N, 

usando a equação [2.6], temos que y =O; 

[(ii)=?(iii)] É fácil ver que (E) C JE~ r: f~'(E) para todo espaço normado E: segue 

que (E) ~ Jfl(E) 

[(iii)=? 

(iii) implica 

Desde que (E) = Iey (E) se, e somente se, E tem dimensão finita então. 

2.6 Comparações entre subespaços de Bw(E) 

:\esta seção vamos comparar. segundo a inclusão. os subespaços ey(E), Bs(E). Bw(E) e 

t'f(E). Concluiremos que (eo). 

O móximo Corolário é uma conseoüéncia do Teorema de Hahn-Banach.vii 
" " 

2.6.1 CoRoL.,\,RIO. Se E é um espaço de Banach então, 

tf(E) C B,(E) = lfl(E) n er (E) C B,.(E) C fl(E). 

Demonstração. Para qualquer espaço de Banach E, usando a Proposição [2.2.4]. 

fl(E) c C;'(E). 

É claro que l't(E) c Bs(E). Temos também que, Bs(E) c ltt(E). pois, se s E Bs(E) e s 

tem uma soma x e se, s' é um rearranjamento de s com soma x', pela definição de er(E), 

p(x) = p(x') para todo p E E/ Usando o Corolário [A.4 . .S]. x = xl Portanto, como é claro 

que if(E) :n Ifl(E) C Bs(E) temos 

Bs(E) = Uf(E) n tf(E). 

E pela Proposição [2.2.4]. temos que Bs(E) C Bu.(E). 

2.6.2 DEFICiiÇ.~O. Um espaço de Banach E é fracamente seqüencialmente completo 

se cada seqüência fracamente de Cauchy é fracamente convergente para um elementoviii de 

E. 
víiVer Apêndice A. 

viiil.Jma seqüência (xi) converge fracamente para x se: e somente se: (xi) converge para x na topologia fraca. 

Para maiores detalhes ver [DJT]. 
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A noção de convergencia incondicional tem muitas aplicações. especialmente na teoria 

da integração. A demonstração do Lema abaixo, no espaço fracamente seqüencialmente 

completo é baseada no trabalho1
x de . Orlicz [Orli]. Para uma outra demonstração 

ver [Dies. Cap. . p. 6 ] 

X 

2.6.3 LE:VIA. Seja E fracamente completo. Se a série LXn é fracamente incondicionalmente 
n=l 

convergente então. 

1=0 

uniformemente na bola unitária B E'. 

Demonstração. Seja II o conjunto de todas as seqüências crescentes de números naturais. 

Para cada" E fl. 7i = , sabemos que 

00 

L l:p(xn)l =L l:p(xnJI <X 
k=l 

Logo, (f: :p(xnJ) ~= 1 é fracamente de Cauchy em E e converge a x, E E na topologia fraca. 

em virt~de de E ser fracamente seqüencialmente completo. Podemos escrever 

para cada :p E P. A aplicação 

Y :E'----e, 

'P r---

é linear. Pelo Teorema do Gráfico Fechado, V é continua. Vamos mostrar que V é compacta. 

Seja ]\;f= span[x1, i E N]. Como, para cada r. E II, Xr, é o limite fraco de uma seqüência de 

elementos de [xi, i E N]. temos , x, E 1\!J, Teorema [2.2.8]. Seja (r:pi) uma seqüência em BE' 

e, para cada i, seja ~-, a restrição de 'Pi ao subespaço 1\!I. Desde que, l'vf é separáveL pelo 

Teorema [2.2.10], existe uma subseqüência (1PiJ que converge na topologia fraca estrela de 

jVJ'. para um funcional1/;o E Af'. Pelo Teorema de Hahn-Banach, seja :p0 a extensão de v 0 a 

ixversões mais elaboradas podem ser encontradas no livro de Dieste![Dies]. 
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E. Vamos mostrar que V(:p;J converge fracamente para V(:p0 ) em [ 1 . Como 1/ é limitado. 

é suficiente rnostrar que 

lim f \ \ 
) ) . 

para cada funcional limitado em Seja 1, a função característica do conjunto-:: E ll. É 

fácil ver que, 1:-r E fx estando associadox ao funcional f,. en1 t~ definido por 

f, 

para cada a= E [ 1 . Isto n1ostra que. 

~~~ f,(V(:pik)) = ~~r:2; L :Pik(xn) = ~~~ :Pik(x,) = t.>o(x") 
nE" 

n1as. -----+ vo(x-). e 
\ " . 

' 'o - '·o lx ' - ~ · ·• (x '; - J' '---' - Y \ "/ - L__; yO , -n - " 

Donde. 

f (v(" )) -f í"í" \\ " 'r-'<1, - 7T\ v \YO)) 

Do fato do conjunto [1,, r. E fl] ser denso em ["" temos, pela identificação 1"1 ~ ["'' que 

[f", r. E fl] é denso em(~. Pelo teorema [2.2.11], V(:p1J converge fracamente para V(:po). 

Pelo Teorema de Scliur-[1 [2.2.12], convergência fraca e forte são equivalentes em [1 , isto é, 

V (B E') é compactox' e V( :p1J converge fortemente para V( :p0 ). Logo, V(BE') é relativamente 

compacto em tr. 

Seja (h) uma seqüência de operadores de [ 1, definidos por Tk(ak) = (0. · · · , O, 

ak,ak+L ... ). É claro que 1\Tk\\ = L para todo k, e a seqüência (Tk) formam um con­

junto de funções eqüicontínuas no espaço compacto V ( B E'). Como lim Tk (a) = O para cada 
k~= 

a E V(BE), pelo Lema [A.5.2J, 

O= lim sup { i!Tk(a) li: a E V(BE')} = lim sup { j[Tk( (:p(x;));~,) 11. :p E BE'}, 
k-oc- k--oc 

e portanto, 
co 

~~~L l:p(xi)l =O 
-i=k 

uniformemente na bola unitária Bp. 

x f= é isometricamente isomorfo a fí. 
xlPois é fechado e seqüencialmente compacto num espaço métrico. 
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2.6.4 TEOREMA ( ÜRLlCZ). Se E é fracamente seqüencialmente completo, uma série fraca­

mente incondicionalmente convergente é necessariamente incondicionalmente convergente. 

Demonstração. Seja cc: E TI. Por hipótese. existe x, E tal que 

para cada ;; E E/ Então 

I :,' 
''\' I I L, Xn- X,. II 
: nE7T 1 

ns;N 

nE~; 

:S _sup {f lç(x,)! } 
+'"=BE' i=:V 

Pelo Lema [2. o últin1o tern1o da equação [2. 7] converge a zero para 

usar o item (2) do Teorema [2.1.20] e o teorema está provado. 

~ x. Assim. 

2.6.5 PROPOSiç.:;o. Se E é Banach reflexivo então, E é fracamente seqüencialmente com­

pleto. 

:VIuitos espaços de Banach clássicos são reflexivos e. portanto. são fracamente completos. 

O Teorema de Orlicz nos diz que se E é espaço de Banach fracamente seqüencialmente 

completo então, f't(E) = í'J(E). Com o propósito de estudar E= Co, vejamos que ft(eo) ~ 

ej(eo). 

2.6.6 DEFI:\'IÇ.:;o. Dizemos que o subespaço M C E é uma cópia de F se existe uma bijeção 

linear T entre ivf e F, que é contínua e tem inversa y-r contínua. 

2.6.7 TEORE}1A. Se E é um espaço de Banach então as seguintes condições são equivalentes: 

(a) Existe uma série fracamente incondicionalmente de Cauchy em E que é convergente, 

mas não é incondicionalmente convergente. 

(b) Existe um série fracamente incondicionalmente de Cauchy em E que é fracamente 

convergente, mas não é convergente. 

(c) Existe uma série fracamente incondicionalmente de Cauchy em E que não é fracamente 

convergente. 
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(d) O espaço E tem uma cópia de co. 

Para a demonstração deste teorema ver [Dies, Cap. V]. Aqui vamos dar alguns exemplos 

no espaço Co· 

= 
2.6.8 EXEMPLO. Seja ) a base canônica de c0 . Considere a série ;[xk, onde 

k=l 

k>L 

Esta série é fracamente incondicionalmente de Cauchy mas não é fracamente convergente. 

De fato, consideremosofuncionalcp = (cpn) E éo = eJ. Temos jcp(xJ)! = t I'Pl]' jcp(Xk) = 
1-lco .. + ok_ 1 l. oara k > 1. A.ssim, 
i 2' h . ' ! ' -

1 l I I l <- ,_:::::1 ....,... -,.:;') -!... .:;1-- 1-::.:3 - 2 r~ 2 I _, 2 I 

k=l 

Portanto, a série é fracamente incondicionalmente de Cauchy. Vejamos que não é fracamente 

convergente para x E Co· Tomemos (e~);:-'~ 1 a base natural de t\. Assim. 

se n = 1. 

se n f 1. 

Logo, a série não tem uma soma fraca. 

2.6.9 ExE:VIPLO. Seja (e;) a base de canônica de Co· Considere a série fxk, definida por 
k;:o;l 

x 1 e1 , 

1 
x2 2e2, 

X2k+I - -e2k-J + e2k+J, 

k ?_ 2. 

Esta série é fracamente incondicionalmente convergente e, é fracamente convergente para 

zero mas, não é convergente. 

2.6.10 EXE'IlPLO. Seja (ei) a base de canônica de CQ. Considere a série fxk, definida por 
k=l 
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Esta série é fracamente incondicionalmente convergente e, é fracamente convergente para zero 

mas não é convergente. É claro que a série não converge em Co- De fato, tome 'P = ( 'Pi) E c'0 

e sn = cp(xk) = :p,. Portanto, converge fracamente para zero. Em módulo, 

X 

i+ i;;'2[ + ... = 2 L I:.Pkl < C>C. 
k=l k=l 

2.6.11 EXE:VIPLO. Seja a base de canànica de Co. Considere a série :[;;"=1 xk, definida 

por 
1 

X2k = e2k e X0k_,_1 = e2k.J...l-. - . 2k + 1 . 

A série L:xk não é fracamente convergente, mas é fracamente incondicionalmente de Cauchy. 
k=l 

2 .6.12 TEORE:\lA. Se é fracamente seqüencialmente completo então, 

ft(E) = Bs(E) = Ift(E) n ft = Bw(E) C I fi 

Demonstração. Para qualquer espaço de Banach E, fj(E) C Jef(E). Como E é fraca­

mente seqüencialmente completo, pelo Teorema de Orlicz [2.6.4] fi.(E) = fl(E). Csando o 

Teorema [2 .. 5.6], tl(E) C U.f(E). "'ote que Bw(E) c tf(E) = €f( E). Finalmente, usando o 

Corolário [2.6.1], concluímos que 

fi.(E) = Bs(E) = /ft(E) n €f = Bw(E) c lft. 

2.6.13 COROLARlO. Se para um espaço de Banach E. f](E) é um subespaço próprio de 

€f(E) então, ey(E) é um subespaço próprio de Bs(E). 

Demonstração. Suponha (sn) =sE ff(E) \ ey(E). Para cada k E N, seja Bk uma seqüên­

cia finita de 2k termos. 

B _ (.Sk. Sk.. Sk.· Sk) 
k- \ k.- k .... i -y:;· -k 

Construímos a seqüência s' = ( s~) "justapondo" os Bk' s, isto é, 
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Fica claro que, 

:z=a;=o 
-i=l 

e, para cada ;; E E', 

I I ' ' I ) , ' ,,...,, <:< ;' 1 = 1-,.-,, ,;;:< I --L: 
Y\"-'i i IY\'~1, i ~ ; 

-i=l 

oc 

2 L l;;(si)l <::>c 
i=l 

X 

d 
I I r B !E\ d cu I ~\ , . , , 'Ç""' " . b , , essa .:.orma: s c s\ 1 < '-u.u1u s ':L t 1 \1:.,-; Ist,o mostra que a sene L si Tem uma su sene. a 

z=l 

saber, 
X 

:Z.:::s;i-1: 
i=l 

que não converge, Portanto, s' f/. C'í(E), 

2,6,14 COROLARJo, O espaço de Banach C'í(eo) é um subespaço próprio de Bs(eo), 

Demonstração, Seja ( en) a seqüência em Co onde para cada n, en = (0,,,, , O, L O,,,,), 

A seqüência (en) é um elemento de f](Co), pois, para :p E c~ identificamosxii (:p(en)) E €1, 

É claro que a seqüência ( en) f/. lj (Co) e, também, ( en) não tem uma soma forte, Logo, pelo 

Corolário [2,6,13] tj(co);;; Bs(Co), ffil 

2,6, 15 L EM/L Se E é um espaço de Banach tal que f'Y(E) é um subespaço próprio de Bs(E), 

então Bs(E) é um subespaço próprio de Bw(E), 

Demonstração. Se s = (sn) E Bs(E)\f'j(E) então, existe uma permutação T deNtal que, 

(s 7 (n)) não tem uma soma, Seja x a soma forte de s, 

X= LSw 
n=l 

Então, x é a soma fraca de s, desde que, sE f"í(E), Portanto, x é a soma fraca de (sc(iJ) f/. 

Bs(E), 

xiiver iLiT Zl, 
o ! 
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2.6.16 COROLÁ.R!O. O espaço Bs(Cn) é um subespaço próprio de Bw(O:J). 

Demonstração. Aplicação imediata do Corolário [2.6. e do Lema [2.6.15]. 

Se para um espaço de Banach fj(E) é um subconjunto próprio de Cj(E) 

então, B~,(E) é um subespaço próprio de Cf(E). 

Demonstração. Por hipótese. existe .s E ft(E)\f1(E). Pelo Teorema [2.1.20]. existe uma 

su bseqüéncia não decrescente 

fraca. 

de N tal que a subseqüência (snJ não tem uma soma 

2.6.18 COROLÁRIO. O espaço Bw(O:J) é um subespaço próprio de Cf(O:J). 

De fato, sabemos que 

subespaço próprio de €f (co). 

Pelo Lena l 71 Bu.(co) é um 

2.6.19 TEORE:VJA. Para o espaço de Banach O:J, f!(O:J);; Bs(c0 );; Bw(Cn);; tf'(O:J). 

Demonstração. Aplicação imediata dos Corolários [2.6.14].[2.6.16] e [2.6.18]. 



CAPÍTULO 
3 

Séries no espaço Lp[O, 1], com 1 < p < 2 

O Teorema de Le,'y-Steinitz estende o Teorema de Riemann para o espaço Rn, clara­

mente reformulado. A tentativa de estender esse resultado para espaços de dimensão infinita, 

mesmo reformulando, foi fracassada. "\o famoso livro "Scottish Book", no problema 106, S. 

Banach conjecturava que o conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes de uma 

série num B-espaçd era um transladado de um subespaço vetorial. 

A resposta à conjectura de Banach é falsa. O primeiro exemplo, no espaço Lp[O.l], foi 

dado por 'viarcinkiewicz e redescoberto, em 1971, pelo matemático "\ikishinii. 

Poderíamos esperar que este conjunto fosse ao menos convexo, numa tentati\·a de res­

gatarmos pelo menos uma propriedade do que acontece em JRn. Este capítulo mostra que 

em todo espaço de Banach existe uma série cujo conjunto das somas dos rearranjamentos 

convergentes é não convexo e discreto. 

A demonstração desta propriedade não é fácil. Seguimos, atentamente, os trabalhos 

de [Kade] e [Korn], cuja idéia foi provar primeiro nos espaços de funções mensuráveis e 

transferir esses resultados, via imersão, a um espaço de Banach qualquer. 

Seja p um número reaL com 1 :S p < oo. O espaço vetorial Lp[O.l] é o conjunto das 

classes de equivalências das funções f : [O, 1] ---+ R que são mensuráveisiii com os módulos 

da p-ésima potência integráveis sobre [O, 1]. 

i Como era conhecido: originalmente, um espaço normado completo. 
"Veja E. :VI. :\IKISHI:\, ;\Jat. Sb., 85 :\o. 2, (273-271). 
liiEstamos usando a medida de Lebesgue. 

.52 



Séries no espaço Lp[O. i], com 1 < p < 2 

O espaço Lp[O, 11 é um espaço de Banach separável e fracamente seqüêncialmente com­

pleto'v com nonna 

''!'I I; ; r = 
11• ;.J..,p 

3.1 Exemplo de Nikishin 

Considere E= L2 ([0. 1), m), onde m é a medida de Lebesgue. Considere os intervalos 

[0.1). [0. !J, [~.1). [O, iJ, [%, ~), [~.1), [~, 1). [O. tJ. [~,i),[%,~].[~, !J, · · · . Seja a seqüência de 

funções indicadoras construída pelos seguintes passos: 

O. fo = 1 

2. j3 = L 0 l), !4 = l:ll\· fs = lr1 2.)· fo = L2.. l) 
l '4 '4'2 1 <2'4 . \4' 

3. f,= 1,0 l), fs = l;llr, fg = 1[1 2.\, fw = lr1 1). · · ·. h4 = l[lJ' 
l '8 (i:P4J 4'8• '8'Í' . 8' J 

................ ' ........ ' ' .... ' .............. ' .. ' ..... ' ...... ' .. . 

. . . . . . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . ' . . . . . . . . . . . ' ' . . . . . . . . . . . . ' ' . . . ' . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . ' . . . . . 

:\'otemos que em cada passo j a medida do conjunto dos tE [0, 1) onde as fk's não se anulam( 

e valem 1) tem medida 2 ~. Sendo assim, definamos 92m = fm e 92m+l = - fm· Temos 

:vPara mais detalhes destas propriedades ver o livro de Diste! [Dies] ou [:VIart, cap. 1]. 
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= ( 11 

O d t) ~ = O, e a soma parcial dos 2m primeiros termos é 

12.1~ íll 
I
! dt = i 

~ L" O 

2 \ ~ ~ 
I dt) = m(spt , onde sptfm ={tE [O, 1); fm(t) 0}. 

~O. Logo, 

e 'f_gJ =O em Lz([O, 1). m). 
j=Ci 

Vejamos um outro rearranjamento convergente: cada tE [O, . temos 

Então, E90'(J)(t) k-"' h(t) q.t.p .. Seja A= {tE [0,1),limEgO'(j)(t) converge}: fixado 
j=O k-oc J""O 

to E A., sabemos que existe k0 , tal que 

1 nk I 1 
para k 2: ko tem-se I L 9oU) (to)- h(to) < -. 

' j=O 8 

nc 

Logo, como L,gO'u)(to) é inteiro, temos 
j=O 

nk nko 

L9u(J)(to) = L9aU)(to), para todo k 2: ko e 
j=O 

"k 

h(to) = L,9u(J)(to), para k 2: ko. Portanto. h(to) é inteiro. Assim, sabemos que h(t) E 2 
pO nk 

para cada tE [0, 1). Por outro lado, como vimos acima, h( to)= L,gO'(J)(t0 ), para k 2: ko. Se 
"k j=O 

h(to) O, temos L, 9o(j) (to) ~O e constante para k 2: k0 . 
j=O 

Dado t 1 ~to, pelo mesmo raciocínio acima, existe k1 (2: k0 ) tal que 

para k 2: k1 tem-se 

Logo, para k 2: k1 temos 

:t 9u(j) (tl) - h(tl)l 
J=O I 
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nk1 

[h(tl)- h( to)[ :S lh(tJ)- L9v-(J)(tJ) + 
I j=O 

h(t0 ) 

)< Segue que =constante e inteiro sobre 

nkl I 

L 9v(j) (to) i 

j=O . 

1 
<-

4 

Assim, as somas de todos os rearranjamentos da série L; 9J estão comidas no conjunto 

das funções constantes e inteiras q.t.p. sobre [0. 1). Esse conjunto. portanto, não é nem mesmo 

convexo, que dirá um subespaço afim. ?\ote que 

(3.3) fo + !J - h + h - h + h - h + 

tem soma parciais diferentes de L 

L -1 =O 

2 f o + h - 1 = f o - 1 + !1 = O + h = h 

3. fo + h - !1 - 1 = h - h = O 

4. fo + h - h + h - 1 h 

.5. fo + h - h + h - h - 1 = h - h O 

6. fo + h - h + !2 - !2 + h - 1 = h 

7. " "" " " " " " " " " " " " " " " "" " " " " " " " " "" " " " " . " .. " " 

Portanto, as normas dessas diferenças são J0

1 
O dt = O, f0

1 Ih '1

2 dt = ~,O, J; ':h ]2 dt 

~,O, J; lhl 2 dt =±,O, ~.O, i, O, ~.O, t• O, · · · . Desta forma a série [3.3] converge para L 

3.1.1 TEORE:VIA. Em Lp[O, 1], 1 ::; p < 2, existe uma série de funções fcpn(x) (*) em 
n=l 

Lv[O, 1] e duas permutações J 1 e 0"2 tais que, 

l. A série f 'Po11nl(x) converge para a função constante igual a zero na norma de Lp[O, 1], 
n=l 

para todo 1 ::; p ::; 2, 

2. A série f 'Poz[nl(x) converge para a função constante igual a 1 na norma de Lp[O, 1], 
no;;;l 

para todo 1 ::; p ::; 2, e 
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3, Para À E iR\Z não existe um rearranjamento a da série ( *) com f :Pccn; (x) convergindo 

para a função constante À na norma de Lp[O, 1], para todo 1 :;,"'P' Se 2, 

Demonstração. Seja uma seqüência monótona decrescente para zero e tal que <L 

para todo k, Escolhamos uma seqüência 

condições: 

de números naturais satisfazendo duas 

a) 
1 

> -=2 para k = L 2,, 
ôk 

b) Nk+l = dk+JNk, com dk+l E N\{1} para k = L2,,,,, 

A construção da série procurada será dada por adjunção de seqüências finitas de funções 

características que chamaremos de blocos, O k-ésimo bloco contém 2Nk funções, onde 

é número de funções não-negativas, e o denotaremos por , analogamente definimos 

como o sub-bloco de lk dos simétricos aditivos das funções em 

Vamos definir os conjuntos Llk,i no intervalo [O, l]: 

li-1 i) o 'L•-p-.,·, ,'l=L2,,., 
~ \ k ;, \/C 

l; 

[1- ;~k,l], k= 1,2,"' 

S~o 

É fácil ver que [0, 1] = ULlk,i, e essa união é, claramente, disjunta, 
•=1 

A i-ésima função em rt é definida da seguinte maneira: 

se x E lib, 

se i E [L O] \Li H 

A i-ésima função correspondente em lk' é: 

se i E [1, 0]\lik,i, 

Fica evidente que estas funções estão bem definidas em [0,1] e tem as seguintes propri­

edades: 

Nk 2\.k sk 

(a) 2::>t(x) = -:Lc;k,i(x) = :Llúk;(x) = l:o!J(x) =L para k = L2,,, 
t=l 
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(3) <pt;(x) + 'Pk"-;-u(x) =O, parai= L··· k L 2. · · · . De fato. temos dois 
)= (i-~ )dk-.;- l -l 

casos a considerar: ou x E ou .r E [O, 1] 

COll10 1 

primeiro; 

Logo. x E 

l 1? (-1 '/) ~. iP dx ~ = : J 

- . . i-1 < < i "\o pnmero caso, :\'k _ X _ "Yk 

O segundo caso é análogo ao 

"Csando (a) e (~r). para 1::; p::; 2, temos que (<p~J~, converge a zero em Lp[O, 1], pois 

~ ' 

'Pk.i I L, = 

(3.4) i I:>n(.r) = rt + 
\.n=l 

1. Rearrange cada Ik da seguinte forma: 

Assim, toda soma parcial de índice par deste novo rearranjamento é identicamente 

nulo. Como IIY~i O, este novo rearranjamento converge, em Lp[O, 1], para zero. 

2. :\a série [3.4j. agrupe os blocos da seguinte forma: 

I+ ' [r- ' I~ -1 ' 'r- ' I~' ' rr- ' J+l ' 1 7 1 1 2., 1 l2 7 3j 7 ~.._3 7 4.,~ 7 ' .. 

Agora, a ordem das funções em IT é arbitrária: em cada grupo [I; + Ik'"7 J estabeleça 

a seguinte ordem: 

d~c., 2dk+l 

'Pk"1 (.r)+ I:>t+l;(x) +'Pk"2(.r) + L 'Pt+l.J (x) + · · · + 'Pk".vk (.r)+ 
j=l 

para i= 1, · · · , Nk, k = l. 2. · · · . Pelas propriedades (0:) e (;3) a soma parcial de índice 

igual a 
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+ j(dk+l + 1). para j =L 2. · · · . Nk, k =L 2, · · · , 
t=l 

deste novo rearranjamento. é identicamente igual a 1 para x E f0.11. Csando o fato de 

que I i k=:; O. este rearranj an1ento converge para 1 e1n 
"P 

3. Suponha que para algum não inteiro Ào e algum 1 :::; p :::; 2. exista um rearranjamento 

u de que. 

n=l 

converge para À0 . identicamente, na norma de Lp[0.1]. Seja 

5o = 111ii1 { 
nEZ 

Observe que para qualquer rearranjamento de 

cial Sk só toma valores inteiros. Portanto, 

} > o 

. pela propriedade ~ a son1a par-

Vamos usar a idéia de '\'ikishin e estender este resultado para qualquer espaço de Banach. 

3.2 Sistemas de Haar 

O sistema de Haar tem vánas aplicações em espaços de Banach clássicos. Veremos 

apenas o essencial para o entendimento da próxima seção. 

O sistema de Haar (hn) em L2[0.1] é definido por h0 L e para j - L 2, .. · e k = 
0.1, ... ,21-r. por 

O sistema de Haar é uma base ortogonal para L2 [0, 1]. Para normalizá-ia, é muito fácil, 

(2~ h2J+k) é o sistema de Haar normalizada. 

Seja A1 = { 1 , k = 1. · · · , 2J+l }· É fácil perceber que span[ho. · · · . h2H_1] é o 

conjunto de todas as funções baseadas em intervalos pertencentes a . isto é. 
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span[ho, · · · , h2J~'-d = span[gn. 9n E A;). 

De fato. hn E .span[g.,, g; E A1] para n < 2i~l e span[g~o gi E A1] tem dimensão 2i+l e. 

portanto, os dois espaços coincidem. 

Abaixo mostramos os gráficos de h 1 . · · · 

mesmas. 

o~i-+,-+,~1-. +-tà-r~x 
; ; 4 

,..--, 
' ' ' 
' ' 

. o i-i -+. -+-+5 -++--r, -~ 
i I ' ' t , -

• I 
I i_, T 

I 
oi 

I 

I 
-j_ -r-

i 

OI 

I 
i 

I, 
I ' ' 

' ' 
-1 T c--.-

i 
' 

para tern1os un1a visã.o geon1étrica das 

X 

l X 
o 

-l 

' x 

3.2.1 EXEMPLO. Consideremos o espaço L 2 [0, 1], a seqüência de elementos 

em intervalos diádicos de [O, 1], O ::=; j < x. e O ::=; k ::=; 21 - 1. Então 
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91 - 1 o, 92 - 1 l' 
O c 

22 

93 1, 1 94 - 1 l" _z: o -4o 

95 - 1 1' 96 - 1, 3' 
-4: ,, 2 ·1-

97 - 1 3 9s - 1 
l o : &. c 4 

Considere a série 

91 - 91 + 92 - 92 + 93 - 93 + ... 

Esta soma converge, claramente, em norma, para a função identicamente nula. Se mudarmos 

a ordem da série para 91 + 92 + 93 - 91 + 94 + 95 - 92 + 96 + 97 - 93 + · · · , a soma deste novo 

rearranjamento é 91· Ao mesmo tempo, esta série, dado um rearranjamento arbitrário, pode 

somente convergir para Íunç:ões constantes com valores inteiros; é. o conjunto da somas 

dos rearranjamentos convergentes não é convexo, pois, é discreto, 

3.2.2 LEl\!A. Sejam E um espaço de Banach de dimensão infinita e (vn) uma seqüência de 

vetores. Suponha que para qualquer m 2: 1 vale a inequação 

para toda coleção finita (tk)k'= 1 de números reais. Então existe uma série no espaço F -

span[vk, k E N], com domíniov da soma não linear. 

Demonstração. Seja (hk) o sistema de Haar ortonormal no espaço L 2 [0, 1]. Consideremos 

o operador F _I_ Lz[O, 1] definido por T(vk) = hk, k = 1, 2, · · ·. É claro que Testá bem 

definida, pois, sabemos seu valor em uma base(algébrica). :'dais ainda, T é contínua e tem 

núcleo triviaL Observe que todo elemento 9k E L 2[0, 1] pertence a imagem do operador T. 
2' 

Introduzimos os elementos 9k E F, T(9k) = 9k· Sabemos que 9k = "E,o:ihi, O:i E R Assim. 
p v t=l 

9k = "[:,o:ivi. Além disso, "E, ai ::; i,. Csando a hipótese, 
t=l i=l 

vEntende-se como o conjunto das somas dos rearranjamentos convergentes da série. 
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Portanto, gk converge a zero. Pelo exemplo acima, a série g1- gr + g2- g2 + gs + g3- g" + g4 + 
g5- g5 + · · · , converge a zero quase todo ponto. Outro rearranjamento é g1 + g2 + g3 - gr + 
g4 + g5 - g2 + gs + g, - g:; -r · · · , que converge para 1 em quase todo ponto. Feia injetividade 

de e pelo resultado de '\ikishin. a série só converge para valores inteiros em quase todo 

ponto. 

3.2.3 LE':IlA. Em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita podemos escolher uma 
m 

seqüência (ek) tais que para todo mE N e todo elemento x = 
k=l 

Vamos usar o Teorema de Dvoretzky. veja fKaKa]. que em qualquer 

espaço de Banach de dimensão infinita, e para qualquer E > O. e qualquer n inteiro positivo 

podemos escolher vetores (yk):=, tais que, para toda coleção de números (tk);=l vale 

(1 

Definamos a seqüência (nk):;';,, onde n 1 = O; nk = 22
k+4 Dado " = 1 ~, pelo Teorema de 

Dvoretzky podemos escolher uma seqüência (rk) em E, com as seguintes propriedades: 

1. Para toda seqüência numérica (tk) vale 

2. Se denotarmos tk' = tk para k ::; m e tk' = O para k > m, então para qualquer m vale 

Agora vamos construir a seqüência ( ek) de vetores por: para n, < k S: ni+1 seja ek = n2'+2 

Então, usando as propriedades (1) e (2) temos, 
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Param :S n 2 , pela propriedade (1), 

Se <m< . para io > L então 

m. 

2: tkek 
k=l 

62 

co . I n1-l \ ~ 

(l +E) L 2'+2 
( L (tí:')2) 

<=1 k=ni-r-1 

< 

< 2io+3(l+E)(f(td)i 
k=l 

< 

3.2A TEORE'VL\. Em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita existe uma série com 

domínio da soma não linear. 

Demonstração. Segue dos Lemas [323] e [3.2.2] 

3.2.1 Série condicionalmente convergente com soma invariante em C2 

O exemplo abaixo foi retirado do livro [KaKa, exemplo 2. 2. 1]. A construção no espaço 

Hilbertiano 1'2 é muito simples. 

Seja a base canônica ortonormal { ek, k E N}. Agora escreva a série 

111111 l 1 
e, + -e2 - -ez + -e3 - -e3 + -e3 - -e3 + -e.1 - -e4 + · · · 
'2 2 4 4 ·4 4 8" s· 

esta série converge para e1. :\Ias, a série 

é divergente. Dessa forma. a equação [3.5]não converge incondicionalmente. Além disso. para 

todo rearranjamento convergente. ela só converge para e1 . 



Séries no espaço Lp[O< lj, com 1 < p < 2 

3.2.2 Série condicionalmente convergente com soma invariante em C ([O, lj) 

Seja f:: anxn uma série de potências cujo raio de convergência r é finito e positivo. Se 
n=l 

:;[ converge: então a série converge uniforn1e1nente e1n r]. Para a demonstração deste 
n=l r • 

resultado ver [Lima. Cap. 

O exemplo abaixo só utiliza conhecimentos de análise real de séries de potências. 

3.2.5 EXEMPLO. A expansão em série de potências de Taylor da função log(x-'- 1) é uma 

série condicionalmente convergente no espaço normado das funções contínuas C([0,1]) com 

a norma da convergência uniforme. O coJJjunto das somas dos rearraJJjamentos convergente 

é unitário em C([0,1]) 

De fato. observe que 

n , x3 
lo a-I} ....L x l = x - - -L - -L ... _t_ 

C\ I j 

2 
1 

3 
I I 

l)n-1::_ + ... 
n 

xn cc ( ) Seja fn(x) = (-!)"-'-;:;-· Sabemos que 'LJ1(x) converge uniformemente em C [0,1] para 
~""1 

log(1 + x). Agora, a série f.f1(x) não converge absolutamente em C([O, 1]), pois 
t=l 

x . oo l!- 1)i-lxil oc 1 L llfdl.uo =L sup ··· . ' =L-:= +oc. 
i=l . i=l xE[O.lj z i=l '& 

Esta série também não converge incondicionalmente em C([O, 1]). 

Suponha o contrário. Então. para cada bijeção r:: N----> N, a série f.f" 1i 1(x) é uniforme-
•=1 

mente convergente em C ([O, 1]). Assim, para todo x E [O, 1], ela é pontualmente convergente. 

Desta forma, para x = 1 a série f ( -l)"- 1 ~ é incondicionalmente convergente e portanto 
n=l 

absolutamente convergente. Mas isto é um absurdo. Logo, a série não é incondicionalmente 

convergente. 
00 

Suponha que para alguma bijeção v N -.c, N, a série 'LJ"(i) seja uniformemente 

convergente. Vamos mostrar que 

00 

"'f ('-1 (. \ d [ ' L.., a(i) x)- og,1-r- XJ, para to o x E 0.1J. 
i=l 

De fato, para cada i E N, fi é derivável em [0,1]. Ainda mais. 
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Sabemos que log(l + 

absolutamente convergente. Logo, 

!X! 

"'':,fv(i)(x) = 
i=l i=l 

e que para cada x E a séne 
= 
"f! 
L J v (i) 

= fJ[(t), para todo tE [O. . Assim. 

64 

e 

Se f.fa(i) converge uniformemente a g sobre [O, 1] devemos ter sua soma g contínua em [O, 11. 
z=l 

Como g(x) = log(1 + x) para x E [0. 1). Vamos ter g(2) = log(l + 1) pela continuidade de 

log(l + x) no ponto x=l. Logo~ = log(l + 



APÊNDICE 
A 

Conceitos básicos de análise funcional 

notações. 

apenàice revemos resultaàos importantes àe análise funcional e fixamos algumas 

noções básicas àe análise funcional são apenas enunciadas e sem a preocupação 

em àemonstrá-las. Em análise funcional os primeiros exemplos de espaços de Banach es­

tudados são co e eP. E são deles que extraímos os exemplos de espaços reflexivos. séries 

incondicionais que não são absolutamente convergentes. etc .. 

A.l Espaços normados de seqüências 

Vamos definir algumas propriedaàes de espaços normados. conceito de base, etc .. 

A .1.1 D EF!l\'!Ç":i.o. C ma seqüência ( Xn) num espaço normado E, converge(fortementei) para 

x E E se, e somente se. 

lim Jlxn xjj = O. 
n-= 

Denotaremos tal limite por lim Xn = x. ou simplesmente, Xn -+ x. 
n-= 

A.1.2 PROPOS!Ç.ti,.o. :'Vum espaço linear normado E, temos 

1. Selim Xn = x entii.o, lim Jlxn]l = jjxjj, 
n-e<:· 

2. Se lim Xn = x e lím Àn = À, Àn E IR. entii.o, lim ÀnXn = Àx. 
n-= n-= 

i O adjetivo forte foi introduzido para distinguir da convergência fraca. 
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A.l.l Bases em espaços norrnados 

A noção de base algébricaii num espaço vetorial de dimensão infinita não traz proprie­

dades topológicas. Por isso faz-se necessário uma outra noção de base. Aqui definiremos o 

conceito de Base de Schauder ou simplesmente base . 

. 1.3 DEFJI"JÇ},o (SCHACDER,l927). Cmaseqüênciax 1 ,x2 .·" numespaçonormado é 

uma base (de Schauder) se. para cada x E existe urna única expansão x = fanXn: onde 
n=l 

an E 1ft 

É claro que urna base para E é obviamente um conjunto linearmente independente. 

Qualquer base contem um subespaço linear denso, a saber 

~va~fx ·n r ,__.. ,I ~L Tt, I C 

m 

= { L G;X;' ar'' ... Gm E 
i=l 

Também não é dífícíl mostrar que o conjunto 

é enumerável e denso em E. 

{ t TiXi, r 1 , · · · , rq E Q, m E N} 
i=l 

O conceito de base de Schauder é uma parte fundamental na teoria dos espaços de 

Banach, por exemplo, os espaços de Banach clássicos, tais como eo, ip; admitem bases. É 

fácil ver que qualquer espaço de Banach que admite uma base é separável. 

Vamos apenas enunciar o teorema abaixo, que serve como um critério para checar 

quando uma seqüência é uma base de Schauder num espaço de Banach. 

A.l.4 TEORE?v!A. Seja (xn) uma seqüência de vetores num espaço de Banach E. Então (xn) 

é uma base de Banach de E se, e somente se, valem as afirmações: 

1. Xn -/- O para todo n, 

2. Existe uma constante.\ tal que, para qualquer seqüência (.\1) e inteiros n < m, temos 

1

1 n ~~ ~~ m ~~ I L ÀkXk l :::: .\,. L ÀkXk I 
I k=l ' k=l I 

iiUma aplicação do lema de Zorn garante a existência de base algébrica( no sentido de Hamel) em qualquer 

espaço vetorial, não necessariamente espaço de Banach. 
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3. span[xn· n E N] =E. 

Cuidadol C ma base de Schauder não é uma base no sentido de Hamel (base algébrica). 

Cma base Hamel B = , 0: E L} para um espaço vetorial é um conjunto linearmente 

independente de vetores em satisfazendo span[v0 , a E Isto é. cada x E E é 

unica1nente representado por uma combinação linear finita dos v~s. Como conseqüência do 

Teorema de Baire é fácil mostrar que uma base de Hamel é não enumerável num espaço de 

Banach de dimensão infinita. De fato. suponha que {xn, n E N} é uma base de Hamel para 

um espaço de Banach E. Seja Xn = span[x;, l ::; i::; n] subespaço fechado de E, é claro que 

E= i]Xn. :VIas E tem dimensão infinita então cada Xn tem interior vazio, contradizendo o 
n 

Teorema de Baire. Assim, base de Hamel também não é interessante do ponto de vista de 

manuseabiiídade. 

Cma grande vantagem de uma base de Schauder normalizada num espaço de Hilbert é 

que ela é sernpre ortonormaL A demonstração que veremos é elementar baseada no livro de 

[Dies]. Suponha que (xn) é uma base para o espaço de Hilbert H associado aos funcionais 

biortogonais ( 'Pn) satisfazendo llxnll = !! 'Pnll = L e suponha que (xm, Xn) f O para m f n. 

Desta forma existe um vetor unitário e E .span[xm, Xn] que é ortogonal axm. Daí, i (xn, e) I >O. 

Conseqüentemente, Xn = (xn,e)e + (xn,Xm)Xm· Então 1 = i(xn,e)\2 + i(xn,Xm)l 2
, e daí, 

i(xn,e)l < 1. Observe que 1 = I'Pn(Xn)l = I'Pn((Xn,e) e+ (Xn,Xm)Xm)\ = i(xn,e)\I'Pn(e)l, 

mas isto implica que I'Pn(e)i, = !<x~.e)J > 1 contradizendo o fato de 1\'Pn\\ =L 

Apesar de todo espaço de Banach com uma base ser separável a recíproca não é verda­

deira. Esse problema ficou conhecido como o "Problema da Base" e foi resolvido por Enfio. 

Cma seqüência (xn) é uma seqüência básica se (xn) é uma base para o fecho de 

span[xn, E N]. Em outras palavras, (xn) é uma seqüência básica se (xn) for uma base de 

Schauder para o subespaço span[xn, n E N]. 

A.2 Espaços de seqüências 

J:\esta seção, vamos considerar espaços de seqüências especificando algumas de suas 

propriedades. Cm exemplo típico de espaços de seqüência é derivado de espaço de Banach E 
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·= 
com base de Schauder normalizada (ei), onde a cada elemento x = :[ anen E E, corresponde 

a seqüência, única, dos coeficientes (a1 ,--- , an,--- )-

A.2.1 Espaço foo 

denota o espaço vetorial das seqüências 

isto é, sup lxn'! < x. Esse espaço munido da norma 
nE~; 

11 1.1 = sup !i ,;,::ç 

nE~ 

é um espaço de Banach. 

Alguns subespaços importantes de foo 

reais limitadas. 

Os subespaços tem extrema importância na teoria dos espaços de Banach. Eles sâo 

considerados clássicos e são, na maioria das vezes, os espaços prediletos dos analistas para 

exemplos e contra-exemplos. 

a) c= c(N) = { (xn) E (.""' lim Xn existe}; 
n-.--,oc 

b) Co= eo(N) = { (xn) E i':xo, lim Xn =O}; 
n-OC 

c) eoo = eoo(N) = { (xn) E i'x, existe j = j(x) tal que Xn =O, \fn > j}; 

' !P } !Xii <X , 1 :Ô p <X, 

A.2.2 ÜBSERVAÇ.i\.0. O espaço €p, 1 :::; p:::; oo, munido da norma 

(A.l) li ' ) " i\Xn lip = (f lxnlp )~ 
n=l 

é um espaço de Banach. 

Para demonstrar que [A.1] é uma norma quando p = 1 é fácil: quando p > 1 necessitamos 

da desigualdade de :VIinkovsky, para mais detalhes veja [Héini]. 
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A.2.3 PROPOSIÇ.!\.o. 

a) c e Co são subespaços fechados de {00 , 

b) c00 não é fechado. 

:\ão é difícil verificar que esses subespaços de Ex satisfazem: 

2 > > 

para quaisquer 1 < p < q < oo. 

A.2 Dual dos espaços clássicos 

Para se estudar análise funcional faz-se necessário conhecermos alguns espaços duais. 

Chamamos aqui de espaço dual de um espaço normado E ao espaço de todos os funcionais 

lineares contínuos definido sobre E, o qual denotaremos por E'. Em particular o espaço 

dualiii E' sempre é um espaço de Banach independentemente do espaço E . Aqui veremos 

apenas os duais dos espaços clássicos. 

erc:o::e l<p<ooel+l=l. • p- p: - p t q 

A.3 Bidual de um espaço normado 

Seja E um espaço normado com dual E'. Denotaremos o dual de (E')' por E", sendo 

chamado de bidual de E. Para cada x =f O, seja a aplicação 

'P r--- p(x) 

iiíQ conjunto de todos os funcionais lineares é o dual algébrico. Em álgebra linear também se estuda os 

funcionais lineares, mas no contexto algébrico: não topológico. Além do mais, por conseqüência do Teorema 

de Hahn-Banach o dual algébrico E* #- E' para espaços de Banach de dimensão infinita. 
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e defina 60 corno o funcionai nulo. Claro que a aplicação acima está bem definida e, iix é 

linear e contínua. DaL iix E E". Desta forma, a seja aplicação 

----Er! 

I \ 
X!----- Ç\X) 

Isto é. J(x)<p 

J está bem definida. é linear. injetora e I!Jxli -
subespaço de E" via aplicação J. 

Podemos considerar como 

Observação: É comum nos textos atuais de análise moderna interpretar o espaço dual de 

forma mais "geométrica"pois. corno cada elemento x E E induz um funcional linear x em E 1 

onde x(<p) = para todo :.p E P. sando uma notação de 1 produto interno" 

denota a ação do funcional <p sobre o vetor x, note que o funcional x satisfaz 

< 
~, ( . 

'{i,XJ = .x.<p). 

A.3.1 DEFINIÇÃO. E é reflexivo quando a aplicação J é sobrejetora, J(E) =E". :\este caso 

E 11 é ísometricamente isomorfo a E". 

Abaixo damos uma tabela com alguns espaços reflexivos clássicos e. também, os espaços 

não reflexivos. separáveis e não separáveis. 

11 Reflexivos 1 Separáveis 

11 .. tp, 1 < p < X I .. ip, 1 ::,; p < = 
... E, dímE < x f• E, dimE < = 
I 
' il • Co= eo. C([a, b]: JR) 

!.i 
lj r 1 j, 

1 
"c,eoo. ~(!(la,b.;R.) 

A.4 Teoremas de Hahn-Banach 

1 não Separáveis não Reflexivos I 
il " ix, ir [i 

• Co,Coo.c 1 

I" C([a, b]; JR). ;(/([a. b]; JR) I, 

:\esta seção vamos apenas enunciar o Teorema de Habn-Banach, para espaços normados 

reais e suas conseqüências. As demonstrações são encontradas em qualquer livro de análise 

funcional. Podemos citar as referências [Honi. Lang. Tayl] para uma consulta rápida. 
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.4.1 TEOREl\!A. Seja E um espaço vetorial normado, M um subespaço de E e cp0 E ivf'. 

Então, existe cp E E' tal que 

1. = tpo , para todo x E 

2. 11 

Teorema 8.5, Cap. II]. 

A.4.1 Conseqüências do Teorema de Hahn-Banach 

É mais freqüente o uso das conseqüências do Teorema de Hahn-Banach e a essas conse-

Para maiores detalhes consultar [Lang, Honi, LiTz]. 

A.4.2 PROPOSIÇ.:'\o. Sejam E um espaço normado e x 0 E 

tal que ;(xo) = [lxoil e ainda II'P = 1. 

A.4.3 COROLÁRIO. Se E f {0}. Então E' f {0}. 

A.4.4 COROLÁRIO. Se E f {O} então para cada x E E temos 

x 0 O. Então, existe;:; E E' 

!lxll = sup { lcp(x)i,;:; E E', il;;ll = 1}. 

A.4.5 COROL~R!O. Seja E um espaço de Banach. Se ;:;(x) = ;;(y), para todo;:; E E' então, 

X =y. 

A.4.6 PROPOSJÇ.Ã.O. Sejam M um subespaço fechado de E e x 0 E E tal que do 

dist(x0 .1V1) > O. Então existe;:; E E' tal que 

1. ;(xo) = do, 

2. ;(x) = O. '1x E :VI, 

3. c;jl = l. 



Espaços Normados de Seqüências 

A.5 O Espaço C(K; E) 

Seja K um espaço métrico compacto e E um espaço de Banach" O espaço vetorial 

C . E). sobre de todas as funções contínuas f : C --- com a norma sup { f ( x) : x E 

K} é um espaço de Banach separáveL 

Cm subconjunto C C(K; , pode ser fechado e limitado sem ser compacto" O ob-

jetivo desta seção é dar uma condição necessária para que um subconjunto iimitado seja 

relativamente compacto, isto é, seu fecho seja compacto" 

A"5" 1 DEFINIÇ)í.oo Cm subconjunto A C C(K; E) é eqüicontínuo se, e somente se" para 

todo é > O e qualquer x E K existe uma vizinhança de x em K tal que 

seia oual for f E Ao 
- > 

A"5"2 LE:V!A" Seja Un) uma seqüência eqüicontínua de aplicações em C(K: E)" Se fn con­

verge pontualmente em E para uma função f em C ( K: E), então fn converge uniformemente 

para r 
Demonstração. Supondo fn-+ f pontualmente em K, seja dado e> 00 Para cada x E K 

existe nx E N tal que n > nx, tem-se 

llfn(x)- f(x)!l < ~" 

O conjunto {f, h, o o o , fn, o o o} é eqüicontínuo" Logo, cada x E K pertence a uma bola aberta 

Ex tal que, y E Ex implica 

li f r ) " ( '" e 1 n,Y - Jn XJ!I < 3 e llf(y)- f(x)il < ~ 

Da cobertura aberta 

Kc U Ex 
xEK 

extraímos uma subcobertura finita K C Ex, U o o o U Exm o Seja no = max{nx1 , o"" , nxm }o 

Afirmamos que se n > no, llfn(x)- f(x)ll < é para todo x E K Com efeito, se n > no e 

x E K o existe i" com 1 :::; i :::; m, tal que x E Ex, o Logo" temos 
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Assim. 

L f i' ::; li - fn 

A.6 Teoremas principais 

I 
li<(', 

73 

Resultados como o teorema da limitação uniforme e o teorema do gráfico fechado são 

conseqüências importantes do Teorema de Baire (ver [HoniJ ocupando lugar de destaque 

dentro da análise funcional. 

A.6. 1 TEOREYIA (PmxCÍPIO DA LJMITAÇ"'í.o U:\IFORME). Sejam F espaços normados, 

e seja {Ti}iEJ uma famJ]ia de transformações lineares contínuas de E em 

sup { IIT1(x)!!} < cc para cada x E G. Então sup { !IT1II} < cc. 
iEJ iEJ 

Demonstração. Vide [Hi:ini, Teorema 11.1, Cap. II]. 

Temos a seguinte conseqüência simples do Teorema fA.6.1]: 
' . 

tal que 

A.6.2 TEORE:\!A (BA:\ACH-STE!:\HAt:S). Seja {Tn}ne; uma seqüência de aplicações linea­

res contínuas de E em F, onde E espaço de Banach e F espaço normado, e para cada x E 

o limite lim Tn (x) = T(x) exista. Então, 

a) T é uma aplicação linear contínua de E em F; 

) 'IT'' < l. . f ''T 'I C j Íl _ lffilll_ :1 nl:· 
n 

O gráfico de umaaplicaçãoT: E---+ Fé o conjuntoGr = {(x,T(x)) E Ex F I x E E}. 

Evidentemente. se T linear. então Gr é um subespaço vetorial de Ex F. 

Dizemos que uma aplicação linear T tem o gráfico é fechado ou é fechada quando 

Gr é fechado em Ex F, para a topologia produto cartesiand'". É claro que o gráfico de 

ivver rTavli. • v • 
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toda aplicação linear contínua é fechado, pois uma seqüência (xn, Yn) E Ex F converge para 

(x, y), se e somente se, Xn converge para x e Yn converge para y; mas, se (xn, Yn) E Gr então 

Yn = T(xn) e pela continuidade de T, segue-se que y = T(x), isto é. y) E Gr. 

A.6.3 TEOREMA (GRAFICO FECHADO). Sejam 

uma aplicação linear fechada. Então T é contínua. 

Demonstração. Vide rCuPri 

F espaços de Banach e T E - F 
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