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Resumo

Este trabalho estuda um problema evolutivo de difusao-adveccao num sistema ar-dgua
tri-dimensional. Apresenta-se um modelo e o correspondente sistema de EDPs que retne
as equagoes classicas de Difusao-advecc¢ao/reacdo em 3D e a equagao de Stokes, junto com
condicoes de contorno descritivas da dinamica do poluente também na interface entre ar e
agua. Verificam-se existéncia e unicidade de solu¢ao na formulagao variacional. Sao apresenta-
das discretizagoes espacial (elementos finitos de segunda ordem com SUPG) e temporal (Crank-
Nicolson). Sao obtidas estimativas de erro a priori para Galerkin continuo e Galerkin/Crank-
Nicolson. Apresenta-se um programa computacional para simulagoes de diferentes cenarios com
resultados numéricos e saida grafica para visualizacao de carater qualitativo. Evidencia-se, as-
sim, o potencial deste trabalho como suporte robusto na avaliagao de estratégias de descarte
de poluentes.

Abstract

This work considers a three-dimensional air-water system pollution discharge problem, mo-
delling it with a system of partial differential equations which includes both the diffusion-
advection evolutionary and Stoke’s equations. Appropriate boundary conditions are conside-
red, including for the air-water interface, and special attention is dedicated to existence and
uniqueness results. In terms of the numerical approximation, space discretization is undertaken
with three-dimensional second-order finite elements, and, in time, a Crank-Nicolson scheme is
adopted. A priori estimates are given for the continuous Galerkin and for the Galerkin/Crank-
Nicolson approximations. A numerical algorithm is presented and the qualitative visual output
is used to emphasize the potential for simulating and discussing pollution discharge strategies.
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Introducao

Nos tempos atuais, a atividade humana de uma forma geral vem aumentando muito sua
capacidade de producao e, consequentemente, o ingresso de poluentes em nosso meio, causando
assim intimeros problemas ambientais a curto, a médio e longo prazos dificultando a preservacao

da biodiversidade, dos sistemas ecolégicos e seu manejo sustentavel.

Observamos que, da metade para o final do século passado, houve um rapido desenvolvi-
mento no setor industrial e agricola, o que, com certeza, levou ao agravamento dos problemas
ambientais dificultando assim a preservacao de nossos sistemas ecolégicos. Segundo Marchuk
[22], em muitas regides a polui¢ao local causada pelos emissores industriais tem superado o

valor maximo permitido para niveis aceitaveis de qualidade de vida.

Nas tres ultimas décadas, a emissao de poluentes industriais e agricolas no meio ambiente
levou a disturbios do equilibrio de varios ecossistemas, como exemplos mais conhecidos, o
aquecimento global (ONU, 2007), a erosao e a contaminacao de extensas areas por metais
ferrosos e nao-ferrosos, além de outros metais [16], [22], [32] e [35]. Num primeiro momento,
ar, agua e solo sao os primeiros a sentirem os impactos desta poluicao de modo mais direto.
No caso dos lagos, ou represas, esta poluicao pode ingressar nos diversos dominios de muitos
modos; pelo ar e se depositar na dgua, escorrendo pela margem do lago, podendo se depositar

no sedimento ou até voltar ao meio aéreo, entre outros modos.

Na realidade, nosso planeta esta repleto de substancias téxicas. Existem fontes naturais
de poluentes aéreos, como por exemplo vulcoes, incéndios florestais e gases provenientes das
atividades anaerobicas. Em alguns casos, as dimensoes dessas emissoes naturais de poluentes
aéreos podem se igualar ou exceder aquelas associadas com a atividade humana. Em outros
casos antropogeénicos, porém, as emissoes sao mais importantes e de modo crescente por causa

do crescimento da populacao e do desenvolvimento tecnologico.

Em geral, quando se fala de poluigao, estamos falando das substancias téxicas introduzidas
pelo homem no meio ambiente. Isto nao quer dizer que apenas a poluigao causada pelas acoes do

homem seja nociva, mesmo que, na maioria das vezes, é a poluicao introduzida pelo homem que



tem consequéncias mais dramaticas. Nosso proprio corpo saudavel contém aprecidveis quanti-
dades de substancias consideradas venenosas, presentes naturalmente, como arsénio, merctrio
e outros metais pesados [24]. Além disso, nosso organismo pode absorver quantidades de
substancias nocivas sem que atinjam limites a partir dos quais sejam prejudiciais a satde (op.
cit.).

Assim, podemos dizer também que nossos corpos, de certa forma, sao poluidos, ou seja,
h& uma contaminacao de fato (ndo nociva). Alguns preferem nao considerar isto como conta-
minagao, a menos que esteja sendo produzido algum efeito (polui¢ao nociva). Segundo Alloway
e Ayres [1], devido a melhoria dos métodos de analise e diagndsticos, o que parecia ser uma
contaminacao, passa a ser poluicao nociva.

Outro problema diferente é o de poluentes persistentes, chamados de nao-biodegradaveis. Se
nao diluidos a um grau considerado hoje como inofensivo, podem permanecer no meio ambiente
e podem ser concentrados por outros seres vivos. Por isso, é valido o temor de que substancias
produzidas pelo homem venham causar a poluicao global permanente.

O CDC (Centro de Controle e Prevencao de Doencgas dos EUA) [5], divulgou um relatério
sobre a exposicao humana aos produtos quimicos ambientais, alertando para a gravidade da
situacao atual.

Conforme o relatério C.D.C. (op. cit.), os riscos a saude conhecidos de alguns dos produtos

toxicos podem ser descritos da seguinte forma:

1. Chumbo: é encontrado em tintas, tubulagoes antigas, produtos eletronicos, ceramica es-
maltada e solos contaminados. E uma toxina que afeta a reproducao e o desenvolvimento,
reduzindo a fertilidade e provocando o aborto.

2. Mercurio: na forma inorganica ¢é utilizado em equipamentos elétricos e alguns fungicidas.
A incineracao de lixo hospitalar, baterias, lampadas fluorescentes, dentre outros, libera
merctrio (Hg). O metil-mercirio (Hg") ¢ a forma mais perigosa, pois é absorvido pelo
corpo e penetra facilmente no cérebro e na placenta. A maior parte dos casos da exposi¢ao
ao metil-mercirio advém da ingestao de peixes, tais como o atum, espada, tubarao e licio,
pois se encontram no topo da cadeia alimenticia. Assim como o chumbo, o merctrio é
uma toxina que afeta a reproducao e o sistema nervoso, causando assim o chamado ”mal

dos gatos”.

3. Pesticidas com organofosfatos: compoem cerca da metade de todos os inseticidas utiliza-
dos. Sao pulverizados em lavouras como milho, algodao, frutas, verduras e legumes, sendo

também utilizados em produtos domésticos de controle de pragas e aspersores de jardins.
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Sao derivados do 4cido fosférico e foram desenvolvidos como agentes neurais durante a 11

Guerra Mundial.

4. Ftalatos: sao aditivos dos plésticos, especialmente o PVC, que lhes conferem uma va-
riedade de caracteristicas que vao desde a flexibilidade até a retardacao de chamas. Por
nao estarem ligados ao plastico, os ftalatos podem vazar para o meio ambiente. Em
animais silvestres e de laboratérios, foram relacionados a efeitos na satde reprodutiva,
inclusive com reducao da fertilidade, aborto, defeitos congénitos, contagem anormal de

esperma e dano testicular, como também cancer de figado e dos rins.

5. Cotinina: fornece uma indicacao de exposicao a nicotina. Cerca de dois tercos da fumaca
dos cigarros nao é tragada pelos fumantes, mas é liberada no ambiente circunvizinho.
Consequentemente, os nao-fumantes (préximos) inalam os mesmos produtos quimicos
contidos nesta fumaca, com efeitos semelhantes aqueles nos fumantes, embora com um

grau menor.

Quando a industrializacao torna-se um aspecto dominante de modo crescente, a poluicao
aérea torna-se bem mais ampla. Em particular, o nascimento do carvao gerou uma severa
poluicao do ar por diéxido de enxofre e fuligem, causando um dano a satide humana e aos
ecossistemas. Poluentes secundarios também sao formados da emissao de didéxido de enxofre e
oxido nitrico, sao os ions sulfato e nitrato respectivamente que, nesta forma, podem se depositar
em ecossistemas terrestre e aquatico como deposicao acida.

Em muitas situacoes, tem acontecido a coexisténcia de regioes de exploracao agroindustrial
proximas a areas de protecao e/ou preservagdo ambiental. No caso da ocorréncia de impacto
nestas regioes, barreiras isoladoras podem ser estabelecidas em terra, muitas vezes de discutivel
eficiencia. No caso de meios aquaticos e aéreos, as barreiras embora existentes e, em alguns
casos funcionais, se tornam de uso muito mais dificil.

Assim, poluentes transportados advectivamente, como por exemplo por ventos ou corrente-
zas, viajam (até planetariamente) invadindo outras regides. Eo caso, por exemplo, da deriva
de agroquimicos para lagoas proximas as regioes de plantio, ou das cinzas provenientes de
queimadas, afetando lagoas e baias como ocorre, por exemplo, na parte norte do Pantanal
mato-grossense. Neste caso, inclui-se também a pulverizacao por aviao em areas de plantio
vizinhas a areas alagaveis.

Pesticidas sao substancias usadas para a protecao humana contra insetos, inclusive os trans-
missores de doencas e, na agricultura contra espécies competidoras e ervas daninhas, contra

roedores etc.



O uso de pesticidas nao é uma pratica moderna. Um dos primeiros registros de seu uso
data de época por volta de 1550 AC quando egipcios usaram produtos quimicos em seus lares
para o combate as pulgas. Por volta de 900 AC foi usado arsénio como inseticida na China e,
em 1870, muitos produtos quimicos inorganicos foram usados como pesticidas. Atualmente ha
um intenso uso de pesticidas, principalmente na agricultura e em muitos centros urbanos.

Os pesticidas abrangem um diverso grupo de substancias quimicas que podem ser classifica-
dos de acordo a: (1) o organismo a combater, (2) o setor a ser usado, tal como agricultura, uso
doméstico ou em area florestal, e (3) suas similaridades quanto a estrutura quimica. Podem ser

classificados também baseados na peste a ser combatida conforme a descricao abaixo:
i) Fungicida iv) Formicidas
ii) Herbicida v) Raticidas
iii) Inseticida

Basicamente, o processo de transporte e transformacao dos poluentes no meio ambiente esta

relacionado com:

- propriedades fisico-quimicas do poluentes;
- processos de transporte no meio ambiente e

- processos de transformagao do poluente.

Em geral, os trabalhos referentes a poluicao do meio ambiente sao feitos em compartimentos
isolados, isto ¢, somente no ar ou somente na agua ou somente no sedimento, dependendo dos
principais interesses envolvidos.

Em sintese, a atividade humana juntamente com o seu crescimento e seu desenvolvimento,
sem a devida ou adequada preocupacao com a preservacao do meio ambiente, culminaram com
praticas que se relacionam, ou melhor, que nao acontecem sem que haja um ingresso nocivo de
poluentes em nosso meio.

Com isso, é crescente a necessidade de estudos para o monitoramento, a simulagao e o
controle da poluicao em nosso meio, poluicao esta que se da basicamente pelas atividades
industrial e agricola, podendo ser emissao de gases, dejetos industriais, pesticidas, adubos e até
mesmo cinzas. Abriu-se entao um promissor campo de trabalho para pesquisadores das mais
diversas areas e, pelo fato de que as questoes ambientais estao fortemente interrelacionadas,

elas nao devem ser tratadas de modo isolado na busca de solugoes viaveis.
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Neste sentido, observamos alguns marcos importantes referente a protecao ambiental no
cendrio mundial, dentre os quais destacam-se a Conferéncia Mundial no Rio de Janeiro (Rio
92) e o Protocolo de Quioto.

Nas duas ultimas décadas é que os 6rgaos governamentais deram uma maior importancia
para tais estudos, diferentemente da comunidade cientifica, onde esta preocupagao ja vinha
ocorrendo desde a década de 70 com a realizacao do International Environmental Protection
Symposium (Tchecoslovaquia, 1970), em que se reuniram muitos pesquisadores de renome para
debates, resolucao e estudos de estratégias.

A motivagao desse trabalho é a de estudar a poluicao em corpos aquaticos. No grupo de
Ecologia Matematica - UNICAMP, alguns esforgos tém sido efetivamente feitos no sentido de
se estudarem situagoes desse tipo mas, na grande maioria dos casos, os meios estudados sao
de proporc¢oes muito amplas, nas quais a profundidade é praticamente inexistente devido as
enormes dimensées horizontais. No entanto, outras situagoes de polui¢ao da adgua podem (e de
fato o fazem!) afetar de modo significativo populagdes locais em termos de corpos aquaticos de
dimensoes horizontais menores - em uma combinacao de medidas que impedem, na realidade,
que se desprezem profundidades.

Um caso que ilustra esta preocupacao é o da comunidade de Londrina que, como a Univer-
sidade Estadual de Londrina - UEL, vive e trabalha nas circunvizinhancas de lagos artificiais
formados pelo represamento do ribeirao Cambezinho, os Igapds. O Lago foi projetado em 1957,
na gestao de Antonio F. Sobrinho e inaugurado no dia 10 de dezembro de 1959, dia do Jubi-
leu de Prata da cidade, através do represamento do Ribeirao Cambezinho inundando assim, o

fundo de vale em que repousava. Na figura 1, podemos ver dois desse lagos.

Figura 1: Igapd 1 e Igapo 2



Bem proximo da regiao central de Londrina, o lago serve como uma forma de solugao para o
problema da drenagem, dificultada por uma barragem natural de pedra. Inicialmente, pensou-
se em dinamitar a barragem, mas prevaleceu a idéia de formar um lago. O nome Igap6 vem da
lingua tupi, que significa transvazamento de rios. No caso dos Igapds, e considerando materiais
poluentes que nao sao de superficie, mas que, além de marcarem a coluna d’agua, interagem
com margens e sedimento.

As dimensoes dos Igapdés com 200 m de largura, 2000 m de comprimento e 10 m de profun-
didade aproximadamente, a nosso ver, justificam, entao, um processo de evolutivo simulacao
em trés dimensoes espaciais, e o algoritmo definido no presente trabalho pode ser adaptado de
modo a incluir parametros e variaveis espaciais de cada um desses lagos artificiais da vida de
Londrina, PR, de maneira a servirem para melhores compreensoes de problemas de impacto,
além da preparacao de acoes de recuperacao e de sustentabilidade.

Outro caso que podemos citar é o da represa do rio Manso - usina da chapada dos Gui-
maraes, onde os poluentes que nao sao s6 de superficie marcam a coluna d’agua e, devido a
grande profundidade é necessario estudar qual o impacto desses poluentes no decorrer da profun-
didade. Em geral, sempre que a profundidade desempenha um papel nos processos evolutivos
de impacto, vale a pena o esfor¢o adicional de trabalhar em trés dimensdes.

3 Set 2006

Figura 2: Represa da Usina na Chapada dos Guimaraes



Esta tese visa, entao, produzir um instrumental matematico que permita a simulacao de
situagoes de risco e a aplicacao de estratégias de combate e contingéncia num dominio tridi-
mensional, acoes que devem ser testadas teoricamente antes de se passar a experimentacao in

loco. Desta forma, trabalharemos num dominio especifico que sera definido mais adiante.

A modelagem matematica tem-se mostrado muito eficaz no estudo, na analise e na simulagao
de fenomenos de dispersao de poluentes, tanto em seu comportamento global como em estudos
de certos comportamentos locais ou em ecossistemas em particular. O presente estudo se
estende a criacao de um instrumental de simulacoes para o estabelecimento de estratégias de

contencoes e avaliagoes.

A luz desse comentario é que propomos o presente estudo da dispersao de poluentes num
sistema tridimensional ar-agua, sistema que, no presente caso, serd uma parte de um curso
aquatico, como um lago ou uma represa juntamente com o meio aéreo e sedimento ao seu

redor.

A modelagem aqui proposta serd feita usando as equagoes classicas para os fenomenos de
dispersao e transporte de poluentes juntamente com algumas condicoes de contorno adequa-
das. O aspecto inovador neste quadro ¢ o de integrar simultaneamente no modelo dois meios
distintos, uma dupla condi¢ao de Robin na interface entre esses dominios e trabalhando, ainda,
em trés dimensées. Nisto difere de Diniz [11] que, mesmo trabalhando com um sistema ar-agua
fé-lo em Q € R?; enquanto que Saavedra-Vdsquez [36], que trabalhou com € € R3, considerou

apenas o meio aquatico focando o descarte de agua de producao em profundidade.

Em resumo, faremos a modelagem referente a concentracao de poluente no meio em questao,
usaremos o recurso da formulagao variacional para obter aproximacoes da solucao das equagoes
envolvidas no modelo, aproximagoes estas que serao obtidas utilizando uma discretizagao espa-
cial com vistas ao uso do Método de Elementos Finitos, bem como uma discretizagao temporal
conveniente, e verificaremos a existéncia de solucao para o problema na sua forma fraca. Fi-

nalmente faremos simulacoes de alguns cendrios caracteristicos.

No capitulo 1 é descrito o dominio com o qual trabalharemos, juntamente com alguns
esforcos no sentido de modelar a dispersao de poluentes em certos dominios especificos.

No capitulo 2, sao apresentadas as equacoes que modelam nosso problema também em seu
tratamento conjunto, juntamente com as condig¢oes de contorno formuladas adequadamente.

No capitulo 3, é apresentada a formulacao variacional, bem como resultados originais de
existéncia e unicidade de solucao.

No capitulo 4, sao apresentadas as discretiza¢oes no espago (Galerkin) e tempo (Crank-

Nicolson), bem como suas respectivas estimativas de erro. Apresenta-se também um breve

comentario sobre a implementacao.



Finalmente, no capitulo 5 sdo apresentados os resultados (simulagbes de cenérios), con-
clusoes e as consideracoes finais.
Nos apeéndices A e B, encontramos o cddigo principal e o cédlculo dos produtos internos

utilizados na implementacao.



Capitulo 1

O Problema e alguns Modelos

Neste capitulo descreveremos o problema de impacto que serd o foco deste trabalho a partir
de agora e faremos também a apresentacao de alguns esforgos para a modelagem do fenomeno
da dispersao de poluente em certos meios aquaticos como lagos ou represas. Apresentaremos
modelos classicos que usam uma tnica Equagao Diferencial Ordinéria, passando pelos que fazem
o uso de sistemas de Equacgoes Diferencias Ordinarias e modelos compartimentais e, finalmente,

abordando os modelos com a equagao de difusao-reacao ou difusao-adveccao.

1.1 O Problema

Primeiramente vamos descrever o dominio Q2 = Q;UQ» C R? modelando trés meios distintos.
Ele serd uma descricao de um lago genérico juntamente com uma parte da margem; teremos
na parte superior o meio aéreo e, na parte inferior, uma parte da terra e outra da agua como

mostra a Figura 1.1:

Figura 1.1: Dominio €2 do problema



Vamos separar o dominio multiplo em duas partes e estudar o problema nos meios aéreo e

aquatico separadamente, conforme as Figuras 1.2 e 1.3 respectivamente:

Figura 1.2: Meio Aéreo €2y

Na Figura 1.2, I's ¢ identificada com a superficie do lago e I'; uma parte da margem; ambas
juntas formam a fronteira inferior do meio aéreo €2;. As outras fronteiras sao: 'y a fronteira
lateral esquerda, I'g a fronteira frontal, I'1g a fronteira posterior, I'y; a fronteira lateral direita
e I'15 a fronteira superior.

Ja na Figura 1.3, que representa o meio aquatico, as fronteiras sao: I'y a fronteira lateral
esquerda, I's a fronteira inferior - o fundo, I's a fronteira frontal, I'y a fronteira posterior, I's

fronteira lateral direita - a margem inclinada e ['g a fronteira superior - superficie do lago.

Figura 1.3: Meio Aquatico €2, e Superficie

A entrada de poluente no meio aéreo serd ao longo da fronteira I';; C R? (por deriva), que &,
na figura 1.2, a face a direita (além de fontes pontuais no ar). Ja a entrada de poluente na agua
serd pela superficie do lago (pelo ingresso de poluente que vem do ar e, pela superficie penetra
no meio aquatico), que ¢ a fronteira I's C R? nas figuras 1.2 ou 1.3; também por escorrimento
na margem (em um ou mais pontos). Este escorrimento pela margem é chamando também de

run-off na literatura especifica.
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1.2 Um Modelo Simples para a Poluicao

Vamos considerar uma represa onde o fluxo de dgua é constante, isto é, as quantidades de
agua que entram e que saem sao as mesmas. Um primeiro modelo para a presenca de poluente

nesta represa é obtido usando Equacoes de Diferencas Finitas:

F
Cpi1=C, — VC’n —oC), + q, com Cy suposto conhecido

onde:

C, é a quantidade de poluente no periodo n, cuja homogeneizagao no meio é suposta ime-
diata

unidade de volume | |,
= i é o fluxo,
unidade de tempo

V' é o volume da represa, considerado constante
o ¢ a taxa de degradacao global do poluente em estudo e
q ¢é o aporte de poluente por unidade de tempo.

Este modelo nos fornecerd, evidentemente, uma aproximacao da informagao para cada uni-
dade de tempo escolhida, como, por exemplo, dia ou semana. Por mais simples que seja este
modelo, ele permite um estudo da presenca de poluentes em corpos aquaticos de baixa cir-
culagao. Nele, se tomarmos uma quantidade inicial C, e nao considerarmos fontes, teremos um
decaimento cuja expressao é uma progressao geométrica de razao menor que 1. Tomando como
base o modelo citado acima e passando ao limite com At — 0, podemos passar para o modelo
continuo descrito por uma equagao diferencial ordinaria:

dct) = —EC(t) —oC(t) + q, com C(0) = Cp.

dt V

O coeficiente § pressupoe também uma homogeneizacao instantanea, isto é, assim que o
poluente ¢ introduzido no meio em estudo, ele se espalha automaticamente por toda a represa,
o que, evidentemente, nao ocorre. Em [4], por exemplo podemos observar que hé regides com
e sem a presenca do poluente, situacao esta que foi comprovada na pratica.

Uma saida para este problema ¢ dividir a represa em n partes chamadas compartimentos e
cada compartimento sera considerado com o que contém de poluente, com o que ele recebe dos

compartimentos vizinhos e com o que é perdido para esses outros compartimentos contiguos
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ou por decaimento. Podemos dizer entao que consideramos o modelo em compartimento jun-
tamente com uma regra de passagem-recep¢ao de um compartimento a outro. Deste modo,
obtemos um sistema de n equagoes diferenciais ordindrias ou, analogamente de n equacgoes de
diferencas. Uma critica que fazemos a esta modelagem é que estes modelos nao tratam de
fenomenos de difusao e transporte, a nao ser pela passagem de um compartimento a outro,

simulando assim, numa técnica que se assemelha aquela de automatos celulares.

No caso de rios de pequeno e médio portes é usual considerar apenas um compartimento
em toda a largura do rio, de modo que um compartimento interage sé com o seu anterior
e seu posterior e um sistema linear de Equacoes de Diferencas ou de Equagoes Diferenciais
Ordinarias pode ser usado para aproximar o comportamento evolutivo de manchas de poluentes

que "descem” o rio, advectivamente transportados.

Apesar da simplicidade deste modelo, ele tem sido usado por diversos usuarios e em di-
versos locais diferentes, como por exemplo pela principal agéncia de protecao ambiental nos
Estados Unidos (Environmental Protection Agency) e também em institutos europeus de pes-

quisa (através, por exemplo, de um software HY DRO /Ecolex).

Para rios de porte maior pode ser feita uma subdivisao dos compartimentos tanto no sentido
do comprimento quanto no da largura, isto ¢, um compartimento agora pode interagir com mais
de dois compartimentos, passando a ter compartimentos em toda a sua volta. Um trabalho
realizado por Georges [27] forneceu, ao longo de diversos passos no tempo, os exemplos/modelos
apresentados Figuras 1.4 e 1.5 simulam o movimento de uma mancha de poluente transportada

num rio.

Figura 1.4: Mancha de Poluente Transportada num Rio - primeiro e segundo momentos
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Figura 1.5: Mancha de Poluente Transportada num Rio - terceiro momento

Neste tipo de abordagem ainda se considera que a homogeneizacao ocorre instantaneamente
em cada compartimento, ou seja, ainda temos esta limitacao relativa.

Nao é s6 esta limitacao que este modelo possui. Dentre as limitagoes deste modelo podemos
destacar que ele nao considera continuamente as correntes, ventos, o movimento do poluente
por difusao e as interagoes com outros meios como, por exemplo, o sedimento, as margens e o
ar.

Uma outra critica relevante é que conforme aumenta a mobilidade do poluente, maior de-
veria ser o numero de compartimentos necessarios para se ”ver”o comportamento evolutivo do

poluente, e isso sem que sejam modelados outros fenomenos relevantes envolvidos.

1.3 Conservacao de Massa e a Equacao de Difusao

Na secao anterior, os modelos apresentados consideravam apenas a variavel temporal. O
proximo passo entao, é considerar também em nossa modelagem as varidveis espaciais.

A equacao bésica com a qual trabalha grande parte dos pesquisadores de Ecologia Ma-
tematica no campo que se convencionou chamar de Ecotoxicologia é a Equagao de Con-

servacao de Massa. Uma das formas dessa Lei é:

"Em uma dada regiao, a taxa de varia¢ao da concentracao da massa
por unidade de tempo € iqual a taxa de variacao da massa que entra
menos a que sai dessa Tegiao, a menos de sorvedouros ou fontes que

possam. ai existir.”
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Expressando em termos matematicos e chamando a concentracao daquilo que se pretende
estudar de ¢ = ¢(t, X), onde t é o tempo e X € Q@ C R, n =1, 2 ou 3, temos:
oc

E(t’X) = —div(j (t, X)+ v )+ f(t, X) no dominio estudado,

onde o fluxo J é dado por J= —a.Ve(t, X) sendo « o coeficiente de difusibilidade.

A deducao desta férmula pode ser achada em diversos trabalhos: duas das provas classicas
encontram-se em [9] e em [13].

Aqui, temos que o fluxo é considerado nao somente como aquela parte do poluente que
¢ transportado por um campode velocidades 17 (t, X), mas também o fluxo devido a difusao
de fato que ocorre no sentido contrario ao do gradiente da concentracao, seja essa difusao de
particulas, seja ela turbulenta. Esta tltima se refere a fendmenos em escala significativamente
maior: é o que denomina Marchuk de difusao efetiva. Além disso, temos uma fonte (ou um
sorvedouro que podem ser miltiplos) dada por f(t, X).

Portanto, a equacao a derivadas parciais, com a qual iremos modelar fenomenos de di-
fusao-adveccao serd predominantemente esta, acrescida de um termo linear de decaimento do

poluente no meio em estudo:

c=c(X,1),

oc ) —
i div(aVe—V .c) —oc+ f(t, X), para X €e Q C R" e t € (0,T].
com adequadas condigoes inicial e de contorno onde: « representa a difusibilidade no meio, V/
é o campo de velocidades, o o decaimento e f é o termo fonte.
E importante salientar que os parametros podem variar com o tempo, o espaco e até mesmo

com a concentracao do poluente.

1.3.1 O Modelo 1D

Um dos exemplos em que a simetria por translacao permite uma abordagem em dimensao
1 é aquele da presenca de cinzas provenientes de queimadas, um caso de poluicao de corpos
aquaticos em diversos lugares no mundo. Em especial, a queimada da cana de aguicar, tao
comum em nosso pais, que ¢é efetuada para aumentar o rendimento na época da colheita,

provoca uma “chuva’de cinzas que acidifica a coluna de dgua, afetando a cadeia tréfica de
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modo significativo.
No caso de regioes de circulacao muito reduzida, temos o seguinte modelo:

c=c(t,X),

oc 0, Oc
— = —(a=— —V.c)—oc+ f(t,x), parax € [0,F|=QCRet e (0,T],
= (age —Vie) —oc+ [(t,a), paraz € [0, F (0.7]
desde que simetrias geométricas da regiao sob andlise o permitam, e com « a difusao vertical
efetiva, V' o campo de velocidades verticais, o o decaimento e f a fonte.
Surge entao a necessidade de tratarmos das condicoes de contorno. Sao alguns os casos

possiveis,

e ¢(F) = 0 — uma coluna suficientemente alta de modo que o poluente nao chega até o
fundo (x = F), e

oc
e —|,—0 = 0 — o poluente nao sai da coluna d’agua por evaporacao na superficie, ou
on
oc -
° a—|x:0 = k.c(0) — uma primeira abordagem caso o poluente sofra evaporagao na su-
n

perficie, isto é, a perda de matéria através da superficie é considerada como proporcional

a quantidade de poluente al existente.

Algumas das maiores dificuldades no tratamento analitico deste problema residem nos tipos
possiveis de fontes poluentes f(z) ou f(x,t). Evidentemente, no caso de fontes regulares bem
comportadas, as solucoes analiticas podem ser facilmante obtidas com as técnicas de Equagoes
Diferenciais Ordinarias.

Uma dessas situacoes de dificuldades é aquela correspondente a modelagem de uma chuva
leve de cinzas, em que as cinzas sao depositadas com uma velocidade baixissima no sentido ver-
tical, resultando em uma fonte pontual que existe somente para x = 0. Isto acontece quando
se trata de fontes que se comportam como fungoes de Dirac em determinados pontos. Este
tipo de fonte impede o uso de técnicas analiticas classicas aplicadas imediatamente, exigindo,

algumas vezes, uma regularizagao minima.

1.3.2 O Modelo 2D ou Modelos de Superficie

Sem a presenca de marés, correntes aquaticas e correntes induzidas no meio aquatico pelo

vento, situacoes em R? podem ser abordadas inicialmente como descrito em 1.3.1.
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No entanto, na presenca destas componentes horizontais de transporte, é necessario ampliar
a dimensao do espaco, originando assim os modelos cujo dominio  estd em R?, cuja equacao

geral é a mesma:

c=c(X,1),

Oc

i div(aVe— 17 ) —aoc+ f(t,x,y), para (z,y) € Q CR* et € (0,7], sendo 0s mesmos os

parametros considerados.

Um dos primeiros estudos para este tipo de aproximacao bidimensional é aquele em que
se estuda a localizagao de fontes poluidoras do ar. Embora este problema seja tridimensional,
quando se consideram dominios amplos, de dezenas de quilometros de largura e comprimento e
no maximo algumas centenas de metros para a altura, usa-se o "mapa”, ou seja, este dominio
se reduz as dimensoes x e y, como na formulacao acima. E um tipo de situacao em que se
considera a direcao e a magnitude predominante do vento, considerando-o como um vetor cons-
tante, e escolhendo uma das dire¢oes como a mesma desse vetor vento, reduzindo-o a um vetor
com apenas uma das componentes. O dominio € C R? para esta abordagem esté representado
na Figura 1.6:

yd

Lo
ﬂ

Figura 1.6: Simplificacdao no plano zy

Assim, obtemos uma formulacao do tipo:

% :aAC_V%—O—C+f(t7(E7y)> para (a:,y) GQCRQ ete (O’T]

Neste exemplo, outras hipoteses simplificadoras foram adotadas além daquela que reduz o

dominio a um retangulo:

e a difusibilidade é constante em todas a diregdes (algo que nao seria possivel se a varidvel
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z fosse considerada);

e O decaimento foi considerado como diretamente proporcional a prépria concentracao do

poluente;
e o fluxo de ar estd sendo considerado como laminar, algo suficientemente longe da realidade.

Apesar desta ultima observacao, este modelo fornece resultados indicando comportamentos
qualitativos com os quais certas estratégias podem ser tratadas. Em Meyer e Palomino-Castro
[29], um caso genérico foi estudado motivado por uma agao privada em conjunto com autori-
dades locais, em que o governo do estado de Sao Paulo propds a construcao de uma nova usina
termo-elétrica no municipio de Paulinia - SP, perto da Universidade estadual de Campinas.

Na simplificacao bidimensional feita anteriormente desconsideramos a altura representada
pela variavel z. Também podemos considerar o que acontece num dominio contido no plano
vertical formados pelas varidaveis x e z conforme mostrado na Figura 1.7, que representa a

abordagem que supoe uma simetria por translacao horizontal.

VE:> Y 0

Figura 1.7: Simplificacao no plano zz

Neste caso, temos a influéncia local do vento e, respeitadas as hipdteses que simplificam o
problema, temos:

oc ) = 2
i div(a(2)Ve— V (2).c) — oc+ f(t,x, 2), para (z,2) € Q CR* e t € (0,T].

Assumindo que {72 (V1,Va) com Vo = 0, V; = W.2% onde W é uma constante, a equagao
acima se torna:

oc

5 div(a(2)Ve) + WZQ% +oc= f(t,z,z), para (z,2) e QCR?* e t € (0,T].
x
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Uma situagao semelhante a esta é encontrada em Diniz e Meyer [26], porém com dois meios
envolvidos, agua e ar. Na figura 1.8 podemos ter uma nocao do dominio €2 estudado em Diniz-

Meyer (op. cit.), é uma porc¢ao de dgua juntamente com o meio aéreo acima:

Ar

y Agua

Figura 1.8: Simplificacao no plano zz, Ar—Agua

O traco mais escuro indica a superficie da dgua ou a fronteira entre os dois meios. Nos
pontos desta fronteira temos que fazer um tratamento especial devido a troca de poluente entre
um meio e outro. Uma limitacao deste modelo é que tanto o fluxo aquatico quanto o vento
atuam numa unica direcao.

Um outro caso que se pode tratar do ponto de vista bidimensional, e usando o mesmo modelo
genérico de difusao-adveccao, é o da presenca de poluentes em rios, como encontrado em Meyer
e Mistro [28]. Seguindo a mesma linha de raciocinio e fazendo as adaptacOes necessarias,
podemos trabalhar sucessivamente com o "mapa”do rio reduzindo-o a duas dimensoes ou com
cortes verticais para estudar o que acontece em um plano vertical ao longo do meio do rio que
contenha simultaneamente a velocidade predominante da corrente e o campo de velocidades
devido ao peso do poluente, levando-o para o sedimento.

Um outro caso, que foi objeto de varios estudos no grupo de biomatematica da Unicamp, é
o da poluicao de mares costeiros, motivado por acidentes de derrame de 6leo no canal de Sao
Sebastiao (figura 1.9), um canal no estado de Sao Paulo compreendido entre a cidade de Sao
Sebastidao (no continente) e a ilha de Sao Sebastiao, também chamada Ilhabela. Neste canal ha
um terminal da Petrobras pelo qual passa algo em torno de 55% de todo o éleo transportado
no Brasil [25]. Essa intensa utilizacdo das dependéncias desse terminal vem acompanhado de

um histérico impressionante de mais de 300 acidentes registrados nos tltimos 30 anos ([25]).
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Figura 1.9: Canal de Sao Sebastiao [4]

Segundo Fay [15], uma mancha de petréleo assume trés fases no tempo:

e Fase Inercial-Gravitacional - fase que dura poucas horas e geralmente nao é vista no inicio

do derrame,

e Fase Difusiva-Advectiva - vem em seguida e dura até cerca de duas semanas e, no caso
de regioes costeiras, ¢ aquela que mais interessa para a modelagem discutida aqui e,
finalmente,

e Fase de Transporte Advectivo e Tensao Superficial - ocorre posteriormente e é de interesse

para derrames em alto mar e de longa duragao.

Neste cenario, colhida informagoes no local tais como, tipo de dleo, localizacao inicial da
mancha, ventos e correntes, é feito também o uso desta equacao de Difusao-Adveccao e, como
nessa fase temos manchas variando de alguns metros quadrados a centenas de quilometros qua-
drados e uma espessura de milimetros, podemos adotar o modelo bidimensional no espago como
uma primeira aproximacao:

oc

i div(aVe— ‘7 .c) —oc+ f(t,z,y), para (xv,y) € Q CR? e t € (0,T], mais as condigoes

de contorno e inicial adequadas.

Finalmente, vamos considerar o caso de um dominio tridimensional, como visto na Figura
1.10, e adotar uma estratégia para diminuir a dimensao semelhante aquela no caso de rios de
grande porte.
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Figura 1.10: Um Tipo de Dominio no Espago

A estratégia é a de dividir o dominio (figura 1.10), no sentido da altura z, em compartimentos
bidimensionais e, em cada compartimento considerarmos o nosso modelo com as variaveis = e
y juntamente com uma regra de passagem do poluente entre um compartimento e outro. A

figura 1.11 ilustra essa situagao:

Figura 1.11: Modelo Compartimental 2D
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Capitulo 2

Modelagem do Problema

Conforme visto no capitulo anterior, nosso estudo serd feito adotando nao apenas um
dominio tridimensional, mas num dominio que contemple um meio duplo (sistema ar-dgua)
com interacao com o solo. Neste trabalho nossa intencao foi a de continuar a trabalhar com
as abordagens de Diniz e Saavedra-Vasquez numa tentativa de melhorar a aproximacgao da
realidade. Deste modo, nao consideramos simplificacoes que reduzissem a dimensao, isto €,
trabalharemos com o modelo em R3.

Em nosso modelo, serao considerados classicamente fenémenos de difusao efetiva (ou dis-
persao), do transporte advectivo, fendmenos de decaimento, as possiveis fontes e penetragdo no
meio aquético. Assim, chamando de C(t, z,y, z) a concentragao de poluente no meio em estudo
no ponto (x,y,z) e no instante ¢, descrevemos o modelo genericamente por (considerando o
gradiente de C' apenas nas trés varidveis espaciais):

oC

i {difusao} — {transporte} — {decaimento} + { fonte},

onde a modelagem classica dos fenomenos envolvidos é dada por:

{difusio} = div(a!?VC) (cf Okubo)[34]
{transporte} = dz‘v(l_/C) (cf. Edelstein-Keshet)[13]
{decaimento} = o.C (cf. Marchuk)[22]

Assim, a equacao que modela o processo de difusao efetiva de um determinado poluente

numa regiao do espaco R? é:
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C=0C(txy, 2)

oC —
i div(@'9VC) + div(VC) + 0,0 = f, (x,y,2) € QC Rt € (0,T] C R,

onde
e a9 =al9(x,y, 2 1) aproxima a difusibilidade efetiva no meio,

o V = (vi(x,y, 2), va(x,y, 2),v3(x,y, 2)) é o campo de velocidades no meio, com div(\_;)

suposto nulo,
e 0. aproxima o decaimento total no meio e

e f ¢ o termo fonte, (além do ingresso do poluente por deriva, incorporado a este modelo

na condigao de contorno).

A seguir, apresentaremos os modelos nos meios aéreo e aquatico vistos separadamente.

2.1 Meio Aéreo

Iniciaremos esta secao relembrando o dominio correspondente ao meio aéreo, apresentado no

Capitulo 1.

s

Figura 2.1: Meio Aéreo €2y

Para simplificar a notacdo trocamos C(t,x,y, z) por uY)(t,x,y,z). Assim, o problema no

meio aéreo fica:

u® = u(t, 7.y, 2)
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Au®
ot

— div(aVVut) — X_/>u(1)) +out = f1, t € (0,T) e (z,y,2) € Y
onde

— —
V' = (v1,v9,v3) com div(V') = 0, (aproximando um campo "bem comportado”’no sentido
dos fluxos aéreos e

uM(0,2,y, 2) = u(()l)(a:, y,2) € € é a condigao inicial.

As condigoes de contorno adotadas nessa modelagem sao:

e Ingresso do Poluente - Von Newmann: pode dar-se num unico ponto, como por
exemplo uma chaminé, por parte ou partes da fronteira numa quantidade que depende
de situagoes externas ou ao longo de toda uma parte da fronteira, que é o que ocorre no
fenomeno da deriva.

1)
_ o
an

= g(z,y, 2), onde g(x,y, z) é uma fungao dada.

'

e Perda de Poluente para o Solo - Robin: muitas vezes ocorre uma perda de poluente
para o solo, seja por infiltragao ou por percolagao. Modelaremos esta perda por uma
aproximacao linear, ou seja,

ou®
%

5 = k'Y, sendo k, o coeficiente da proporcionalidade dessa perda.
n

rz

e Perda de Poluente para a Superficie - Robin: como estamos tratando de um porgao
aérea que inclui um corpo aquatico, haverd aqui também um perda (ou uma infiltracao)
de poluente para a superficie do corpo aquatico, que sera modelado semelhantemente a
perda para o solo:

1
o
on

= 3,u, sendo B3, o coeficiente da proporcionalidade dessa perda.

T's

e Condicao de Dirichlet homogénea: a fronteira superior esta suficientemente distante

para que, ai, se possa supor que nao haja a presenca do poluente, isto é:

e Condicao de Von Neumann Homogénea: pode ocorrer que nao haja perda de polu-

ente por parte da fronteira, indicando assim uma possivel simetria ou, que uma fronteira
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esteja suficientemente distante, de modo que o comportamento relativo ao espago possa
ser considerado assintéticamente estacionario. Em casos assim temos:
ou

on

= 0.

I's,9,10

2.2 Meio Aquatico

Como feito na se¢ao anterior, iniciaremos esta secao relembrando o dominio €2y, represen-

tado na Figura 2.2 para o estudo do meio aquatico:

Figura 2.2: Meio Aquatico €2,

De modo andlogo e com as substituigoes adequadas no meio aquatico €25 e trocando C(t, x, y, z)

por u®(x,y, z,1), o problema passa a ser:

ot N dl’l}(a(z)VU@) - WU(Q)) + UQU(Q) = f27 U’(Q) = u(Q)(ta T, Y, Z)? (Ia Y, Z) S Qla te (07T]

com a condicdo inicial: u®(0,x,y,2) = ugz)(:zr7 y,z) € €, mais as condi¢bes de contorno:

e Perda de poluente para o fundo e a margem:

(2)

_ @9
on

a5

proporcionalidade dessa perda.

= kjw - uma condi¢ao denominada de Robin, sendo ky o coeficiente da

e Condicao de Von Neumann Homogénea:
ou?

0
" 1,34

assintético nos permite usar uma condicao de Von Neumann homogénea.

= 0, como no meio aéreo, também aqui supomos que um comportamento

e Perda de poluente na interface com o ar:
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ou®
on

r
denominada 6de Robin.

@

= Byu'?, passagem de poluente para o ar - por evaporacao, uma condicao

2.3 Meios Aéreo e Aquatico: Tratamento Conjunto

Muitas vezes hé interesse imediato em tratar separadamente dos dois meios mencionados
anteriormente. No entanto, também hé casos - em quantidades significativas - em que o conta-
minante nao so se faz presente em ambos os meios, mas também se movimenta de um para o
outro.

Ha, portanto, interesse em tratar desses problemas assim acoplados de um modo unificado,
com vistas aos processos de discretizacao e aproximagao numeérica e as consequentes simulagoes
computacionais.

Para isto, algumas modificacoes serao necessarias, nao bastando ”juntar”os meios aéreos e
aquatico: serd necessario agregar instrumentos que permitam, de fato, acoplar os problemas e
cuja resolucao seja unificada. Eo que sera aqui feito no que se segue.

— — — —
Desse ponto de vista e, chamando V) = V| V@ = W, reescrevemos nosso modelo no

meio aéreo e aquaticos como anteriormente:

ou
(2.1)
ou® R
o — div(e:Vul® = VEOu) + o =

onde

U
u® (2)

m(m,y,z, 0) = u(()l)(x,y, 2), (x,y,2) € Qq, €
)($,y72’, O) = u[) (x7ya 2)7 (.ﬁlf,y,Z) € QUM

— —
com ay e ay constantes, div(V M) = div(V ?) = 0 e com as condices de contorno como vistas

nas secoes 2.1 e 2.2:

ouV
on

i) —ay = g — entrada de poluente no meio aéreo por deriva,

INT
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vi)

vii)

viii)

e

IBD)

ou®

ou®
0
" T134
sintotica,

ou
on

T's,0,1

ouV
(051 877

0 — a fronteira superior é considerada de modo a ja nao haver ai poluicao,

ksu™ — refere-se a perda de poluente para o solo as margens do lago,
rr

= k;fu(Q) — descreve a perda de poluente para o fundo e a margem,
Ias

= 0 — a Condicao de Von Neumann Homogénea ilustra uma situacao as-

= 0 — a Condi¢ao de Von Neumann Homogénea, como acima, em I'; 54

0

= ﬁl(u(l) — u(Q)) — descreve segundo a lei de Fick, a passagem de
I'sNO ar

poluente do ar para a agua, e

ou®
on

ﬁg(u@) — u(l)) — descreve, ao contrario, a passagem de poluente
I's Na agua

da 4dgua para o ar.

As duas tltimas condigoes dao, além do acoplamento das solugdes, uma descricao daquilo

que, de fato, pode acontecer: é a prépria dinamica da presenca do poluente em ambos os meios

que pode determinar sua circulacao pela interface.

Este tratamento também se constitui num dos aspectos inovadores do presente trabalho

- inclusive em funcao das dificuldades técnicas nos procedimentos de aproximacao, de algo-

ritmizacao e de simulagoes, devido ao fato de estarmos trabalhando em trés dimensdes.
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Capitulo 3

Formulacao Variacional e Existéncia e

Unicidade de Solucao

Iniciaremos este capitulo introduzindo uma notagao que nos auxiliara na obtenc¢ao nao s6 da
formulacao variacional, bem como na verificagao da existéncia e unicidade para a solugao pro-
curada, permitindo uma posterior simplificagao nesta formulacao de modo a aliviar a notacao
usada. Primeiro, colocamos X = (z,y,2) € Q = Q; UQy. Assim:
(0o = [ WO OIX, =1, 2
Q;

(1,0 12y = / W (X, 0D (X, )dT, i =1, 2, ..., 6.
r;

(u, V) r2(r,) :/ u(2)(X, t)U(Q)(X, t)dl', i =6, 7, ..., 12.
r;

(U, U)L2(Q) = (U, U)L2(Q1) + (U, U)L2(Q2).

Il 22 )= (,u)12(@,), i =1, 2.

| u H%Q(Q):H u H%?(Ql) + || u H%?(sz

(U,U)Hl(Qi) = (U, U)L2(Qi) + (VU, VU)LQ(Qi), 1= ]_, 2.

(U, U)HI(Q) = (U, U)Hl(Ql) + (U, U)Hl(Q2).

Il o0 =l v 220y + I VU 22y, =1, 2.
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| u ”?{1(9):’\ u H%{l(gl) + | u H%{l(m)-

ou Ov

3
onde (VU,VU>L2(QZ.) = Z/ a—a—an =1, 2.
1 Lk OTk

€ (Vu, VU)LQ(Q) = (VU, VU)Lz(Ql) + (VU, VU)L2(QZ).

3.1 Formulacao Variacional

Devido a dificuldade de se obter a solugao analitica (ou até mesmo a impossibilidade), fa-
remos o uso da formulagao variacional (ou fraca), para obtermos uma boa aproximagao das
solugoes das equagoes do modelo em estudo. Neste sentido, vamos considerar as derivadas no
sentido das distribuigoes [23] e, para distinguir melhor a evolugao das quantidades de poluentes
nos diferentes meios, consideramos as fungoes com as quais vamos trabalhar como tendo duas
componentes: a primeira definida sobre €2; e a segunda sobre €)5, isto é, estaremos lidando com

funcoes
(= (uV(z,y,21t),u?(2,y,2,1)) tais que

u®(z,y,2,t) € L2 ((0,T]; HY(0)), i =1, 2e

ou®
ot

€ L*((0,T]; L*()), i=1, 2 e com

uP|p, =0, Vt € (0,7T].

Com (3.1) identificamos as fungoes

uw= (uV(x,y,21t),u?(z,y,21)) € U.

Neste espaco de fungoes U cujas componentes estao descritas em (3.1), multiplicamos cada
termo das equacdes em (2.1) por uma funcio v = (v (z,y, 2), v®(z,y,2)) € V = {v € H'(Q) :
vW ], = 0} e integramos em relacdo & varidvel espacial. E importante observar que, embora

no meio aqudtico, a difusibilidade o® seja constante, isto ndo ocorre, em geral, no meio aéreo.
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Assim, obtém-se:

vDdX — [ div(@VVuM)pVax — o / AuPvPdX +
i=1,2 Ul Q2
+Z/ u®) <de+Z/az Dax = Z/flv

i=1,2 1=1,2 1=1,2

Recorrendo ao teorema de Green no segundo e terceiro membros da esquerda e utilizando

as condigoes de contorno de i) a viii) dadas na segao 2.3, obtemos:

@
vDdX +/ aD(Vu) o Vo)dx +/ keuWoWdl 4
Ql F7

i=1279
+ /(Vu o Vul? )dX+/ kpu® dF+/ kpu®p® dF+Z BuDyDdr +
s i— 12
l)ﬁu i
+Z/v1 i, dX+Z/V2 wax+ 3 [ 0% ¢
1=1,2 1=1,2 1=1,2
T Z/ it / it dX+/ gudl + [ BruPodl +
i=1,2 i=1,2 T I'e
@u v dr
ou
ou (D)7, (0) || 7)) 1 1)
(816 » U )LZ(QL)+Z(Q Vu va )LZ(QL)+<ksu U >L2(F7)+
i=1,2 i=1,2
+<kfu(2),v(2)>L2(F2)+ <kfu( L2 1"5 -+ Z ﬁz 7 L2 FG +
1=1,2
8u . i 8u 8u(1 .
+ 3 = o)y + Y (1 )+ D 15— v ey +
i=1,2 i=1,2 1=1,2
+ 3 (o, 0D 2y — (B, o 1>>m6> — (B2, ) 2y =
1=1,2
- Z fla <g7 ()>L2(F11)7
i=1,2
Com
Oou Ov
IV Vo' / Rt )'g
( " H U Z L2(Q al‘jal‘j

Obtém-se entao a formulagao variacional desejada:
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ou
(—|U) + P(t;u,v) = L(v) + (uo|v)do, (3.2)
o) ey
onde
ou ou®
|U) = ()2,
( ot L2(Q) =12 ot
P(t;u,v) (aDVu®, (i))Lz @) + (ksu(l),v(l)),;z(p7) + (ku®, U(2)>L2(r2) +
1=1,2
@)y au< R
+ (kyu 2(r5) + Z B, v L2 (Tg) T+ Z )LQ(Q,L-) +
1=1,2 1=1,2
' "o 8u( D0 0 o)
+> (Vs vz + Y (Vs Jran + Y (0wl v@) 2, +
i=1,2 i=1,2 i=1,2
<51u >L2(F6) - (52U (2)>L2(F6)7

L(v) = Z (fi, 0! ) )y +(g,v @ )>L2(1"11 (ug|v)do € a condigao inicial e dg é o delta de Dirac.

i=1,2

3.2 Existéncia e Unicidade da Solucgao

Iniciaremos esta secao apresentando algumas propriedades referente ao espaco V' definido
na secao anterior.

Seja C3°(Q2), o espago das fungoes testes usuais. Assim,

CecyvcHY (N C LX),

Cg° é denso em L%(Q), (c¢f. [23]),

a inclusdo H'(Q2) C L*(Q) é continua e compacta (cf. [2]),

e [%(Q) é Hilbert e separavel.

Como a norma de V é a de H'(Q) segue que a inclusdao V C L*(§) também é continua e
compacta. Assim, V é Hilbert, separdvel e denso em L?(1).

O espaco L?(Q) é reflexivo, portanto podemos identifica-lo com o seu dual. Sendo V' o dual
de V e com os resultados descritos no inicio desta segao obtemos que as inclusoes V C L?(Q) C V'

sao continuas e densas.
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Como estamos interessados em construir um método para aproximar a solugao de (3.2),
precisamos garantir existéncia e unicidade da solugao procurada. Deste modo, mostraremos
que nosso problema satisfaz as condigdes do seguinte resultado encontrado em Lions [21], o qual
garante a existéncia e unicidade de solugao para uma classe de problemas abstratos, reescrito

aqui de maneira a se adequar as necessidades deste trabalho.

Teorema 3.2.1. Sejam Q) C R® um conjunto aberto, limitado, de fronteira Lipschitz continua,
simplesmente conexo e os espacos de Hilbert H e V tais que, V C H, sendo esta inclusao
continua e com V' denso em H, tal que:

dado T > 0 (fizo), seja uma familia de formas bilineares a(t;u,v) : V. xV — R, Vt € [0,T]

satisfazendo as sequintes hipoteses:
i) Y(u,v) € VXV, a funcio t — a(t;u,v) € mensurdvel,
i) la(t;u,v)] < Mlullv|jv|v, ¢t.p. em Q, t €[0,T], Yu,v € V e M uma constante,

i) existe A € R tal que a(t;v,v) + N|v||% > Blv||¥, ¢.t.p. em Q, t € [0,T], Vv € V, sendo 3
uma constante estritamente positiva.

Entao, se f, g € L*(0,T;V), dado ug € H, existe uma tinica fungao u € L*(0,T;V) tal que:

0
—u|v + a(t;u,v) = L(v) + (ug|v)do, g.t.p. em Q, t € [0,T], Vo eV
Ot ) 1)

A demonstragao deste teorema encontra-se em Lions [21]. Para o caso em que P nao é linear,
Meyer [30] faz a demonstac¢ao para um problema similar, porém sem os termos advectivos. O
que faremos entao é mostrar que a forma bilinear P definida na secao anterior satisfaz as
condigoes do teorema acima; com isso obtemos existéncia e unicidade da solucao do problema

(2.1) em sua formulagao variacional.

3.2.1 Desigualdades Necessarias

Com o intuito de facilitar a verificacao das hipéteses do teorema reproduzido na segao

anterior, sao necessarias algumas estimativas.

D1 ]al(Vu(l) HV’U(Z))Lz(Ql) + ai(u(i), U(i))L2(Qi)
+ (U(i)w(i))m(mﬂ = Mfz)’(u(i),v(i))m(n )

i

< supo,{as, 0} | (Vu? | Vo) 2, +
< M a1 @

U(l) ||H1(Ql)7

onde Ml(i) = supq,{a;,0;}, 1 = 1,2. Esta ultima desigualdade decorre da desigualdade de
Cauchy-Schwarz.
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D.3

D4

D.5

D.6

Z) Gu

Dax <Zsupg{|v )|}/ VX <
L2(;) &£
<M( 23:/ 2+ Iv(i)‘z X _M(i)envu(i)ng n
LQ(Q ) 023] 46 - 2 LQ(Q )
SM
v 1220

onde MQ(i) = aT;=123 {supgz{|Vj(l)|}} ei=1,2.

a(i)
Tomando € = 5 M2 obtemos
(i) M(i) 2
i au zrzl 3( 2 )
Z / VOLZL0dx| < S ITu0] 2 + 0O e,
L2(Q ] 2a ’L?’Lf

Aqui, fizemos o uso da desigualdade ab < ea? + Va b€ Ree>0; que pode ser obtida

de(\/_a—ﬁ) >0

|<U(i)av(i)>L2(rj)| < ||U(i)||L2(F]-)||U(i)||L2(r]-) < [Ju®”

v® 2280, <

< Cillu® |
Esta tltima desigualdade decorre do Teorema do Trago [14].

U(i)”Hl(Qi), 1=1,2 e C; e Cy constantes adequadas.

,) 8u

LQ

suvzokum 0|20, < M7 ||Vl 0|20y <

< Mz(i)||u(i)||H1(Q U(i)”Hl(Qi 1=12e M dado em D.2.

Dado € > 0, existe uma constante c(e) tal que |(v,v)r| < e||v||H1 + c(e )||v||%2(9), onde

[' é uma parte da fronteira 9(£2) de 2 (cf. [21] - pagina 23).

Usando a desigualdade D.5 obtemos
1
|<v(1), v@)m — §|((v(1) + 0@ oM 4 /U(2)>1_‘ — (v(l),v(1)>p) — (v?, U(Z)M <

1 1 1
< 0 0,00 o)+ 2L, o)) + 516, o) <

A

1 1 1
561”11(1) + U(2)||H1(Q) + §€2||U(1)||H1(Q1) + 563”11(2)”[{1(92)‘1‘
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1 1 1
+§C(€1)||U(1) + 0P| 20 + 50(62)||U(1)||L2(91) + 56(63)||U(2)||L2(Q2) <

1 1
< €1HU(1)HH1(91) + €1HU(2)HH1(92) + §€2HU(1)HH1(91) + §€3HU(2)HH1(92)+

1 1
+C(€1)||U(1)||L2(91) + C(~51)||U(2)||L2(92) + 50(62)||U(1)||L2(91) + 50(63)||U(2)||L2(Q2) =

1 1
= (e + 562)\\1)(1)“}11(91) + (e + 563)\10(2)!\H1<92>+

1 1
+(c(er) + 50(62))HU(1)HL2(91) + (c(er) + 50(63))||U(2)||L2(92)

3.2.2 Verificagcao das Hipoéteses do Teorema

1. P(t;z,y,z) é mensuravel por definigao.
2. Usando as desigualdades D1. D3. e D4 obtemos
|P(t;z,y,2)| < ’(Oé(l)vu(l),VU(1)>L2(91)’ + |(a(2)Vu(2), Vv(2))Lz(92)| + ‘(ksu(l),v(l)>L2(p7)| +

+ |<kfu(2)7v(2)>L2(F2)} + ‘(ka(Z)a U(2)>L2(F5)’ + |<51U(1), U(1)>L2(F6)| + }<52u(2)771(2)>/:2(r6)} +

3

ou®
1
- Z(VJ( : ox; 7U(I)>L2(Ql)

j=1

+ |(02U(2),U(2))L2(92)} + ‘<ﬁlu(2)77)(1)>L2(F6)‘ + ’(52U(1), U(2)>L2(F6)’ <

+

3 2 Ou®
Z(Vj 01 ’U(2)>L2(92) + }(Ulu(1)7v(1))L2(Ql)‘+
J

j=1

< MY [u g @ [0 Ly + MDD ) [0 a1 )+

FM a3 ) 10 P 12y + M52 1 s ) [0 110+
+hCyllu™ || @ [0 [ @0y + Fp(Co + Ca) [ | 1 ) [0 | 10y +
+61Ca[ V| ) [0 a1 1) + B2C5 10 [ 10 [0 [ 100y +
+81Co|[u || i @ [0 || 111 ) + BeCorll™ || ey [0 | 1110y <

1 1 2
< MO Nl s o]l ey + Ms ull sy [0l ey + M2 Null gy 0] o)+

33



+ M ull @y 0] 20 0) + ks Callull i@ 1ol @) + K (Co + Cs)[ull @ 1o oy +
+61Callull o vl 1) + BeCsllull gy llv]lgr@) + B1C6llull oy |0l @)+
+3:C||ull ) vl 0y = Ml o l|vllm0)

onde M = MY + M2(1) + MI(Q) + M2(2) + ks + kp(Co + C3) + B1(Cy + Cs) + Ba(C5 + C7), M;i)a

1,7 = 1,2 dados como na desigualdade D1. e as constantes C;, ¢ = 1,...,7 dadas como no

teorema do Traco.

3. Usando as desigualdades D.2, D.5 e D.6 e considerando v = maz{ks, k¢, 51 + 2} obtemos

o) 3<M2(1)>2
1 n
P(t;v,0) > b [V |22, — 2f||W(”||%2(91>_ 5 [0 ]2, — arllv P[22+
inf

—(er+ (1/2)e2) [0V 310y — Y(ex + (1/2)ea) [0 |31y — v(eler) + (1/2)cle)) [0 ][F2(0,)+
—(c(e1) + (1/2)0(63))”“(2)||%2(92) - 7€4||U(1)||§{1(91) - 7€5||U(1)||%11(91) - 7€6HU(2)||§{1(92)+

—verv®in ) = veslv@ i@y — velen) VW72, = veles) [0 1720,y = veles) 10 12y +

(2)
2 Xy
—velen) [V 1720,y = veles)lo® 20, + i f V0P [ 2(0,) = =5 IV0P [F20,)+
2
s (147) ) 3,
—WHU@)H%%QQ) - U2HU(2)H%2(QQ) = THVU(I)H%%QQ + 5 ||VU(2)||%2(92)+
inf
2
(1)
3 <M2 ) (1)2
| o + o1 +7(cler) + (1/2)c(e2)) + velea) +veles) | 1071720, +
o
inf
2
(2)
3 (M2 ) @)2
| o + 02+ y(cler) + (1/2)c(es)) + veles) + veler) +veles) | 07117200,
o
inf

— (e + (1/2)€2) + vea + ves) (IVoD] 2y + 10 p2gny) +

— (y(er + (1/2)e3) + e + ver + yes) (||VU(2)||L2(92) + ||U(2)||L2(Qz)) =
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(1)
ain
_ <—2 = B”) 1900 ey = (AD + BOY [ o+

)
Qi
+ ( 5 3(2)) V@ | 1205y — (A® + BP) [0@]| 12y

onde

+ o1+ y(eler) + (1/2)c(e)) +ye(en) + yeles),

[ ]
(1)
2ainf
3 (1427)
o AP = o Tt Y(eler) + (1/2)c(es)) + veles) + yeler) + vyeles),
ainf

BW = ~(e; + (1/2)€3) + veq + ves €

e B® = v(e1 4+ (1/2)es) + yeg + ver + es.
Resumindo, obtivemos:

(1) (1)
Q. o
P(t;v’v) - <%f - B(1)> (HVU(DHLQ(SM) + HU(DHLQ(m)) _ (A(l) + 12nf> HU(I)HLQ(Q1)+
a(z)f Oé@)f
|52 = B ) (IVe ez + 1o 2an) = (AP + =5 ) [0 20 =
_ 5(1)HU(1)HH1(91) _ )\(1)’|U(1)HL2(91) + ﬁ(z)HU@)HHI(QQ) — )\(2)HU(2)HL2(QQ)

) ©))
onde g = —inf _ g ¢ 52 = —mf _ B® g0 constantes estritamente positivas, bastando

para isso tomar os €;, i = 1,...,8 tao pequenos quanto for necessario. Assim,
P(t;v,0) + AV (oW 2,) + AP (0@ 120,y = BVN[0W |1,y + B2 0P| 10n)

Portanto P(t; v, v)+A|[v]|r2) > Bl|v] m (), onde A = maz{A\M,X?} e 0 < 8 = min{sW, 3},
Como estamos supondo uma fonte pontual e a deriva constante num pedago da fronteira

I'11, temos que as fungoes f e g pertencem a L?(0,T; H). Desta forma, as condigoes do Teorema

3.2.1 estao satisfeitas.
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Capitulo 4

Discretizacao do Problema

Garantidas a existéncia e a unicidade para a solu¢ao do problema (2.1) na sua forma variaci-
onal em um subespaco conveniente de U, podemos utilizar algum método numérico apropriado
para aproximarmos a sua solucao. O método de Galerkin é um método que nos permite cons-
truir uma solugao aproximada do problema variacional (3.2) associado a (2.1). Para isto, é
necessario fazermos uma discretizacao espacial finita do dominio em questao sobre a qual é
construida uma base de um subespaco finito de V. Detalharemos este processo nas proximas

secoes.

4.1 Discretizacao Espacial

A fim de simplificarmos a notacao, iniciamos esta secao introduzindo uma nova notagao

denotando as expressoes:

<. 7'>L2(Fj) — <~ 7'>Fj7 j = 17. R 12
Sejam V}, um subespaco de V' de dimensao finita gerado pela base
B= {9017 v Pnng s Prng+1s - -+ Spnnh}

Aqui, nn, e nn, indicam respectivamente o ntmero de nds nos meios aquatico e aéreo e
nny, = nn, + nn,, justificando a quantidade de elementos na base B - a dimensao do subespaco

Vi Assim, a solugao do problema (3.2) no subespago V}, pode ser representada como:

uh(xa Yy, =z, t) = (US)(% Y, z, t)a Ug)(l’, Y, z, t))a
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com

1
u) = Y g,y 2)
i:nnw—l-l
u? =" etz y, 2) (4.1)

Y (F g+ > (V) [[VoD)o, + <ksu§3% vD)p, + (g, v@)p, +

i=1,2 ot i=1,2
8u(l 4
+ <kfuh U Fs + Z ﬁzuh ) l) Fs + Z Q + Z h Z))Qi +
1=1,2 1=1,2 1=1,2
(i) Oy, (1) 2 W
+ Z(‘/}, Oz )o, + Z Uluh 0o, — <61uh 77)( )>F6 - <52uh 7U( )>F6 =
i=1,2 1=1,2

= Z fza Q + g, ()>F117 V(v(l),v(Q)) eV

i=1,2

Esta expressao pode ser generalizada de modo a incluir outras condi¢oes de contorno - o

que nao sera aqui feito, a notacao ja esta suficientemente carregada. Consequentemente, temos:

n np n
“\ de; de; -

( E@i’v(2))92 +( g P vW)g, + 042(2 i Vi|| Vv, +
i=1 i=nup+1 i=1
np
+ 041( Z CZV()D%HVU 91 + k Z CiPi, U F7 + kf Z Cipi, v > +
1=Nw+1 1=Nw+1 =1
Ny Nh Nw
+E(> e v, + (B Y i v + (B2 Y e v, +
=1 i=nw+1 =1
- 2) 0pi - 1 &P
: 20”1( )a—af’v(”)% " <Z O o+ (VG ), +
Nw a@z
FOD e Qa5 DD a2
1=Nw+1 1=Nw+1
Naw Nh Nw
+ 02(2 ci0i, v?)q, + o1 Z cigi, '), ﬁl(Z cii, v, +
=1 1=Nqw+1 =1
np
— B D> o vMypy = D (fiv g, + (9,0, Vo = (0, 0@) € V!
i=nyp+1 i=1,2
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Na realidade, isto correponde a aproximar u'”(z,y, z,t), via separacdo de varidveis, pelas

aproximacgoes em (4.1). Assim,

< de; 2 de .
Z pr v, + Y E(%U(l))m+Oé2zcz‘(v%||vv(2))92+

i=ny+1 =1
np Nw
+ oy Z Ci(VSOiHVU Ql + k Z & SOZa F7 + kf Zci<90ivv(2)>f‘2 +
1=nw+1 1=Nyw+1 =1
np Nw
+ kuCZ Pi, U F5 +ﬁl Z Ci(@iav(l)>r6 +ﬁ226i<¢ivv(2)>rﬁ +
1= nw+1 =1
- dp; 1 a% S 2) 0;
+ ;Ci(‘ﬁ( ) 8 92 +Z ;H ( ) (1))Ql + ZQ‘(VQ( )8_’U(2))QQ +
- 5’ 2 QO
+ Z (VY Nay + Z VA @), + Z ci(V ,v(l))gl +
i=ny+1 1=nyw+1
+UQZCZ Vi, U Qg +01 Z Cz(%, ﬁlzcz ©Yi, U
i=nqw+1
nh
— P Z Ci<90i7v(1)>1“6 - Z(fiav(Z))Qi + (9,U(I)>r11, Vo= (U(l),v(2)) € Vh.
1=Nq+1 1=1,2

E, como é para todo v € V},, podemos substituir vV e v® por um elemento qualquer da

base B, ou seja,

el dcZ o dc, il
dt 902790] 0, Z 9017901 o t O@ZCZ'(VQOZ'HV(,O]')QQ +

= nw-l—l =1
np Nw
+a1 Y Vel Vei)a, + ks Z cilpi @i)re + kg Y il i i), +
N np Nw
+kfzci<90¢790j>r5 + 5 Z ci{pi, pj)rg +ﬁQZCi<¢iaS@j>F6 +
i=1 i=nyw+1 =1
np
2
+Zcz 7@])92—’_ Z (V( ) 730] (951 +Zcz ( 7¢])Qg+
= nw—i—l
% 2 0 3%
+ Z Cz 7SOJ Ql+zcz 2 - P Qz+ Z Cz 92 790])Q1+
1=nw+1 1=nw+1
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Naw Np Nw

+o2 Y cilpiei)a, + o1 Y cilenpi)a, =B cileni)r, +

i=1 i=ny+1 =1
np

— B Y elpnwire = D (fisei)o, + (9:05)m, @5 €B.

i=nw+1 i=1,2

ou

np

dcl
(,02, 90] Qo + Z 9017 90] (951 + Zcz{a2 V¢Z||V¢J)Q2 + kf(@z: 90]>F2+
= nw+1 =1

2 2
+kf<90ia 031y + Bel i i)y + (VP92 01)a, + (VP92 ), + (V3

ik dcZ
dt

Op;
Oz SO])QQ—i_

np,
+03(0i,05)0, — Brloi e} + Y c{aa(Veil Vioy)a, + kalei 05)r, + Bi{i, @)re+
i=nyw+1
0p; Op; 0
+(V1(1)_7 QOJ')Q1 + (‘/é(l) ’Soj)fh + (V( : 790])91 + 01 (9017 90]) ﬁQ(‘ﬁl’v 90j>F6} =
ox dy 0z
Z fza‘p] Q; + Soj>F117 QOJ S B. (42>
—1,2
Usando a mnotacdo c(t) = (c1(t),...,cny(t), Cnys1(t), ., cn, (t))" obtemos o sistema de

equacoes diferencias ordinarias descrito abaixo:

A(pi, p5)c(t) + Bwi, pj)c(t) = d(f, ;) + e(g, »;) (4.3)

com as matrizes A = (a;;), B = (b;;) e os vetores d = (d;), e = (e;) dados respectivamente por:

Qi; = (901', %’)Q

Naw Np
b = oY ci(Veil Ve, +on > (Vi Vey)a, +
+ ke Y clvipie TR ) edpn @i, +
1=Nqw+1 =1
N Nh
+ ke ) edpneirs 0 Y alen e, +
=1 1="ny+1
+ B2 Z ci{pis pj)re + Z ci(Vy oz Pj)a.t
i1 i=1
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1=Nw+1
nh Nw
(1) 9Pi (2) 0pi
+ i:nz+1 Cl(‘/Q o’ j)ﬂl + ;Cl(vz’) 9z’ ])QQ +
.- m 9pi .
+ Z ci(Vy a—;a%)ﬂl + 02 Zci<90i790j)92 +
1=Nqw+1 =1
np Ny
+ o1 Y cilvnei)a, — B cilen i) +
i=nw+1 i=1
np
— Z ¢i{@i, j)Te
1=Nw+1
di = Y (fiei)e, e
i=1,2
€ = <gv 90]'>F11
parai,7 =1,... ,nny,nny, + 1,..., n0y.

Aqui também é razoavelmente simples verificar que outras condicoes de fronteira podem ser
agregadas, bem como fontes de material impactante - o que nao é feito apenas para simplificar

formulas ja carregadas.

4.1.1 Galerkin Continuo: Estimativa de Erro

A resolugao de problemas variacionais como (3.2), feita em subespagos V}, € V' de dimensao
finita, nos permite obter solugoes aproximadas do problema original que, teoricamente, conver-
girdao (e, também, na pratica) para a solugao analitica na medida em que os subespagos V}, se
aproximem de algum modo de V. Fizemos isto utilizando o método de Galerkin o qual, via ele-
mentos finitos, nos fornecerd tais aproximagoes. Consideramos {¢1, @2, ¢s,...} e {p1,p2,.. ., 0n,; }
bases do espaco de Hilbert V' e de seu subespago V), respectivamente.

Nesta secao, vamos analisar o erro que se comete quando aplicamos o Método de Galerkin

continuo no tempo para acaharmos a solu¢ao do problema,

(%\v) 4+ P(tu,v) = Lv), Yo € V (4.4)

(u(0, .),v) = (ug,v), Yo €V, t € (0,T],

Aqui, estamos supondo que u( . ,t), 24( . 1), 3%( . ,t),%( . ,t) e %4( . ,t) pertencem a
L*((0,T1; L*())
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Assim, se uy, representa uma aproximagao numérica da solugao de (4.4), como comentado

no inicio desta se¢ao, num subespago V;, de V', temos para t € (0,77 fixo:

ot

com a condicao inicial tal que

(aUh(t),vh) + P(t; un, vn) = L(vn),Von € Vi, (45)

(uh(O, . ),Uh) = (UQ,Uh), Vvh € Vh. (46)

Faremos uma estimativa do erro absoluto através da norma |[u — wp|| Lo (0,;02(02))-

d([lu — unllz2@)

o para t € (0,7 fixo

Para isto, primeiro vamos obter uma estimativa para
e, em seguida integramos em relacao a t.

Substituindo em (4.5) up(t, X) = Y0 ci(t)pi(X), X = (x,y,2) evp = 95,5 = 1,2, ..., ¢n,
obtemos o sistema de equagoes diferencias ordinérias (4.3) visto no final da se¢ao anterior.

Considerando up, = uy(0, X) = > 7" ¢i(0)pi(X), v, = ¢; ¢ a equagdo (4.6), obtemos o sis-
tema AC(0) = b onde b; = (ug|p;). A solucao deste sistema nos permite obter a condigao inicial
do sistema de equagoes diferenciais ordindrias (4.3) e, consequentemente, uma aproximacao da
condicao inicial do problema (4.5) em V.

Para t € (0,T] fixo !, escolhendo v = v, = ¢ — uy,, com ¢ € L*(0,T;V},) e subtraindo (4.5)

de (4.4), chegamos a equagao:

O(u — up)
( ot :

Somando P(u — up,u — up,) nos dois lados da equagao (4.7) obtemos:

,Qb — Uh)Q + [P(U, ¢ — uh) — P(Uh, ¢ — uh)} = 0 (47)

O(u — up)

O(u — up,)
( ot :

T lu—¢)o + Plu—up,u—¢). (4.8)

lu —up)o + P(u —up,u —up) = (

Agora, vamos fazer estimativas referentes a segunda parcela dos lados direito e esquerdo da
expressao (4.8). Para isto, faremos uso das desigualdades obtidas na segao 3.2. Comegamos

com a segunda parcela do lado direito, isto é,

[P(u— w0~ )| < a1V — )2 |9 (1 — @) ey + ol — anll gy — &l +

+Clu = unll @ lu = ¢llmr@) + MoV (u = un)l| 2 1 = Ol 220 - (4.9)

LCom isto, podemos simplificar a notacdo omitindo ¢ .
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onde C é obtida como em D.3 (se¢ao 3.2), e My(t) = maxizlvg{Méi)} como em D.2 (segao
3.2). Nesta analise, podemos considerar que o campo de velocidades pode variar também com
o tempo. Desse modo, vamos considerar My = sup ess{Ms(t)} e, aplicando a desigualdade
ab < ea? + & Va beRee>0, em cada uma das parcelas do lado direito em (4.9), temos que

2
aS’U,
|P(u—un, u=9)| < e[| V(u—up)|[120)+ 7e, V(= )12 +eallu— uhHL2(Q)+ ||u Sl +

2 2

M; C
+e3l| V(1 — un) [ 20 +4—Hu Ol () + €allu — uh\|H19>+4 lu = 3 (@)

ou,

2
asu
|P(u—un,u— )| < (&1 + )|V (1 — un) [ 120 + 2e, V(= i@ + ellu — unlliz )+

2 2

+(4—62 )||U—¢||L2 )+ eallu — unl|F g +_||“_¢||H1 (4.10)

Quanto a segunda parcela do lado esquerdo, segue, do item i) do teorema de existéncia e

unicidade na secao 3.2, que:

P(U — Up, U — Uh) > ﬁHu — uhHH1(Q) - )\/H’LL - uhHLz(Q). (411)

Substituindo (4.10) e (4.11) em (4.8), obtemos

Ldflu — upl|32

Q
D 4 Bllu — unlZr iy < Nlu — unl|22qy + (1 + )|V (1 — up) |22+

2 dt
2 2 2
Qg g M
F LV (= )y + ol = wnllFaey + (o + G2 ) 1w = 0l + calls = unllFe+

C? O(u — up) |

ol = e + (F 5 = 9o

ou,

d||u —Uh”%%g) 9 Y 2 2
+ crllu — upl[z ) < Allw = unllzz) + c2llu — @ll720)+

dt
C? o’ O(u — up)
2 2 sup h
FeslV = )y + o~ ey + SV~ )y + 2 2]

[u — d)a
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onde, c; =2(8 —€1), 2 = L + 22 3 =2(e; +€3) e A =2(N + €2).

262 2e3

Esta ultima desigualdade pode ser reescrita da seguinte forma *:

azup)
261

dllu — up|3.

dt

C? I(u—u a?, ~
+5c lu=dling +2<%Iu—¢)a+Tf(!w(u—aﬁ)l\%zmﬁHu—chiz(m), onde A = A—c.

=

+Cl||U—Uh”%11(Q) < )\”U—Uh”%?(m +(ca— _¢||%2(Q) +C3||U—Uh”%11(9)+

2 ~

~ ~ « 2
Agora, chamando ¢; = ¢; — ¢3, ¢o = ¢o — el C3 = 2% + S“” e fazendo as correspondentes

simplificagoes nesta tltima desigualdade obtemos,

dHU_uhH%?(Q
dt

+ Gl = unllin o) < Ml = unllfzq) + Cllu = @Iz )+

O(u — up) "

+53||U—¢||§{1(Q) + 2( BN — 9)a- (4.12)

- . dle™ M [lu=unll? 5 ) d(lu=unl? ()
Multiplicando (4.12) por e, considerando que ~ M) - ;t 2@’

e M|ju — UhH%P(Q) e integrando de 0 a s € (0, 7] em relagao a t, obtemos:

e s, ) — un(s, )| Z2@) — llu(0,.) — un(0, )\|L2(9>+Cl/ e Mu — up||F2qdt <
0

S

- [? [ ., 0(u—u
<% / e — 22 ey i+ / e % gyt 42 / i)
0 0 0

ot ) |U—¢)th (413)

Agora, tomando ) tal que e ™ < 1 e sabendo que ¢; < 0 temos as seguintes desigualdades:
(i) /0 e Mult,.) — ¢t ')H%Q(Q)dt <|lu— d)“%Q(O,T;L?(Q)) e

(ii) /0 e Mut,.) — (t, Min@dt < llu— ll720.1.001 @)

Laqui podemos escolher ¢4 de tal forma que ¢; < 0.
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Assim, os lados esquerdo e direito da expressao (4.13) podem ser limitados inferiormente e

superiormente por

e Mlus, ) = un(s, Iza@) = 1u(0,.) = un(0, M2 + Ellu = unllioran@)y — (414)
e

Bl = lBsaon + o = oy +2 | e F O - oot (015)
respectivamente.

Temos entao uma nova desigualdade formada por (4.13), (4.14) e (4.15), ou seja,

e Mlu(s,.) — un(s, 2 < Nu(0,.) = un(0, 72 — Culle — unll720.7:m1 @)+

- - S, 0(u—up)
+&lu = bl 720120 + Gl — D220 1m0 + 2/0 e At(TW — ¢)odt  (4.16)

Integrando por partes a integral que aparece nessa ultima desigualdade temos,

/OS <‘9(“<t’ ')a_t un(t;) le M (u(t,.) — unlt, .))) dt = (ult,.) — un(t, e M(u(t,.) — ¢(t,.))) s +

Aplicando a desigualdade de Holder e a desigualdade ab < ea? + %,Va, beRee>0em

cada uma das parcelas do lado direito desta ultima equagao obtemos

A (Wt’ Ll D)o, ) — o, .>>) dt < eljus, ) — uns. o+

® 1
elluo — wn, [[72(0) + €A + 1)/ e, ) = wn(ts )z + plluls, ) = o(s, a0+
0

+4i€ {Huo —6(0, )72 + /OS hu(t» )= &t Mzz) + i e ')a; o) H%Q(Q)] dt}
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com esta desigualdade reescrevemos (4.16) da seguinte forma:

e Mlu(s,.) — un(s, )72 < Nu(0,.) = un(0, )72 — Clle — unll720.7:m1 @)+

+Collu — ¢||2L2(0,T;L2(Q)) + Callu — gb”%?(O,T;Hl(Q)) + 2€l|u(s, .) — un(s, ')H%?(Q) + 2¢€|[ug — Uho”%%@)ﬂL

#2eh+ 1) [t = unt ey + 5o ) = 06 M+ 5 { o = 600, e+
# [ it = ot g + 122D e (4.17

Abaixo listamos majorantes para as parcelas do lado direito desta tltima desigualdade:
_ 2 < 2

® [lug uhoHLQ(Q) < Juo ¢0HL2(Q)

o [[u(s,.) = un(s, 7o) < v = unllieoriz2@)

b /0 Ju(t,.) — ualt, ')Hiz(g)dt < lu— uh”%z(o,T;Hl(Q))v

o /0 Jult, ) = o(t, M2t < lu— @720 .01 )

* 0t ) — o(t, ) (u—¢)
) I BT

0
72 dt < ||TH%2(O,T;L2(Q))7

Assim, (4.17) pode ser escrita como:

_ 1 1
e M uls,.) = un(s, M7z < (1+2e+ 2—6)”“0 — ¢oll72(q) + Q—EHU — Ol Zoo 01220+

-~ 1
+(e2+ ¢+ 5)|lu— ¢||%2(0,T;H1(Q)) + 2ef[u — Uh”%oo(o,T;L?(Q))JF

2e
- 1 0(u—9)
—(@ = 2e(A + 1)) [lu — unllF2(0 7m0 ) + 2_€HTH%2(O,T;L2(Q)) (4.18)

Tomando o supremo desta desigualdade para t € (0,7 e, para € < % temos,
Ju — Uh||%oo(o,T;L2(Q)) <M Colluo — ¢0||%2(Q) — Cifju— uh||%2(0,T;H1(Q))+

I(u—9)
+ Cy (”U — Pl 220y + v — Dli20.r:L200)) + ||T||%2(0,T;L2(Q)) : (4.19)
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142+ 5 ¢ —2e(A+1) 1 1 . 1
de Cp= — T2 ¢ 2O 72T o= — ~
onae to = Tl 1T T g LT max g @t et o

Observe-se que a cota superior do erro em (4.19) cresce exponencialmente com o valor de
T'. Isto indica uma dificuldade para as estimativas com periodos de tempos grandes, o que nao

é 0 caso, pois em nossos estudos consideramos intervalos de tempo relativamente pequenos.

4.2 Discretizacao no Tempo

O passo seguinte é fazer a discretizacao no tempo. Para isto, utilizaremos o Método de
Crank-Nicolson que consiste em um método de diferengas finitas centradas em t,, —|— t segundo

o qual obtemos as seguintes aproximacoes de ordem o At?):

1
Cn'i' J— c'r,l‘ CT-L+1+C?

dCJ j j At
s B e e gt + ) R S

onde c; = c(tn; ), Y5, 2).-

Substituindo em (4.2), obtemos:

Nw Cn+1 n+1 Nw n+1

Z At @za@] 0, + Z (p,,QDJ o + Z ] {O'/?(VQOZHVQOJ)Qz
=1 1=nw+1

g (i, 03)rs + k(00,030 + Baler, 05)m, + (Vi 5 o) + (v;”a—y, ©i)o,t

8901 np n+1 +c n
+(Va ==, 950, + 02(91, 95)0, — Buli pi)re} + T o (Ve Viy)a,+
0z

1=Nqw+1 2
0p; 0p; 0p;
1 7 1 7 1 7
+ks<30'ia (10j>F7 + ﬁl(gpia <Pj>1“6 + (‘/'1( ) o 590]')91 + (‘/2( ) 8y 790]')91 + (VE’,( ) Oz 7(10j)ﬂl+

nt+i n+t L
+o1(is i) — Balpi, pi)re} = Z(fZ 2, 05)0, (9" 2, i)y, w5 €B.
i=1,2

Separando os termos que acompanham c”Jrl e ¢}, obtemos o sistema de equagoes lineares:

A"t = B + 4t (4.20)

onde as matrizes A, B sao dadas pelas diversas integrais que aparecem no lado esquerdo da
equacao acima e o vetor d é dado pelas integrais no lado direito.
As duas figuras que veremos abaixo, servem apenas de ilustracao para vermos a ”forma” em

que fica o sistema mencionado acima:
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No caso do meio aéreo ou aquatico vistos separadamentes o sistema tomaria a seguinte

forma:

Figura 4.1: Sistema num tnico meio

Em nosso problema, em que ha um acoplamento das equagoes dado pela condicao de con-

torno na superficie I'g, 0 sistema se torna:

Figura 4.2: Sistema acoplado

As intersegoes correspondem as linhas do sistema (4.20) que incluem nés na interface ar-agua
(T)-

4.2.1 Galerkin e Crank-Nicolson: Estimativa de Erro

A discretizacao temporal de (4.4), feita através do método de diferengas finitas de Crank-
Nicolson nos dard um solucao aproximada U. Deste modo, estamos considerando a referida

equacdo no tempo t,,. 1 = (m + §)At, onde m é um inteiro nao negativo e At é o passo no

1
3
tempo.
Como necessitamos reescrever a formulacao (4.4) no tempo t,,,1, vamos considerar que
2
u(., X) é trés vezes diferencidvel em relacao a t, onde X = (z,y,2) é fixo e arbitrario em

QO =QuUoN. Assim,

_ u<tmﬂ,x>2+ ultn: X) o Oy Xl X) —utn X)
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aproximagoes tais que &, € g, sao da ordem de At* (o(At?)). Temos também, para X € 9(f),

w(tma1, X) + u(tm, X)
2

Substituindo as aproximagoes acima em (4.4) e considerando que:

u(t 1 X):

m+§7

+ G-

8k+1u 3k+1u ak+1u

otkdx’ Otkdy’ otkoz’

k =0,1,2 sdo continuas em Qp onde Qr = (0,T) x Q, obtemos:

Um+1 — Um
( +At +6mlv) = Pyt +&nyv) = L)y, 01, W EV, (4.21)

com 1y dada como condicao inicial. Denotando por U a solugao obtida ao aplicarmos o Método

de Galerkin e Crank-Nicolson em (4.4), segue que:

Uns1 — Un, o UnitU+m
A =P

Sendo (Up|vr) = (uplvn), Yun, € Vi, como em 4.1.1, fazendo (4.21) menos (4.22) e conside-

,'Uh) = L<Uh)’tm+%7 VUh € Vh. (422)
rando v = v, obtemos

(uerl - Um+1 - (um -

Un
At ) + §m|Uh) - P(umqt% +€m>vh) - P(Uer%?vh) = O, vUh € Vh-

Considerando z,, = u,, — U,, nesta ultima equagao, temos

Zm+l — Zm
(= +1At =+ Gulvn) + Py s + &myvn) = P(Uyg1,00) = 0, Yoy, € Vi (4.23)

Analogamente ao que foi feito na secao 4.1.1, consideramos v, = (¢ — U),,, 1 ou, equi-
valentemente, v, = (¢ — u)m+% + 241 onde ¢ € L?((0,T); V4). Substituindo em (4.22), temos

||Zm+1||%2(ﬂ - ||Zm||%2(9 Zm+1 — Zm
A P Pl ) = (PR (0 6 )e = (oot

_P(ffm vh) + P(’zm+%7 (’LL - (b)er%) (424>

Faremos agora estimativas relativas aos termos da expressao (4.24). Com o auxilio de (4.10)

(se¢do 4.1.1), temos
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2

aS’U,
o [P(zpy1s (u=9)pi1)| < (61+63)I|Vzm+%lliz(m+?1PI|V(U— NN
2
deg

+€2H2m+1HL2(Q + (55
hd _P(g’m?vh) (gm’(U ¢)m+ ) (Sma( _qb)m—i—% _Zm—‘r%) S

< @+ BV By + 22 (19— By By + ot ) +

+<4€2 ) (- >m+1|| o+ Wi o) ) + EllémlZ )+

Z (1= By sy + Iz ey ) + @llnlBagey

+1
+3
e

M2
281w = ) s 2oy + €allzmes By + Sl = D) [0y

Finalmente, para a segunda parcela do lado direito de (4.24),

1
¢ ~(snltn)a = (6l = ey = s < sllnloey + 5 (e B+
+Hzm+%”%2(9)> :

Assim, o lado direito da expressao (4.24) é majorado por

#1H2m+1“H1(Q +M2Hzm+1”L2 +H3||Zm+1”H1(Q)+M4||V( ¢)m+%”%2(9)+
s | (= @) 1720y + 161l (1w = @)1 () + (& + &) VEmllT2 )+

Zm+1 — "Pm
+€2||§m||L2 + €4||§m||H1 + 65||§m||L2(Q + (—At |(u — ¢)m+%)ﬂ' (4.25)
q 4o g Yow Sup N o? LMy M3 1 N C? 2y Ol
onde =€ € —, € —_ = ) =€ o) = =
241 1 3 1, M2 = €2 15 1, des M3 4 1e, 221 de, 1%,
02+M2+02+M2+1 C2+Cz
= - - o — € = — —_—
Hs 462 463 462 463 465 He 464 464

Novamente usando o item iii) do teorema 3.1 (sec¢@o 3.2), temos que

||Zm+1||%2(§z) - ||Zm||%2(9) 2 Y 2
oA +ﬁ||2m+§||H1(Q) - )‘Hzm-i—%“L?(Q)' (4.26)

é uma cota inferior para o lado esquerdo de (4.24).

Assim, (4.24), (4.25) e (4.26) dao lugar a seguinte desigualdade:

lzms1ll72@) = l2mllZ
(Q)A]f ( >+(ﬁ—u1)llzm+%llzl(m < (M2+)\)||zm+1||L2 )+ 13 2 P o)+
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H(pa + 5+ p16) | (1w = @)y 2 i (@) + (@ + & + & + E)IEnll T o) + SsllsmllTa@)+

Zmtl — Zm
HEEE 0= 6),04)a

Hszrl”%Q(Q) + HzmH%Q(Q)
2

Observando que ||z, .1 1720 , esta ultima desigualdade nos for-

nece:
(1= Atz + Nl zms1 |20y + 208 = 1 = 1) Atl| 2 11y < [+ Atz + X+ D)2l 720y +
+2A (g + pis + p16) [|(w = )17 o) + 2A8(E + & + & + ) [l 71 (@) + €sllsmllT2 ()] +

2 Zm4+1 T Zm
~ Al lay + 2AH I (1 = 6),04 )

Fazendo,

o 1 — At(pg+N) = 1 (At)

o 14 At(ps+ A+ 1) = co(At)
2(8 — 1 — p3) = cs,

a desigualdade acima pode ser reescrita como

Zm4+1 — Zm
c1(At)]|zm1 | T2y + 3Dt 2417 (0) < c2(A) |2 Z2) + 2Alt(+A—t|(u — @)yt )Tt

F2A0t (pa + g5+ p16) | (14— )1 31 () + 24 [(61 + & + &+ ) |Emll7n i) + esllomlliz@) | +
—At||2m |72 (4.27)

Cl(At
CQ(At) ’
Assim, temos que existem constantes positivas [ e L tais que | < F(At) < L < 1. Da mesma

Definindo a funcao F'(At) = escolhemos fiz, A e At tal que 0 < At(uy + \) <

1
3

forma, existem constantes positivas [ e L tais que

F(AD™

C2

S

<L<«<l1
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m

F(A
Multiplicando (4.27) por (A1)
&)

temos,

F(AD)™ M zmiall T2 ) — FIAD)™ [ 2ml| 720 + lC3AtH’2m+%H§{1(Q) <
< 2LA(pia + s + o) || (v = @)yt i) — 1A 2ml 720y +
F2LAL (& + & + & + &) [€nlina) + &sllomllEaoy| +
F(ay"

C2

+2At

(2 (= )y

Somando os termos desta tltima desigualdade com m variando de 0 a M — 1, onde M é o

nimero de passos no tempo e observando que

M-1
> [P 22y = FAY" | zml2ae)| = FAOM 2012200 — 12001320y,
m=0
obtemos
M-1
F(At)MHZMH%z(Q) + les At Z Hzm—i—%”ill(ﬁ) - HZOH%?(Q) <
m=0
M-—1 l
< 286 Y (260 + ps + 00 = Dy B — 0 +
m=0
M-1
F2LAL Y (@ + & + & + E)llemlF ) + sllomlF | +
m=0
M-1
2At Zm+l — Zm m
T (— 7 [F(A)"(u = @)yt)a. (4.28)

m=0

Voltamos agora nossa atencao para a ultima parcela do lado direito de (4.28). Usando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz e novamente a desigualdade em D.2 (secao 3.2), existem
01, 09 > 0 tais que:

24t — Zm+1 — Zm m
o mzo( I EAD™ (4= 0)1)0 =
oAt ML F(A)™  (u— ), 1+ F(A)™ (1 — ),
= — Z Zm| 2At +3 )+

=1

02



§ [l AN 6)yy) — Collu— 0)y)] <
t 1
5 (Al + gl Gy — 0 Gyl ) +

1 1
(= @) a1l 72 + 0sll20llZ20) + 15, 1w = )y IIizm)]

2
=06 2
- {anMnm "

Portanto (4.28) pode ser escrita da seguinte forma:

M-1
209
(F(A)™M - C_2)||ZM||L2 + 1A |z i) <
m=0
— 26
3

<2 Z (ta + ps + )| (u — )m—f—%”%—[l(ﬂ) +(1+—)||ZO||L2(Q)+

m:0

[asy

+2LAt

Jﬁ

(@ 4@t &+ @l + esllonlam)] +

2(51 1
tz{ Dlzn sy + gl = et = (0= D)yl | +
m=1

1 1
AbTv [ -1l + TG 611172 — 1At 20l 720

2(52 253
. . 20 [
O fato de que ¢y > 1 implica que — — [ < 20; — [. Escolhendo §; = 3 e uma vez que
Co
||zo||%2(ﬂ) = ||uo — U0||%2(Q) < |luo — ¢(0, )||L2 podemos concluir, finalmente que:
M-1
]| za]|72 () + lesAt Z 122 () < 2LAE DY asl|(u = @) s )+
m=0 m=0
M-1 2
1 [ (w — ¢)m+% — (u— Qs)m—% ||L2(Q) 9
+25262 TnZZI At +a3||u0_¢(07)||L2(Q)+
gl = DarmalFiaey + 55—l = 9) Ry + ¢ AP (429)
—||(u — _ u— ermos em )
252C2 Y M1 L2( 25 L2(@
20. 20.
ondeale(At)M——z, u4—|—u5+u6ea3—1+—3—lAt
Co Ca
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Em sintese, obtivemos um limitante superior como aquele que foi obtido em (4.19), porém
para a aproximacao de Galerkin discreto, gerando taxas de convergéncia quando particula-

rizamos a func¢do ¢ - este procedimento pode ser visto em [12].

4.3 A Implementacao Comentada

4.3.1 A Malha

A resolugao do sistema de equagoes lineares (4.20) obtido na segao 4.2 depende, entre outras
coisas, da construcao de uma malha adequadamente dimensionada sobre o dominio 2 = €,,U§2,
e uma adequada escolha das fungoes base do subespaco V},, definindo assim os elementos finitos.

Em nosso dominio tridimensional optamos pelos tetraedros na discretizagao. Denotemos por
{Q:}.r, uma familia finita de n;, tetraedros €2, dois a dois disjuntos ou tendo como intersegao

toda uma face, toda uma aresta ou um vértice e tais que:

Associamos a esta malha o parametro h = max.{diam(Q.)} ? e, desta forma, denotamos a
1 ’n,h
familia {Q.}.", por Ty
Dentre os diferentes subespacos de dimensao finita que podemos escolher para definir Vj,
consideramos o espaco das fungoes polinomiais de trés variaveis de grau menor ou igual a n

definidos em €2, ou seja, se @ = a; + ag + ag,

Pn(Qe) = {P Q. —R / p(@ = Zaogagagwoqonzasa Goyazas € R}
an
Nas aproximacoes algoritmicas usaremos n = 2.
Este espaco tem dimensao finita, e cada funcao base assume um 1inico valor em cada ponto
ou n6 da malha, caracteristica de elementos finitos. Se nn;, denota o numero total de nds,
teremos entao a mesma quantidade de funcoes polinomiais na base. Pelas caracteristicas do

problema, bem como pelo contexto do espaco funcional, resulta particularmente o subespaco:
Vi, = {(,0 S Co(ﬁ) / g0|Qe S Pn(Qe), vV Q. e Ty, ngFl? = 0}

Nos célculos dos elementos das matrizes A, B e d em (4.20) aparecem integrais envolvendo

os elementos de V3. Para facilitar estes célculos, adotamos como base de V}, as funcoes-teste

2A referéncia ao pardmetro h é relevante no seguinte sentido: para melhorar a aproximacdo discreta, nao
basta que nnj; (o ndmero total de nds), aumente. Isto deve ocorrer com h tendendo a zero.
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i para as quais:
i(b;) = 045, 1,j =1,2,...,nn,

sendo d;; a funcgao delta de Kronecker e b; o j-ésimo né da malha com que se discretiza 2. No
caso de elementos de primeira ordem, para cadané j (1,2, ...,nn), obtém-se uma funcao ¢, que
¢ linear por partes. Assim, quando estamos trabalhando com um dominio  C R2, o aspecto
geométrico de cada funcao ¢; ¢ uma piramide virtual sobre cada elemento (2., assumindo o
valor 1 no j-ésimo né e zero nos demais nés da malha [20].

A fim de facilitar a implementacao, faremos todos os nossos célculos no tetraedro com
vértices (0,0,0), (0,0,1), (1,0,0), e (0,1,0), que serd denotado por tetraedro de referéncia
(), usando para cada integral que integra os elementos do sistema (4.20), uma conveniente
transformacao de variaveis (ver Apéndice A). Como podemos ver na Figura 4.3, cada tetraedro
Q). em nosso dominio sera relacionado com o tetraedo de referéncia por uma transformacao afim
T.

B(1,0,0)

Figura 4.3: Transformacao T’

onde
Tog —T1 T3 —T1 T4 — XT3 13 x
TEnO =] y2—a1 ys— a1 Ya—x n |+ w
g — X1 k3 —T1 24— A1 ¢ 21

Para o caso em que n = 1, as funcoes polinomiais ¢; € V}, correspondem aos elementos
) 5 7 h
de primeira ordem, isto é, considerando apenas os vértices do tedraedro de referéncia, temos:

quatro runcoes-teste para quatro graus de liberdade
tro funcdes-test tro g de liberdad
pr=l—w—y—2 p2=o, pG3=Y € Py =2.
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E facil verificar que as fungoes @1, s, @3 € s assumem o valor 1 nos vértices O, A, B e C,

respectivamente, e sao nulas nos vértices restantes.

Para n = 2, o qual utilizaremos, as fungoes polinomiais @; € V}, correspondem a elementos
de segunda ordem, isto é, consideramos os vértices e os pontos médios das arestas do tetraedro
de referéncia para determinarmos as dez fungoes ¢; (dez graus de liberdade: quatro vértices e

os pontos médios das seis arestas). Assim, temos:
p1=1-3@+y+2)+2@*+y*+ 23 +4(ay + 22 +y2), o = 4o — 4a* — 4oy — 4az,
p3 = —x +20%, gy = Ay, o5 = —y+2y°, s =4y — 4y” — dzy — dyz,

07 =4z — 422 — dxz — dyz, ps = 4xz, g = 4dyz, e g = —z + 22%

Montagem da Malha

A seguir, faremos alguns comentérios (de modo sucinto) a respeito da montagem da malha.

Primeiramente vamos recordar o dominio de nosso problema visto no capitulo 1.

V4
1—‘10 r]
FQ
Fg 1—‘11
y
i B
I, T =
1 13
rl
(0,0,0) M

Figura 4.4: Dominio do Problema €2

A numeracao dos ndés comeca na origem de nosso referencial , a intersecao das faces I'1, I's

e I's. A Figura 4.5 ilustra esta situacao.
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Figura 4.5: Nés - 1 nivel

Com esta numeracao montamos os tetraedros referente ao primeiro nivel, cujos tipos estao

descritos na Figura 4.6:

Figura 4.6: Cubos Padroes

Observe-se que precisamos desses dois tipos de posicao de tetraedros, pois se montarmos a
malha com apenas uma posicao de tetraedro, teremos intersegoes entre elementos que nao serao
face, aresta e nem mesmo um vértice. Na Figura 4.7, a montagem da direita ilustra a situacao

errada e a montagem da esquerda a situacao correta.

=

Figura 4.7: Colocacao dos Tetraedros

O numero de tetraedros (ou elementos finitos) na dgua ¢ 1480 e no ar é 5280, totalizando

6760 tetraedros discretizando nosso dominio. J& o nimeros de nés na agua ¢ 2951 e no ar ¢é
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8889, totalizando assim 11840 nos.
Finalmente, na tabela 4.1 logo abaixo, apresentamos as dimensoes de nosso dominio que

foram usadas nas simulagoes.

Tabela 4.1: Dimensoes do dominio

altura em z | comprimento em ¥y comprimento em x
Ar 0,02 km 0,24 km 0,88 km (superficie e margem)
Agua | 0,18 km 0,24 km 0,72 km (fundo) e 0,76 km (superficie)
4.3.2 SUPG

Conforme os valores do campo vetorial pelos termos de transporte existe a possibilidade
de que solugoes numéricas obtidas através do método aqui adotado sejam corrompidas por
oscilacoes; isto acontecerd em casos de problemas com conveccao ou adveccao dominantes que
extrapolem o nicleo de Péclet [3]. Estas oscilagoes podem ser evitadas fazendo um adequado
refinamento da malha, mas com um alto custo computacional. Uma alternativa para resolver-
mos este problema é o método Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) introduzido por
Brooks e Huges (op. cit.), cuja idéia basica é modificar as fungdes peso residual para o termo
convectivo do Método dos Elementos Finitos. Esta modificacao atua na direcao do fluxo, evi-
tando a excessiva difusibilidade presente nas solugoes obtidas através de outros métodos, sem

introduzir difusao artificial e perder consisténcia. As fungoes modificadas sao da forma:
@i =i+ i

onde ¢; sao as fungoes-teste que geram V}, e ; sao fungoes decontinuas que sé atuam na

H
direcao do campo de Velocidades as quais dependem tanto do campo de velocidades V', como
|V|h

do numero de Péclet P, = 5

Substituindo as novas fungdes na expressao (3.2), obtemos a formulacao SUPG:

8uh

Z/ % — Div(—aVuy, + Vuh) + oup, — f)dQ + ( |SOJ)Q + P(t; up, %) = (f‘%)

Como em Codina [8], vamos considerar neste trabalho:

= 1.1
;i =1,V oVy;, comT = (coth(P.) — =)—.
Feralv|

o8



O processo para calcular 7, é descrito nos seis passos relacionados abaixo, conforme o pro-
cedimento que aparece em [7], ja incorporado com sucesso em diversos trabalhos correlatos ([4],
[10] e [36])

é
1: Calcular a norma euclideana da média aritmética das velocidades caracteristicas V. dos

noés do tetraedro Q..

2: A partir dos vetores velocidade no elemento 2., usar a transformacao afim 7' da segao

anterior para determinar os vetores correspondentes no tetraedro de referéncia. Aplicar
H
o passo 1 a estas velocidades para obter a velocidade caracteristica V ,.;.

3: Calcular o comprimento caracteristico h, dado por h, = 0, 7‘%‘/‘%.
ref

4: Calcular o nimero de Péclet 7., dado por %
5: Calcular a func¢do upwind € = coth(y.) — %
che

6: Calcular o tempo intrinseco 7, = AR
e

Analogamente ao que foi feito nas segoes 4.1.1 e 4.2.1, podemos obter as mesmas estimativa

para o erro com SUPG, bastando para isto supor que:

o u(.,t), g—?( 1) € L2((0,T); L*(Q)),
ou ou ou 9 -
° %( ) ’t)’a_y( ) ,t),%( ., t) € L*((0,T]; H(Q)),

e escolher v = vy, + Te‘_/)h oV, = ¢ — uy, com ¢ € L?(0,T;V},) para Galerkin continuo e

e escolher vy, + Te\_/h oVu, = (¢ — U)m+% ou, equivalentemente, v, + Te‘_/h oVuy, =
= (¢ — u)m+% + 241 onde ¢ € L?((0,T]; V4) para Galerkin com Crank-Nicolson.

4.3.3 Campo de Velocidades

Neste trabalho, a fim de aproximar uma situacao mais real referente a circulacao no meio
aquatico, consideraremos um campo de velocidades na agua obtido através das equagoes de

Stokes, isto é,
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UAW, — VP+f=0

diviWy; = 0

Wi(z) = g(x),Vx el
oWy _

on .

Aqui, o dominio espacial Q denota um conjunto aberto e limitado do R? tal que 9Q =T =
L,Ul,e®#T,NTy, uéo coeficiente de viscosidade, Wi ¢é a velocidade, P é a pressao e f,

no presente caso nula, ¢ a forga.

Em [36], Saavedra-Vasquez desenvolve uma rotina de simulagoes que foi implementada u-
sando Elementos Finitos. Esta rotina utiliza as condi¢oes dadas nas fronteiras do dominio para

fornecer a circulagdo de uma porgao aquatica (no presente caso é uma por¢ao maritima).

Em nosso trabalho, adaptamos esta rotina as nossas condi¢oes de contorno para obtermos
a circulacdo no meio aquético Q®. Em dias onde o vento é muito forte, a cirulacido no meio
aquatico sofre influéncia direta do vento e, neste caso, além das condi¢oes de contorno dadas
pela entrada do canal que forma o lago (I'y e I's na Figura 4.8), incluimos também a acao do
vento na superficie (I'g).

Figura 4.8: Fronteiras em Q) - Stokes

60



Capitulo 5

RESULTADOS

Neste capitulo apresentaremos alguns cendrios tipicos ! simulando a dispersao de poluentes
em corpos aquaticos com dimensoes superficiais nao muito grandes ou com grande profundidade.
Uma das maiores dificuldades na Modelagem Matematica é a obtencao dos parametros,
pois nem sempre conseguimos dados na literatura e com os diversos orgaos que possam estar

envolvidos no poblema.

5.1 Cenarios e Simulacoes

Embora um dos principais interesses do presente trabalho seja o de obter aproximacoes
numéricas de confiabilidade quantitativa, outputs graficas® e, portanto, de cardter qualitativo
tém imensa utilidade para a Matematica Aplicada em termos da visualizagao do comportamento
evolutivo da presenca de material impactante nas sucessivas ”fatias” que descrevem o dominio.
Este tipo de saida é, também, de interesse a profissionais de outras areas - justamente pela
visualizacao do comportamento estudado.

A seguir relembramos os coeficientes de nosso problema e apresentamos duas tabelas, uma
com as caracteristicas dos experiemntos - Tabela 5.1 e a outra com os parametros das discre-
tizagoes - Tabela 5.2, facilitando assim o entendimento do que foi feito nas proximas quatro

secoes.
e oY) — coeficiente de difusdo no ar e a® — coeficiente de difusao na 4gua,
e g — entrada de poluente no ar (deriva) e f — fonte na agua,

e 31 — passagem ar-agua e J — passagem agua-ar,

lembora sem acesso a todos os parametos envolvidos. Neste caso alguns foram estimados.
Zas simulacdes foram obtidas através de cédigos utilizando o ambiente MATLAB® do LBMA /IMECC.

61



e 0, — decaimento no ar e o, — decaimento na agua,

e k, — perda na terra e Ky — perda no fundo e margem,

Na Tabela 5.1 apresentamos as caracteristicas dos experimentos (ou cendrios) considerados

nessa tese.
Tabela 5.1: Caracteristicas dos FExperimentos
Secao | Deriva | Fonte na dgua | Ventos em Superficie
Experimento 1 | 5.1.1 Sim Nao Nao
Experimento 2 | 5.1.2 Sim Sim Nao
Experimento 3 | 5.1.3 | Nao Sim Nao
Experimento 4 | 5.1.4 | Nao Sim Sim

Na tabela 5.2 constam os parametros referentes as discretizacoes espacial e temporal. Estes

valores foram os mesmos em todas as simulagoes.

Tabela 5.2: Parametros da discretizacao

Parametros | Valores | Unidades

Ax 0,04 km
Ay 0,03 km
Az, 0,01 km
Az, 0,03 km
At 0,02 horas

Para o campo de velocidades no ar, em dias de ventos normais, adotamos um perfil pa-
rabdlico com fluxo laminar, no qual as velocidades usadas foram: 20 km/h a 180 metros do
solo e zero na superficie. J4 na dgua, a circulacao e dada pela entrada do canal que forma o
lago (via Stokes - neste caso usamos uma velocidade de 1 km/h). Como usaremos em vérias
simulagoes esta situacao para o campo de velocidades, vamos nos referir a este cenario como
situacao padrao simplesmente.

Foram dois tipos de graficos para os experimentos:

1) Um gréfico, cuja unidade de medida é a concentracao (g/l), mostrando vérios niveis com
cortes paralelos ao plano-xy (as ”fatias”) nas alturas:

e 0 (fundo),
e Az, (nivel intermedidrio na dgua),
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e 2Az, (superficie na agua),

e 2Az, (superficie no ar),

o 2Az, + Az, (primeiro nivel no ar),

e 2Az, + 2Az, (segundo nivel no ar),

o 2Az, + 3Az, (terceiro nivel no ar),

e 2Az, + 4Az, (quarto nivel no ar) e

e 2Az, + 5Az, (quinto ou pentltimo nivel no ar).

2) Um gréfico (com a mesma unidade de medida citada no item anterior) mostrando um corte

paralelo ao plano-zz em y = 4Ay.

5.1.1 Cenarios com Deriva

Em nosso primeiro experimento - cenério, consideramos que hé deriva e que nao ha fontes
no meio aéreo ou aquatico, situacao que sera diferente a da Secao 5.1.2 onde, além da deriva,
teremos uma fonte no meio aquatico. Observamos também que o valor da deriva serd o mesmo.

Neste caso, o resultado esperado combina a presenca do material impactante introduzido
no meio aéreo através de um pedago da fronteira esquerda (deriva em I'j;) com a passagem
para o meio aquatico através da superficie ar-dgua (I's). Assim, podemos esperar um aumento
da quantidade de mateial impactante no meio aquatico. Isto se pode ver na coluna a direita
das figuras 5.1-5.3 e na figura 5.4. Quanto aos campos de velocidades no ar e na agua, te-
remos a situacao padrao, ou seja, perfil parabdlico no ar e Stokes na dgua como mencionado

anteriormente. Na Tabela 5.3 encontramos os valores para os coeficientes desta situacao.

Tabela 5.3: Parametros com Deriva

Param. | Valores | Unidades || Param. | Valores | Unidades

a 0,05 km?/h 3y 0 km /h

o 0,007 km? /h o1 0,0001 h~!
g 0,002 | (g/1)(km/h) oo 0,0002 h~!
f 0 (g/1)/h ks 0,001 km /h
By 0,0001 km/h Ky 0,008 km/h

A faixa em marrom no terceiro grafico da coluna central representa a terra - margem do

corpo aquéatico (figuras 5.1-5.3).
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Nos proximos dois cenarios nao temos mais a deriva a partir de 7" = 15 u.t.; deste modo

faremos os gréaficos apenas do meio aquatico, uma vez que no meio aéreo a quantidade do

material impactante vai se tornar nula devido a passagem para a agua. Assim, o resultado

esperado é uma diminuicao da quantidade de material impactante com o decorrer do tempo,

cuja verificacao se pode ver na figura 5.5.
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5.1.2 Cenarios com Deriva e Fonte na Agua

Como dito na segao anterior, neste experimento - cenario, o valor da deriva continua o
mesmo, temos também uma fonte pontual no meio aquatico e a passagem é do ar para a agua,
situagao diferente a da Secao 5.1.3 onde teremos uma fonte pontual (com o mesmo valor ado-

tado aqui) e passagem da dgua para o ar.

Neste caso, além da passagem do material impactante para o meio aquatico, o resultado
esperado combina a presenca do material impactante por deriva com uma fonte pontual na
lateral direita (no primeiro gréafico da coluna a direita, a borda superior) do lago. Assim, além
de resultados como os das figuras 5.1-5.5, devera aparecer a influéncia da fonte. Isto se pode ver
nas partes superiores das figuras 5.6-5.8 na coluna a direita: nitidamente (embora pequena) se
percebe a influéncia da fonte citada. Na Tabela 5.4 encontramos os valores para os coeficientes

desta situacao.

Tabela 5.4: Parametros com Deriva e Fonte na Agua

Param. | Valores | Unidades || Param. | Valores | Unidades

al) 0,05 km?/h By 0 km/h

a? 0,007 km?/h o1 0,0001 h=!
g 0,002 | (g/1)(km/h) oy 0,0002 h~!
f 0,000025 | (g/1)/h ks 0,001 km /h

Nestes cenarios, novamente trabalhamos com a situagao padrao para os campos de veloci-

dades e a parte marrom no terceiro grafico da coluna central representa a margem (terra).
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5.1.3 Cenarios com Fonte na Agua

Agora relembramos que temos somente uma fonte pontual na dgua (com o mesmo valor da

Secao 5.1.2), ndo temos mais a deriva e a passagem é da dgua para o ar.

Neste caso, o resultado esperado combina a presenca do material impactante dada por uma
fonte pontual na lateral direita (no primeiro gréafico da coluna a direita, a borda superior)
do lago com a passagem para o meio aéreo (em I'). Novamente os campos de velocidades
continuam os mesmos (a situa¢ao padrao), situacao que nao teremos mais na Segao 5.1.4. Na

Tabela 5.5 encontramos os valores para os coeficientes desta situagao.

Tabela 5.5: Parametros com Fonte na /fgua

Param. | Valores | Unidades || Param. | Valores | Unidades

a) 0,05 km? /h s 0,0001 km/h

a? 0,007 km? /h o1 0,0001 h=!
g 0 (g/1)(km/h) 0P 0,0002 h™!
f 0.001 (g/1)/h ks 0,001 km /h
5y 0 km /h kf 0,008 km /h

Observe que agora a dinamica do material impactante é da dgua para o ar, situagao contraria
aos cenarios vistos anteriormente. Quanto a margem, esta continua em destaque na cor marrom

(terceiro gréfico da coluna central).
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5.1.4 Cenarios com Fonte na Agua e Vento Moderado

Como mencionado no final do capitulo 4, apresentaremos agora alguns cendrios com a pre-
dominancia de ventos moderados, isto é, ventos compreendidos entre 5 km/h e 15 km/h. Nesse
experimento - cendario, temos a mesma situacao da Secao 5.1.3 quanto ao valor da fonte. A
diferenca estd na circulagao que, no meio aquatico, que sofre influéncia direta dos ventos mais
fortes. Para obtermos a circulagao no meio aquatico, utilizamos como condi¢ao de contorno na
superficie para a equagao de Stokes, uma proporcao de 3% dos valores -9 Km/h e 14 Km/h e

7Zero em x, Yy € 2 respectivamente para os ventos.

Neste caso, o resultado esperado combina a presenca do material impactante proveniente de
uma fonte pontual na lateral direita (no primeiro grafico da coluna a direita, a borda superior?!)
do lago com uma agao mais forte do vento. Assim, se comparado com a situacao apresen-
tada na secao 5.1.3 (figuras 5.9 - 5.11) deverd aparecer uma forte influéncia do vento no meio
aquatico provocando um deslocamento da pluma de material impactante na direcao imposta
pelo vento. Isto se pode ver nas figuras 5.12 - 5.142. Na Tabela 5.6 encontramos os valores para

os coeficientes desta situacao.

Tabela 5.6: Parametros com Fonte na /fgua e Vento Moderado

Param. | Valores | Unidades || Param. | Valores | Unidades

a 0,05 km?/h 3y 0,0001 km /h

o 0,007 km? /h o1 0,0001 h~!
g 0 (g/1)(km/h) 0y 0,0002 h-!
f 0.001 (g/1)/h ks 0,001 km /h
5y 0 km /h Ky 0,008 km /h

Aqui, a margem estd representada em marrom no terceiro grafico da coluna central. O
periodo de tempo ilustrado é mais curto do que em casos vistos anteriormente, devido a dis-
persao mais rapida que ocorre neste caso. Os demais ensaios realizados nao sao aqui apresen-
tados em funcao de uma repeticao de padroes evolutivos de comportamento, especialmente em

termos usuais.

!Esta escolha se deve ao propésito de simular a siuacao de fato dos Igapds que motivam o presente trabalho,
com suas possiveis fontes pontuais.

20 autor agradece a sugestdio da Prof® Dr® Sandra M. C. Malta, por ocasido do XXIX CNMAC de
Campinas, de incluir situacoes de predominancia do vento também na circulagao do meio aquatico.
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Figura 5.21: Fonte na Agua e Vento Moderado, T = 2 u.t.
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5.2 Conclusoes

Este modelo, introduz um aspecto inovador que é o de considerar uma numeracao dupla
dos nés na superficie junto com uma dupla condigao de Robin (bi-dimensional) nesta mesma
fronteira. Isto foi necessario para se trabalhar com os meios aéreo e aquatico separadamente,
uma vez que a passagem do material impactante ocorre a todo o tempo em toda a superficie

que forma a interface.

Na simulagoes apresentadas, os resultados mostraram-se totalmente de acordo com as ex-
pectativas para os fenomenos considerados, principalmente com uma intuicao adquirida no
estudo de trabalhos anteriores do grupo ([11] e [36]). Em tais cendrios o processo de difusao,
o transporte e a passagem de material impactante de um meio para o outro (dada pela citada
condigdo de Robin na superficie) foram compativeis com o esperado, mesmo com condigdes
bastante variadas nas diversas simulacoes, que incluiram: condi¢ao de Dirichlet homogénea,

Von Neumann homogénea, Robin, Robin dupla e entrada do poluente por deriva.

O uso de técnicas SUPG, permitiram uma maior liberdade em relacao aos termos de trans-
porte, ou seja, foi possivel trabalhar com dados de ventos bastante mais proximos de realidades

locais como, por exemplo, as de dias de ventos significativamente mais fortes.

Destacamos neste texto o tratamento tedrico original, que nos garante existéncia e unicidade
da solucao do problema em sua formulagao variacional e também a convergencia dos métodos de
Galerkin discreto e continuo nas situacoes apresentadas, resultados que exigiram a adaptagao

e a modificacao de resultados anteriores para as situagoes aqui consideradas.

Outro destaque em termo da computacao cientifica envolvida e que merece ser comentado é
o de trabalhar com elementos finitos tri-dimensionais de segunda ordem em concordancia com
a descricao do dominio apresentado, suas caracteristicas geométricas e as inerentes dificuldades

algoritmicas.

Apesar de termos trabalhado com um dominio de geometria regular (a ndo ser, evidente-
mente, pela margem submersa inclinada do corpo aquatico denominada, na modelagem, de
fronteira I's), o cédigo principal (Anexo B) independe totalmente desta situacao sendo facil-
mente adaptado mesmo se viermos considerar dominios bem mais irregulares, bastando para
isso, introduzir uma nova malha de elementos finitos descritiva da situacao de dominio a ser

trabalhada. Em outras palavras a simulagao numérica resultantes independe, nesse sentido, de
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especificidades geométricas do dominio.

5.3 Consideracoes Finais

Cabem alguns comentarios finais sobre aquilo que este trabalho aponta como possiveis de-
safios futuros. Em primeiro lugar, a robustez do programa nos anima a procurar parcerias com
profissionais de areas relacionadas ao meio ambiente para a avaliacao de estratégias de descarte
de materiais impactantes. As condi¢oes de descarte usadas na modelagem parecem abrir o

espectro de situacoes efetivamente achadas na realidade.

Na modelagem e nas consequentes simulagoes numéricas, os parametros usados para a di-
fusibilidade foram considerados constantes no espago e no tempo. Outros trabalhos do grupo
de Ecologia Matematica abordaram situagoes de difusibilidade variando no tempo, ou com a
propria concentragao do poluente, algo que, na formulagao variacional leva a modelagens muito

semelhantes aquelas aqui desenvolvidas, inclusive em termos dos algoritmos implementados.

H&, também, outros desafios instigantes, como o de incluir, na modelagem, consideracoes
estocasticas e de natureza ”fuzzy”, introduzindo na modelagem determinista aqui adotada in-

certezas de certa forma naturais.

Além disso, ha outras perspectivas de trabalho futuro, como a de abordar estudo de casos
especificos no ambiente académico, estudando-os e usando o trabalho aqui apresentado no
estudo, na andlise e na critica de situagoes locais e nas quais, de fato, mesmo que nao de

direito, ocorrem impactos ambientais de relevancia ecossistémica.
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Apeéendice A
Calculo dos Produtos Internos

Além do que foi rapidamente comentado na segao 4.3.1, cabe destacar como foram feitos os
célculos dos produtos internos que aparecem no sistema (4.19). Da transformagao dada nesta

secao temos:

z(&,n,¢) = 21+ (22 — 21)§ + (23 — 1)1 + (24 — 21)C
Y(&m,¢) =y + (Y2 —y1)§ + (Y3 — y1)n + (Yya — )¢

2(§,m,¢) =21+ (22 — 21)€ + (23 — 21)n + (24 — 21)¢

902(57 n, C) = sz(x<€> 1, C)a y(ga 7, C)7 Z(ga n, C))

Assim,
Op; _ Op;i 0z Op; Oy | 0p; 0z
o€ oxr 06 0Oy 0§ 0z O&
Op; 8¢i@+0wi@+ dp; 02
an Oxr dn 0Oy On 0z Jn
Op; _ 0pi 0z Op; Oy Op; 0z
oC Or 0C 0y 9 0z OC
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ou

Op; _ Opi, dpi, dpi,
aé- - ax ('IQ Il) + ay (y2 yl) + az (22 Zl)

Op; _Opi v, 90 L 0%
o6~ ox (x3 —x1) + ay (ys — 1) + Ep (23 — 21)
8902 0p;

_ Do ip;
aé— - ox (.T4 xl) + ay (y4 yl) + Oz (Z4 Zl)

Chamando de T}; o determinante da matriz obtida de T retiradas a linha ¢ e a coluna j,
obtemos:

0p; - Tn 380;' Tho a@g T3 8902

Oxr  detT Ox  detT Oy  detT Oz
Opi  Toy Op; | Top Op;  Toz Dy,

oy " detT 0z ' detT Oy  detT 0z
Op; Ty 0p; Tz Op;  Tz3 Oyp;

0z  detT 0x  detT Oy  detT 0z

Portanto, os produtos internos que aperecem no sistema (4.19) sao calculados da seguinte

foma:
(05li) = |detT| (51¢;) ,
390; ‘3% T 650] ‘3% _ TuTy 8% |a% a% ‘3% n
~ |detT| Oz |detT|
ATVAS) 8% ’a% 6(,0] ‘a% 4 T3, &PJ ’a%
|detT| Ox |detT'| \ Oy
Ty dp; ’a% 5(,0] ‘(9902 T321 dp; ’a%
|detT| |\ Oy |detT\ 0z ’
3903 |3% _ —T1Ths 890] |3901 11115 a% |8g01 B T\ T3 a% |8901
|detT| \ Oz |detT| |detT)|
n IESVAD) 8% |a% B T51 15 6903 |8% Tn'Ts; 890] |3%
|detT| |detT| |detT |
B IESVAT 8% |3<,OZ T31T5 890; |890z B ESWED 8903 |5%
|detT| |detT| |detT|
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T11T13

Opj 0p; 8903 |a%) B T11Ths (a%la%) T11T33 <aa% |a%)
< | ) |detT| (8 |detT'| \ O |detT|
IBSVATE 890] a%) 151153 (&P] |3902> B T51T33 <a% |8301)
"~ |detT (a | |det T dy |detT)| g
IESVATE: 890] a%) B 131153 (890”5901) 131133 < ¥5 |8%) 7
T e (a | et T detT| \ 02
Dipj 0p; —T12T1 (8%|8%) T12T5 (a%|a%) B T127;:i1 (a%‘&ﬂz)
( | ) |detT| \ Oz |detT| |det \a
TooT 8(,0] 0yp; B TooT5 (690”3%) 15913 ( 90J|8902)
T et ( |8x) detT| \ @ et T
T32T1y a% 8901) T39T5 (890;|3<PZ) _ T39T3 (89%'3902) 7
"~ |detT] (a | |det T |detT| \ 0

(8901 ‘ a@z)

(a@] | a@z)

—+
<6S0J |a%) —
—+
(8903 | agpz)
+

T2, [ Op; ‘&Pz) Tl {(8% ’a%) (0(,0] P%)} "
~|detT| (8 |detT| 2 o
- () ()] 2 ().
detT
’TQ2T32 <3% ’a%) (a% P%)} T3,22 <8<p] ’a%) 7
 |detT| [ 9 |detT| \ 0
—T19T'3 890] |8%> T19T5;3 (5% |390,) B T19T353 (8‘:0] P%)
|detT| (83@ |detT| |detT| N
TTh3 890] |a<,01) B T59T53 (8@0] |890,) T59T33 ( 90]| %)
|detT| < oz |detT'| \ O |detT| o
T39T'3 890] ’a%) T35T53 (&p] ‘3%> Y ( a%l %) ’
|detT| < 0z |detT| |detT|
Ty3T1 a% |390Z) B T13T5; (a% |8%> T13T5 <86% |8<,01)
|detT| (8 |detT| |detT)| o
Ty3T1 890] |a%) T35 (890] |a%) B Ty3T3 < a%| ‘Pl)
|detT| (8 |detT| Jy |detT| o
TssTh ((O¢; |8%) R (a% |8%> 13313 < 8903| 901) 7
|detT| ( 0z |detT | |detT)|
—T'13T'5 890] |8901) T13T5; ((990] |3%) B T13T3; (a% |8901>
|detT| ( Oox |detT| |detT)| N
Tr3Tio 8% |a%) B T35 (a% |3%) Ty3T3; ( 90g| %)
|detT| < dy |detT| \ O |detT| o
Ty3Thy (O |a%) T33T5 (890, |a%> ~ T33T5 ( 8903| %) 7
|detT| < 0z |detT| \ O |detT|
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590] |3901 _ T a% |3901 ~ TisTos ‘9% |a% 8909 |3901 "
|detT| Oz |detT|
" T13T33 a% |a% 890] a% T223 &pj |0<,02
|detT| Ox |detT| dy
TosTss [ [ O; |8<,01 890] a% T323 0p; |a€01
detT] |\ Oy T et \ 02 ’
0p; dp;
(1 001192 ) =i (6 fou 0152 ) T (4 fou D15 )+ 7 (4 fou 0I5,
g ©; I¢; d¢;
(19 (00 D152 ) = ~Tia (15 (00 1152 ) + T (4 o DI ) = T (15 Cou D152,

<¢j (ou 1)|%—i) Tis (% (ou 1)|—) Ty ( (ou 1);‘3;2) 4Ty ( (ou 1>|%) .
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Apeéendice B

Os Cdédigos Computacionais

load malha3D
load smr3D
load intfrontF
load intfrontL
load intfrontI
load velocUo
load velocVo
load velocWo

% DADOS DO DOMINIO TEMPORAL
tfinal = 5;

nt = 250; % no. de iteracoes
dt = tfinal/nt; V% delta t
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% CAMPOS DE VELOCIDADES

Vxw = Uo;
Vyw = Vo;
Vzw = Wo;

%Vxa = 0.0001*ones(nna,1); % velocidade em x

Vya = O*ones(nna,l); % velocidade em y

Vza = Oxones(nna,l1); % velocidade em z

zv=2%dz;

for i=1:indal
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

zv=2%dz+dza/2;

for i=indal+1:indal+inda?2
vxar(i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2*dz+dza;

for i=indal+inda2+1:2*indal+inda2
vxar(i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2%dz+3*dza/2;

for i=2*indal+inda2+1:2*indal+2*inda?2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

zv=2*dz+2*xdza;

for i=2*indal+2*inda2+1:3*indal+2*inda?2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

zv=2*xdz+5*dza/2;

for i=3*indal+2*inda2+1:3*indal+3*inda2
vxar(i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2*dz+3*dza;

for i=3*indal+3*inda2+1:4*indal+3*inda2
vxar(i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2%dz+7*dza/2;

for i=4*indal+3*inda2+1:4*indal+4*inda?2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end
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zv=2*xdz+4x*dza;

for i=4*indal+4*inda2+1:5*xindal+4*inda2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

zv=2%dz+9*dza/2;

for i=b*indal+4*inda2+1:5*indal+5*inda2
vxar(i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2*xdz+5*dza;

for i=b*indal+b*inda2+1:6*indal+5*inda2
vxar (i)=427.35%xzv"2-0.6837;

end

zv=2%dz+11xdza/2;

for i=6*indal+b*inda2+1:6*indal+6*inda?2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

zv=2*dz+6*xdza;

for i=6*indal+6*inda2+1:7*indal+6*inda2
vxar (1) =427 .35%zv"2-0.6837;

end

Vxa=-vxar’;

Vx=[Vxw; Vxal;

Vy=[Vyw; Vyal;

Vz=[Vzw; Vzal;

alfw = 0.007; % difusibilidade na agua
alfa = 0.05; % difusibilidade no ar

sigw = zeros(nelw,1); %0.00; % decaimento na agua
siga = zeros(nela,1); % decaimento no ar

sig =[sigw; sigal;

ka =0.001; % perda na terra

kw = 0.001; % perda no fundo e margem

betw = 0.01; 7% passagem agua-ar

beta = 0.0; /» passagem ar-agua

g = 0; % entrada de poluente

f=zeros(nn,1);
deriva=g*ones (nn,1);
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% FONTE NA AGUA
%f (nnw- ((2*ny+1) * (2*nx+1+2)-1) /2+9)=1;

% FONTE NO AR
%f (nn-2*inda-2)=0.2;
%f (nn-2*inda-indal+2)=0.2;

E = sparse(nn-indal,nn-indal); D = sparse(nn-indal,nn-indal);

h = zeros(nn-indal,1); deriva = zeros(nn-indal,1l);
N —
% AGUA

for e =1:nelw
J =zeros(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J(s,1)= x(e,2xs+1)-x(e,1);
J(s,2)= y(e,2xs+1)-y(e,1);
J(s8,3)= z(e,2%s+1)-z(e,1);
end
J(3,1)=x(e,10)-x(e,1); J(3,2)=y(e,10)-y(e,1); J(3,3)=z(e,10)-z(e,1);
J11=det (J(2:3,2:3)); J21=det(J(1:2:3,2:3)); J31=det(J(1:2,2:3));
J12=det (J(2:3,1:2:3)); J22=det(J(1:2:3,1:2:3)); J32=det(J(1:2,1:2:3));
J13=det(J(2:3,1:2));J23=det (J(1:2:3,1:2));J33=det (J(1:2,1:2));
vol =det(J);
Ji= [J11 J12 J13]; J2= [J21 J22 J23]; J3= [J31 J32 J33];
% media das velocidades

Vm = [0 0 0];
for r =1:10
rg = M(e,r);

V = [Vx(rg) Vy(rg) Vz(rg)l;
Vm = Vm + 0.1%V;
end

% Calculo das medias das veloc. no elem ref., num. de peclet e tau
Vm = [Vm(1) Vm(2) Vm(3)];
S1= Vm*J1’; S2= -Vm*J2’; S3= Vm*J3’;
Vref= (1/vol)*[S1 S2 S3];
he = (0.7*norm(Vm))/norm(Vref);
lambda = norm(Vm)*he/(2*xalfw) ;
tau = ((coth(lambda)-1/lambda)*he)/(2*norm(Vm)) ;
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% definicao da matriz dos coef. (grad(phij)|grad(phii)):R
ss = J1xJ1’*cxx +J2%J2’*cyy + J3*J3’*czz;
R= (ss - J1xJ2’%cxy + J1%J3’xcxz- J2%*J3’*cyz)/vol;
%* Matriz de coef. ( phijl|Vograd(phii) ) = Pij
Vm = [Vm(1) -Vm(2) Vm(3)];
S1= Vm*xJ1’; S2= -Vm*J2’; S3= Vm*J3’;
P = (S1#bl + S2xb2 + S3%b3);
v12= -Vm(1)*Vm(2); v13= Vm(1)*Vm(3); v23 = -Vm(2)*Vm(3) ;
%hdefinicao da matriz dos coef. ( Vograd(phij)|Vograd(phii)):Q
580 = S172%cxx + S272*xcyy +3372*czz;
ss1=-(Vm(1) "2%J11%J21+Vm(2) "2+ J12%J22 +Vm(3) "2%J13%J23) ;
ss2=  v12%(J11%J22+J12%J21)-v13*%(J11%J23+J13%J21)+ v23*(J12%J23+J22%J13);
ss3= Vm(1)"2*%J11%J31+Vm(2) "2%J12*%J32 +Vm(3) "2%xJ13%J33 ;
ssd= - v12x(J11xJ32+J12%J31)+v13*(J11*J33+J13%J31)~ v23*(J12%J33+J32*xJ13) ;
ssb= -(Vm(1) "2%J21%J31 + Vm(2) "2%J22%J32 + Vm(3) "2xJ23%*J33) ;
ss6= v12%(J21%J32+J22%J31)- v13*(J21%J33+J23%J31)+ v23%(J22%xJ33+J23%J32) ;
Q = (ssO +(ssl+ss2)*cxy +(ss3+ss4)*cxz+(ssb+ss6)*cyz)/vol ;
MP = alfwxR+ tauxQ+sig(e)*P+P’+sig(e)*volxa;

for i=1:10
ig = M(e,i);
fr = front(e,i);
hintegral fronteira superior
if fr ==
ISFIS6 = betw*(vol*ISFI+ tau*(Slkxisfil + S2%isfi2 + S3*isfi3));
else
ISFIS6 = 0;
end
%hintegral fronteira inferior
if fr ==
ISFIS2 = kw*(vol*ISFI+ taux(S1*isfil + S2xisfi2 + S3%isfi3));
else
ISFIS2 = 0;
end

EE =(MP + ISFIS6 + ISFIS2)*(dt/2);
aa = volxa + tau*P + EE;
bb = vol*a + tauxP - EE; for j=1:10
jg =M(e,j);
E(ig,jg)= E(ig,jg)+ aa(i,j);
D(ig,jg)= D(ig,jg)+ bb(i,j);
end % for j
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h(ig) = h(ig)+ f(ig)*(vol*abs(fi(i))+ tauxP(1,i))*dt;
end % for i
end %for tr

’» Passagem da agua para o ar
for e=b*nx*ny+1:nelw
J =zeros(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J(s,1)= x(e,2*xs+1)-x(e,1);
J(s,2)= y(e,2xs+1)-y(e,1);
J(s,3)= z(e,2xs+1)-z(e,1);
end
J(3,1)=x(e,10)-x(e,1); J(3,2)=y(e,10)-y(e,1); J(3,3)=z(e,10)-z(e,1);
J11=det (J(2:3,2:3)); J21=det(J(1:2:3,2:3)); J31=det(J(1:2,2:3));
J12=det (J(2:3,1:2:3)); J22=det(J(1:2:3,1:2:3)); J32=det(J(1:2,1:2:3));
J13=det (J(2:3,1:2));J23=det (J(1:2:3,1:2));J33=det (J(1:2,1:2));
vol =det(J);
Ji= [J11 J12 J13]; J2= [J21 J22 J23]; J3= [J31 J32 J33];
Vm = [0 0 0];
for r =1:10
rg = M(e,r)+(2%ny+1) * (2% (nxa-nter)+1);
V = [Vx(rg) Vy(rg) Vz(rg)l;
Vm = Vm + 0.1%V;
end
% Calculo das medias das veloc. no elem ref., num. de peclet e taue
Vm = [Vm(1) Vm(2) Vm(3)];
S1= Vm*J1’; S2= -Vm*xJ2’; S3= Vm*J3’;
Vref= (1/vol)*[S1 S2 S3];
he = (0.7*norm(Vm)) /norm(Vref) ;
lambda = norm(Vm)x*he/(2*alfa);
tau = ((coth(lambda)-1/lambda)x*he)/(2*norm(Vm));
for i=1:6
pass=front(e,1i);
if pass==
Pl=betw* (vol*ISFI+ tau*(Si*isfil + S2*isfi2 + S3*isfi3))x*(dt/2);
P2=betw* (vol*ISFI+ taux(S1*isfil + S2%isfi2 + S3*isfi3))*(dt/2);
ig=M(e,i)+(2*ny+1) * (2% (nxa-nter)+1);
for j=1:6
jg=M(e,J);
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E(ig,jg) = E(ig,jg) - P1(i,j);
D(ig,jg) = D(ig,jg) + P2(i,j);
end % if
end % for j
end % for i
end % for e

% Passagem do ar para a agua
for e=nelw+l:nelw+5*ny*(nxa-nter)
J =zeros(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J(s,1)= x(e,2xs+1)-x(e,1);
J(s,2)= y(e,2xs+1)-y(e,1);
J(s,3)= z(e,2%s+1)-z(e,1);
end
J(3,1)=x(e,10)-x(e,1); J(3,2)=y(e,10)-y(e,1); J(3,3)=z(e,10)-z(e,1);
J11=det (J(2:3,2:3)); J21=det(J(1:2:3,2:3)); J31=det(J(1:2,2:3));
J12=det (J(2:3,1:2:3)); J22=det(J(1:2:3,1:2:3)); J32=det(J(1:2,1:2:3));
J13=det (J(2:3,1:2));J23=det(J(1:2:3,1:2));J33=det(J(1:2,1:2));
vol =det(J);
Ji= [J11 J12 J13]; J2= [J21 J22 J23]; J3= [J31 J32 J33];
Vm = [0 0 0];
for r =1:10
rg = M(e,r)-(2%ny+1) *(2* (nxa-nter)+1);
V = [Vx(rg) Vy(rg) Vz(rg)l;
Vm = Vm + 0.1%V;
end
% Calculo das medias das veloc. no elem ref., num. de peclet e taue
Vm = [Vm(1) Vm(2) Vm(3)];
S1= Vmx*xJ1’; S2= -Vmx*xJ2’; S3= Vm*J3’;
Vref= (1/vol)*[S1 S2 S3];
he = (0.7*norm(Vm))/norm(Vref) ;
lambda = norm(Vm)*he/(2*xalfa);
tau = ((coth(lambda)-1/lambda)*he)/(2*norm(Vm)) ;
for i=1:6
pass=front(e,i);
if pass==
Pl=beta*x(vol*ISFI+ taux(S1*isfil + S2*isfi2 + S3*isfi3))*(dt/2);
P2=beta*(vol*ISFI+ tau*(Sixisfil + S2%isfi2 + S3*isfi3))*(dt/2);
ig=M(e,i)-(2*ny+1) * (2% (nxa-nter)+1);
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for j=1:6

jg=M(e,j);
E(ig,jg) = E(ig,jg) - P1(i,j);
D(ig,jg) = D(ig,jg) + P2(i,j);
end % if
end % for j

end % for i
end % for e

%AR
for e =nelw+1:nel
J =zeros(3,3);
% jacobiano da transformacao
for s=1:2
J(s,1)= x(e,2%s+1)-x(e,1);
J(s,2)= y(e,2xs+1)-y(e,1);
J(s,3)= z(e,2xs+1)-z(e,1);
end
J(3,1)=x(e,10)-x(e,1); J(3,2)=y(e,10)-y(e,1); J(3,3)=z(e,10)-z(e,1);
J11=det(J(2:3,2:3)); J21=det(J(1:2:3,2:3)); J31=det(J(1:2,2:3));
J12=det (J(2:3,1:2:3)); J22=det(J(1:2:3,1:2:3)); J32=det(J(1:2,1:2:3));
J13=det (J(2:3,1:2));J23=det (J(1:2:3,1:2));J33=det(J(1:2,1:2));
vol =det(J);
Ji= [J11 J12 J13]; J2= [J21 J22 J23]; J3= [J31 J32 J33];
% media das velocidades

Vm = [0 O O];
for r =1:10
rg = M(e,r);

V = [Vx(rg) Vy(rg) Vz(rg)l;
Vm = Vm + 0.1%V;
end
% Calculo das medias das veloc. no elem ref., num. de peclet e taue
Vm = [Vm(1) vm(2) Vm(3)];
S1= Vm*J1’; S2= -Vm*J2’; S3= Vm*J3’;
Vref= (1/vol)*[S1 S2 S3];
he = (0.7*norm(Vm)) /norm(Vref) ;
lambda = norm(Vm)x*he/(2*alfa);
tau = ((coth(lambda)-1/lambda)*he)/(2*norm(Vm)) ;
% definicao da matriz dos coef. (grad(phij)|grad(phii)):R
ss = J1xJ1’*cxx +J2%J2°*cyy + J3*J3’*czz;
R= (ss - J1xJ2’%cxy + J1xJ3’xcxz- J2*J3’*cyz)/vol;
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%* Matriz de coef. ( phij|Vograd(phii) ) = Pij
Vm = [Vm(1) -Vm(2) Vm(3)];
S1= VmxJ1’; S2= -Vm*J2’; S3= Vm*J3’;
P = (S1*bl + S2%b2 + S3%b3);
v12= -Vm(1)*Vm(2); v13= Vm(1)*Vm(3); v23 = -Vm(2)*Vm(3);
hdefinicao da matriz dos coef. ( Vograd(phij)|Vograd(phii)):Q
ss0 = S172%cxx + S272*cyy +S372*czz;
ss1=-(Vm(1) "2*%J11%J21+Vm(2) "2%J12*%J22 +Vm(3) "2xJ13%J23);
ss2=  v12%(J11%J22+J12%J21)-v13*(J11xJ23+J13*%J21)+ v23*(J12*%J23+J22xJ13) ;
ss3= Vm(1) "2%xJ11%J31+Vm(2) "2%J12%xJ32 +Vm(3) "2%xJ13%J33 ;
ssd= - v12x(J11%xJ32+J12%J31)+v13*(J11%J33+J13%J31) - v23*(J12%J33+J32%xJ13);
ssb= -(Vm(1) "2%J21%J31 + Vm(2) "2%J22xJ32 + Vm(3) "2%J23%J33);
ss6= v12%(J21%J32+J22%J31) - v13*%(J21%J33+J23%J31)+ v23*(J22%J33+J23%J32);
Q = (ssO +(ssl+ss2)*cxy +(ss3+ss4)*cxz+(ssb+ss6)*cyz)/vol ;
MP = alfa*R+ tauxQ+sig(e)*P+P’+sig(e)*volxa;

for i=1:10
ig = M(e,i);
fr = front(e,i);
if fr "= 13
hintegral fronteira inferior e superior
if fr ==
ISFIS6 = beta*x(vol*ISFI+ tau*(Slkxisfil + S2%isfi2 + S3*isfi3));
else
ISFIS6 = 0;
end
if fr ==
ISFIS7 = ka*(vol*ISFI+ taux(Slkxisfil + S2%isfi2 + S3xisfi3));
else
ISFIS7 = 0;
end

EE =(MP + ISFIS6 + ISFIS7)*(dt/2);
aa = volxa + tau*P + EE;
bb vol*a + tauxP - EE;
for j=1:10
jg =M(e,j);
frj = front(e,j);
if frj "=13
E(ig,jg)= E(ig,jg)+ aa(i,j);
D(ig,jg)= D(ig,jg)+ bb(i,j);

end
end % for j
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% fontes
h(ig) = h(ig) + f(ig)*(vol*abs(fi(i))+ tauxP(1,i))*dt;
% deriva
if fr==11
h(ig)=h(ig)+g*(vol*ISFL1(i)+tau*(S1*isf111(i)+S2*isf121(i)...
+S3%isf131(1)))*dt;
end
end
end % for i
end %for tr

% Resolvendo o sistema
[L,U]=1u(E); save matE L U D h nn nnw indal nt; clear all
load matE %cn = zeros(nn-indal,1);
load solfwabsva
for i=1:nt
cn = D*cn+h;
cn = L\cn;
cn = U\cn;

end
save solfwalOsva cn
cmaxw=cn (1) ; cminw=cn(1);
for i=2:nnw
if cn(i)>cmaxw
cmaxw=cn(i);
end
if cn(i)<cminw
cminw=cn(i);
end
end
cmaxa=cn(nnw+1); cmina=cn(nnw+1);
for i=nnw+2:nn-indal
if cn(i)>cmaxa
cmaxa=cn(i);
end
if cn(i)<cmina
cmina=cn(i);
end
end
save cnmaxminfwalOsva cmaxw cminw cmaxa cmina
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