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Resumo

Este trabalho tem como foco o estudo do indice de Conley discreto e do par de matrizes
de conexao para difeomorfismos fitted Smale em variedades compactas. Foi estabelecido um
teorema que apresenta o calculo do indice de Conley de conjuntos basicos zero-dimensionais
usando a informacao dinamica contida nas matrizes de estrutura associadas. A classificacao
do indice de Conley homolégico reduzido de conjuntos basicos zero-dimensionais, utilizando
a sua forma de Jordan real foi apresentada. Estabelecemos uma caracterizacao de pares de
matrizes de conexao para decomposicoes de Morse em conjuntos basicos zero-dimensionais

para uma classe de difeomorfismos fitted Smale.

Palavras-chave: Teoria do indice de Conley, Matriz de conexao, Sistemas dinamicos,

Teoria de homologia e Difeomorfismos.
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Abstract

Our focus in this thesis was on the further development of the discrete Conley index theory
with the aim of addressing questions on the pair of connection matrices for fitted Smale
diffeomorphisms on compact manifolds. A theorem was established where the computation
of the discrete Conley index for zero dimensional basic sets was given with respect to the
dynamical information contained in the associated structure matrices. A classification of
the reduced homology Conley index of a zero dimensional basic set in terms of its Jordan
real form is presented. A characterization of a pair of connection matrices for a Morse
decomposition of zero dimensional basic sets of a class of fitted Smale diffeomorphisms is
established.

Keywords: Conley index theory, Connection matrix, Dynamical systems, Homology

theory and Diffeomorphisms.
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Introducao

A teoria do indice de Conley engloba varias ferramentas homolégicas que estabelecem, tanto
no caso de sistemas dinamicos continuos quanto no caso discreto, invariantes homotdopicos
que detectam propriedades dos conjuntos invariantes isolados e de suas érbitas conectantes
5], [24], [16] e [28].

Neste trabalho apresentaremos duas variagoes do indice de Conley para sistemas dinami-
cos discretos: a versao de Franks-Richeson [7] e a versao de Mrozek [16]. Na literatura nao
estd clara a relacao entres estas duas abordagens, uma vez que as defini¢oes de par-filtragao e
par-indice nao sao equivalentes. Nesta tese fazemos um estudo destas diferencas e provamos
no Teorema 2.13, a existéncia de um par de compactos e uma vizinhanca que satisfazem as
defini¢oes de par-filtracao e de par-indice para um caso especial.

Uma das ferramentas de grande destaque advinda do indice de Conley é a matriz de
conexao. Franzosa em [8],[9] e [10] desenvolveu a teoria de matriz de conex@o para decom-
posicoes de Morse para fluxos. Esta teoria tem se mostrado muito 1til para detectar a exis-
téncia de conexoes entre conjuntos de Morse. Mais tarde, simultaneamente, Bartiomiejczyk e
Dzedzej em [1] e Richeson em [22] e [23], generalizaram, seguindo as ideias de Franzosa, esta
teoria para sistemas dinamicos discretos. Na generalizacao apresentada em [1], sua matriz
de conexao A usa apenas a informacao do espago C'H* contida no indice de Conley discreto
Con* = (CH*, x*), sem fazer uso do isomorfismo y*. Ja na generalizagao apresentada em [22]
e [23], a matriz de conexdo é constituida de um par de matrizes de conexao (A, a), onde A
usa a informagao do espaco C'H* como feito em [1], e a matriz de conexao a usa a informacao
do isomorfismo x* do indice de Conley discreto Con* = (CH*, x*). Desta maneira, a matriz
de conexdo em [1] s6 é capaz de detectar a existéncia de conexodes de grau 1, enquanto que
com o par de matrizes de conexao em [22] e [23] é possivel detectar a existéncia de conexoes
de grau 1 e 0, sendo assim, dinamicamente mais rico.

Portanto, nesta tese trabalharemos com o par de matrizes de conexao (A, a). Como o
indice de Conley, a grande importancia dinamica do par de matrizes de conexao reside na
propriedade de continuacao, que lhe confere um carater robusto, isto é, invariancia por C°
pertubacoes do sistema.

Neste trabalho queremos explorar propriedades do indice de Conley discreto e do par

de matrizes de conexao para o caso particular de difeomorfismos fitted Smale, pois, por

Xix



um resultado de Shub e Sullivan em [27], estes difeomorfismos sdo densos no conjunto dos
difeomorfismos em variedades compactas com a C°-topologia. Assim, nos interessa provar
uma caracterizacao dos pares de matrizes de conexao para difeomorfismos fitted Smale em
variedades compactas.

O espirito de investigacao que adotamos nesta tese segue da abordagem descrita por
Franks em [6] no seguinte diagrama ao qual acrescentamos a ferramenta principal utilizada

neste trabalho, a teoria do indice de Conley.

Topologia .
Diferencial . Algebra )
Dindmica <+——— Descrigao dos <— homologia
(Conjuntos bésicos e complexos de cadeia (indice de Conley)

variedades instdveis)

Para isto, utilizaremos o indice de Conley discreto para conjuntos basicos zero-dimensionais,
isto é, buscaremos relacoes entre a dinamica e o indice de Conley. O comportamento das
variedades instaveis serao codificadas no par de matrizes de conexao.

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados e defini¢oes sobre o comportamento de
difeomorfismos com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico e de difeomorfismos Smale.
No Capitulo 2 definimos duas versoes do indice de Conley discreto: a versao de Franks-
Richeson em [7] e a versdo do Mrozek em [16]. Na Secao 2.4, apresentamos exemplos onde as
definicoes de par-filtracao e de par-indice diferem. No Teorema 2.13 provamos a existéncia
de uma classe de par de compacto que satisfaz estas defini¢oes.

No Capitulo 3 provamos no Teorema 3.1 uma relagao entre o isomorfismo y,(€2) do indice
de Conley homolégico discreto e a matriz de estrutura do conjunto bésico zero dimensional
) de indice u e no Teorema 3.2 uma caracterizacao deste isomorfismo pela forma de Jordan.
Na Secao 3.2, demonstramos resultados que caracterizam a funcao Zeta e as desigualdades
de Morse via indice de Conley.

No Capitulo 4, aprofundamos o estudo da teoria de par de matrizes de conexao para uma
decomposicao de Morse em conjuntos basicos. Na Sec¢ao 4.2, apresentamos o par de matrizes
de conexao (A, a) para difeomorfismos, e provamos no teorema 4.4, que sob certas condigoes,
A e a assumem um carater complementar. No Teorema 4.6 e na Proposicao 4.8, fazemos
um paralelo com a teoria de matriz de conexao para fluxos, destacando as suas limitagoes
na deteccao de conexoes e as vantagens de se utilizar a teoria de par de matrizes de conexao
no caso discreto. Posteriormente, provamos o Teorema 4.7 que caracteriza o par de matrizes
de conexao para uma decomposicao de Morse em conjuntos bésicos zero-dimensionais e
trabalhamos sob a hipdtese de que os indices de Conley homoldgico e cohomolégico coincidem
nestes conjuntos. Verificamos que esta condicao é satisfeita para os conjuntos basicos de
difeomorfismos Morse-Smale. E no caso de difeomorfismos fitted com respeito aos conjuntos

de alcas UH(k) ¢ valido para conjuntos da forma A(k) = ﬂ M (H(k)).
k nez
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Capitulo 1

Difeomorfismos Smale

Apresentamos neste capitulo as defini¢oes e resultados sobre difeomorfimos Smale necessarios

para o estudo que desenvolvemos nos capitulos subsequentes. Nossa principal referéncia é

[6].

1.1 Conceitos da dinamica de difeomorfismos

Nesta secao expomos alguns resultados e definigbes sobre o comportamento dinamico de

difeomorfismos f : M — M em uma variedade compacta M com métrica.

Definicao 1.1. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um ponto x € M € dito recorrente
por cadeia se para todo € > 0 ezistem pontos x1 = x,x9,...,Tp_1,Tn =T (com n = n(e))
tais que:

d(f(z:),zi41) <e, V1<i<mn

onde d(-,-) € uma métrica em M.
E, denominamos conjunto recorrente por cadeia, R(f), o conjunto formado por

todos os pontos recorrentes por cadeia de f.
Observagao 1.1. O conjunto R(f) € f-invariante e compacto.

Definicao 1.2. Dois difeomorfismos f,g: M — M sao ditos topologicamente conjuga-
dos se existe um homeomorfismo h : M — M tal que f = h™' o goh.

O conceito de hiperbolicidade sera importante no desenvolvimento subsequente dos resul-
tados que apresentamos nesta tese. Mais especificamente, quando o conjunto recorrente por
cadeia é hiperbdlico, temos que este admite uma decomposicao em conjuntos basicos como

vemos no Teorema 1.1 da decomposicao espectral.



Definicao 1.3. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um conjunto compacto f-invariante
A possui uma estrutura hiperbdlica se o espago tangente de M restrito a A, pode ser
escrito como uma soma direta ThAM = E* @ E° de subespacos D f-invariantes e, se existem

constantes C >0 e A € (0,1) tais que

D) < CX*[Jol|,V v e E*n >0

IDf" @) = CIA" vl ,Yv e E",n >0

Teorema 1.1 (Teorema da decomposigao espectral, [25]). Seja f: M — M um difeo-
morfismo tal que o seu conjunto recorrente por cadeia R(f) possui uma estrutura hiperbélica.
Entao R(f) € igual a unido de conjuntos compactos f-invariantes Qq,s, ..., 8, onde cada

conjunto €; contém uma orbita do sistema a qual € densa em €;.

Definicao 1.4. Os conjuntos €);’s dados pelo Teorema 1.1 sao chamados conjuntos bdsi-

cos de f. E a dimensao da fibra de Eg € chamado de indice de ); e serd denotada por

Uma ferramenta de grande utilidade para analisar o comportamento de um difeomorfismo

sao os conceitos de variedades estavel e instavel.

Definicao 1.5. Seja f : M — M um difeomorfismo. A wvariedade estdvel de um ponto
p € M é definido como,

WHp) = {z € M | lm d(f"(x), f"(p)) = 0}
e a varitedade instdavel do ponto p como,

Wp) ={z e M | lim d(f™"(z), f"(p)) = 0}.

n—o0

Definicao 1.6. Um difeomorfismo com conjunto recorrente por cadeia hiperbolico satisfaz a
condi¢ao de transversalidade se, para todo x,y € R, W*(x) intercepta W*(y) transver-

salmente.

O conceito de algas é bastante 1til para construcao de exemplos e é a base da defini¢cao
de difeomorfismos fitted que constituem uma classe especial de difeomorfismos Smale.

Sejam M uma n-variedade e f : M — M um difeomorfismo. Uma k-alga h;(k) = h; em
M é uma cépia de DF x D?‘k mergulhada em M onde DF e D?_k sao, respectivamente, o
k-disco e o (n — k)-disco unitérios. Denotamos um conjunto finito de k-algas disjuntas por

H(k) = Uhi(k).



Denotamos por W (z) o k-disco D¥ x p em h; tal que x € D; x p C h;. Analogamente,

como também x € ¢ x D% C h;, denotamos por W#(x) o (n — k)-disco ¢ x D",

Definicao 1.7. Um difeomorfismo f : M — M € hiperbdlico com respeito ao conjunto de

alcas H se
(a) x € hi, f(x) € hy, entao int(f(Wi'(x))) D Wi (f(x)) e f(Wi(x)) Cint(W(f(x))),

(b) x€h;, f(r) e HeveT,(Wx)),weTT,(WHx)), entdao
IDCfF @) < Aol e [ID(f ()l = A~ wl]

para algum X € (0,1) e com || * || a métrica usual no espago D} x D;_k.

A dinamica de um conjunto basico zero dimensional pode ser associada a um subshift
de tipo finito como veremos no Teorema 1.2. A seguir apresentamos algumas defini¢oes e

resultados sobre subshift.

Definicao 1.8. O subshift de tipo finito determinado por um conjunto finito S e uma
relagao — € o homeomorfismo o : ¥ — X, onde ¥ C II*_S € definido como ¥ = {s =
(...,8-.1,80,81,---) | $i = Sip1 para todo i} e o(s) = s onde s, = s;_1, logo o € um shift a

direita.

O shift de tipo finito ¢ determinado por S e — serd chamado de shift de vértices
associado & matriz A quando enumeramos os elementos de S de 1 a n (onde n cardinalidade

de S) e a matriz A, ., é dada da seguinte maneira

A — 1, se s; — S
ij = .
0, caso contrdrio

A Proposicao 1.1 afirma que se a matriz associada ao subshift é irredutivel, entdao o

subshift possui uma orbita densa.

Definicao 1.9. Uma matriz inteira nao-negativa A,x, € dita irredutivel se para cada
1< 4,j < n, existe um k > 0 tal que (A¥);; # 0.

Proposigao 1.1 ([6]). Se 0 : ¥ — ¥ € um shift associado a matriz A, entao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes.
(a) A € irredutivel.
(b) O homeomorfismo o tem uma drbita densa em .

Se uma das afirmacoes é verdadeira, entao os pontos periodicos de o sao densos em 3.



Apresentamos no Teorema 1.2 um resultado de Bowen [3] que relaciona a dinamica de

um conjunto bésico zero dimensional com um subshift de tipo finito.

Teorema 1.2 ([3]). Se Q € um conjunto bdsico zero dimensional de um difeomorfismo
f M — M com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico, entio f |q € topologicamente

conjugado a um subshift de tipo finito.

Quando um difeomorfismo é hiperbdlico com respeito ao conjunto de alcas H, temos um

analogo do Teorema 1.2 para o conjunto A = ﬂ f"(H), como vemos no Teorema 1.3 das

nez
alcas hiperbdlicas.

Definicao 1.10. A matriz de intersecao geométrica G correspondente a f e ao con-

junto de alcas H € definida como
Gij = numero de componentes conexas de h; N f(h;)

Uma alternativa para a Defini¢ao 1.10 ¢ a seguinte: G;; ¢ o nimero de pontos de intersegao
de Wi (y) com f(W}(r)) para qualquer z € hj e y € h;.

Teorema 1.3 (Algas hiperbdlicas, [26]). Se f : M — M é um difeomorfismo o qual €
hiperbolico com respeito ao conjunto de alcas H e A = ﬂf”(H), entao f restrito a A €

nez
topologicamente conjugado ao subshift de tipo finito o(G) : X¢ — X, onde G € a matriz de

intersegao geométrica correspondente a f e H.

1.2 Difeomorfismos Smale

Nesta secao, vamos tratar de difeomorfismos Smale dando a devida atengao ao caso par-
ticular de difeomorfismos fitted. Em sequéncia, apresentamos a matriz de estrutura que é
uma ferramenta muito 1util e importante na descricao da dinamica nos conjuntos béasicos
zero dimensionais de difeomorfismos com conjunto recorrente por cadeia hiperboélico. E por
ultimo, descrevemos a dinamica dos difeomorfismos Morse-Smale, que constituem a classe

mais simples de difeomorfismos Smale.

Definicao 1.11. Um difeomorfismo f : M — M é chamado de difeomorfismo Smale
se o conjunto recorrente por cadeia R(f) € hiperbdlico e zero dimensional e f satisfaz a

condicao de transversalidade.



1.2.1 Difeomorfismos fitted

Existe um modo de construir difeomorfismos Smale através de uma construcao sisteméatica
de maneira a podemos descrever os conjuntos basicos como subshifts de tipo finito usando o
Teorema 1.3 das algas hiperbdlicas.

Franks em [6] descreve esta construgao feita em [27] por Shub e Sullivan da forma seguinte.
Tome ¢ : M — R uma fungao de Morse auto-indexante e g, um fluxo do tipo gradiente

com respeito a ¢ e coordenadas locais em torno de um ponto critico p de indice k, entao
hi(k) = {(Z, |7 < 2e, [ <e} = Df x DF*. (1.1)
é uma k-alca em M.

Definigcao 1.12. Um difeomorfismo f: M — M ¢é dito fitted em relagdo aos conjuntos de
algas H(k) = U hi(k) se

(a) Para cada k, o difeomorfismo é hiperbdlico em relagao ao conjunto de al¢as H(k);
(b) Sek <, zehi(l) ey= fr(x) € hj(k) para algum n > 0 entdo
frWi(z)) 5 Wily)

ou equivalentemente

W3 () o Wi ()

(c) Se My_y = ¢ ((—o0, k —€]) entao f(My) C int(My_1 U H(k)) para todo k > 0, onde

¢ € a funcao de Morse auto-inderante usada na Equac¢ao 1.1.
Em [6] é provado que os difeomorfismos fitted sao difeomorfismos Smale.

Teorema 1.4 ([6]). Se f € um difeomorfismo fitted com respeito a {H(k)}, entdo f é um
difeomorfismo Smale e nos conjuntos basicos de indice k, f € topologicamente conjugado
ao shift o(G(k)) restrito a este conjunto recorrente por cadeia, onde G(k) é a matriz de

intersegao geométrica de f com respeito a H(k).

Na demonstragao deste Teorema 1.4 em [6], Franks prova que se A(k) = ﬂ fM(H(k)),
neZ
entao

R(f) c [ JAk). (1.2)

k

e todos os conjuntos bésicos de indice k de f estdo contidos em A(k).
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Shub e Sullivan mostram, em [27], que se trabalhamos na classe de difeomorfismos de
uma variedade compacta, entdo sempre existe um difeomorfismo fitted C%-préximo de um

difeomorfismo nesta classe.

Teorema 1.5 ([27]). Se fo : M — M ¢é um difeomorfismo de uma variedade compacta,
entdo fy € isotopico a um difeomorfismo fitted f : M — M. Além disso, f pode ser escolhido

arbitrariamente préximo a fo na C° topologia.

1.2.2 Matriz de estrutura

Nesta subsecao apresentamos a matriz de estrutura de um conjunto basico zero dimensional,
ver [6], e exibimos no Teorema 1.6 um resultado interessante de Bowen e Franks [4] que

associa um invariante homolégico a dinamica do conjunto basico zero dimensional.

Definicao 1.13. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo com conjunto recorrente por cadeia
hiperbélico e seus conjuntos bdsicos sao {;}-,, entao uma filtragdo associada a f é

uma colegcao de subvariedades My C My C --- C M,, = M tais que

(a) f(M;) Cint(M;);

(b) Q= () f1(M\ M)
n=—oo
A existéncia de uma filtracao segue facilmente da existéncia de uma funcao de Lyapunov
suave ¢ : M — R para o difeomorfismo f, [6].
Sejam f : M — M um difeomorfismo com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico e {2
um conjunto bésico zero dimensional de f. Como os fibrados E*(€2) e E*(2) sdo orientaveis,

podemos definir a seguinte funcao localmente constante

Az) = { 1 se Dfy: Ef — E}, preserva orientacao,

—1 se Df,:E!— EY ) reverte orientagao.

Pela demonstragdo do Teorema 1.2 encontrada em [6], podemos escolher conveniente-
mente uma matriz G' e uma conjugacao h : Xg — Q de 0(G) e f |q, de modo que o(G) é um
shift de vértices (isto é, G é uma matriz de zeros e uns e i = j < G;; = 1) e, A é constante
em h(C(k)) para cada k, onde C'(k) = {c € X¢ | ¢o = k}. Para cada k, definimos Ay como
sendo o valor de A(z) em h(C(k)).

E assim, definimos a matriz de estrutura de um conjunto bésico zero dimensional.

Definicao 1.14. Definimos a matriz A por Aj, = ApGjr e a chamamos de matriz de

estrutura para o conjunto bdsico €2.



Observe, pelo Teorema 1.2, que para definir a matriz de estrutura precisamos apenas
que o difeomorfismo f tenha R(f) hiperbdlico e o conjunto bésico seja zero dimensional.

Agora, se estamos sob as hipétese do Teorema 1.3 das algas hiperbdlicas e A = ﬂ fM(H)

nez
é um conjunto basico zero dimensional, entdao a matriz de estrutura de A é igual a matriz

de interse¢ao geométrica munida com um sinal, isto é, A;; = ApGj, onde G é a matriz de
intersecao geométrica correspondente a f e H.
Apresentamos, a seguir, o Teorema 1.6 que associa a matriz de estrutura a um invariante

homolégico e para isto, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.15. Sejam h : V. — V e I/ : V' — V' dois endomorfismos onde V e V' sao

espacos vetoriais.

(a) Definimos a parte ndo-nilpotente h™ de h como sendo a aplicagao induzida por h no
Vv

espago quociente A onde Vo = {v € V | h*(v) = 0 para algum k > 0}. Alternativa-

mente, h* € a restricao de h ao subespaco de V' gerado pelos autoespagos generalizados

de h correspondentes aos autovalores nao-nulos.

(b) Dizemos que h e I/ sao conjugados se existe um isomorfismo ¥ : V. — V' tal que
h oW =WVoh.

Teorema 1.6 ([4]). Suponha que o difeomorfismo f: M — M tem conjunto recorrente por
cadeia hiperbdlico, {M;} é uma filtragdo associada a f e, §; € um conjunto bdsico zero-
dimensional de indice w. Se A € uma matriz de estrutura n X n para €; e F' é um corpo,

entao

(a) A parte nao nilpotente A* de A: F" — F™ € conjugada & parte nao nilpotente [ de
fow 1 Hy(Mi, M 15 F) — Hy (M, M; 15 F), e

(b) A aplicagao fo : Hp(M;, M;_1; F) — Hi(M;, M;_1; F) é nilpotente para todo k # u.

1.2.3 Difeomorfismos Morse-Smale

Nesta subsecao definimos e exibimos alguns resultados de difeomorfismos Morse-Smale. Os
difeomorfismos Morse-Smale sao um subconjunto da classe de difeomorfismos Smale, que
tém conjunto recorrente por cadeia consistindo de um nimero finito de pontos periddicos

hiperbdlicos.

Definigao 1.16. Um difeomorfismo f : M — M é chamado de difeomorfismo Morse-
Smale se o seu conjunto recorrente por cadeia R(f) € um conjunto finito de pontos periddicos

hiperbolicos e f satisfaz a condi¢ao de transversalidade.



A Proposigao 1.2 afirma que se as matrizes de interse¢ao geométrica de um difeomorfismo
fitted sao matrizes de permutacao virtual, entao este difeomorfismo é Morse-Smale. Assim,

precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.17. Uma matriz é chamada matriz de permutacao virtual se é da forma

P ox ke *
0 P -+ %
0O 0 P3 ---
o o0 0 --- P
onde cada P; tem a forma
0
01
0 00
+£1 0 0 --- 0

Proposicao 1.2 ([6]). Um difeomorfismo fitted f : M — M é Morse-Smale, se cada uma

de suas matrizes de intersegao geométrica G(k) é uma matriz de permutagdo virtual.

1.2.4 Exemplos

Exemplo 1.1 (Difeomorfismo Morse-Smale). Seja f um difeomorfismo em S? com um ponto
fixo repulsor F', um ponto fixo do tipo sela S e uma érbita periddica atratora de periodo 2

P ={P,, P} indicado na Figura 1.1.

P Py
Figura 1.1: Difeomorfismo Morse-Smale na esfera S?
Os conjuntos bésicos de f sao Ag = { Py, P2}, Ay = {S} e Ay = {F'}, e os seus indices sdo

0, 1 e 2, respectivamente.

Tome uma filtracao associada a f, My C M, C M, = S?, do seguinte modo
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e My é uma vizinhanca compacta da dérbita periddica atratora { Py, P»} que ndo contém
{F, S},

e ), é uma vizinhanca compacta da sela que contém M, e nao contém o ponto fixo

repulsor {F'},
o M2 = 52

como indicado na Figura 1.2.

Figura 1.2: Filtracao associada a f

Logo, (] /" (Mo) ={ Py, Po}, [) f"(My\ My) = {S} e () f*(Mz\ M) = {F}.

nez neL nez
Vejamos quem sao os conjuntos de alcas para cada indice j = 0,1,2 e suas respectivas

matrizes de intersecao geométrica.

e H(0) é constituido de duas 0-algas hy = D? x D} e hy = DY x D3 que contém Py e P,

01
respectivamente. Logo, Gy = ( . )
e H(1) é constituido de uma 1-alga Di x D} que contém S. Logo, G1 = (1)1x1.
e H(2) é constituido de uma 2-alga D? x DY que contém F. Logo, Gy = (1)1x1-

Como A; = ﬂ fM(H(7)), para todo ¢ = 0,1 e 2, temos, pelo Teorema 1.3 das alcas
nez
hiperbdlicas, que f|, é topologicamente conjugado ao o : ¥, — Y¢,, para todoi =0,1e 2.

Note que neste exemplo as matrizes de estrutura sao as préprias matrizes de intersecao

geométrica.

Temos que as matrizes de intersecao geométrica

01
GO = ( 10 > ) Gl = (1)1><17 GQ - (1)1><1

sao matrizes de permutacao virtual, e assim, pela Proposicao 1.2, temos que f é um difeo-

morfismo Morse-Smale.



Exemplo 1.2 (Difeomorfismo Smale). O seguinte exemplo encontra-se em [6]. Considere o

difeomorfismo f : T? — T? ilustrado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Difeomorfismo Smale no toro

O difeomorfismo f tem um ponto fixo atrator p, um ponto fixo repulsor co que esta
no disco deletado D, e é construido de maneira que as 2 faixas H = h; U hy formem um
conjunto de alcas hiperbdlicas para f.

Temos que

R(f) = {p} UA U {oo}

sao os conjuntos bdsicos de f, onde Ay = {p} é um conjunto bésico de indice 0, A; = A é
um conjunto basico de indice 1 e Ay = {00} é um conjunto basico de indice 2, pois p é um
ponto fixo atrator, A tem variedade instavel de dimensao 1 e oo é um ponto fixo repulsor.

Tome uma filtracao associada a f, My C M; C M, = T?, tal que M, esté indicado na
Figura 1.3 e M; = My U (hy U hs). Assim, temos que

e /(o) = {p}

o (/" (My\ M) = () f"(haUhs) =) fM(H)=A
o (LN M) =)f"(Dx)={cc}

Vejamos quem sao as j-alcas para j = 0,1,2 e quem sao as suas respectivas matrizes de

intersecao geométrica.

e Temos que H(0) é constituido de apenas uma 0-alga Dy x D32 que contém o ponto
atrator p. Logo, Gy = (1)1x1, pois a imagem pela f desta 0-alca intercepta ela mesma

uma vez, pois f contrai o disco D) x DZ.
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e Temos que H(1) é constituido de duas 1-algas, hy e ho, isto é, hy = D} x Di e hy =
D} x Di. Pela Figura 1.3, temos que f(hi) Nhy # 0, f(ha) Nhy # 0 e f(hy) Nhy # 0

possuem apenas uma componente conexa e f(hy) N hy = (. Logo,

01
G —
=0

e Temos que H(2) é constituido de apenas uma 2-alga D3 x DY que contém o ponto
repulsor co. Logo, Gy = (1)1x1, pois a imagem pela f desta 2-al¢a intercepta ela

mesma uma vez, pois f~! contrai o disco DZ x DJ.

Como A; = m fM(H(7)), para todo ¢ = 0,1 e 2, temos, pelo Teorema 1.3 das alcas

nez
hiperbdlica, que f|,, é topologicamente conjugado ao o : X, — Xg,, para todo i = 0,1 e 2.

0 1
Deste modo, como L é uma matriz irredutivel temos, pela Proposicao 1.1, que
de fato A é um conjunto basico de f.

Vejamos quem sao as suas respectivas matrizes de estrutura.

e Temos que Ay = (1) é a matriz de estrutura do conjunto bésico Ag = {p}.

0

e Temos que A; = ( |

1
) > ¢ a matriz de estrutura do conjunto basico A; = A.

e Temos que Ay = (1) é a matriz de estrutura do conjunto bésico Ay = {oo}.

Observe que f é fitted com respeito aos conjuntos de algas {H(k)}i_,, e assim, pelo

Teorema 1.4, temos que f é um difeomorfismo Smale.
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Capitulo 2
Indice de Conley discreto

Nas trés primeiras secoes deste capitulo apresentamos as definicoes e propriedades do indice
de Conley discreto. Vamos expor duas importantes abordagens do indice de Conley: a
versao de Franks-Richeson [7] e a versao do Mrozek [16]. Existem outras abordagens como a
apresentada por Robbin e Salamon [24] que usa a Teoria Shape e a apresentada por Szymczak
[28] que usa a Teoria de Categorias. Franks e Richeson provaram em [7] que a sua versao
¢ equivalente a versao do Szymczak [28]. Na tltima Segao 2.4 provamos no Teorema 2.13 a
existéncia de um par de compactos e uma vizinhanca que satisfazem as definicoes de par-

indice e par-filtracao, e assim podemos garantir a igualdade destas duas versoes neste caso.

2.1 Conjunto invariante isolado e vizinhanca isolante

Nesta secao, temos que U é um subconjunto aberto de um espaco métrico localmente com-
pacto X e f: U — X é uma aplicagao continua.

Os indices de Conley discreto que vamos apresentar sao definidos para um conjunto
invariante isolado. Abaixo faremos as defini¢oes basicas para definirmos ambos os indices de

Conley discreto.

Definicao 2.1. O subconjunto invariante maximal de N, Inv(N) € o conjunto dos
pontos x € N tal que existe uma orbita completa {x,}>* C N com xo = x e f(x,) = Tpi1

para todo n.

Exemplo 2.1. Seja [ : R* — R? o difeomorfismo dado por f(z,y) = (2z,%).
Para qualquer compacto N que contém o ponto fixo (0,0), o conjunto invariante maximal

de N é Inv(N) = {(0,0)}. Mas se N é um compacto que nao contém a origem, entao
Inv(N) = 0.
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Inv(N) ={(0,0)} Inv(N) =0

Figura 2.1: Conjunto invariante maximal

Se a aplicagao f ¢é invertivel, entao o conjunto invariante maximal de N pode ser escrito

na formas
Inv(N)={xz e N | f(z) € N,Vn € Z}

E facil ver que o conjunto Inv(N) é invariante, é maximal em N com relagdo a esta

propriedade e é compacto se N é um conjunto compacto.

Definicao 2.2. Um conjunto compacto N é chamado uma vizinhanca isolante se Inv(N) C
int(N). Um conjunto S € chamado um conjunto invariante isolado se existe uma vi-
zinhanga isolante N com S = Inv(N). Um conjunto compacto N é chamado um bloco
isolante se f(N)NN N f~1(N) C int(N).

Note que todo bloco isolante N é uma vizinhanga isolante para o conjunto S = Inv(N),
pois
Inv(N) C f(N)NNN fY(N) Cint(N).

A reciproca nao é verdadeira, por exemplo, tome a aplicacdo continua f : R? — R? dada
por f(xay) = (2I,y), S = {(07y> € R? | y e [_]—71]} e N = [_17 1] X [_17 1]) temos que N

é uma vizinhanga isolante de S, isto é, Inv(N) = S, mas nao é um bloco isolante, pois

F(N)

FmHn
Figura 2.2: Vizinhanca isolante que nao é bloco isolante

FIN)NNOfTHN) = fHN) e f7HN) € int(N).
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Definicao 2.3. Seja N uma vizinhanga isolante de uma aplica¢ao continua f. Definimos o

conjunto de saida de N como sendo
N™ ={z e N | f(z) ¢ int(N)}

Exemplo 2.2. Seja f : R — R dada por f(x) = 2z. Temos que S = {0} é um conjunto inva-
riante isolado de f, pois podemos tomar como vizinhanca isolante, por exemplo, o compacto
N =1[-1,1].

flz)=2x
Msay

S = {0} = Inv(N) onde N = [—1, 1]
N~ =[-1,-1/2]U[1/2,1]

Figura 2.3: Conjunto invariante isolado

Porém, se consideramos a aplicacao antipoda f : S? — S2, temos que a 6rbita de cada
ponto p da esfera é um conjunto invariante, porém nao é isolado. De fato, qualquer vizinhanca

N de O(p) = {—p, p} contém {—q, q} para algum ¢ € S? distinto de —p e de p.

fp)=-p
O(p) = {p, —p}
O()Clnv( ) eO(@)NO(p) =0

Figura 2.4: Conjunto invariante que nao ¢ isolado

2.2 O indice de Conley na versao de Franks-Richeson

Nas primeiras subsecoes introduzimos as ferramentas necessarias para definir o indice de
Conley. Na Subsegao 2.2.4 definimos o indice de Conley e apresentamos sua propriedade
de continuacao. Posteriormente, na Subsecao 2.2.5 expomos a definicao do indice de Conley

cohomoldgico reduzido que é utilizado em [22] e [23] para definir o par de matrizes de conexao.
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2.2.1 Par-filtracao

Nesta subse¢ao definimos um par-filtragao (N, L) do conjunto invariante isolado S e obser-

vamos que o tipo de homotopia do espago pontuado Ny nao ¢é invariante homotdpico do

S.

Definicao 2.4. Seja S um conjunto invariante isolado e suponha que L C N € um par
compacto contido no interior do dominio de f. O par (N, L) é chamado um par-filtracao

para S se N e L sao ambos o fecho de seus interiores e

(1) N\ L é uma vizinhanga isolante de S,
(2) L é uma vizinhan¢a de N~ em N,
(3) f(L)NN\L=10

E interessante observar que a motivacao de Franks e Richeson na escolha deste par-
filtracao vem da definigao de filtragao, pois dado um conjunto invariante isolado S pode nao
existir uma filtracao associada. Assim, o par-filtracao vem do enfraquecimento das hipoteses
de filtracao de maneira a sempre existir para um conjunto invariante isolado. Na verdade,
se (N, L) é uma filtragdo do conjunto invariante isolado S, entao (N, L) é um par-filtragao

para S.

Exemplo 2.3. Seja R C R? uma regiao formada por um quadrado @ e dois semi-discos D,
e Dy conforme ilustrado na Figura 2.5. Sejam H, e H; dois retangulos disjuntos contidos
em () conforme ilustrado na Figura 2.5. Considere f : R? — R? o difeomorfismo dado na
Figura 2.5 onde f(Hy) = Vp e f(Hy) = V4.

LN

H, f

r — Wl n
Hy

t |
Dl oG
f(Dy) “f(D2)

Figura 2.5: Ferradura de Smale

Como f é um difeomorfismo, temos que

Inv(Q)={reQ | fM(x) €Q,YneZ} =] f(Q)=A

neL
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Portanto, A é um conjunto invariante isolado de f com vizinhanga isolante Q.

Sejam Ny = Q, Ly = N\ (HoUH;) e No=VUV, Ly= (VUW)\ (HoUH),
como indicados na Figura 2.6. Vamos provar que (N1, L1) e (Ny, Ls) sao pares-filtragoes para

A.

Figura 2.6: Pares-filtracao de S

(1) Temos que N;\ L; é uma vizinhanca isolante de S = A para i = 1, 2.
Para isto devemos mostrar que A = Inv(N; \ L;) C int(N; \ L;).

Ny — Ly

Figura 2.7: N; \ L; é uma vizinhanca isolante de S = A

Temos que N; \ L; é compacto para i = 1,2. Vejamos que Inv(N; \ L;) = Inv(Q) para
i=1,2.

Como N;\ L; € Q = Inv(N;\ L;) € Inv(Q). Agora, suponhamos, por absurdo, que
existe um z € Inv(Q) tal que z ¢ Inv(N;\ L;) = f™(x) ¢ N;\ L; para algum n € Z
= f"(x) ¢ HyUH, = f(f"(z)) ¢ Q = = ¢ Inv(Q), que é um absurdo. Portanto,
Inv(Q) C Inv(N;\ L;) para cada i = 1,2, o que prova que Inv(N;\ L;) = Inv(Q) para
i=1,2.

Nos resta provar que Inv(N;\ L;) C int(N;\ L;) para i = 1,2. Suponhamos, por
absurdo, que exista z € Inv(N;\ L;) tal que = ¢ int(N;\ L;), entdo = € L;. Logo,
f(x) ¢ Qou f2(z) ¢ Q = z & Inv(Q) = Inv(N; \ L;), que é um absurdo. Portanto,
Inv(N; \ L;) C int(N; \ L;) para i = 1,2.

(2) Temos que L; é uma vizinhanga de N, para i =1,2.
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E f4cil ver, pela Figura 2.8 , que L1 = N; e Ly = N, .

Ny =Ly

Figura 2.8: L; é o conjunto de saida de /V;, para ¢ = 1, 2.

(3) Temos que f(L;) N N;\ L; =0 para i=1,2.

Segue observando a Figura 2.9.

%NI Ll %NQ LZ

Figura 2.9: f(L;) N N;\ L; =0, parai=1,2.

Portanto, (N1, L1) e (Na, Ls) sao pares-filtragao distintos para o conjunto invariante iso-
lado S = A.

Observacao 2.1. No FEzxzemplo 2.3 anterior, encontramos dois pares-filtracao disjuntos,
(N1, L) € (Ng, Ls), do conjunto invariante isolado S = Inv(Q) = A.

Temos, pela Figura 2.10, que o espago pontuado (Ny)p, = Ni/Li tem o mesmo tipo de
homotopia de S*V S' e (Ny)1, = No/ Loy tem o mesmo tipo de homotopia de S*V S*'v StV St
isto €, o tipo de homotopia do espaco pontuado de S depende da escolha do par-filtracao.
Portanto, nao é um invariante homotopico.
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Vi 1} homotopicamente equivalente
L, @

Sty st

/‘_7 /‘J
% {A homotopicamente equivalente
L w % —
/‘-7)

Figura 2.10: Pares-filtracao de S que tem espacos pontuados distintos

Stv gty sty st

Logo, nao se pode definir o indice de Conley discreto como sendo o tipo de homotopia
do espago pontuado, como no caso do indice de Conley continuo. Portanto, para definir o
indice de Conley discreto precisamos de uma defini¢ao mais abrangente de modo a obter a

independéncia da escolha do par-filtracao, obtendo desta forma um invariante homotopico.

2.2.2 Existéncia de bloco isolante e par-filtracao

Nesta subsecao apresentamos os resultados em [7] sobre a existéncia de blocos isolantes e

pares-filtracao.
Teorema 2.1 ([7]). Seja S um conjunto invariante isolado de f.
(a) Toda vizinhanga de S contém um bloco isolante N.

(b) Se L € qualquer vizinhanga compacta suficientemente pequena de N~ em N, entdo

(N, L) € um par-filtragao.

c) Existe uma vizinhanca de f na topologia C° tal que para qualquer f nesta vizinhanga,
g

S = Inv(N, ]7) ¢ um congunto invariante isolado e (N, L) é um par-filtragdo para S,
Proposigao 2.1. Se P, um bloco isolante, entao f(P; )N P\ P =0.

Demonstracgao:
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(i) P\ P C PN f ' (int(P)).

Sexe P\ P ,entdox € Prex ¢ P ,isto é, x € Py e f(x) € int(Py).

(ii) Pl\Pl_QPlﬂf’l(Pl)

De fato, se y € P, \ P|, entdo existe uma sequéncia (y,) C P\ P; C f~Y(P,) tal
que y, — y. Logo, (f(y,)) C P e f(yn) — f(y), como P, é compacto, temos que
f(y) S Pl, isto é, Yy < fﬁl(Pl).

(iii) f(Pr) € f(P) N (int(P1))*.
Sey € f(P]), entdo y = f(x) para algum = € P, e assim y = f(x) ¢ int(P,) = y €

Assim, de (i), (ii) e (iii) e do fato de P, ser um bloco isolante, temos que

fPr)n (P Py (f(P) N (int(P1))°) N (PN f7H )
(f(Pr) N PL fH(P) N (int(Pr))°

(int(P1)) O (int (P,))¢ = 0

N 1N 1N

Além de provar a existéncia de um par-filtragao, Franks e Richeson [7] provam também a
existéncia de um par-filtracao (N, L) tal que a cohomologia H*(N, L) é de dimensao finita,

se estivermos trabalhando em uma variedade n-dimensional.
Observagao 2.2. Dado um par-filtragao (N, L) a cohomologia H*(N, L) pode ndo ser de
dimensao finita. Por exemplo, suponha que

1

n

1

X=Hew | 2+ u-—)=—

n>0

conhecido como o "Hawaiian earring”, e N = X, L = (. Entdo independentemente da
aplicagao f : X — X, (N, L) é um par-filtragao com H*(N,L) = H*(X) um espago de

dimensao infinita.

Teorema 2.2 ([7]). Seja U um subconjunto aberto de uma variedade n-dimensional M e
suponha que f : U — M € uma aplicacao continua com um conjunto invariante isolado S.
Dentro de qualquer vizinhanga de S eziste um par-filtragio (N, L) tal que N é uma variedade
n-dimensional com bordo e OL € uma subvariedade de codimensao um de M. Em particular,

(N, L) € homeomorfo a um par simplicial finito.
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2.2.3 Aplicagao espaco pontuado associada ao par-filtracao

Vimos, na Observacao 2.1, que o espaco pontuado nao € invariante pelo par-filtragao como o é
no caso continuo. Assim queremos, no caso discreto, encontrar um invariante que independa
do par-filtracao. Com este intuito é que Franks e Richeson em [7] provaram um resultado
que apresentamos no Teorema 2.3. Vamos reproduzir sua demonstracao, pois nela aparece

a construcao da aplicacao espago pontuado associada a um par-filtragao.

Teorema 2.3 ([7]). Seja P = (N, L) um par-filtracao para f e seja Ni o espago quociente
N/L onde o conjunto colapsado L € denotado por [L] e é tomado como o ponto-base. Entao

f induz uma aplicagao continua que preserva o ponto base fp : N, — N com a propriedade
que [L] C int f~1([L]).

Demonstragao:

Seja p: N — N/L a aplicagdo quociente e defina fp([L]) = [L] e fp(z) = p(f(x)) caso
contrario, onde temos identificado Ny \ {[L]} com N \ L. Pela definicdo de par-filtragao,
f(L)yn N—\L = (). Por isso, se K é uma vizinhanca suficientemente pequena de L em N,
entdo f(K)N N\ L = (. Por isso, fp(z) = [L] para todo = € p(K).

E imediato que fp é continua em N, \ {[L]}, visto que é a composicio de funces con-
tinuas. Para verificar a continuidade em [L], note que se {z, } é uma sequéncia em Ny \ {[L]}
convergindo para [L], entao {p~'(x,)} estd eventualmente em K, logo {fp(z,)} ¢ uma se-

quéncia que é eventualmente constante e igual a [L]. ]

Chamamos esta aplicacao fp de aplicacao espago pontuado associada a P.
Ainda, temos que o tipo de homotopia da aplicacdo espaco pontuado fp e o tipo de
homotopia de N dependem da escolha do par-filtragago P = (N, L) (rever a Observacao

2.1). Deste modo, ainda é preciso um invariante que independa da escolha do par-filtracao.

2.2.4 O indice de Conley

Se S é um conjunto invariante isolado, pelo Teorema 2.4, temos que para qualquer par-
filtragdo P = (N, L) de S a classe de shift equivaléncia da aplicagao espago pontuado fp :
N; — Np é um invariante dinamico para S, isto é, se g e ¢’ sdo homeomorfismos, entao sao
shifts equivalentes se, e somente se, sao topologicamente conjugados. Mas segundo Franks e
Richeson em [7] este invariante ¢ muito restritivo para ser usado como a defini¢ao do indice
de Conley, e assim eles sugerem utilizar a classe de homotopia das aplicacoes que preservam
ponto base em N com fp sendo um representante.

A seguir, introduzimos a classe de shift equivaléncia e o Teorema 2.4 que diz que a classe
de shift equivaléncia para a aplicacao espaco pontuado fp é um invariante dinamico de S

que independe da escolha do par-filtracao.
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Suponha que K é uma categoria. Sejam X, X’ objetosem Ke f: X — X, g: X' = X'

endomorfismos.

Definicao 2.5. Dizemos que (X, f) e (X', g) sdao shift equivalentes, f ~ g, se existem
meZt, r: X =X es: X' — X tais que os diagramas

x L x X 4X
1 1 s s
X 4 x x 5L ox

comutam, e que as compostas satisfacam ros = g™ e sor = f™. O inteiro m é chamado

de comprimento.

Teorema 2.4 ([7]). Suponha que Py = (Ny,Ly) e Py = (N, Lo) sao pares-filtracao para S.
Entao as aplicagoes induzidas, fp, e fp,, nos correspondentes espagos pontuados, sao shift

equivalentes.

Com a finalidade de obter um invariante homotépico menos restritivo, vamos considerar
hp(S) como sendo a classe de homotopia das aplicagbes que preservam ponto base em N,
com fp sendo um representante.

Suponha que X e Y s@o espagos topoldgicos pontuados e [f] : X — X e[g] : Y = Y
sao as classes de homotopia das aplicacoes que preservam ponto base. Entao a definicao de
shift equivaléncia nos diz que (X, [f]) e (Y, [g]) s@o shift equivalentes se existem classes de
homotopia de aplicagoes [r] : X — Y e [s] : Y — X tais que [gor] =[ro f], [sog] = [f o],
[ros]=[g™] e[sor]=][f"] para algum m.

Deste modo, apresentamos as defini¢oes do indice de Conley discreto homotdépico e dos

indices de Conley discreto homolégico e cohomolégico.

Definicao 2.6 (fndice de Conley discreto homotdpico). Seja S um conjunto invariante

isolado para uma aplica¢do continua f. O indice de Conley homotdpico de S, h(S), ¢é

a classe de shift equivaléncia de hp(S) onde P = (N, L) é um par-filtragio para S.

Definicao 2.7 (fndice de Conley discreto homoldgico e cohomoldgico). O indice de Conley
homoldgico Con.(S) € a classe de shift equivaléncia de (fp). : Ho(Ny, [L]) — H.(Ng, [L])
onde P = (N, L) é um par-filtra¢iao para S. Analogamente, definimos o indice de Conley

cohomolédgico, Con*(S5).

Uma das propriedades mais importantes do indice de Conley é a continuagao, pois como
veremos no Teorema 2.5, sob pequenas pertubagoes na aplicacao continua f o indice de

Conley permanece o mesmo.
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Teorema 2.5 ([7]). Sejam f: X — X uma aplicagao continua com vizinhanga isolante N e
S = Inv(N) o conjunto invariante isolado. Existe uma vizinhanga de f na C°-topologia com

a propriedade que N € uma vizinhanca isolante para todo f nesta vizinhanca. Além disso,

h(S, f) = h(S, f) onde S = Inv(N, f).

Uma propriedade natural do indice de Conley, conhecida como propriedade de Wazewski,
afirma que o indice do conjunto vazio é igual a zero. Em outras palavras temos o Teorema
2.6.

Teorema 2.6 ([7]). Se h(S) # 0, entao S # 0.

2.2.5 O indice de Conley cohomolégico reduzido

A seguir apresentamos o indice de Conley cohomoldgico reduzido definido em [7], [22] e [23]
usado para definir o par de matrizes de conexao. Esta definicao do indice de Conley coho-
molégico reduzido difere das Definigoes 2.6 e 2.7 pelo fato de gerar um par (CH*(S), x*(9)),
onde CH*(S) é um espago vetorial e x*(S) é um isomorfismo como veremos a seguir.

Seja f uma aplicagao continua e P = (N, L) um par-filtragdo para um conjunto invariante
isolado S. Trabalharemos com os coeficientes em um corpo, e daf teremos que H*(Ny, [L])
é um espago vetorial e f5 : H*(Np,[L]) — H*(Np,[L]) é uma aplicacao linear. Franks
e Richeson observaram que, neste caso, se @) ¢ outro par-filtragao, entao [ e f¢ diferem

apenas em suas partes nilpotentes. Desta maneira, podemos definir.

Definigao 2.8 (O indice de Conley cohomolégico reduzido). Definimos o indice de Conley

cohomolodgico reduzido de S como sendo
Con’(5) = (CH"(5),x"(9)),

onde CH*(S) = ﬂ(f;)”(H*(NL,[L])) e x*(S) : CH*(S) — CH*(S) € o automorfismo
induzido por fp. "

Exemplo 2.4. Voltemos ao Exemplo 2.3 e calculemos o indice de Conley cohomoldgico

reduzido para o conjunto invariante isolado S = m fM(Q) = Inv(Q) com o par-filtragao
nez

(N, L) indicado na Figura 2.11.
Assim, como vimos na Observacao 2.1, o espago pontuado N tem o mesmo tipo de
homotopia de S* Vv St. Logo,

QeQ, ¢g=1

Hq(NL,[L])_Hq(Slvsl,*)_{ . 11
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Figura 2.11: Par-filtracao

(fp)' « H' (N, [L]) ——— H'(NL, [L])
la] + B'(Nz, [L]) —— (fp)*([a]) + B (Ny, [L])

NN
[f ()] = [ + 4]
[f(B)) = —[a] = [£]

Figura 2.12: Induzida em cohomologia da aplicacao espaco pontuado fp

Na Figura 2.12, observamos os geradores de H'(Nz,[L]) e o comportamento de suas
imagens pela aplicacao (fp)'. Com isso, calculamos abaixo a induzida em cohomologia da

aplicagao espaco pontuado (fp)! na dimensao 1. Nas dimensdes diferentes de 1, temos que
HI(Ny,[L]) = 0= (fp)' =

(fP)i([e]) = fr(la]) = [ a)] = [o] + [5]
(fP)H(18]) = fr((8]) = [f(B)] = —[o] — [8]
(fp)'([ed) = la] + [B] + B (Ny, [L]) = [a] + 5]
(fp)([8]) = —[a] — [8] + B' (N, [L]) = —[a] — [A]

Como (fp)? = 0, temos que

CH'(S) = (/)" (H"(Nw, [L])) € (f3)*(H' (N, [L])) = 0

n>0

Logo,
CH'(S) = [(\(f3)" (H' (N, [L])) =0 e x'(S) = 0.

n>0
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Portanto, Coni(S) = (0,0), para todo ¢ € N.
O exemplo a seguir foi construido por Richeson em [22].

Exemplo 2.5. Sejam dois quadrados N; e Ny em R? e o difeomorfismo f : R? — R?
indicados na Figura 2.13, onde f(Hy) = Vo, f(H}) = Vy e f(H}) =V/.

N N, N m N

H (/)

Figura 2.13: Ferradura quebrada

Vamos calcular os indices de Conley cohomolégicos reduzidos dos seguintes conjuntos
invariantes isolados: S = Inv(N; U Ny), A = Inv(N;y) e R = Inv(Ny).
Temos que, os pares de compactos da Figura 2.14 sao pares-filtracao para S, A e R,

respectivamente.

Ps = (Ns, Ls) Py = (Na, La) Pr = (Ng, Lg)
é um par-filtracao para S é um par-filtracao para A é um par-filtracao para R

Figura 2.14: Pares-filtragao

Logo,
H9((Ns)pg, [Ls]) = HY(S' Vv S' v §', %) = { Qe %@ Q Z ; 1
HO(Na)i,, [La]) = HO(S', ) = { o !
HO(Ne)ey, (L)) = HI(S' v S, %) = { 2ea o
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Na Figura 2.15, temos representado o comportamento dinamico de cada (fp)' associ-
ada aos respectivos conjuntos invariantes isolados. Para tanto, calculamos a imagem dos
geradores da cohomologia dos respectivos espacos pontuados como indicado na Figura 2.15.

Entao, temos que as induzidas em cohomologia das aplicagoes espago pontuado na di-

mensao 1 correspondentes aos pares-filtracao da Figura 2.14 sao

1 -1 0
1 0
(fPs)l = 0 0 1 ) (fPA)l = Id, (fPR)l = ( 10 ) )
0 0 1
respectivamente.
Ng

Figura 2.15: Induzida em cohomologia da aplicacao espago pontuado

Temos que CH'(S) = ﬂ(fps) (H'((Ns)rg, [Ls])) e

n>0
1 -1 1—n
(fp)"=10 0 1 :
0 0 1

para todo n > 2. Logo, Im ((fp,)") = ((1,0,0),(0,1,1)),Vn > 1, o que implica que

CH'(S) = [ (fp)"(H'((Ns)Ls, [Ls])) = ((1,0,0),(0,1,1)).

n>0

26



Assim,

1 =1 0 1 1
(fp)(1,0,0)=| 0 0 1 0|= 0)
0 0 1 0 0
1 -1 0 0 -1 1 0
oot y=|o o0 1 |[1]= 1>(0)+(1)
0 0 1 1 1 0 1

Entao, se a = (1,0,0) e 8 = (0,1,1), temos que (fp,)(a) = a e (fp,)(8) = —a+ f, logo,

como x'(S) é igual a fp_ restrito a (a, ), tem-se que

1 0
1
S) =
X () ( . 1)
Portanto,

1 0
Oan(S) = (CHQ(S)7X¢I(S>> _ { (Q@Qa ( 11 )) , g=1
(070)7 q# 1

Temos que CH'(A) = (1) (fp,)"(H' (Na)ra, [La]) = H'(Na)p,s [La]) = Q e X' (A) =
fp, = Id. Portanto, "

Q,I1d), ¢=1

Con'(4) = (CH(A),x"(4)) = { ((0 0), g#1

Temos aue CHY(R) = () (7h,)" (H' (Na)ua [Lal))  (7h,)" = b, = ( . ) para

todo n > 1. Logo, CH'(R) = Im (fp,) = ((1,1)), e assim

f;Ra,l):(ig)(i):(i)

X'(R) = Id

e com isso temos que

Portanto,
(Q.1d), ¢=1

Oonq<R>=<0Hq<R>,xq<R>>={ 00w
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2.3 O indice de Conley na versao de Mrozek

Apresentamos nesta segdo o indice de Conley definido por Mrozek em [16]. E na Segao 2.4
provamos uma relagao entre este indice e o indice apresentado por Franks-Richeson [7].

Sejam X um espago métrico localmente compacto, f : X — X um homeomorfismo e
= um anel com unidade. Se K é um conjunto invariante isolado com par-indice P, entao
o indice de Conley na versao do Mrozek de K é a reducao de Leray do par (H*(P),Ip),
onde H*(P) é a cohomologia de Alexander-Spanier de P e Ip é a aplicacao-indice associada
a P. Mrozek afirma também que outras homologias e cohomologias podem ser usadas se
colocarmos mais restri¢oes sobre o par-indice.

Nas primeiras subsecOes apresentamos os pré-requisitos necessario para definir o indice
de Conley na versao do Mrozek. Na Subsecao 2.3.5 definimos o indice e apresentamos suas

propriedades.

2.3.1 Preliminares

A seguir apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para as proximas subsecoes.

Aplicacao entre pares

Uma aplicagao f : P — @ de pares P = (P, ) e Q = (Q1,(2) é uma aplicacao continua
fiPr— Qr tal que f(PrNP) C Q1N Q.
Se RCP,SCQef:P— Q étalque f(R) C S, entdo

frs: i — 5
v = flz)
que aplica By N Ry em S N Ssy, serd chamada a contracao de f ao conjunto de pares
(R,5).
Se R C S sao pares, entao ip s é a contracao da identidade id : S — S para o conjunto

de pares (R, S) e serd chamado a tnclusao do par R no par S.

Categoria

Sejam & a categoria dos modulos graduados sobre o anel = com homomorfismos de grau zero
e E(E, F) o conjunto de todos os morfismos de E em F em €&.

O functor da cohomologia de Alexander-Spanier com coeficientes em = sera considerado
como um functor H* : Topy — &, onde Tops é a categoria dos pares topologicos.

Seja EE a categoria de mdédulos graduados equipados com um endomorfismo, isto €, os

objetos desta categoria sdo os elemetos do conjunto {(E,e) | E € £ e e € E(E,E) é um
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endomorfismo }. Os morfismos de (E,e) € EE em (F, f) € EF sao todas as aplicagoes
p € E(E, F) tal que o diagrama

E -5 FE

el e (2.1)

Fr 4 F

comuta.

Sejam EM e £ as subcategorias de £FE consistindo dos moédulos graduados equipados
com monomorfismos e isomorfismos, respectivamente.

Observe que se tomarmos E € &, entao (E,id) € £I. Portanto, E CEI CEM C EE.

2.3.2 Par-indice

Uma das principais diferencas entre o indice definido por Mrozek em [16] e o definido por
Franks e Richeson em [7] é a defini¢do dos pares de compactos. Analisamos na Secao 2.4
essa diferenca.

Sejam K um conjunto invariante isolado e N uma vizinhanca isolante de K.

Definigao 2.9. O par P = (Py, P,) de subconjuntos de N serd chamado um par-indice de

K em N com respeito a f se, e so se, as trés condi¢oes sequintes sao satisfeitas

1. P, e P, sao positivamente invartantes com respeito a N, isto €,
PO (N)C P parai=1,2,

2. Ino N={ze M | f(x) e NNVie Z"} Cintn(P1) e
InvtN={zxe M | f(x) e NNVi e ZT} C N\ P,

3. P\ P, Cint(N)N f~(int(N)).

Denotamos a familia de todos os pares-indices em N por I P(N, f) ou simplesmente por
IP(N).
Apresentamos na Proposicao 2.2 algumas propriedades do par-indice e na Proposicao 2.3

a existéncia de par-indice em uma vizinhanca qualquer do conjunto invariante isolado.
Proposigao 2.2 ([16]).

1. Se P = (P, Py) € um par-indice de S em N, entao Inv(N) C int(P, \ Pa),

2. Se P e QQ sao pares-indice de S em N, entao PN Q é um par-indice de S em N,

3. Sex e Py, f(x) ¢ N, entio x € Ps.
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Proposicao 2.3 ([16]). Para qualquer vizinhanga W de S existe um par-indice P em N tal
que P\ P, CW.

Exemplo 2.6. Voltemos ao Exemplo 2.3 da ferradura. Sejam N = Q, (P, P;) e (P}, P))

como indicados na Figura 2.16. Vamos provar que (P, P) e (P{, Py) sdo dois pares-indice

de S em N.
P ﬁ P

- -
| |
- - I

.
=

P

o
=
N
I

P
Figura 2.16: Pares-indice
(1) PN f7YN) € f7H(P) e PIN f7H(N) C f7H(P)) parai=1,2.

P, Pl P

Pnf HN) C fH(P) Pp0 f7HN) € fTHP)

(2) Inv=(N) C inty(P) e Invt(N) C N\ P, Inv™(N) C inty(P]) e Inv™(N)
C N\ P
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Como Inv*(N) = Inv™(Q) = ﬂ Q) QN Q)N f~3(Q) temos, pela Figura 2.17,
n<0
que Inv™(N) € N\ Py e Inv*(N) € N\ P}. E como Inv™(N) = Inv™(Q) = [ | f"(Q) C
n=0

QN f(Q)N f4(Q) temos, pela Figura 2.18, que Inv=(N) Cinty(Py) e Inv™(N) Cinty (Py).

)

N=Q

Q)

QN Q) o —
E N B )j

QN HQ)N Q)

Figura 2.17: Invt(N) C N\ Py e Invt(N) C N\ P}.

2(Q)
N=Q //—\\('pl
e L
N=Q o
\
QN Q)N Q)
()
N\
QN f(Q)
\,
QN Q)N fA(Q)

Figura 2.18: Inv=(N) Cinty(Py) e Inv=(N) Cinty(P])

31



(3) P\ B, Cint(N)N f~'(int(N)) e P\ P, C int(N) N f~'(int(N)).

i -
'?/?/TZ/'ZZI' 77
e P\ Py

Portanto, (P, P») e (P], P}) sao dois pares-indices de S em N distintos.

Pelo exemplo acima, vemos que, assim como no caso do par-filtracao, temos que o tipo

de homotopia do espago pontuado nao é invariante homotépico que independe do par-indice.

2.3.3 Aplicagao-indice

Motivados pelo Exemplo 2.6, constatamos que o tipo de homotopia do espago pontuado
depende do par-indice. Desta forma, faz-se necessario buscar um invariante homotépico.
Com esta finalidade, vamos definir a aplicacao-indice.

Considere o par-indice P em N, P € [P(N), e defina os pares-indice

Estes pares-indice sao escolhidos de forma que as contracoes da identidade sejam isomor-

fismos como vemos na Proposicao 2.4.
Proposigao 2.4 ([16]). Se P € IP(N), entdo
1. f(P)C S(P)C T(P),

2. asinclusoes ips(py, is(p),r(p): tpr(P) induzem isomorfismos na cohomologia de Alexander-

Spanier.

Defina fp := fprp) € ip := iprp). Temos, pela Proposicao 2.4, que H*(ip) é um

isomorfismo.

Definigao 2.10. O endomorfismo H*(fp) o H*(ip)~' de H*(P) serd chamado aplicagao-

indice associado ao par-indice P e serd denotado por Ip.
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2.3.4 Reducao de Leray

Mrozek em [16] define o indice de Conley discreto como um par constituido de um espago
vetorial graduado e um isomorfismo de maneira que este par independa da escolha do par-
indice. Mrozek provou em [16] que a redugdo de Leray do par (H*(P),Ip) independe da
escolha do par-indice.
A seguir apresentamos a definicao do functor de Leray, que é o functor que leva espagos
vetoriais graduados com endomorfismos em espacos vetoriais graduados com isomorfismos.
Primeiro definimos um functor LM que transforma um par (F, f: F' — F) € £E em um

par em EM.

Definigao 2.11 (Nucleo generalizado). Seja f : F — F um endomorfismo. O nicleo

generalizado de f € dado por
gKer(f):={xz e F | f*(x) =0 para algum n € N}.

Como f(gKer(f)) C gKer(f), temos o seguinte monomorfismo induzido

po_F L _F
- gKer(f) gKer(f)
[z] = [f(2)]

Defina LM(F, f) = <g}(6i’l“(f)7f/> e EM.

Tome ¢ : (E,e) — (F, f) um morfismo. Temos que p(gKer(e)) C gKer(f), e portanto

temos uma aplicacao induzida

, E R F
4 gKer(e) gKer(f)
[z] = [e(2)]
Obviamente, o diagrama
E L,> E
gKer(e) gKer(e)
o Ly 2.2)
F 1% F

gKer(f)  gKer(f)

é comutativo.

Defina LM () := ¢'. Logo, temos definido um functor covariante

LM :EE —EM
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Agora definimos um functor LI que transforma um par (F,f : F — F) € EM em um
par em 1.

Definigao 2.12 (Imagem generalizada). Seja f : F' — F um monomorfismo. A imagem

generalizada de f € definida por:

gIm(f) == [ f"(F).

neN

Como f(gIm(f)) C gIm(f), podemos definir a seguinte contracao

f"eogIm(f) — gIm(f)
z = f(z)
que é um isomorfismo.

Defina LI(F, f) := (¢gIm(f), f") € €I
Tome ¢ : (F,e) — (F, f) um morfismo com (E, e), (F, f) € EM. Temos que p(gIm(e)) C

gIm(f), assim, podemos definir a seguinte contragao
o' glm(e) — gIm(f)
z = px)

Temos que o diagrama

gIm(e) < glm(e)
A Lo (2.3)
glm(f) L5 gIm(f)
é comutativo.

Defina LI(y) := ¢". Logo, temos definido um functor covariante

LI:EM — &1

Definicao 2.13. O functor L : EE — EI definido pela composicao L = LIo LM ¢é chamado
de functor de Leray.

Uma das propriedades provadas por Mrozek em [16] é que se Ip é um isomorfismo, entao
a reducao de Leray do par (H*(P), Ip) é ele mesmo, isto é, L(H*(P),Ip) = (H*(P),Ip).

2.3.5 O indice de Conley cohomolégico

Agora estamos aptos a apresentar a definicao do indice de Conley cohomolégico de Mrozek
[16].
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Seja P um par-indice de um conjunto invariante isolado K de um homeomorfismo f :
X — X. Sejam H*(P) a cohomologia de Alexander-Spanier do par P e Ip a aplicagao-indice
associada ao par-indice P.

Aplicando o functor de Leray ao par (H*(P),Ip) obtemos um objeto em £I, que serd
chamado a redug¢ao de Leray da cohomologia de Alexander-Spanier do par-indice
P.

O Teorema 2.7 e o Coroldrio 2.1 mostram que a redugao de Leray do par (H*(P), Ip)

independe da escolha do par-indice.

Teorema 2.7 ([16]). Sejam f : X — X wum homeomorfismo e K um conjunto invariante
1solado com respeito a f. Entao para todas vizinhancas isolantes N, M de K e para todos
P € IP(N),Q € IP(M), as redugoes de Leray das cohomologias de Alexander-Spanier
L(H*(P),Ip) e LIH*(Q), 1) sdo isomorfas.

Corolario 2.1 ([16]). A redu¢do de Leray da cohomologia de Alexander-Spanier de um par-

indice de um conjunto invariante isolado K depende apenas de K.
Logo, podemos definir o indice de Conley cohomolégico na versao de Mrozek.

Definigao 2.14. O indice de Conley cohomoldgico de K é L(H*(P),Ip), onde P é
um par-indice de K em N, e é denotado por C(K, f) ou C(K).

Apresentamos a seguir algumas propriedades do indice de Conley, como a propriedade

da continuacao e o indice de Conley de uma aplicacao tempo-um de um fluxo.

Teorema 2.8 ([16]). O indice de Conley cohomoldgico de um conjunto invariante isolado de
um fluzo coincide com o indice de Conley cohomoldgico correspondente a aplica¢do tempo-um
desse fluzxo, isto €, se f € uma aplicacdo tempo-um de um fluzo, entao existe um par-indice

P, tanto para o fluxo quanto para o difeomorfismo e
C(K)=L(H*(P),1d) = (H*(P),Id) = H*(P)

Também, neste contexto, temos a propriedade de Wazewski satisfeita para o indice de

Mrozek como vemos na Proposicao 2.5.

Proposicao 2.5 ([16]). O indice de Conley do conjunto vazio € igual a zero. Em outras

palavras, um indice de Conley ndao-nulo implica um conjunto invariante isolado ndao-vazio.

O indice de Conley na versao de Mrozek também satisfaz a importante propriedade da

continuagao como vemos no Teorema 2.9.
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Teorema 2.9 ([16]). Suponha que A C R é um intervalo compacto, f: A x X — X é uma

aplicacao continua tal que para cada N € A

f,\i X - X
r = f(\x)

¢ um homeomorfismo e N é uma vizinhanga isolante com respeito a fr. Entao, C(Inv(N, fy))
nao depende de A € A.

E por ultimo, temos a propriedade da aditividade.

Teorema 2.10 ([16]). Suponha que um conjunto invariante isolado é uma soma disjunta de

dots outros conjuntos invariantes isolados Ki e Ky. Entao:

M. Mrozek calculou em [16] o indice de Conley de um ponto fixo hiperbdlico e de uma
orbita periddica hiperbélica.

Seja x¢p um ponto fixo hiperbdlico de f. Sejam k igual ao nimero de autovalores de
Df(xg) com médulo maior que 1 (contados com multiplicidade) e [ igual ao nimero de
autovalores reais de D f(xo) menores que -1. O par (k, 1) serd chamado o indice de Morse

de x.

Teorema 2.11 (O indice de um ponto fixo hiperbdlico ). Suponha que xo é um ponto
fizo hiperbélico de um C*-difeomorfismo f : R" — R"™. Entdo, {xo} € um conjunto invariante

1solado e

0, se i #k,

Cz({xO}) = { (57 (—1)l]d), se 1=1%k

onde (k,l) € o indice de Morse de xy.

Teorema 2.12 (O indice de uma 6rbita periédica hiperbdlica). Seja g € R™ uma
orbita periédica hiperbélica de f, isto é, um ponto fizo hiperbdlico de f¢ para algum d € N.
Seja (k,1) o indice de Morse de xq com respeito a f¢. Suponha que d é o periodo minimal de
T, isto €, fi(xg) # xo para todoi =1,2,...,d— 1. Entio, K := {xq, f(x0),..., f& (xg)} €

um conjunto tnvariante isolado e

Co(K) = 0, se 1#k,
) (B4 D), se i=k

onde D : 2% — =% ¢ dada na base canonica {e;}%_, de =¢ por D(e;) = e;y1 para i =
1,2,...,d—1 e D(eq) = (—1)le,.
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Exemplo 2.7. Vamos voltar ao Exemplo 2.6 para calcular o indice de Conley cohomoldgico

na versao de Mrozek do conjunto invariante isolado S = ﬂ Q) = Inv(Q) com o par-indice
nez

P = (P, P,) indicado na Figura 2.19.

Figura 2.19: Par-indice

Pela Figura 2.20, temos que o espaco pontuado P; /P, tem o mesmo tipo de homotopia
de Stv St

[ P } homotopicamente equivalente

< - OO

Sty St

Figura 2.20: Espaco pontuado P;/P,

Portanto,

HY(P) = HY(P,/P,) = HI(S' v S* %) = { Q f Q. Z ; 1

Observe, pela Figura 2.21, que Ip nao é um isomorfismo, logo temos que aplicar o functor

de Leray no par (H'(P),Ip).

H\(P
Como I% = 0 entdo gKer(Ip) = H'(P) = (P)

g_[{@—r(jp) =0o0 que lmphca que

L(H'(P),Ip) = (0,0).

Portanto,

01(S) = (0,0), ¥q.
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Figura 2.21: Aplicagao-indice Ip

2.4 A relacao entre as duas abordagens do indice de

Conley

Nesta secao faremos uma andlise comparativa dos indices de Conley discreto nas versoes de
Franks-Richeson [7] e do Mrozek [16].

Na primeira subsecao apresentamos as diferencas entre as definigoes de par-filtragao e par-
indice, e provamos, no Teorema 2.13, que existe um par-filtracao e uma vizinhanca N do par

que é um par-indice de S em N para conjuntos bésicos e para conjuntos A(k) = U M (H(k))

nez
de difeomorfismos fitted Smale. Na Subsecao 2.4.2 veremos que, no caso em que trabalhamos,

as duas abordagens do indice de Conley discreto coincidem.

2.4.1 Par-filtragao e par-indice

Nesta subse¢ao vamos apresentar dois exemplos que mostram que a Definigao 2.4 de [7] e a
Definigao 2.9 de [16] sao ligeiramente diferentes.

O primeiro exemplo que construimos é de um par-indice que nao é um par-filtracao.

Exemplo 2.8. Seja o difeomorfismo f : R? — R? dado pela aplicacdo tempo-um de um
fluxo de uma sela S. Temos que S é um conjunto invariante isolado.

Sejam P;, Py e N como descritos na Figura 2.22. Vejamos que (P;, P») é um par-indice
de S em N.

1) AnfY(N)C f7H(P) e o f7HN) C fH(P). De fato, segue pela Figura 2.23.

(2) Inv=(N) Cinty(P1) e Inv™(N) € N\P,. Como Inv™(N) = (] f"(N) = W*(S) N N

n=0
e Invt(N) = ﬂ fH(N) =W?3(S)N N, entao, pela Figura 2.24, tem-se que Inv—(N) C

n<0

inty(Py) e Invt(N) C N\ Ps.
(3) P\ P, Cint(N)N f~'(int(N)). De fato, segue pela Figura 2.25.
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Py

Figura 2.22: Par-indice que nao é par-filtracao

J7HN) FUN)
el o~
//, FHP) I —] FH(P)
= B
P
’ | | _» PZ
S
\\\

> P10 fHN) \S:‘Fhﬂf’l(]\f)

Figura 2.23: PoN f~Y(N) C f7Y(P) e BN f~YN) C f(P)

Py

1)2
Inv=(N)

Figura 2.24: Inv=(N) Cinty(Py) e InvT(N) C N\ P,
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P P\ Py

Figura 2.25: Py \ P, Cint(N) N f~(int(N))

Vejamos agora que (P;, Py) nao é um par-filtragao para S. De fato, pela Figura 2.22, existe
um ponto x € P, tal que f(x) € P\ Py, edal f(z) € f(P) NP\ Py= f(P)NP\ Py # 0.

Portanto, nao satisfaz o item (3) da Definigao 2.4 de par-filtracao.
Apresentamos a seguir um par-filtragdo que nao é um par-indice.

Exemplo 2.9. Voltemos ao Exemplo 2.3 da ferradura de Smale. Temos que o par de
compactos (P, P,) e a vizinhan¢a N descritos na Figura 2.26 é um par-filtracao de S que
nao é um par-indice de S em N.

Mostramos de uma maneira diferente do Exemplo 2.3 que o par de compactos (P, P) é

um par-filtragao.

Figura 2.26: Par-filtracao que nao é par-indice

Pela Figura 2.27, temos que P, = P; e P; é um bloco isolante. Portanto, pelo Teorema
2.1 temos que (P;, P,) é um par-filtragao de S.

Vejamos, agora, que (P, P») ndo é um par-indice de S em N. Vemos que este par de
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LA E

FHP)

PN f(iul) N fﬁl(f)l) C I‘,Hf([‘)l)

Figura 2.27: Bloco isolante

compactos falha no item 3 da Definigdo 2.9 de par-indice, pois existe um ponto = € Py \ P,

tal que = ¢ int(IN) como vemos na Figura 2.28.

Py
Py

P

P

z € P\ P, mas z ¢ int(N)

Figura 2.28: Existe um z € P, \ P, tal que x ¢ int(N)

Portanto, (P, P,) ndo é um par-indice de S em N.

Observe que o Exemplo 2.9 anterior sé falha, pois a vizinhanca N do par-filtracao é muito
pequena. Motivados por este fato, provamos no Teorema 2.13, a existéncia de um par de
compactos e uma vizinhanca que satisfazem as definicoes de par-filtracao e de par-indice

para os conjuntos A(k) de difeomorfismos fitted.

Teorema 2.13. Seja f : M — M um difeomorfismo fitted em relagao ao conjunto de alcas
H(k) = th(k) onde M € um espago métrico localmente compacto. Considere N = H(k),

P = f(H(k)NH(), P, =P ¢S =1Inv(N), entao (P, Py) é um par-filtracio para S e

um par-indice de S em N com respeito a f.

Demonstracao:

Tome k fixo. Como H (k) é compacto, tem-se que N e P; sdo compactos. Como f(P)
é compacto, o complementar do int(Py), (int(Py))¢, é fechado e f(Py) N (int(Py))° C f(Py),
entdao f(Py)N(int(P;))¢ é compacto, logo f~(f(Py)N(int(P;))¢) também é compacto. Assim,
para provar que P, é compacto, basta provar P, = f~1(f(P) N (int(P;))¢). Provaremos a

seguir que esta igualdade é verdadeira.
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Sex € P, entdo x € P, e f(z) & int(Py), isto é, f(z) € f(P1) e f(z) € (int(P))" =
r e f7Uf(P) N (int(P))°). Logo,

Py C f7H(f(P) N (int(P1))°)

Sex € f7Hf(P)N(int(P1))°), entao z € f7H(f(P1)) ex € fH((int(Py))°), isto é, z € P,
e f(x) € (int(P))* =z € P e f(x) ¢ int(P) = x € P . Logo,

() N (int(P))°) € Pr

Portanto, P, = f~Y(f(P) N (int(Py))°).

Afirmagdo 1: (Py, P) é um par-filtracao de S da Definigao 2.4 de [22].

Pelo Teorema 2.1, basta provar que P; é um bloco isolante, isto é, que P, N f(P) N
[7YP) Cint(Py).

Para simplificar denotaremos por H o conjunto H(k), por h; a alca h;(k) e vamos dividir
em duas partes.

(a) int(Py) =int(f(H))Nint(H).

De fato, como int(f(H) N H) C int(f(H)) e int(f(H) N H) C int(H), temos que

int (f(H) N H) C int(f(H)) Nint (H)

Por outro lado, se y € int(f(H)) Nint(H), entdo existem duas bolas abertas centradas
em y tais que y € B(d) C f(H) ey € B(§') C H. Assim, y € B(§)NB(¢") C f(H)N H onde
B(6) N B(4") é um aberto, dai, y € int(f(H)N H). Logo,

int(f(H))Nint(H) Cint(f(H)NH)

Portanto, int(P,) = int(f(H) N H) = int(f(H)) Nint(H).
(b) P1 N f(P1> N f_l(Pl) C mt(Pl)
De fato, se y € P, N f(P) N f~1(P,), entao

e yc P =f(H)NH =y € h; e existe um = € h; tal que y = f(z) € f(h;) para algum
h; € H e para algum h; € H.

e yc f(P)=f(f(H)NH). Comoy = f(z) =z € f(H)NH, assim existe 2’ € h, € H
tal que z = f(2') € f(h,).

eycfH(P)=fYf(H)NH)= f(y) € f(HYNH = f(y) € hy para algum h; € H.
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Vamos usar o fato de f ser hiperbdlico com respeito ao conjunto de algas H(k) (veja
Definigoes 1.7 e 1.12) para mostrar que y € int(H) Nint(f(H)) = int(HN f(H)) = int(Py).

e Como x € hj e y = f(x) € h; tem-se que

Loy = f(r) € fW;(x)) Cint(W7(f(x))) = int(q x D) para algum ¢ € DF tal
quey = f(z) € ¢gx D' *. Entao, y € int(¢gx D' %) = existe um aberto B C
D?‘k tal que

yeqx B Cqgx Dt (2.4)

2y = f() € WH(F() C int(FOVP@) = flint(WP() = flint(D x 1))
para algum p’ € D;‘_k tal que = € Df x p'. Entao, x € z'mf(Dé-f xp) =

existe um aberto B]’? C D;‘? tal que
k / k /
v € B xp CDjxp (2.5)
e Como y € h; e f(y) € hy tem-se que

L f(y) € Wi(f(y)) C int(f(Wi(y))) = int(f(Df x p)) = f(int(Df x p)) para
algum p € D' *. Entdo, y € int(DF x p) = existe um aberto B¥ C DF tal que

y€ B xpCDfxp (2.6)
e Como 2/ = f~(x) € hy e f(a') = f(f'(x)) = x € h; tem-se que

Loxe fWs(f(x) Cimt(W(f(f(2)))) = int(q" x D;-L_k) para algum ¢’ € Df.
Entao, x € int(q X D;"k) = existe um aberto B;L*k C D;"’k tal que

req x B;‘_k Cq x D}"”_k (2.7)

Das equagdes (2.4) e (2.6) acima, temos que y € BF x B'* ¢ DF x D% = h; onde

BF x B"* ¢ um conjunto aberto. Assim,
y € int(h;) C int(H)

E das equagdes (2.5) e (2.7) acima, temos que = € B} x B;‘_k C DF x D;-‘_k = h; onde
BY¥ x B}™* 6 um conjunto aberto. Assim, x € int(h;) e dai y = f(z) € f(int(h;)) =
int(f(h;j)) o que implica que

y € mt(f(H))
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Logo, y € int(H) Nint(f(H)) = int(P;) e portanto P, N f(P) N f~1(P) Cint(P,), isto

é, P, é um bloco isolante.

Afirmacgao 2: (P, P; ) é um par-indice em N de S da Definigao 2.9 de [16].

1. P fYN) C f1(P) e Py f-Y(N) C F1(Py).

(a) PO fI(N) € fH(P)

Seye PNfYN)=(f(H)NH)Nf ' (H), entao f(y) € f(H)NH =P, =y € [~Y(P).
Portanto, Py N f~1(N) C f~1( ).

(b) 2N f7H(N) € f7H(Py), isto 6, Py N f7H(N) € f7H(Py).
Sey e P, N fYN), entdo

yePrNfYN)CcPNfY(N)CfHP)

por (a) e
fly)e f(Pr) = fly) ¢ A\ Py
pois, pela Proposicao 2.1, f(P7) N P\ Py = 0.
Assim, f(y) € PN (P \P)* C P, logo, y € f~Y(P[). Portanto, P, N f~Y(N) C
7).

2. Inv=(N) Cinty(Py) e Invt(N)C N\ P .
(a) Inv=(N) Cinty(Py):
a.l Inv=(N) = Inv(P).

Como P, C N, entao Inv— (P;) C Inv=(N). Por outro lado, se € Inv™(N), entdo
f7i(x) e N = H Vi >0, isto &,

re H
Y o) e H = re f(HHNH
fP2x)eH = fz)e f(H)NH

fHa)ed = (" (x)e f(H)NH
eassim f~(z) € f(H)NH = P,Vi 2 0= € Inv (P). Logo, Inv™(N) C Inv(P).

Portanto, Inv=(N) = Inv—(Py).
a.2 I?”LUi(Pl) - ZTLtN(Pl)
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Sey € Inv=(P) C PN f(P) = (f(H)NH) N f(f(H) N H). Assim,

yeH = gy € h; para algum h; € H

ye f(H) = y = f(z) para algum = € H
e x € h; para algum h; € H

y=f(z)e f(f(H)NH) = x= f(2') para algum 2’ € H
e ' € h; para algum h; € H

Como x € hj e f(z) =y € h;, temos que
y = f(z) e Wi(f(x)) Cint(f(Wj(x))) = f(int(Wj'(x)))
ey = f(x) € f(int(DF x p)) = x € int(D¥ x p), e dai existe um aberto B} C DY tal que
z€ B} xpCDjxp (2.8)
Como fHz) =2 €hex=f(fx)) = f(z') € hy, temos que
v € fW7(f(2))) Cint (W (f(f(2))))
ex € int(W7(x)) = int(q ¥ D?’k), e daf existe um aberto B;"k C D;f“k tal que
T EqXx B;?_k Cqx D;.‘_k (2.9)
De 2.8 e 2.9 tem-se que
z € B} x By™" C Dy x D}~ = h;
onde B;-“ X B;‘_k ¢ um conjunto aberto. Assim,
y= F() € F(BEx BI™) € f(hy) C ()
onde f(BY x B}7*) ¢ um aberto. Logo,
ye f(BY x B *)nHC f(H)NH =P,

o que implica que y € inty (P).
Portanto, Inv™=(P;) Cinty(Py).

(b) Invt(N)C N\ P :
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Se z € Invt(N), entdo fi(x) € N,Vi > 0. Suponhamos, por absurdo, que x* € P| .
Assim, z € P ex € f~}(N), temos, por 1, que P, N f~Y(N) C f~Y(P)edaiz e fHP])
o que implica

f(x) e Py C P, (2.10)

Como z € P, entao

f(x) e f(Pr) C f(P) (2.11)

E como f(z) € P[ e f(x) € f~1(N), entdo

flx) e Pr O f7HN) C f7H(PD) C f7H(R) (2.12)
De (2.10), (2.11) e (2.12) e do fato de P; ser um bloco isolante, temos que

f(x) e PO f(P) N fH(P) Cint(P,)

o que é um absurdo, pois x € P, . Logo, = ¢ P, .
Portanto, Inv™(N) C N\ P .

3. P\ P[ Cint(N)n f~1(int(N)).
Sex € P\ P/, temosquex € Pyex ¢ P, istoé, x € P, e f(x) € int(P), e dai

x € fHint(P)) C f~(int(N)) (2.13)

pois P, C N = int(P;) C int(N).
Por outro lado, suponhamos, por absurdo, que x ¢ int(N), entao x € int(P) = f~'(z) €
Py . Como, pela Proposigao 2.1, f(P; )N P\ P = 0 temos que

r=f(f"@) e f(PT) = o g P\ P
que é um absurdo, pois z € P; \ P, . Logo,

x € int(N) (2.14)

De (2.13) e (2.14), temos que = € int(N) N f~1(int(N)).
Portanto, P, \ P, Cint(N) N f~1(int(N)).
(

Assim, pelos itens 1, 2 e 3, temos que (P;, P ) é um par-indice em N de S da Defini¢ao
2.9 de [16]. |
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2.4.2 Indices de Conley

Veremos que o fato do indice de Conley cohomolégico reduzido da Definicao 2.8 e do indice
de Conley cohomolégico da Definicao 2.14 da ferradura serem idénticos, como vimos no
Exemplos 2.4 e 2.7, nao é mera coincidéncia.

Queremos verificar que as Defini¢oes do indice de Conley cohomolégico reduzido 2.8 de
Franks e Richeson [7] e do indice de Conley cohomoldgico 2.14 de Mrozek [16], para f um
homeomorfismo e P = (N, L) um par de compactos que satisfaz as Defini¢oes 2.9 e 2.4 para
um conjunto invariante isolado S e tal que a homologia com coeficientes tomados em um
corpo, H*(Ny, [L]), é um espago vetorial de dimensao finita, sao isomorfos. Para isso, basta

mostrar que

L(H" (N, [L])) = CH*(S5)

sao isomorfos.

E um fato conhecido que

Proposicao 2.6. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e T : V. — V uma aplica¢ao
linear. Entao
V =gKerlT ® gImT.

Portanto,

Demonstracao:

Para mostrar esta soma direta basta verificar as seguintes igualdades:
(1) gKerT NgImT = {0}
(2) dimV =dim(gKerT) + dim(gImT)

(1) gKerT N gImT = {0}.
Tome {a,...... , a;} uma base do subespaco gKerT tal que {aq,...... SO Uity e ey Qi

¢ uma base de V.

Para cada i =1,...,[, existe um r; > 0 tal que 7" (c;) = 0. Tome r = max{ry,...,r} >
0.
Se v € gKerT N gImT, entao
T"(v) =0 e para todo k>0, Ju, € V tal que v = T"(uvy).
Dai, como r > 0, existe um v, € V tal que v = T"(v,) e 0 = T"(v) = T?"(v,) = v, €
gKerT. Assim, existem aq,...,q; € Z tais que v, = ajaq + - - - + a;aq e pela linearidade de
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T tem-se que
V= T"'(UT) = Tr(alal + e _|_ alal) — alTT(al) + . + alTT’(al) _ O

Portanto, gKerT N gImT = {0}.

(2) dimV =dim(gKerT) + dim(gImT).
Para verificar isto, vamos mostrar que 8 = {1"(a1),...,T7"(ay,)} é uma base de gImT.
Primeiramente, veremos que S gera gI'mT. Seja w € gImT, entao para todo k > 0 existe

um vy, € V tal que w € T*(v;). Em particular, w = T"(v,) e v, = a1a; + * - + @y, logo

w=T"(v,) = 1T (1) + -+ T (q) + a1 T (1) + -+ + a, T ()
a1 T () + -+ a, T (o).

Portanto, £ gera gImT.

Provaremos agora que [ é linearmente independente. Seja
0= a1 T (1) + -+ a, T (an) = T (ar410041 + - - - + anony)

entdo a1 + -+ + apey, € gKerT. Como {ay,...,q;} é base de gKerT, temos que
a1 =...=a, =0, 0 que prova que 3 ¢ linearmente independente.

Logo, 6 ={T"(a1),...,T"(a,)} é uma base de gImT.

Portanto, dim(gKerT) =1 e dim(gImT) =n — [ e assim

dimV =n =1+ (n—1) =dim(gKerT) + dim(gImT).

Assim, concluimos que
V =gKerT & gImT.
|

Como fj : H*(Nyp,[L]) — H*(Np,[L]) é uma aplicacdo linear de um espago vetorial de

dimensao finita nele mesmo, temos que o indice de Conley cohomolégico 2.14 de M. Mrozek

LU (V. 21) = LM (4, [2)) = D
e assim pela Proposi¢ao 2.6 obtemos que
£ V1)) = T ) — gl f7) = CH(5).
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Portanto, temos que o indice de Conley cohomolégico reduzido 2.8 de D. Richeson e o
indice de Conley cohomolégico 2.14 de M. Mrozek sao isomorfos neste caso especial no qual

trabalharemos nesta tese.
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Capitulo 3

O indice de Conley para conjuntos

basicos zero-dimensionais

Neste capitulo, provamos no Teorema 3.1 um resultado que estabelece uma relacao entre
o indice de Conley e a matriz de estrutura de um conjunto bésico zero-dimensional e no
Teorema 3.2 uma caracterizagao através forma de Jordan real do isomorfismo do indice de
Conley também de um conjunto basico zero-dimensional. Na Secao 3.2, demonstramos uma
caracterizagao da funcao Zeta e das desigualdades de Morse via o indice de Conley.
Trabalhamos com a versao homoldgica do indice de Conley reduzido da Definicao 2.8,

nos referimos doravante como o indice de Conley homolégico.

3.1 O indice de Conley e a matriz de estrutura para

difeomorfismos Smale

Utilizamos o Teorema 1.6 para relacionar o isomorfismo que aparece no indice de Conley
com a matriz de estrutura de conjunto basico zero-dimensional.
Primeiramente, mostramos que o par (M;, M; ;) de uma filtracdo associada a f é um

par-filtragao para o conjunto basico €);.

Proposicao 3.1. Sejam M wuma variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo
com congunto recorrente por cadeia hiperbdlico. Sejam {4} 0s conjuntos basicos de f e

{M;}?_, uma filtracdo associada. Entao, (M;, M;_1) é um par-filtracao para €); para cada

1=0,...,n.
Demonstracgao:
Seja ¢ : M — R uma funcao de Lyapunov tal que existem valores criticos ¢y, ..., ¢, tais

que M; = ¢~ '((—o0, ¢;]) para todo i = 0,...,n.
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Observe que M; é compacto para todo¢=0,...,n.

Mostremos que o par (M;, M;_) satisfaz as trés condigoes de par-filtragao para §2;.

1. M;\ M,;_; é uma vizinhanga isolante para €2;.

Da Definic¢ao 1.13 de filtragao e do fato de f ser difeomorfismo, temos que

neL

2. M,;_y é uma vizinhanca de M;” = {z € M;|f(z) ¢ int M;}, pois como f(M;) C intM;,
temos que M, =0 C M;_;.

3. f(Mz—l) N Mz \ Mi—l = Q), pOiS CcOo1mo f(Mz—l) C intMl-_l e thZ-_l N Mz \ Mi—l = @
temos que f(M;_ )N M;\ M;_1 = 0.

Portanto, (M;, M;_1) é um par-filtracdo para o conjunto bésico €; para todoi =0,...,n.
|

Agora, provamos, na Proposicao 3.2, que se P = (N, L) é um par-filtracio para um
conjunto invariante isolado S, entao f, : Hx(N,L) — Hi(N,L) e (fp)s : Hp(Nyp,[L]) —
Hy(Np, [L]) sao conjugadas.

Proposicao 3.2. Sejam f: M — M um difeomorfismo e P = (N, L) um par-filtra¢ao para

um conjunto invariante isolado S. Temos que
f* : Hk(N7 L) — Hk<N7 L) € (fP)* : Hk<NL7 [L]) — Hk(NLJ [LD

onde fp € a aplicacdo espaco pontuado associado a P, sao conjugadas.

Demonstracao: Considere o seguinte diagrama

N Ly N
1 14
N 4 N
T I

onde g : N — % é aplicacao quociente.

Temos que o diagrama acima é comutativo. De fato,
I zeN\L

(La) Se f(z) € N\ L, entdo go f(x) = [f(x)] e [froq(x)= fr(lz]) = [f(z)].
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(Lb) Se f(z) € L, entao go f(x) =[L] e fpogq(x)= fp(lz]) =[f(z)] =[L].

(D) z e L
Sex e L= f(x) € L. Logo, go f(x)=[L] e fpoq(z)= fp([L]) =[L]

Portanto,
gof=fpoq.
Dai, temos que as suas aplicagdes induzidas em homologia coincidem, isto é, (g o f). =
(fp © q)«, ou seja, q. o fu = (fp)s 0 ¢« € portanto q. : Hg(N,L) — Hi(Np,[L]) é um

isomorfismo que conjuga f, e (fp)s. |

Para provarmos o Teorema 3.1 que relaciona a parte nao-nilpotente de f.., : H,(M;, M;_1; F) —
H, (M, M;_1; F), f}

., com o isomorfismo x,(€2), precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.1. Sejam ey : Vi — Vi e eg : Vo — Vo dois endomorfismos, onde Vi e Vo sao espacos
vetoriais. Suponhamos que ey e ey sao conjugados, entao

(a) As partes nio-nilpotentes el e e de e; e ey, respectivamente, sio conjugadas.

(b) Se ey € nilpotente, entao es também € nilpotente.

Demonstracao:

(a) Para cada i = 1,2 temos

Vi, W
(Vido ~ (Vo

(Vi)o={v eV | ef(v) =0 paraalgum k >0} e ¢ :

Como e; e ey sao conjugados existe um isomorfismo ¢ : V; — V5 tal que eg 09 =1 o ey.

Vi > . : . :
— a induzida de 1) é um isomorfismo que conjuga e e
(Vi)o ~ (Ve)o :

e5. Para isso basta provar que ¥((V1)o) = (Va)o.

Vamos provar que ¢ :

e ((V1)o) C (Va)o, pois como ¥(v) € ¥((V1)g), entdo existe k > 0 tal que ef(v) =0 e

e5(¥(v)) =5 (209 (v)) =5 (Woer(v) = €5

o que implica que ¥ (v) € (Va)o.
e 1 ((V2)o) C (V1)o. Prova-se esta inclusio da mesma maneira que provamos a anterior.
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Portanto, 1)’ é um isomorfismo que conjuga ej e e; .

(b) Como e; =1 oeg09p™ e e =0, temos que 0 =€}, = oecoyp™ = el =0. |

Teorema 3.1. Sejam M uma variedade compacta e f: M — M um difeomorfismo com
conjunto recorrente por cadeia hiperbolico. Seja §2; um conjunto bdsico zero-dimensional de

indice u e denote por
Con. () = (CH.(%), x+ (%))

o indice de Conley homologico.

Se A € uma matriz de estrutura n X n para €); e F € um corpo, entdo
(a) xu(S%) € conjugado a parte nao-nilpotente A* de A: F™ — F";
(b) Coni(2;) = (0,0) para todo k # u.

Demonstracao:
Tome {M;} uma filtracdo associada a f. Pelo Teorema 1.6, A" é conjugada a parte
nao-nilpotente ff de fu, : Hy(M;, M; 1) — H,(M;, M;_4).

Por outro lado, pelas Proposicoes 3.1 e 3.2, temos que

far o He(M;, M;—y) — Hi(M;, M;_4)

(fP)sk + He(M;/M;—y, [M;—1]) = Hyp(M;/M;_y1,[M;_+])

sdo conjugadas para todo k e consequentemente suas partes nao-nilpotentes [ e (fp)l,
também o sao.
Provamos, agora, que (fp)f, = xu(%). Temos que (fp)}, é a aplicagdo induzida por

(fP)«u 1O espaco quociente

H,(M;/M;_y,[M;_1])
(Hu(M;/M; 1, [M;-1]))o

onde

(Hou(Mi /M1, [Mi-a]))o = {v € Hy(M;i/M;—y, [Mi—1]) | (fp)¥,(v) =0 para algum k > 0}
= gKer((fp)w)

E x.(2;) é a aplicagao induzida por (fp)., no espago

H,(M;/M;_1,[M;_])
gKer((fp)wu)

CH* () = (gIm(fp)w) =
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Portanto,
Xu() = (fr)d (3.1)

Como x,(%) = (fp)f, é conjugada a f e, pelo Teorema 1.6, ff é conjugada a A™,
temos que x,(£2;) é conjugada a AT. E com isso temos provado (a).

Ainda, pelo Teorema 1.6, temos que f.x é nilpotente para todo k # w. Como (fp).« €
conjugada a f., entdo (fp). também é nilpotente para todo k # u. Assim, gKer((fp)«) =

Hy(M;/M;_1,[M;_]) para todo k # u. Portanto,

Hy,(M;/ M1, [M;_1])

CH() = — )

~ 0,Vk # u,
o que implica . (§2;) = 0 para todo k # u. Isto prova (b). |

Como consequéncia do Teorema 3.1, obtemos no Coroldrio 3.1 uma condigao suficiente
para que o indice de Conley homolégico de um conjunto bésico seja nulo. Para tanto, vamos

utilizar o seguinte lema.

Lema 3.2 ([6]). Suponha que f : M — M tem um conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico,

com conguntos bdsicos {;} e filtra¢io associada {M;}.

(a) Se dim W"(;) < k (em particular, se dim Q;+u(i) < k), entao fi : Hp(M;, M;_1; F) —
Hy(M;, M;_1; F) € nilpotente para qualquer corpo de coeficientes F'.

(b) Dualmente, se dimW?*(;) < (dim M) — k, ou se u(i) — dim§; > k, entdo f. :
Hk(Ml, Mifl; F) — Hk(Ml, Mifl; F) é nilpotente.

Assim, provamos o seguinte corolario:

Corolario 3.1. Suponha que f : M — M tem conjunto recorrente por cadeia hiperbolico,

com conjuntos bdsicos {§2;} e filtragao associada {M;}.

(a) Se dimW™(Q;) < k (em particular, se dimQ; + u(i) < k), entao Cong(£2;) = (0,0)

para qualquer corpo de coeficientes F'.

(b) Dualmente, se dim W*(§;) < (dim M) —k, ou se u(i) — dim Q; > k, entdo Cony(2;) =
0,0).

Demonstracgao:
Pelo Lema 3.2, temos que se dim W*(§2;) < k (em particular, se dim €; +u(i) < k), entao
fer o Hi(M;, M;_1; F) — Hy(M;, M;_1; F') é nilpotente para qualquer corpo de coeficientes

F'. Por outro lado, pela Proposigao 3.2, (fp).« € fu s@o conjugadas. Dai, (fp). também é
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nilpotente se dim W*(Q);) < k (em particular, se dim §2; + u(i) < k). Logo, gKer((fp)«) =
Hy(M;/M;_1,[M;_1]; F), o que implica que

Hk(Mi/Mi—h [Mi—l]; F)
gKer((fp))

portanto Cong(€;) = (CHg(S%), xx(€2:)) = (0,0), para todo k tal que dim W*(€;) < k. Isto

prova a parte (a) da proposicao.

CH(Q) = =0 e x&(%) = (fp)wlcm ) =0

A parte (b) é demonstrada de maneira anéloga. [ |

O Corolario 3.2 é uma outra consequéncia do Teorema 3.1 para difeomorfismos Smale.

Corolario 3.2. Sejam M uma variedade compacta e f: M — M um difeomorfismo Smale.
Para qualquer conjunto basico de f, §2;, de indice u, temos que se A € uma matriz de estrutura

n xn para §); e F € um corpo, entao
(a) xu(€) € conjugado a parte nao-nilpotente AT de A: F" — F";
(b) Conk(Q;) = (0,0) para todo k # u.

onde Con, () = (CH.(), x«(€)) € o indice de Conley homoldgico.

Como os difeomorfismos Morse-Smale sao um caso particular de difeomorfismos Smale,
o Teorema 3.1, se aplica a este caso. Isto é, podemos calcular o indice de Conley de seus
conjuntos bésicos através de suas matrizes de estrutura. Deste modo vamos ver que o indice

de Conley obtido desta maneira coincide com o obtido por Mrozek como vimos nos Teoremas
2.11 e 2.12.

Corolario 3.3. Sejam M uma variedade compacta, f: M — M um difeomorfismo Morse-
Smale. Para qualquer conjunto bdsico de f, §; de indice u, temos que existe uma matriz de

estrutura A de §; da forma

0
01
A= ,
0 00
+1 0 0 --- O

mXxm

(a) xu(§2;) € conjugado a
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1 0
01
A= 1o
0 00
+1 0 0 --- O

mxXm

(b) Coni(§2;) = (0,0) para todo k # u.

onde Con, () = (CH.(S%), x«(§%)) € o indice de Conley homoldgico.

Demonstracao:

Como a matriz de estrutura de uma orbita periddica tem a seguinte forma

10

01

A=

0 00
+1 0 0 -+ 0

mxXm

e sua parte nilpotente é nula, isto é AT = A, usando o Teorema 3.1, temos o desejado. H

No exemplo abaixo vamos ilustrar a facilidade que temos ao calcular o indice de Conley

usando o Teorema 3.1.

Exemplo 3.1. Vamos calcular novamente o indice de Conley da ferradura mergulhada em
S? do Exemplo 2.3 usando agora o Teorema 3.1.

Para isto calculemos a matriz de estrutura do conjunto basico de indice 1

A=) Q).

neZ

Seja o conjunto de alcas H = Hy U H;, entao a matriz de estrutura de A com respeito a

(1)

E assim, como A? = 0, temos que (A)y = gKer(A) = Q ® Q, o que implica que AT = 0.

esse conjunto de alcas é

Logo,
Cony(A) = (0,0)
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Portanto, o indice de Conley homoldgico discreto da ferradura é
Con,(A) = (0,0), Vq.

Observe que nao precisamos de nenhum par-indice ou par-filtracao e nem aplicacao-indice
ou aplicacao espago pontuado para encontrar o indice de Conley, isto é, usamos apenas as
informagoes dinamicas da ferradura e nao as suas informagoes homolégicas (ou cohomolégi-

cas).

3.1.1 O indice de Conley e a forma de Jordan real da matriz de

estrutura

Vimos no inicio desta segao que o isomorfismo x*, do indice de Conley de um conjunto basico
zero-dimensional de um difeomorfismo com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico, é
conjugado a parte nao-nilpotente da matriz de estrutura associada. Do ponto de vista pratico,
trabalhar com a matriz de estrutura na sua forma de Jordan facilita a determinacao das
partes nilpotente e nao-nilpotente dessa matriz, pois a parte nao-nilpotente esta relacionada

aos autovalores nao-nulos e a parte nilpotente ao autovalor nulo.

Desta forma provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Sejam M uma variedade compacta e f: M — M um difeomorfismo com
conjunto recorrente por cadeia hiperbolico e 2 um conjunto bdsico zero-dimensional de indice

u e denote por
Con,(Q) = (CHL(Q), x«(%))

o indice de Conley homologico.

Seja A a matriz de estrutura n X n associada ao e Ai,...,\. 0s seus autovalores
disjuntos, entio x.,() é conjugado a forma de Jordan real da matriz A apds a retirada dos

blocos de Jordan correspondentes ao autovalor nulo. Isto é, x,(2) é conjugado a

1. J= A3 ser=ne)N#0Vi=1,...,n.
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Ao
2. J= ot ser=mn e\, =0.
)‘To—i—l
0 An
I, 0
I,
3. J= Irg ser<mel#0,Vi=1,...r.
0 I,
In 0
J
4. J = Aro-1 ser<mnel,=0.
J>\'r0+l
0 Ix,
onde para cada i = 1,...,r temos que s; é a multiplicidade geométrica do autovalor \; (isto

é, s; = dim(Ker(A— X\I))), n; é a multiplicidade algébrica do autovalor X\; e Jy, tem a

forma
Iaia
Ty
Iy = ’

JAi7si MN; XNy
onde cada bloco Jy, j € um bloco de Jordan real associado ao autovalor \; de uma das sequintes
formas

i 0

0 N 1
;1
0 N
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se \; € um autovalor real e

—b 10
se N\j = a+ b € um autovalor complexo, onde D = ( Z ) el = < 01 )
a

Demonstracao:

Como A é uma matriz n X n com autovalores distintos A1, ..., A, temos que a sua forma

de Jordan real é

J>\1,1 0

']>\1,81

Sro

J)\2782

I

O J)\'rysr

onde cada Jy, ; ¢ um bloco de Jordan real associado ao autovalor ;.

Assim, como J é uma matriz bloco diagonal, entao para todo k > 0 tem-se

Jfl,l 0

k
A2,82

JE

Ty

k
0 J>w- St
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Denote por n;; o tamanho do bloco de Jordan real Jy, ; com j=1,...,s;ei=1,...,r.

Da construcao da forma de Jordan real, temos que n;; = n;2 = -+ > n;,,. Observe que
r S;

n = E E n;; e assim podemos decompor o espaco F” (IF é o corpo que devemos tomar na
i=1 j=1

hora de usar o Teorema 3.1) da seguinte maneira

ni,1 ni,2 n1,sq
V/\1,1 = @F7 V)\172 = @F7 e V/\1,51 = @F
1 1 1
n2,1 ng,2 n2,s9

Va1 = @F, Va2 = @F; v Vg = @F
1 1

N1 Nr2 Ny sp

Va1 = @F, Va2 = @F, e Vs = @F
1 1

onde F" = [Vy, 1 @ © Va,5,] © [Vag1 ® @ Vo] & & [Va, 1 &+ @ V), 5,]. Logo,
KerJ* = [KerJ} 1@ ® KerJy ] & @ [KerJy & & KerJy | ]

para todo k > 0.

Como
gKerJ = U KerJ* e gImJ = ﬂ ImJ*
k>0 k>0

temos que

gKerJ =[gKerJy,1®---®gKerJy s ® - @ [gKerJy\ 1@ --- & gKerl), ]

gImJ = [gImJy\ 1@ --- B glmdy, ] ® - @ [gImJy, 1B - B glmdy, ]

Portanto,
Jr
J>\111 O
+
J>\1751
Jt =
i
O J;rv'asr

Concluimos com isso que para calcular a parte nao-nilpotente, J*, da forma de Jordan

real J de A, basta calcular a parte nao-nilpotente dos blocos de Jordan real que o compoe,
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isto é, basta sabermos como ¢ a parte nao-nilpotente dos seguintes possiveis blocos de Jordan

real associados a um autovalor A

A1 0O -+ 00
Ox1 .- 00
e J()=| + 1 o0t se A #0
1
0 A
pXp
0 --- 0
01 - 0
o J2)=| i i i o i se A =0
0 - 0
00 - 0 0
pPXp
Ta —b ]
b a
a —b
b a
a —b
0 J(3) = b a se A =a+ bi
com b # 0.
a —b
b a
a —b
| b a_pxp
10
0 N 1
Caso 1: J(1) = N se A # 0.
1
0 A
pPXp
Vamos mostrar que J(1)* = J(1). Como A # 0 temos que
PUENGID Lt B Cp,Q)\"’—(P‘Q) Cp,l)\’“‘(p‘l)
0 Ak c Oy A O g N (D)
JoF=1 : :
)\k ClAkfl
0 AF
pPXp
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k ) (ke — (i —
onde C; = [ _ Kk —1) (,k C=1) w1 p—1 Sek > p entio C; # 0,
1 1!

para todo i = 1,...,p — 1 e se k < p, entao existe um k < 79 < p tal que C; # 0 se

i1=1,...,70e C; =0 para i > ig.

Daf, J(1)*(zy,...,2,) = (0,...,0) se, e somente se,

)\kl’l + ClAkilfL’Q + -+ Cp_l)\ki(pil) =0
>\k$2 + Cp72)\k_(p_2)xp =0

)\kxp_l + Cl)\k_lflfp =0
Nex, =0

se, e somente se, T, = xp_1 =+ =Ty =11 = 0.
Logo, KerJ(1)* = {(0,...,0)} para todo k > 0. Portanto, gKerJ(1) = {(0,...,0)} e
P

com isso concluimos que gImJ(1) = = [F?, o que implica que J(1)* = J(1).

gierJ(1)
010 --- 0
001 -0
Caso 2: J(2) = :
0
0 --- 0 0 -

Observe que a matriz J(2) acima é nilpotente, pois J(2)? = 0. Logo, gKerJ(2) = F?, o
que implica que gImJ(2) = {(0,...,0)} e portanto J(2)* = 0.

Caso 3:
Ta —b ]
b «a
a —b
b a
a —b
J(3) = b a se A =a+ bi com b # 0.
a —b
b a
a —b
i b ] pxp




Podemos ver a matriz J(3) acima como uma matriz da forma

I 0
0 D I
J(3) = :
0 I
0 D
pPXp
ondeDz(a _b> e[z(1 0)
b a 0 1
Assim, temos que
Dt C{DF1 ... Cp/_2Dk,(p/,2) (jp,_lpkf(p’fl)
0 Dk oo Cy_3DF=0=3 ¢, ,Dk-0'=2)
I3 =1 S : :
0 0 DF Cy D!
0 0 0 DF

k O |
ondep/:geC’i:<.>:k<k ) <k (i >>,Vi:1,...,p’—1.

7 7l

Dai, det(J(3)*) = det(DF)---det(D*) # 0, pois detD* # 0 (como veremos a seguir).

Logo, temos que as colunas de J(3)* formam um conjunto linearmente independente. Daf,
KerJ(3)* = {(0,...,0)},Vk > 0, o que implica que gKerJ(3) = {(0,...,0)}. Portanto,
J(3)t = J(3).

a —b
b a
Vamos demonstrar essa afirmacao usando indugao sobre k.

Afirmagao 1: Se D = ( > com a # 0 e b# 0, temos que detD* # 0,Vk > 0.

—b
Parakzl,temosqueDlzD:<Z )edetD:a2+b27éO.
a

Suponhamos que o resultado ¢ valido para k, isto é, detD* # 0. Vamos provar que o

resultado é vélido para k + 1.

Temos que
det D" = det(D¥ - D) = detD" - detD # 0

pois detD* # 0 pela hipdtese de inducdo e detD = a? + b*> # 0 como vimos acima.

Portanto, temos concluida a demonstracao da afirmacao 1.
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0
b
Temos que para todo k > 0

b2k 0 O _b2k+1
2% _ k 2%+l k
D¥ = (-1) < 0 b2k ) D¥F = (=1) < p2k+1 0 )

e portanto, como b # 0, temos que

—b
Afirmagao 2: Se D = ( 0 ) com b # 0, temos que detD* # 0,Vk > 0.

detDQk — (_1)kb2kb2k 7& 0 detD2k+1 — (_1)kb2k+1b2k+1 7& 0.

E assim concluimos a demonstracao da afirmacao 2.

Das afirmacoes 1 e 2 podemos concluir que detD* # 0 para todo & > 0 quando D =

a —b
< ) ) com b # 0, como queriamos demonstrar. [ |
a

Matrizes de estrutura 2 x 2

Quando a matriz de estrutura for 2 x 2, temos que a forma de Jordan Real nos dd uma

classificacao dos sistemas que geram matrizes de estrutura 2 x 2.

O Corolario 3.4 a seguir segue como consequéncia imediata do Teorema 3.2 observando

que a forma de Jordan real de matrizes 2 X 2 tem uma das seguintes formas

() () () ()

Corolario 3.4. Sejam M wma variedade e f : M — M um difeomorfismo com conjunto
recorrente por cadeia hiperbolico. Seja €2 um conjunto bdsico zero-dimensional de indice u
e Con,(Q2) = (CH.(2), x«(Q)) o seu indice de Conley homolégico discreto, com coeficientes
em um corpo. Se existir uma matriz de estrutura A de tamanho 2 X 2 para ), entdo x,(Q)

¢ conjugado a uma matriz de uma das sequintes formas
A1 0 Al a —b
(O>> ()\i), ) )
0 A 0 A b a
onde i1 = 1,2 e podemos ter Ay = g =\, a=0, a =>.

Exemplo 3.2. Voltemos ao Exemplo 2.5. Temos que a matriz de estrutura do conjunto
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bésico A = Inv(N; U Ny) com respeito ao conjunto de algas H = Ny U N, é
1 0
A=
-1 1

O autovalor de A é igual a A = 1, isto é, A tem um autovalor de multiplicidade algébrica

que é 2 X 2.

igual a 2. A multiplicidade geométrica é igual a

: : 0 0
dim(Ker(A—1)) =dim (Ker < 1 >> =

Assim, pelo Teorema 3.4, temos que x;(A) é conjugado a
11
J = .
01
Vamos verificar que de fato o indice de Conley que encontramos no Exemplo 2.5

xi1(A) = ( _11 2)

11
é conjugado a J = ( 01 ) De fato, tome o isomorfismo

h_(o 1)
11
temos que
1 0 0 1 0 1 0 1 11
Xl(A)h_<—1 1)(—1 1>_<—1 0>_<—1 1)(0 1>_M’

3.2 O indice de Conley, a funcao Zeta e as desigual-
dades de Morse

Nesta secao vamos explorar as caracterizacoes da funcao zeta e das desigualdades de Morse
encontradas em [6], com objetivo de estabelecer uma relagao entre essas duas ferramentas

com o isomorfismo do indice de Conley homolégico ..
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3.2.1 Funcao Zeta

Provamos na Proposi¢ao 3.4 uma caracterizacao da funcao Zeta homoldgica usando o indice
de Conley homologico. Esta nao é a primeira caracterizagao da funcao Zeta utilizando o
indice de Conley. No artigo [15] de Mccord, Mischaikow e Mrozek encontramos um resultado
nesta dire¢ao para uma aplicacao de atracao compacta.

Na Proposicao 3.4 utilizamos a seguinte caracterizacao da funcao Zeta homoldgica de
Franks.

Proposicao 3.3 ([6]). Suponha que f : M — M tem um conjunto recorrente por cadeia

hiperbdlico e conjuntos bdsicos {S;}._,, entdo a funcio Zeta homoldgica de f|q, €

dimM

Zi(f) = [I det(r = fat)=0""
k=0

onde for + Hp(M;, M;_1;R) — Hp(M;, M;_1;R) € a induzida por f, e {M;} é uma filtra¢ao

associada a f e a funcao Zeta homologica de f é

A relacao entre a fungao Zeta homoldgica com o isomorfismo do indice de Conley ho-
moldgico xx(€2;) e dada na Proposicao 3.4 e para sua demonstragao precisamos do seguinte

lema.

Lema 3.3. Seja e : V. — V um endomorfismo onde V' é um espaco vetorial de dimensao
finita n. Entao, se e™ e e sao, respectivamente, as partes nao-nilpotente e nilpotente de e,

temos que
(a) e~ € nilpotente e det(I —e™) = 1.
(b) det(I —e) =det(I —e™)

Demonstracao:
Seja a base (; tal que e = [e]g, .
Defina Vo = {z € V | ef(x) =0 para algum k > 0}. Assim,
V
V==&V
o
Tome {ay,...,a,.} uma base de % € Wpi1,---,w, uma base de V; tal que [y =

{ag,...,q, Wei1,...,wy} é uma base de V.
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Logo,

e =lelply e e =[e]aln.
0

Temos que V, é um subespaco invariante por e, pois se v € Vj, entao dk > 0 tal que
ef(v) = 0. Logo, eF"1(e(v)) = e*(v) = 0, entdo e(v) € Vo. Assim, se v € Vp, temos que
e(v) e Vye

e('U):0.a1+...+0.&r+ar+1.wr+1_|_..._|_an.wn

Portanto,

(a) De fato, como

Wrp1 € Vo = Fk,y1 > 0 tal que e +1(w, 1) =0

w, € Vo = 3k, > 0 tal que e*(w,) =0

Tome k = max {k,11,...,k,}, entdo e*(w;) = 0,V¥i = r +1,...n. Portanto, (e™)* = 0,
isto é, e~ é nilpotente.
Vamos mostrar, agora, que det (I —e~) = 1. Como e~ é nilpotente, sabemos que a sua

forma de Jordan é

10
1
J =
00 0 . 1
o0 0 --- 0
isto é, existe uma matriz invertivel M tal que e~ = M~1JM. Logo,

det (I —e™) =det (I — (M~"JM)) = det (M~(I — J)M) = det (I — J)

e
1 -1 0 --- O
0 1 -1
I —J=
0 0 O -1
0 0 O 1
e portanto

det ([ —e")=det (I —J)=1.
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(b) Como

temos que
det ([e]g,) = det (e7) - det (e7) e det ([e]g,) = det (M - [e]g, - M) = det ([e]s,)

Logo,

det ([e]g,) = det (e*) - det (e7)

Assim,
det (I — [e],) = det (I — [e]g,) =det (I —e™)-det (I —e™) =det (I —e™)

pois pelo item (a) det (I —e™) = 1.
Portanto, det (I —e) = det (I — [e]g,) = det (I —e™). u

A seguir demonstramos a seguinte caracterizagao da funcao Zeta homoldgica com relagao
ao indice de Conley homoldgico.

Proposicao 3.4. Suponha que f : M — M tem um conjunto recorrente por cadeia hiper-

bolico e conjuntos bdsicos {Q;}._,, entdo a fungao Zeta homoldgica de f|q, é
dimM
Zi(f) = T det( = xx(Qu)t) """
k=0
onde Cong(;) = (Hi(2), xx(%)) € o indice de Conley homoldgico com coeficientes em R
do conjunto basico €2;, Vi =0,...,1.

Demonstracao:

Seja {M;} uma filtragao associada a f. Pela Proposigao 3.2, temos que

(fP)sk + He(M;/M;_y, [M;—1];R) — Hy(M;/M;_1, [M;_1];R)

for © He(M;, M;—1; R) — Hy(M;, M;_1;R)
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sdo conjugadas pelo isomorfismo q. : Hi(M;, M;—1;R) — Hg(M;/M;_y1, [M;_1];R) induzido

i

pela aplicacao quociente g : M; — . Logo,

i—1
(fP)sk = @ur © fur 0 G
det (I — (fp)ut) = det (I — (g o far 0 @ )t)

(
det (I — (quk © (furt) 0 417))
det (g o (I — furt) 0 q2p))
(
(

det (qur)det(I — fupt)det(qer) "
= det I—f*kt>

Por outro lado, pelo Lema 3.3, temos que

det (I — (fp);) = det (I = (fp)u)

e j& vimos, na equagao 3.1, que x(Q;) = (fp)/,.. Portanto,

det (I — xu()t) = det (I — (fp)ht) = det (I — (fp)ut) = det (I — furt).

Exemplo 3.3. Vamos calcular a fun¢ao Zeta homoldgica de f|5 da ferradura do Exemplo

3.1. Temos, pela Proposicao 3.4, que

2
Zy = [[ det(I — xp(@t) """ =1

k=0

pois x4(A) = 0.

Exemplo 3.4. Vamos calcular a fungao Zeta para os conjuntos bésicos 0y = {p}, =
A, Qy = {00} do difeomorfismo do Exemplo 1.2.

Para isto, calculemos os indices de Conley sobre R de cada €2; com ¢ = 0,1, 2.

Tome D, um disco suficientemente pequeno contendo o ponto p. Temos que N = D, e

L = () é um par-filtracao para Qg e N ~ S°. Logo,

R, ¢=0 Id, ¢=0
Hq<NL>—{O 20 <fp>q—{0 20
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Portanto,
(R,Id), ¢=0

(0,0), q#0

Tome D, um disco suficientemente pequeno que isola o ponto co. Temos que N = D,

Con,(Q2y) = {

e L = 0D, é um par-filtracao para s e N ~ S?. Logo,

(R,Id), g=2

C(mqm"’):{ (0,0), q#2

Temos que ; = A C T?\ (D,U Dy) onde D, e Dy, sao os discos definidos acima.
Entdo, N =T?%\ (D, U Dy) e L = 0D, é um par-filtracao de €y e N, tem o mesmo tipo de
homotopia de S' Vv S!. Dali,

R®&R, g=1

H,(Np) =
() { 0, q#1
Observe que [hy] + B1(Ny) e [he] + B1(NL) geram H,(Np) e

(fP)1([M] + Bi(NL)) = —[ho] + Bi(NL)
(fP)1([he] + Bi(NL)) = ([P1] + [ha]) + B1(Nz)

Dali,

¢ um isomorfismo, e portanto

0 1
Con,(€s) = <R€BR7(—1 1))7 ¢=1

(0,0), q#1

Zo(f) = det (I —xo(Q0)t)™" det (I — x1(Q)t) det (I — x2(2)t) 7"
= (1-'MH=01-t"
Zi(f) = det(I—xo(Qu)t)"" det (I —x1(Q)t) det (I — xa()t)~"

Y det<1 (11)) (1) = (1—t) + ¢
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Zo(f) = det(I — XO(QQ)t)il det (I — x1(Q2)t) det (I — X2(92)t)71 .
= 1O I-t=01-0"

3.2.2 Desigualdades de Morse

A seguir vamos estabelecer uma relacao entre as desigualdades de Morse de [6] com o indice

de Conley homolégico.

Definicao 3.1. Se f : M — M tem um conjunto recorrente por cadeia hiperbélico, dize-
mos que os conjuntos bdsicos sao homologicamente divididos em q sobre o corpo F
se para qualquer filtracao {M;} associada o f e qualquer conjunto bdsico €;, as aplicagoes
far v He(M;, M;_1; F) — Hp(M;, M;_1; F) sao nilpotentes para todo k > q se u(i) < q, e
nilpotentes para todo k < q se u(i) > q.

Proposicao 3.5 ([6]). Se todos os conjuntos bdsicos de f : M — M tem dimensdio zero,

entao eles sao homologicamente divididos em q para todo q e quaisquer corpo de coeficientes.

Teorema 3.3 (Desigualdades de Morse, [6]). Se f : M — M tem conjunto recorrente por
cadeia hiperbolico e seus conjuntos bdsicos sao homologicamente divididos em q sobre R,

entao existe um polinémio inteiro P(t) tal que

P TT 05) = [Ldets = £ty
(9)<q k=0

onde fup : H.(M;R) — Hp(M;R) € induzida por f.

Proposicao 3.6. Se f : M — M tem conjunto recorrente por cadeia hiperbolico e seus
conjuntos basicos sao homologicamente divididos em q sobre R, entao existe um polinomio

inteiro P(t) tal que
E k+1
P)" 1T Zitf) = [ det(r = xu(d)) =0
(i)<q k=0

onde
dimM

Zi(f) = 1] det(I = xu(Q)t) """

e Cong(€h) = (CHK(;), xx(€%)) € o indice de Conley homoldgico do conjunto bdsico €,
Vi=0,...,1

Demonstracao:
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Como P = (M,) é um par-indice para M, temos que fo : Hy(M;R) — Hy(M;R) a
induzida por f e (fp)w : Hp(M,);R) — Hp(M,D;R) a induzida por fp sdo isomorfas e
portanto det (I — fut) = det (I — xx(M)t). Dai, usando o Teorema 3.3 e a Proposicao 3.4

segue o resultado. [ |

Exemplo 3.5. Novamente vamos trabalhar com a ferradura do Exemplo 3.1. Seja f : S —
S? o difeomorfismo cujos conjuntos basicos sao Ay = {pg} um ponto fixo atrator, A} = A a
ferradura e Ay = {po} um ponto fixo repulsor que tem indices u(0) = 0,u(1) =1 e u(2) = 2,
respectivamente. Temos que {A;}7, sdo homologicamente divididos em 1, pela Proposi¢ao
3.5.

Tome a seguinte filtracao para f, My um disco que contém p, que nao intercepta A; e
nem Ay, M; uma vizinhanca compacta de Ay = A que contém Mj, mas nao contém um disco

centrado em py ¢ My = S2.

Temos que
Id, ¢=0
Ag)=4 1@
R, ¢=0 Xk(Ao {o ¢#0
CH(My,0;R) = ’ )
¢(Mo, 0:R) {0, 40 vi(Ar) = 0,7
CHk-(Ml,MQ;R)ZO,Vk'>O € Ay — Id, ¢=2
CH.(My, MRy =4 0 4=2 R0 g
kM2, M1;K) = 0, q+#2 (52)_ Id, ¢=0,2
X0, g#£0,2
Logo,

I z(n) = Z(Hz()

= (d6t (I — Xo(Ao)t)ildet (I — Xl(AO)t) det (I — XQ(Ao)t)il)'
(d@t (I - Xo(Al)t)_ldet (] - Xl(Al)t>d€t (] - Xg(Al)t>_1)
= (1—-¢)!

f[ det (I — xu(M)E)T" = det (I — xo(S?)t) Vet (I — x1(S2)t) = (1 — )~

Portanto,

[T Z:(r) =[] det (1 = xx(d)t) =0

u()<1

Exemplo 3.6. Vamos calcular as desigualdades de Morse para o Exemplo 3.4. Para isto, s

falta calcularmos o indice de Conley de M = T2 E facil ver que (T?,0) é um par-filtragao
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para T2 e

Cony,(M) =

\

(R, Id), q=0
0 1
R® R, : q=1
-1 1
(Rv Id)a q=2
(0,0), caso contrario.

Como f é um difeomorfismo Smale, pela Proposicao 3.5, temos que os conjuntos bésicos

de f sao homologicamente divididos em 1. E,

H Zi(f) =
u(i)<1

Zo(f)Z:(f)

(1—t) (2 —t+1)

f[ det (I — oMV = det (I — xo(T?)t) "det (I — x1(TH)t) =
k=

:0(1—t)*1 (t* —t+1)

Portanto,

u(?)<1

Z(f) = [ det (I — xu(M)t) D",
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Capitulo 4
Par de matrizes de conexao

A teoria de par de matrizes de conexao foi desenvolvida por Richeson em [22] e [23] para
aplicagoes continuas e multivaloradas. Em seus trabalhos foram exploradas algumas poucas

propriedades deste par de matrizes de conexao.

Assim, o nosso objetivo neste capitulo foi aprofundar este estudo da teoria de par de
matrizes de conexao para difeomorfismos Smale. Provaremos também um paralelo com a
teoria de matriz de conexao no caso continuo destacando as suas limitacoes na detecgao de

conexoes e as vantagens de se utilizar a teoria de par de matrizes de conexao no caso discreto.

Na Secao 4.1 vamos expor alguns preliminares de par de matrizes de conexao necessarios
para os resultados que provamos na secao subsequente, onde estao enunciados alguns dos
resultados obtidos neste trabalho. Na Secao 4.2 provamos resultados de par de matrizes
de conexao (A, a) para difeomorfismos e demonstramos que sob certas condigdes A e a
assumem um carater complementar como veremos, no Teorema 4.4. Na Subsecao 4.2.1
provamos o Teorema 4.6 caracterizando o par de matrizes de conexao no caso particular das
aplicagoes tempo-um de fluxos. Finalmente, na Subsecao 4.2.2 demonstramos o Teorema 4.7
que caracteriza o par de matrizes de conexao para difeomorfismos com conjunto recorrente

por cadeia hiperbdlico com conjuntos basicos zero-dimensionais.

4.1 Introducao a teoria de par de matrizes de conexao

4.1.1 Decomposicao em par atrator-repulsor

A decomposicao de Morse mais simples de um conjunto invariante isolado é a decomposicao

em par atrator-repulsor.

Seja S um conjunto invariante isolado de uma aplicagao continua f.
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Definicao 4.1.

Um subconjunto A C S € chamado um atrator em S se existe uma vizinhanga U de
A tal que w(UNS) = A.

Definimos o seu repulsor dual como A* ={x €S | w(x)NA=0}.

O par (A, A*) € chamado de par atrator-repulsor de S.

O subcongunto de S dado por C(A, A*) = S\(AU A*) é chamado de conjunto das

orbitas de conexao de S.

Exemplo 4.1. Vamos retornar ao Exemplo 2.5. Temos que (S4, Sg) = (Inv(Ny), Inv(N3))
¢ um par atrator-repulsor de S = Inv(N; U Ns).

De fato, S4 = Inv(N;) é um atrator de S = Inv(N; U Ny) e Sg = Inv(Ns) é o seu
repulsor dual associado. Para ver isto, basta observar que as iteradas positivas de N; nao
interceptam N, e as suas iteradas negativas interceptam N, e que as iteradas negativas de
N5 nao interceptam Ny e as suas iteradas positivas interceptam N,. Abaixo apresentamos
as iteradas primeira e segunda da f e da f~!. Neste exemplo S, é um ponto fixo atrator e

Sk é um ponto fixo repulsor.

Ny

Figura 4.1: Iteradas f e f?
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Figura 4.2: Iterada f~'e f~2

4.1.2 Decomposicao de Morse

A decomposicao de Morse M(P,<) = {M, C S | 7 € P} é uma decomposi¢ao mais rica
do conjunto invariante isolado S numa uniao finita de conjuntos de Morse.

Para defini-la precisamos de uma ordem parcial em P.

Definicao 4.2. Seja P um conjunto finito. Dizemos que uma relagio < é uma ordem

parcial em P se para todo m e ' € P temos que
1. ™ < 7 nunca acontece, e
2. m<n en <7n" implica m < 7",

Se, em adi¢do, para qualquer m # 7' temos que m < 7w ou 7w < 7, entdo a relagio < €

chamada de ordem total.
Usando a ordem parcial definimos alguns conceitos bésicos.
Definigao 4.3. Considere P um conjunto finito com uma ordem parcial <.

1. Um subconjunto I C P é chamado um intervalo se m < n"" < 7’ e w,n’ € I, entdo

7" € I. O conjunto dos intervalos em P é denotado por T = Z(P, <)

2. Um intervalo I é chamado atrator se 1" < 7' en’ € I implica que ©” € I. O conjunto

dos intervalos atratores em P € denotado por A = A(P,<).
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3. Uma colegdo ordenada de intervalos disjuntos (Iy,...,1I,) € chamada uma n-upla ad-
jacente se Iy U ---U I, € I(P) e para quaisquer ™ € I; e 7' € I; com i < j, temos
que ™ £ w. Denotamos a cole¢cao de n-uplas adjacentes por I, = Z,(P,<). Se
(Ih,...,1,) € T, entao usamos I115 ... I, para denotar [y Uy U---UI,.

Agora, estamos aptos a definir o que é uma decomposicao de Morse de um conjunto

invariante isolado S.

Definicao 4.4. Uma colegao de conjuntos invariantes isolados disjuntos M(P,<) = {M, C
S | m € P} é uma decomposi¢cdo de Morse do conjunto invariante isolado S se para todo

x € S e para toda solucdo o : 7Z — S para x temos que

1. 0(Z) C M, para algum m € P, ou

2. w(o) C M, e a(o) C My para alguns w, 7" com m < 7.

Definigao 4.5. Seja M(P,<) = {M, C S | 7 € P} uma decomposi¢io de Morse. Se
< satisfaz: w™ < 7 se, somente se, existe uma sequéncia de elementos distintos my =
T,y T = 7 em P tais que C(My,_,, M) # 0 para todo j = 1,...,n, entdo < ¢
chamada de ordem f-definida no caso discreto e de ordem do fluxo no caso continuo.
Toda ordem parcial que € uma extensao destas ordens serd chamada uma ordem admissi-

vel.

Definicao 4.6. Para qualquer intervalo I C P defina o conjunto

M[:UMWU U C(Mﬂ,MﬂﬁS).

el 7w el

Richeson provou em [22] que se I é um intervalo, temos que M; é um conjunto invariante
isolado e, se o intervalo I for atrator, entao M; é um atrator.

A Proposicao 4.1 é uma propriedade conhecida da teoria de decomposicao de Morse.

Proposicao 4.1. Se (1,J) € I,(P, <), entao (M, M) é uma decomposi¢cio em par atrator-

repulsor de M.

4.1.3 Filtracao de conjuntos de Morse

Nesta subsecao apresentamos uma colecao de compactos em X tal que podemos extrair
pares-filtragoes para cada M; atrator. Exibimos no Teorema 4.1 um resultado de Richeson

[22] sobre a existéncia desta cole¢ao para uma decomposigao de Morse.

Definicao 4.7. Uma cole¢ao de conjuntos compactos N(P,<) = {N(I) ¢ X | I € A}
¢ chamado uma filtragcdo de conjuntos de Morse para M(P,<) se para quaisquer

intervalos atratores I, J C P as sequintes condigoes sao verdadeiras.
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1. (N(I),N(0)) é um par-filtra¢io para M,
2. N()NN(J)=N({INJ), e
3. N(I)UN(J) = NI U.J).

Teorema 4.1 ([22]). Suponha que M(P,<) € uma decomposi¢io de Morse de S. Entao

existe uma filtra¢ao de conjuntos de Morse para M(P,<).

4.1.4 O par de matrizes de conexao para decomposicao em par

atrator-repulsor

Nesta subsecao apresentamos a definicao do par de matrizes de conexao para uma decom-
posicao de Morse mais simples: a decomposicao em par atrator-repulsor. Este caso ilustra
de uma forma mais simples o conceito de par de matrizes de conexao. Apresentamos a seguir
a construcao dada por Richeson em [22].

Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacao continua f, uma decomposigao
em par atrator-repulsor (A4, R). Pelo Teorema 4.1, como uma decomposi¢ao em par atrator-
repulsor é um caso particular de uma decomposicao de Morse, existe uma filtracao de con-
juntos de Morse para (A, R) de S. Neste caso, reduz-se a um trio de compactos (N, L, Q)) tal
que (N,Q), (N, L) e (L, Q) sao pares-filtragao para S, R e A, respectivamente. Chamamos
esse trio de compactos de trio-filtracao.

A Proposigao 4.2 e o Corolario 4.1 sdo resultados de Richeson [22], que relacionam os
indices de Conley cohomoldgicos reduzidos de S, A e R através de uma sequéncia longa
exata e, o corolario apresenta condicoes suficientes para detectar a existéncia de érbitas de

conexao.

Proposicao 4.2 ([22]). Se (A, R) ¢ uma decomposi¢cao em par atrator-repulsor de um con-
Junto invariante isolado S, entao temos a sequinte sequéncia longa exata de espacos vetoriais

e automorfismos
AN Con*(R) — Con®*(S) — Con®(A) AN Con* " (R) — - -- (4.1)

A sequéncia longa exata da equagao 4.1 sera chamada de sequéncia do indice de Con-
ley cohomolégico associado ao par atrator-repulsor (A, R) e a aplicacdo §* serd chamada

a aplicagao cobordo definida pela aplicagao continua f.

Corolario 4.1 ([22]). Se S = AUR, entio 6* =0, CH*(S) =2 CH*(A) ® CH*(R) e x*(5)
é conjugado a x*(A) ® x*(R).
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Observe que, se §* # 0 ou CH*(S) 22 CH*(A) @ CH*(R) ou x*(S5) nao é conjugado a
X*(A) & x*(R), pelo Coroldrio 4.1, temos que C(R, A;S) # (). Portanto, este resultado é
uma ferramenta de grande utilidade na procura de orbitas de conexao. Note, ainda, que
com isto o caso discreto tem uma condigao suficiente a mais do que no caso continuo, que é
a condigao sobre o isomorfismo x*. Apresentamos a seguir um exemplo de [22] que ilustra

bem este fato.

Exemplo 4.2. Retornemos ao Exemplo 2.5. Sejam A = Inv(N;), R = Inv(Ns) e S =
Inv(Ny U Ns). Pelo Exemplo 4.1, (A, R) é uma decomposigdo em par atrator-repulsor de S.

Além disso, pelo Exemplo 2.5, temos o trio de compactos da Figura 4.3 é um trio-filtracao
para (A, R) e os indices de Conley de A, R e S sao

(Q,1d), k=1

0, caso contrario

Con*(A) =2 Con*(R) = {

Ps = (Ns, Ls) Py = (Ny, La) Pr = (N, Lg)
¢ um par-filtracao para .S é um par-filtracao para A é um par-filtracao para R

Figura 4.3: Trio-filtragao para (A, R)

Portanto, CH*(S) = CH*(A) ® CH*(R) e ¢* = 0, mas x*(5) e x*(4) @ x*(R) nao sao
conjugadas, e desta forma, pelo Corolario 4.1, deve existir uma érbita de conexao de R para
A.

Observe que esta conexao ¢ uma conexao de grau zero que foi detectada pelo segundo

membro do par do indice de Conley discreto, x*.

Vamos definir agora o par de matrizes de conexao para uma decomposicao em par atrator-
repulsor.
Sejam S um conjunto invariante isolado de uma aplicacdo continua f e (A, R) uma

decomposicao em par atrator-repulsor de S. Suponhamos que CH*(S) tem dimensao finita.
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Defina D = CH*(A) ® CH*(R) e

A:( 0 0):D—>D.
6 0

Chamaremos a aplicagdo A de matriz de conexao para (A, R) de S.

O Teorema 4.2 é um resultado de [22] sobre a existéncia de uma aplicagdo de cocadeia
a: D — D que possui uma relacdo com o isomorfismo x*(S) e esta aplicagdo sera chamada
de matriz de conexao complementar para (A, R) de S. Reproduzimos a demonstracao

de [22] com o objetivo de ilustrar a forma da matriz a.

Teorema 4.2 ([22]). (D, A) é um complexo de cocadeia com H*(D) = CH*(S). Além disso,

existe uma aplicacdo de cocadeia a : D — D da forma

(x*(A) 0 )
AR X*(R)

tal que a aplica¢ao induzida em cohomologia a* é conjugada a x*(S).

Demonstracao: Como A ¢é uma aplicacao de grau +1 e A? = 0, temos que D é um

complexo de cocadeia. Vamos mostrar que

KerA"
CH"(S) = TRl
Temos que
KerA" = Kerd" ® CH™(R) e ImA™! = Imé"*
Logo,
oDy = & em;j;f "B _ kersn —?Z;g)

Como estamos trabalhando com espacos vetoriais, podemos reescrever a sequéncia longa

exata como

U5 CHYR) S I @ ITmyg™ 2 CHM(A) 2 -

e temos

CH"(R) ., CH"(R)

Kerin — Imén—!

1

Ima

I

e Imj" = Kerd"

Logo, H*(D) = CH*(S).
Agora, afirmamos que existe uma aplicagao linear a%, : CH*(A) — CH*(R) tal que a

aplicagao linear a : D — D dada por



que faz a sequéncia de complexos de cocadeia e endomorfismos
RSN (Dn—l’aln—l) — (Dn7an) — (Dn—&-l’an—&—l) s
exata e induz uma aplicac¢ao a* : H*(D) — H*(D) conjugada ao x*(.5).

Lembre que

CH"(R)

Imon—1-~

c 0

onde ¢" é a restrigao de y"(A) ao Kerd™ e d" é a aplicacao em

CH"(S) = Kerd" &

Logo, x™(S) deve ter a forma

CH"(R

Tgnt induzida por x"(R).
mo™~

Entao, temos uma aplicagao linear

CH™(R)

apy Kerd" — Tl

e gostarfamos de encontrar uma aplicagao a’, : CH"(A) — CH™(R) que induz af,. Clara-

mente, uma tal aplicacao existe. [ |

Definicao 4.8. Considere o espaco vetorial graduado
D=CH"(A)® CH*(R)

e as aplicacoes lineares
Aa:D—D

A:(o 0) . a:<xm® 0 >.
5 0 aps  X'(R)

O par de matrizes (A, a) € chamado de par de matrizes de conerdo para a decom-

definidas por

posicdo em par atrator-repulsor (A, R) de S. Chamamos a aplicacao A de matriz

de conexdo e a aplicagio a de matriz de conexdo complementar para (A, R) de S.

Assim, se temos os indices de Conley cohomolégicos reduzidos de A e R e o par de

matrizes de conexao (A, a), entao obtemos o indice de Conley cohomolégico reduzido de S.

A seguir apresentamos dois resultados conhecidos que sao tteis na hora de calcular o par

de matrizes de conexao.
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Proposicao 4.3. Se existir um niumero natural n tal que

(CHq(A)an(A)) y S€qg ="

Con(A) = { (0,0) , seq#n

(CHq<A*)7 Xq(A*)) y S€Eq ="
(0,0) Cseq#n
entio 0* =0 e CH(S) =~ CH(A) ® CH(A").

Conl(A*) = {

Demonstragao: Tome g € N qualquer. Temos que CH?™(A*) = 0 ou CH?(A) = 0 e dai
temos em ambos os casos que 67 : CHY(A) — CHY™(A*) é nula. Isto é, 09 = 0,Vq € N,
logo 6 = 0.
Dai, A: CH(A) ® CH(A*) - CH(A) ® CH(A*) é a matriz nula e, portanto
KerA“

CH(S) = CHIA(S) = {— =5 = CHY(A) @ CHI(A"),Y¢ > 0

Isto é, CH(S) ~ CH(A)® CH(R). |

Corolario 4.2. Se existirn € N tal que

Conq(A):{ (CHY(A),Id) , seq=n

(0,0) , seq#n
Con?(A*) = (OHQ(A*)> Id) ; Seq="mn
. N (0,0) , Seq#n

e, além disso, a n-ésima aplicagao de aps = {a’%h,}qen € nao nula, entio C(A, A*) # 0.

Demonstracao:
Seja (A, a) a matriz de conexao para o par (A, A*). Pelo Teorema 4.2, temos que a

induzida em cohomologia de a”, (a™)*, é conjugada & x"(S). Por defini¢ao,

(am)* - KerA" KerA"
" ImAn—1 * ImAn—1
x4 ImA 1 — a"(x) + ImA" !
KerA" , . .
onde CH"A(S) = ——— (n-ésima cohomologia do complexo de cocadeia (CA(S), A)).

NG
Como,

(CHY(A),Id) ,seq=n

Con’(4) = { (0,0) ,seq#En
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(CHI(A*),Id) ,seq=n
(0,0) , 8¢ q#n

pela Proposigao 4.3 acima, temos que 6* = 0 e CH(S) ~ CH(A) & CH(A*), dai Im A" =
{0}. Logo, a" pode ser identificada & (a™)*.

Portanto,
"(A 0 Id 0
X"(S) ~ (a")" = a" = Xf ) niany ) =\ om
afa  X"(A) apy Id

mas como, por hipdtese, a4 # 0, temos que

. Id 0 d o\ .
x(S)N(a%4 Id) e(o Id)—x(A)@x(R)

nao sao conjugadas, isto é, x"(S) e x"(A) ® x"(R) nao sao conjugadas, o que implica, pela
Coroldrio 4.1, que C(A, A*) # . |

Con?(A*) = {

Exemplo 4.3. Vamos calcular o par de matrizes de conexao do Exemplo 4.2 para a de-
composi¢ao em par atrator-repulsor (A = Inv(Ny), R = Inv(Ns)) de S = Inv(N; U Ns).
Ja vimos que o trio de compactos indicados na Figura 4.3 é um trio-filtracao para o par

atrator-repulsor (A4, R) e que os indices de Conley de S, A e R s@o

Id), k=1
Con™(A) = Con*(R) = { (Q. 1d), .
0, caso contrario
e
1 0
@ Q, , k=1
Con®(9) = <Q 2 ( -1 1 >>
0, caso contrario
Como
Id), k=1
Con™(A) = Con*(R) = { (Q, 7d), o
0, caso contrario

pela Proposigao 4.3, temos que 6* =0 e CH(S) ~ CH*(A) ® CH*(R).

Assim, como a aplicagao cobordo 0* é nula, temos que

A" = 00 = 00 ,Vn e N
om0 0 0

Logo, A = 0 é uma colecao de matrizes nulas.

Pelo Teorema 4.2, temos que a = {a™} é uma aplicagdo de cocadeia cuja induzida em
cohomologia a* = {(a™)*} é conjugada a x*(5), onde Con*(S) = (CH*(S), x*(5)) é o indice
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de Conley cohomolégico reduzido de S.

Por definicao,

(an)*, KQT’An KeT’An
" ImAP—1 ImAn—1

z + ImA"1— a"(z) + ImA"~1

Como A =0 = ImA = 0, portanto a” pode ser identificada a (a™)*,Vn € N.

Logo, a"™ é conjugada a x™(S), para todo n € N. Dai, para n # 1 tem-se que a" =0 e

L xH(A) 0 . . B 1 0
(N ) ee=(40)

sao conjugadas. Logo, d* = —Id.

para n = 1 temos

Logo, a = {a™} é uma colegao de matrizes nulas exceto

) Id 0
a =
—Id Id

e A = {A"} é uma cole¢ao de matrizes nulas.

Portanto, (A, a) é o par de matrizes de conexao para a decomposi¢do em par atrator-
repulsor (A, R) de S.

Observacao 4.1. O Ezemplo 4.3 foi construido em [22] para ilustrar a poténcia que tem a
matriz de conexao complementar do par (A, a), pois, neste Exemplo 4.3, a matriz de conexdo
A nao fornece nenhuma informacao sobre conexdes, enquanto que a matriz de conexdao com-
plementar, a, detecta uma conexao de grau zero de R para A, onde A e R sdo pontos fizos

de indice 1.

Observagao 4.2. Se (A, a) € um par de matrizes de conexdo, temos que a matriz de conexao
A detecta as conexoes de grau 1 e a matriz de conexdo complementar, a, detecta as conexoes
de grau zero. Na Proposicao 4.4 provamos que, sob certas condi¢oes, as matrizes A e a
assumem um cardter complementar. Vimos, no Exemplo 4.3, que em um sistema dinamaico
discreto podem existir conexoes de grau zero, e deste modo, com a matriz de conexao comple-
mentar € possivel analisar a existéncia deste tipo de conexdo, enquanto a matriz de conexao
A nao € capaz de detectd-la.

No artigo [1], Bartiomiejczyk e Dzedzej definem, sequindo as ideias de [10], a matriz de
conexdo como sendo apenas a matriz A sem utilizar a sequnda parte do indice de Conley

discreto. Deste modo, a defini¢ao de [22] é mais rica do que a defini¢ao apresentada em [1],
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pois além de detectar conexoes de grau 1, detecta-se também conexoes de grau 0 através da

matriz de conexao complementar a.

4.1.5 O par de matrizes de conexao para decomposicao de Morse

A definicao de par de matrizes de conexao para uma decomposicao de Morse é mais complexa
e assim apresentamos inicialmente uma defini¢ao informal sugerida por Richeson em [22].
Sejam M(P,<) ={M, C S | 7 € P} uma decomposigdo de Morse do conjunto invari-
ante isolado S e N(P, <) = {N(I) C X | I € A} uma filtracdo de conjuntos de Morse para
M(P,<).
Seja I um intervalo e defina CA(I) = @C’H*(Mﬂ). Um par de matrizes de conexao

mel
¢ um par de matrizes graduadas A, a : CA(P) — CA(P) tal que suas restrigoes a CA(I),

satisfazem os seguintes.
1. A(I) é uma aplicagao de cobordo e a(I) é uma aplicagao de cocadeia,
2. existe um isomorfismo ¢*(I) : H*(CA(I)) — H* (M),

3. aaplica¢ao induzida a* em H*(C'A(I)) é conjugada a x*(I) via *(1), isto é, y*(I)oa* =
X*(1) o (1).

Se (I,J) € Z, é um par adjacente, pela Proposigao 4.1, temos que (M;, M;) é uma
decomposicao em par atrator-repulsor de M;;. Nao é dificil encontrar um trio de compactos
(N, L,Q) contidos em N (P, <) que seja um trio-filtragao para (M, M;). Usando esse trio-
filtracao, obtemos, aplicando a reducao de Leray no diagrama no nivel de cocadeia, o seguinte

diagrama comutativo de complexos de cocadeia e automorfismos de cocadeia.

0— LOMy) 25 cov(My) 5 ocot(M) — 0
iﬁf(MJ) iﬁf(Mu) \Lﬁf(MI)
0— LOM)) 25 £ov(My) S cot(M) — 0
onde EC*(MJ) = £0*<NL, [L]), EC*(M[J) = £C*(NQ, [Q]) (§ ﬁC*(M1> = EC*(LQ, [Q]) E

passando a cohomologia, obtemos a seguinte sequéncia longa exata de espacgos vetoriais e

isomorfismos dada na equacao 4.1.
LA Con™(Mj) — Con*(M;;) — Con®(My) LA

De maneira anéloga, se (1, J, K') é uma 3-upla, entao existem trios-filtragao para (My, M),

(My, Mg), (My, M) e (Mry, M), e também obtemos quatro sequéncias curtas exatas de
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complexos de cocadeia e automorfismos de cocadeia que pode ser escritas como um unico

diagrama comutativo da seguinte maneira.

0

(LC(M;), LF(Mr)) \
[,C ]\/[[J) £f(A[IJ)) 0

(LC(Mpyg), Lf(Mpx)) (LC(Mj), Lf(M;))

/
™~ (EC(Myi), £ (M) \
\

0

PR

™

(LC(My). £f (M) 0

E assim, obtemos um diagrama comutativo de sequéncias longas exatas de espacos veto-

riais e isomorfismos, passando a cohomologia no diagrama anterior.

A A
_ Con( Con*+ (M),
< CODk(MIJ
Con®(My k) Con (M)
< Con* (M k)
Con”® ]VIK Con*~1(My)

v

Esses diagramas que exibimos acima tem uma forma geral que definimos a seguir.

Seja (P, <) um conjunto finito parcialmente ordenado.

Definicao 4.9. Uma tranca de complexos de cocadeia com endomorfismos ¢ uma
colegao C = {C(I),0(I),c(I) | I € I} de complexos de cocadeia e endomorfismos satis-

fazendo as sequintes condicoes
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1. Para cada I € T existe um complexo de cocadeia C(I) com operador de cobordo O(I) e

um endomorfismo de cocadeia c¢(I) : C(I) — C(I) de grau zero,

2. Para todo (I,J) € Iy existem aplicag¢oes de cocadeia (I1,1J) e p(I1J,J) tais que a

sequinte sequéncia € exata,

0 — (C(J), () =2 (C(LT), e(1T)) = (C(I), e(I)) — 0,

3. Para todo (I,J, K) € I3 o sequinte diagrama de tran¢a comuta,

/ 0
(©(1). (1)

0
/
1), e(1J)) 0
\ /
(C(), ()
(JK)) —
\ 0

(C(IJK),c(IJK
JK),c

\0

(C(K), c(K))

N~

\ (c(

) /
\ (c(
7

Definicao 4.10. Uma tranca de modulos graduados com endomorfismos ¢ uma
colecao H = {(H(I),a(I)) | I € I} de médulos graduados com endomorfismos lineares tais

que as sequintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. Para cada I € T, existe um mddulo graduado H(I) e um endomorfismo linear a(I) :
H(I) — H(I) de grau zero,

2. Para todo (I,J) € Iy existe uma sequéncia exata longa de mddulos e endomorfismos

ISl e T)) LS (HMIT), 0 (1))~ (H™MI),a"(1)) 2 -+

3. Para todo (I, J, K) € I3 o sequinte diagrama de tranca comuta,
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(H*(I),a"(I)) \ : (H’““(K),a’““(K))'ﬁ
(H*(IT),a*(17)) /
(Hk(IJK),ak(IJK))/ \ (H"(J),a"(J))
\ (H*(JK),a*(JK)) /
v (H*(K), a*(K)) ‘/' V\'(H“(I)va“(f)) -

A Proposigao 4.4 é um resultado de Richeson [22] afirmando que os diagramas que cons-
truimos no inicio desta subsecao sao trancas.
Seja M(P,<) ={M, C S | # € P} uma decomposigao de Morse do conjunto invariante
isolado S. Defina
C(M) ={(LC(M;), Lf(M;)) | I €I}

H(M) = {Con*(M;) = (CH*(M;), v* (M) | I €T).

Proposicao 4.4 ([22]). C(M) € uma tranca de complexos de cocadeia com endomorfismo e

H(M) é uma tranga de mddulos graduados com endomorfismos.

Definigao 4.11. Suponha que H(P) = {(H(I),a(I)) | I € Z} e H'(P) ={(H'(I),d'(I)) | I €
T} sao trancas de mddulos graduados com endomorfismos. Definimos um homomorfismo
de trancas de modulos graduados V : H — H' como sendo uma colegao de homomor-
fismos *(I) : H(I) — H'(I) definidos para todo I € T tais que para (I,J) € Iy o sequinte

diagrama comuta;

N (H(I),a(D) — (H(ID),a(1])) — (H(I),a(l)) > -
w*(J) w*(IJ) y*(f)

e (H(D).d () — (H(LT),d(1]) — (H'(I),d(I)) — -

Dizemos que W € um isomorfismo se cada *(I) é um isomorfismo.

Proposicao 4.5 ([22]). Suponha que V : G' — G € um homomorfismo de trancas de mddulos

graduados tal que ¥*(m) € um isomorfismo para cada m € P, entdo U é um isomorfismo.

A seguir enunciamos algumas definicoes basicas antes de definir o par de matrizes de

conexao para uma decomposicao de Morse.
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Definicao 4.12. Seja
CA(I) = P CH*(M,)

weL

e suponha que A : CA(P) — CA(P) é uma aplicagio linear. A matriz A pode ser vista
como uma matriz |P| x| P| de aplicagées lineares, A = (App' ) g mep onde Agqr : CH* (M) —
CH*(M,).

1. A matriz parcialmente ordenada A € dita estritamente triangular inferior se
<7 = A = 0.

2. A matriz parcialmente ordenada A € dita triangular inferior se m < 7' = A, = 0.

3. Definimos para cada I € T uma submatriz A(I) dada por

AL = (Ap s )mmer : CAI) — CA(I).

4. A matriz A é chamada um operador cobordo se é de grau +1 e A% = 0.

Seja A = (Arp/)wmep : CA(P) — CA(P) um operador cobordo triangular estritamente
inferior. Temos o seguinte lema do Franzosa [10] sobre o operador de cobordo restrito a um

intervalo.

Lema 4.1 ([10]). Se A é um operador cobordo estritamente triangular inferior, entdo tam-

bém o € para cada I € Z. Logo, (CA(I),A(I)) é um complezo de cocadeia para cada I € T.

Suponha que a = (arp )z arep : CA(P) — CA(P) é uma aplicagdo de cocadeia linear tri-
angular inferior de grau zero para o complexo de cocadeia (C'A,; A). O Lema 4.2 apresentado

abaixo é um resultado andlogo ao Lema 4.1 acima para a aplicagao de cocadeia a.

Lema 4.2 ([22]). Se a € uma aplicagdo de cocadeia triangular inferior com respeito ao

complexo de cocadeia (CA,A), entdo a(I) € uma aplica¢ao de cocadeia para o complexo de

cocadeia (CA(I), A(I)).

Seja HA(M) a tranga de médulos graduados com endomorfismos, obtida passando a

cohomologia a tranca de complexos de cocadeia com endomorfismos
CAM) ={CA(I),A(I),a(I)) | I €T}

Lembre que H(M) = {Con*(M;) = (CH*(M;),x*(M;)) | I € Z}.

Agora, podemos definir o par de matrizes de conexao formalmente.
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Definigao 4.13. O par de matrizes (A,a) é chamado um par de matrizes de conexdo
para a decomposi¢ao de Morse M(P, <) se a tran¢a de mddulos graduados com endomorfismo
HA(M) é isomorfa a tranga de mddulos graduados com endomorfismo H(M).
Denotamos o conjunto de pares de matrizes de conexao para uma decomposicao de Morse
M(P, <) por
CM(M(P,<)).

Richeson provou em [22] a existéncia do par de matrizes de conexao para o caso em que
CH*(S) ¢ de dimensao finita.

Teorema 4.3 (Existéncia de par de matrizes de conexao, [22]). Para qualquer conjunto
invariante isolado S com CH*(S) finito dimensional e qualquer decomposi¢ao de Morse

parcialmente ordenada M(P,<) de S, eziste um par de matrizes de conexdo.

4.1.6 Exemplos

Exemplo 4.4 (Difeomorfismo Morse-Smale). Seja o difeomorfismo f : S? — 5% dado pela
aplicacao tempo um do fluxo em S? indicado na Figura 4.4, onde w;, ws sao dois pocos fixos,

o ¢ uma sela fixa e o é uma fonte fixa.

wy Wy

Figura 4.4: Difeomorfismo Morse-Smale na esfera S?

Temos que S = S? é um conjunto invariante isolado. Vamos encontrar uma decomposicao

de Morse para este conjunto. Tome

o P = {1,2,3} e tome a ordem dada pelo difeomorfismo (que neste caso é a mesma

ordem dada pelo fluxo) 1 < 2 < 3.
e Os intervalos sao Z = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3},{1,2,3}}.
e Os intervalos atratores sao A = {Ag =0, A; = {1}, A, = {1,2}, A3 = {1,2,3}}.

Temos que M(P, <) = {M; = {wy,ws}, My = {o}, M5 = {a}} é uma decomposi¢ao de
Morse para S e a cole¢ao de compactos N (P, <) = {N(Ay) = 0, N(A1), N(A2), N(A3) =

5%}, indicada na Figura 4.5, é uma filtragao de conjuntos de Morse associada.
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(@) (&)

Wy ‘ '};;2 w1 ’1;)2
Figura 4.5: Filtracao de conjuntos de Morse

Vamos calcular os indices de Conley cohomoldgicos reduzidos dos conjuntos My, My, Ms,
Mg, Mas e Mas.

«
(N,L) = (N(A;), N(Ag) = 0) é um par-filtracao para M

Ny~ {-}U{}uU{} (unido disjunta)
Logo,

Hq(NL)—{ QaeQ, ¢=0

0, #0
v NN ' Portanto, !

Wy Wo Cont(My) = { E((;QS? Q, Idaxa), g ; 8
ol
‘B (N,L) = (N(A3), N(Ay)) é um par-filtragio para My
NL ~ Sl
N Logo,
, =1
Hq(NL)‘{ 0
Portanto,
o . Con(My) = { E?’Oj)d)’ Z;i

(N,L) = (N(A3) = 5%, N(A,)) é um par-filtragao para Ms

NL >~ 52
Logo,
, =2
i) = { & 123
Portanto,
1d =
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a
(N,L) = (N(Az), N(Ag) = 0) é um par-filtracao para
N ‘B My = My U My U C(Ms,, M)
Np ~{-}U{} (unido disjunta)
' Logo,
_JQ ¢=0
o= { & 150
Portanto,

w1 (p) (Q Id) 0
7 ) q =
q -
Cont(Mzz) { 0,0, q#0
o
(N,L) = (N(A3) = S, N(A;)) é um par-filtragao para
Mas = My U My U C(Ms, My)
N NL ~ 52 V Sl
| Logo,
_JQ q¢=12
HI(NL) = { 0, q£1,2
w1 Wy Portanto,
_ (Qald)a q:172
Con(Mza) = { (0,0), q#1,2
N =25 —
(N,L) = (N(A3) = 52, N(Ap) = 0) é um par-filtragao para
Mz = 2
Nz =~ S?U{-} (unido disjunta)
Logo,
Q, ¢=0,2
q —
v ={ 3420
wy Wo Portanto,

(@[d)> q=0,2

Coni(Mja3) = Con'(S?) = { (0,0) g £0.2

Temos que um par de matrizes de conexao tem a seguinte forma

0 a(l, 0
A= A21) 0 ea=1| a(2,1) a(2,2) 0
A(3,1) A(3,2) 0 a(3,1) a(3,2) a(3,3)

onde cada A(i, j) : CH*(M;) — CH*™(M;) é uma aplicagao de cobordo de grau 1 e a(i, j) :
CH*(M;) — CH*(M;) é uma aplicacdo de cocadeia de grau zero.

Vamos calcular primeiramente A.

o AU2,1): CHY(M,) — CHT (M)
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Se ¢ # 0, entao CHY(M;) =0 = A%(2,1) = 0. Se ¢ = 0, temos que

A°(2,1): CHO(M,) — CH'(M,)
I |
QeQ Q

o Aq(?), 1) : CHq(Ml) — CHq+1(M3)
Se ¢ # 0, entao CHY(M;) = 0 = A9(3,1) = 0. Por outro lado, se ¢ = 0, entao
CH™'(M3) = 0= A°3,1) = 0. Logo, A(3,1) = 0.

o A(3,2): CHY(My) — CHI (Ms3)
Se g # 1, entdao CHY(M;) =0 = A9(3,2) =0. Se ¢ = 1, temos que

A1(3,2) : OHl(MQ) — CHQ(MQ)
I I
Q Q

Analisando, na Figura 4.6, as sequéncias longas exatas associadas ao par ({1}, {2}) € Z,
e ao par ({2},{3}) € Z,, obtemos que A%(2,1) ~ 0°(2,1) # 0 e AL(3,2) ~ §(3,2) = 0.

0
o CHO(M,) — CHO(Mis) — CHO(M,) ° &Y CHY (M) = CH(Mys) — CH (M) — -- -

l | | | [ |
0 Q QoQ Q 0 0

o o CHY(Mz) — CH (Mas) — CH (My) * &2 CH2(My) — CH2(Mas) — CH2(Mz) — - --
I | | [ I |
0 Q Q Q Q 0

Figura 4.6: Sequéncias longas exatas

Portanto, a matriz de conexao A = {A?} do par de matrizes de conexao (A,a) é da

forma
0 0 0 0 0
5°2,1) 0 0 |, =0
A= | Ase, 0 | = 21) 1
0 00
A9(3,1) AY(3,2) 0 N
0, caso contrario

Agora, calculemos a matriz de conexao complementar a.
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e a?(1,1): CHY(M;) — CHY(M,)
Se q¢ # 0, entao CHY(M;) =0 = a(1,1) = 0 para g # 0. Se ¢ = 0, entao
a®(1,1): CH°(M,) — CH°(M,)

| |
Q Q

e a%(2,2): CHY (M) — CHY(M,)
Se g # 1, entdao CHY(Ms) =0 = a(2,2) = 0 para g # 1. Se ¢ = 1, entdo
a'(2,2): CHY(M,) — CHY(M>)

| |
Q Q

o aq(3,3) : CHq(Mg) — CHq<M3)
Se q # 2, entdao CHY(M;3) =0 = a4(3,3) = 0 para g # 2. Se ¢ = 2, entao

CL2(3,3) : CHQ(Mg) — CH2<M3)
| |
Q Q

e a%(2,1): CHY(M;) - CHY(M,)
Se q # 0, entao CHY(M;) = 0 = a%(2,1) = 0. Se ¢ = 0, temos que CH°(M,) = 0 =
a’(2,1) = 0. Logo, a(2,1) = 0.

e a%(3,1): CHY(M;) — CHY(Ms;)
Se q # 0, entao CHY(M;) = 0 = a%(3,1) = 0. Se ¢ = 0, temos que CH°(M3) = 0 =
a’(3,1) = 0. Logo, a?(3,1) = 0.

e a%(3,2): CHY (M) — CHY(Ms;)
Se q # 1, entao CHI(M,) = 0 = a%(3,2) = 0. Se ¢ = 1, temos que CH'(M3) = 0 =
a'(3,2) = 0. Logo, a?(3,2) = 0.

Sabemos que (a9([))* é conjugada ao x?(M;),VI € T e

(a?)* : KerA1 KerAY
" ImAg-L ImAZ—1

T+ ImA?T1 —— q9(z) + ImAI~?
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Para cada k = 0,1, 2, temos que

a*k+1,k+1): CHYMp) — CH*(Myy)
I |
Q Q

e A(k+1)=A(k+1,k+1) = 0. Logo, como ImA(k+1) =0, temos que a*(k+1,k+1) =
(a*(k + 1,k +1))* é conjugado ao x*(M, ) = Id, para todo k = 0, 1, 2.

Portanto, a matriz de conexao complementar a = {a?} é da forma

p

Id 0 0
0 00|, ¢g=0
0 00
0 0 0
i 0 Id 0 |, g=1
0 0 O
0 0 O
00 0 |, g=2
0 0 Id
0, caso contrario

\

Exemplo 4.5 (Difeomorfismo Smale). Vamos calcular o par de matrizes de conexao para o
difeomorfismo do Exemplo 1.2 para a decomposigao de Morse M(P, <) = {M; = {p}, My =
A, M3 = {oo}} com 1 <2<3.

Vamos calcular os indices dos conjuntos de Morse.

Tome D, um disco suficientemente pequeno contendo o ponto p. Temos que N = D, e

L = () é um par-filtracao para M; e Ny ~ S°. Logo,

HQ(NL>={@’ AR (fp>q={”’ .

0, ¢#0 0, q¢#0
Portanto,
Can(Ml) _ (Quld)7 q:o
(0,0), ¢#0

Tome D, um disco suficientemente pequeno que isola o ponto co. Temos que N = D,

e L = 0D, é um par-filtracao para M3 e Ny ~ S%. Logo,

(Quld)7 q= 2

Can<M3) = { (0’ 0)7 J % 9
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Temos que My = A C T?\ (D, U D) onde D, e D sao os discos definidos acima.
Entdo, N =T?%\ (D,U D) e L = 0D, é um par-filtracao de My e N, tem o mesmo tipo
de homotopia de S' v St. Dai,

QeQ, ¢g=1

HY(N,) =
() { 0, q#1
Observe que [hy] + BY(Np) e [ho] + BY(Np) geram H'(Np) e

(fp)"([M] + BY(N)) = —[ho] + B*(Ny)
(fp) ([he] + BY(N)) = ([ha] + [ho]) + B'(Nz)

Dai,

é um isomorfismo, e portanto

0 1
Con?(Ms) = (Q@(@(—l 1))7 ¢=1

(0,0), q#1

Temos que o par de matrizes de conexao é da seguinte forma

0 a(l, 0
A= A(21) 0 a=| a(2,1) a(2,2) 0
A(3,1) A(3,2) 0 a(3,1) a(3,2) a(3,3)

Primeiramente, iremos calcular a matriz de conexao A que é uma colecao de matrizes

{A}.
o AU2,1): CHI(M;) — CH'(My)

Se ¢ # 0, entao CHY(M;) =0 = A9(2,1) = 0. Se ¢ = 0, entao

A%2,1): CHY(M,) — CH' (M)
I I
Q QoQ

Como ({1}, {2}) é um par de intervalos adjacentes, podemos construir a seguinte sequén-

cia longa exata

97



S CHO(My) B8 CHO(Mys) S cHO(My) * BY CHY (My) B3 CHY (Mio) 5 CHM (M) — ---

| I I | | I
0 Q Q Qo Q Qo Q 0

Dai, Imd°(2,1) = Kerp; = {(0,0)} e Kerd®(2,1) = Imi}, = Q, e assim concluimos que
A%(2,1) = 69(2,1) = 0.

o AU(3,1): CHUM,) — CH' (M)

Se ¢ # 0, entao CHI(M;) = 0 = A?3,1) = 0. Se ¢ = 0, entao CH'(M3) = 0 =
A°(3,1) = 0. Logo, A(3,1) = 0.

o Aq(?), 2) : CHq(Mg) — CHq+1(M3)
Se ¢ # 1, entdao CHY(M,) =0 = A9(3,2) = 0. Se ¢ = 1, entao

AY(3,2): CHY (M) — CH?*(Ms)
I |
QeQ Q

Como ({2}, {3}) é um par de intervalos adjacentes, podemos construir a seguinte sequén-

cia longa exata

o CHY (M) B CHY (M) 55 CHA (M) * B2 CH2(My) 3 CH2(Mas) B CH2 (M) — - --
| | l [ I |
0 QeQ QeQ Q Q 0

Como Imd'(3,2) = Kerpy = 0 e Kerd'(3,2) = Imit = Q @ Q, temos que Al(3,2) =
§1(3,2) = 0.

Para construirmos as sequéncias anteriores foram necessarios os indices de Conley dos
conjuntos My e Ms3. A seguir apresentamos o calculo destes indices.

Temos que My = My U My U C(My, My) C m Assim, (N = TQ\—Q)O,L =) é
um par-filtracao para My e N tem o mesmo tipo de homotopia de S V S uniao disjunta

com um ponto. Logo,

Q, q=0
Hq(NL): QEBQ7 q:l
0, caso contrario

Temos que (fp)? = Id e [h] + BY(Ny), [ho] + B*(Ny) geram HY(Np) e dai
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(Q,Id), q=0
0 1
Con’(Ms) = (@69@7 ( L1 )) , g=1
(0,0), caso contrario

Temos que Myz = My U M3 U C(Ms, My) C T?\ D,. Assim, (N =712\ D,,L = 0D,) é
um par-filtracio para Mys e Ny, = T2, Logo,

QeQ, ¢=1
H(Ny) ~ H(T?) = { Q, q=2
0, caso contrario

Temos que (fp)* = Id e [hy] + BY(NyL), [he] + B*(Ny) geram H'(Nyp). Logo,

(fP)lZ (_01 1)
o1 1) -

,Id), qg=2

,0), caso contrario

é um isomorfismo, e portanto,

Can(M23> =

(=

=S A~

Agora, vamos calcular a matriz de conexao complementar a que é uma colecao de matrizes

a={a%}.
e a%(1,1): CHYM;) — CHY(M)

Se ¢ # 0, entdo CHY(M;) =0 =-a?(1,1) = 0. Se ¢ = 0, entao

CL0<].,]_>2 CHO<M1) — CHO<M1)
|

| I
Q Q

E, como A(1) = 0, temos que a°(1,1) = (a®(1,1))* ~ x°(M,) = Id.
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e a%(2,2): CHY (M) — CHY(M,)

Se g # 1, entdao CHY(Ms) =0 = a9(2,2) = 0. Se ¢ = 1, entao

a'(2,2): CHY(M,) — CH'(M,)
| |
QaeQ QeQ

0 1
E, como A(2) = 0, temos que a'(2,2) = (a'(2,2))* ~ x' (M) = ( - )

e a(3,3): CHY(M3) — CHY(Ms;)

Se q # 2, entao CHY(M;3) =0 = a4(3,3) = 0. Se ¢ = 2, entao

a2(3,3) : CH2(M3> — CHQ(Mg)
I |
Q Q

E, como A(3) = 0, temos que a?(3,3) = (a*(3,3))* ~ x*(Ms) = Id.
e a%(2,1): CHY(M;) — CHY(M,)

Se q # 0, entao CHI(M;) = 0 = a?(2,1) = 0. Se ¢ = 0, entdo CH°(M,) = 0 e assim
a’(2,1) = 0. Logo, a(2,1) = 0.

o a?(3,1) : CHY(M;) — CHY(Ms)

Se q # 0, entao CHI(M;) = 0 = a%(3,1) = 0. Se ¢ = 0, entdao CH°(M3) = 0 e assim
a’(3,1) = 0. Logo, a(3,1) = 0.

o a9(3,2) : CHI(M,) — CHY(Ms)

Se ¢ # 1, entao CHY(M;) = 0 = a?(3,2) = 0. Se ¢ = 1, entao CH'(M3) = 0 e assim
a'(3,2) = 0. Logo, a(3,2) = 0.
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Portanto,

)
=}
\
o
/N
=
—_

— =
~__
(@)
(=)
I
—_

o O O O

L 0, caso contrario.

No apéndice, apresentamos uma tentativa de generalizacao do Exemplo 1.2, [6], de cons-
trugao de difeomorfismos fitted Smale contendo dois conjuntos basicos de indice 1, e calcu-

lamos seu par de matrizes de conexao para a decomposicao de Morse em conjuntos basicos.

4.2 Par de matrizes de conexao para a decomposicao

de Morse em conjuntos basicos zero-dimensionais

Nesta secao provamos propriedades satisfeitas pelo par de matrizes de conexao que permitem
a deteccao de conexoes entre conjuntos de Morse.

Inicialmente, apresentamos na Proposi¢ao 4.6 um resultado de [22] que caracteriza sob
quais condicoes € possivel detectar conexoes entre conjuntos de Morse via o indice de Conley
ou a matriz de conexao A. No Teorema 4.4 provamos sob quais condi¢oes a matriz de conexao
complementar a detecta conexoes e provamos que uma determinada situacao as matrizes A
e a sao estritamente complementares, no sentido a ser especificado posteriormente. E na
Proposicao 4.7, provamos uma caracterizacao do par de matrizes de conexao em 2-variedades
compactas para uma decomposicao de Morse especial.

No Teorema 4.5 provamos que o par de matrizes de conexao, para uma decomposi¢cao
de Morse em conjuntos basicos, com a ordem f-definida, de um difeomorfismo Morse-Smale
sem 6rbita periddica, é inico na classe de equivaléncia de cada entrada a(m, 7’) da matriz de
conexao complementar a dada pela relacao ~, (ar )y ()

Na Subsecgao 4.2.1 provamos, no Teorema 4.6 e na Proposicao 4.8, que a matriz de conexao

A do par de matrizes de conexao (A, a) da aplicacdo tempo-um de um fluxo é uma matriz
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de conexao para o fluxo e, que sob certas condigoes as entradas fora da diagonal principal
da matriz de conexao complementar a sao nulas.

Finalmente, na Subse¢ao 4.2.2, provamos o Teorema 4.7 que carateriza o par de matrizes
de conexao para uma decomposicao de Morse em conjuntos bésicos zero dimensionais, cujos
os indices de Conley homolégico e cohomolégico coincidem nos conjuntos basicos.

A seguir reescrevemos, na Proposicao 4.6, o Coroléario 4.1 na linguagem de conjuntos de

Morse.

Proposicao 4.6. Seja f : M — M um difeomorfismo. Seja (A, a) um par de matrizes de
conexao para uma decomposi¢ao de Morse M(P,<) de um conjunto invariante isolado S
de f. Sejam 7,7’ € P com wm < 7' elementos adjacentes. Se uma das alternativas abaizo

ocorrer:

1. A*(n',7) #0 ou

2. CH (M) 22 CH*(M,) ® CH*(M,) ou

3. X*(Myzr) nao € conjugado ao x*(Mz) & x* (M)
entao C (M, My; Myqr) # .

Demonstracao:
A demonstragao segue observando que (M, M,,) é uma decomposi¢ao em par atrator-
repulsor para M, e portanto, podemos usar o Coroldrio 4.1 para concluir a existéncia de

conexao. [ |

Definigao 4.14. Sejam dois endomorfismos A e B fixos. Dizemos que dois endomorfismos

g e f estao relacionados por ~ag, g ~ap [, se, e somente se,
A 0 A0
e
g B [ B

A relacao acima é uma relacao de equivaléncia. Denotamos a classe de equivaléncia da

sao conjugados.

relacdo ~4p por [g] onde g é um representante da classe.

Teorema 4.4. Sejam f : M — M um difeomorfismo e (A, a) um par de matrizes de conexao
para uma decomposi¢io de Morse M(P, <) de um conjunto invariante isolado S de f com

uma ordem parcial <.
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(a) Se < € a ordem f-definida e w, 7’ € P sdo dois elementos que nao estdo relacionados

por <, entao A(m, ') = A(n’',7) =0 e [a(m,7")] = [a(7’,7)] = 0.

(b) Serm <7 em P sao elementos adjacentes tais que a submatriz A(nn') de A € nula e
a entrada [a(n', )] de a é nao nula, entao C'(My, M) # 0.

(c) Sejam m < 7' dois elementos adjacentes em P tais que

0, qFk

CH*(M.)#0, g=s

CHI(M,) = { . e

CHY(M,) = {
Se A(n',m) # 0, entdo a(n’,7) = 0.

Demonstragao:

(a) Como m,7" nao estao relacionados pela ordem f-definida, entdo nao pode haver
conexao entre M, e M. Pela Proposicao 4.6, como {m, 7'} forma um intervalo (logo sao
adjacentes), tem-se que A(m,7') = A(n',7) = 0, CH* (M) = CH*(M,) ® CH*(M,/) e
X" (M) é conjugado ao x*(M,) @ x*(M,), pois caso contrario haveria conexao entre M, e
M.

Como A(7',m) = 0, temos que A(n’) = 0, e dai segue que (a(77’))* = a(nn’).

Assim, como

a(rr') = (a(ww')" ~ X (Maw) ~ X(Mx) & X(Mx)

<X<Mw> 0 >N<x<MW> 0 )
a(r',m) x(Mn) 0 x(My)

e portanto [a(n’, w)] = 0.

temos que

Da mesma forma provamos que [a(m, 7’)] = 0.

(b) Observe que como 7, 7" sdo elementos adjacentes, temos que I = {m, 7'} forma um
intervalo, e com isso (a(w7’))* é conjugada ao x (M ).

Como A(n7') = 0, temos que a(n7’) = (a(wn’))*, pois

, KerA(nr')4 KerA(nr')4
gy . ~era\Tm )7 BT )7
(a(mr)?)" ImA(mr')e—1 ImA(rr’)a—1

x4+ ImA(rr’ )1t — a9(z) + ImA(rr’)471

Logo, a(mn’) é conjugada ao x (M ).
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Por outro lado, como m, 7" sdo adjacente temos, pela Proposicao 4.1, que (M,, M,/) é

uma decomposi¢ao em par atrator-repulsor para M, .. Dai,

Como, por hipétese, [a(n’, )] # 0, temos que

( X<]§4ﬂ') 0 ) nao é Conjugada a < X(Mﬂ-) 0 >
CL(7T,7T) X(Mﬂ’) 0 X(Mﬂ’)

portanto, x(M ) nao é conjugado ao x(M,) & x(M, ), o que implica, pela Proposicao 4.6,
que C (M, M) # 0.

(c) Sabemos que

Al (7', 7) : CHY (M) — CHY (M)

Assim, se ¢ # k entao CHY(M,) = 0 e se ¢ = k entdo tem-se que A*(7',7) : CH¥(M,) —
CH**1(M,/) deve ser diferente de zero, pois por hipétese A(n’,7) # 0. Dai, segue que
s=k+1#k.

Como

al(n',7): CHY(M,) — CHY(M,)

e s =k+ 1, temos que se ¢ # k entdao CHY(M,) = 0 e se ¢ = k entdo CH*(My) = 0.
Portanto, a(n’,7) = 0. |

Nas hipdteses do Teorema 4.4(b) e da Proposigao 4.6 exigimos que f seja um difeomor-

fismo, porém é facil ver que basta f ser continua.

O Exemplo 4.3 ilustra a Proposigao 4.4 (b) acima, pois M; = Ae R = My com 1 <2 é

uma decomposicao de Morse para o conjunto invariante isolado S e

d 0 ,
A=0e al = 1d 1a ) 1T

0, q7#1
assim A'(12) = A'=0ea'(2,1) = —1d # 0.

Observe que os difeomorfismos Morse-Smale que possuem uma decomposicao de Morse
do conjunto invariante isolado, onde cada conjunto de Morse é um conjunto bésico de f,

satisfazem o Teorema 4.4 (c¢) como vimos nos Teoremas 2.11 e 2.12. Este fato é ilustrado no
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Exemplo 4.4, pois {1,2} sdo adjacentes,

QeQ, ¢=0
0, q#0

Q, ¢q=0

CHYM) = { 1, q#1

(§] CHq(MQ) = {
e A%2,1) # 0, a°(2,1) = 0. Ainda mais, nas condi¢des do Teorema 4.4 (c), podemos
concluir que A e a tem cardter complementar, ja que se A(n',7) # 0 = a(n’,71) =0 e

a(r’,m) # 0= A(x’,7) = 0. O Exemplo 4.3 ilustra esta segunda afirmagcao, pois

Q, ¢g=1

OH%MQ:(Uﬂ@@):{() )

ea'(2,1)#0, AY(2,1) =0, onde M; = A e R = M.

E interessante ver que, no caso de 2-variedades, dependendo da escolha da decomposicao
de Morse, obtemos informagoes apenas para a matriz de conexao A, como vemos no resultado

a seguir.

Proposicao 4.7. Sejam M uma 2-variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo.
Seja M(P,<) ={M; | i =1,2,3} a decomposicio de Morse de M tal que M; = {todos os
conjuntos bdsicos de indice i — 1} e < € a ordem f-definida. Suponha que

(CHO(Ml)axo(Ml))a q= 0 (CHl(M2>7X1(M2))7 q= 1

Con?(M;) = { , Coni(Ms) = {

(0,0), ¢#0 (0,0), qg#1
Con(M3) = (CH?(Ms), x*(Ms)), q =2
(07 0)7 q 7A 2
entao o par (A, a) da forma
XO(M1) 0 0
( 0 00 0 00|, ¢g=0
§°2,1) 0 0 |, ¢g=0 O0 00 8
0 0 0
AT = 0 0 0 e al = 0 x'(Mz) 0 |, g=1
0 0 0], ¢g=1 8 O0 00
0 FGY 0 00 0 _9
( 0, caso contrdrio 0 0 (M) y 4
0, caso contrdrio

¢ um par de matrizes de conexdo para a decomposi¢io de Morse M(P,<).
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Demonstragao:

Sabemos que um par de matrizes de conexao para decomposigao de Morse M(P, <) deve

ter a forma

0 a(l, 0
A= A2 0l e a=] a2,1) a(2,2)
A@3,1) A(3,2) 0 a(3,1) a(3,2) a(3,3)

Por hipdtese, temos que

(CH(My),x°(My)), ¢=0

Coni(M,) =
(0,0), q#0
Cont(ay) = | (CH' L)X (M), g =
(070)7 q 7& 1
Cont(ay) = § (CH(Ms) x*(Ms)), g =
(070)7 q 7£ 2

Vejamos a forma da matriz A.

° Aq(3, ].) : OHq(M1> — CHq+1(M3)
Se ¢ # 0, entdo CHI(M;) = 0 = A9(3,1) = 0. Por outro lado, se ¢ = 0, entéo
CH™'(M;) = 0= A"3,1) = 0. Logo, A(3,1) = 0.
e A%2,1) e A(3,2) sdo possiveis entradas nao nulas. De fato,
AY(2,1) : CHY(M,) — CHT™ (M)

eseq#0,entdo CHY(M,) =0 = A%2,1) =0. Se ¢ = 0, entdao CH(M,) e CH'(M,)
podem ser nao nulos, logo A%(2,1) =§°(2,1). E

AY(3,2) : CHY(My) — CHI(Ms)
eseq# 1, entdo CHI(My) =0 = A9(3,2) =0. Se q = 1, entdao CH'(M,) e CH?*(Mj)

podem ser nao nulos, logo A!(3,2) = 46'(3,2).

Portanto, A tem a forma
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( 0 00
6°(2,1) 0 0 |, ¢=0
0 0 0
AT = 0 0
0], g=1
0 §(3,2) 0
0, caso contrario

\

Agora, vejamos a forma da matriz a.

e a(2,1) =0, pois, a?(2,1) : CHY(M;) — CHY(M,), e se ¢ # 0, entao CHY(M;) =0 =
a?(2,1) =0, e se ¢ = 0, entao CH’(M,) =0 = a°(2,1) = 0.

e a(3,1) =0, pois, a?(3,1) : CHY(M,) — CH(Mj), e se ¢ # 0, entdo CHI(M;) =0 =
a?(3,1) =0, e se ¢ = 0, entao CH’(M3) =0 = a°(3,1) = 0.

e a(3,2) =0, pois, a¥(3,2) : CHY(M,) — CHY(Ms), e se ¢ # 1, entao CHY (M) =0 =
a?(3,2) =0, e se ¢ =1, entao CH'(M3) =0 = a'(3,2) = 0.

e Para cada k = 0,1,2, temos que a?(k + 1,k +1) =0seq # ke ad*(k+1,k+1) ¢é
conjugada ao x*(My1).
De fato, temos que, a?(k + 1,k + 1) : CHY(My1) — CHY(My41), e se ¢ # k, entdo
CHY(Myy1) =0=al(k+1,k+1)=0.
Como a*(k + 1,k + 1) : CH*(M;1) — CH*(Myy1) e A(k + 1) = 0, temos que
a"(k+1,k+1) = (a®(k+ 1,k + 1)) ~ x*(Mgy1).

Portanto, a tem a seguinte forma

X°(My) 0 0
0 001, ¢g=0
0 0 0
0 0 0
4 0 x'(My) 0 |, g=1
0 0 0
0 0 0
0 0 0 , q=2
0 0 x*(Ms)
\ , caso contrario
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Exemplo 4.6. Observe que os Exemplos 4.4 da esfera S? e 4.5 do toro T? se encaixam nas
hipdteses da Proposicao 4.7, e desta forma a maioria dos calculos feitos nestes dois exemplos

podem ser obtidos diretamente usando a Proposicao 4.7.

Note que se queremos detectar conexoes entre conjuntos de Morse do mesmo indice, isto
é, conexoes de grau zero entre conjuntos de Morse, devemos tomar uma decomposi¢ao de

Morse com um maior numero de conjuntos de Morse.

Em [20], Reineck apresenta um teorema de unicidade da matriz de conexao para um
caso especial de fluxos. A seguir demonstramos um resultado similar para um caso de
difeomorfismos Morse-Smale sem érbita periddica, onde temos a unicidade do par de matrizes

de conexao.

Teorema 4.5. Sejam M wma variedade suave e f : M — M um difeomorfismo Morse-
Smale gradiente-like * sem érbita periédica. Seja S um conjunto invariante isolado de f que
tem uma decomposi¢io de Morse M(P,<) com < a ordem f-definida, onde cada conjunto
de Morse M, é um conjunto bdsico de f. Entao o par de matrizes de conexao (A, a), sob
um corpo F, para a decomposi¢ao de Morse M(P,<) € unica na classe de equivaléncia de

cada entrada a(m,7') da matriz de conexdo complementar a dada pela relag@o ~y(ar_)yy(rsy)
(ver Definicao 4.14).

Demonstragao:
Denotemos W"(m) e W#(m) as variedades instavel e estavel de M, respectivamente.
Tome 7’ < m em P quaisquer e < a ordem f-definida. Observe que se M, é um conjunto

bésico de f, isto é, é um ponto fixo hiperbdlico, entao

F, g=k

CHQ(M,T):{ 0 q%k:

para algum k.

Caso 1: Suponha que 7,7’ sdo elementos adjacentes.

A entrada A(m,7’) de A é univocamente determinada pela sequéncia do indice de Conley
cohomolégico reduzido associado ao par atrator-repulsor (M., M, ), descrito na Proposi¢ao

4.2.

Analisamos a entrada a(m, 7). Se AY(m,7’) # 0, pelo Teorema 4.4 (c), temos que
0 0

a(m, ') = 0. Agora, se A(m, ') = 0, entdo A(n'm) = =0 edai (a(n'm))* =
A(m,7') 0

'Um difeomorfismo Morse-Smale f é dito gradiente-like se para todos pontos periédicos z # y temos
que: W¥(z) N W= (y) # 0 = dim(W*(z)) > dim(W"(y)).
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a(m'm). Logo,

N\ X(Mﬂ’) 0 ~
a(r'm) = ( a(m, ) (M) ) X (M)

e X(My) é determinado univocamente pela sequéncia do indice de Conley cohomolégico
reduzido associado ao par atrator-repulsor (M., M) descrito na Proposi¢ao 4.2. Portanto,
la(m, 7")] é determinada univocamente por y (M, ).

Caso 2: Suponha que 7,7’ nao sao elementos adjacentes.

Reineck, em [20], mostra que se 7,7’ nao sao elementos adjacentes, entdao A(mw,n’') = 0.
Vejamos que, neste caso, também temos que a(m, ") = 0.

Como m, 7 nao sao elementos adjacentes, entao existe um elemento 7’ € P tal que
7' < 7" < 7. Sejam i,j e k tais que CH (M) =F, CH) (M) =F e CH*(M,) = F.

Como 7" < 7", W*(n') e W*(n") se interceptam transversalmente, temos que ¢ < j. Da
mesma forma, temos que j < k.

Dai,i<j—1<(k—1)—1=Fk—2ecomissoi# k. Portanto,

(', 7): CHY (M) — CHY(M,)

¢ nula para todo gq. [ |

4.2.1 O par de matrizes de conexao de uma aplicacao tempo-um

de um fluxo

O objetivo desta subsecao é apresentar o par de matrizes de conexao para difeomorfismos
que sao aplicacoes tempo-um de fluxos. Provamos no Teorema 4.6 que a matriz de conexao
A do par de matrizes de conexao (A, a) sera igual a matriz de conexao do fluxo. Além disso,
provamos que sob determinadas condigoes temos que as entradas fora da diagonal principal
da matriz de conexao complementar a sao nulas. Na Proposicao 4.8 provamos que para o

caso de aplicacoes tempo-um de fluxos Morse-Smale tais entradas sempre serao nulas.

Teorema 4.6. Seja p um fluro em um espag¢o métrico localmente compacto M"™, temos que
o1 2 M™ — M™ é um difeomorfismo. Sejam S um conjunto invariante isolado e M(P, <) =
{M, | m € P} uma decomposi¢ao de Morse de S e (A,a) um par de matrizes de conexdo

para a decomposi¢ao de Morse M(P, <) de S.

(a) Se < é a ordem do fluro, temos que A é uma matriz de conexdo, no sentido continuo,

para a decomposi¢ao de Morse M(P,<) de S.

(b) Senm < 7' sdo dois elementos adjacentes em P tal que A(n’,m) = 0, entdo a(n’',m) = 0.
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Demonstragao:
(a) De fato, seja I € T um intervalo, entao Con(M;) = L(CH(I),x(I)) e como ¢; é uma

aplicacao tempo-um do fluxo ¢, pelo Teorema 2.8 | temos que

Con(M;) = L(CH(I), x(I)) = (CH(I), Id).

Seja H(M) = {(CH*(I),x*(M;))|I € I} a tranga de médulos graduados com isomorfis-
mos construida com os indices de Conley, isto é, a tranca do indice de Conley cohomoldgico.
Agora, seja HA(M) a tranca de médulos graduados com endomorfismos construida passando
a homologia na tranca de complexos de cadeia com endomorfismos {(CA(1), A(I),a(l)) | I €
7}.

Como (A,a) é um par de matrizes de conexao entao as trancas HA(M) e H(M) sao

isomorfas. Dali, temos que a tranca de médulos graduados do caso continuo,
HAM) continua = {CHAI) | I €1}

onde CHA(I) é a cohomologia o complexo de cadeia (CA(I), A(I)) e a tranga do indice de

Conley cohomoldgico do caso continuo
H(M)continuo = {CHU) | I €1}

sao isomorfas.

Portanto, A é uma matriz de conexao, no sentido continuo, para a decomposicao de

Morse M(P, <) de S.

(b) Sejam 7 < 7" dois elementos adjacentes em P tal que A(n',7) = 0, entdo temos que
a(rm’) = (a(z7))* ~ x(Myr) =0 ou Id
onde a ultima igualdade segue do Teorema 2.8.

<Oou Id 0 >:< X(My) 0 )za(mr’)w[d
a(r’,m) 0 ou Id a(r’',m) x (M)

Portanto, a(n’,7) = 0. [ |

Logo,

O Exemplo 4.4 ilustra o Teorema 4.6 (b) acima.
Gostariamos de saber o que acontece quando mudamos as hipdteses do Teorema 4.6

trocando de A(7’,7) = 0 para A(n’,m) # 0. Nao se sabe o que acontece com a entrada
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a(n’,7) da matriz a, pois neste caso ndo temos a identificacao a(nn’) = (a(7w7’))*.
No caso de fluxos Morse-Smale a matriz de conexao complementar do par de matrizes
de conexao nao fornecera nenhuma informagao sobre conexoes, pois neste tipo de fluxo nao

podem haver conexoes de grau zero.

Proposicao 4.8. Seja f : M — M uma aplicagao tempo-um de um fluro Morse-Smale
com k conjuntos bdasicos. Considere a decomposicao de Morse de M, M(P, <), onde cada
conjunto de Morse € um conjunto basico de f. Seja (A, a) um par de matrizes de conexdo
para a decomposicio de Morse M(P,<). Entao as entradas de a da forma a(i,j) com i # j

sao nulas, isto €, a sequnda matriz de conexao (A, a) tem a sequinte forma

ad(1,L1) 0 - 0

) 0  a%(2,2) -~ 0

a/ = . . .
0 0 - ai(k,k)

Além disso, cada entrada a’(i,i) € conjugada a identidade se q € igual ao indice do conjunto

basico M; e conjugada a zero caso contrdrio.

Demonstracao: No caso de fluxo de Morse-Smale nao existem conexoes entre conjuntos

bésicos de mesmo indice e as entradas da matriz ¢ sao da forma
Clq(j, Z) . CHq<MZ) — CHq(M])

isto é, sao aplicacoes de grau zero.
Assim, pela Proposic¢ao 4.6 , temos que a?(j,7) = 0 para todo ¢ e para todo i, j com i # j.

Temos, para cada i =0, ..., k, que
a®(i,1) : CHY(M;) — CH(M;)

é conjugado a x4(M;), pois (a(i,7))* = a(i, i) uma vez que A7) = 0.
Por outro lado, pelo Teorema 2.8, temos que x(M;) é igual a identidade no indice do

conjunto bésico e zero caso contrario. O que conclui a nossa demonstragao. [ |

Exemplo 4.7. Tomando a decomposicao de Morse mais fina no Exemplo 4.4, isto é, M; =
{wi}, My = {wy}, M3 = {o} e My = {a}, podemos concluir, pela Proposi¢ao 4.8 acima,

que a matriz de conexao complementar a do par de matrizes de conexao (A, a) associada a
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w1

essa decomposicao de Morse tem a seguinte forma

Id 0 0 O
0 Id 0 0

, ¢=0
0 0 0O
0 0 0O
00 0 O
00 0 O

. , =1
a? = 0 0 Id 0
00 0 O
000 O
000 O

, q=2
000 O
0 00 Id

0, caso contrario

\

e portanto nao fornece nenhuma informacao sobre a existéncia de conexdes de grau zero entre

os conjuntos basicos de f.

4.2.2 O par de matrizes de conexao para difeomorfismos Smale

Nesta secao provamos o Teorema 4.7 que caracteriza o par de matrizes de conexao para
um difeomorfismo com conjunto recorrente por cadeia hiperbélico e conjuntos bésicos zeros
dimensionais e trabalhamos sob a hip6tese de que os indices de Conley homolégico e coho-
moldgico nestes conjuntos coincidem, isto é, Con,(A) = Con?(A). Provamos na Proposigao
4.9 e nos Corolérios 4.3, 4.4 que esta condicao é satisfeita para os conjuntos basicos de difeo-

morfismos Morse-Smale e no caso de difeomorfismos fitted com respeito aos conjuntos de

algas U H(k) é valido para os conjuntos da forma A(k) = ﬂ fr(H(k)).
k

nez
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Proposicao 4.9. Seja S um conjunto invariante isolado de um difeomorfismo f. Se existe
um par-filtraggo P = (N, L) de S tal que o espago pontuado N tem o mesmo tipo de
homotopia de S* \/ ---V Sks | entdo

Con,(S) = Con?(S5),Vq.
Demonstragao:
Como Ny =2 Sk v ... v Sk temos que H,(Ny) = H*(Ny) e (fp). ~ (fp)*.
Vejamos que as redugoes de Leray dos pares (H*(Ny), (fp)*) e (H.(Np), (fp)«) sao iguais.

Como (fp)* e (fp)« sdo conjugados temos que existe um isomorfismo ¢ tal que (fp) ) =

V(fp). e daf gKer((fp)*) = gKer((fp):), pois

vegKer(fp)* < 3k >0 tal que ((fp)*)*(v) =0
& @(fp)d ) v) =0
& (W((fp))yh) =0
< ((fp))f(v) =0
< v e gKer(fp)s
Logo,
* _ H*(NL) o H*(NL> _
(fP)* ey ~ (fp)el i vy
Portanto, Cong(S) = Coni(S),Vq. |

Corolario 4.3. Seja M uma variedade compacta n-dimensional e f : M — M um difeo-

morfismo Morse-Smale. Para todo conjunto bdsico A de f temos que

Cong(A) = Con?(A),Vq

Demonstragao:

Se A é um conjunto béasico de f entao podemos ter os seguintes tipos: um ponto fixo ou
uma orbita periddica.

Caso 1: A é um ponto fixo p.

Sejam k = dim W*(p). Tome N um disco contendo p da seguinte forma D* x D" e
L = dD* x D" *. Temos que (N, L) é um par-filtragao para A = {p} e

DFx D F DF

N; ~ ~ ~
L= 9DF x Dn—k — 9DF
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Caso 2: A é uma drbita periddica {py,...,ps} de periodo s.

Fazer o mesmo do raciocinio do caso 1 para cada ponto p; da 6rbita. Assim, N =
(DE x DY ) U---U(DFx DV F) e L = (DF x 9D ™) U --- U (D* x 9D"*) formam um
par-filtragao para A. Logo,

Ny ~ \/ Sk

Portanto, para todo conjunto basico A de f existe um par-filtracao (N, L) tal que o espago
pontuado N; tem o mesmo tipo de homotopia de S* V - .-V S* para algum k > 0, e, pela
Proposicao 4.9 acima,

Cony(A) = Coni(A),Vq.

Corolario 4.4. Seja M uma variedade compacta n-dimensional e f : M — M um difeo-

morfismo fitted com respeito aos conjuntos de al¢as UH(kJ) Entao, para todo 0 < k < n

k
temos que

Cony(A(k)) = Con?(A(k)),Vq

onde A(k) = (1) f"(H(k)).

neZ
Demonstragao:
Tome A(k) = ﬂ fM(H(k)), temos que H(k) = U h; onde h; = DF x D' % ¢ uma k-alca
nez i=1
paracadat=1,... s.

Temos que N = (D¥ x DVF)U(DF x D?*) e L = (D¥ x 9D ") U(D¥ x 9D *) formam
um par-filtracdo para A(k). Logo,
NL >~ \/ Sk

Portanto, pela Proposicao 4.9 acima,
Cony(A(k)) = Con?(A(k)),Vq
para todo 0 < k < n. [ |
Exemplo 4.8. Vejamos que o calculo do indice de Conley dos conjuntos de Morse do Exem-
plo 4.5 que vimos anteriormente se torna mais simples usando o Coroléario 4.4 e o Teorema
3.1.

Observe que f :T? — T? é um difeomorfismo fitted com respeito aos conjuntos de alcas
H(k) onde H(0) = D,, H(1) = hy Uhy e H(2) = Dy, (os discos D, e Dy sao discos que
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isolam p e oo, respectivamente).

Temos que M, = {p} = () f2(H(0)), My = A = () f(H (1)) e My = () F*(H(2).
nez neZ nez
Usando o Corolario 4.4, temos que

Con?(M;) = Cony(M;),Vq

com ¢ =1,2,3.

Usando o Teorema 3.1, temos, para cada ¢ = 1,2, 3, que
X“O(M;) ~ A(M)* e x(M;) = 0,Yq # u(i)

onde u(i) é o indice do conjunto bésico M; e A(M;)* é a parte nao-nilpotente da matriz de
estrutura A(M;) associada ao conjunto basico M;.
Temos que M; é um conjunto bésico de indice 0 e Ay = (1) é a matriz de estrutura de
M. Logo,
Con®(M,) = (Q, Id) e Con?(M,;) = (0,0),Yq # 0.

Temos que Mz = {00} é um conjunto basico de indice 2 e Ay = (1) é a matriz de
estrutura de Mj. Logo,

Con?(Ms) = (Q, Id) e Con?(Ms) = (0,0),Yq # 2.

Temos que My = A é um conjunto bésico de indice 1 e sua matriz de estrutura associada

0 1 0 1
A - A+ :A =

uma vez que gKerA; = {(0,0)}. Logo,

0 1

Con'(M,) = <Q@@, ( 1

)) e Coni(Ms) = (0,0),Vq # 1.

Observe que, no Exemplo 4.8 acima, usamos apenas a informacao dinamica contida na
matriz de estrutura para calcular o indice de Conley dos seus conjuntos basicos, sem fazer
uso de nenhum par de compactos e nem calculo de homologias. Isso mostra a for¢a e o

alcance do Teorema 3.1 na hora de calcularmos o indice de Conley.
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Definicao 4.15. Sejam M uma variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo

qualquer. Para cada 0 < k < n sejam
Aga,..., As, todos os conjuntos bdsicos de indice k de f

Se tomarmos M; ; =N, j com0<i<nel<j<s, P={(,j) | 0<i<nel<j<s}
e < a ordem f-definida, temos que M(P, <) € uma decomposi¢ao de Morse para M chamada

decomposicao de Morse por conjuntos bdsicos ordenada pelo indice.

Note que (i,7) < (7', j") sempre que i <'i', onde <’ € a ordem total 0 <"1 <" --- <" n.

Agora, podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado sobre o par de matrizes de

conexao para uma decomposicao de Morse por conjuntos basicos ordenada pelo indice.

Teorema 4.7. Sejam M uma variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo com
conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico. Suponhamos que para todo conjunto bdsico A de
f tem-se que A € zero-dimensional e Cony(A) = Con?(A),Vq. Seja M(P, <) a decomposic¢ao
de Morse por conjuntos bdsicos ordenada pelo indice.

Entao o par de matrizes de conexao (A, a) para a decomposi¢ao de Morse M(P,<) tem

a sequinte forma

0 1 q q+1 n
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
Al = ¢ 0 0 0 0 0
i1l 0 0 e * 0 - 0
i _

As entradas do quadrado destacado sao aplicacoes de CH?(Q,;) em CHT™(Q,41y;) para algum

ie{l,...,s.} ealgum j € {1,... 5441}

116



0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
al =
Af 0
4 0 0 0
* +
- 0 0 0
| _

As entradas do quadrado destacado sdo aplicagoes de CH4(€),;) em CH?(Q, ;) para alguns
i, €{1,...,8.}

onde para cada i =1,...,s, tem-se que A € a parte nao nilpotente da matriz de estrutura

A; associada ao conjunto bdsico Ag;.

Demonstracgao:

Pelas hipoteses e pelo Teorema 3.1, temos que
Coni(M,) = 0,Yq # u(r)

onde u(m) é o indice do conjunto bésico M.
Sabemos que as entradas da primeira matriz A sao aplicagoes de grau 1 e as entradas da
segunda matriz a sao aplicacoes lineares de grau zero.

Analisaremos primeiramente as entradas de A
AYr' 7)) CHYM,) — CH™™ (M)

Tome 7, 7" € P com m < 7" entdo temos os dois casos abaixo:

Caso 1: Se M, tem indice u ¢ M, tem indice u +r com r # 1, entdo A?(n’,7) = 0.

De fato, se ¢ # u, entdao CHY(M,) = 0 o que implica AY(7’,7) = 0. E se ¢ = u, entdo
CH""'(M,/) =0 (pois u + 1 # u + ) o que implica A“(7/,7) = 0.
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Caso 2: Se M, tem indice u e M, tem indice u + 1, entao

. 0 0
Alrr) = ( A(r’, ) O)

e neste caso podemos ter A(n',m) # 0 ou A(n’,m) = 0.

Analisaremos agora as entradas (7', ) : CHY(M,) — CHY(M,/) de a. Tome 7, 7" € P

com 7 < 7’ entao temos os dois casos abaixo.
Caso 1: Se M, tem indice u e M, tem indice s com u # s, entao a(n’,m) = 0.

De fato, se ¢ # u, entao CHY(M,) = 0 o que implica que a?(n’,7) = 0. E se ¢ = u, entdo
CH"(M,) =0 (pois u # s) o que implica que a"(7’, 7) = 0.

Caso 2: Se M, e M,/ tem indices iguais a u, entao af(n’,7) = 0,Yq # u e

aum,)N(A(MW)* 0 )
a“(n',m) A(M)*

onde A(M,)" é a parte nao nilpotente da matriz de estrutura A(M,) associada ao conjunto
bésico M, e A(M,)* é a parte nao nilpotente da matriz de estrutura A(M,) associada ao

conjunto basico M.

De fato, se ¢ # u, entdao CHY(M,) = CHY(M,/) = 0 o que implica a?(7’,7) = 0. E
se ¢ = u, entdo a"(7’,m) pode ser igual a zero ou diferente de zero. Pelo Teorema 3.1,
XU My) ~ A(M)t e x“(My) ~ A(Mz)". Por outro lado, como A(w) = A(n’) = 0 temos
que a'(r) = (@(m)* ~ (M) ~ AQMR)* e a(x) = (@ (7)) ~ x"(Ma) ~ A(My)",
Dai,

Observacao 4.3. Observe que a classe de difeomorfismos do Coroldario 4.3 e a classe de

difeomorfismos do Coroldrio 4.4 tal que, para todo 0 < k < n, A(k) = ﬂ fH(H(k)) é um
ne”Z
unico conjunto bdsico de f, satisfazem as hipoteses do Teorema 4.7 acima.

Corolario 4.5. Sob as hipdteses do Teorema 4.7, o par de matrizes de conexao (A, a) para

M(P, <) pode ser escrito da sequinte maneira
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AT 0
" 0
* A0+
S0
A1+
1 b 0
k .
* AH—
S1
*
2
0 AT 0
n * AZ+
onde para cada 0 < j < n ecadai=1,...,s; tem-se que Af € a parte nao nilpotente da

matriz de estrutura Al associada ao conjunto bdsico A;,.

A representacao do par de matrizes de conexao (A, a) do Corolédrio 4.5, onde a colegao
das matrizes de conexao A esta na diagonal em blocos inferior e a colecao das matrizes
conexao complementar a estd na diagonal em blocos superior, é bastante conveniente. Ter
todas as colecoes das duas matrizes de conexao numa tnica matriz é conveniente quando se
quer trabalhar com manipulagoes algébricas, por exemplo no caso de uma continuagao.

No Exemplo 4.9 do apéndice, calculamos o par de matrizes de conexao para um difeo-
morfismos fitted Smale no bitoro com dois conjuntos basicos de indice 1, utilizando a carac-

terizacao apresentada no Teorema 4.7 e a representacao dada no Corolario 4.5.

4.2.3 Continuagao do par de matrizes de conexao

Vimos no Teorema 1.5 que os difeomorfismos fitted Smale sao densos no conjunto dos difeo-
morfismos em variedades compactas com a C-topologia. Apresentamos a seguir a pro-
priedade da continuagao do par de matrizes de conexao, que garante, portanto, uma caracte-
rizagao dos pares de matrizes de conexao para uma classe de difeomorfismos em variedades
compactas, uma vez que provamos o Teorema 4.7 para uma classe de difeomorfismo fitted
Smale.

A continuagao do par de matrizes de conexao, na verdade, estd associada a continuacao

de decomposigoes de Morse, isto é, se (A,a) é um par de matrizes de conexdao para uma
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decomposicao de Morse de S relativo a aplicacao f, entdao esta decomposicao de Morse
continua para uma decomposicao de Morse de uma aplicacao C°-préxima fve (A, a) também

sera um par de matrizes de conexao para esta decomposicao de Morse.

Defini¢ao 4.16. Sejam X um espago métrico localmente compacto e fy : X x [0,1] = X
uma homotopia continua. Se existe um conjunto compacto que € uma vizinhanca isolante
para fy, para todo A € [0,1], entao dizemos que Sy = Inv(N, fo) e S1 = Inv(N, f1) sdo

relacionados por continuacgao ou que Sy continua para S;.

Exigimos que a relagao definida acima seja transitiva.

Desta forma, pelo Teorema 2.5 da continuacao do indice de Conley, temos que quaisquer
dois conjuntos relacionados por continuagao tem o mesmo indice de Conley.

Agora, definimos o que significa duas decomposicoes de Morse de duas aplicagoes con-
tinuas serem relacionadas por continuagao. Para isso definimos uma decomposicao de Morse
especial que ira relacionar essas duas decomposicoes de Morse.

Note que para uma colegdo qualquer de conjuntos compactos N (P,<) = {N(I) C
X | I € A(P)} satisfazendo as seguintes propriedades

1. (N(I),N(0)) é um par-filtracao,
2. N(I)NN(J)=N({INJ)e
3. N(I)UN(J)= NI U J).

podemos definir S := Inv(N(P)\ N(0)) e M, :=Inv(N(I;)\ N(I; \ {r})) onde I, =
{m'eP | o <nm}tUu{r}.
Richeson em [22] diz que

MN(f7P7<):{MﬂCS ‘ WEP}

é uma decomposi¢ao de Morse de S com filtragao de conjuntos de Morse N (P, <).

Defini¢ao 4.17. Seja f\ : X x [0,1] — X wma homotopia continua. Suponha que Sy e
S1 sao conguntos invariantes isolados para fy e fi1, respectivamente, e que My(P, <) € uma
decomposi¢ao de Morse de Sy e My (P, <) é uma decomposi¢ao de Morse de Sy. Dizemos que
Mo(P, <) e M1(P, <) sio relacionadas por continuagdo se existe uma cole¢io N (P, <)
tal que M (f, P, <) € uma decomposicao de Morse para todo X\, M (fo, P, <) = Mo(P, <)
e My (f1,P,<) = My(P,<).

Exigimos que relacao definida acima seja transitiva.
Apresentamos, a seguir, o Teorema 4.8 da continuacao de decomposicoes de Morse e o

Teorema 4.9 da continuagao de pares de matriz de conexao.
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Teorema 4.8 (Continuacao de decomposicoes de Morse, [22]). Suponha que f: X — X €
uma aplicacao continua de espagos métricos localmente compactos e S C X € um conjunto
invariante isolado com decomposi¢ao de Morse M(P,<). Entdo existe uma vizinhan¢a de f
na C°-topologia tal que toda f nesta vizinhanca tem um conjunto invariante isolado g, rela-
cionado por continuacdo a S, possuindo uma decomposi¢ao de Morse //\/lv(P, <) relacionada

por continuagao a M(P,<).

Teorema 4.9 (Continuacdo de pares de matriz de conexao, [22]). Seja X um espago métrico
localmente compacto e f, f: X — X aplicagoes continuas com conjuntos invariantes isolados
S e S, respectivamente. Se S e S tem decomposicies de Morse M(P,<) e M(P, <) que
sdo relacionadas por continuagio, entio CM(M(P, <)) = CM(M(P, <)).

Concluimos, no Corolario 4.6, que para estudar o conjunto de par de matrizes de conexao
de um difeomorfismo f : M — M, onde M é uma variedade compacta, basta estudar
o conjunto de pares de matrizes de conexao de um difeomorfismo fitted Smale numa C°-

vizinhanca de f.

Corolario 4.6. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo em um variedade compacta com decom-
posi¢ao de Morse M(P,<) de um conjunto invariante isolado f, entao existe um difeomor-
fismo fitted Smale fv em M, C°-préximo de f, e uma decomposi¢io de Morse M(P,<) de

um conjunto invariante isolado S de fv tal que

—~

CM(M(P, <)) = CM(M(P, <)).
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Conclusao

Este trabalho teve como foco o estudo do indice de Conley discreto e do par de matrizes de
conexao para difeomorfismos fitted Smale em variedades compactas, Difriyeqa(M ), pois, pelo
Teorema 1.5, estes sao densos no conjunto dos difeomorfismos em variedades compactas com
a C%-topologia. Deste modo, é interessante procurar uma caracterizacao do par de matrizes
de conexao para esta classe Difriyea(M).

Na Secao 2.4, fizemos uma analise comparativa das defini¢oes de par-filtracao e par-indice.
Este estudo ainda nao realizado na literatura levantou perguntas interessantes. Obtivemos
exemplos de pares de compactos que sao par-filtragao e nao sao par indice em uma determi-
nada vizinhanga e o caso contrario. No Teorema 2.13, definimos um par de compactos e uma
vizinhanga para os conjuntos A(k) de difeomorfismos fitted Smale que é ao mesmo tempo
um par-filtragao e um par-indice. Conjecturamos que o mesmo vale para conjuntos basicos

zero-dimensionais de difeomorfismos com conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico.

Par-indice

Par-fiiltragao

Exemplo 2.8

No Teorema 3.1, buscamos um método de calcular o indice de Conley de conjuntos basi-
cos zero-dimensionais usando a informacao dinamica contida em suas matrizes de estrutura
associadas. Obtemos esta relagao usando o indice de Conley homolégico reduzido.

No Teorema 3.2, o objetivo foi explorar esta caracterizacao matricial do indice de Con-
ley homoldgico reduzido de conjuntos basicos zero-dimensionais, utilizando a sua forma de
Jordan real. Uma pergunta que levantamos sobre isto é que se trabalharmos com conjuntos
bésicos zero-dimensionais que possuem estrutura de alcas hiperbdlicas, existird um conjunto

de algas minimal H tal que
tamanho de A™ < ntmero de alcas em H

onde A é a matriz de estrutura associado a H? Inicialmente podemos considerar quais ca-
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racteristicas sao refletidas na dinamica que geram matrizes de estrutura tais que o tamanho
de AT < 2. Na Subsecao 3.2, relacionamos invariantes dinamicos com a topologia da va-
riedade, pois a fungao Zeta restringe a existéncia de difeomorfismos com conjuntos basicos
pré-estabelecidos na variedade dada. Porém, a questao da realizabilidade ainda esta longe de
ser resolvida. Pode-se adotar a abordagem baseada nos Exemplos 1.2 e 4.9 para investigar

difeomorfismos fitted Smale em superficies.

No Teorema 4.7 provamos uma caracterizacao de pares de matrizes de conexao para
decomposigoes de Morse em conjuntos basicos zero-dimensionais, tal que temos a igualdade
dos indices de Conley homoldgico e cohomoldgico reduzidos nestes conjuntos. E provamos

que a classe

{f € Difpitea(M) | para cada 0 < k < n, A(k) = m f"(H(k)) é conjunto basico de f }

ne”L

satisfaz as hipdteses deste teorema. Permanece em aberto um resultado mais geral para
difeomorfismo em variedades compactas tais que os conjuntos A(k) contém todos os conjuntos

basicos de fndice k. O que achamos plausivel é que Y*(A(k)) seja conjugado &

+
Ay 0
+
* k,sk

onde A; ; € a parte nao-nilpotente da matriz de estrutura Ay ; do conjunto basico Ay ; de f
de indice k, para cada 7 = 1,...,s,. Deste modo, um par de matrizes de conexao poderia

ser caracterizado da seguinte forma

0 A(IH 0
0
* A0+
S0
1
1 A1+ O
* A£+
*
2
0 . AT
n k . A7;+
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onde para cada 0 < j < necadat = 1,...,s; tem-se que Af ¢ a parte nao nilpotente
da matriz de estrutura Ag associada ao conjunto basico A;;, isto é, teria a mesma forma
encontrada no Corolario 4.5.

Ainda muito pouco se sabe da matriz de conexao complementar a. Se considerarmos
uma matriz de intersegdo geométrica para A(k) como no Exemplo 4.9 do Apéndice busca-se
informagao dinamica da matriz de conexao complementar a.

Outro questionamento em aberto é sobre a escolha de decomposi¢goes de Morse que en-
globem mais de um conjunto basico e as indagacoes sobre a possibilidade de encontrar, desta
maneira, configuragoes tais que A(n’',7) # 0 e [a(7’,7)] # 0, 0 que implicaria na deteccao

simultanea de conexoes de grau zero e um entre os conjuntos de Morse M, e M.

No caso continuo existe um estudo da continuacao de matrizes de conexao usando recursos
algébricos como a matriz de transicao [11] e a sequéncia espectral [12]. No caso discreto,
podemos indagar ainda sobre os possiveis tipos de manipulagoes algébricas nos pares de
matrizes de conexao que poderiam gerar continuacoes.

Concluindo, a teoria do par de matrizes de conexao ainda tem muito a ser explorada
vide ao que ja foi feito para a matriz de conexdo no caso continuo. Ainda pode-se explorar
outras propriedades do par de matrizes de conexao que detectem outras conexoes que levem

a bifurcagoes como em [12].
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Apeéndice

Neste apéndice, apresentamos uma tentativa de generalizagao do Exemplo 1.2, [6], de cons-
trucao de um difeomorfismo fitted Smale, agora no bitoro, contendo dois conjuntos bésicos
de indice 1, e fazemos o cédlculo do seu par de matrizes de conexao para a decomposicao de

Morse em conjuntos basicos.

Exemplo 4.9. Considere o difeomorfismo fitted f no bitoro dado na figura a seguir, onde
f tem um ponto fixo repulsor A3 = {oo} em um disco deletado D, um ponto fixo atrator

Ao = {p} e é construido de maneira que as alcas {hq, ho} e {hs3, hy} formem conjuntos de

alcas hiperbdlicas para f.

Como a matriz de intersecao geométrica correspondente a f e ao conjunto de algas
{hb h27 h‘37 h4}

O = = O
S O = =
= =)
= =)
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nao é irredutivel, entao estd matriz nao representa um conjunto basico de f. Por outro
lado, temos que as matrizes de intersecao geométrica correspondentes aos conjuntos de alcas

{h1,ha} e {hs, hy} sdo, respectivamente,

01 11
Gl — e G2 =
11 11
e ambas sao matrizes irredutiveis. Portanto, A; = m f(hsUhy) e Ay = ﬂ f"(h1 U hy) sao

neL neL
conjuntos basicos zero-dimensionais de f de indice 1.

Logo, temos que os conjuntos basicos de f sao: {p}, A1, Aa, {o0}.

Neste exemplo vamos calcular o indice de Conley discreto destes conjuntos basicos e e
o par de matrizes de conexao (A,a) para a decomposi¢do de Morse por conjuntos bdsicos
ordenada pelo indice M(P, <).

Temos que M(P,<) = {M; = A;_; para i = 1,2,3,4} e 1 < 2 < 3 < 4, pois estamos

trabalhando com a ordem f-definida.

Como os conjuntos de Morse M; sao conjuntos basicos zero-dimensionais do difeomorfismo
fitted Smale f, pelo Corolério 4.4, podemos calcular os seus indices de Conley usando o

Teorema 3.1. Temos que

(Qvld)7 q= 0
(0,0), ¢#0

(Q,1d), q=2

Can(Ml) = { (0’0)7 ‘ # 5

e Coni(M,) = {

Como as matrizes de estrutura de My e M; sao, respectivamente,

11 0 1
11 1 -1

0 1)
, temos que

e AT =2e A =
1 2 (1 4

0 1
Conf(M,) = { (Q.21d), q¢=1 e Con?(Ms) (Q@Q’ ( 1 -1 )) ca=1
(0,0), q#1 (0.0) (41

Temos, pelo Teorema 4.7, que par de matrizes de conexao para esta decomposicao de

Morse tem a seguinte configuracao
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A2, )| AT 0 0

AB)| aB.2)  ap | 0

A4,2) A@4,3)| 1d

Como {1,2} e {3,4} sao adjacentes, podemos calcular as entradas A°(2,1) e A'(4,2)
usando as sequéncias longas exatas do indice de Conley cohomoldgico dadas na Figura 4.7.
Logo, A%(2,1) =0 e A'(4,2) = 0.

e 5 CHO(M) — CHO(Mys) — CHO(My) * 3V CHY(M,) — CHY(Mas) — CH(M;) — - -

[ | [ [ | [
0 Q Q Q Q 0

s CHY(My) — CHY(Msy) — CH'(Mz) © &Y CH2(My) — CH?(Mzy) — CH?(Mz) — ---

| [ [ | | [
0 QaQ QaQ Q Q 0

Figura 4.7: Sequéncias longas exatas associadas a {1,2} e {3,4}

Agora, vamos calcular as entradas AY(3,1) e A'(4,2) usando as sequéncias do indice de
Conley cohomolégico dos intervalos adjacentes ({1,2},{3}) e ({2,3},{4}) dadas na Figura
4.8. Vamos olhar inicialmente para a primeira sequéncia dada na Figura 4.8, temos que
Imd°(3,12) = Kerp; = 0 e Kerd°(3,12) = Imij, = Q, o que implica §°(3,12) = 0. Logo,
A°(3,12) = ( A°(3,1) A°3,2) ) =0 = A%3,1) = 0. Agora, olhando para a segunda
sequéncia da Figura 4.8, temos que 6'(4,23) = 0, logo A'(4,23) = ( AY(4,2) AY(4,3) ) =
0= Al(4,2) = 0.

o CHO(Ms) 8 CHO(Miag) 3 CHO(Mys) © 52 CHY(My) 55 CHY (Mysg) > CHY(Myo) * S CH2(My) — ---

I I I I I I I
0 Q Q QeQ QeQoQ Q 0

o CHY(My) B CHY (Mass) 2> CH (Mag) U CH2(My) 2 CH?(Mags) 3 CH?(Myg) — -
| | I | I |
0 QeQeQ QoQeQ Q Q 0

Figura 4.8: Sequéncias longas exatas associadas a ({1,2},{3}) e ({2,3},{4})
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S6 falta agora calcular a entrada a'(3,2). Para isto, observe que a?(3,2) : CHI(My) —
CHY(Mj3) ese q# 1, entao CHY(My) = CHY(M3) =0 = a%(3,2) = 0. Se ¢ = 1, entéo

a1(3,2): OHl(M2> — CHl(M3>

|
Q QaQ

e como A(3,2) =0, temos que

Xl(Mg) 0 1 _ al P B
( a1(372) Xl(M3) ) =a (23) —( (23)> X <M23> — 1 —1 (2)

Queremos saber se [a!(3,2)] = 0 ou [a'(3,2)] # 0. Temos que as matrizes

0 1 0 0 1
-1 0 e 1 -1 0
1 0 2 0 0 2

sao conjugadas, pois tem a mesma forma de Jordan. Logo, como

RN RN N,
a'(3,2) x'(Ms) 0 9 0 5 0 x'(Ms)
temos que [a*(3,2)] = 0.

A seguir, vamos calcular os indices de Conley de My, Mas, M3y, Moz € Mszs que foram

usados anteriormente.

N ) -
(N, L) é um par-filtragao para Mo

NLETz—DOOU{'}

Q, g=1
HY(Np)=4{ QoQ, ¢=1
0, caso contrario

(fp)°=1d e (fp)' = (} 1)
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Logo,

(Q,Id), ¢=0
Can(Mlg) = (Q? 2Id>a q= 1
(0,0), caso contrario

(N, L) é um par-filtragio para Ma3

Ny ~ Sty sty sty st

Hq(NL)_{ QeQeQeQ, ¢=1

0, q#1
0 1 00
o 1 -1 0 0
(fP)l = 1 0 1 1
0 0 1 1
°p
Logo,
0O 1 0
Qe Q, 1 -1 0 , =1
Comtaty — | @0Q00C q
1 0 2
(0,0), q#1
(N, L) é um par-filtragdo para Msy
NL ":T2
QaQ, ¢=1
HY(Np) =1 Q, q=2
0, caso contrario
upr=tae (et= (9 1)
p [ )
Logo,
0 1
(QEBQ,<1 . )) q=1
Can(M34) =
(Q, 1d), q=
(0,0), q#1



N ————

(N, L) é um par-filtracao para Miaz

N~ (Stvstvstvshu{}

Q7 qZO
Hi(Np)=¢ QoQeQaQ, ¢=1
0, caso contrario
0O 1 0 0
(fP)OEId € (fP)l = 1 -1 0 0
1 0 1 1
0O 0 1 1
p
Logo,
( (Qa -[d)v q = 0
0 1 0
Con?(Ma3) = QeQeQ, | 1 -1 0 L qg=1
1 0 2
L (0,0), caso contrario

(N, L) é um par-filtracao para Moz

Ny ~ bitoro
QoQoQaQ, ¢g=1
Hq(NL) = Qa q= 2
0, caso contrario
0 1 00
(fp)2 =1Id e (fp)l = 1 -1 0 0
N 1 0 1 1
0 0 1 1
p
( 0 1 0
QeQeQ, | 1 -1 0 , qg=1
Con?(Mazy) = 1 0 2
(Qa -[d)a q = 2
\ (0,0), caso contrario

Portanto, o par matrizes de conexao tem a seguinte forma
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0 Id 0 0 0

0 Af 0 0
1 0 0 AT 0
5 0 0 0 Id

Observe que mesmo existindo a conexao entre os conjuntos de Morse My e Ms, temos
que [a(3,2)] =0e A(3,2) = 0.
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