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0. NOTACAO GERAL

I =¢t0, 1]
IJ = [xj_l: Xj]: j = l, 2; ...,n
Hy = {v{x)Ecl(I)lv & um polindmio cubico sobre cada Ij,j=1,...n}
x'.-]_+ X, X h. _
iy = e J gy (- — , 3 =1,2,...,n; k = 1, 2, pontos de
] 2 2/3

colocagao(nds Gaussianos).

Lz(E): espago das fungoes u de guadrados integraveis sobre E

I

el = .Z. a, , para a = (o

o
i=1 i

17 Ggr ene an}

Hm(E) = {u € L2(E); a,la[ < m, Dau = LZ(E)} r m >0

ﬂu“zm = 3 “Dau"22
H (E) laj< m L° (E)
X,
1 J
.- . n n
(u, v) = uvdx = jgl(u, v)j = j§1 uvdx , produto escalar
3] xj—l

2
de L sohre I e Ij.

_ 1 2 _
<, v, = 2[U(Ej_l)V(Ele u(EjZ)V(Ejz}lhj : |u|j = <u, u>
n 2
<u, v> = j§1<u, v>j . Jul” =<u, uw> , produto interno discreto.

LZ(OJr T; Hm(I}): espago vetorial das fungaes u({x,t} tais que pa-

ra todo t € (0,T), u{x,t) € Hm(I), cuja norxma



- — 2
em Hm(IJ € uma funcaoc pertencente a L (0, T).

Lm(ﬁ,T; Hm(I)): espago vetorial das fungBes u{x,t) tais gue pa
m, .
ra todo t € (0, T}, u(x,t) € H (I), cuja norma

em Hm(I) & uma funcao pertencente a Lm(O, T).

iyl - 6 = Suplu{t)l 6 < ™
L (0, T;H (1)) DO<t<T H (I)
T
2 ; ' 2
fa = la (&)1 dt < =
t 120, 1; 58%m) £ w8 ()

0
Hg - {ue€ H3|u{0)=u(l)=0}

Hé(I) = {u € 7#7(1) |u(0)=u(1)=0}
1
fal 2, = (u') %ax

1
Hy

H,-interpolante de f£: polindmio de Hermite ciibico por partes que

interpela £ e f£f' nos nods xj,j =1, ...,n.



1. INTRODUGAO.

Nesta dissertacao estudaremos um método de colocagao desti
nado a resolver problemas de valor inicial ou de fronteira para equagoes
diferenciais, tendo por base fungaes polinomiais por partes. A
razao de se considerar colocagac com fungoes polinomiais por
partes é que a utilizacaoc destas fungoes oferece vantagens sig-
nificativas. A teoria & menos complexa e mais poderosa, pois. |,
além de envolver cilculos com matrizes que sao mais ficeis . .de
construir, permite melhores resultados de convergéncia e demons
tragBes mais simples do gque usando, por exemplo, peolindmios ou
fungoes trigonométricas [ 6 ].

0 método da colocagéo que utilizaremos aqui basicamente en
volve construir a solugaoc aproximada como uma combinagdo linear
de um conjunto conveniente de funcoes; os coeficientes desta
aproximagao sac determinades exigindo que a combinacac satisfa-
¢a a equacao diferencial em certos pontos, chamados pontos de
colocagao. Uma escolha possivel seriam os nds naturais; outra
escolha, gue enfatizaremos em nosso trabalho, sac os nds Gaussi
anos da partigao do dominio. Visto sob esta {iltima forma, o mé
todo € bastante conhecido pelos guimicos; de fato, o método da
colocagac tem sido utilizado de modo extensivo para  resolver
problemas de valor inicial e de fronteira, em uma e duas dimen-

soes, que surgem em reatores dinamicos e outros sistemas [ 3 ],



Na primeira parte deste trabalho nos propomos a desenvol-
ver Nnogoes gerais sobre o método da colocagao, envolvendo apli-
cacoes simples, visando fortalecer a idé&ia b&sica do mesmo; tam
bém, uma relacao com o mEtodo de Galerkin sera estabelecida e
alguns resultados de convergéncia serao incluidos.

Na segunda parte desta dissertagac, o nossc objetivo sera
aplicar o método da colocagdo a um problema parabbélico naoc 1i-
near; faremos isto de maneira, detalhada, incluindo uma analise
da convergéncia e alguns esqguemas de discretizacao na variavel
temporal visando a implementagao futura.

Finalmente, analiéaremos guestoes diretamente ligadas ac
aspecto computacional, isto &, escolha da base, como obter a ma
triz de colocagao{por elemento e global), solugac do sistema 1li
near, exemplos numéricos especificos para ilustrar a eficiéneia
do método e Sugestoes para a implementagao na fdrma de algumas

subrotinas que serac detalhadas no final desta terceira parte.



2. O METODO DA COLOCACAO

2.1 INTRODUCAQ: Nos {ltimos anos,estudiosos tém demonstrado que

o método da colocagao & uma técnica eficiente para aproximar a
sblugéo de problemas,envolvendo equagoes diferenciais. A idéia
b&sica do método pode ser explicada brevemente. Vamos supor que
estamos procurando uma solugao para um problema gue envolva a

seguinte equacao:
L{u) = £

onde L € uma operador diferencial. Inicialmente escolhemos um
espago de dimensao finita P, chamado o espago das-fungaes de for
ma , e uma base {Z;, 25, «.., Zyl de P. O método da colocagao
consiste em encontrar uma aproximagao para u da forma:

N
(2.1.1) U, = Z a.2Z

. 4

il
H
N
=
"
]
0

onde os coeficientes desconhecidos aj, J

determinados de tal modo gue:
L Oy(x) = £(x;), 1 <i <N

onde Kyr Ko weey Xy sao N pontos distintos pertencentes a
um dominio D para os quais os termos de {2.1.1) fazem .senti-
do.

Se esta fungao Uy existe dizemos que ela "coloca" f(x)



nos pontos Xy, Xy, ey Xy € 2 chamaremos de aproximagao por
colocagao para u no espago P.

Em problemas de evolucao os coeficientes aj sao fungles
da variavel temporal, isto &, aj=aj(t) ao passo gque os elemen-

tos da base sao funcoes da varidvel espacial, isto & ,

Z.=7.(x), ji=1, 2, ..., N.
3745 ) J

A idéia de procurar uma solugao aproximada come uma combi-
nagao linear de fungoes linearmente independentes para resolver
problemas envolvendo equagOes diferenciais nao € nova. Ela foi
proposta pela primeira vez por Galerkin em 1915. O que & novo e
tem tornado o método da colocagao mais eficiente & a escolha do
espago P e a construgao de bases apropriadas. Um exemplo im-
portante, por suas aplicagoes nao sb no método em guestaoc como
também em outros métodos numéricos de solugiao de equagoes di-
ferenciais e aproximag¢ado de funcgles, € o espago P das fungoes
polinomiais por partes. Neste caso as fungoes da base sao es-—
colhidas com suporte compacto, istoc &, elas'se anulam fora de
um subintervalo "pequeno". Tal base & chamada uma base local. O
método da colocagaoc com um espaco de fungaes polinomiais + por
partes, uma base local e escolha convenlente de nds produz uma
aproximagao cuja convergéncia para uma solugao u suficiente~
mente suave €& de ordem superior. Além disto, esta associagao da
origem a um sistema de equag¢oes(linear guando ¢ operador L  o©

for) cuja matriz & esparsa. Esta caracteristica tem . vantagens



computacionais; na literatura especializada recente podemos
constatar a importancia e eficiéncia dos métodos numéricos des-—

tinados a explorar esta esparsidade.

2.2 UMA_APLICAQ@O SIMPLES: Consideremos © seguinte problema de

valor de contorno

[Lu - w" - o(x)ulx) = £(x), x € [0, 1] ,
(2.2.1)

og{x} >0 e continua em [0, 1].

Seja P o espago gerado pelas funcgoes

r 3
(%%, .5) ’ X € [x5 oy %541,

. 3 2 Ty 2 3
h™+3h™ (x-x,; ) +3h (x-x%, _4) —3(x—xi_l) » xE[x,_5.x)

_ 3 2 _ ~ 2_ 83
B; (%) e B HIRTRy 3R, X T3 (g R T, XEE X,y ]
(x —x)3 xE[ % X ]
i+2 A T S I I
LO, se x# [xi_2, xi+£
-“para i =0, 1 ., N "onde h = i e x X, .. X.. sao
P - 1 | F f N 0! l; - r N
,N+1 pontos em [0, 1] tais que 0 = X < xl < ,..< Xy = 1. Na

definicao acima usamos também quatro pontos adicionais satisfa

zendo:



Ohservemos gue:

Bi(xj) =

0 grafico

s5e

se

5

de Bi(x)

e X427 Fys1T X -

j = 1i-1 ou j

j =i+2 ou j

da forma:

(:“- |l'|]

{42

Além disso, estas fungoes sao duas vezes continuamente diferen-

ciaveis apresentando os seguintes valores:

TABETLA I
Xi-2 *i-1 *y vl 142
B, (x) 0 1 4 1 0
3 . 3
B’ 2 2
D) 0 z 0 Z 0
BY (%) 0 ~6—2 - % §2 0
h h h

Fungdes como estas sao conhecidas como fungoes splines

e



desempenham um importante papel em muitcs problemas de aproxima
gao e interpolagéo. Em particular, a base que acabamos de defi-

nir € conhecida como B-splines ciibicos.

Retornandc ao problema inicial,tomemos como base para P os

B-splines acima introduzidos. Assim,

LUN(X:.L) = f(Xl) ' 0 < i <N f
(2.2.2) <
[ug(0) = gy

L

i
o

H
define um sistema de equag6es cuja matriz € chamada matriz de

colocacac e denotada por Cy = (cij), -1 < i, j < N+L.

Em Cg a primeira e a Gltima linha surge dos coeficientes

das condigoes de contorno U (0) =0 e UL (1) =0, respectiva
mente, enguanto as N+1 equagOes interiores vém de exigir-
mos que:

= =R" — - | |
5 LBj(xi) Bj{xi) c(xi)Bj(xi), 1<j<N+1, 0<i<N.

Mais especificamente,

r

N+1
UN(D) = j=§l aij(O) = a_l+4ao+al: o ,
(2.2.3) ﬁ
N+1
= . B . = =
Uy (1) 5223 aJBj{l) ay_qtdagrag 1= 0,

onde os valores de Bj(xi} sac dados pela tabela T.

Para encontrar as outras linhas da matriz CN utilizamos no °



vamente a tabela I a fim de avaliar cada cij nos nos da parti-
cao. A seguir, substituimos estes valores nas equaghes de colo-
cagao(2.2.2) e multiplicamos por h2 para obter as N+l equagoes
lineares

2 2 2 ) .
(2.2.4) {h oi—G)ai_l+(4h Ui+12)ai+(h ciﬂ6)ai+l— h f(xi); 0<i<N.

Cbservemos que (2.2.4) & um sistema linear com N+l equa~
¢Ooes a N+3 incégnitas. Eliminando a_q da primeira equacao de

(2.2.4) : ;

2 2
+12)a0+(h 00”6)6 = -h f(xo)

2 2
(h UO 6)aﬂl+(4h g 1

0
e da primeira eguagao de (2.2.3):

a_l+4a0+al =0 '

encontramos

(2.2.5) 36a, = —hzf(xo).

analogamente, eliminando ag, 1 da {ltima equacao de(2.2.4)

e de (2.2.3), obtemos
(2.2.6) 36a, = ~h2f(xN).

Juntando (2.2.5) e (2.2.6) com as (N-1) restantes equagoes

de (2.2.4), teremos o sistema de N+l eguagoes lineares
(2.2.7) Ay = b
a N+1 incognitas yr(ao, A1y weny aN)t com o termo independen=-

te dado por:



_ w2, t
b = -h"(£{xg), £(xy), ..., Tx)) .

E imediato que se o(x) > 0 a matriz dos coeficientes

36 .0 0 0
2 2 2
’ " s\lh Ul+12\h B
0 n’o, 6 an’s, +12 1o, 6 0
i i i
$ \
AN 2
h oN_l—6
0 0 0 36
€ estritamente diagonalmente dominante e portanto nao - singular

pelo teorema de Gershgorin [ 1 ].
Logo, o método da colocagac aplicado a {(2.2.1), usando uma

base de splines cibicos tem uma dnica solugac UW(X) dada por:
L

UN{xJ = aHlB”l(X}+aOB0(X)+.'-+aNBN(X)+aN+lBN+l(X}.

£ possivel mostrar que o erro da aproximagao na norma do ma
. - 2

ximo € da ordem de h™ [ 3 1.

Considerando a mesma norma € a mesma base, © méteodo dos ele

- “ . 4
mentos finitos fornece uma ordem de convergéncia de h .Deste pon
to de vista, o método de Rayleigh-Ritz & mais preciso. Embora os
- x @ L) -

resultados teoricos favorecam o método dos elementos finitos, aa

pratica experiéncias computacionais indicam igual preci-
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sao.  Alguns fatos justificam estas vantagens do método da co
locagao. Em primeiro lugar,0 calculo dos elementos da matriz de
colocacgao envolve simples avaliagoes de fungoes nos nds, a0 pas-
so que, no método dos elementos finitos,este calculo exige avalia
goes de integrais que sao usualmente aproximadas numericamente.
Em segundo lugar ,a matriz de colocagao é tridiagonal enguanto
a matriz’ que surge pela aplicagac do método de Rayleigh-
Ritz & de banda sete.

UmaifOrma de tornar o método da coloca¢ao competitivo em
termos tebricos com o métode dos elementos finitos & escolher
como base fung¢oes splines de grau superior. Isto nem sempre &
uma boa pratica se considerarmos a complexidade computacional
envolvida. Entretanto, para problemas do tipo que estamos tra-
tando aqui, a utilizacgao de colocagéo com splines guinticos for
nece uma ordem de convergéncia de h4 onde a matriz de colocacgao
& de banda cinco e os cé@lculos envolvidos sao ainda muito mais
simples do gque agqueles originados pelo método dos elementos fi-
nitos com spline ciubico.

Uma teoria geral sobre existéncia e analise do erro para o
método da colocagao aplicado a equagoes diferenciais ordinarias
de ordem m, tendo come base fungoes polinomiais por partes, &
desenvelvida em Russel e Shampine{1972) e Prenter(1975). O mé
todo de prova que .ddotaram utiliza a nogao de funcao de Green

associada com o operador diferencial.
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2.3 COLOCAQﬁOxORTOGONAL: OCutra forma de acelerar a razac de

convergéncia do método da coleocacgao a fim de comparid-lo favora-
velmente ao método dos elementos finitos & colocar nos nds Gaus
sianos da particao.

Sob este aspecto,o método & conhecido na literatura  espe
cializada comc método da colocagéo ortogonal. Do ponte de vista
experimental sua utilizagao principalmente na Engenharia Quimi-
ca & muito ampla. Por exemplo, para problemas relacionados com
reagoes guimicas apenas o método da colocagao & factivel, visto
que outros métodos requerem avaliacoes de complicadas integrais
envolvendo fungoes exponenciais [ 2 ],

Existéncia, unicidade e estimativa do erro para colocagao
ortogenal em uma dimensao usando splines foi apresentado pela
primeira vez por -C. de Boor e B. Swartz (1973)f 13].

A fim de mostrar uma aplicacao simples do método, consi-—

deremos novamente o problema de valor de contorno de segunda or

dem;
Tu{x) = u"(x)-o(x)ulx) = f(x) , 0 <x<1
(2.3.1) - -
u(0) = u(l) =0 ’
L
onde o{x)} > 0 € continua em [0, 1]. Seja

il
-

T:0 = XO < xl < vaa < XN

uma partig¢ao de (0, 11 , com h; sendo o tamanho do subinterva
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loi, i =1, 2, ...N.
Consideremos uma das férmulas de integragao numérica bas-—

tante Util, a regra de quadratura Gaussiana para dois pontos

X,
i
hi _ ~ .
3 g(xil)+g(x12)] - g(x}dx
i1
onde
. -
= h, ]
il = x,_,+ |1 - =k
2 3
- - hy T4
(2.3.2) iy = X, -+ — 1+ =
iz _ 7i-1 5 /3
hy = x; = % _q , i=1,2, ..., N
Observemos que os elementos X i=1, 2, ..., N, k=1, 2

definem uma nova particgao L

Tr Xeo€ o€ i€ F een %€ %= %< -
Ti X< Xpp< Xy < Xgy XN1€ Fgo© Xy K< venX Xou
cujos nés serao chamados nds Caussiancs de 7.
Nosso objetivo & colocar f(x) nestes 2N nds Gaussianos.
Isto exige 2N fungoes splines linearmente independentes

{Zj(x):l < j < 2N} . para as quaiS'a'matriZ'LLZ(gi)] =‘3ij- ,



1<i, J<2N & nao singular.

A escolha natural & o conjunto dos polinOmios de Hermite
cibico por partes com nés em 1w satisfazendo &s condigoes  de
contorno.

Em particular, consideremos a seguinte base:

3 2
=2 (x=x, _4) 3(x-%;_4) X; 1 % <%
3 L TR
h h
2(x-x)°  30x-x,) >
n 12
LO ' x ELx; 1, Xy
l <i <N-1 ,
(k-x, )% (x-x,) <
e ] X=X ' X g S X <%
2
Yo o= < (xmx) (%, -x) 2 X, < x < x
iz i’ R4l ' § SX 2R
2
O ! X g[xl_‘l’ Xi+l] r
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Notemos gque de fato cada uma destas fungées satisfaz as
condigoes de contorno

¢, (0) = ¢, (1) = fJO) =¥, (1) =0

Vamos reenumera-las. Seja
¢
Y. 4 _ , i=1,3,5,..., 2N+1

2
Zi(x) <

¢s , i=2,4,6,..., 28-2.
2

Entéo,r

[¥gr 000 Y0 Oy Yoo wovby gy Yoy Yol=18. 2,002 )

. 2N
Consideremos P o espaco gerado pelas {Z,}

17i=1 °

Buscamos UN(X}=alZl(x)+a222(x)+..

+a2N22N(x) resclvendo as
equacgoes de colocagao

. 2N )
LUN(Xi) = jél ajLZj(xi) =

onde xl < x2 < ... % sz

£(x;), 1 <1 <2
sao os nds Gaussianos da particgao.

E possivel demonstrar que a ordem de convergéncia da solu-
¢ao aproximada

- 4
UN e de h [ 3].
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0 métcdo pode ser generalizado para equagoes diferenciais
ordinirias de ordem m. Neste caso, devemos introduzir m nos
Gaussianos associados ds m raizes do polindmio ortogonal  de

grau m em cada subintervalo [xi xi] da particac inicial

.—l'
de {0, 1]. Usamos entac, uma base de polindmios Hermite por par
tes pertencentes a Cm_l[O, 1] gue sac de grau 2m~1l em cada
subintervalo e satisfacam &8s condigoes de contorno  associadas
com © operador diferencial.

{m)

Se f & continua por partes em [0, 1] pode ser mostrado
que a ordem de convergéncia & th.

0 método da colocagéb ortogonal também pode ser  aplicado
com sucesso a equacoes diferencials parciais,produzindo uma or
dem de convergéncia superior e competindo,desta forma ,favoravel
mente ,com elementos finitos.

Prenter and Russell [ 41 demonstraram, sem utilizar a
nogao de funcoes de Green ou mesmo andlise da matriz, gue o mé-
todo da colocagéo ortogonal com Hermite bicibico numa grade re-

tangular fornece uma esquema de quarta ordem para aproximar . a

solugac u(x,y) da equagao diferencial parcial elitica
Lu=—Dx[P(x,y)DXu(x,y)]—Dy[g(X,y)Dyu(X,y)]+C(x,y)U(X,y)=f(X,y)

com uf{x,y)=0 em 3R, R um retangulo.
Neste caso, os nds Gaussianos em cada subretdngulo

Ex. 1 %, 01x[v. 1, ¥.] sao os pontos
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Xiar Y520

onde x, € §jk sao definidos como em (2.3.2) -
Mais ' recentemente ' (1984) Dyksen, Houstis, Lynch and
Rice [ 5 ] estudaram a performance dos métcdos de colocagao e
Galerkin tomando Hermite bicbico como base, considerando o
mesmo problema acima. Os sistemas lineares gue surgem pela apli
cacao destes métodos foram resolvidos por métodos diretos. As
medidas de coﬁparagéo foram o tempo de computacao para atingir
uma precisao de trés digitos significativos e a memdria uti-
lizada. 0s resultados a que chegaram, apds uma andlise de
dezoito problemas foram:
1. A quantidade de membdria requerida & a mesma;
2, Colocacao reguer menos tempo de computacac para atingir trés
digitos de precisac nos pontos da grade. A conclusac final &
gue no contexto considerado e com as implementagaes que fizeram
dos métodos, colocagao € sensivelmente melhor gque Galerkin para
os aspectos 1. e 2, citados acima.

Em problemas que dependem do tempo o método da colocagao &
aplicado. no dominic das variaveis espaciais e da origem a um
problema de valor inicial para um sistema de eguagoes diferen-
ciais ordindrias. A implementacdc de tal problema & feita por
um método de discretizacao da varidvel temporal, conhecido como

colocacdao no tempo discreto e a aproximagao resultante & chama-
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da de aproximagao por-c010cag§o no tempo discreto. NoO proximo

capitulec analisaremos um problema deste tipo.

2.4 UMA RELACAO ENTRE COLOCACAO E GALERKIN: Uma forma de rela-

cionar Galerkin e Colocagao & através de esquemas de guadratura
numérica.
Em particular, consideremos um espaco PN de dimensao fini-

ta e uma base {2z yA ey, ZN} de P,..

1 a7 . N
Vamos supor gque estamos procurando uma solugéo para um pro

blema que envolve a seguinte equagao:

u = f .
O método de Galerkin consiste em encontrar uma aproximagao

para u da forma

N
U.(x) = .E. a.Z.(x)
N 3= 733
cujos coeficientes aj, j=l, ..., N sao determinados resol
vendo o sistema linear
N
(2.4.1) 53 (L2, . Z)a, = (£, Z) , 1<i<N
onde
(£, g) = fx)gi{x)dx

E
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& o produto interno usual em L2(E}, E um dominio gualguer em

Rl ou R2.

Se L & um operador diferencial usualmente o que se faz &
integrar o lado esquerdo de {2.4.1) por partes substituindo a

integral pela forma bilinear a(zj, Zi).

Vamos proceder, entretanto,de uma forma diferente. Ao in-

vés de integrar por partes, usamos a guadratura numérica

N
glyldy = .2, gly)w; :
E
onde  Yi, Y, +ser¥y sao N pontos distintos de E e os wls

sac constantes determinadas pelo eSqﬁema de aproximacao gue @i
origem & regra.
Assim, temos:
N
LZ. . Tz .
Zj(y)Zl(y)dy K21 LZJ(Yk)Zi(yk)wk

E

N
f(y)Zi(y)dy Rz kgl Zi(yk)wkf(yk),

i

Obtemos entao, um sistema de egquagdes
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t - -

(2.4.2) ByDyCy & = ByPyf

cnde
By = (2, (v )) '
Dy = diag(wk) ’
£ = (£, ...,fN)t , £ = £y,
- t
a = (al, ...,aN) .

Deste modo, quando B & nao singular, o = sistema de

N

Galerkin completamente discretizado & equivalente a

_ N
' U = .2 a.Z.(x a solucao para (2.4.2)
Seja N(X) 52 525 ) ¢ac p

" Se os errcs da quadratura forem suficientemente peqguenos,

t - — . - -
BNDNCN € nac singular e o erro para esta solugao UN(X) de

Galerkin discreto &€ praticamente o mesmo que para a Solugéo por

Galerkin UN(x}.

Além disso, desde gque as matrizes sao gquadradas, a nao sin

gularidade de BNDNCg implica a nao singularidade de Cﬁ, poOTr—

o

tanto de CN.



a =f & equivalente a

=2

Assim, C

LaN(yk) = E(yk) ’

m

e portanto, ﬁN(y) a solugao por colocagao.

Logo, pelocs argumentos acima temos a equivalencia entre

métodos da colocagao e Galerkin discreto.

20

oS
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3. APLICACAO A UMA EQUAGAO DIFERENCIAL DO TIPO PARABOLICO

3.1 INTRODUCEQ: Nos Ultimos anos equagoes de difusao nzo linea

res tém chamado a atencao da comunidade matemdtica, fato este
que reflete o crescimento na amplitude e importancia de suas
aplicagoes., Tals equagoes surgem em modelos matemiticos de um
grande numerc de fendmenos fisicos,bioldgicos e sociais . gue
ocorrem em &reas como dinamica dé populagéo} tecria de reatores
quimicos, etc.

Como ilustragao, consideremos um modelo de pesca no  qgual
a distribuigao espacial e a movimentacao dos peixes sao levados
en consideragéo[ 10 1. Imaginemos que a margem seja retilinea,
chamemes x a distancia do ponto em andlise 3 margem e u(x, t)
a densidade da populagao de peixe em’ x no instante +t. A equa

cao diferencial parcial que representa um modelo de crescimento

e difusao da populagao €&:
2 .2
(3.1.1) du _ g du + Flx, u) (0 < x < 8§}y ,
R~ =S

onde F(x, u) & a razao de crescimento natural da populacaoc na
distancia x da margem, S denota o contorno do habitat da popu
lacao e o> & o coeficiente de difusao.

A equagao(3.1.1) & uma equagao diferencial nao linear do
tipo parabdlico; equagoes comc esta € gue passaremos a analisar.

Consideremos a equacac diferencial parabdlica
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2
(3.1.2) C(x,t,u)%%=a(x,t,u)§—%+b(x,t,u,%g),0<x<l,0<t£T,
~ ax x

sujeita & condigao inicial,
(3.1.3) u(x, 0) = £(x) , 0 <x<1 ,
e ds condigoeés de contorno,

(3.1.4) u(0, t)=gy(t) , u(l, €)=gy(£) , 0 < & < T.

Vamos assumir a condigao de estabilidade,
(3.1.5) O<m<c(x, t, u)<M ; mia(x} t, W< M < , Dbara
0 <x<1, 0<t=<T e —® < p < e,

Procuramos a solugac numérica de (3.1.2)-(3.1.4) pelo méto
do da colocagao para o caso particular em que a solugao aproxi-
mada € um polindmio de Hermite clibico por partes na varidvel es
pacial x para cada tempo t. Mais precisamente, consideremos

a particao do intervalo I=[{0, 1]: O = Xg < xq < ...<xhi 1, com

h, = x.-x. e I, =[x, x.}.
] J-1 3 j-17 %]
Seja,
Hy = {v=v(x)€ Cl(I)/v € um polincmio cibico sobre cada

T.

Jf j =l; -\on}n
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Buscamos uma aplicagac U:[0, T+ H tal que U seja uma

3
aproximag¢ao para a solugaoc u de (3.1.2)-(3.1.4), 0 < £ < ¢p ,
no sentido gue mais tarde definiremos.

Uma base para H, pode ser construida a partir das fungeoes,

3

1 - 3x2 + 2x3 , 0 <x <1,
Vix)< 1 - 3x2.;‘2x3 , -1l <« x <0,

0 ' le > 1,

2

x{(1-x) ’ 0 <x <1

. . 2
S{x)< x{1+x) ' -1 <x <0

0 . dx] > 1

De fato, tomemocs

{ Viex)/mg gl x 2 ox ,
Vj(x) = <
Vv HXij)/hj] ’ X < Xj ?
hj+l S[(Xﬂxj)/hj+l] ;. X > Xj
Sj(x) = <
kpj S[(x—xj}/hjl ' X < X:y J=0,1,...,n

Entao,
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v

Hy=Span{V,, 8 L S, e a dim(Hy) = 2n+2 .

of ¢

pPortanto, necessitamos de 2n+2 relacOes para cada tempo t
para especificar a solugao aproximada U(t). Duas destas condigoes
podem ser obtidas das condicodes de contormo, isto €, os coefi-
cientes de Vp e Vv, sao dados por gO(tJ e gl(t), respecti
vamente. O método da colocacao exige que as relagoes restantes
sejam obtidas fazendo com que a equagao diferencial seja satis-
feita para 2n pontosi Uma vez que existem n intervalos Ij’
devemos seleciocnar dois pontos em cada um deles.

Como a escolha dos pontos de colocagao € critica na obten-
¢ao da ordem de convergéncia vamos escolh&-los como  sendo as
imagens afim das raizes do polindmio de Tegendre de grau 2.

sejam -1/¥3 e 1/V3 os zeros do polindmic de Legendre
Pz(x):(3x2~1J/2 e consideremos a transformacac afim L(E)=Atf+B
definida em [-1, 1] e com valores em {xj_l, xj], satisfazendo,

L(—l)=xj_1

e L(l):xj. Entao, temos:

L{-1)= —A+B=xj_l

L(l):A+B=xj

Portanto, 2B=xj_l+xj , B:(xjﬂl+xj)/2

A=xj-(xj_l+xj}/2 ' A=(x.~xj_l)/2

2
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HKa—X. . +x

. I §-1"% X517y }_1_1
Assim, L(E)= — B+ ou L(&)= + —F,

L4

2 2 2 2

Logo, os pontos de colocagac sao dados por:

X, qHX. P
(3.1,7) Eig= A= d 4 -1t —, §=1, 2, ...,n,k=1,2.
J 2 2/3

Deste modo, o método da colocagac fica especificado pelas
equacoes (estamos suprimindo parcialmente a escrita das varia-
veis independentes x e t):

2
. 2Uu 3. U au _
\(3.1.8} {C(U) —é-'_l—_.' - a(U} —8';2- - b(U, -é;c')] (‘Ejk; t) - O ’

j=1, 2, ...,n , k=1, 2 , U{0, t)=g0(t), U(1, t)=gl(t} ., para

E necessario, ainda, especificar condicao inicial para U ;

. . - . 1 - .
a maneira mais facil de fazer isto se £ € ¢ (I) é& considerar

U(x, 0) como o H,-interpolante de £, isto &€ U(x, 0) e

3

%%(X, 0) interpolarem f e f' nos nds naturais o respecti

vamente,
Neste capitulo analisaremos a convergéncia da solugao U de

(3.1.8) para u, 1iste €, demonstraremos gque existe uma constante
P Y r q

C dependendo de u e de suas derivadas tal que

a0

lu - ull - <cn?, n=maxn, :
L (0, T; L (1)) i 4
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se U{x, 0) for escolhida como indicamocs acima.

Observemos que em vista da hipbtese (3.1.5) podemos dividir
(3.1.8) pelo coeficiente a(x, t, u} sem perda de generalidade,
uma vez que a aritmética permanece inalterada. Portanto, dora-

vante assumiremos que
a{x, t, u) =1

Também assumiremos gque go(t)zgl(t}zo pela modificag¢aoc de
b e ¢, ogue € irrelevante computacionalmente, mas ttil na
analise que h& de se seguir.

O espago dos polinomios de Hermite clibico por partes Hy

também pode ser utilizado no método de Galerkin da mesma forma
que no método da colocagac, produzindo uma precisao da mesma
ordem, isto &, o (h4), Assim, alguma comparacac entre os dois
métodos poderia ser realizada. Praticamente, o método da coloca
cao & sensivelmente mais fépido no computador do gue Galerkin ,
considerando a mesma partigac, pois, nao existem guadraturas pa
ra serem calculadas no métedo da colocagac e além disso, existem apenas
quatro coeficientes nao nulos em quaisguer das 2N equagoes gera
das por (3.1.8), enguanto existem seis no caso de Galerkin. Pox
tanto, reseclver o sistema algébrico que resulta da discretiza-
cdo no tempo € mais simples por colocagao. Entretanto, os argu-
mentos que serao apresentados aquiaexigem mais suavidade para u

nc método da colocagao do que €& exigido para o método de Galer-
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kin a fim de obter a razao de convergénecia pretendida.

3.2 NOTACAO E ALGUMAS DESIGUALDADES: Todas as funcoes a serem

consideradas para O gue segue sao de valores reais. Seja E um

aberto qualguer do Rp, o espacgo Buclidiano n-dimensional ;

x:{xl, %o ...,xn} € E. Designemos por L2(E) o espag¢o das fun

coes u de quadrados integraveis sobre E, isto &,

(3.2.1) ai®, = lu|%ax <
L (E)}

- 2
Associado a norma (3.2.1) temos o produto escalar em L (E):

(u, v) , = ux)vix)dx.
L (E)

Definimos o espac¢o de Sobolev’ H'(E) de ordem m(m > 0)
F
sobre E como o conjunto de fungoes u € L (E) tals gue todas
as derivadas parciais p%u(no sentido de distribuicao) , com

2 . -
fo| < m, pertencem ao espago L (E}, isto €&,

(3.2,2) Hm(E)::{ueL2(E)/DaueL2{E), v a, |al< m}, onde ,
al+a2+ ...+an
p%= 2 a={a a o}
o a d 1° 27 Tt i¥p d
TP
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Ialza +a +...+an

172

Nestes espacgos podemos considerar
1
2 2
(3.2.3) Ml = z  Ip%ul ; muni

H(E) \ o< m i@/’

do desta norma HWE) & um espaco de Hilbert [ 7 }.

Em nosso caso, E={0, 1l}. Assim, indicaremos © produto esca
i

lar de ZL2 socbre 1 e Ij cComo segue:

X,
1 n n [ 3
(3.2.4)y (u,v) = uvdx= jgl{u, v}j= jgl uvdx
0 s-1

E conveniente, :ainda, definir o produto interno discreto:

_1 20
(3.2.5) - <u,v>j—2[u(gjl)v(ijl)+u(£j2)v(€j2}]hj, |u[j <u,u>j
e

(3.2.6) <u,v> o= (Eyj<m,visoo, |2]“ = <u,u>.

2 .
Representamcs por L (0, T; Hm(I}Jo espago vetorial das fun

coes u(x,t) tais que para tedo t€(0,T) a fungao u(x,t)en™ (1) ,
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cuja norma em H"(I) & uma fungaoc pertencente a L2(O,T).

De medo andlogo definimos Lw{O,T;Hm(I}}como espago vetorial
das fungoes u{x,t) tais que para todo t€(0,T), ulx,t)eg™ (1) ,
cuja norma em H'(I) & uma fungao pertencente a LO(0;T) . -

Entao, podemos definir as seguintes normas sobre estes es-—

pacos:
(3.2.7) Il - 5 = suplu{t) ! 6 < o
L {(0,T;HB {I)) 0<i<T H (I)
T
(3.2.8) g, 17 = | ra, (£)17° dt < w
: £ 2 Sy 6

2 (0,7;u% (1)) 5° (1)

0

No decorrer desta dissertacgao K denotard uma constante ge-
nérica com valores diferentes possiveis em diferentes contextos.

0s lemas que apresentaremos a sequir fornecem desigualda-
des que serao Uteis para a anflise do erro em paragrafo subse
gquente.

LEMA 3.2.1(desigualdade de Gronwall). Se as fungoes f£(t)
e g(t) s3o naoc negativas definidas em [a,b] , e seK >0, entao a
desigualdade

t

{i) g{t) < K+ J fjs)g{s)ds,
a

o
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t
Jf(s}ds
a
(i1) glt)< X e
Demonstracao
De (i) temos
g(t)£(t) < f£(t). Integrando de a até t,obtemos

-t

K+ff(s)g(s)ds
d

t t

gn[K+[f(s}g(s)ds]—£n(K)i J f(s)ds. Isto acarreta

a a
t
t Jf(s)ds
a
(iii) K+ |f(s)g(s)ds <K e
a

Portanto, de (i) e (iii) temos o resultado.

As demonstragoes dos lemas seguintes sac consequéncias

aplicacao das definigoes do produto interno discreto(3.2.5)

UNICAWM?P
PIBYLIOTECA CENTRAL

da
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(3.2.6) e da desigualdade de Schwartz.

LEMA 3.2.2, Para todo £ e g em H3 ;

1
1 N 5
e N —(F 1y 1 i m
<£", g>=(f'_ , g'}-f'g 0+ 1085 jzl fj 95 hj
onde f. € o valor(constante) da terceira derivada de f em Ij'
Demonstragac. E suficiente considerar apepas um intervalo de

comprimento hl’ uma vez gque o0s termos da fronteira se anulam

na soma sobre os intervalos.

Sejam
3 i 3 i
£(x)= ;Z, a;x e gix}= ,Z, b.x" . Entao,
by hy

1
0 0

_<f"’g>l= -f"g dx - <6a3x; b3x3>.+ 6a3b3x4dx.

Avaliando os dois ltimos termos do lado direito da expres-

sao acima obtemos:

h
1

3 4 .
—<6a3x, byx >t 6a3b3x dx = 755G £ gt assim,

0
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hl :
— fll > — flr d ._h-_l'_ﬂ f”I 1t
RS 9 T 1080 g
0

_<fnfg>l=(f‘\'gl) — fig 4+ 1 £ glll .

1

Por homogeneidade temos o resultado. =

LEMA 3.2.3. Para f € H3 ’

~J
g%}
O

max < ———— > = LY

N
) 1 woom L5
—— % 2 N
(1) 1080 ., fj 95 hj _-§.§lnf{u 5 gt
J ) Jorer. Lo(T.)
J J
1 % 1 %
<2} [(e")%ax (g") “ax :%Hf" It
3 H H

0 0



33

f,g € H3 ; onde
1
112 =) (enfax e H(T)={£eH" (1) |£(0)=£(1)=0).
H
0
0
Seja HO

3 © subespago de H, consistindo das fungoes

que
se anulam em x=0

e x=1.

0

ILEMA 3,2.4, 3 entao

Se f € H

PELY. < - <£",£> < 5 IE1°

1 1-

Demonstracao. E uma consequéncia imediata da aplicagao do lema

(3.2.2) e da estimativa

(i) .

]
LEMA 3.2.5. pPara f € H3 ’
N
, . _ . oy 1 S m w5
<£hygt> = (£',9') - =53 jzlfj 95 Py
e .
£ < e
Hy

Demonstragao. A primeira parte segue um argumento andlogo dque-
le do lema 3.2.2.

o



A outra parte do lema € consequéncia de

N

' vy — 2 2 1 s el 2 30
<f',f'> = £77 = HfifHl 55 321 (fj ) whj
0
e, portanto,
(ii) Efrlziufnzl , £ € Hy
Hg
1
ILEMA 3.2.6. Para f €H ;
bel 2+ g]% s Loug .
. b gl
0
Demonstracao. A relagao
A
f(x)=f(Ejl) + |£'(T)drT implica em
Ejl
4 2 2 2
hel < 4]f|j + Zhj £l <y . Por outro lado
L (1.) H, (I.
() ~ 0 (13
et g2 snen . < afefli2ngn?

2 2 2
+ 1 £l < 4|£|7+ a4l £l

1 2 1 1 1 —~ 1
H L Hj Hy Hy Hy
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Logo,

2 2
+£]° >
Hl -

0

b £ 1F1%. . .

W]
—

3.3 ALGUNS RESULTADOS DA TEORTA DA APROXIMACAQ: A fim de esta-

belecer um limite do erro do método da colocagao €  necessario
primeiro que limitemos a diferenga entre a solugao aproximada U
e 0 interpolante cibico de Hermite da solugac exata u. Portan-—
to, necessitaremos de uma avaliagao do erro da interpolagao.

Na obtencao de estimativas em problemas envolvendo uma va-
riavel, o teorema do nlcleo de Peanc & de importancia fundamen-—
tal. N8s o enunciaremos agqui considerando funcionais lineares

da forma

£

b

=
=z

- . i .
1 1
—= E . .
L{u) 5 < ai(x)D u{x)dx + jil bijD u(xij) '

a )

definidos para todo u € Hr{J) onde J={a,b). Estamos assumin-
do que as fungoes ai(x) sac continuas por partes sobre [a,b]
= L
e s pontos xij [ a,b]
TEDREMA. 3.3.1. Seja L(p)=0 para todo polindmio P de
grau menor do gue r. Entao, para todo u € Hr(J), onde J=(a,b),

- w < 78 < b < = '
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b

L{u}= |[pfu(t)X(t)dt , onde

a
r-1
K(t) = w57 D Kx-t), ] , e
(x t)r“l ;, X > t
(X*t)i_l = <
] , X < t

A notacao LX‘Kx—t)i_l 1 significa gue o funcional T, &
aplicado a (K*tji_l come 1uma fungao de x.

A demonstragao deste teorema € uma consequéncia da formula
de Taylor com resto [ 81,
Para fungoes suficientemente suaves u € [0,1], defina o

seguinte interpolante de u

T4 (1) (x) =u(0) V(x)+u' (0) SGe) +u(l) vix-1) +u' (1) s(x-1) ,

onde S(x) e V(x) si3c definidas em (3.1.6).
Comc consequéncia do teorema 3.3.1 o erro da interpolacao

tem a seguinte representacgao para fungoes u € H(4)(I):
1

{(3.3.1) (uwT3u)(x) = Kj(x,t)u(4)(t)dt , onde para ca

0
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da t fixado, o nficleo € dado por

33{x,t)= gt(X)HT3(gt)(X)‘ '

[ ..
é% (x--t)3 ' 0 <t < X

g (x) =-<

Vamos definir as seguintes relagoes para fungdes uer®(0,n):

a. TB,h(u)(K) =Tow(xpy) , 0 <x<h , onde . w{x)=u(hx)

[\8]

b. L<f,g> =3 Pore-ntaan,

I

2
£g |£]® = [ <f,0> .

i=1 h
Os dois lemas seguintes serao de importdncia para a anilise

do erro global e suas demonstracgdes dependem dos resultados ante

riores.
LEMA -3.3.1l. Sejam u € HG(I) e e = u—TBu. Entaoc existe
uma constante K tal gue
(1) l]e(r'-j| < ;(Hu(4JH 2 , r =20,1 ,
L (I
(ii) |eu| < IIU(S)H
l - K 2 r

L7 (1)
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(iii) cet, 1>l <k 1 ,

|
1 17 (1)

. " (6)
(iv) ;< e™,1>] <k lu''1 .
1 L2(I)

TEMA 3.3.2. Sejam u € H6(O,h) e e =u—T3 pY- Entao, exis
I

te uma constante K independente de h tal gque:

(i) h|e(r)| < gpd7Eul r=0,1 ,
H (0,h)
. Wl . .3
(ii) h]e l< g h” lul 5 ,
B 1™ (0,h)
9
- 7
(ii1) ]h< e', 1>] < K h” lul 5 ;
: H” (0 ,h)
2
{(iv) ]h< e", 1> <K h? Iyl 5 .
‘ H (0,h)

3.4 UMA FORMULACAO DE GALERKIN: Para demonstrar a convergéncia

da solucao aproximada U d&e (3.1.8) para a solugao exata u pe-
lo método da coloéagao necessitamos estabelecer uma relagao en-—
tre este e o método de Galerkin cuja convergéncia ja tem sido
estudada. o

Consideremos o método da colocacao especificado pelas equa
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coes:
(3.4.1)  {c(U)U -V ~b(U,0)} (£, ,6)=0, 3=1,2,...,N , k=1,
U(0,t)=g, () ,  U(Ll,t)=g, (k) o 0 fR<T

Nesta segao mostraremos que a solugao (3.4.1) pode ser vis
ta como a solugao do seguinte esquema tipo Galerkin:
0

(3.4.2) <c(U)Ut~Uxx~b(U,Ux}, z>=0 , 2 €H, ’

sendo a ortogonalidade relativa ao produto interno discreto

(3.2,5y—~(3.2.6).

. 2N 0
Sejam {Zi}i:l uma base para H; e
2N
U(x,t) ziilpi(t)zi(x}.
Substituindo a expressao para U(x,t) no sistema (3.4.1)

podemos reescrevé-lo como

(3.4.3) Fb! + Gb = R ;

onde
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t
b=(by by, ,byy) , F=F(b)=(£;5) , G= {g;5), &= ().

Se {gi|i=1,2,...,2N}={gij|i=1,...,N;jzl,z}, entao podemos

expressar f.., g

e r., como segue:
ij i

i3

2N
£ =002y b2, (802, (8)
2N 2N

r,=b(,= b2, (£) , 2, b,Z}(E)).

De maneira semelhante, (3.4.2} pode ser expresso como

(3.4.4) Cb’+ Ab = §

onde

C = C)={c;5) A= A{a, .} , S =(s,)

] 13 1
2N
= 2 .
;4 <clpLy bgzg}zj,z.> ’
a. . = — ‘<Z'.h, Z > r
*] J
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2N

= :<b(££l b, 2

'%P b zZ") zZ.>
L98r =1 LT i -

Se mostrarmos gque a matriz C(b) & nao singular isto impli-

card gue (3.4.4) tem no maximo uma solugao e, portanto, pode
ser resolvido localmente no tempo. Pela  equivaléncia entre

(3.4.1) e (3.4.2) seque que F(b) também & naoc singular e des-
te modo (3.4.3) pode também ser resolvido localmente no tempo.De
fato, temos:

LEMA 3.4.1. Para todo b, C(b) & nao singular.

2N

Demonstrag¢ao. Suponhamos que a,b € R"" , a # 9, sac tais gue

2N 2N '
= - = . 2 . . == . 3
C(b)a=0. Se U(=x) 12 blzl(x) e WwW(x) iZ1 alZi{x) , entao ,
por hipotese <CiU)W,W>=0, Portanto, isto implica gque W(Ejk}=0 '
j= 1,...,N , X=1,2 , visto que C>0 para gualquer argumento.

Como W é um polindmio cubico em [xo,xl] e se anula para

xo,gll,glz, entao, ou WE0 emn [xo,xl], ou W(xl)w (xl)>0. Se

W30 em gualguer [xi ], entao W=0 em T, polis em cada in-

741
tervalo adjacente W teria uma raiz dupla no ponto final e duas

raizes nos pontos de colocagéo. Assim, como a # 0, vemos que

T ALl -
N(xl)d (le>0. Em [:{lJ,}{z],r W tem ralzes em (Xl,EZl) e

{521, 522]. Portanto, W(xz)w (x2)>0.

Procedendo desta forma temos que n(xN)W'(xN)>O, o qgue e

uma contradigac, uma vez que W{XNJ=0.
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Logo, C{b} & nao singular,

3.5 ANALISE DA CONVERGENCIA: Nesta secao obteremos uma estima-

tiva para o erro da solugaoc aproximada U obtida em (3.4.1); va-
mos assumir sem perda de generalidade gue go(t)=gl{t)=0-

A limitagao do erro que tentaremos obter sera dada em ter-
mos da norma de W-U, onde W & uma aproximagéo para u convenien-
temente escolhida em H3 [11]. ;

Deste modo, reduzimos a guestao de limitar o erro na solu-

¢ac aproximada para uma guestac de teoria da aproximagao.

Seja
0 32U 30 0
<C(U)§E" - ;;5 - b(uU, 3;~), Z>=0 , % € H3 .

TEOREMA 3.5.1. Seja u a solucao de (3.1.2)-(3.1.4). Vamos assu-
mir que

(i) os coeficientes a,b e ¢ na equagao diferencial =~  (3.1.2)
tenham terceiras derivadas limitadas,

(1i) O<m < c(x,t,u)< M, m< a{x,t,u)< M< « , para

0< x <1, 0 <t <T, % <x <

. 2 6
(iii) u € Lm(O;T;HGJ e u_ € L°(0,T;H).

a

Seja, ainda, U(x,0) o H3~interpolante de fi(x)=u(x,0).
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Entao, existe uma Gnica solugac U para o sistema (3.1.8)

e U converge para u con um erro dado por

4

fu-Ul < K Mul + lu,l 2 ] h ,

© o — 6
L°(0,T:17) L7 (0,7;8%) Y uto,T;EY)

cnde
h= max hj, Jj=1,...,N

Demonstragﬁo. Suponhamos gque u € CB(IX[O,T]) e seja W:[0,T] + H3

o} H3—interpolante de u para cada tempo t.

Inicialmente obteremos uma estimativa para v = W-U.

Sejam

n = u-w e
a2

R:—Erl—
ox

Por um calculo direto temos

- —<co* - —o > * ok * 5
<c(U)vt VXX,Z> <cr Wev c(W)nt ci*u.n,? +<bu n+bu v+buxvx,z +

+<R,Z> + <b(W;ux) - b (W:Wx) ¢ B>

r

cnde
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or = LeU-clW)] )
u : U-W

_ [elu)~c(W)}]

u-w

C**

[b(u,u_)-b(W,u_]
pA = X pre )
u u-w

e [b(W,W_)-b(UW )] ,
u w-u

L, [PEm) (D0 .
u —
X WX Ux

estamos admitindo gque b e ¢ sejam diferencidveis com res-

peito a u e u_ -

Escolhendo 2=v, e supondo gue as derivadas de -b.e ¢ com

relacao a u e u sao limitadas ,cbtemos:

2 2 2 2 2
<mv —VXX,V >-—<Vxx’vt>:m-|vt] —<vxvat>iK[ ]VI +‘Vx| +|n| +|T1tj +-

=MLV, .V
tf

t t

2
+<R’vt>+<b (W,ux) -b(W,WX) )V, >

I
+ g lv £

e

Acrescentando a expressao anterior a desigualdade
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1 d 2 2 3 2
5w v < g lve ]t 5l
temoss
m 2 1 4a 2 2 2 2 2
(3.5.1) Elvtl + 5 "g‘g]Vl "<VXX;Vt> f_K[ |v ] +]VX| +|n | +|nt| 1+
+<R,Vt>+<b(W,uX)—b(W,WX),Vt> .

0 lema 3.2.2 implica que

d
—
dt vxx’V> )

N

-< V. > =
Vix 'Vt

Integrando {3.5.1) neo intervalo de tempo (0,t), obtemos
t t
m 2 1, 2 2 2 2
(3.5.2) Fllv |["ar-w, o v+ Sv]T0 <R I[TO) + [[v]” + v [Tax  +
0 ' 0
t t t
+ (|n|2+]n lz)dT]* v vs(0)+|<R, v vdte|<b(W,u ) ~b(W,W ) v, >dT
t 2 Txx! . "x S .

0 a 0

Aplicacoes dos lemas 3.3.2, e 3.2.4 e da desigualdade

(3.5.3) ab < Ea2 +-i%—b? , paratodo aeb e € > 0 ;
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implicam que

t t
1 <R,Vt>drli f%[#<vxx,v>+]v|2]+ f% [“<VX;V>+1V|2]dT +
0 0
t
N
K L, [uuu26_ N ﬂut“26 ar n®
)= H(T.) 1) j

i
A Ultima integral do lado direito de (3.5.2) pode ser es-

crita como

<b(W,u)-b(W,W ) v, >dT = <b(W,u )~b(W,W_),v>{ -
0
t
d
< oy [ < b(W,uX) b(W,WX)} ,vedr .

0

Utilizando o lema 3.3.2, o teorema do valor médio para de-
rivadas e novamente a desigualdade {3.5.3) com € conveniente,

para avaliar o lado direito da expressao acima, obtemos:

t t

{. 1 2 1 2
<b(W,u )-bW,W.),v, >d1< ¢ ~<vxx,v>+iv| T [_<Vxx,v>+|v| ]1dt+

0 0
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t
N
skLEhul?s  +lital?s  stu s Jannd
J H”(T.) B (I,) H(I.) J
J 0 3 ]

Portanto, {(3.5.2) pode ser reescrito como

t t
2 2 2 2 2
3 v ["aT-<v,  ,v>(t)+ %|v| (£} <kl [v]“(O)+ |l v+ ]v [TTax +
0 O
t
2 2 2 - N 2
+ [|n|+|nt| ]dT—(VXX,V>(0)+|V1 ~<vxx,v>+j§l{“u”H6(I ) +
0 J
t
2 8
+lha, 0%, artins 1.
t HG(I.) J
0 3

Seque de (3.2.7), (3.2.8), segunda parte do lema 3.2.5 e
lema 3.2.1 que
t

]vt]sz+max["v"21+|v|2]<K[Uv(0}“21 r o lvio)|? ¢
Hy - H
0 0

N
£z ni0un? ] Hu 12, s .
=+ L7 (0, T;H (1)) L” (0, T8 (1)

0 lema (3.2.6) implica que
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T
2 2 N g . 2 2
|v l dt+l vl L SKOEv(O) 17+ 2 hi{ial” 6 Hu 17, 6 N
L(0,T;H)" g I+ ] L0, T (L)) L0, TR’ (1))
0 _
Em particular,
N 2 | .2
vl 2 <K{IIV(O)I] 1+ 2. h; 8 1ui o +ha 1% ¢ H.
20, T;L) _ =173 L (0,T;H (Ij)) (0, T;H (Ij).)

i
Obtida a estimativa para v, langaremos mac do seqguinte re-

sultado estabelecido na teoria da aproximagaol 9 ]:

2 N o8
Ini <K .Z h ﬂuﬂ 5 . De fato , como

" (0,T; L7y 3=1 L (0,T;H (Ij})

n+v-=u~"U, temos

N
2
-l £ _ <KI 1 (0) 12 1%5103 8 hui? - 6 +lu 17, s H.

L, gl 3513 1%, my T)) L (0,1 (1)

Escolhendo  U{x,0) comoc o H3—interpolante de u(x,0), obte-

mos

2
lu-ul ” <K[Huﬁ o 6 +Hutﬂ 2 6 1 h°,

L7(0,7,L )" L {(0,T:H") L (0, T;H")
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h = max hj r J = 1,..,N -

3.6 O METODO DA COLOCAGAO NO- TEMPO DISCRETO: A fim de obtermos

solucoes aproximadas para o sistema de equacoes diferenciais or-—
dinarias definido por (3.1.8) & necessaric discretizar a varia-
vel t.

Nesta segao introduziremos alguns esquemas de aproximacgao
que podem ser utilizados para este fim.

Seja,
t = m At, onde At=T/M, M um inteiro positivo.

O primeiro esquema que apresentamos aqui é o método da co-
locagao~Crank-Nicolson obtido da seguinte forma:
Buscamos uma aplicaggo Uﬁ{to,tl,...,tm} > H, tal que

(i) Uo—f " & peguena

N
Ny
Nt

mH mt

1 1 mr
. 5 + 5
(3.6.1)  (ii) wdmzmgmmﬁ'mgm blo %, U g0,

X

(iii) U(0) = go(tg), Ut(1) = g,(e ), m=20,1,...,M

onde

H

Um = Um(x}' U(x, ) r .
m o~
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- 1 m+ 1 m
U 2 — U + U ,
2
m m+j. m
dtU = (U T - )/ﬁt.'
1
m+ 5

A interpretagao de ¢ (U ), bem como dos outros coéficieg

tes &

m+
c-(U ) (B, ) = clg. ., t y U (E;.)).

N =
=
T
N~

=
+
STFe

E possivel mostrar que este método € de segunda ordem no
tempol 1247 .

A menos que a equacgao diferencial (3.1.2) seja linear ‘
(3.6.1) requer a solucao, para cada tempo, de um sistema de equa
coes algébricas nao linear. A nao linearidade pode ser contorna-
dé usando, em vez de (3.6.1), o método preditor-corretor que
descrevemos a segquir.

Com a notagao anterior consideremos o esquema de aproxima -

cao:

m m
m "y m, v i m —
(3.6.2) fe(u™ad -au™d  -b@",o]) g ) =0
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m m ,bm m+ i‘ m m . 3
(3.6.3) {c(¥)a.u" - a(¥ Yo, < -b(U Y YHE ) =0 ,m>0

onde
m+1
dﬁmua - U
t - = L)
At -
i
m+1
ﬁm _ U + g ,
2
m+1 2N m+1
Ny
b =521 9y EylEg)-

No es@uema acima (3.6.2) € chamado o preditor e (3.6.3}) &
¢ corretor.

Observemos que (3.6.2)-(3.6.3) requer a solugao, para cada
tempo, de dois sistemas algébricos lineares. Este método & tam-
bém de segunda ordem no tempol 12 J.

Outro procedimento de aproximagao para (3.1.8) e gue requer
apenas a solucao de um conjunto de equacgoes lineares para cada
tempo € o chamado método de Crank-Nicolson extrapolado.

Nele, extrapolamos o para predizer .Um+l e entao corri

o

gimos, Mais especificamente, tomemos o esquema:
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m m+%,9

A n m B
{z (U )dtUm-—a(U -b(Y , U, 1M ) =0

)Uxx
i=1,...,8 , j=1,2 , m=12,...,Mm1,
onde
Um+ %; ¥ _ Um+ % N B[Um+i o 4 Umﬁ;] , 8 > 0 ,

¥ = ™ - Y 2.

Tal equagéo de diferencas requer um procedimento inicial di
ferente dos métodos anunciados previamente. Neste caso, temos
que conhecer a solugao para dois passos iniciais no tempo. A
condicao inicial pode ser utilizada para determinar a primeira
aproximagao UO. 0 vetor Ul pode ser determinado por algum ou
tro método; um conveniente pode ser obtido utilizando a propria
equagao (3.6.1}) com os coeficientes sende avaliados em UO, isto

-

e,

0-—a(UO)U

®ON
b

0
{c(u )dtU

i=1,...,N , j = 1,2.
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4. ASPECTOS COMPUTACIONAIS

4.1 INTRODUCAO: Neste capitulo apresentaremos alguns aspectos

praticos da implementagao do problema (3.1.2)-(3.1.4) bem como
resultados numéricos de testes realizados. 0Os c&lculos foram
realizados no VAX/VMS v4.4, com a linguagem estruturada FORTRAN
77, usando precisao dupla. Uma rotina ée eliminagao Gaussiana
com aproveltamento da banda foi utilizada para resolver o siste
ma obtido pela aplicacao do método em questao. A discretizagao
na variavel temporal foi feita pelo método de Crank—-Nicolson

modificado que & um esguema de tré€s passos no tempo.

4.2 DISCRETIZACAO NO ESPACO: Por conveniéncia vamos reduzir o

problema (3.1.2)-(3.1.4) a um problema de contorno homogéneoc ,

isto &, u(0,t)=u(l,t)=0. Para isto, definimos a funcao

(4.2.1) wix,t) = u(x,t) - v(x,t) ’

onde v(x,t) para cada t fixado & uma funcac de x dada por"

vix,t) = [gl(t) - ggltllx + go(t)

Assim, resolver {(3.1.2)-(3.1.4) € equivalente a encontrar a so-

lugac do problema
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c(w)w, - E(W}wx = B(W’wx)
(4.2.2) < wix,0) = £{x)
w(0,t) =w(l,£) =0 ,

onde .w & definida como em {4.2.1}. No problema acima estamos
suprimindo parcialmente a escrita das variaveis x e t em
c,a e b. |

Buscamos uma funcao W(x,t} € Hg que melhor aproxime a so
lugao W(x.,t) de (4.2.2). Para cada t fixado podemos expressar
W como

2N

Wix,t) = -jzl aj(t) Zj (x) '

onde as fungoes Zj(x) sao definidas como em (2.3.3).
Seja w:0 = Xg € Xy < ...< % = 1 uma particao de [0,1].

Como temos 2N fungoes linearmente independentes necessitamos
de 2N pontos distintos para compatibilizacao do nitmero de in-
cdgnitas e equagOes; vamos escolhé—los como sendo os nds Gaus-

sianos de w, isto é ,

_t = < « - R ~ - =
med Xa€ X< Xy X< Xy < X,y < X< X1 1S X2 Xy 1,

i=1,2,...,N ; XK =1,2 sao definidos em (2.3.2).
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Fundamentalmente o método da colocagao exige que a equagao

diferencial seja satisfeita nos pontos de colocagao, ou seja |,

queremos uma aplicagao diferenciavel W:[0,T] - Hg tal que

- .

(GO0, ~ a6NW,, - DO HE 8 =0

1= 1,...,N,3=1,2 ,

(4.2.3) < 0 <t< T '

' ﬁ(x,O) - f(x) seja pequena ,
W(0,t) =ﬁ:(1,t) =0 , 0<t<T

.

Por guestao pratica nao trabalharemos diretamente com as

funcoes zj(xyu :adotaremos o seguinte procedimento:

(i) "Enumeracdo local das funcoes da base

Zl(n.') 23{1()

i —m m a w

Wk

X
x
<:::;:

Zq(x)

Assim, em cada elemento .Ikz[xk, xk+1] podemos escrever a

funcao W(x,t) como
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4 _
Wix,t)/ = Wk(x,t) = 'El a, (t) Zj(x) , k=2,3,..., N1 ,
I, J 3
l( t) = g l(t) Z. (x) no 19 elemento
L 2 R R '
N ¢ N - '
w o (x,t) = jgl ag{t) Zj(x) , ho n-€simo elemento.
J#3

Utilizando esta enumeragao local das fungoes da base pode-

i
mos impor a condigac de interpclagao em cada um dos elementos

obtendo assim duas equacoes:

- k. .k _ = k L _

J oW~ 39w, - B W) TRy, E) = 0
-k, k -k, k =k _k - _

| G - AWl - B G, =0,

k =1,2,...,N-1, N.

Portanto, teremos um sistema global de equagoes diferenci-
ais ordindrias em t formado por 2N equagOes a 2N incogni-
tas,

(ii) Elemento pédrao.

vamos definir as fungOes de base local no intervalg| -1, 1]

da forma

~
z.l

-~
s
-
[*

Z__ (xy



onde

2,00 = (242) (1-x)°.0,25
2

Zz(x) = (1+x) (1-x)~.0,25
2 — 2

3(x) = (2-x) (1+x)7.0,25
) 2

Zq(x) = —=(1l-x) (1+x)~.0,25
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Para trabalhar no elemento padrao [-1,1] devermos fazer uma

mudanga de variavel definida pela seguinte transformagao afim:

T:[xk, 17+ [-1, 1]

*k+1

X =+ T(x}) = Ax + B

onde

T(x )= -1 e T(x )=,

2 X ¥4y

h x - —_— -

T{x) =
X hy

)

Para x € (xk’xk+l

isto €, T & expressa

temos

de

por
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zj(E) = Zj(T(E))
i que
Z1(R) = B(T(R)).T'(R) = 2'(T(X)) =
3 %)= 25 ' S N
Zr (%) = 2v(r(R)) 2
j 3 02

k

2 .
Observemos que os fatores -~ e provenientes da mudancga

hy

fﬁuLh

de variavel, devem ser considerados quando necessitarmos das de

rivadas das fungoes de base local.

4.3 DISCRETIZAGAC NA VARIAVEL TEMPORAL: A fim de que calculos

praticos possam ser executados vamos discretizar(4.2.3) no tem-—
po utilizando o esquema de Crank-Niceclson extrapolado definido
em (3.6). Assim, na notacac utilizada no capitulo 3 temos:

m+l,8

(4.3.1) {E(ﬁm)dtwm - E(I'F“)wX 2

= .um N
x - bW, W, )}(Eij) = 0

i=1,...,N,3=1,2 ,m=1,2,...,Mm1,

onde
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mo_

A = TEE
m+l B m+5 mtl

¥ - ~ —_—
w2 o=w % orelw - awww™ Y g >0,
W= W™ - W h 2
e os coeficientes saoc avaliados para t=(m+%)ﬂt=tm+; .

2
Para iniciar este procedimento tomamos Wo como sendo o]

Hy-interpolante de w? e ent3o calculamos Wt utilizando a mesma
equagao definida em (4.3.1) substituindo W™ por W0 com m e 8

iguais a zero.

4.4 A MATRIZ DE COLOCAGAO: A equagidc (4.3.1) pode ser reescri-

ta em cada elemento na forma

Akam+l = Bkam + Ckam_l'+ Dk ;
J ] J
k=1,2,...,N ; m = 1,2,...,M1
onde
X 4 _ m . . _ .m‘ "
LA = .= o , L) - ) " oo . T . "
(4.4.1) & sZibe@h) zj(xkl) a(w’™) at 0,52j(xkl) aw) At‘e'Zj&ki}]'

k=1,...,N; i=1,2,06>0,
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- ™~ T " ’\" - - - = oo,
) Zj(xki)+a(w ) at.o,S.Zj(xki) 2.a(Ww) at.e.zj(xki)],
k=1,...,N ;1 =1,2, ’

4 .
C= 2 (2™ .0t.0.2" ()] , k= 1,...,8 ;1i=1,2

vamos definir as seguintes: matrizes auxiliares em . cada

elemento :

Kk(I,J) = aF ; ;
k
k1* (1,5 = 8%
k k
K2 (I,J) = C . I=1,2;J=1,...,4 e k=1,...,N
Toda matriz Kk(I,J), k =1,2,...,N serd utilizada imedia

tamente para compor a matriz de colocagéo A(2N,2N) do sistema

linear geral que tem o seguinte aspecto:

o

xH1,2) k. ki,

xh2,20 ®N2,3) k2,4 (:::) |
CORLD KAL) B3 RKALA)

K (2,1) K%2,2)- K%2,3) KA2,4

(::::> KLY ®91L,2 ®Y1,4)

Ao &2y el
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Observemos que no primeiro elemgnto gliminamos a primeira
coluna da matriz Kl(I,J), engquanto qﬁe no n-8simo elemento per-
mutamos a guarta com a terceira coluna e depois eliminamos esta
filtima. A rotina MCOL apresentada no final deste capitulo cons-
trdi a matriz de colocagao por elemento.

A matriz de colocacgao global serd construida de tal modo
que somente as entradas diferentes de zero sejam armazenadas.as

sim, teremos uma matriz de ordem 5 x 2N definida como segue:

12 1inha: diagonal principal da matriz A

22 linha: primeira diagonal inferior da matriz A
32 linha: segunda diagonal inferior da matriz a

42 1inha: primeira diagonal superior da matriz A
52 linha: segunda diagonal superior da matriz A

0 armazenamento da matriz A nesta estrutura serd feito pe

la subrotina MVG como detalharemos no final do capitulo.

4.5 O VETOR DE COLOCACAQ: Em cada elemento [xk,xk+l] construl-

mos um vetor auxiliar Mk(I) através do algoritmo:

Algoritmo 1.

DO T = 1,2
WNUT) = 0, (k=1,2,...,N)
I1 = 2.k-2  (k=1,2,...,N)

DO J = 1,4
M (D) =2 (D4R, I 2 (1, 3) NI (1,2, M1 k=L, . )
I1 = T1+1
Mo (1) = M (1) +0F (k=1,2,....N)
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A segulir, com o algoritmo abaixo, simplesmente montamos

passo a passo o vetor de colocagao global VG.

Algoritmo 2

IB = 0
DO J=1, 2
IB = IB+1

VG{IB) = Mk(J) (k =1, 2, ..., N)

As subrotinas que descrevem estas situagées serao detalha-

das na ultima segao deste capitulo.

4.6 EXEMPLOS NUMERICOS: Com a finalidade de testar o programna

implementado bem como a comprovacao numérica dos resultados ted
ricos estabelecidos neste trabalho e em [ 12] , trés exemplos se-
rao apresentados a seguir. Os resultados numéricos corresponden
tes a cada exemplo estao dispostos em tabelas.

Na notacao da tabela o erxro & definido por:

lu-Ul = max max|u(x,t) - U(x,£)|, t €0, , x¢€([0,1] |,
t X

Por conveniéncia os valores mi3ximos sao escolhidos apenas

nos pontos da malha.

Nestas tabelas as colunas relatiwvas aos valores de o e

o

B serao detalhadas posteriormente.
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8. .que aparece na discretizacao da variavel

L

temporal foi atribufdo o valor 0,0625. Também,estaremos utili-
zando a representagao 1,4{(-5) para l,4x10ﬂ5.
Exemplo 1
f _ 2
u, ua = cos(x+t}+ u
u(x,0) = sen(x), 0 < x <1
<
u(0,t) = sen{t), 0 <t < 1
Lu(l,t) = sen{l+t)
Solugéo exata: U(x,t) = sen(x+t)
Tabela 1
1 1 1 1
Ax 5 1 20 a0
At HUrUHm o Ilu--UHm Hu—UHm o Ifu—UIIoc o
— Ll i
i .
155 | 1,4831(-5)} - |1,547(-5) 1,547(-5) | - | 1,547¢-5) |~
1
555 13,670(-6) | 2,01 3,867(~6) [2,00 | 3,870(-6) | 1,99 |3,870(~6) | 1,99
1 ' :
| 200 | 8/954(-7 [2,03]9,650(-7 |2,00]9,676(-7) |2,00|9,678(-7) | 2,00
1 .
e05 | 4,802¢-7 [ 1,6 [4,272¢-7 [2,01]4,300(-7) {1,99]4,301(-7) | 1,99
Exemplo 2
U, -uu = u +ou
u{x,0) = sen(x)
<
u{0,t} =0
ul{l,t) = e sen(l)




Solucao exata: u(x,t) = etsen(x)“
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Tabela 2
1 1 1 1
Ax 5 10 50 o
At la~-ull o Ila-ul - a |ta-Ul - g |0 u-Ul - a
55 |4.88a06) | - | 480506 | - | 460006 - [4,828(6 | -
5%5 1,322(-6) 1,9 | 1,209(-6) | 1,9 1,159(-6)| 1,9 1,208(-6) | 1,9
E%ﬁ 4,303(-7) |1,6 |3,087¢-7 | 1,9| 2,910¢-n| 1,9]|3,024¢-7 | 1,9
== 12,6007 1,2 | 1,418¢-7 | 1,9] 1,309¢-7| 1,9(1,344¢7) | 2,0
Exemplo 3
u, - u2u = X x4+ 12tx2u2
XX
< u{x,0) =0
w(0,t) = u(l,t) =0
Solugac exata: wu{x,t) = x.t(1~x3)
Tabela 3
L L S L1
At 100 300 450 600
N to-or g [ruor, g f o, o | Feui -
Lo lasnes | - |uenes | - | 463265 | - 463205 | -
%3 2,897(-6) | 3,99{2,897(-6) |3,99{ 2,897(~6) [3,99 [2,897(-6) |3,99
%5 1,810(-7) |4,00]1,810¢-7) |4,00| 1,810¢-7 [¢,00 {1,810(-7) }4,00
& |1,131¢-8) | 4,04{1,131(-8) [ 4,04 1,131(-8) [4,04 [1,131(-8) 4,04
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A segulr apresentaremos alguns argumentos no sentido - de
comprovar gue as ordens de convergéncia em (At) e {Ax) sao res-—
pectivamente o = 2 e B = 4, como estabelece a estimativa teé

rica [ 12 ]:

max b (u-u)T1 - < K [(At)2+ C{&X)4] '
l<r<m L (%)

onde as constantes K e C nao dependem das particoes em x e
em t, M & um inteiro que corresponde ao nimero de particoes do
intervalo [0,T] e r define cada nd desta particao. De fato,
suponhamos que assintoticamente o erro, nas mesmas normas utili

zadas neste trabalho, fosse dado por:
(4.6.1) E(Ax,0t) =Xk [ (A8)% + c(ax) ® )

Nesta expressac, fixando uma das particoes e reduzindo a

outra & metade terfamos:

- o
(4.6.2) E(ax, 5 = x (425 4 canf
2
Bx & . clan®
(4.6.3) E(5F , At) = K [ (4% + S22

28



Analisemos inicialmente a tabela 1. Observando os valores
apresentados segundo as linhas e colunas respectivamente, bem

como as expressoes (4.6.1), (4.6.2) e (4.6.3) verificamos gque:

(i) fixando At e reduzindo Ax & metade(seguindo as linhas )}
os valores permanecem praticamente inalterados. De (4.6.1) e
(4.6.3) deduzimos gue o erro correspondente a contribuigao de
Ax, isto &, KC(&X)B € desprezivel com respeito ao temo K(ﬂt}a.

Assim, neste exemplo E(Ax,At) = K(at)a.

{(ii) fixando Ax, reduzindo At a metade(seguindo agora as co

lunas) e tendo em vista (4.6.2), (4.6.1) e (i) temos:

.i e, portanto, a.= 2 como indi

o
=g
ot
=3
%
WS}

ca, na média, a coluna correspondente a o desta tabela.

Neste exemplo nao censeguimos calcular o valor de B uma
vez que 0s erros provenientes da discretizacgao em x(seguindo as
linhas) sao praticamente os mesmos.

A andlise da tabela 2 é a mesma procedida no exemplo ante-
rior: concluimes gque o = 2 e nao conseguimos calcular o valor
de B.

Consideremos agora a tabela 3. CObserve gque invertemos pro-
positalmente a apresentagao da tabela de modo a introduzir uma

coluna correspondente a B.
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(1) Seguindo as linhas, isto &, fixando Ax e reduzindo At
d metade os valores nao se alteram. Conclufimos entao que o ter-

mo K(ﬂt)q de (4.6.1) & desprezivel com respeito a KC(QX)B.

Assim, neste exemplo

E{ix, At) = KC(AKJ6

(ii} Sequindo agora as colunas e observando gue
§

——— e = _B

E(Ax, At) 2

obtemos © valor de B = 4, o que esta de acordo com os resulta-
dos tedricos [ 12]).

Embora reconhecamos gue o nimero de exemplos seja reduzido
ousamos concluir que, a despeite das peculiaridades gue cada
problema possa apresentar,a constante C pode ser ﬁm fator de-
cisivo no calculo da aproximagao. Além disso, as estimativas no
trabalho tedrico [12] sao dtimas no sentido de que as ordens

de convergéncia 13 estabelecidas correspondem aos resultados nu

méricos.
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4.7 DETALHES DO PROGRAMA

Como indicamos previamente apresentaremos nesta segao algu
mas subrotinas gue utilizamoé na implementagﬁo do problema(4.2.2);

antes de detalhar cada uma delas listaremos as variaveis mais

utilizadas.

NE Niimero de elementos na variavel espacial x

NT Nimero de elementos na variavel temporal t

HX Tamanho de cada subintervalo da particao de x

HT Tamanho de cada subinfervalo da particao de t

L.l,1.2 Extremos do dominio da variadvel espacial

T1,T2 Extremos do dominio da variavel temporal

G{2) Zeros do polindmic de Legendre de grau dois

M(2) Vetor de colocagao por elemento

X(NE+1) Vetor gue define os nds naturais na variavel x

T(NT+1) Vetor que define os nds naturais na variavel t

T5 (NT+1) Vetor que defineé os nds intermediarios referentes & par
ticao em t

XG(2,NE) NGs Gaussianos da partigao

BASE (4) Funcoes da base definidas no elemento padrao

DERIV(4) Derivadas segundas das fungoes da base no ele-

mento padrao

K(2,4) Matriz de colocacgao por elemento
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MG(5,2.NE) Matriz de colocacao. global

VG {2.NE) Vetor de colocagao global

ALFA (2.NE) Vetor solucao do sistema linear

U(NE+1,NT+1} Solucao aproximada nos nds naturais da particao

da variavel x.

4.7.1 Subrotina TAUX

Esta subrotina calcula matrizes auxilia%es que  representam
as fungoes de base local e suas derivadas avaliadas nos zeros
do polinomio de Legendre de grau dois.

Chservemos que estamos multiplicando as derivadas = segundas
das funcoes da base pelo fator 4/(Hx)2, devido a transformagao

linear que realizamos.

i Ak MR Mt Do o ek e e rem T SRR S AL S MR L L < ey e rree tean e sarm e aers annn

BUBROUTINE TAUX (G, HX, X1, X2)

' B VU - — - e o — -

> MATRILZES AUXTLIARES
REALHG Y, G(2), BASECA), DERIVCAY, MY, X3, %1 (2, 4) , X2(2, 4)
KBwA, 00/ CHYHY)

. DD 5 D=4, 2

Y= 0T}

Call GHAPECY, BARE, DERIV)
e D040 =i, 4

LA O B gt

Ry .
::\ f'_l. ( - -\,.! > -

A CONT INYE
o CONTTHLE

RETURN
END



4.7.2 Subrotina NN

Esta subrotina calcula os nds naturais da partigao

ridvel espacial.

SUBROUTINE NN('E,_E,,E,HX,X)
C S i S
C CallUlas 08 NIOE MATURAIG OE CL4 L2
REAL#E L4, 12, NEL, X1}, HX
NMEL=DFLOAT (NE}
Hy=(1 2110 /NES
AU5=114
0 5 ITE=2,NE+4§
Jd=TE-4
XCTE =X (Y +HX
CORNT TNUE
RETLRNM
TG

7}

&)}

4.7.3 sSubrotina NG

Calcula os nGs Gaussianos da partigéo da variavel

70

da va-

espacial

através de uma mudancga de varidvel definida pela transformagao

afim analisada em (ii) da segao 4.2.

E‘ P S O S 0 U S

SUBROUTINE NGONE, X,UV P AE] ,o)

C Cot.CLHLA D NOS GAUSETANDS DE DL, LED

PhﬁLF? XLy, X6 (2,410,608 YL EL,ES

LGOI =-DEQRT(3.DeY /2. 00

6(2)=“&{i)

DO 5@ TE=Z2,NE+]

GSEIE-1 '

ET=X(J)

ES=X {J+1)

DO i@ K=1,2

XGCK, Ji=C(ET+ES) +HX®G(KY 3 /2.D2
ie CONTINUE

RETLIRNM

END




71

4.7.4. Subrotina TEMPO

Calcula os nds naturais, os nds intermediarios e a amplitu

de de cada subintervalo da particao da varidvel temporal.

[ et e i et ot s ven o i et o e ot T e st st mien ot wam i ed A m wa e P R4 A T TS T b S A e A b s e R s rm e e
PUBQQUTTNE TEMPG(TL, T2 :T,HT,AT T, T3>

C et et et wome v oaon e ware omet eomn wrm oo e At o 41t 1m ma R rree v . i et Sait s mar v Tibe b S de pacy nens At A PT T TIL C Aear e Mkt L At dar e s e p i e e

C CALCULA 0OF NDS INTESMEDIARIOS DA PH“TTlPG LE £71,7213

o E 08 NOS NATURAIS DA RMESMA PARTILAD

REAL®8 NT2,HT,T4,T2,T¢L), TS0
NT2=DFLOAT(NT)
MT=(T2~TL)/NT2

IF (IT.NE.L) THEN
TCITY=HT/2.08+(IT~2)#HT
TECITY=TCIT)+HT /2,00

C1 GE

TCLy=TH

(4 =T4

END IF

RETURN

END

4.7.5., 8Subrotina SHAPE

Avalia as fungaes de base local bem como suas derivadas se-—

gundas nos pontos de Gauss definidos no elemento padrao.

C it weis e e T Hoh e %iaE S e w A dnid iR SRAL AT ATTL T res i ik Abts ems wa mrm e s o o s e e e e o — - R
SURRGUTINE HﬂP'(Y,EﬁnE DMRIU)

C e o ota vent wran e e T Ak chRL Rem R T A Do A AL Al wra e T o r e S R S S i

c FUNfDF DA PASE DEFINILAS NI ELEMENTO sRa0 B GUAS

[ RERTUADAS SESUNDAS aVal.Talas NOS OGS GALBELANDS

REAL®E Y,BASE(4), DERIVCAD

BAGE (L= 2+Y o (f =Y ld-Y2u 2500
DASE(2)=(L+Y)n(i-Yym (4-Y %, 2000
BASE (= (2=-Y I (LY IR (1Y 2. 2500
BAGSE (4 )=~ (4 ~YTn (i +Y )2 (i+Y ) 2500
DERIVLE =1 .0D0oxY
DERIV(2)=2.00x(3.0exY-41)/4.0D@
DERIV(F ) =—-1.500xY
DFERIN(AY =2, D0%(3.00xY+13/4.D0
RETURN

ERND
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4,7.6. Subrotina SI

Esta subrotina fornece a solugao aproximada do problema nos
nos naturais da particao da variavel espacial no tempo T(1}=0.Is
to & feito avaliando simplesmente a condigao inicial F(x) e sua
derivada D(x) nestes mesmos nds. Para este caso, 0 erro entre a
solugao aproximada e a solugaoc exata & zero uma vez que estamos

‘fazendo a avaliagao exatamente nos pontos de interpolagao.

™ e e e e con e et e m i s ot o e o s g ot e
SUBROUTTING SLOTE,ME X, HYX, ALFA)

[y}
L

C SOLUCAD INTCTAL HOS NDS NATURATS PARA IT=1
TMPLICIT REAL®B (A-MH,0-7) ’
FEEALxE X1, alFAadiy, My, P

PR H0HE

TF O(ITE. FEQ.4) THEN

L&A Y=P 2D (X (1)

ALFA (@) =F (X (TE+L )

TLaT T (TEESG ONEY O THERN

ML Nt

K=ge I -4

ALEA K Y =PRI CTEDY)

SUENC YRS (TE+ )

ClLGE

J=0e TE

Homldw TE —q

LAYy =P oD (XTI

GLEALC DY =F (X CTE+E Y2

]' [=

TEE
it I|‘. i"‘l




4,7.7.

Calcula, a cada passo no tempo,

Subrotina JAUX

noés Gaussianos da particao.

C

- ULTiQ QUE CALCULA A SOLUCAD APROXISADA NO MNDG GALIRSTAMOS
REAL»R 202,40, X002, 43,4 Fadd)
. DB :5 i,

U’(T,nm)*U”(T TEY+XA (T - el Fa(TL)
Ti=Ti+4

DG EONTINUE

e . END TF

5 CONTTHUE

4.7.8.

GHE@QUTTNE

DD

U2 (L, TEY=U2

Ti=T1+1
END DD
ELSE

Do 2e
ECd.

RETURN -

TR

(1,

Jri,q

S0 o0 T0

Subrotina LAUX

JAUX (T

i
3 t\ i

=

3@

s RL

ALER,

I‘-)'j

IE X4, A2 =AlFAacIL)

a solugao aproximada
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nos

Armazena o vetor ALFA(solucgac do sistema linear) em BETA.

SUBRDUTINE LAUX (NE,

[LG,LETﬁ)

C AR Mi leh ALF& EM BETAH
RiEAleg 6LFACL)  BETACL)
D3 IEZ?,QVNF

o

BETACTE Y

2 .00

CBETAHCEE

YAl

A (TED

END
RETY
EMWD

oo
RN
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4,7.9. CRN
Calcula o fator de corregéo do método de Crank-Nicolson ex-

trapolado utilizando a £&rmula:
o™ = 30™ - vy 2.

[ T EEN NErL i ram M e e A nen n Lan e RAL L M EEE A R T EPTE ST L SERR REET RN TR e T s e e e

SRHOUTINE CRENCIE, UL, U2 UTTL

P L

™ o e o e ima s shia s v o i i ime mn

CRENK-MITOLSON EXTRAPOLADG

REMALxE ULC2,4) H2(2,4),8TILZ, 17

PO I=1,2

UTIL (L, FTEs=2.D0

UTTLCT, TEY=4 . S0OxUR2(CT, TE) - 300xUi (1, TED
LMD DO

RETURN

EMD

(S

4.7.10, Subrotina KAUX
Esta subrotina transfere os valores atuais da matriz U2(I,
1E) para Ul(I,IE) a fim de que esta possa ser utilizada como pa-

rametro em cutras subrotinas.

SURRDUTINE KalXOleE, U2, i)
C ARMEZENA U2 EM L
REMAL®E V202,48, 102,49
oo I=4,2

2

HECT, TE )=, 08
L 0T, TR =U20T, TED
........ - . BNDDO
CTURN
- D
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4.7.11. Subrotina MCOL

Nesta subrotina calculamos a matriz de colocagao por ele-
mento na forma come foi definida em (4.4.1). Observemos que na
presente aplicagao esta matriz €& de ordem 2x4 e seus elementos

sao armazenados temporariamente em K(2,4).

(‘ U - . e e e e e —
SUBROUTINE MOOLOXG, TE,MELIT,T LJJX‘ X2,HT, TETA,UTIL K, K1,8, K2

30

MATRIZ DE COLOCACAD POR ELEMENTD

IMPLICTT Rual=gS (A-H,0-7) i
REALEE BS(2),X5(2,14),Y, Tf‘),Ui(E,i) T2, 4),X4(2,47

: X2, 8, K02,4), (2 QF,HT,TMTQ,hf,ﬁﬁ,ﬁé,X?,Xa
REl HE(E,%),M
i"\n 1 {3 1_1 . )
SCEy=NG¢L, TED
Y=5(T7

D 4o U=i4

IF (IT.EG.2 THIN
XA=0CY,T(ITy, I
XS%n“W“ﬁ“F“ﬁfY T
KT, Jir=Ra-n3
Ki(I,J}mX4+X5
ELak :
XE=HTHTETA®SCY, TIITHY, UTTL (T, TEY Y X2(T,

YF=OY, TNy, UT IiLT;]F‘*“Yﬂ(T )

A= 0@ Tefm oy, TCITY, UTTL T, T8 swEer,

KOT, Jy=X7-X8-X4

KICT, D) =Y7+X8-0uxd

Keel,dr=%4

DD IF

CONTINLUE

CONTIHHE

TF (I EQ.NEY THEN

DO 2¢ I=4,2

b'l I/ ( 'l "‘ )

KT, 3; LD, A

W(T,ﬁ)“u

29 CONTIMUE

END IF

RETURN .
END

SIEYINXA R, I
ITHY, UACT, TR X240, 02

PN
& L
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4.?.12. Subrotina VCOL

Comoc explicamos na segao. 4.5 o vetor de cdlocagéo por ele-
mento & obtido por esta subrotina de acordo com o esquema forne-
cido pelo algoritmo 1. Observemos gue tal vetor & constituido de
duas componentes e estas sao armazenadas temporariamente . em

M(2}.

HY S S VU VS oo PR S

SHRROUTiNE UPBL(]E IT Nr HT, T Ki ﬁLFﬁ,L,P EFTQ Kz M)

VETOR DE COLOCACAD POR ELFHENTD

IMPLICIT REAL®8 (ﬁ“H 0-2)
REAL=E T44),54(2),P(2,1),BETACL)
REAL»E M(E),Ki(2,4>,ﬁLFﬁ(i),KQ(Q,A),HT
DO 44 I=4,2
M(I)=0.D@
Ti=pRwalt-—-2
IF (IE.LT.MNE)Y THEN
DO J=1i,4
IF (IT.EQ.2) THERN
MOI)Y=HMOIY+KACT, JraALFACTL)
LS E
MOTyaMOTY4HKACT, DAL FACTI)+K2C¢T, DI XBETACTL)
END IF
Ti=T7T1i+1
EMD DD
MCIY=MUIYHTHBCSCTY, TCITY,PCL,IEYD
ELSE
DO 49 J=4,4
IF (J.EQ.3) 60 TO 49
IF (IT.EQ.2) THEN
MOTY=MOIY+FKL (T, Jr Al lFa(T1)
ELSE '
MOTY=MOID)+KA (T, IRABLFACTAI+K2(T, DI xBETACTIL)
END IF
Ti=T4{+1%

40 CONTINUE
MO =M{Iy+ HUXB(S(Y),TCLYY, B (T, TE))
FND IF

44 CONTINUE
RETURN -
END
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4,7.13., Subrotina MVG

Esta subrotina constrbi o vetor e a matriz de colocagao global. O ve-
tor de colocagao global & cbtido Segundo o algoritmo 2 apresentado na segac
4.5 e seus elementos sao armazenados em VG(2.NE). A matriz de colocagao glo-
bal & montada de tal forma que se aproveite sua estrutura de banda (ver se-
G20 4.4) e tem seus elementos diferentes de zero guardados em MG(5,2.NE).

SUBRDUTINE MUG(JY,J2,.03, 44,05, 18, 1K, NE, M, K, VG, M6)
i O U Vi VAP —

c SALCULA A MATRIZ £ O VETOR GLIBAL
REAL®E UGBIL)Y, MBS, £, M02), K2, 4)
£ MONTAGEM DO VETOR DE COLOCACAD BLOBAL
D0 Jd=1,2
I0=T8+5
NEOIBY=MOL)
ZND DO
C MONTAGEM DA PRIMEIRA LINHA
Do J=2,3
I=J-4
NEENA S
MO, i =0T,
END DO
HONTAGEM DA BEGUNDA LINHA
TP (IE.EQ.L) THEN
Ja=Jery
MO(2,d2)=¥(2,2)
L8
o Do =i, 2
Jadm g
MEC2, J2y=K 40,0
END DO
o MONTAGEM DA TERCEIRA LINHA

3

LY

[
F

AGEM DA QUARTA LINHA
DO 43,4

T= -2

NEENEEE]

MG(A, SAY KT, 0D

Enp DO

» HSONTAGEM DA QUINTA LINHA

[ N el
NIENLTE

]

MBS, JTr =040
FETLIRN
I :n_“ Ty

Pl



- 4.7.14,

Subrotina ELG

78

Esta subrotina resolve o sistema linear utilizando um méto-

do de eliminacac Gaussiana que nac destrdi a caracteristica

banda da matriz de colocagao.

L

C

&5

REGDLVE O S1STEMS LINDAR

REAL#E Q,VG(4) ,ME(5,1),ALFACL1Y,S

NP § = 2% NE
DO &% I=1,NPi-{
@=-MB(2, 1) /M6{1, 1)

J=T+1

MG CL, S = MG L, 3 QoeMG (4, 1)
VG () =6 ()0 +QuUG (T

IF (I.LT.(NPL-1)) THEN

MG 4, J)=ME (4, 3)+QEMG (S, T)
G=-MGCH, I /MECL, T)

o= T 42

HECR, JY=NMB (2, J)+GuMG(A, 1)
MO A, K =MB O, KO+ QMG (5, 1)
VE (K Y =B (KO + Q0BT

END IF

COMT TNUE
RETRO-SUBSTLITUTCAQ

ALFACNPF LI =VYEINP L) /MO OL, NFLD)

NP -]

ALFACD = (VGO ~ALFAINP L) (M

NENES]
DO 6% K=.,4,-1
LK+,
T=f 42

GEALEACLY MG 4, KD +al FalT)amG (S, K)

ALFACK Y= (VGIK I -8 /MG T, K)
CONTINUE

RETURN

END

CHFPUUTINL Et G ONE, MG,UG,ALI’F’\)

G4, D) /HMECE D

de



4,.7.15. Subrotina FINAL
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Esta subrotina chamada no final de programa principal calcula ¢ maior

erro a partir dos erros maximos avaliados em cada tempo pela subrotina SOL.

E e Mt e o et e e e e e e —— e - R S e s b e

”UBPUUT]RF kJNﬁIfIPMﬁY NT, max1mn>
G f— R — NREE PEEF RATE FISE REEY sarw e EETe e e ekt AL1S Eer pee B R RAAE AAAL REL LM b eedd Lk sk EREe edkd ais

hFhINP IPMhX(j) MARIMO

MnXIMD ERMAX (1)

DO IT=2,NT+1

IF (MﬁXIMD LT.ERMAYX (IT)) MAYXIMO=ERMAX(IT)

END DD

WRITE(7Q, %) 'ERRO GLOBAL= UL MAXTHO

RETURN ) _

END c

4.7.16. Subrotina SOL

Apresenta a solucao aproximada e a solugac exata avaliadas nos

naturais da particao, bem como O erro absoluto entre estas solugoes.

C e e res s wmas wats mwmr wmee wram veee ande bde LA SRRF RN BRIE EAES ETL NRER TR epe s A i T 0N P

S I“in]lHINF SOLONE, HX, Nr HT ]r TE Tﬂ,X,I-;,ﬁ!fﬁ Li,oi"_,!'"l'\lR

C R S A SR vy e e meen

C fDR qU!ULﬁD MG NQG PHUWHJHNUJ DA PARTICAD DE X
ThplltiT REAL=E (A-H, 0~Z)
REMEL. %8 X(i),&h(SB,i) NDLFC33,514) ,HT, HX
REAL®E WCRR,014),24033,554), U033, ), alFAadi)y , 7od4)
REAL®E ERRCIAD, 40, TETA, ERMAX{L)
WRITE(7Q, J}H'N ELEMENTOS iy X:';NE,'PQRTIEQU EM X='
MRITECZ®, %) "NLELEMEINTOS EM Ts=',NT 'PﬁRTTfﬁD KM T='
WRITE (70, %) IPlRPTIKﬁFﬁD NU TINPO— Sy TEHCITY
WRITE(Z@,) 'PARAMETRO TETA=',TETA
IF €IT.EG.LY THEN .
WCE, IT = (2.0
WONE+L, ITT)=F(i.De)
ELSE
WCE,1IT=0.00
WOME+4, IT)=0.D0
END IF
ZECA, 1T =V XLy, THCITY)
ZLONEHL, ITHy =V (X (NE+L) ,THCITID
UCL,IT)=WCL, ITY+Z308,1T)

nos

ERMAX?
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LR E e, Y a b N RS, TT e Z 8 (NE+L,TIT
SECL, TTY=DSTN(LCLY+TSCTT))

ST (HEHd, TTImDEINL (ML S HTE 1T )
AL TTD
TTY-UCNEL, 1T

aR{iTLf>4inufﬂ1rr4 £TY)
RRONETL, 1T)=DABSCDIF (NE+, IT))

T=d, NE-§

MiJ TT)”ﬁ*“ﬁ(T!)

ZACT, IT =Xy, TS0IT 0

O, IT=WOd, ITIFZLI0L, DT

SECT, ITT eI (XA +TE0LITIY

DIFCS, IT =0, TTy-00 0, 1T

ERRC, ITy=DARSININLL, ITY)

CONTINUE

ERMALCLY=ERRCOL,TT)

DO TE=2,NE+S

TF O(ERMAXCITY LTLERRCIE,ITY) ERMAXCITYI=ERRCTIE,IT)
END DO

IF (IT.GEWNT-E) THEN

WRITECO, 1z
Fﬂh%ﬁT(?X SELLAPROYTHMADAT 40X, "SOLEXATA, 14X, "ERRO' , /)
DO 8 I=1,MNE+L

WRITECTD ,ﬁP@) O, I BECE,ITY  ERR(T, I

FORMATOZX hi&qQ,iJX,Hi&.',iEX,Eié-?,/)

CORTIIMUL

END TF )

WREITECFO, %) "ERMaX ! 717, ")=" ,FRMAX(IT)

RETURN

Al

Subprograma FUNCTICN

As funcoes definidas nos subprogramas sequintes se referem ao proble-

ma 1 apresentado como exemplo nurérico na segao 4.6

o

REAL»E FUNMCTION FOX)

P’ﬁ g X
=DETNIXI-DEIN(L. DExX

RtfbHN

=ND
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REﬁIxS FUNFTIUN DX
R[”ﬁLaB X )
D=RC0SLYY-DRINCL D2}
RETURN

END

REAL%E FUNCTION ACX,T, U)

PFALiB x,T,u
A= U+(D91N(1"D®+T)_DSIN(T))%X+DSIN(T)
RETURN

CEND

REAL %8 FUNETIUN BOX, T,

IMPLICIT REAL=E (A-H,0-2)
Yi=(l+(DSINC(L.DG+T - D‘SSJN(l“"))()(f‘[)ii]f\l(I‘))N?E
YR=DCOS{X+T)

YE3=-(BLOS (L. D8+T)-DEOS (T 39 X-DEOS (T
BaYi+Y24+4Y3

RETURN

EMD

R[ﬁluﬁ FUNLTLUN C(X I:U)

PIhL“G X, 1,0
Cx=t .00
RETURN
END
REAL*B FUNLTlDH U(X T)

REAL=*B X, T

Y (D%}N(j.DQFF) D%]N(T))nX!D5]N(F)
RETURN

NG °
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4,7.18. Subrotina ZERO
Esta subrotina cada vez que & chamada zera os parametros Jl,
J2, J3, J4 e IB e atribui o valor -1 ao pardmetro J5, que serao

utilizados como contadoreg na subrotina MVG.

SLERDOUTINE FEROCIL, J2,.43,J4,.05,18)

VARIAVELIS UTILIZADAS M RMVG

g

j ]

RETURN
END

4.7.19. Programa PRINCIPAL

PRUGRAMA PRINCIPAL

PROBLEMA DFE UALOR INICIAL £ DE FRONTEIRA
FoUACAl DIFERENCTAL PARABDLICA MAD LINEAR
NOMINID DA VARIAVEL ESPACIALIC, 4
DISCRETIZACAD  EM XIMETODOD DA COLOCADAD
DISCRETIZACAD EM T ORAMEC-NICOLSON MODIFICAD]

DESE UTILTZADAHERMITE CURICO POR PARTES

oS T I e T I S T - e B N R

TMRPLICIT BEaLxB (A-H,0-71)

REAL#E MO(S, 630 ),«ﬁfﬂu,,ﬁL‘ﬁ((J> 703, Yﬁfﬁ,&ﬁ* XL 02,49
PEAL®E ¥2(2,4),T(544),U(23,544),5E(33,514), J(”?,514)
REALHE UTIL(2, 6u),9f5h(4) D!REU(ﬂ),M(L_,J;Q) (33,5414
REAL®E M(2),6(2),T9(514),K(2,4),K1¢(2,4),L1%, ma,Dlr(?J,JJQ)
REMLER MX, T4, T2,HT,TETA, Li(c, SY, U202, 65), P2, 45)

RCAL xR DETALAS) ,KZ2(2,4), ”fﬁ‘,’"ﬁmx(iiq},ﬁﬁX1MB



B3

E it 4t i e Arts 1o tmr wems rha e S vmm Aian A bem reve mer rrid <L mwRr fnd i R Fris R LS Awe rrm emed Ermm rran EMSF EoAt 4okt Sm o A At o tam e e A ST SR DT i e e e s s e e

C EMTRADA DE DADOS

C et e —rrr em wven simt Aiis oar et NAS EETY L St mrer rrr  4a Frmm mere —rur et Eme vy AAC £eLL GifR SET FFl FETT FTES ETE ML ML BRSF RSN FET FTMR BTTS Fa1a Tiee e Sars e eeo Ll BSL IS STSC G Sr SRS iis Lins Sais TR rr emem snes
TYPE o

i FURMhT(B(/? TS, ' TEMPO INICIAL,FINAL E N. ELEMENTOS:', %)

AOCERT # ,T41,T2,NT
TYPE = ,Ti,TQ,NT
TYFE 15

19 FORMAT(3(/), TS, "ENTRE COM EXTREMDS £ N. DE ELEMENTOS:'
ACCERT # , Li,L2,NE '
TYFE = ,L1,L2,NE
TYPE 29

25 FORMAT(3(/),T%, '"ENTRE COM O PARAMETRO TETA,TETAY=06:',%)
ACCEPT 3@, TETA

3o FORMAT(G)
CALL NNCOLL,L2,NE, HX, X? i

CALL NGCNE, X, HMX,XG,G67
CAL.LL TAUX(G, HX, X1, Yr)

C [T P - wrn e o LA s A e el T o A e e
C PR]MI]RD PASS0 (SﬂiUCﬁU EM TS(i)=a.)
C e it meee ts neue nee wean e e waen e Sun peie St vt A s e b AT A T FAET eee A 4okt Lk Sais Seis ek taen wmen Ts e ;s 4in TTTL P i e WAL AL LGal i e S e ame e s e
IT=1
CALL TEMPODCTS, T2, IT,NT,HY,T,TS)
DO TE=4, NE
Call SIAATE,NE, X, HX,aLFA)
EMD DO
ﬁli JOI(NL HX, NT }T IT, 1LTQ X, T3, ﬁtrh U, 5k ERK, FRMﬁX)'
C S - SRR e m b At e e s s e i e i e e
e oI{UNDD PﬁSbO (“DIUFAD EM T3 (”)“HF}
o PR P v v - e s e ar S o ke rae e
IT
ChLL TEMPOCTE,TE,IT,NT,HT, T, TS

ALl XlRD(J!,I ,J?,J4 45, 18)

DO FE=1,NE

Cali JﬁUX(IE,NE,Xi,ﬁLFﬁ,UQ)

CALL KAUXC(IE,u2,ui)d

Calh., MCOLOXG, LE,NE,IT, T,UL, KA LHT,TETA,UTIL, K, KL, 8, K2
Call VCOLCIE, IT,NE,HT,T,K4, ALFA,,,HQ BETA, Y:,H)

Call MUG(JL, 2,03, 44,05, 18, TE,NE, M, K, ¥G6, MG

ERD DO

Call LAUX(NE, ALFA, BETA)D

Call. ELGNE, MG, VG, ALFAY

CALL SOL(NE,HYX,NT, MY, IT,TETA, X, TS, ALFA, U, SE, ERR, ERMAX)
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5. CONCLUSEO

0 método da colocagao tal como visto neste trabalho se
apreéenta-como'Uma ferramenta eficaz para encontrar a solucao
nunérica de equagaes diferenciais. De fato, com uma escclha a-
propriada da base e &3£@S’; o método apresenta caracteristicas in-

teressantes como, por exemplo, matrizes de banda com um pegueno

nimero de banda; tal peculiaridade & particularmente desejavel,
principalﬁente, guando lidamos com eguagoes diferenciais par-
ciais, uma vez que, neste caso, 0 sistema -tende a tornar-—-se mui-
to grande. Além disso, colocando nos nds Gaussianos da partigao,
é possivel acelerar sua razao de convergéncia tornando-o competi
tivo, em termos teéricoé, com outros métodos.

Cutro fator fundamental que contribui para a eficiéncia do
método da colocagao & aguele referente ao aspecto COmputacioﬁél.
Realmente, como constatamos com a implementagéo que fizemos do
problema parabalico nao linear, o mé&todo apresenta grande efici-
éncia computacional, bem como uma implementacgac muiteo simples.

Em contrapartida, observamos que de maneira geral, teorias
sobre existéncia de solugao e analise do erro pelo método da co-
locagao para equagoes diferenciais parciais naoc sac faceis de se
obter --e demonstrar.,

Assim, nossa conclusaoc é gue o método da colocagéo, quando
aplicavel, & com relagao a outros métodos, sensivelmente mais

facil e mais eficiente em termos computacionais.



85

REFERENCIAS

VARGA, Richard, S. Matrix Tterative Analysis. Prentice-
Hall, Inc. Englewood cliffs, N. J., 1962.

FERGUSON, Noble, B. and FINLAYSON, Bruce, A.(1970). Tran-
sient Chemical Reaction Analysis by Orthogonal

Collocation. The Chemical Engineerig Journal,vol.

i, pp. 327-336.

PRENTER, P, ~ M. Splines and Variational Methods. :\

Wiley-Interscience Publication, 1975,

PRENTER, P, " M. and RUSSEL, R, D.(1976). Orthogonal
colloéation for Elliptic " Partial Differential
Equations, Siam J. Numer. 2Znal., wvol. 13, n? 6 ,

- pp. 923-939.

DYKSEN, W, R, HOUSTIS, E, N, LYNCH, R, E. and RICE, J ,
R.{1984). The performance of the collocation and
Galerkin Methods with Hermite Bi-Cubics. SIAM J.
Numer., Anal., wvol. 21, ne 4, pp. 685-715

RUSSEL, R, D. and SHEMPINE, L, F.{(1972). A cclliocation
Method for Boundary Value Problems. Numer.Math.,
vol. 19, pp. 1-28

LIONS, J, L. and MAGENES, E. Problémes aux limites non

homogénes et applications. Vol. 1, Travaux . et

Recherches Mathématiques, n® 17, Dunod, Paris ,
1968.



- 86

8 ] DAVIS, P, J. Interpolation and Approximation. Blaisdell

Publishing Company, 1963.

91 WENDROFF, B. First Principles of Numerical Analysis, Ad

dison -Wesley, Reading, Mass., 1969.

101 CLARK, C, W. Mathematical Bioeconomics. John Wiley ° &
Sons, N. Y., 1976. pp. 325-326. :

117} DOUGLAS, J, J. and DUPCNT, T.(1973). A finite Element
| Collocation Method for Quasilinear . Paraﬁolic
EQuationS. Mathematics of Computation, vol. 27 ,

ne 121, pp.l7-28.

12] DOUGLAS, J, J. and DUPONT, T.(1974). Ceollocation Methceds
for Parabolic Equations in a Single Space Vari-

able. Lecture Notes in Mathematics, 385.

13] De BOOR, C. and B, SWARTZ{1973). Collocation at Gaussian
Points. SIAM J. Numer. Anal., Vol. 10, n? 4, pp.

582-606.



