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O. NOTAÇÃO GERAL 
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l. INTRODUÇÃO 

Nesta dissertação estudaremos um método de colocação desti 

nado a resolver problemas de valor inicial ou de fronteira para equaçoes 

diferenciais 1 tendo por base funções polinomiais por partes. A 

razão de se considerar colocação com funções polinomiais por 

partes é que a utilização destas funções oferece vantagens sig-

nificativas. A teoria ê menos complexa e mais poderosa 1 pois ' 
além de envolver cálculos com matrizes que são mais fáceis 

construir, permite melhores resultados de convergência e demon~ 

trações mais simples do que usando 1 por exemplo 1 polinômios ou 

funções trigonométricas [ 6 1 • 

O método da colocação que utilizaremos aqui basicamente en 

volve construir a solução aproximada corno uma combinação linear 

de um conjunto conveniente de funções; os coeficientes desta 

aproximação são determinados exigindo que a combinação satisfa­

ça a equação diferencial em c~rtos pontos, chamados pontos de 

colocação. UQa escolha possível seriam os nós naturais; outra 

escolha, que enfatizaremos em nosso trabalho, são os nós Gaussi 

anos da parti~ão do domínio. Visto sob esta Última forma, o mé 

todo é bastante conhecido pelos químicos; de fato, o método da 

colocação tem sido utilizado de modo extensivo para resolver 

problemas de valor inicial e de fronteira, em uma e duas dimen-

soes, que surgem em reatores dinâmicos e outros si.stemas 3 ) • 
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Na primeira parte deste trabalho nos propomos a desenvol-

ver noções gerais sobre o ~étodo da colocação, envolvendo apli-

cações simples, visando fortalecer a idéia básica do mesmo; tam 

bérn, uma relação com o mªtodo de Galerkin será estabelecida e 

alguns resultados de convergência serão incluídos. 

Na segunda parte desta dissertação, o nosso objetivo será 

aplicar o método da colocação a um problema parabólico nao li-

neari faremos isto de maneira. detalhada, incluindo uma análise 
' 

da convergência e alguns esquemas de discretização na variável 

temporal visando a implementação futura. 

Finalmente 1 analisaremos questões diretamente ligadas ao 

aspecto computacional, isto é, escolha da base 1 como obter a ma 

triz de colocação(por elemento e global), solução do sistema li 

near, exemplos numéricos específicos para ilustrar a eficiência 

do método e Sugestões para a implementação na forma de algumas 

subrotinas que serão detalhadas no final desta terceira parte. 
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2. O ~TODO DA COLOCAÇÃO 

2.1 INTRODUÇÃO: Nos ÚltiJros anos, estudiosos têm demonstrado que 

o método da colocação é uma técnica eficiente para aproximar a 

solução de problemas,envolvendo equaçÕes diferenciais. A idéia 

básica do método pode ser explicada brevemente. Vamos supor que 

estamos procurando uma solução para um problema que envolva a 

seguinte equação: 

L(u) ~ f 

onde L é uma operador diferencial. Inicialmente escolhemos um 

espaço de dimensão finita p, chamado o espaço das funções de for 

ma , e uma base {z
1

, z 2 , ••• , ZN} de P. O método da colocação 

consiste em encontrar uma aproximação para u da forma: 

(2.1.1) 
N 
1: 

j~l 

a.Z. 
J J ' 

onde os coeficientes desconhecidos aj, j= 1, 2, ... , N , sao 

determinados de tal modo que: 

1 < i < N 

onde -sao N pontos distintos pertencentes a 

um domínio D para os quais os termos de {2.1.1) fazem senti-

do. 

Se esta função UN existe dizemos que ela "coloca" f{x) 



nos pontos xl' x2' ••• I XN e 

colocação para u no espaço 

Em problemas de evolução 

da variável temporal, isto é, 

4 

a chamaremos de aproximação por 

P. 

coeficientes - funções os a. sao 
J 

a.~a.(t) 
J J 

ao passo que os elemen-

tos da base sao funções da variável espacial, isto é ' 

z. =Z. (x) 1 

J J 
J=l,2, ... ,N. 

A idéia de procurar uma solução aproximada como uma combi-

nação linear de funções linearmente indepenpentes para resolver 

problemas envolvendo equações diferenciais não é nova. Ela foi 

proposta pela primeira vez por Galerkin em 1915. O que é novo e 

tem tornado o método da colocação mais eficiente é a escolha do 

espaço p e a construção de bases apropriadas. Um exemplo im­

portante, por suas aplicações não só no método em questão como 

também em outros métodos numéricos de solução de equações "di­

ferenciais e aproximação de funções, é o espaço p das funções 

polinomiais por partes. Neste caso as funções da base são es-

colhidas com suporte compacto, isto é, elas se anulam fora de 

um subintervalo "pequeno". Tal base é chamada uma base local. o 

método da colocação com um espaço de funções polinomiais por 

partes, uma base local e escolha conveniente de nós produz uma 

aproximação cuja convergência para uma solução u suficiente-

mente suave é de ordem superior. Além disto, esta associação dá 

origem a um sistema de eguações(linear quando 9 operador L o 

for) cuja matriz é esparsa. Esta característica tem . .vantagens 
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computacionais; na literatura especializada recente podemos 

constatar a importância e eficiência dos métodos numéricos des-

tinados a explorar esta esparsidade. 

2. 2 UMA APLICAÇÃO SIMPLES: Consideremos o seguinte problema de 

valor de contorno 

r Lu ~ 
< 

u'' - o(x)u(x) f (X) f X E ( Ü 1 1] 

(2.2.1) 

l u (0) u (1) o 

o(x) >O e contínua em [O, 1]. 

Seja P o espaço gerado pelas funções 

3 
(x-x. 2) 

1- ' xE[x. 2 , x. 
1
J, 

J._- J.-

1 
~ :r 

h 

3 2 2 ) 3 h +3h (x-x. 1 )+3h(x-x. 
1

l -3(x-x. 
1 

, 
1- l_- l-

3 2 2 3 h +3h {x. 
1
-x)+3h(x. 

1
-x) -3(x. 

1
-x) 

1+ l+ l+ 

o' 

xE[ x. 
1
,x.], 

1- 1 

---para i = O, 1, ••• , N onde h 1 
N e x 01 x

1
, ... , xN sao 

ON+l pontos em [O, 1] tais que O = x
0 

< x
1 

< ... < ~ = 1. Na 

definição acima usamos também quatro pontos adicionais satisfa 

zen do: 



Observemos que: 

Bi (xj) ~ 

o gráfico de 

4 se 

l se 

o se 

B. (x) 
l 

~. ,., 

e 

j 

j 

j 

é da 

"'· X . .&.-j .. 

i 

i-1 ou j 

i+2 ou j 

forma: 

{:C. '1l 
"' 

<. ,., 

6 

i+l 

~ i-2 

Além disso, estas funções sao duas vezes continuamente diferen-

ciáveis apresentando os seguintes valores: 

TABELA I 

x. 2 l- X. l l- xi xi+l xi+2 

Bi (x) o l 4 l o . 
B ~ (x) o 3 o 3 o h 

-
h l 

B:'(x) o 6 12 6 o 
~2 

-
h2 ~2 l 

Funções como estas são conhecidas como funções splines e 
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desempenham um importante papel em muitos problemas de aproxim~ 

çao e interpolação. Em particular, a base que acabamos de defi-

nir é conhecida como B-splines cúbicos. 

Retornando ao problema inicial,tomemos como base para P os 

B-splines acima introduzidos. Assim, 

O < i < N ' 
(2. 2, 2) 

o 
' 

define um sistema de equaçoes cuja matriz é chamada matriz de 

colocação e denotada por (' __ = (c .. ) , -1 .:::_ i, j .5_ N+l. 
-N lJ 

Em CN a primeira e a última linha surge dos coeficientes 

das condições de contorno UN(O) = O e UN(l) = O, respectiv~ 

mente, enquanto as N+l -equaçoes in te ri ores vem de exigir-

mos que: 

c .. =LB.(x.)=B'.'{x.)-a(x.)B.(x.), -l~j.::_N+l, O<i<N. 
lJ J l J l l J l 

Mais especificamente, 

N+l 
UN (O) ~ . "l ajBj (O) a_

1
+4a 0+a1= o 

J~- ' 
(2.2.3) 

N+l 
UN (l) ~ . "l a.B. (l) ~ ~-1+4~+~+1~ o J=- J J ' 

sao dados pela tabela I. 

Para encontrar as outras linhas da matriz CN utilizamos no 
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vamente a tabela I a fim de avaliar cada c .. nos nós da parti­
lJ 

-ção. A seguir, substituímos estes valores nas equaçoes de colo-

2 cação(2.2.2) e multiplicamos por h para obter as N+l equaçoes 

lineares 

(2.2.4) 
2 2 2 2 

(h o.-6)a. 
1

+(4h o.+l2)a.+(h o.-6)a.+ 1 ~-h f(x.), O<i<N. 
l 1- l 1 1 l l 

Ob~:ervemos que (2.2.4) é um sistema linear com N+l equa-

çoes a N+3 incógnitas. Eliminando a_1 da primeira equaçao de 

(2.2.4) 

e da primeira equaçao de (2.2.3): 

encontramos 

(2.2.5) 

Analogamente, eliminando ~+ 
1 

da Última equação de (2. 2. 4) 

e de (2.2.3), obtemos 

(2.2.6) 36~ 
2 

-h f(~). 

Juntando (2.2.5) e (2.2.6) com as (N-1) restantes equaçoes 

de (2.2.4), teremos o sistema de N+l equações lineares 

(2.2. 7) 

a N+l incógnitas 

te dado por: 

A,Y ~ b 

t 
al' ... , ~) com o termo independen~ 
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f: imediato que se cr(x) > O a matriz dos coeficientes 

36 o o o· 

o o o 36 

é estritamente diagonalmente dominante e portanto não singular 

pelo teorema de Gershgorin [ 1 ] • 

Logo 1 o método da colocação aplicado a (2.2.1) 1 usando uma 

base de splines cúbicos tem ur:1a Única solução UN (x) dada por: 

~ possível mostrar que o erro da aproximação na norma do ma 

ximo é da ordem de h
2 

[ 3 ] . 

Considerando a mesma norma e a mesma base, o método dos ele 

mentes finitos fornece uma ordem de convergência de h 
4

. Deste po!!_ 

to de vista 1 o método de Rayleigh-Ritz é mais preciso. Embora os 
o 

resultados teóricos favoreçam o método dos elementos finitos, a a 

prática experiêuci as computacionais indicam is;ual preci-
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sao. Alguns fatos justificam estas vantagens do método da co 

locação. Em primeiro lugar,o cálculo dos elementos da matriz de 

colocação envolve simples avaliações de funções nos nos, ao pas-

soque, no método dos elementos finitos,este cálculo exige avali~ 

~s de· integrais que são usualmente aproximadas numericamente. 

Em segundo lugar,a matriz de colocação é tridiagonal enquanto 

a matriZ que surge pela aplicação do método de Rayleigh-

Ritz é de banda sete. 

Uma forma de tornar o método da colocação competitivo em 

termos teóricos com o método dos elementos finitos é escolher 

como base funções splines de grau superior. Isto nem sempre é 

uma boa prática se considerarmos a complexidade computacional 

envolvida. Entretanto, para problemas do tipo que estamos tra-

tando aqui, a utilização de colocação com splines quínticos for 

4 
nece uma ordem de convergência de h onde a matriz de colocação 

é de banda cinco e os cálculos envolvidos são ainda muito mais 

simples do que aqueles originados pelo método dos elementos fi-

nitos com spline cúbico. 

Uoa teoria geral sobre existência e análise do erro para o 

método da colocação aplicado a equações diferenciais ordinárias 

de ordem m, tendo como base funções polinomiais por partes, é 

desenvolvida em Russel e· Shampine(l972) e Prenter(l975). O me 

todo de prova que .adotaram utiliza a noçao de função de Green 

associada com o operador diferencial. 
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-2.3 COLOCAÇÃO~ORTOGONAL: Outra forma de acelerar a razao de 

convergência do método da colocação a fim de compará-lo favora-

velmente ao método dos elementos finitos é colocar nos nós Gaus 

sianos da partição. 

Sob este aspecto,o método é conhecido na literatura esp~ 

cializada como método da colocação ortogonal. Do ponto de vista 

experimental sua utilização principalmente na Engenharia QuÍmi-

ca é muito ampla. Por exemplo, para problemas relacionados com 

reações químicas apenas o método da colocação é factível, visto 

que outros métodos requerem avaliações de complicadas integrais 

envolvendo funções exponenciais [ 2 ]. 

Existência, unicidade e estimativa do erro para colocação 

ortogonal em uma dimensão usando splines foi apresentado pela 

primeira vez por ·C. de Boor e B. Swartz (1973) [ 13]. 

A fim de mostrar uma aplicação simples do método, consi-

deremos novamente o problema de valor de contorno de segunda or 

dem: 

Lu{x) = u 11 (x)-a(x)u(x) f (x) 

(2.3.1) 
u(OJ ~ u(l) o 

' 
l 

onde a (x) > O é contínua em [O, 1]. Seja 

n: O = x
0 

< x
1 

< • • • < ~ = 1 

0 < X < 1 

uma partição de [O, l] ' com hi sendo o tamanho do subínterva 
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lo i, i= l, 2, ... N. 

Consideremos uma das fórmulas de integração numérica bas-

tante Útil, a regra de quadratura Gaussiana para dois pontos 

X. 

onde 

(2.3.2) 

xil 

x.2 " . 

h. = 

" 

~ 

~ 

h. 
X. 1+ 2 ,_ 

2 

h. 

" X. 1+~ ,_ 
2 

- x. l ,_ 

I g :x) dx 
x. l ,_ 

[l- ~] 
[l + ~] 

' i l,Z, ... ,N 

Observemos que os elementos xik' i=l, 2, ... , N, k= 1, 2 

definem uma r1ova partição 

cujos nós serao chamados nós Gaussianos de w. 

Nosso objetivo é colocar f(x) nestes 2N nós Gaussianos. 

Isto exige 2N funções splines linearmente independentes 

{Z.(x):l < j < 2N} ~-para as quais a matriz [LZ(X.)J 
J - - l ' 
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1 < i 1 j ;5., 2N é nao singular. 

A escolha natural é o conjunto dos polinômios de Hermi te 

cúbico por partes com nós em n satisfazendo às condições de 

contorno. 

Em particular, consideremos a seguinte base: 

~i (x) 

3 -2 lx-x. ) 
l-1 

< l + 

o 

2lx-x.) 3 
l 

1 < i < N-1 ' 

~. (x) 
l 

2 
(x-x. 

1
) (x-x.) 

l- l 

o 

3(x-x.) 2 
"l 

' 

' 

' 

X. l < X < X. 
l- l 

X. 
l 

< X < 

< X 
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Notemos que de fato cada uma destas funções satisfaz as 

condições de contorno 

Vamos reenumerá-las. Seja 

Z. (x) 
l 

Então, 

o 

' 
i = 1, 3, 5, ... I 2N+l 

i= 2, 4, 6, ... , 2N-2. 

2N 
consideremos p o espaço gerado pelas {Zi}i=l 

equações de colocação 

onde < ••• < 

a.LZ.(x.) 
J J l 

são os nós 

< 2N 

Gaussianos da partição. 

~ possível demonstrar que a ordem de convergência da solu­

ção aproximada UN e de h 
4 

[ 3 ] • 
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O método pode ser generalizado para equações diferenciais 

ordinárias de ordem m. Neste caso, devemos introduzir m nós 

Gaussianos associados às m raízes do polinômio ortogonal de 

grau m em cada subintervalo [x. 
1

, x.] 
l- l 

da partição inicial 

de [0, 11. Usamos então, urna base de polinômios Hermite por pa~ 

tes pertencentes a cm-1[0, 1] que são de grau 2m-l em cada 

subintervalo e satisfaçam às condições de contorno associadas 

com o operador diferencial. 

se f (m) é contínua por partes em [ o' l] pode ser mostrado 

que a ordem de convergência é h 2m 

O método da colocação ortogonal também pode ser aplicado 

com sucesso a equações diferenciais parciais,produzindo uma OE_ 

dem de convergência superior e competindo 1 desta forma,favorave! 

mente,com elementos finitos_ 

Prenter and Russell 4 demonstraram, sem utilizar a 

noção de funçÕes de Green ou mesmo análise da matriz, que o mé-

todo da colocação ortogonal com Hermi te bicúbico numa grade re-

tangular fornece uma esquema de quarta ordem para aproximar a 

solução u(x,y) da equação diferencial parcial elítica 

Lu~-D [P(x,y)D u(x,y)]-D [ g(x,y)D u(x,y)] +C(x,y)u(x,y)~f(x,y) 
X X y y 

com u(x,y)=O em OR, R um retângulo-

Neste caso, os nós Gaussianos em cada subretângulo 

[ X, l 1 X.] X[ y . l , 
l- l J-

-sao os pontos 
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onde xik e sao definidos como em (2.3.2)-

Mais recentemente [19 84) Dyksen, Houstis, Lynch and 

Rice [ 5 estudaram a performance dos métodos de colocação e 

Galerkin tomando Herroite bicúbico como base 1 considerando o 

mesmo problema acima. Os sistemas lineares que surgem pela apl~ 

caçao destes métodos foram resolvidos por métodos diretos. As 

medidas de comparaçao foram o tempo de computação para atingir 

uma precisão de três dígitos significativos e a memória uti-

lizada. Os resultados a que chegaram, após urna análise de 

dezoito problemas foram: 

L A quantidade de memória req<;terida é a mesma; 

2. Colocação requer menos tempo de computação para atingir três 

dÍgitos de precisao nos pontos da grade. A conclusão final é 

que no contexto considerado e com as implementações que fizeram 

dos métodos, colocação é sensivelmente melhor que Galerkin para 

os aspectos 1. e 2. citados acima. 

Em problemas que dependem do tempo o método da colocação é 

aplicado no domínio das variáveis espaciais e dá origem a um 

problema de valor inicial para um sistema de equaçoes diferen­

ciais ordinárias. A implementação de tal problema é feita por 

um método de discretização da variável temporal, conhecido como 

colocação no tempo discreto e a aproximação resultante é chama-



da de aproximação por colocação no tempo discreto. No 

capítulo analisaremos um problema deste tipo. 

17 

próximo 

2.4 UMA RELAÇÃO ENTRE COLOCAÇÃO E GALERKIN: Uma forma de rela-

cionar Galerkin e Colocação é através de esquemas de quadratura 

numérica. 

Em particular, consideremos um espaço PN de dimensão fini­

ta e uma base {z
1

, z21 ••• , ZN} de PN. 

Vamos supor que estamos procurando uma solução para um pr~ 

blema que envolve a seguinte equaçao: 

Lu = f . 

O método de Galerkin consiste em encontrar uma aproximação 

para u da forma 

N 
UN(x) ~ j~ 1 ajZj(x) 

cujos coeficientes a.,j=l, •.• ,N 
J 

sao determinados 

vendo o sistema linear 

(2.4.1) 

onde 

N 
jh (LZj , Zi) aj 

(f' g) j f(x) g(x) dx 

E 

resol 

' 
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e o produto interno usual em L2 (E}, E um domínio qualquer em 

ou 

Se L é um operador diferencial usualmente o que se faz e 

integrar o lado esquerdo de {2.4.1) por partes substituindo a 

integral pela forma bilinear a{Zj, Zi). 

Vamos proceder, entretanto,de uma forma diferente. Ao in-

vés de integrar por partes, usamos a quadratura numérica 

onde 

Ig(y)dy ~ 
E 

' 

sao N pontos distintos de E e os w's 
i 

são constantes determinadas pelo esquema de aproximação que dá 

. ' orlgem a regra~ 

e 

Assim, temos: 

I

LZ. (y) Z. (y) dy 
J l 

E 

N 

~ klil zi (yk)wkf(yk) · 

Obtemos então, um sistema de equaçoes 



(2.4.2) 

onde 

f = (flr ••• I fN) t f. f (yk) ' = 
' 1 

(al' 
t 

a = ... ·"-N) • 

sistema Deste modo 1 quando BN é nao singular, o 

Galerkin completamente discretizado é equivalente a 

seja 

Ct a f N . 

â.Z.{x) 
J J 

a solução para (2.4.2) 

19 

de 

se os erros da quadratura forem suficientemente pequenos, 

é não singular e o erro para esta solução UN(x) de 

Galerkin discreto é praticamente o mesmo que para a solução por 

Galerkin UN {x). 

-Além disso, desde que as matrizes sao quadradas, a nao sin 

gularidade de BND ct 
N N 

tanto de ~. 

implica a nao singularidade de ~~ por-
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Assim, 
t 

CN â = f é equivalente a 

-
LUN(yk) = f(yk) ' 

e portanto, ÜN(y) é a solução por colocação. 

Logo, pelos argumentos acima temos a equivalência entre os 

métodos da colocação e Galerkin discreto. 



21 

3~ APLICAÇÃO A UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DO TIPO PARAB6LICO 

3.1 INTRODUÇÃO: Nos Últimos anos equações de difusão nao linea 

res têm chamado a atenção da comunidade matemática, fato este 

que reflete o crescimento na amplitude e importância de suas 

aplicações. Tais equações surgem em modelos matemáticos de um 

grande número de fenômenos físicos,biológicos e sociais que 

ocorrem em áreas como dinâmica de população J teoria de reatores 

químicos, etc. 

Como ilustração, consideremos um modelo de pesca no qual 

a distribuição espacial e a movimentação dos peixes são levados 

em consideração[ 10 1 • Imaginemos que a Iilargem seja retilínea, 

chamemos x a distância do ponto em análise à margem e u(x, t) 

a densidade da população de peixe em x no instante t. A equ~ 

ção diferencial parcial que representa um modelo de crescimento 

e difusão da população é: 

(3.1.1) au 
ãt 

2 
= a--· + F(x, u) (Q < X < S) ' 

onde F{x, u} é a razao de crescimento natural da população na 

distância x da margem, S denota o contorno do habitat da pop~ 

lação e a 2 é o coeficiente de difusão. 

A equação(3.l.l} é urna equação diferencial nao linear do 

tipo parabólico; equaçoes como esta e que passaremos a analisar. 

Consideremos a equação diferencial parabólica 
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(3.1.2) 
2 

c(x,t,u)au=a(x,t,u) êl ~+b(x,t,u, du) ,O<x<l,O<t_::T, 
at êlx êx 

sujeita à condição inicial, 

(3.1.3) u lx, O) f(x) f 
Ü < X < l f 

e às condições de contorno, 

(3.1.4) 

Vamos assumir a condição de estabilidade, 

(3.1.5) O<m<c(x, t, u)<M 
f f para 

0 < x < 1, 0 < t < T e -oo < u < oo • 

Procuramos a solução numérica de (3.1.2)-(3.1.4) pelo mét~ 

do da colocação para o caso particular em que a solução aproxi-

mada é um polinômio de Hermite cúbico por partes na variável e~ 

pacial x para cada tempo t. Mais precisamente, consideremos 

a partição do intervalo 

·. 
h. e I. 

J J 

Seja, 

I=[ O, 1]: O= x 0 < x 1 _< 

[x. 
1

, x.J. 
J- J 

••• < x = 1 , com 
n 

H3 ={v=v(x}E c 1 (r)/v é um polinômio cúbico sobre cada 
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Buscamos uma aplicação U:[ O, T] + H
3 

tal que U seja uma 

aproximação para a solução u de (3.1.2)-(3.1.4), O< t < T ' 
no sentido que mais tarde definiremos. 

Uma base para H
3 

pode ser construída a partir das funç(es, 

r l - 3x 
2 

2x 
3 o ..::: 1, + ' < X -

3x
2 3 V(x)< l -- 2x 

' -1 < X < o ' 

l o ' lxl > 

2 o x ( 1-x) 
' < X < 1 

r 
X(l+x) 

2 
S (x) < 

' 
-1 < X < 

l o 

De fato, tomemos 

Então, 

V. (x) 
J 

S. ( x) ~ 

J 

' lxl > 1 

f V llx-xj) /hj+l] 

< 

< 

l V [(x-x.)/h.] 
J J 

lh. 
J 

S[ (x-x.)/h.] 
J J 

l, 

o 

X > X. 
J 

X < X, 
J 

X > X. 
J 

' 

' 

X< x., j=O,l, ••. ,n 
J 



24 

Portanto 1 necessitamos de 2n+2 relações para cada tempo t 

para especificar a solução aproximada U(t). Duas destas crndi~s 

podem ser obtidas das condições de contorno 1 isto é 1 os coefi-

cientes de e são dados por g
0

(t) e g
1

(t), respect~ 

vamente. o método da colocação exige que as relações restantes 

sejam obtidas fazendo com que a equação diferencial seja satis-

' feita para 2n pontos. Uma vez que existem n intervalos 

devemos selecionar dois pontos em cada um deles. 

I . ' 
J 

Como a escolha dos pontos de colocação é crítica na obten-

çao da ordem de convergência vamos escolhê-los corno sendo as 

imagens afim das raízes do polinômio de Legendre de grau 2. 

Sejam -l/v'3 e l/Ir os zeros do polinômio de Legendre 

2 
P 2 (x)~(3x -1)/2 e consideremos a transformação afim L(Ç)=AÇ+B 

definida em [ -1, 1] e com valores em [ x. l 1 x .] 1 satisfazendo 1 J- J 

L(-l)=x. 1 e L(l)=x .. Então, temos: 
J- J 

Portanto, 

L I -1) = -A+B=x. 
rl 

LI1)=A+B=x. 
J 

2B=x. 
1
+x. 

]- J ' B=lx. 1+x.)/2 
]- J 

A=x . - I x . 1+x . ) /2 
J J- J 

A=lx.-x. 
1
)/2 

J J-



Assim, L(t;) = 
X.;;-x._ 1 _,, J .1;+ 

2 

x. 
1

+x. 
_]- J 

2 
' ou 

x. 
1

+x. 
L (f;)= r J 

2 

Logo, os pontos de colocação sao dados por: 

25 

h. 
+ -~-E;_ 

2 

(3.1.7) 
x. 

1
+x. 

J- J 
h. 

__]___ 

2/:l 
, j=l, 2 1 ~ •• ,n 1 k=l,2. 

2 

Deste modo, o método da colocação fica especificado pelas 

equações(estamos suprimindo parcialmente a escrita das variá-

veis independentes x e t} : 

j3.1.8) [ c ( U) <lU <l
2u 

't- a(U) ---2 - b(U, 
" 3x 

j=l, 2, •.• ,n , k=l, 2 para 

O < t < T. 

~ necessário, ainda, especificar condição inicial para U ; 

a maneira mais fácil de fazer isto se f E c
1

(I) e considerar 

U(x, O) como o H
3 

-- interpolante de f 1 isto é U(x, O) e 

3U 
3x (x, O) interpelarem f e f' nos nós naturais xj, respect~ 

vamente. 

Neste capítulo analisaremos a convergência da solução U de 

(3.1.8} para u, isto é, demonstraremos que existe uma constante 

C dependendo de u e de suas derivadas tal que 

li u - oi I 00 00 

L (0, T; L (I)) 
h=max 

J 
h. 

J 
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se U(x 1 O) for escolhida como indicamos acima. 

Observemos que em vista da hipótese ( 3. 1. 5) podemos dividir 

(3.1.8) pelo coeficiente a(x, t 1 u} sem perda de generalidade, 

urna ve~ que a aritmética permanece inalterada. Portanto, dor a-

vante assumiremos que 

a(x, t, u) - 1 

Também assumiremos que g
0

(t)=g
1

{t}=O pela modificaÇão de 
; 

b e c, o que é irrelevante computacionalmente, mas Útil na 

análise que há de se seguir. 

O espaço dos polinômios de Hermite cúbico por partes H3 

também pode ser utilizado no método de Galerkin da mesma forma 

que no método da colocação, produzindo uma precisão da mesma 

ordem, isto é, o 
4 -

(h). Assim, alguma comparaçao entre os dois 

métodos poderia ser realizada. Praticamente, o método da coloca 

ção é sensivelmente mais rápido no computador do que Galerkin , 

considerando a mesma partição 1 pois 1 não existem quadraturas p~ 

r a serem calculadas no nét.cdo da colocação e além disso 1 Gxistem ap!~nas 

quatro coeficientes não nulos em quaisquer das 2N 
-

equaçoes ger~ 

das por (3.1.8} 
1 

enquanto existem seis no caso de Galerkin. Por 

tanto, resolver o sistema algébrico que resulta da discretiza-

ção no tempo é mais simples por colocação. Entretanto, os argu­

mentos que serão apresentados aguiQ exigem mais suavidade para u 

no método da colocação do que é exigido para o método de Galer-
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kin a fim de obter a razão de convergência pretendida. 

3.2 NOTAÇÃO E ALGUMAS DESIGUALDADES: Todas as funçÕes a serem 

consideradas - de valores reais . seja para o que segue sao E um 

aberto qualquer do Rn 
' o espaço Euclidiano n-dimensional ; 

x=={x
1

, x2' .•. , xn} E E. Designemos por L 2 (E) o espaço 

çoes u de quadrados integráveis sobre E, isto é, 

(3.2.1) 

Associado a 

2 
llull 2 

L (E) 

norma (3.2.1) 

( u' v) 
L

2
(E) 

~ 

temos o produto escalar em 

f 
u(x)v(x)dx. 

E 

das fun 

L
2

(E) 

Definimos o espaço de Sobolev· Hm(E) de ordem m(m > O) 
c 

sobre E como o conjunto de funções u E L" (E) tais que todas 

as derivadas parciais Dctu(no sentido de distribuição), com 

la I < m, pertencem ao espaço L
2

(E}, isto é, 

(3.2.2) 
m 2 a 2 

H (E)~ {uEL (E)/D uEL (E), V a, la I_<_ m}, onde 
' 

' 
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Nestes espaços podemos considerar 

(3.2.3) muni 

do desta norma Hm(E} é um espaço de Hilbert [ 7 ] 

Em nosso caso, E={D, 1). Assim, indicaremos o produto esca 

lar de --L 
2 

sobre I e Ij como segue: 

(3.2.4) (u, v) v) .~ 
J 

X. 

f ~vdx 
x. l J-

:E: conveniente, 'ainda, definir o produto in terno discreto: 

(3.2.5) 

e 

(3.2.6) 

l 
<u,v>.= 2-[u(~. 1 )v(~. 1 )+u(~. 2 Jv(~ . 2 J]h., 

J J J J J J 

<u,v> 
n 
.~ 1 <u,v>. J= J • lul 2 ~ <u, u> • 

2 lul.= <u,u>. 
J J 

-çoes 

Representamos por L
2

CO, T; Hm{I}) o espaço vetorial das f~ 

u(x,t) tais que para todo tE(O,T) a função u(x,t)EHm(I) • 
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cuja norma em 
2 

é uma função pertencente a L (O,T). 

De modo análogo definimos L
00

{0,T;Hrn(I)} como espaço vetorial 

das funçÕes u(x,t) tais que para todo tE(O,T), u{x 1 t)EHrn(I) 
' 

cuja norma em Hm(I} é uma função pertencente a L
00

(ü;T). 

Então, podemos definir as seguintes normas sobre estes es-

paços: 

(3.2.7) n un ~ supll u(t) 11 
H

6 
(I) 

< ro 

L
00

(0,T;H
6 tr?) O<t<T 

T 

(3.2.8) llu 112 
~ 

I 11 ut ( t) 11
2 

6 dt < ro 

t L2 (0 ,T;H 6 
(I)) H (I) 

o 

No decorrer desta dissertação K denotará uma constante ge-

nérica com valores diferentes possíveis em diferentes contextos. 

Os lemas que apresentaremos a seguir fornecem desigualda-

dcs que serão úteis para a análise do erro em parágrafo sub se 

quente. 

LEMA 3.2.l(desigualdade de Gronwall). Se as funções f(t) 

e g(t) são nao negativas definidas em [ a 1 b], e seK _:_O, então a 

desigualdade 

t 

(i) g(t) < K +I f(s)g(s)ds, 

a " 



implica em 

(ii) g(t):<_ K e 

Demonstração 

De (i) temos 

t 

Jf(s)ds 

a 

30 

g(t) f(t) < f(t). Integrando de a até t 1 obtemos 

( iii) 

·t 

K+ Jf(s)g(s)ds 

a 

t t 

~n[ K+ f f(s) g(s) ds] -~n (K) :<_ 

a 

f f(s)ds. 

a 

t 

K +Jf(s)g(s)ds < K 

a 

e 

t 

Jf(s)ds 

a 

Isto acarreta 

Portanto, de (i) e (iii) temos o resultado. 

As demonstrações dos lemas seguintes são consequências da 

aplicação das definições do produto interno discreto(3.2.5) 

UMtCAMít 

l'll!lliOTECA Cf'NT~ H 

• 
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(3.2.6) e da desigualdade de Schwartz. 

LEMA 3.2.2. Para todo f e g em H
3 ' 

l N 
g')~f'gl + l hs -<f" 1 g>=(f' 1080 jh fl~l gl~l . ' J J J o 

onde ê o valor(constante) da terceira derivada de f em r .• 
J 

Demonstração. ~ suficiente considerar apenas um intervalo de 

comprimento h 1 , uma vez que os termos da fronteira se anulam 

na sorna sobre os intervalos. 

Sej arn 

3 
i 3 i 

f(x)~ " a.x e g(x)~ " b.x Então,. i=O 1 i=O 1 

hl 

3 r 4 -<for g> = 
{"g 

dx - <6a
3
x, b 3x >1+ :a3b 3x dx. ' l 

Avaliando os dois últimos termos do lado direito da expres-

-sao acima obtemos: 

flll glll ; assim, 



(i) 

-<f" g> ~ 
' 1 

hs 
dx + ~~ 1 ""' 1080 

lima integração por partes nos leva a 

o 

Por homogeneidade temos o resultado. 

LEMA 3.2.3. Para f E H
3 

, 

(f 111 ) 2 

max < 
1 
> ~ 720 

hs . 

gll! 

O lema acima nos permite fazer a seguinte estimativa: 

1 
lOBO 

N 
~ 

j~1 

flll 111 h~ 
j gj J 

< 2 N I 

3 .>;111 f .li 2 
]- JL(I.) 

J 
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• 



f, g E H
3 

llf11
2

1 =J
1

(f')
2

dx 
H o 

o 

onde 

e 

Seja o subespaço de 

se anulam em x=O e x=l~ 

consistindo das funções 

LEiv1A 3.2.4. Se f E então 

U fll
2 

l < ~ <f 11 
1 f> 

H o 
< 5 

3 
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que 

Demonstração. ~ urna consequência imediata da aplicação do lema 

(3.2.2) e da estimativa (i). 

e 

LEMA 3.2.5. Para f E H
3 

, 

1 f· 1
2 

< 11 f li 1 
H o 

l 
720 

• 

Demonstração. A primeira parte segue um argumento análogo ãque-

le do lema 3.2.2. 



A outra parte do lema é consequência de 

e, portanto, 

(ii) 

LEMA 3.2.6. Para 

11 f li 
2

1 + 1 f 1
2 

> 
H o 

Demonstração. A relação 

X 

f(x)-f(~jl) + ff'(T)dT 

~j l 

' 

l 
720 

l 11 fll2 l 
4 H 

implica em 

. Por outro lado 

11 fll
2

l < 
H o 

411 fll
2 

l 
H o 

34 
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Logo, 

1 11 fll\ 
4 H 

35 

• 

3.3 ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA DA APROXIMAÇÃO: A fim de esta-

belecer um limite do erro do método da colocação é necessário 

primeiro que limitemos a diferença entre a solução aproximada U 

e o interpolante cúbico de Hermite da solução exata u. Portan-

to 1 necessitaremos de uma avaliação do erro da interpolação. 

Na obtenção de estimativas em problemas envolvendo uma va-

riável, o teorema do núcleo de Peano é de importância fundamen-

tal. NÓs o enunciaremos aqui considerando funcion·ais lineares 

da forma 

b 

~ 
r-1 

Jai(x)Diu(x)dx 

N. 
l i 

L(u)~ í: + L bijD u(xij) 
i=O j~1 

J a 

definidos para todo u E Hr(J) onde J=(a,b). Estamos assumin-

do que as funções a. (x) 
l 

são contínuas por partes sobre [ a,b] 

e os pontos X, , E [ a 1 b] ~ 
l] 

3.3.1. Seja L(p)~O para todo polinômio p de 

grau menor do que r. Então, para todo r u E H (J), onde J=(a,b), 



(x-t)r-1 
+ 

b 

L(u)~ JDru(t)K(t)dt 

a 

K (t) 1 
{r~1) !. 

r (x-t)r-1 ' X > t 

< 

jo .r X < t 

l 

' onde 

' 
e 

A notação L '[(x-t) r-l ] signif.ica que o funcional 
X + 

1 . d (x-t)r-1 f - d ap 1ca o a + como uma unçao e x. 

36 

L é 

A demonstração deste teorema é uma consequência da fórmula 

de Taylor com resto I 8 ] • 

Para funções suficientemente suaves u E [O ,1], defina o 

seguinte interpolante de u 

T
3

(u) (x)-u(O)V(x)+u'(O) ~(x)+u(1)V(x-1)+u'(1)s(x-1) 

onde S(x) e V(x) -sao definidas em (3.1.6). 

Como consequência do teorema 3.3.1 o erro da interpolação 

tem a seguinte representação para funções u E H( 4) (I): 

(3.3.1) (u-T
3

u) (x) ~ J: 3 (x,t)u( 4 ) (t)dt 

o 

onde para ca 
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da t fixado, o núcleo é dado por 

b. 

K 3 (x,t)~ gt(x)-T3(gt) (x) 

r 
l 3 o < t 
3! 

(x-t) 
' 

< X 

gt(x) < 
I 
I o ' X < t < l . 
l 

6 ' Vamos definir as seguintes relações para funções uEH (O~h): 

Ü < X < h 1 onde ~(x)=u(hx) 

h<f,g> ~!! f 
2 i=l 

h i 
fg( 2(l+l-l) ;líl)' 

Os dois lemas seguintes serao de importância para a análise 

do erro global e suas demonstrações dependem dos reSultados ante 

ri ores. 

LEMA 3.3.1. Sejam u E H
6

(I) 

uma constante K tal que 
' 

(i) 

(i i) ]e" I l 
< K 

e e = u-T
3
u. Então existe 

' r= 0,1 ' 

' 
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(iii) 
' 

(i v) < K 

LEMA 3.3.2. Sejam 
6 

uEH(O,h) e e =u-T3 hu. Então, exis 
' 

te uma constante K independente de h tal que: 

(i) < Kh4-rnull 4 
H (O ,h) 

r = O, 1 ' 

(i i) !e" I< K h
3 

h -
11 ull 

H
5

(0,h) 

9 

( iii) I < e I 

h ' 
l> I < K h2 llull 

H
5 

(O ,h) ' 

9 

(i v) I < e" 
h ' 

l>l < K h2 llull 
H

6
(0,h) 

3.4 UMA FORMULAÇÃO DE GALERKIN: Para demonstrar a convergência 

da solução aproximada U de (3.1.8) para a solução exata u pe-

lo método da colocação necessitamos estabelecer uma relação en-

tre este e o método de Galerkin cuja convergência já tem sido 

estudada. 

Consideremos o método da colocação especificado pelas equa 
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çoes: 

(3,4,1) {c(U)Ut-u -b(u,u )}(i;.k,t)~o, j~l,2, ... ,N 
XX X J 

k=l,2 

' 
O < t < T . 

Nesta seçao mostraremos que a solução (3.4.1) pode ser vis 

ta como a solução do seguinte esquema tipo Galerkin: 

(3.4.2) <c(U)Ut-U -b(U,U),z>~O 
XX X ' 

sendo a ortogonalidade relativa ao produto 

(3.2.5)-(3.2.6). 

)
2N 

Sejam {Zi i-=l 

U (x, t) 

uma base para 

2N 
~.r b. (t)z. (x). 
~=1 ~ ~ 

Z E 

interno 

e 

' 

Substituindo a expressao para U (x, t) no si.stema 

podemos reescrevê-lo como 

(3.4.3) Fb'+Gb=R 
' 

onde 

discreto 

(3.4.1) 
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R~ (r.). 
l 

Se{~. li=l,2, .•. ,2N}={t .. li=l, ... ,N;j=l,2}, ent~o podemos 
l l] 

expressar f .. , gij e r. como segue: 
l] l 

2N 

fij ~ c( i~l b.Z. (i;.))Z. (1;.) 
l l l J l ' 

; 

gij 
~ -z':(i;.) 

J l ' 

2N 2N 
ri~b(~~l b~Zt(i;i) ' th btZ~(i;i)). 

De maneira semelhante, (3.4.2) pode ser expresso como 

(3,4.4) 

onde 

Cb'+Ab=S 

c~ C(b)~(c .. ) 
l] 

2N 

' 

' 
A ~ (a .. ) 

lJ 

cij = <c(i~l biZi)Zj,Zi> 

= - <Z ·~ 
j ' Z.> 

l ' 



2N 
s 1 =<b(t~l b~Z~, Z,> 

l 
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Se mostrarmos que a matriz C(b) e nao singular isto impli-

cará que (3.4.4) teô no máximo uma solução e, portanto, pode 

ser resolvido locaL.ente no tempo. Pela e qui valência entre 

(3.4.1) e (3.4.2) segue que F(b) também é não singular e des-

te modo (3.4.3) pode tar:iliém ser resolvido localmente no tempo.De 

fato, temos: 

LEMA 3.4.1. Para todo b, C{b) é não singular. 

Demonstração. Suponhamos que a,b E R2N , a f V, são tais que 

2N 
C(b)a~O. Se U(x)~ i~l biZi(x) 

2N 
e W(x)= i~l aizi {x) então ' 

por hipótese < C(U) \V ~"H>=O. Portanto, 

j=l, •.• rN 
' ' visto que 

isto ir:tplica que I·;r(Çjk)=O 

C>O para qualquer argumento. 

como W é um polinômio cúbico em [x0 ,x
1

J e se anula para 

w::o em qualquer [ x
1 

,xi+l] 1 então w::o em I, pois er.1 cada in­

tervalo adjacente W teria uQa raiz dupla no ponto final e duas 

raízes nos pontos de colocação. Assim, como a f O, vemos que 

e 

Procedendo desta forma tenos que D{xN)W' (>)_~)>O, o que e 

uma contradição, uma vez que ~\1' {~)=O~ 
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Logo, C(b) é não singular. • 

3. 5 ANÂLISE DA COl'lVERG:t:NCIA: Nesta seçao obteremos uma estima-

tiva para o erro da solução aproximada U obtida em (3.4.1); va­

mos assumir sem perda de generalidade que g
0

(t)=g
1

{t)=O. 

A limitação do erro que tentaremos obter sera dada em ter­

mos da norma de N-U, onde W é uma aproximação para u convenien-

temente escolhida em H
3 

[ 11] • 

Deste modo, reduzimos a questão de limitar o erro na solu-

çao aproximada para uma questão de teoria da aproximação. 

Seja 

au 
<c(U)~ -at ~ b(U, au 

~), Z>=O , Z E 

TEORE!'1A_ 3.5.1. Seja u a solução de (3.1.2)-(3.1.4). Vamos assu-

I!lir que 

{i) os coeficientes a,b e c -na equaçao diferencial (3.1.2) 

tenham terceiras derivadas limitadas, 

(ii) para 

O< X < 1, o < t < T, -~ < X < 00 

(iii) 
ro 6 

uEL(D,T;H) 
2 6 

e ut E L (O,'r;H ). 

Seja, ainda, U(x,O) o H3-interpolante de f(x)=u(x,O). 
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Então, existe uma única solução U para o sistema (3.1.8) 

e U _ converge para u co~ um erro dado por 

llu-UII 

onde 

00 00 

L (O,T;L) 
< K[nuD ~ 6 + 

L (ú,T;H ) 

h= max h. 1 j=l, .•• ,N 
J 

' 

Demonstração. Suponhamos que 3 u E C (Ix[O,T]) e seja W:[O,T]+ H
3 

o H
3
-interpolante de u para cada tempo t. 

Inicialmente obteremos uma estimativa para v w-u. 

Sejam 
~ u-Vl e 

32 
R ~ 7 

Por um cálculo direto temos 

<c(U)v -V ,Z>=<c* Wtv-c(W)nt-c**utn,Z>+<b* 
t XX U U U 

n+b**v+b* v Z> u u x' 
X 

+<R 1 Z> + <b(W 1 u )- b(W,l1) Z> 
X X I I 

onde 

+ 



c* = 
u 

c** 
u 

b* = 
u 

b** 
u 

~ 

[c (U) -c(\'/)] 
u \V 

[c(u)-c(l;)] 

u-W 

[b(u,ux)~b(W,ux] 

u-w 

[b(vi,W )-b(U,W )] 
X X 

N-U 

[b(U,N )-b(U,U )] 
~ ------~x~------~x~--

w - u 
X X 

' 

' 

' 

e 

estamos admitindo que b e c sejam diferenCiáveis com 

peito a u e u • 
X 
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res-

Escolhendo Z=v 
t 

e supondo que as derivadas de -b ,e c com 

relação a u eu sao limitadas,obtemos: 
X 

Acrescentando à expressao anterior a desigualdade 



temos: 

(3.5.1) 

O lema 3.2.2 implica que 

-<v v > xx' t 
~ 

l d 
2 dt <v ,v> 

XX 

<K[ 

Integrando {3.5.1) no intervalo de tempo (O,t}, obtemos 

Aplicações dos lemas 3.3.2, e 3.2.4 e da desigualdade 

(3.5. 3) ab < Ea
2 + _h_ b

2 
1 

para ·todo a e b 4s e E '?" 0 

45 



implicam qt1e 

+K 
2 

[ 11 ull 
6 

H (I . ) 
J 

8 
dT] h. 

J 
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A Última integral do lado direito de (3.5.2-) pode seres-

crita como 

t 

= <b(W ,u ) -b (\\1' ,W ) ,v> 
X X 

o 

Utilizando o lema 3.3.2, o teorema do valor médio para de-

rivadas e novamente a desigualdade (3.5.3) com E conveniente, 

para avaliar o lado direito da expressão acima, obtemos: 

t 

r<b(H,u )-b(l;,IV) 
J · X X 

o 
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J

t 

N 2 2 2 8 
+K .~ 1 [UuU 5 + [UuU 5 +UutU 5 ]dT]h .. 

J H [I.) H (I.) H (I.) J 
J o J J 

Portanto, (3.5.2) pode ser reescrito co~o 

2 2 2 2 I
t 

~I v I ( t) _:K[ I v I (O)+ ~ I v I +I v x I l dx + 

It 2 2 2 N 2 
+ [ lnl+lntl ]dT-<v ,v>(Ol+lvl -<v ,v>+.~ 1 {Uull 6 XX XX J= H (I.) 

o J 

I
t 

2 8 
+ UutU 6 dT}h. ] • 

H (I.) J 
o J 

Segue de (3.2. 7), (3.2.8), segunda parte do lema 3.2.5 e 

lema 3.2.1 que 

I
t 

2 2 2 2 
lvtl dT+rnax[ UvU 1 +1vl ]_:K[ llv(O)ll 1 

Ho Ho 
o 

+ lv(O) 1
2 

+ 

N 8 2 2 
+ -~lh.{nuU oo 6 +UutU 2 6 }] • 

J J L (O,T;H (I.)) L (O,T;H (I.)) 
J J 

O lema (3.2.6) implica que 

+ 
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T 

f 
2 2 2N3 2 2 

lvldT+IIvll 1 <K[IIv[O)II 1 +.~h.Oull 6 
~lu11 2 6 

}] 
t 00 - ]==l J 00 t L (O,T;H) H L (O,T;H (I.)) L (O,T;H {I.)) 

o J J 

Em particular 1 

2 2 N 8 2 2 
llvll w w .:<.K[IIv{O)D 1+.hh.{Dull w 6 +llu 11 2 6 }]. 

L (D,T;L) H J J L (O,T;H (I.)) t L (O,T;H (I.)) 
J J 

Obtida a estimativa para v, lancaremos mao do seguinte re-

sultado estabelecido na teoria da aproximação[ 9 ] 

llnn 2 <K w w-
L (O,T;L ) 

De fato , como 

n + v = u ~ u , temos 

2 2 N 8 2 2 
llu-UII w w.:'.K[IIv(O)II l+j~\hj{llull w 6 +llu 11 2 6 }] 

L (D,T,L) H L (O,T;H (I.)) t L (O,T;H (I.)) 
J J 

Escolhendo U{x,O) como o H3-interpolante de u(x,O), obtc-

mos 

2 
nu-UU 

00 00 ~K[Uu~ 00 6 +UutG 2 6 ] 
L (O,T,L) L (O,T;H ) L (0

1
T;H ) 
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h = max h. 
J ' 

j = l,~ .• ,N • 

3.6 O ~TODO DA COLOCAÇ~O ~~'TEMPO DISCRETO: A fim de obtermos 

soluções aproximadas para o sistema de equações diferenciais or-

dinãrias definido por (3.1.8) é necessário discretizar a variá-

vel t. 

Nesta seçao introduziremos alguns esquemas de aproximaçao 

que podem ser utilizados para este fim. 

Seja, 

tm = m ~t, onde ót=T/M, M um inteiro positivo. 

O primeiro esquema que apresentamos aqui é o método da co-

locação-Crank-Nicolson obtido da seguinte forma: 

Buscamos uma aplicação U:{t
0
,t

1
, ••• ,tM} 

(i) u
0
-f é pequena 

l l ml-1 ml- l 

(3.6.1) (i i) lc(tf"" l)dtu"'-a(u"'+ 2) uxx 2 -b(U 2 

(i i i) 

onde 

m 
= U (x) = U (x, t ) 

m- ' 

+ H3 tal que 

ml-1 
u 2 ) } (l; .. )=O 

' X >J ' 

1 1 2, m=O,l, ... ,!'1-l 



tes é 

m+ 
c (U 

l 
m+ 2 

u 

m+ 1 m 
u + u 

2 

m m+ 1 
~ (U U ) /H. 

m+ 
A interpretação de c ( U 

c(~ij, t 
m+ l ' 

2 

m+ 
u 

50 

' 

bem como dos outros coeficien 

~ possível mostrar que este método é de segunda ordem no 

tempo[ 12 :, J .. 

A menos que a equaçao diferencial (3.1.2) seja linear 
' 

(3.6.1) requer a solução, para cada tempo, de um sistema de equa 

çÕes algébricas não linear. A não linearidade pode ser contorna-

da usando, em vez de (3.6.1), o método preditor-corretor que 

descrevemos a seguir. 

Com a notação anterior consideremos o esquema de aproxima -

-çao: 

(3.6.2) 
m ,m 

-a(U )Uxx 



(3.6.3) 

i=l, ... (:.:~ 
' 

onde 

l 
"'m m+ 2 

a(U )U 
XX 

j = 1,2 ., 

m m 
-b('b ,'b 

X 

(jm+l - J". 

~t. 

(jm+l 1'\,m+l 
aj ZJ(Çik). 
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O , m > O ' 

' 

' 

No esquema acima (3.6.2} é chamado o preditor e (3.6.3) é 

o corretor. 

Observemos que (3.6.2)-(3.6.3) requer a solução, para cada 

tempo, de dois sistemas algébricos lineares. Este método é tam-

bém de segunda ordem no tempo{ 12 1 • 

Outro procedimento de aproximação para (3.1.8) e que ~r 

apenas a solução de um conjunto de equações lineares para cada 

tempo é o chamado método de Crank-Nicolson extrapOlado. 

Nele, extrapolamos um para predizer um+l e então corri 

gimos. Mais especificamente, tomemos o esquema: 



~m ~m m+ 
{o(U )dtlf'-a(U )U 

XX 

i = 1 1 ••• ,N J 

onde 

1 1 

l 2, e m 
-b('/J ' 

1,2 
' 

m+ 
u 

21 6 m+ 
~ u 

2 r.t+ 1 
+ 8[ u 

-
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1Jm 
X 

m 1,2, •.. ,M-1 I 

' 
8 > o 

' 

Tal equaçao de diferenças requer um procediY.Jento inicial d~ 

ferente dos métodos anunciados previamente. Neste caso 1 temos 

que conhecer a solução para dois passos iniciais no tempo. A 

condição inicial 

aproximação u
0

• 

pode ser utilizada para determinar a primeira 

O vetor pode ser determinado por algum o~ 

tro métodoi um conveniente pode ser obtido utilizando a própria 

equaçao (3.6.1) com os coeficientes sendo avaliados em u0
, isto 

é, 

o 
U)}(~ .. ) 

X 1) 
o 

i= l, ••• ,N ' J = 1,2. 
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4. ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

4.1 INTRODUCÃO: Neste capítulo apresentaremos alguns aspectos 

práticos da implementação do problema (3.1.2)-(3.1.4) bem como 

resultados numéricos de testes realizados. Os cálculos foram 

realizados no VAX/VMS v4.4, com a linguagem estruturada FORTRAN 

77, usando precisão dupla. Uma rotina de eliminação Gaussiana 

com aproveitamento da banda foi utilizada para resolver o siste 

ma obtido pela aplicação do método e~ questão. A discretização 

na variável temporal foi feita pelo método de Crank-Nicolson 

modificado que é um esquema de três passos no tempo. 

4.2 DISCRETIZAÇÃO NO ESPAÇO: Por conveniência vamos reduzir o 

problema (3.1.2)-(3.1.4) a um problema de contorno homogêneo 

isto é, u{O,t)=u(l,t)=O. Para isto, definimos a função 

(4.2.1) w(x,t) u(x,t) - v(x,t) 
' 

onde v(x,t) para cada t fixado é uma função de x dada por 

Assim, resolver (3.1.2)-(3.1.4) é equivalente a encontrar a so­

lução do problema 



(4.2.2) 

r c(w)wt 

< w(x,O) 

lw(O,t) 

f(x) 

~ w ( 1 't) ~ o 
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' 

onde . \"1 é definida como em { 4. 2 .1). No problema acima estamos 

suprimindo parcialmente a escrita das variáveis x e t em 

c, a e b. 

Buscamos uma função o W(x,t) E H
3 

que melhor aproxime a so 

lução w (x, t) de ( 4. 2. 2) . Para cada t fixado podemos e.Jq?ressar 

W como 

2N 
N(x,t) _1:

1 
a. ( t) z . (x) 

]~ J J 

-onde as funçÕes Z. (x) 
J 

sao definidas como em (2.3.3). 

seja rr:O =: X < o x 1 < ••• < ~ ~ 1 urna partição de [o ,1). 

Como temos 2N funções linearmente independentes necessitamos 

de 2N pontos distintos para compatibilização do número de in­

cógnitas e equaçÕes; vamos escolhê-los corno sendo os nos Gaus-

sianos de rr, isto é , 

-
n:O ~ xo< xll< x12< xl< x21< Xzz< x2< .•. < ~-1< xNl< ~2< ~= l, 

I i = 1,2, ..• ,N ; K = 1,2 -sao definidos em (2.3.2). 
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Fundamentalmente o método da colocação exige que a equação 

diferencial seja satisfeita nos pontos de colocação~ ou seja 

queremos uma aplicação diferenciável W: [O ,T] tal 

-
{c(wllVt - ã(\1)11xx - b(w ,;, l }(x .. ,tl ~ o ' X . lJ 

i ~ 1, .•. ,N, j 1,2 ' 

( 4. 2. 3) < o < t < T 

~·i(x,O) f (x) seja pequena ' 

w (o' t) ;q(l,t) ~ o ' 
o < t < T 

-Por questão prática nao trabalharemos diretamente com 

funcões z. (x)-; ;adotaremos o seguinte procedimento: 
• J 

(i) 'Enumeração local das funções da base 

X • 
Z'1{lt") 

' 

que 

as 

Assim, em cada elemento Ik=[xk, xk+l] podemos escrever a 

função V1 (x,t) como 
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W(x,t)/ ~ ~(x,t) 
4 

k 
~ -~1 a. I t) z. (x) 

' 
k 2,3, .•. , N-1 

' 
Ik 

J~ J J 

1 4 1 
1; (x,t) -~2 a. (t) Z. (x) ' 

no 19 elemento 
' J~ J J 

N 4 
aN (t) W (x, t) ~ 

-~1 zj (x) ' 
no n-ésimo elemento. 

J~ J 
ji3 

Utilizando esta enumeração local das funções da base pode-

mos impor a condição de interpolação em cada um dos elementos 

obtendo assim duas equações: 

r - k k ã(wk)~xx - k k -
{c(W )Wt- - b(W ,Wx)}(xk1 ,tl ~ o 

< 

l - k k a(Wk)Wk - k k -
{c(W )Wt- - b(W ,Wx)}(xk2 ,t) o 

' XX 

k ~ 1,2, ... ,N-1, N. 

Portanto, teremos um sistema global de equaçoes diferenci-

ais ordinárias em t formado por 2N equaçoes a 2N incógni-

tas. 

(ii) Elemento padrão. 

Vamos definir as funções de base local no intervalo[-1,1] 

da forma 

• 
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onde 

z1 (x) 
2 

~ (2+x) (1-x) .• 0,25 

z2 (x) 
2 

(1+x) (1-x) .0,25 

Z
3

(x) 2 
~ (2-x) (1+x) .O ,25 

Z
4

(x) 2 
~ -,(1-x) (l+x) .0,25 

Para trabalhar no elemento padrão [-1 1 1] deveDos fazer uma 

mudança de variável definida pela seguinte transformação afim: 

T:[xkJ xk+ll ··-+ [-1, 1] • 

X -+ T(x} = Ax + B • 

onde 

T(xk)~ -1 e T(xk+l)~l, isto é, T e expressa por 

T(x) 2 xk+xk+l 
~ 

hk 
X -

hk 



z. (x) 
J 

que 

z ~ (x) 
J 

~ z. (T(x)) 
J 

Observemos que os fatores 
2 

hk 
e 

2 

hk 

4 

h2 
k 

' 

provenientes da 
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mudança 

de variável, devem ser considerados quando necessitarmos das de 

rivadas das funções de base local. 

4.3 DISCRETIZAÇÃO NA VARIÁVEL TEMPORAL: A fim de que cálculos 

práticos possam ser executados vamos discretizar(4.2.3) no tem-

po utilizando o esquema de Crank-Nicolson extrapolado definido 

em (3.6). Assim, na notação utilizada no capítulo 3 temos: 

( 4. 3. 1) 

i 1, ... ,N j 1,2 , rn 1,2, ... ,M-1 1 

onde 



w 
l 

m+2 ,9 m+l 
+8[ w 

e os coeficientes sao 

rn rn-1 
- 2W +W ] e >· o 

' ' 

' 

avaliados para t=(B+ 2 ~)6t=t 1 
m+-

2 
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' 
Para iniciar este procedimento tomamos w0 como sendo o 

H3-interpolante de w0 
e então calculamos· w1 utilizando a mesma 

equação definida em (4.3.1) substituindo wm por w0 com m e e 

iguais a zero. 

4.4 A MATRIZ DE COLOCAr.Ão: A equação (4.3.1) pode ser reescri-

ta em cada elemento na forma 

k m-1 +C a. 
J ' 

k 1 1 2, ... ,N ; m = 1,2, .•. ,M-1 

onde 

(4.4.1) - m . 
-a(l'l ) llt. o ,sz·: cxk. J 

J l 

k = l, ..• ,N; i 

- -m 
-a(W ) llt.e.z·:cl<. > 1, 

J Kl 

1,2,6_::_0, 



~ - ... -m ·6t.o,s.z·:cx. .)-2.a(w J 
J Kl 

k = l, ... ,N ; i= 1,2_ 
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H.e.z·:cxk.JJ, 
J l 

' 

Vamos definir as Seguintes matrizes auxiliares em cada 

elemento : 

Kk(I,J) ~ Ak 

K1k(I,J) ~ Bk 

K2k(I,J) ~ ck 
' 

I = 1, 2 ; J = 1, . .. .,4 e k = 1 1 ••• ,N 

k Toda matriz K (I 1 J) 
1 

k = 1 1 2 1 ••• ,N será utilizada imedia 

tamente para compor a matriz de colocação A(2N,2N} do sistema 

linear geral que tem o seguinte aspecto: 

K
1 

( 1 ,2) K
1

(1,3) K
1

(1,4) 

K1 (2 ,2) K
1

{2,3) K
1

(2,4) 

K
2

(1,1) K
2 

(1,2) 

K
2 

(2,1) K
2
(2,2)· 

A ~ 

o 

K
2

(1,3) 

K2(2,3) 

2 
K (l,4t 

o 
K

2
(2, 4) 

~(1,1) K~(1,2) ~(1,4) 

;(' (2,1) ~(2,2) ~(2,4) 
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Observemos que no primeiro elemento eliminaôOS a primeira 

1 coluna da matriz K (I,J}~ enquanto que no n~ésimo elemento per-

rnutamos a quarta com a terceira coluna e depois eliminamos esta 

Última. A rotina MCOL apresentada no final deste capítulo cons-

trói a matriz de colocação por elemento. 

A matriz de colocação global será construída de tal modo 

que somente as entradas diferentes de zero sejam armazenadas.A~ 

sim, teremos uma matriz de ordem 5 x 2N definida como segue: 

1~ linha: diagonal principal da matriz A 

2~ linha: primeira diagonal inferior da matriz A 

3~ linha: segunda diagonal inferior da matriz A 

4~ linha: primeira diagonal superior da matriz A 

s!! linha: segunda diagonal superior da matriz A 

O armazenamento da matriz A nesta estrutura será feito p~ 

la subrotina MVG como detalharemos no final do capítulo. 

4.5 O VETOR DE COLOCAÇÃO: Em cada elemento [xk'~+l] construí­

mos um vetor auxiliar ~(I) através do algoritmo: 

Algoritmo 1. 

DO I = 1,2 

~(I) ~O. (_k=l 1 2, ••• ,N} 

Il = 2.k-2 (k:::::l,2, ..• ,N) 

LJ
DO J ~ 1,4 

J' (I) ~>f (I) +K1 (I ,J) . am(Il) +K2 (I ,J) arn-1 (Il) (ITF1,2, ••• ,M-1 ;k~1, . .. ,N) 

1 ~ Il+l 

.__ __ J'_(I) ~ ~(I)+Dk (k ~ 1,2, •.• ,N) 
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A seguir, com o algoritmo abaixo, simplesmente montamos 

passo a passo o vetor de colocação global VG. 

Algoritmo 2 

IB = o 

DO J = 1, 2 

IB IB+l 

VG ( IB) = J< (J) (k = 1, 2 I ••• I N) 

As subrotinas que descrevem estas situações serão detalha-

das na Última seção deste capítulo. 

4.6 EXEMPLOS NU~RICOS: Com a finalidade de testar o pnograma 

implementado bem como a comprovação numérica dos resultados teó 

ricos estabelecidos neste trabalho e em [ 12] , três exemplos se-

rão apresentados a seguir. Os resultados numéricos corresponde~ 

tes a cada exemplo estão dispostos em tabelas. 

Na notação da tabela o erro é definido por: 

11 u-ull 
00 

= max 
t 

- U(x,t) J, tE [O,T] 
' 

X E [ 0, 1] 
' 

Por conveniência os valores máximos sao escolhidos apenas 

nos pontos da malha. 

Nestas tabelas as colunas relativas aos valores de a e 

B serão detalhadas posteriormente. 
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Ao parâmetro 8. que aparece na discretização da variável 

temporal foi atribuído o valor 0,0625. Também,estaremos utili-

zando a representação 

Exemplo 1 

I 
ut - uu 

XX 

1,4(-5) para 

= cos(x+t}+ u 

-5 
1,4xl0 . 

2 

u(x,O) ~ sen(x), o < X < 1 

< l u(O,t) 
~ sen{t), o < t < 1 

u ( 1 't) ~ sen ( l+t) 

Solução exata: U(x,t) sen (x+t) 

Tabela 1 

~ 
~ 

1 1 
f o 20 

llu-U 11 a 11 u-UII a 11 u-UII a 
00 00 00 

' 
1 

1,4831(-5) 100 - 1,547(-5) - 1,547 ( -5) -

1 
200 3,670 (-6) 2/01 3,867(-6) 2,00 3,870(-6) 1,99 

1 
400 8' 954 ( -7) 2,03 9,650(-7) 2,00 9,676(-7) 2,00 

1 
4,602(-7) 1,6 4,274(-7) 2,01 4,300(-7) 1,99 600 

Exemplo 2 

r 
u - uu 

t XX 

u(x,O} = 

2 
= u + u 

sen ( x) 
< I u(O,t) ~ \ 

t u(l,t) =e sen(l) 

1 
40 

llu-UII a 
00 

1,547(-5) -

3,870(-6) 1,99 

9,678(-7) 2,00 

4,301(-7) 1,99 



Solução exata: u(x 1 t) 
t 

= e sen (x) 

Tabela 2 

~ 
l l 
5 lO 

llu-UII a llu-ull a t 00 00 

l 4,884(-6) 4,805 (-6) I 55 - -
l 1,322 (-6) 1,9 1,209 (-6) 1,9 255 
l 4,303(-7) 1,6 3,087(-7) 1,9 455 
l 2,649 (-7) 1,2 1,418(-7) 1,9 6oo 

Exemplo 3 

r ut 

2 4 - u u ~ X - X + 
XX 

< u{x,O) ~ o 

l u(O,t) ~ li ( l' t) ~ o 

Solução exata: u(x,t) = x.t{l-x
3

) 

Tabela 3 

~ 
l l 

1oo 2õõ 
11 u-UU B llu-UII B 00 00 

l 4,632 (-5) 4,632 (-5) - -5 
l 2,897(-6) 3199 2,897(-6) 3,99 
lO 
l 1,810(-7) 4,00 1,810(-7) 4,00 2õ 
l 1,131(-8) 4104 1,131(-8) 4,04 
40 
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1 1 
20 40 

llu-UII a 11 u-ull a 00 00 

4,600(-6) - 4,828(-6) -
1,159(-6) 1,9 1,208(-6) 1,9 

2,910(:-7) 1,9 3,024(-7) 1,9 
' 

1,349 (-7) 1,9 l, 344 ( -7) 2,0 

2 
l2tx u 

2 

l -~-45õ 600 
llu-UII llu-UII 

8 00 B 00 

4,632(-5) - 4,632 (-5) -
2,897(-6) 3,99 2,897(-6) 3,99 

1,810(-7) 4,00 1,810 (-7) 4,00 

1,131(-8) 4,04 1,131(-8) 4,04 
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A seguir apresentaremos alguns argumentos no sentido de 

comprovar que as ordens de convergência em (ót) e {~x) são res-

pectivamente a = 2 e e = 4, como estabelece a estimativa teó 

rica [ 12 ]: 

max 

l<r<M 

r n (u-u) n 
ro 

2 4 
< K [ (~t) + C(~x) ] 

L (I) 

' onde as constantes K e C não dependem das partiçÕes em x e 

em t, M é um inteiro que corresponde ao número de partições do 

intervalo [O,T] e r define cada nó desta partição. De fato, 

suponhamos que assintoticamente o erro, nas mesmas normas utili 

zadas neste trabalho, fosse dado por: 

(4.6.1) 

Nesta expressão, fixando uma das partiçÕes e reduzindo a 

outra à metade teríamos: 

(4.6.2) 
1\t E (!J.x,-
2
-J "' k 

[ (M) a 

2" 
+ C ( ~x) S ] 

E(~x ~t) ~ K [ ( ~ t) a + 
c(6xls 

2 ' 2s 
(4.6.3) 



66 

Analisemos inicialmente a tabela 1. Observando os valores 

apresentados segundo as linhas e colunas respectivamente, bem 

como as expressoes (4.6.1), (4.6.2), e (4.6.3) verificamos que: 

{i) fixando 6t e reduzindo !J.x à metade (seguindo as. linhas 

os valores permanecem praticamente inalterados. De (4.6.1) e 

(4.6.3) deduzimos que o erro correspondente à contribuição de 

!J.x, isto é, KC{llx) 13 ~ 
é desprezível com respeito ao tenro K(L'!t) . 

Assim, neste exemplo E(!J.x,!J.t) ~ K(!J.t)a. 

(ii) fixando !J.x, reduzindo ll.t à metade(seguindo agora as co 

!unas} e tendo em vista (4.6.2), (4-.6.1) e (i) temos: 

E (il_f, ~x) 

E (Llt, llx) 
e, portanto, a ~ 2 como indi 

ca, na média, a coluna correspondente a a desta tabela. 

Neste exemplo não conseguimos calcular o valor de S uma 

vez que os erros provenientes da discretização em x(seguindo as 

linhas) são praticamente os mesmos. 

A análise da tabela 2 é a Qesma procedida no exemplo ante-

rior: concluímos que a ~ 2 e não conseguimos calcular o valor 

de e. 
Consideremos agora a tabela 3. Observe que invertemos pro-

positalmente a apresentação da tabela de modo a introduzir uma 

coluna correspondente a B. 
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(i) Seguindo as linhas, isto é, fixando óx e reduzindo bt 

à metade os valores não se alteram. Concluímos então que o ter-

mo K(6t)a de (4.6.1) e desprezível com respeito a KC(óx)s. 

Assim, neste exemplo 

E(~x, ~t) ~ KC(~x) S 

(ii) Seguindo agora as colunas e observando que 

E (~!f, ~t) 

E(~x, ~t) 

l 

2e 

obtemos o valor de S ~ 4, o que está de acordo com ,os resulta-

dos teóricos I 12]. 

Embora reconheçamos que o número de exemplos seja reduzido 

ousamos concluir que, a despeito das peculiaridades que cada 

problema possa apresentar,a constante C pode ser um fator de-

cisivo no cálculo da aproximação. Além disso, as estimativas no 

trabalho teórico [12] são ótimas no sentido de que as ordens 

de convergência lá estabelecidas correspondem aos resultados nu 

méricos. 
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4. 7 DETALHES DO PROGRAMA 

-Como indicamos previamente apresentaremos nesta seçao alg~ 

mas subrotinas que utilizamos na implementação do probler.a(4.2.2) i 

antes de detalhar cada uma delas listaremos as variáveis mais 

utilizadas. 

NE 

NT 

HX 

HT 

Ll,L2 

G(2) 

M(2) 

X(NE+l) 

T (NT+l) 

TS (NT+l) 

XG(2,NE) 

BASE (4) 

DERIV(4) 

K(2,4) 

NÚmero de elementos na variável espacial X 

Número de elementos na variável temporal t 

Tamanho de cada subintervalo da partição de X 

Tamanho de cada subintervalo da partição de t 

Extremos do domínio da variável espacial 

Extremos do domínio da variável temporal 

Zeros do polinômio de IJegendre de grau dois 

Vetor de colocação por elemento 

Vetor que define os nós naturais na variável X 

Vetor que define os nós naturais na variável t 

Vetor que define os nós interrrediários referentes à PCJ!: 

tição em t 

NÓs Gaussianos da part.:J._ção 

Funções da base definidas no elemento padrão 

Derivadas segundas das funções da base no ele­

mento padrão 

Matriz de colocação por elemento 
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MG(5,2.NE) Matr~z de colocação global 

VG(2.NE) Vetor de colocação global 

ALFA(2.NE) Vetor solução do sistema linear 

U(NE+l,NT+l) Solução aproximada nos nós naturais da partição 

da variável x. 

4.7.1 Subrotina IAUX 

Esta subrotina calcula matrizes auxiliares que 
• 

representam 

as funções de base local e suas derivadas avaliadas nos zeros 

do polinômio de Legendre de grau dois. 

Observemos que estamos multiplicando as derivadas segundas 

das funções da base pelo fator 4/(Hx) 2 , devido ã transformação 

lin~ar que realizamos. 

SllSROLJTINE !~LIXCG,HX,X1,X2) 

C' 

MAl'Rl7rS ~UXILI~RES 
i~ F ()i_ __ ·)(· B y I c ( ;.: J J [=; ('I~; E:: ( 4 ) I j) l :R J: v ( 4 ) I H X ' X 3 J y t ( ;.;, I 4 ) I X~: ( ~! I "'l ~ 

XJc::4 .. n~\f ( :--iYV·HX) 
UCl ~.:i I=-~_,;l_ 

U'il_ L ;::-!(ül r::: ( Y, ::; rY::i::, Di :F? IV) 
!)[) jJ) ,;::~_,/{ 

X~- ( T, ,_;! ,- !:;r,::;r::· r...!! 
X2t!,,J),,X3~DEPJ:VCJ/ 

_: 0 cn~~T I N 1 Jf~ 

'."; c o~! n rnn=: 
i~FTURN 

E~ [',11) 
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4.7.2 SubrOtina NN 

Esta subrotina calcula os nós naturais da partição da v a-

riâvel espacial~ 

r ------------------------------------,, 

c 
c 

SUBROUTINE NNCL1,L2,NE,HX,X) 

CAL.CULA OS NOS NATURA!S DE Cli,L2J 
REAL*B Li,L2,NEi,X(i),HX 
NEi~DFLOAT<NE) 

HX=(!...2-Li)/NEt 
X<U=Li 
DO 5 IE=2,t~E+t 

J=lE-i 
XCIE)o.c)((-J)+HX 

5 CONTINUE 
P E.TUP 1'-l 
END 

4.7.3 Subrotina NG 

Calcula os nós Gaussianos da partição da variável espacial 

através de uma mudança de variável definida pela 

afim analisada em (ii) da seção 4.2. 

c -----------------------------------------
SUBROUTINE NGC-NE,X,HX,XG,G) 

c ~---------~------------------~ 

C Ctd.J:ULA DE ~lOS C:!AU~:srr,NL'S DE [L:\.,!_;.~] 

RE.ALX~l X(t),XG(2,t),CJC2),!·-!X,LI,E~J 

Ci(j ):o;--[)t;ORTC3 .. [l0)/?..D0 
[.;(2_)::o····CJ(j_) 

DO 5.0 IE"-'2,NE+j_ 
,J~oJE-1 

E_Ic=X<J> 
ESc::X(J+l.) 
DO j_0 K:o::i,2 
XG<K,J)=(CEI+ES>+HXKG(K))/2.00 

~-0 CONTINUE 
RETURN 
E~m 

transformação 
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4.7.4. Subrotina TEMPO 

Calcula os nós naturais, os nós intermediários e a amplit~ 

de de 

c: 

c 
c 
c 

cada subintervalo da partição da variável temporal. 

-----------~-------------------·---·--·------------------------

SLJBROUTINE TE~POCT1,T2,!T,NT,HT,T,T5> 
-------------------------------------·---------------·-------
CALCULA OS NOS INTE~M~DIARIOS DA PARTICAO DE [Ti,T2J 
E OS NOS NATURAIS DA MESMA PARTI(:AO 
REAL*B NT2,HT,Ti,T2,TC1),T5C1l 
1'-H;~::cDFI .. DAT ( NT) 
HT::::(T2-Tt)/NT2 
IF CIT.NE.i) THEN 
TCIT)=HT/2.D0+<IT-2l~HT 

TSCIT>=TCIT)+HT/2.00 
ELSE 
T (i) "'H 
T5C1.)""Tj, 
END IF 
RETURN 
END 

4.7.5. Subrotina SHAPE 

Avalia as funções de base local bem como suas derivadas se-

gundas nos pontos de Gauss definidos no elemento padrão. 

c --------··-----------------------·----·· 
SUBROUTINE SHAPECY 1 8ASE,DERIV) 

c ---------------------------·------··· 
C FUNCOE~~ DA BASE DE:FH.!Jl)fl~; NO FJ .. E"i'iCN"i O ~)ttt:;::;:(ID F ~:- 1 S:1S 

C DERIVADAS SEGL!NDAS AVALIADAS NOS NClS GAllSSJ:ANOS 
REAI-*8 Y,BASEC4>,DEI~IV(4) 

8ASE(i)=(2+Y)*(1-Y)~C1.-Y)*.25D0 

BASEC2)=(i+Y)W(i-Y)•Ci-Y)*.25D0 
8ASE<3>=<2-Y>•<1+Y)*(i+Y)*.25D0 
BASE(4)=-C1-Y>•Ci+Y)•Ci+Y)*.25D0 
DERIV(l.)=! .. 5D0•Y 
DERIVC2>=2.D0•C3.D0~Y-1)/4.D0 

DERIVC3>=-1.5D0•Y 
DERIV(4)=2.D0*C3.D0~Y+i)/~.00 

RETURN 
[~~D 
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4,7.6. Subrotina SI 

Esta subrotina fornece a solução aproximada do problema nos 

nos naturais da partição da variável espacial no tempo T(l)=O.I~ 

to é feito avaliando simplesmente a condição inicial F(x) e sua 

derivada D(x) nestes mesmos nós. Para este caso, o erro entre a 

solução aproximada e a solução exata é zero urna vez que estamos 

fazendo a avaliação exatamente nos pontos de interpolação. 

c 

c 
c 

----------~-------------------------·,---------

SUBROUTINE SICIE,NE,X,HX,ALFA) 

SOL.UCAO INICIAL NOS NOS NATURAIS PARA IT=i 
I~PLICIT REALxB CA-H,O-Z) 
REAL~8 X(il,ALFAC1),HX,P3 
P 3=,·HX-lé .. ~;[)0 
IF CIE.EQ.i) THEN 
A! __ F 1':1 ( ~ ) :::: P ~~ -J(- D ( X ( t ) ) 
~LFAC2l~FCXCJE+i)) 

C I_::;:::: H-- C l:F. !::·0 .. NE: J ·r;.r~N 

J:c:;:2-)o:- I E 
K::::~:'-l(·IE:--1. 

ALFA(K)--P8~D<XCJ'E)) 

A!_ f=- r\( ,J} ,.,.p~i-l'!:f( X ( TC+l)) 
1::-1 _~;F 

J .-- ;:_ )' ]_ !::: 
:;o·o·;_?l~l[-i 

AI_FA<K>~P3xD(XCfE)) 

~LFA(~)=FCXC:[E+i)) 

;:- ,·,' D J: !:­
;:.' :~ l' ' .. :i~: N 
E~, 1 D 
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4.7.7. Subrotina JAUX 

Calcula, a cada passo no tempo, a solução aproximada nos 

nós Gaussianos da partição. 

c 

c 
C VETOR QUE CALCULA A SOLUCAO AP?OXIMrlDA NO N~S GAL;STANDS 

REAL•B U2C2,i_),XiC2,4),Ai_FACi) 
DO i5 J::::j ,2 
U2(I, IE):cc0.D0 
It="'2~·IF--2 

IF (JE.LILUE) THEN 
DO ,.J::::t, 4 
U2(I,IE)=U2(J,IEl+X1CI,J)*Al_FACJ1) 
J j_ o:cJ 1. +.i. 
t:ND DO 
E i~ S!.:: 
DD 30 Jc-:-~,4 

IF (J.EQ~3) GO TO 30 
U2(l,IE>~U2CI,IE>+Xi(I,·~J>~Al.F~(Ji) 

J i. =Ti.!- 1 
::;0 CDNT I r.JUE 

ENI) IF 
~~-i CONTINUE: 

:~1::-TU!:tN-

4.7.8. Subrotina LAUX 

c 
c 

Armazena o vetor ALFA(solução do sistema linear) em BETA. 

-·---~----·-·------------------------

ARMAZENA AI .. FA EM BETA 
F~EA! __ ·)(-B (1Li--A(tl,HETAC1) 
DO IE-=--:'i.,21':NE 
t:l !:::T ?> (I E) .. :·0. 00 

BETACIE>~ALFA<!E) 

!:ND DO 
R!:::TURN 
END 
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4. 7. 9. CRN 

Calcula o fator de correção do método de Crank~Nicolson ex-

trapolado utilizando a fÓrmula: 

c 
,~ ,_, 

SUSROUTINE CRNCIE,U1,LJ2,UTIL) 

CRANK-N:rco~SON EXTRAPOLADO 
R::.:t1!_·:~·El l!:t(~~.i>,U2(2,i),l!TTL(2,t) 

DD I:=:i,2 
UTIL( I I IE)cc;0.D0 
UTIL(I,IEl=1.5D0*U2(I,IEl-.5D0*Ui(I,!E) 
E~ND DCJ 
i~EiURN 

E>m 

4.7.10. Subrotina KAUX 

Esta subrotina transfere os valores atuais da matriz U2(I, 

IE) para Ul(I,IE) a fim de que esta possa ser utilizada como pa-

râmetro em outras subrotinas. 

'--

c 
c ARMA2~NA U2 FM U1 

I(!:~Ji!__·l(f) Ui~!.(~~~~-),l.:t(2,1.) 

[)(1 J_-.. j _.2 

l__lj_ < I , l :-~ 1 --,_ ç~ .. :::· e• 
LJj_(T 

1 
JF):c,LJ;:;_(J, TE) 

~:::No oo 
fi ~: T 1 ___ 1 ~~ N 
1:-"~11\ ' ... ., 
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4.7.11. Subrotina MCOL 

Nesta subrotina calculamos a matriz de colocação por ele-

menta na forma como foi definida em (4.4.1). Observemos que na 

presente aplicação esta matriz é de ordem 2x4 e seus elementos 

-sao armazenados temporariamente em K(2,4). 

c 
SUSROUT!NE MCOLCXG,!E,NE,IT,T,Ui,X~.X2,HT,TETA,UTIL,K,Ki,S,V2) 

c ---------------------------------------------------------------
c MATRIZ DE COLOCACAO POR ELEMENTO 

IMPL]:CIT REALx8 CA~H,O-Z) 

~~ Et11 __ ·}''e s cn , xs c::, i > , Y, T c ~- > , u t c 2, i > , ur I 1. c 2, i ) , x t c 2, 4 > 
REAL*8 X2C2,4),KC2,4l,KiC2,4),t1T,TETA,X4,X5,X6,X7,X8 
REAL*B K2C2,4l,W 
DO te, J>t,2 
SCJJCC:<G<I,IE) 
Y::o:S(I) 

DO t5 ~-'""i,4 

IF CIT.EQ.2) THEN 
X4"-" c ( y I T ( ::. T) I u j_ < I I H:) ) 1(· X~- ( I I ,.J) 

X5 "". ·~j !)0 -l~HT ·)(·A ( y' T (_ I T) I \_! J. ( I I T F.:) ) -)(· X2 ( I I J) 

K<I,..J)::--X4·-X5 
K1.(l,J)::cX4+X~) 

~·! CC ··- ·-· .... '·-
X6~~1T*TETAxACY,TCITl,UTILCI,IEl)XX2(T,Jl 

Y7=C(Y,TCl:Tl,UTIL(I,IE))~lYj.(J,J) 

/8 ~c. " ~:.;i) ('1 X H T ·:": f':1 ( Y 1 1· ( J T ) 
1 

U T T i , ( J 
1 

J. F ) ) ·)(·X~~~ ( J 
1 

.J ) 
KCT,J)oocX7--X::J .... Xl, 
i{j ( J 1 J) ·coX/+XU·<.><<6 
K~?(liJ)::::f:6 

í :=.~ CCI,'~T:!:f-.'1_!!:: 

~ 0 r·~~:!·,'TT.'·JUE 

IF (JE.EQ.N[) 1YEN 
DO 20 I:-ct,2 
\.)"-!{( ~· 1 2) 

K (I I 3;. "'"i< (I I '!) 

20 CONTINUE 
1::::--m IF 
RETIJI~N 

END 
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4.7.12. Subrotina VCOL 

Como explicamos na seção 4.5 o vetor de colocação por ele-

menta é obtido por esta subrotina de acordo com o esquema forne-

cido pelo algoritmo 1. Observemos que tal vetor é constituído de 

duas componentes e estas são armazenadas temporariamente em 

M ( 2) • 

c 

c 
c 

SUOROUTINE VCOLIIE,IT,NE,HT,T,Kl,ALFA,S,P,BETA,K2,MJ 

VETOR DE COLOCACAO POR ELEMENTO 
IMPLICIT REAL•8 IA-H,O-ZJ 
REAL•B T(i),S(2),P(2,1),8ETAC1> 
REAI_xB M(2),KiC2,4),ALFACi>,K2C2,4),HT 
DO 44 I:::::l.,2 
M<U=0.D0 
It::::2~~IE--2 

IF IIE.LT.NEJ THEN 
DO Joi,4 
IF <IT.EQ.2) THEN 
MIIJ•MIIJ+KIII,JJ•ALFACII) 
E! BE 
MCil=MCil~·K1CI,Jl•AL.FACii)+K2Cl,J)xOETA(l1) 

END IF 
Ii~-'-IH-1 

EI'JD DO 
M<I)=M(l)+HT*B<SCI),l(ll),PCI,IE)) 
E I_ ~;E 
DO 40 Joci,4 
IF CJ.EQ.3) GO TO 40 
IF CIT.EQ.2) Tf·IEN 
M<I>=M<Il+Kl<I,J)~AI._FACij.) 

El SE 
M<I>=M(!)+K1C!,J)xALFACli)+K2Cl,J)xBETAC!i) 
END IF 
Ii~,Ii+t 

'10 CONTINUE 
MIIJ•MIIJ+ HT•BISIIJ,TCITJ,PII,IEJJ 
END I F 

44 CONTINUE 
I<ETUI~N 

END 
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4.7.13. Subrotina MVG 

Esta subrotina ronstrói o vetor e a rratriz de colocação global. O ve­

tor de oolocação global é obtido segundo o algori bno 2 apresentado na seção 

4.5 e seus elerrentos são anna.zenados em VG(2.NE)_. A rratriz de oolocação glo­

bal ê rrontada de tal forma que se aprovei te sua estrutura de banda (ver se-
-çao 4.4) e tem seus elerrentos diferentes de zero guardados em M:;(5,2.NE). 

,--

c 
c 
,~ 

c 

----·------------------------------------------------
SUBROUT:NE ~VG<J1,J2,J3,J4,J5,IB,IE,NE,M,K,VG,MG) 

-----------------------------------
CPLCULA A MATRIZ E O VETtiR G!_OBAL 
F.~ EA!_ *8 1)G (i I , MG ( 5, j_) , M < ;n , K ( 2, 4) 
MONTAGEM DO VETORjDE COLOCACAO GLOBAL 
DO J=i,2 
IS=-:-JB-t-t 
VCJ<2:0I,;;;M(J) 
i:::.'JD DO 
~DNT~GEM DA PRIMEIRA LINHA 
:)Q Jcc2,3 
'o,)-! 
jj "=Ji+i 
MG ( ~ , .J j ) '-"!( (I, J I 
~r~D DO 
MONTAGEM DA SEGUNDA LINHA 
IF CJE.EQ.j_) TYEN 
J2:;:'J2+t 
MG < 2 I J2 > =-!< ( 2 I 2) 
Et_.~l!:: 

~9 DO ~l~i,2 

,.)~!·c· J?+ i. 
!""1C·I (2, ,..12) :c: I{ { J, J) 

:::rm DCJ 
~ONT~G;M DA TERCEIRA LINHA 

v·· r~' '·'>-1''"' '' ' .J ' .' ' ~ ' ' ' {~.; ' ' 

,- '",.' ~ ;::-
•·· ''· I • 

~tJN~(:GlM DA QUARTA LINHA 
DO J·<],4 
Io::·J·-2 
~~-1~-- J/{·l· 1. 
t"':G ( IJ 

1 
...'·'i) -cK (I 1 J) 

!:::rm DO 
~ONT~GEM DA QlJ!NTA .~NHA 
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4.7.14. Subrotina ELG 

Esta subrotina resolve o sistema linear utilizando um méto-

do de eliminação Gaussiana que não destrói a característica de 

banda da matriz de colocação. 

c 

c 
c 

SUEROUTlNE Et_GCNE,MG,VG,ALFA> 

REf:~[)t 1JE D S1~~-lEMI~ L.JN[AR 
REAL•B Q,VGCi),MG(5,1l,AI_FACi),S 
NP 1 ;;;.2-)c NE 
DO 5~5 J::::i,NPi~:t 

0=-MGC2,1)/MG(i,I) 
J::::I-t-1 
MG(i,Jl~MG(i,.J)iQ~MGC4,l) 

VG(J)~VG(J)+Q~VG(l) 

IF (l.LT.INPI-1)) THEN 
MGC4, . .J)::::MGC4,J)+QxMGC5, I) 
Q••--MG \:l, I) lrif3 (I,]) 
l(:c:J:-t-;2 
MG{2,J)=MG(2,J)i·Q~MGC4,I) 

MGCi.,K)=MGCi,K)+QxMG<S,l) 
VG(K)~VG(K)+QxVG(J) 

END IF 
5~'-'j CON1 INLJE 
C RETRO·-SUBSTI"flJJ:CAO 

AI_F.ACNPil=VG<NPil/MGC1,NPj_) 
.J::~NP 1··-1. 
ALFA(J)=CVG(J)-ALFACNPi)~cMG(4,J))/MGCi,J) 

J•J-t 
DD 6::'.í I<=:J,L-1 
L'K+t 
Io·.V,-12 

S=críL._FA (L_) Jc-~·iC~( 4, K )·IM FA( J )·ldiC(5, I<) 
~I._FA(K):=(VG(K)·-S)/MGCj ,K) 

6~5 CDNT 1 NUE 
llET\JRN 
END 
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4.7.15. Subrotina FINAL 

Esta subrotina chamada no final do programa principal calcula o rraior 

erro a partir dos erros rnáxi.m:Js avaliados em cada t.eTnf:o pela subrotina SOL. 

c --·---------·····--···- .......................... . 

c 
SU8ROUTINE FINALCERM~X,NT,MAXIMO> 

REALxB ERMAX(i),MAXIMO 
Mt\XI MÜ""EI~ MAX (i) 

DO IT=::o2,NT+i 
IF CMAXIMO.LT.ERMAXCIT)) MAXIMO=EI<MAXCITl 
END DO 
WRITEC70,*)'ERRO GLOBAL=',MAXIMO 
IH::TUI~N 

END 

~.7.16. Subrotina SOL 

Apresenta a solução aproximada e a solução exata avaliadas nos nós 

naturais da partição, ten CCJITO o erro absoluto entre estas soluções. 

c 

c 
c 

~lUI31HlUTINE ;:;m .. < NF, 1--1x, NT, HT, IT, TETA, x, r s, ALFA, u, ~;E, [RR, 1:::1~MAX > 

VC'fOR SOLUCAO NOS NOS GAUSSIANOS DA PAR"lJ:CAO DE X 
IMPLJCIT REAL~B (A-H,O-Z) 
I~E(~L-Jr:t:l X( 1) '~;E(33, j_) 'Dll,.-(33, 51.4) I HT ,I-IX 
REAL~B W(33,514),71(33,514l,UC33,1l,ALFA(i),T5(1) 
REAL~B ERR(33,1),TETA,ERMAXC1> 
Wlll!L(/0,•1 'I,,FLEMLNTOS I:M Xo' ,NE, 'PM~r!Co'\CI EM Xo,' ,HX 
~m I TE< 10, -n IN. FLT:tiLN"l us Ei'i r,,= I , NT, I PARTI cr:1o EM T,= I I HT 
WRI"\EC70,X) 1 0JSCPCfTZPICfiO NO lLI'iPQ;;;-.

1 
,r:HIT) 

I,.JHITE(70,:1i·) 1

Pr11~AME-f"HO n::TA"~
1 

,TF~TA 

IF CIT.EO.ll THEN 
W<t, ITl==I--(0 .. D0) 
W(N[+i,JT)=f(i.00) 
l~:t.~;E 

l>J( 1, 1T)::::0. D0 
WCNE+1.,1Tl~0.D0 

nm IF 
Z H l., IT l "V C X CU , r;c IT l l 
Zj.CNE+i,ITl=VCXCNE+i),T5C~Tll 

lJ ( I. , JT) cck) ( l, l TJ + Z i( i , lT) 



L1 r r: f:>l- 1. , ::: ~- ;. -'" ~; r_ r-.1 r:+ j_ , :;: T :· +- z ~- < N 1::: + 1. , r r ) 
SEC1,IT)=DSINCX(i)+T5CIT)) 
SE !N~+1. 1 'T'=~JSINCX(~'C+!_)+"f5tlT)) 

DT!~'(\IC+t I IT :•:c·E::.:( r,::~+i_, IT)--ij(i'Jf:::+j_' I í) 

E~~ R ( j_ I :~ T ) "'' D {1 í~ ~I ( DI :-:- ( i I I T ) ) 
ER R ( N [ + t , I T ) ::::D t:B S (O I i::- C Ni=: + t , I T) ) 

J=I. -H. 
I I""·~} -l~- I 
w ( J I I T) :c:{'ü_:=- (i (] J) 
z t c .J, I r> '"'v c x cJ > , rs < I r> > 
U(J, JT)oooW(...J, n·>+ZJ.(.J, IT> 
S~(J,!T)~DSINCXCJ)i·T5CIT)l 

o:u--c.J, IT)cc~;E(J, JT)·-·U( ,_1 , IT) 
i:::RR.(J, IT)ccD;~3SCDI~::-c . ...l, ~:T)) 

75 CONT!NLJE 
ERMAX(j_)=ERR(i,IT> 
DO IC="-~~~~-, 1 E+1. 

IF CERMAXC!T).LT.ERRC!E,IT)) ERMAXC!T)=ERR(JE,ITl 
FND !)Cl 
TF <IT .. iJE_,tH::t) TI-;[_N 
!iJI~ r:-:;:< 70, ~ ;~0 > 
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~.:;:·0 F"•JRMATC?X, ';:;ç;J .... r':JP::IOXH'itlS>A' ,í;:_'X, ·~:;DL .. 1::-XATA' ,i4X, '!~~F<'PO' ,/) 
DO tl0 J:ccl,,l'![+j_ 

,_,if\JTE::<70,180) !.J(I,JT),~1E<I,IT),LRr~(J,IT) 

i.80 FORMATC2X,Ej_6.9,12X,F~6.9,j_2X,E~6.9,/) 

D0 CONTINUE 

~·Ji~:i:"í'i:::(/~"1,-li-) '::~Rf<:(,X(' ,TT, ')=' ,FI~MAXCIT) 

!~!;.:TUI~N 

4.7.17. Subprograma FUNCTION 

As funÇÕ=s definidas nos subprogramas seguintes se referem ao proble­

ma 1 apresentado oorro exemplo nwrérico na seção 4. 6 

c 

c 
REAL~8 FUNCTlDN F(X) 

I~E:tlL-JctJ X 
r=•DSIN(X)-05:IN(t.D0)MX 
P 1::TURN 
::·~-~o 



REAL•G FUNCTlON DCX> 
c ----------·---------------

c 

c 

REAL<8 X 
D=I)C0S(X)-DSIN(i.D0) 
RETURN 
END 

------------------------------------
REAL•B FUNCTJON ACX,T,UI 
--------------------------------------
REAL*B X,T,U 
A=U+CDSIN(j_.D0+T)-DSINCT))*X+DSINCT) 
RETURN 
END 

c ------------------------------------·--·-----

c 

c 

c 

c 

c 

REAL•B FUNCTJON BCX,T,UI 

IMPLICIT REAL•B CA-H,O-ZI 
Yi=CU+CDSINC1.D0+T)-DSINCT))*X+DSINCT))**2 
Y2::::DCDSCX+T) 
Y3=-CDCOSC1.00+Tl-DCOSCTl)XX-DCOSCT) 
!:j::::Yt+Y2+Y3 
PETUI~N 

END 

- -- - - --- -- ---- - - - -
REAL•G FUNCTION CIX,T,UI 

------------··--------------
RLAU(G X,T,U 
C>LD0 
RLTUIH~ 

E:N D 

------------------·--
REAL•B FUNCTION V<X,T) 

----··-·---·-------------------
R[.AU(8 X,T 
V::::(QSINCi.D0+T)··-DSINCT>>•X+DSl:NCTl 
RETURN 
ENO 
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4.7.18. Subrotina ZERO 

ESta subrotina cada vez que é chamada zera os parâmetros Jl, 

J2, J3, J4 e IB e atribui o valor -1 ao parâmetro JS, que serao 

utilizados corno contadores na subrotina MVG. 

c 

c 
SUSROUTINE ZEROCJ1,J2,J3,J4,J5,18) 

VARIAVEIS UTILIZADAS EM MVG 
jj_:"'0 

,.J2::::0 
._!3::::0 
J4;;;:0 
J5c;;-i 
IBc'0 
F~ETUPN 

END 

4. 7 .19-. Programa PRINCIPAL 

C PROGRAMA PRINCIPAL 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 

PRDBL.EMA DE VAL.OR INICIAL E DE cRONTEIRA 

E0UACAO DIFERENCIAl_ P~RABO! .. ICA NAO I_INrAR 

DOMINIO DA VARIAVEL ESPACIAL:C0,iJ 

DISCRETIZACAO [M x·METODO DA COLOCACAO 

::;:'--,SE. UTJLIZf,!)A:Hi:r.;MI:·r~ C'.!GICO POr..: i~'A!~TE.S 

!MPLICIT REAL~B CA-1~,0-Z) 

PEAL11;p, MCJ('::J,t,:::i) ,\.}(';(ó~J) ,(1LFACó5) I XC :::i:~) ,XG(2.,é.;5) ,X.l.C2, 4) 
REAL~B X2C2,4),TC5i4),UC33,51~l,SE(33,5i4l,ERRC33,514) 

REAL*B UTILC2,65),8~SE(4),0ER!V(4l ,W(33,51.4),7j_(33,5~~) 

REAL~B MC2),G(2l,T5C514l,KC2,4l,KiC2,4l,L1,L2,0IF<33,514l 
REAUE-8 HX,Ti,T~~.HT,TE::Ti~,UiC2_,é)5),\J2(2,6'5),P(;;~,ét'.:'il 

P~AL~B 3ET~(65l,K2(2,4l,S!2),CRMAY<514),~~XIMO 



c 
c 
c 
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··- -·- --------------- -- ------ -·- . ------------- -----·-- ---------
HHRADA DE D(iDOS 

TYPE 5 
5 FCJRMAT(3(/) 'T5, I TEMPO INICIAL,FINAL E N. ELEMEtHOS: I ,IJ)) 

ACCEPT * ,Ti,T2,NT 
TYPE * ,Ti,T2,tH 
TYPE 15 

!5 FORMAT<3(/),T5, 'ENTRE COM EXTREMOS E ~L DE ELEMENTOS:',$) 
ACCEPT * I Li,I_2,NE 
TYPE * ,Li,L2,NE 
TYPE 25 

25 FORMAT(3(/) I T5, 'ENTRE COM o PARAMETRO TETA, TETA)=0: I ,<.F,) 

ACCEPT 30,TETA 
30 FORMAT(G) 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

CAI_L NNCLi,L2,NE,HX,X> 
CALL NG<NE,X,HX,XG,G> 
CALL IAUXCG,HX,Xl,X2) 
-----------------··----·------------ ·--------------------------
PRIMEIRO PASSO CSOLLJCAO EM T5(1)=0.) 

IT~l 

CALL TEMPOCT1,1'2,IT,NT,HT,T,T5) 
DO lE"i, NE 
CALL SICIE,NE,X,HX,ALFA) 
LND DO 
CALL SOLCNE,HX,NT,HT,IT,lETA,X,T~,ALFA,U,SE,ERR,ERMAX) 

SEGLINDO PASSO <SOLUCAO EM T5(2)~HT) 

IT:::=2 
CAL. L 1 EMF) O ( T j , T2, I T, NT, HT, T, T~i) 
CALL ZEROCJ1., .. J2,J3,J4,J5,1.8) 
DO J E" t, NE 
CAI_L JALJXCIE,NE,Xi,AI_FA,U2) 
CALL KAUX(JE,U2,Ui) 
CAl_L MCOL.CXG,IE,NE,IT,T,Ui,Xi,X2,HT,TETA,UTIL,K,Ki,S,K2) 
CALL VCOL<JE,IT,NE,HT,T,Ki,ALFA,S,Ui,RETA,K2,M) 

CAI_L MVGCJ1,J2,J3,J4,.J5,IB,IE,NE,M,K,VG,MG) 
END DO 
CALL LALJXCNE,ALFA,BETA) 
CALL ELG<NE,MG,VG,AL.FA> 
CALL SOL.CNE,HX,NT,I~T.JT,fETA,X,T5,ALFA,U,SE,ERR,ERMAX) 
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5 , CONCLUSÃO 

O método da colocação tal como visto ne$te trabalho se 

apresenta como uma ferramenta eficaz para encontrar a solução 

numérica de equações diferenciais, De fato, com uma escolha a­

propriada da base e de nós , o método apresenta características in­

teressantes como, por exemplo, matrizes de banda com um pequeno 

número de banda; tal peculiaridade é particularmente desejável, 

principalmente, quando lidamos com equações diferenciais par-

ciais, uma vez que, neste caso, o sistema·tende a tornar-se mui­

to grande. Além disso, colocando nos nós Gaussianos da partição, 

é possível acelerar sua razão de convergência tornando-o competi 

tivo, em termos teóricos, com outros métodos. 

Outro fator fundamental que contribui para a eficiência do 

método da colocação é aquele referente ao aspecto computacional. 

Realmente, como constatamos com a implementação que fizemos do 

problema parabólico não linear, o método apresenta grande efici­

ência computacional, bem corno urna implementação muito simples. 

Em contrapartida, observamos que de maneira geral, teorias 

sobre existência de solução e análise do erro pelo método da co­

locação para equaçoes diferenciais parciais não são fáceis de se 

obter -_·e demonstrar .. 

Assim, nossa conclusão é que o método da colocação, quando 

aplicável, é com relação a outros métodos, sensivelmente mais 

fácil e mais eficiente em termos computacionais. 
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