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Resumo

No estudo de diferencas genéticas entre organismos, geralmente a andlise é feita direta-
mente da molécula de DNA. Assim, podemos ter como resposta um valor do tipo binério
(fen6tipo dominante ou recessivo) ou, quando observamos diretamente cada nucleotideo
ao longo da seqiiéncia, a resposta ¢é categérica podendo apresentar uma entre quatro cate-
gorias. Weir (1990) prop6s uma medida de diversidade, a heterozigosidade, e desenvolveu
uma andlise de variancia para sequéncias de dados binarios em amostras balanceadas.
Light e Margolin (1974), desenvolveram uma andlise de variancia para dados categdricos
(CATANOVA), que pode ser aplicada ao contexto de seqiiéncias genémicas, considerando-
se uma unica posicdo na seqiiéncia. Pinheiro et al. (2000), baseados numa medida de
diversidade proposta por Simpson (1949), estenderam a CATANOVA para vérias posigoes
ao longo da seqiiéncia. Aqui estendemos o trabalho de Weir e Pinheiro et al. desenvol-
vendo andlises de variancias para seqiiéncias de dados de natureza binaria e categorica de
um modo geral (mais de duas categorias de resposta), com o intuito de comparar grupos
de diferentes tamanhos (amostras ndo balanceadas). Para testar a hipdtese nula de homo-
geneidade entre grupos foram encontradas as distribuigoes assintéticas das estatisticas dos
testes nos dois casos: variavel resposta binaria e com mais de duas categorias. Aplicagoes
destes testes a dados reais sao ilustradas utilizando técnicas de reamostragem como bo-
otstrap para a geracao das distribuicoes empiricas das estatisticas dos testes.



Abstract

In the study of genetic divergence among organisms, generally the analysis is done
directly from the DNA molecule. Therefore, the response could be binary (dominant
or recessive phenotype) or, if one observe the nucleotides over the whole sequence, the
outcome is categorical being one out of for categories. Weir (1990) proposed a genetic
diversity measure, the heterozygosity, and developed an analysis of variance of binary data
in a balanced design. Light and Margolin (1974) developed an analysis of variance for
categorical data (CATANOVA), which can be applied to the context of genomic sequences
considering only one position. Pinheiro et al. (2000), based on a diversity measure
proposed by Simpson (1949), extend the CATANOVA to various positions along the
sequence. Here, we extend the work of Weir and Pinheiro et al. developing analysis of
variance for binary and categorical data in general (more than two categories of response)
with the purpose of comparing groups in unbalanced designs. In order to test the null
hypothesis of homogeneity among groups, the asymptotic distribution of the test statistic
were found in both cases: binary and response with more than two categories. Application
of tests to real data are illustrated using resampling methods such as the bootstrap to
generate the empirical distribution of the test statistics.
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Capitulo 1

Introducao e Revisao Bibliografica

1.1 Motivacao

No estudo de comparagao de populagoes (grupos), uma ferramenta estatistica bastante
utilizada é a analise de variancia classica. No entanto, este tipo de andlise s6 é adequada
quando a variavel resposta ¢ continua. Nos casos em que a varidvel resposta ¢é categorizada,
outros procedimentos estatisticos precisam ser utilizados. Algumas analises de variancias
foram desenvolvidas para o caso em que a varidvel resposta é categorizada (Light &
Margolin, 1971; Weir, 1990 e Pinheiro et al., 2000), mas as amostras, em geral, sao
balanceadas. O objetivo deste trabalho é obter estatisticas para que se possa testar a
hipotese de homogeneidade entre grupos e assim desenvolver anélises de variancias, para
dados categorizados, quando as amostras sao nao balanceadas.

Uma das motivagoes para o desenvolvimento de analises de variancia para dados cate-
gorizados é o estudo da variabilidade genética entre organismos (genética populacional).
Uma caracteristica deste estudo é o processo de evolugao. Quando animais da mesma
espécie se encontram isolados geograficamente (por rios, montanhas, etc) tendem a se di-
ferenciar, pois a mudanca de ambiente favorece a acao da selecao natural, o que pode levar
a uma mudanga na composi¢ao genética. A ocorréncia de mutacoes casuais do material
genético ao longo do tempo leva a um aumento da variabilidade, que permite a continui-
dade da atuacao da selecao natural. A persisténcia, a longo prazo, de espécies ameacgadas
de extingao depende da existéncia de variabilidade genética em suas populagoes como
espera-se que esteja ocorrendo com cagados da espécie Hydromedusa mazximiliani. O es-



tudo da variabilidade genética também pode gerar subsidios para o controle de parasitas,
como a espécie Dermatobia hominis (mosca do berne), que ameagam a economia em di-
versas regioes do pais. Estes sao exemplos de aplicacoes das andlises de variancia para
dados categorizados que serao vistos com mais detalhes no capituo 4.

Diferencas genéticas podem ser obtidas através da analise molecular direta do DNA
ou através de propor¢oes de heterozigotos e/ou de homozigotos, entre outros. Com o in-
teresse nesta aplicacao serao apresentados alguns conceitos basicos de genética e biologia
molecular na Se¢ao 1.2. Algumas medidas de diversidade, para dados categorizados, uti-
lizadas no estudo da variagao genética, serao vistas na Segao 1.3. Weir (1990) introduziu
a heterozigosidade observada como uma medida de diversidade em termos das proporgoes
de heterozigotos e desevolveu a andlise de variancia para amostras balanceadas (Secao
1.3.1). Outra medida apresentada por Weir, a Diversidade Genética, serd vista na Secao
1.3.2. Quando a varidvel resposta é categorizada, a variancia amostral (medida utilizada
quando a varidvel resposta é continua), ndo é uma medida bem apropriada da variagao.
Gini (1912) encontrou uma maneira alternativa de caracterizar a variagdo entre dados
categorizados em termos da soma de quadrados das proporcoes de respostas em cada
categoria. Anos depois, Simpson (1949), propds uma medida proporcional a medida de
Gini, o Indice de Simpson. Baseados nestas medidas, Pinheiro et al. (2000) apresenta-
ram algumas medidas de diversidade para dados categorizados em geral e, estendendo o
trabalho de Light & Margolin (1971), desenvolveram uma andlise de variancia para dados
categorizados (CATANOVA) em amostras balanceadas, considerando como resposta um
vetor aleatério com distribuigdo multinomial (Sec¢ao 1.3.3).

No Capitulo 2 foram comparados grupos onde temos como resposta um vetor de
valores binarios, isto é, os elementos do vetor podem assumir os valores 0 ou 1. Na Secao
2.2 estendemos o trabalho de Weir (1990) para grupos de diferentes tamanhos (amostras
nao balanceadas). Utilizando uma medida similar, definida em termos das proporgoes
de fenotipos dominantes, foi desenvolvida uma andlise de variancia para amostras nao
balanceadas (Segao 2.3). Na Segao 2.4, com base no modelo de Bernoulli, propos-se uma
estatistica de teste para a hipotese de homogeneidade entre grupos contra a hipotese
alternativa de heterogeneidade entre grupos. A distribuicao assintética da estatistica do
teste foi obtida assumindo independéncia entre as populagoes, entre os individuos e entre
as posicoes correspondentes aos elementos do vetor de respostas. Um estudo sobre o poder
do teste é apresentado na Secao 2.5.

Uma técnica de andlise de variancia para dados categorizados ¢ desenvolvida no
Capitulo 3. Neste caso, a variavel resposta é um vetor onde cada elemento pode cor-
responder a mais do que duas categorias de respostas. Podemos, por exemplo, estar
interessados em comparar grupos de seqiiéncias genomicas. No caso de seqiiéncias de
nucleotideos, cada elemento do vetor de respostas corresponde a uma entre quatro cate-



gorias e, para seqiiéncias de aminodacidos, cada elemento corresponde a uma entre vinte
categorias. Estendendo o trabalho de Pinheiro et al. (2000) para o caso de amostras nao
balanceadas, foram obtidas medidas de diversidade e seus respectivos momentos baseando-
se no modelo probabilistico multinomial (Segdes 3.2, 3.3 e 3.4). Para testarmos a hipdtese
de homogeneidade entre grupos de diferentes tamanhos propos-se uma estatistica de teste
utilizando teoria assintética; obteve-se a distribuicao dessa estatistica (Sec¢ao 3.5); o poder
do teste foi investigado na Secao 3.6.

Os resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3 foram aplicados a dados reais no Capitulo
4. Em alguns casos, o tamanho da amostra nao é grande o suficiente para que possamos
aplicar resultados assintoticos. Por esse motivo, recorremos a metodos de reamostragem,
como o bootstrap, para a geragao da distribuicao empirica da estatistica do teste para a
hipotese nula de homogeneidade entre grupos.

1.2 Conceitos Basicos de Genética e
Biologia Molecular

O DNA (4cido desoxirribonucléico) é formado por seqiiéncias de nucleotideos. Cada
nucleotideo é composto de um fosfato, um agucar, a desoxirribose, e uma base nitrogenada,
que podem ser de quatro tipos: citosina (C), timina (T), adenina (A) e guanina (G).
Estas sao as bases nitrogenadas que guardam a informacao importante para a sintese do
RNA (4cido ribonucléico), cuja molécula é composta por uma tnica cadeia de nucleotideos
sendo o aguicar a ribose no lugar da desoxirribose e o tipo de base uracila (U) substitui a T
do DNA. Assim, os nucleotideos podem ser de quatro tipos de acordo com a base presente,
pois o acucar e o fosfato sao componentes invariaveis nos nucleotideos apresentando uma
funcao unicamente estrutural.

A molécula de DNA ¢é constituida de duas cadeias de nucleotideos em orientacao oposta
que se enrolam originando a dupla hélice. As duas cadeias sao complementares pois A
sempre se liga a T e C sempre pareia com G. Portanto, podemos dizer que uma molécula
de DNA é constituida por milhares de pares de bases (pb).

O DNA de uma célula humana apresenta um comprimento total de quase 2 metros
dividido em véarios elementos distintos chamados cromossomos. Cada cromossomo é for-
mado por uma tunica molécula de dupla hélice de DNA condensada com proteina. O
nimero e a forma dos cromossomos sao caracteristicas de cada espécie e todas as células
de um organismo apresentam o mesmo nimero de cromossomos (células dipléides) (Farah,

1997).



Em organismos com reprodugao sexuada o individuo ¢ formado a partir da fusao de um
espermatozdide com um évulo, os gametas, que dao origem a célula ovo (célula diploide).
A partir daf intmeras divisoes celulares, do tipo mitose (da célula mae inicial originam-se
duas células filhas identicas), vao ocorrendo até a formacao do individuo adulto. Para
manter o nimero cromossomico da espécie, o 6vulo e o espermatozdide devem conter a
metade do niimero de cromossomos presentes nas outras células e portanto os gametas sao
células haploides. A divisao celular responsavel pela formacao dos gametas é chamada de
meiose (da célula mae inicial originam-se quatro células filhas hapléides). Portanto, em
cada célula humana existem diversos pares de cromossomos sendo que em cada par existe
um cromossomo de origem materna e outro de origem paterna (cromossomos homdlogos).

O genoma ¢é o conjunto completo de cromossomos hapldides que contém toda a
informagao genética de um individuo (Farah, 1997). Sendo assim, os gametas pos-
suem uma cépia do genoma, enquanto as células diplédides, também chamadas de células
somaticas, apresentam duas copias. Gene é a unidade fisica funcional da hereditariedade,
a qual transmite informacao de uma geragao para outra. Em termos moleculares, é uma
sequéncia de DNA, que inclui exons, introns e regices de controle de transcri¢ao nao co-
dificadoras, necesséria para a producao de uma proteina funcional ou RNA (Lodish et al,
2000). Existe uma distingao entre os genes e as outras seqiiéncias de DNA presentes no
genoma, pois é a partir dos genes que ocorre a sintese de RNA. Esta atividade é chamada
de transcricao. Os genes humanos representam apenas 2 a 3% no genoma.

O locus representa a posicao que cada gene ocupa no genoma. s cromossomos
homologos apresentam os mesmos loci e na mesma ordem, ou seja, em cada locus os
cromossomos exibem genes para a mesma caracteristica genética. A informacao genética,
seqiiéncias de bases, contida em cada locus dos cromossomos homologos pode nao ser
idéntica. Estas formas alternativas de um gene sao chamadas de alelos. Dizemos que
um individuo é homozigoto para uma certa caracteristica genética quando, para um dado
locus, ele possui alelos idénticos em cada cromossomo homélogo. Quando estes alelos sao
diferentes o individuo é chamado de heterozigoto.

O conjunto de todos os alelos presentes em determinados loci constitui o gendtipo,
enquanto as caracteristicas que se observam em um individuo resultante de sua consti-
tuicao genética mais a influéncia de fatores do meio ambiente representam seu fendtipo.
Se o fendtipo se expressa mesmo quando somente um cromossomo do par de homélogos
apresenta o alelo correspondente dizemos que este fenétipo é dominante. Se a expressao
de um fendtipo exige a presenca de dois alelos do mesmo tipo trata-se de um fenétipo re-
cessivo. Os fenotipos podem ser quantitativos ou qualitativos. Um fenétipo é considerado
quantitativo se ele é medido numa escala continua, como a altura e o peso; é considerado
qualitativo quando é medido de forma categorizada, como o nivel de gravidade de uma
doenga (dicotomico ou politomico).



1.2.1 Marcadores Moleculares

Os métodos e técnicas da biologia molecular permitem o acesso ao genoma de qual-
quer organismo, sendo possivel investigar a variacao genética ao nivel do DNA. Pontos
de referéncia nos cromossomos sao denominados marcadores moleculares. Por marcador
molecular define-se todo e qualquer fenétipo molecular oriundo de um gene expresso ou
um segmento especifico de DNA, correspondente a regioes expressas ou nao expressas do
genoma (Ferreira e Grattapaglia, 1998). Uma das técnicas disponiveis para a deteccao
de polimorfismos genéticos moleculares é a classe de marcadores moleculares denominada
RAPD, Random Amplified Polymorphic DNA ou polimorfismo de DNA amplificado ao
acaso. Estes marcadores sao gerados pela amplificacao de segmentos de DNA através da
reacao em cadeia de polimerase - PCR (polymerase chain reaction). Nesta técnica nenhum
conhecimento a priori do DNA é necessério. Utiliza-se uma seqiiéncia arbitraria do DNA,
com 9 ou 10 pb (pares de bases), denominada primer. Para que haja a amplificacao de
um fragmento RAPD no genoma analisado, duas seqiiéncias de DNA complementares ao
primer arbitrario devem estar a uma distancia menor do que 4000 pb e em orientagao
oposta, de maneira a permitir a amplificacao do segmento de DNA através da enzima
DNA - polimerase. Portanto, o locus dentro do genoma que contém o segmento a ser
ampliado é obtido aleatoriamente. Entao, a freqiiéncia de amplificacdo de um segmento
depende da probabilidade de o primer utilizado encontrar duas seqiiéncias complemen-
tares (sitios de iniciagdo) em sentidos opostos ao longo da seqiiéncia de DNA e a uma
distancia amplificavel. Em funcao da grande quantidade de DNA produzido, este seg-
mento pode ser visualizado diretamente num gel de eletroforese, na forma de uma banda,
através de corantes especificos para DNA. Devido a sintese de varios segmentos de DNA
dirigidos por um tunico primer pode-se observar véarias bandas no gel (Figura 1.1). O poli-
morfismo genético detectado pelos marcadores moleculares RAPD tem natureza binéria,
isto é, o segmento amplificado (banda no gel) estd presente ou ausente. Basta a dife-
renca de um par de base para causar a nao complementaridade do primer com o sitio de
iniciagao. KEstes marcadores exibem uma caracteristica fundamental que é o fato de se
comportarem como marcadores genéticos dominantes, pois ao se observar uma banda no
gel, nao é possivel distinguir se aquele segmento se originou a partir de uma ou de duas
cépias da seqiiéncia amplificada. O segmento de DNA é detectado através da presenca
da banda em ambos os casos em que o individuo ¢ dipléide homozigoto para um locus
de RAPD, onde ocorre a amplificagdo desses dois alelos idénticos (AA) e, no caso em
que o individuo é heterozigoto (Aa) para o mesmo locus, onde o alelo A é amplificado e
o alelo a ndo o é. Portanto, os gendtipos homozigotos dominantes (AA) e heterozigotos
(Aa) s@o colocados juntos na mesma classe fenotipica (presenca da banda) enquanto que
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Figura 1.1: Bandas de RAPD

o gendtipo homozigoto recessivo (aa), cujo locus nao ocorre a amplificagao, é identificado
pela auséncia da banda no gel.

1.3 Medidas de Diversidade e Procedimentos
Estatisticos no Estudo da Variacao Genética

O estudo da evolucao de espécies é caracterizado pelas extensoes e causas de variagao
genética. Existem diferentes maneiras de medir variacao genética; entre elas podemos
pensar na proporcao de heterozigotos numa populacao, a heterozigosidade, pois cada in-
dividuo carrega diferentes alelos, o que representa a existéncia de variacao. A presenca
continuada de diferentes homozigotos também pode resultar em variacao; para isso a
diversidade genética é uma medida apropriada. Diferencas genéticas também sao en-
contradas por analise molecular direta do DNA. Neste caso a variacao pode ser medida
comparando-se os nucleotideos. O Indice de Simpson pode ser utilizado como uma medida
de diversidade para a comparacao de seqiiéncias genomicas.

1.3.1 Heterozigosidade



Weir (1990) propos a heterozigosidade observada como uma medida de variabilidade
genética numa populacao . Seja ny, o nimero observado de heterozigotos A, A,, u # v,
num locus [ numa amostra de tamanho n. Entao a proporgao amostral de heterozigotos

no locus [ é ) -
H=3 >

u  v>u

Se existem m loci, a heterozigosidade média é
1 m
-l
n

Como H; é a soma de proporcgoes de heterozigotos que sao multinomialmente distribuidas,
cada H; é binomialmente distribuida com

. - 1
E(Hl) = Hl e Var(Hl) = EHl(l - Hl)

onde H; é a proporgao de heterozigotos no locus [ na populagao. Uma outra maneira de

representar H; é
1 n
Hl = — X1
E j
n-
Jj=1

onde

1 se o individuo é heterozigoto no locus [
T = s .
J 0 caso contrario

Desta forma,

E(xy)=H ., E@%)=H e  Elrjzm) =H,
assumindo que os individuos sao independentes dentro de uma amostra.

~ 1 ~
Se H=— Z H, é a estimativa da heterozigosidade média dentro de uma populagao,
m

!
entao,

E(ﬂ):%ZHFH
l

Para calcular a variancia de H, precisamos levar em consideracao a covariancia entre
heterozigosidades em diferentes loci, pois estes nao sao independentes. Assim,

(i) i)

7

COV(E[[, ﬁl/) = E




= <Z$]z Zjr +ZZ$JZ 90ﬂ/> — H Hy

J 3'#d

1
= n—[nH”/ + n(n — 1)HZHI’] — H,Hy

1
— (H”/ — HlHl’)
e
. 1 . .
Var(H) = — ZVaI(Hz)-f—ZZCOV(Hh Hl’)]
m ! 1 U£
= — [ZHl (1—H) +ZZ (Hy — H,Hy) ]
1 V£

onde a heterozigosidade em dois loci Hy = E(xj x;/) é a probabilidade de que um in-
dividuo escolhido aleatoriamente seja heterozigoto nos loci [ e I'.
A variancia amostral de heterozigosidade por locus é

1 ~ ~
= —— Y (H—H)?
°H m—1 (H, )

1 «— - 1 -
= N m-—— H,Hy
2 = ey 2. A
l I U+l
com
E(s%) = lz H2+3H(1—H)
H m l l n l l

Z > {Hlﬂz' —(Hy — HlH,,)]

LU
Note que E(H?) = H? + Var(H,) e E(H, Hy) = H/Hy + Cov(H,, Hy).

Para obtermos a variancia entre populacgoes, precisamos levar em consideracao a de-
pendéncia entre membros da mesma populagao causada pela amostragem genética. Seja

M, =E(zj2n), j#7
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onde M, é a probabilidade de que dois individuos na mesma populacao sejam heterozigo-
tos. Entao,

E(H,) = Hl

Var(ﬁl) = <Zxﬂ+zzaﬁ]lfﬂﬂ>— (fffl)]2

J 37y

1

= (M, - H) + (1 — M)

Tomando a média sobre todos os m loci
=S H= S
m 4 nm 4
Denote por Mj: a probabilidade de que dois individuos escolhidos aleatoriamente da
mesma populagao sejam heterozigotos, um no locus [ e outro no locus I’:
My = E(zj zjv)

Logo,

BH) = STE(H)= S H

l

W) = ik (D DY Y

Jod# !
2 DETIES 5 35 3o et BV
oL VA iog'#Fl UA
= % [Z<Ml — H}) + ZZ(MH’ - HlHl’)]
; I UA
+ m12 [Z (H, — M) +ZZ Hll’_Mll’] (1.1)
L UA

Os quatro termos na expressao (1.1) podem ser rearranjados para mostrar como po-
pulagoes, loci e individuos contribuem para a variancia da heterozigosidade média, colo-
cando estes calculos num contexto similar ao usado para uma andlise de variancia. Os
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quatro componentes de variancia sao:

Para o efeito populacional,
1
2
= — g g My — H Hy
Up m(m—]_) l l/;él( 1 l l)u
Para o efeito do individuo dentro da populacao,
1 Z Z
O’?/p: m (Hll/ —Mll/)7
1 VA
Para a interacao populacao por locus,
1 1
2 2
= — M, — H) — ——— My — H Hy
g m% (M, — Hy) o F— El ;#( I 1Hy)
e para a interagao locus por individuo dentro da populagao,
1 1
2
- :—E H, — M, ——E E Hy — My).
Ulz/p m l ( l l) m(m _ 1) l llil( 1 1 )

Agora, supondo um modelo balanceado, isto é, o nimero de individuos em cada po-
pulagao é o mesmo, adicionamos um indice ¢ na variavel indicadora para denotar a po-
pulacao sendo amostrada:

1 se o individuo j da populacao i é heterozigoto no locus [
x. . —_— , .
l 0 caso contrario

O quadrado médio (QM) é definido como sendo a soma de quadrados, correspondente
a cada fonte de variagao, dividido por seus respectivos graus de liberdade (g.1.). O quadro
da analise de variancia estd mostrado na Tabela 1.1 e as esperancas dos quadrados médios
sao calculadas a partir dos termos:

E(:E?jl) = 012, + Jf/p + HP + O—g%l + Ulzi/p
2
E(z}) = mPo) + m2o'i2/p + (Z Hl) + moy; + mai-/p
l
2 2

E(:v?l) = n'o, + naf/p + nzle + n%ﬁl + nalzi/p
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E(z}) = n’m’o) +nm? O'
E(z?) = rn’o. + rnaz/p +r*n?HE + rn?
E(z2) = rn*m’o) +rnm? Ul/p +7r?n

(Z Hl) + n*mo? i +nmah/p

o’ ian 7"710[Z /p

(Z Hl> + rn*mo? ol T rnmah/p
!

Tabela 1.1: Anélise de Variancia para Heterozigosidade (Amostra Balanceada)

Fonte de Soma de

Variagao g.l. Quadrados E(QM)

Populagoes r—1 SSl -C UZQi/p + ’I?’LO'/ + ’I?/O'IQ)I + mnaz

Individuos dentro T'(TL — 1) SSQ — SSl JZQi/p + fmaf/p

de populagoes

Loci m—1 SS3—C Ulz/p'i‘nUgl—FL

Loci por (T— 1)(m— 1) SS4—SS1 Ulz/p+nal2]9

populagoes —553 +C

Loci por r(n—1)(m—1) SS5— 55 UZQi/p

indiv. dentro -S54+ 55;

de populagoes

Total mnr — 1 SSs —C

Sslzizx? SSQ:lZZx?. ssg_inQ
nm 4 " m bt b=t rn ol

1
SS, = S5 = Z Z Z k) C=—u

Tij. = E Tiji
l

xT.| = E E Tijil
(O

Portanto,

rn
E(SS)) = —
(S51) rnmao, —l—rmaz/p—l— - <

DM
i l

Xl = E Tiji
SYY Y
% 7 l

11

2

l

2
Hl> —|—7"na —|—7"ah/p
!




2
rn
E(SS;) = rnmaf, + rnmaf/p + o <Z Hz) + Tnaf,l + Tno-l%/p
]

E(SSs) = nmoj +mo;, +rn Z H; + nmay; +moy, ,
I

E(SSy) = rnmoﬁ + Tma?/p +rn Z H, + Tnmdil + T‘mdfi/p
!

E(SS5) = rnmo) + Tnmaf/p +rn Z H; 4+ rnmoy; + Tnmafi/p
!

2
rm
E(C) = nmaﬁ + ma?/p + poy (Z Hl) + naﬁl + aﬁ/p
!

Estas expressoes levam aos valores esperados dos quadrados médios na Tabela 1.1 e

1
L=— H —H)? m>1
m — 1 l ( l ) )
Weir (1990) nao deixou claro como seria feita a anélise de variancia e néo especificou
a estatistica de teste para possiveis hipdteses de interesse.

1.3.2 Diversidade Genética

Uma medida de variacao alternativa, muitas vezes chamada de heterozigosidade média,
mas mais apropriadamente conhecida como Diversidade Genética, ¢ formada da soma de
quadrados das proporgoes alélicas. E uma medida mais apropriada de variabilidade para
populagoes endocruzadas, onde hé poucos heterozigotos, mas pode haver muitos tipos
diferentes de homozigotos. Para populagoes de cruzamento aleatério, seu valor sera bem
perto da heterozigosidade.

Seja py, a proporgao do u-ésimo alelo no [-ésimo locus, a diversidade genética neste
locus é

U
Di=1-) pp, (1.2)
u=1

e a média sobre m loci,

m U

Dzl—%Zpru. (1.3)

=1 u=1
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Se N; = (N1, Npg, ..., Nyiy) éum vetor aleatorio que representa a quantidade de cada
alelo no I-ésimo locus, N; tem distribuigado Multinomial (2n; pj1, ..., pir), quando temos
n individuos dipléides na amostra. As proporcoes alélicas amostrais nos dao estimadores
de méxima verossimilhanga (EMV) da diversidade genética:

N,

- 1 lu
D=1-=>"> ph de pr, = 14
m 2 Dp,; onde py o (1.4)

onde f é uma medida de endocruzamento que esta relacionada com o equilibrio de Hardy-
Weinberg (H-W). Quando f = 0, a populagao estd em equilibrio de H-W. Note que ha
um pequeno vicio de (2n — 1)/(2n) para populacgoes sem endocruzamento (f = 0), mas
um vicio ainda maior caso contrario. A presenca do termo f indica que o valor esperado
de D depende tanto das proporcoes genotipicas como das alélicas.

A variancia requer a soma das variancias e covariancias dos quadrados das freqiiéncias
alélicas no mesmo locus. Usando a aproximagao de Fisher (Weir, 1990), temos

R 1
o . 1
Cov(pl%uaplZv) = _EQplZuple(l + f)? v # U
Logo,

Var(Dy) = Y Var(p;,)+ Y > Cov(py, pp)

U vEU
2(1+ §) 2
+
- D s ()
Para multiplos loci e maiores detalhes ver Weir (1990), capitulo 4.
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1.3.3 CATANOVA em Amostras Balanceadas

Para dados categorizados, a média aritmética nao é uma medida bem representativa,
portanto medidas de variacao, tais como a variancia, que sao bem aplicadas as variaveis
continuas, nado devem ser utilizadas. Segundo Pinheiro et al. (2000), Gini (1912) encon-
trou uma maneira alternativa de caracterizar esta variacao e desenvolveu uma medida de
variacao para dados categorizados:

Sejam X7, X5, ..., Xy variaveis aleatorias independentes. A variancia de X ou a
soma de quadrados pode ser expressa como

55 = S -XP= LYK X =YY E ()

J=1 i=1 j=1 i=1 j=1

N oy
Ol’ldeX:ZW] edij:Xi—Xj.
j=1
Neste caso, cada X; pertence a uma das C' categorias possiveis e portanto d(X;, X;) =
d;; ¢ definida como

4. — 1 se X; e X, pertencem a categorias diferentes (1.6)
Y| 0se X; e X; pertencem a mesma categoria ’
Definicao 1.1. A variacao entre as respostas categorizadas Xi, ..., Xy é definida por

N N

1 , 1 N N
:_Nz::z:;dij_ﬁzzdij (1-7)

i=1 j=1
onde d;; ¢ definida em (1.6).

Como cada resposta assume uma e somente uma de C' categorias possiveis, os dados
podem ser resumidos no vetor ® = (ny,...n¢), onde n; é o nimero de respostas na i-
ésima categoria (i = 1,...C), tal que Zlczl n; = N. Entao a variagdo nas respostas é
expressa como

1 1 ¢
DN — ﬁznlnﬁ — ﬁ [NQ—anQI



Se p = (p1, ..., pc) é o vetor que representa as probabilidades de X; pertencer a cada
uma destas C' categorias, o Indice de diversidade ecolégica de Simpson é definido como

C
L()=1-pp=1-) _p} (1.9)
=1

e seu estimador correspondente é

c
L(p)=1-pD=1-) (1.10)
i=1
onde p; =n;/N,i=1,...,C é a propor¢ao amostral. Entao,
N .
Dy = Efs(p)

A defini¢ao (1.9) é motivada pelas propriedades:

1. A variacao entre as N respostas categorizadas é minima se, e somente se, todas as
respostas pertencem a mesma categoria, isto é, p; = 1, para algum ¢, ¢t =1,...,C.

2. A variacao entre as N respostas categorizadas é maxima quando se tem a mesma
quantidade de respostas pertencentes a cada uma das C' categorias, isto é, p; = 1/C, para
todot,i=1,...,C.

Motivados por essa medida de diversidade para dados categorizados, Pinheiro et al.
(2000) desenvolveram uma analise de variancia para dados categorizados (CATANOVA)
para amostras balanceadas. Se XY = (X7, X%, ..., X)) ¢ um vetor aleatério repre-
sentando a seqiiéncia ¢ do grupo ¢g; ¢ = 1,...,.N, k=1,...,K, g = 1,...,G, entao,
X7 representa a posicdo k da seqiiéncia ¢ do grupo g. X ¢é uma varidvel categorizada
que assume C' categorias. No caso de comparagoes feitas em nivel de nucleotideos, X}, €
{A,C,T,G}, e portanto existem 4 categorias.

Inicialmente, assume-se que hé somente uma posicao em cada seqiiéncia. Os dados
estao resumidos na Tabela 1.2

Agora d;; é definida como

L[ 1seXP£XY
Y Ose XY = X7
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Tabela 1.2: Tabela de Contingéncia (1 posigao)

Grupo
Seqiiéncia 1 2 3 Ce G
1 2 3 G
N Ty TN TN e Ty
O numero total de respostas é

G C c G
NG = E N.g = E Ne. = E E Neg

g=1 c=1 c=1 g=1

’ z . C ,
onde n., é o nlimero de respostas na categoria ¢ para o grupo ge N =n., = N € 0
niumero de respostas para o grupo g, que, neste caso, ¢ o nimero de seqiiéncias em cada
grupo. O Indice Total de Simpson (TSI) é

C

N\ 2
TSI=1-Y" (1) 111
; e (1.11)

A dispersao dentro do grupo g (entre z{,z5,...,2%) é

1 i (Zj)Z (1.12)

Entao, o Indice de Simpson Intra-Grupos é obtido pela média de (1.12) em relagao a todos

0S grupos:
C n 2
1- @) | =1-¢G
Z (n-g) ]

c=1

G

1

g=1

3 (Zé)Q (1.13)

O Indice de Simpson Entre-Grupos é

BSI— TSI —WST— ¢S 8™ (Moo} LN (e )?
N B - ZZ(N—G> —Zl<NG> (1.14)

Q
Il
i
a
Il
i
a
Il



Assumindo que existem K posicoes ao longo de cada seqiiéncia temos
X9 = (X7, X, X)) X9 = (X9,X9,...,X%) e os dados podem ser resumidos como
mostra a Tabela 1.3. O numero total de respostas é

K

G c cC G K
NGK = Zn.g. = ch.. = Zn..k = Zzzncgk

g=1 c=1 k=1 c=1 g=1 k=1

O interesse aqui ¢ testar a homogeneidade entre os grupos: a hipdtese nula é de que
Degk = Dek, onde peg € a probabilidade populacional da posigao k& do grupo g pertencer a
categoria c. Um possivel argumento é que este é o cldssico teste x? de Pearson, mas note
que a classica estatistica x? de Pearson para a Tabela 1.3 é

o
I
M2

2

1 c=1

2
N.gkNe-k
¢ K Negk —
2 e
=1 k=

) N.gkNe. k)/n -k

g

iia@gk_%) (1.15)

1 =1 k=1 Nk

I
M2

g

com K(G-1)(C-1) graus de liberdade. A distribuigdo limite da estatistica xy* de Pearson
é uma boa aproximagao somente quando as freqiiéncias n.y’s sdo todas grandes (pelo
menos 5). Analizando seqiiéncias genomicas verifica-se que estas condigdes nao sdo ne-
cessariamente satisfeitas. Numa tinica posicao a distribuicao de freqiiéncias exibe pouco
polimorfismo com freqiiéncias pequenas em algumas caselas. A distribuicao exata, sob a
hipotese nula, é dificil de ser implementada para pequenos valores de N quando G ou K
nao é pequeno.
A variacao dentro do grupo ¢ na k-ésima posicao é

N C
1—Z(C‘qk> :1—Z<]c\‘[;k>; onde n.g = N.

n.
c=1 gk c=1

A variacao dentro do g-ésimo grupo é

c 2 c
Neg- Neg. \ 2
1-— 5 <n9) =1- g (ﬁ) , sendo n., = NK.

c=1 9 c=1
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Tabela 1.3: Tabela de Contingéncia (K posigoes)

Grupo Posicao 1 2 C Total
1 1 niil Mol nei ni =N
1 2 nil2  M212 nei2 niz =N
1 K nilK  N21K NC1K nig =N
Total n11. no1. nci. n.i. = NK
2 1 ni21  M221 neo1 n.oy = N
2 2 ni22  M222 neo2 n.gg = N
2 K ni2K  N22K Ne2K nog = N
Total n12. 1n922. ngea. n.g. = NK
G 1 nigr  n2G1 elesl ngr =N
G 2 niGe  N2G2 neG2 ng2 =N
G K MGK N2GK NCGK ngk =N
Total niqg. naqG. nea. n.g. = KN
TOTAL n1.. no.. ng.. n.=NGK
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As medidas de dispersao sao entao,

G G
WSI = é; 1—2(25{)1 :1—(;;;(%)2 (1.16)
TSI = 1—§:(Nn&<>2 (1.17)
c=1
€
G C n 9 C n. 9
BSIzTS[—WS[zGZZ(Nég'K> —Z<N5'K) . (1.18)
g=1 c= c=1

A hipétese de homogeneidade entre os grupos é Hy : pegi = Pek, onde pegr € a probabi-
lidade populacional de pertencer a categoria ¢ na posicao k£ do grupo g. Para testarmos
esta hipotese foi proposta a estatistica,

BSI BSI
F,=N ~ N
! WSI 09
1 S
onde 0§ =1 — ﬁng
c=1
BS1T pode ser escrito de forma matricial,
BSI =V'BV,
onde
B—; Io®U —lU ®I —;B<> (1.19)
T GINKR [\ TR T TR ) TR T G(NK)ET ‘

sendo I a matriz identidade de tamanho G, Ux uma matriz quadrada K x K de 1’s e
® o operador de produto de Kronecker (Definigao 3.1);

V = (Vb V27 BRI VG>,7
sendo Vg = (Vg1, Vo, ..., Vi) e Vg = (Nigr, Nogie ..., Negr), 9=1, ..., G.
Note que Vg, tem distribuicio Multinomial (N; pigr, Pagk ---, Pcgk) €, COMO assu-

mimos independéncia entre os grupos e entre as posicoes, V tem distribuicao assintética
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normal. Portanto F; é uma forma quadratica de varidveis aleatorias normais e tem como
distribuicao assintética uma combinacio linear de varidveis aleatérias com distribuicao x?

(Pinheiro et al., 2000), isto é,
CGK

N
Fy ~ @ Z )‘i(X%)z‘
3 =1

1
onde {\; :i =1, ..., CGK} é o conjunto de autovalores de WBQZS e NXj ¢é
a matriz de covariancias de V (Cov(V)) sob a hipdtese nula de homogeneidade entre os

grupos,

3g = 3G © X5y ® i,

0 F
e 35, = Di — ppptly, com Dy sendo uma matriz diagonal C' x C' cujos elementos da
diagonal sao os elementos do vetor g, = (pix, --- pcr)'-

- E
onde @ é o operador de soma direta, ou seja, se D = E @ F entao, D = ( 0 ),
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Capitulo 2

Analise de Variancia para Dados
Binarios em Amostras Nao
Balanceadas

O interesse do nosso estudo é a comparacao de grupos de diferentes tamanhos, ou
seja, testar a hipétese de homogeneidade entre grupos em amostras nao balanceadas,
quando a variavel resposta de interesse é categorizada. Em andlise de variancia cldssica
esta comparacao ¢é feita quando a variavel resposta é continua. Nosso objetivo, neste
capitulo, é desenvolver uma analise de variancia para dados categorizados, em particular
quando a variavel resposta é binaria, em amostras nao balanceadas. Por exemplo, uma
das técnicas utilizadas para detectar polimorfismos genéticos, para que se possa comparar
grupos e assim verificar se hé variabilidade genética entre eles, é a classe de marcadores
moleculares RAPD, onde o polimorfismo é detectado através de uma resposta binaria
(fenétipo dominante ou recessivo).

No Capitulo 1 vimos que Weir (1990), propos uma medida de diversidade em termos
da proporcao de heterozigotos, a heterozigosidade observada e o quadro da andlise de
variancia foi mostrado para dados bindrios em amostras balanceadas.

Em nosso caso, os grupos sao de diferentes tamanhos. Estendendo o trabalho de
Weir (1990), uma andlise de variancia foi obtida para dados bindrios em amostras nao
balanceadas (Segao 2.1). Utilizando uma medida de diversidade similar, em termos das
proporcoes de fenétipos dominantes, foi desenvolvida uma analise de variancia para dados
binarios considerando que os loci sao amostrados aleatoriamente, como ocorre com os
marcadores moleculares da classe RAPD. Pela natureza do marcador RAPD, nao faz
sentido biolégico avaliar a contribuicao dos loci. Sendo assim, a anélise de variancia da
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Segao 2.2 nao considera efeito de loci (este efeito esta incorporado no termo residual). Na
Secao 2.3 foi proposta uma estatistica para testarmos a hipotese nula de homogeneidade
entre os grupos, assumindo independéncia entre os loci, entre os individuos e entre os
grupos. Nesta Secao também foi obtida a distribuicao assintética da estatistica de teste.
Um estudo sobre o poder do teste foi desenvolvido na Secao 2.4.

2.1 Quadro da Analise de Variancia

Como foi visto no Capitulo 1, Weir (1990) apresentou o quadro da andlise de variancia
para comparar G grupos com respostas bindrias (individuo heterozigoto ou nao), onde
cada grupo possui N individuos (amostras balanceadas) e a resposta de cada individuo
tem K loci, ou seja, para cada individuo temos como resposta um vetor aleatério X;,
i=1,...,N, de dimensao K, onde cada elemento deste vetor tem o valor 1 (o individuo
¢ heterozigoto no locus k) ou 0 (o individuo nao é heterozigoto no locus k). Quando
as amostras sao nao balanceadas, neste caso K loci sao observados em N, individuos,
g=1,...,G, obtidos em cada um dos G grupos (populacoes). A varidvel indicadora X
é definida como

X L.
g 0 caso contrdrio

= { 1 se o individuo ¢ da populagao g é heterozigoto no locus k
=

A Tabela 2.1 mostra o quadro da andlise de variancia para este caso (delineamento
com fatores cruzados e aninhados em dados bindrios de amostras nao balanceadas), con-
siderando que os loci, os individuos e as populacoes sao amostrados independentemente
e que os efeitos sao independentes.

Na Tabela E(QM) é o valor esperado do quadrado médio correspondente a sua fonte

de variacao, sendo o quadrado médio, a soma de quadrados dividida por seu respectivo
G

grau de liberdade (g.l.) e o nimero total de individuos Ny = Z Nj.
g=1
Agora faremos uma analogia ao quadro da andlise de variancia para a heterozigosidade
com os dados do tipo marcadores RAPD. Neste caso,

1 se o individuo ¢ da populagao g tem o alelo dominante

no locus k (banda presente)
Xgik =

0 caso contrario (banda ausente)
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Tabela 2.1: Analise de Variancia para um Delineamento com Fatores Cruzados e Aninha-
dos em Dados Binarios de Amostras Nao Balanceadas

Fonte Soma de
de Variagao gl Quadrados E(QM)
Populagoes G-1 SSl -C B <SSG1%IC>
. _ _ 55=551
Individuos dentro Z(Ng 1) S5y — 551 E ( Nr—G )
g

das populacoes

Loci K-1 SS; — C B (53=C)
Loci por (G —1)(K —1) SSi—SS1 E (%)
populagdes -S5S3+C
Loci por (K — 1)Z(Ng — 1) SS5 — SSQ E (%)
g
indiv. dentro -S54+ 55;
de populagoes
Total KNpr—1 SS5 -C
1 G 2 G Ng 1 K
_ g _ 2
SSI—EZE 55 = ZZ . SS= o) X
g=1 g 1 = 1 k=1
G K X2 G Ng 1
_ gk 2
S 3 RT3 3 SECHECRL IS
g=1 k=1 g=1 i= 1 k=1
K Ng K
. O ) 3
k=1 =1 k=1
G Ny G Ng
R ) SE TN 3) 30 359
g=1 i=1 g=1 i=1 k=1
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Através da técnica de obter marcadores RAPD, descrita no capitulo anterior, pode-se
considerar que os loci sao amostrados independentemente nos individuos e nas populagoes
e, como também estes sao amostrados de maneira aleatéria sem a garantia de que eles
sao os mesmos para todos os individuos, decidimos incorporar o efeito de locus no termo
residual.

A Tabela 2.2 mostra o quadro de analise de variancia para dados de RAPD.

Tabela 2.2: Anélise de Variancia para Dados de RAPD em Amostras Nao Balanceadas

Soma de
Fonte g.l. Quadrados E(QM)
Populagoes G-1 SS’I —C = SQP E (gg?)

Individuos dentro Z(Ng — 1) SSQ — 551 = SQI E (NS;Q,I(;>
g

das populagoes

Residuo (K —1)Np  SS5—S5S=SQR E ((KS_%)
Total KNr—1 58 —C=8QT

2.2 Distribuicoes Assintéticas e Estatistica do Teste

O interesse agora é desenvolver uma estatistica para testarmos a hipotese de homo-
geneidade entre os grupos. Nesta secao vamos nos concentrar em obter as distribuicoes
assintoticas de algumas estatisticas que serao uteis para o desenvolvimento da distribuicao
da estatistica do teste.

Os vetores aleatorios de dados binarios em estudo sao como as respostas obtidas pelos
marcadores RAPD. Considerando que a técnica de RAPD amostra os loci independente-
mente e assumindo que as respostas sao independentes para cada grupo e cada individuo, a
resposta X, segue uma distribuicao de Bernoulli com os individuos sendo identicamente
distribuidos, isto é,

Lgik

P(ngk — xgik:) = pgk (1 - pgk)(l_xgik)l{o,l}(xgik)7
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onde py; ¢ a probabilidade de um individuo da populagao g ter o alelo dominante no locus
k,i=1,...,Nyg=1,....G; k=1,..., K.
Logo,
E(Xgir) =pgr e Var(Xgix) = pgr(1 — pgr)-

Para marcadores RAPD temos que )__( gi- Tepresenta a proporcao, em K loci, de fenétipos
dominantes no individuo ¢ do grupo g, X,.. representa a proporgao de fendtipos dominantes
no grupo g e X a média geral de fenotipos dominantes:

Xy _ X,. _ X > g No Xy

X, = X, = X =" = . 2.1
g = T * = KN, °© = KNy Ny (2.1)

Como nosso objetivo é testar se existe diferenca (variabilidade genética) entre os gru-
pos, consideramos Hy : pgi = p para todo g. Para testarmos esta hipétese, observando o
quadro da ANOVA (Tabela 2.2), propomos a estatistica F = QM P/QM I, onde

SQI
QMI = NT;CEG’ (2.2)

SQP

QMP:G_1

sendo SQP a soma de quadrados referente ao efeito populacional, que mede a variabilidade
entre populagoes:

G Ny K

sQP =33 S (X, - X )P = i KNy (X, — X.)*, (2.3)

g=1 i=1 k=1

SQI a soma de quadrados referente ao efeito do individuo dentro da populacao, que mede
a variabilidade entre individuos dentro do grupo (populagao):

G Ny K - ~ G Ny - -
SQI=Y"3"3 " (X - X,.)" =D K (X - X,.)” (2.4)
g=1 i=1 k=1 g=1 i=1

G —1 e Ny — G sao, respectivamente, os graus de liberdade referentes as populagoes e aos
individuos dentro das populacoes.

2.2.1 Distribuicao Assintética de SQP
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Para obtermos a distribuicao assintética de F' iremos, inicialmente, encontrar a distri-
buigao assintética da soma de quadrados referente ao efeito da populagao, entao de (2.3)

temos,
2

G
SQP =) KN, (X,. - X.)
g=1

Para obtermos esta distribuicao, inicialmente temos que encontrar a distribuicao as-
sintdtica do nimero médio de fenétipos dominantes para o g-ésimo grupo (Xj..).
Temos que, o nimero total de fenétipos dominantes no grupo g, é

Ny K
=22 X
i=1 k=1

Assim,

) =N, Zpgk e Var(X,.) = N, Zpgk — Pgk)-
k

Como X, sao varidveis aleatérias independentes mas nao identicamente distribuidas,
utilizaremos o Teorema Central do Limite de Liapunov para variaveis aleatérias indepen-
dentes:

Teorema 2.1. (Teorema Central do Limite de Liapunov).
Sejam X, Xy, ... varidveis aleatérias independentes tais que E(X,,) = u, e Var(X,) =

02 < oo com pelo menos um ¢2 > 0. Sejam S, = ZX e s> = Var(S,) = oi+0oi+...+02.

=1
Se 46 > 0 tal que

1 n
s2+0 ZE’Xk — > = 0 quandon — oo,

no k=1
entao s _E(g
Sn = B(S) L, N(0,1) (James, 1996).
Sn
]
No nosso caso, para uma dada populagao g, Xg11, ..., Xgik, ..., Xgn,1 -+, Xgn,K
g=1,...,G, sdo variaveis aleatérias independentes tais que E(Xyix) = pgr, Var(Xgi) =

Pok(1 — pgr), Sn = X, e s2 = Var(X,.) onde n = KN, . Portanto, gostarfamos de
verificar se a condicao de Llapunov é satisfeita:
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Parad =1e¢ 0 < pg <1, temos

1 Ny K Ny, K
?ZZE|X9¢1€ — el = ?ZZED(QM — pgil®
5n k=1

Sn i=1 k=1 =1

1

(\/Z 1 D e Poi(1 pgk)) i=1 h=1

K
1
— 7Ny Y 5 (1= pge) + (1= pge)*pgr]
k=1

(\/Ng > i Por(1 — pgk))

> Pgk(1 = gie) (1 = 2pgr, + 2p7;)

Zk pgk pgk (\/N Zk ng pgk))

Note que
1 K K
5 S 1—2pgt 200 < 1= Dol — i) (1 — 2pg +2000) < D Par(1 = i)

k=1 k=1

Portanto

Zk Pak(1 — pgr) (1 — 2pgr + 2p§k) < >k Pak(1 — Dgr)
> Pg(1 — pgr) (\/N 21 Pgr(1 pgk)) >k Pg(1 — pgi) (\/N 25 Pgk(1 pgk))
1

K
\/Ng > k1 Pok(1 — Pgr)
Se h* = mkin{pgk(l — pgk) }, entdo Ny >~ por(1 — pgr) > K Nyh* e portanto
1 1
= KN, h*
\/2le Ngpgr(1 — pgr) VEN,

Como a condicao de Liapunov ¢ satisfeita temos que, para K ou N, suficientemente
grandes,

— 0 quando KN, — oo
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X, =N (Ng Zpgk, Ny Zpgk(l - pgk))
k [

Logo,

% kagk kagk(l _pgk))
X,.~N ( , (2.5)
g K K2Ng

para K ou N, suficientemente grandes.

Uma vez que a distribuigdo assintética de X,,.. ¢ normal podemos escrever SQP como
uma forma quadratica de variaveis normais.

Note que SQP pode ser escrita de forma matricial como

SQP = HFH (2.6)
onde H= (X., Xy, ..., X¢g.) e F = KF* sendo F* uma matriz simétrica G x G onde
os elementos sao

N, NN,
(g,9) = N, [1— 2 g, g) = ——L2L 2.7
f*(9.9) g( NT) e [9.9) N, o 979 (2.7)
Portanto, assintoticamente

onde

/
1 1
=7 (Zpum szk, S Zka) e X = FEI, (2.9)
k k k
37 é uma matriz diagonal G X G cujos elementos da diagonal sdo

O*(g,g) _ kagk](vi[ _pgk)

g
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Sob a hipétese de homogeneidade entre os grupos, pg, = pi para todo g, entao, de
(2.8) temos sob Hy, assintoticamente, que,

H ~ N (o1, o) (2.10)

>k Dk

onde py;, = i ug, sendo ug um vetor coluna de 1’s de tamanho G e
Pre(l — Pr) s
sy = 2P =gy (2.11)

sendo X, uma matriz diagonal G' x G cujos elementos da diagonal sao o5(g,9) = N, ',
g=1,....G.

Como SQP é uma forma quadratica de variaveis com distribuicao assintética normal
utilizaremos o teorema de Cochram para encontrar a distribuicao de SQP sob H,.

Teorema 2.2. (Cochran).
Se {T,} é uma seqiiéncia de vetores aleatdrios de dimensao p tal que
Va(T, — 6) 2 N(0,%)
e {A,} uma seqiiéncia de matrizes nao estocasticas, semi-definidas positivas. Entao
Qn =n(T, — 8)A,(T, — ) = X2

se e somente se A,, converge para alguma inversa generalizada de X, isto é, lim A, = A,

n—oo

tal que, AXA = A onde posto(A) = q < p. (Sen e Singer, 1993) n

Temos que
SQP = HFH = KH'F*H

onde F* ¢é dada por (2.7).

De (2.10) e (2.11) temos que, para K — oo,

K
Zk pr(1 — pk)

(H— pgy) == N(0,5,). (2.12)
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Note que, como X, é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdao todos
3 01

positivos, X7, é nao singular e, portanto, F* ¢é inversa generalizada de 3, se e somente

se F*X75, é idempotente, isto é,

F'Y,Fr = F* & PSSy, = B,

Lema 2.1. F*Xj; ¢ idempotente. n
Demonstracao.
Por (2.7) e (2.11),
F*EB]_ - E017
onde os elementos de Eq; sao:
N, N,
601(.9’9):1__9 € 601(97.9,):__97 g#gla gaglzla--'vG
NT NT

Os elementos de E3; sao

N> N N,
e1(9,9) = ( ——g) + F(Np—Ny) =1—- 2

Nr) " Nr Nr

N, N, Ny 1 N,
2 N — 9|14 __9__§ N | =24
“019:9) NT< Ny TNy Mg o Nr

Lema 2.2. Posto(F*) = G — 1.

Demonstracao. Multiplicar a linha r da matriz F* pela constante N%, nao altera o posto de
F* (Rao, 1965), o que ¢é equivalente a pre-multiplicar F* por matrizes elementares G x G
conhecidas como A, de Kronecker, isto é, matrizes diagonais quadradas com elementos
nao nulos na diagonal, sendo neste caso:

~ seg=r
Ar:<5gg'): 5992 ) 5gg’:07 g%g/ g7 glzla'--aG-
1 seg#r
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Premultiplicando F* por G matrizes de Kronecker A, » = 1,...,G obtemos uma
matriz E; cujos elementos sao:

N, Ny
el<g7g):1_N_i7 el<g7g/>:_N_;7 g#g/7 gaglzla”'vG'

Note que E; = Ej; e portanto
posto(F*) = posto(Eg,;) = posto(Eq;)

Como o posto de uma matriz idempotente é igual ao seu trago (Rao, 1965) temos que

oot~ 35 (1- ) 6

g=1
O
Note que
* (Z pk)Q *

po F g, = #u’GF ug =0, (2.13)
pois, de (2.7) e sendo ug um vetor coluna de 1’s de tamanho G, ugF* é um vetor linha

de tamanho G cujo elemento i, i =1, ..., G é

N; N;

N, (1-— _ Nr—N;)=0 2.14
(1= 5) = e = 2.14)

Entao, de (2.12), dos Lemas 2.1 e 2.2, e utilizando o Teorema 2.2 temos, para K — oo

KQ

S e = oy T Hon B = ) = X6y (2.15)

Temos que,
(H — poy)'F*(H — pyy) = H'F'H — 200, F"H + p, F* gy,
logo, de (2.13) e (2.14),
K? K? K
—  H-p)FH-py)=——— HFH=———_SQP.
S ) k) = >, (L= )

Portanto, sob Hy e para K suficientemente grande

K

_— ~ 2 .
kak<1_pk)SQP XG1 (2.16)
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2.2.2 Distribuicao Assintética de SQI

Agora queremos obter a distribuicao assintotica da soma de quadrados referente ao
efeito do individuo dentro da populacao (SQI), entdo, de (2.4), temos

G Ny

SQI=3"S K (X, - X,.)7

g=1 i=1

onde Xgi. representa a proporc¢ao, em K loci, de fendtipos dominantes no individuo ¢ do

grupo g e X,. representa o nimero médio de fendtipos dominantes no grupo g :

X, _ X
gt X _

g-

K " KN,

@

X, =

Para obtermos a distribuicao assintética de SQI, inicialmente precisamos obter a distri-
buigao assintética de Xy.. Note que o numero de fendtipos dominantes, em K loci, no
individuo ¢ da populacao g é

k=
Logo,
) = § Dy € Var E pgk pgk
k
Neste caso temos que X1, ..., Xgx sao varidveis aleatorlas independentes tais que,

E<Xgik) = Pgk; var(Xgik) :pgk(l _pgk)v Sk = Xyi. € sk = var(Xgi')-

Para verificarmos se a condi¢ao de Liapunov do Teorema 2.1 é satisfeita tomamos 6 =1 e
0 < pgr < 1, entao

R 1

K
e Engzk - luk:|3 = ZE gik — pgk|3

3 3
S S
K p—1 K p=1

K
1
= 7 > (1= pgr) + (1= pgi)’pgr]
k=1

(VES =m0 =

> Pk (1 = pgr) (1 — 2pgi + 2p2,)

> Pg(1 — pgi) (\/Zk pgr(1 pgk))
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Temos que

Zk pgk( - pgk)(l - 2pgk‘ + 2p§k) < Zk pgk( - pgk)

kagk pgk (\/kagk pgk)) kagk pgk (\/kagk pgk))
1

\/2le Pgr(1 — Pgk) |

Se h* = min{pg(1 — pgr)}, entdo 32, pe(1 — pgr) = Kh* e portanto

1 1
<
\/ S L —pg)  VED

o que satisfaz a condigao de Liapunov.
Entao temos que, quando K — oo,

— 0 quando K — o0

X

gt

N (Z;{%’gk’ kagk[g_pgk)) (2.17)

Assim como SQP, SQI pode ser escrito como uma forma quadratica de variaveis nor-
mais. SQI também pode ser escrita de forma matricial:

SQI = HQ,Fsz (218)
onde H2 == (XHA, Xlg., ceey X1N1~7 le., ceey X2N2~7 ceey XGNG.)/ (§ Fz = KF;, F; é
uma matriz simétrica Ny X Np da forma
A, O 0
0 A, 0
F; = 0
0 Ag

(2.19)
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onde Ay, = (a4(4,5)), g=1, ..., G, é uma matriz N, x N, tal que

ag(i,i)=1—— ¢ ag(i,j):—ﬁ, i,j=1, ..., N,

g

Portanto, assintoticamente
H2 ~ N (l~"’27 22)

onde

/
1
o= (St St S, ) o
k k k

uyn, ¢ um vetor coluna de 1’s, de tamanho Ny, 33 é uma matriz Np x

(2.20)

(2.21)

1 *

N7 bloco diagonal

cujos blocos diagonais sdo 35, = >, pgr(1—pgr)Ly,, sendo Iy, matriz identidade Ny x Ny,

g=1, ..., G.
De (2.21) temos, sob H
Hz ~ N (pg2, Xo2)

onde

(2.23)

Koy = un, € o2 € uma matriz diagonal Ny x Np da forma

2 Pr(L = Pr)

e I8

Deste modo,
SQI = H2/F2H2 - KHle;Hz

Sob I{o7

K
\/kak(l - pk;)

34
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pelo Teorema 2.2 e sendo Iy, uma matriz nao singular
K? I* D 2
m(ﬂz = Ho2) F3(Ha — 02) — Xposto(ry)

se e somente se F3Iy, = F5 ¢ idempotente.

Lema 2.3. F3 ¢é idempotente.

Demonstracao. De (2.19) e (2.20) temos

Fy=A"+A%+...+A§

sendo
A, O .0 00 0
0O o0 0 0 A, 0
A*l - 3 A*Q_ . P
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
; A*G_ .
0 Aq

A2 = (d3(i))), aﬁ(z‘,z’):(1—Ni)2+ ‘

1 1 N, —2 1
a,(i,7) N [ ( N) N } N ag(i,j), g )

Portanto, temos que

(A*)” = A%, para todo g e A*;A*, =0 para todo g # g = (F3)’ = Fj
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Lema 2.4. Posto(F%) = Ny — G.

Demonstracao. Como Fj é idempotente (Lema 2.3),

Posto(F3) = Traco(F3) = ) Z (1 - Ni) => (N,—1)=Nr -G

g=1 i=1 9 g
]
Temos que
(Hz — py) F5(Hz — pgy) = H'F3H; — 2p0oF5Ha + pooFopags
SQI
pois
2
* pk *
P F5gs = —(Z[k@ ) u'n Foun, =0,

sendo un, um vetor coluna de 1’s de tamanho N, u'n,F5 é um vetor linha, 1 x Nr da
forma (a; ay ... ag) sendo a,, g =1, ..., G, um vetor linha de tamanho N, tal que

ag(i):1—Ni— (NfN_1> = 0.

g g

Logo, sob Hy, pelo Teorema 2.2, Lemas 2.3 e 2.4 e (2.24), para K suficientemente grande,

K? . B B K
kak(l _pk) (H2 - :U‘OZ) F2(H2 IU‘OZ) - Zk pk(l _ pk)

2.2.3 A Estatistica do Teste

SQI ~ X%, ¢ (2.25)

Como estamos interessados em comparar grupos de seqiiéncias de respostas bindrias,
de (2.16) e (2.25), sob a hipdtese nula de homogeneidade entre os grupos, temos, assinto-
ticamente (K — 00), que,
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K K
—— SQP~Y%, e ——— SQI~y% _
>k Pr(l — pk) o >k il — pk) e
A hipétese nula pode ser testada através da estatistica F' = %, onde
SQP
MP —
Q G-—1
SQI
MI = )
Q Nr — G
Lema 2.5. SQP e SQI sao independentes. |

Demonstracao. De (2.6) e (2.18), SQP e SQI podem ser escritas de forma matricial. Note

que
H'FH = (MH,)FMH,

onde M é uma matriz G x Np cujos elementos sao:
1 i—1 i
EseZNl<3§ZNZ

mg; = =1 =1

0 caso contrario

i=1...G.
Temos que Hy'FoH, e HyYM'FMHS, sao independentes se e somente se

F;3X0oM'FM = 0 Searle, 1971
De (2.7) e (2.19),

2w Pe(1 — pr) &

Nr

1 —
FyXeM'FM = WRM’FM = pu(1 - p)F3MFM =
k

onde os elementos de ® = (¢;;), 4,7 =1... Np, sdo

1 1 N -1 — :
E(NT—NZ-)[l—E— N }:o se ) Ni<ij<) N
=1 =1
Pij =
R W\ B trdrt
— [ — = CcasSO contrario
\ N, N,
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Portanto temos,

_ QMP _ [K/ 3 pe(1 —pi)IQMP (éG—_l)
QMI  [K/ >, pe(1 — pr)]QMI (X?VTG)

Nr—G

F

~ FG—I,NT—Ga (226>

ou seja, a estatistica do teste tem assintoticamente distribuicao de Fisher-Snedecor com
parametros G — 1 e Npr — G.

Quando o vetor de respostas apresentar pequena dimensao, por exemplo, quando os
marcadores RAPD apresentarem um nimero pequeno de loci, podemos recorrer a métodos
de reamostragem como o bootstrap.

2.3 O Poder do Teste

Agora faremos um breve estudo sobre o poder do teste. Vimos em (2.6) e (2.18) que
as somas de quadrados referentes aos efeitos da populagao (SQP) e do individuo dentro
da populacao (SQI), respectivamente, podem ser escritas de forma matricial:

SQP =H'FH e SQI=H,F,H,.

De (2.8) e (2.21) temos, assintoticamente no ntimero de loci K,

H~N(p,%;) e Hy~N(p,y o),

onde p,, ¥y, p, e Xy encontram-se definidos em (2.9) e (2.22).
Como F é simétrica podemos obter a fatoragao:

F - QiD;Qy'

onde Qj é a matriz ortogonal dos autovetores de F e D] é a matriz diagonal dos autova-
lores de F. Logo,

= Qj(Dy)*(Dy)* QY
= QD)D) QY
Qi (D})"?[(D})"*Q1]
(F1/2)F1/2 (2.27)
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Como F ¢ semi-definida positiva (prova em A.2), os elementos de F/2 € R,
Portanto, podemos escrever SQP como:

SQP = (FY/?H)'FY?H = X/ X4,

entao temos que
Xy~ N (F2p; 2, (F?)).

Teorema 2.3. (Prova em A.1)
Se X é um vetor aleatério n X 1, X ~ N(u, V), onde V é uma matriz diagonal nao
singular e A uma matriz diagonal n x n de elementos deterministicos, entao,

=1
2

~ . M .,
onde \; sdo os autovalores da matriz AV e §; = 2—Z, sendo 2 o i-6simo elemento do vetor
Vi
p e v; os autovalores de V.
]

Seja Q; uma matriz ortogonal tal que Q;F'/?%(F/2)'Q} = Y., onde Y; é uma
matriz diagonal.
Se Y, = Qle = X; = QllYl, entao,

Y1~ N (QiF2py; 1)

e
G
X1’ Xy = YiQiQi Y1 = YY1~ > on(xi(0n))s
i=1
a%i - 1 —-1/2 .
onde &y; = 7o sendo aj; o 7-ésimo elemento do vetor §Q1F nyevy, t=1,...,G,
U1

sao os autovalores de Y, e portanto sao os elementos da diagonal da matriz Y; (Teorema
2.3). Note que Y é semi-definida positiva pois é uma matriz de covariancias de varidveis
aleatorias normalmente distribuidas e, portanto, vy; > 0.

De 2.27, analogamente, podemos obter

F2 — (F21/2)/F21/2
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e, sendo Fy semi-definida positiva (prova em A.3), seus elementos € R.
Desta forma, temos

SQI = ((F9)Y?Hy) (F2)?Hy = X4X, = Y5QQL Y2 = Y, Y,

onde Q, é uma matriz ortogonal tal que Qy(F2)Y/?X5((F2)Y/?)'Q, = Y3 é uma matriz
diagonal.
Portanto,

Yz ~N (Qz(Fz)l/Zuz; T2)

e, pelo Teorema 2.3,

Nt
SQL=Y5,Ya ~ > wai(x](62)):
i=1
ag' ., 1 1/2 .
onde dy; = 5 * . sendo ag; 0 i-ésimo elemento do vetor §Q2(F2) / My €Vt =1,... Np,
Vo,
sdo o0s autovalores de Y5, e portanto sao os elementos da diagonal da matriz Yo, neste

caso vg; > 0.
Entao, de (2.26), para u € R,

Pr(F >u) = Pr(%Zu)

e

SQP G-1
Pr ( 5QI > N, Gu) (2.28)

Como SQP e SQI sao combinagdes lineares de varidveis aleatérias com distribuigao x?
cujos parametros de nao centralidade sao nao negativos e cujos coeficientes da combinagao
linear também sao todos nao negativos, SQP/SQI é uma varidvel aleatéria que assume
somente valores em R, .

Portanto, se Ny = ogéi<nc N,, para Ny — oo, a probabilidade em (2.28) tende a 1

indicando que o poder do teste converge para 1 pois,

SQP G-1 SQP B
Pr<SQI ZNT_Gu>—>Pr<S—QIZO)—1.
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Capitulo 3

Analise de Variancia para Dados
Categorizados em Amostras Nao
Balanceadas

Nosso interesse continua sendo comparar grupos com diferentes tamanhos de amostras.
No capitulo anterior esta comparacao foi feita quando as varidaveis apresentam respostas
bindrias. Agora, queremos desenvolver uma analise de variancia para dados categorizados
em geral, com mais de duas categorias de resposta. Por exemplo, gostariamos de verificar
se existe variabilidade entre grupos de seqiiéncias de DNA. Neste caso, a variavel resposta
¢ politomica com quatro categorias possiveis de resposta: A, C, T ou G.

Com base em uma medida de variacao para dados categorizados, em termos de freqiién-
cias para cada categoria, Light & Margolin (1971) desenvolveram uma andlise de variancia
para dados categorizados (CATANOVA). As propriedades dos componentes de variagao
sao investigadas através do modelo multinomial, o que permite comparar a variabilidade
da variavel resposta intra e entre grupos. Esta andlise foi desenvolvida com aplicagoes para
seqiiéncias com uma unica posicao. No caso de seqiiéncias de DNA, uma tnica posicao
nao fornece informacao suficiente. Pensando nisso, Pinheiro et al. (2000), utilizando uma
medida de variagao similar, estenderam a CATANOVA considerando varias posi¢oes ao
longo das seqiiéncias em amostras balanceadas.

No nosso caso estamos considerando diferentes nimeros de seqiiéncias em cada grupo
(i.e., as amostras sao nao balanceadas). De acordo com os fatores considerados por Pi-
nheiro et al. (2000), foram obtidas medidas de diversidade para amostras nao balanceadas
na Secao 3.1. Assumindo independéncia entre as posi¢oes, foi estudado o modelo proba-
bilistico assintético da estatistica do teste sob a hipdtese nula de homogeneidade entre os

41



grupos (Secoes 3.2 3.3 e 3.4) e, finalmente, foi feito um estudo sobre o poder do teste na
Secao 3.5.

3.1 Medidas de Diversidade em Amostras Nao Ba-
lanceadas

Quando o nimero de individuos nao é necessariamente o mesmo em cada grupo temos
que X8 = (X, X%, ... X%) é um vetor aleatério representando a seqiiéncia i do grupo
g, onde X}, representa a categoria presente na posigao k da seqiiéncia ¢ do grupo g,
t=1,...,Ng, k=1,...,Keg=1...,G. Note que no caso de estarmos trabalhando
com seqiiéncias em nivel de nucleotideos X3, € {A, C, T, G}.

Iniciaremos com o caso de uma unica posicao, ou seja, K = 1. As Tabelas 3.1 e 3.2
resumem os dados para este caso.

Tabela 3.1: Resumo dos Dados (1 posigao)

Grupo
Sequéncia 1 2 3 G
1 2 3 G
Ny Ty, Ty, T, . TR,
Define-se
g g
d; = 1se X/ #X ;
J 0se X{ = X7
A variacao entre as respostas categorizadas X7, .... X9 ¢é definida como sendo
b1 1> ) Ng

Ng Ny Ng Ny

1 1
DNQZTM;;d?jZQ_%ZZdw (3.1)

i=1 j=1
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Tabela 3.2: Tabela de Contingéncia (1 posigao)

Categoria
Grupo 1 2 Ce. C Total
1 nii no1 e nol ni,= N1
2 N1y N9 .. neo n.g = Ny
G niGg naG e neG n.c = Ng
G
Total ni. N . ne. n. = ZNg = Nrpr
g=1

Desta forma o nimero total de respostas é

G

G G C c
Np = ZNQ = Zn.g = chl = Zchg;
g=1 g=1 c=1

g=1 c=1

. . . c
onde n., é o nimero de respostas na categoria ¢ para o grupo g e Ny =mn., =

o1 Teg €
o numero de seqiiéncias em cada grupo.

Entao, a variacao nas respostas, dentro do grupo ¢, pode ser expressa como:

Dy, = o Sy = neo Sz | 2 LS 5y
Moo 72N, WIOTAN, |0 & 2 2N, ‘

g ctc!

— %{1_203(?\5)2} (3.3)

c=1

Seja p = (pig, - - -, Pcg)" 0 vetor das probabilidades de X7, i=1,...,Ny;; g=1,...,G,
pertencer a estas C' categorias, o Indice de diversidade ecolégica de Simpson é definido
como

C
L(p)=1-pp=1-) _pl (3.4)
c=1

Entdo, o Indice de Simpson Total (IST) é

JST=1—§C:(?T")2. (3.5)

c=1
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A dispersao dentro do grupo g é

1—20: (ZZY (3.6)

c=1

O Indice de Simpson Intra-Grupos (IST), que é a média de (3.6) para todos os grupos,
torna-se

G

ISW = éé[pé(ijf] :1-%22(?\2)2. (3.7)

g=1 c=1

Portanto, o Indice de Simpson Entre-Grupos (ISB) é

1 e\ 2 ne. \

— Gl - = . 3.8

G Z (Ng) (NT) ] ( )
g=1

Suponha agora que existem K posi¢oes ao longo de cada seqiiéncia. A Tabela 3.3

resume os dados quando estamos diante desta situagao. Neste caso, o nimero total de
respostas é

C
ISB = IST — ISW = Z

c=1

K

G c G K
KNy = E N.g. = E Ne.. = n. = E E g Negh
g=1 c=1 k=1

= c=1 g=1 k=1

onde n.g, ¢ o nimero de respostas pertencentes a categoria ¢, na posicao k, para o grupo
g.
A variacao dentro do grupo g na posicao k é

pois n.gr = Ny.
A variacao total dentro do grupo g é

c ney 2 c ney 9
1_Zl<”-g-> :1_Z(KN9) |
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Tabela 3.3: Tabela de Contingéncia (K posigdes)

Grupo Posicao 1 2 C Total
1 1 nit - M211 neil n.q1 = Np
1 2 ni2 - M212 nei2 n.q2 = Nq
1 K NIK  N21K No1K nag = Ni
Total n11. no1. nei. ni. = KN1
2 1 ni21  M221 ne21 n.o1 = Na
2 2 ni22  M222 ne22 n.o2 = No
2 K N2k N22K neoK n.og = N
Total n192. 199. neo. n.g. = KNQ
G 1 niGgr  N2G1 neaGt n.g1 = Ng
G 2 niG2  N2G2 neG2 n.g2 = Ng
G K NIGK N2GK ulelel e n.gx = Ng
Total niqg. na2qg. ncag. n.g. = KNG
@
TOTAL ni.. na.. ne.. n._ = 29:1 KNy = KNrp
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Desta forma, as medidas de diversidade sao
c n 2
IST = 1- - : )
k(R o

ISW 1—%22(%@)2 (3.10)

ISB = IST —1SW =

3.2 O Modelo Probabilistico

Denote por N4 o numero de respostas pertencente a categoria ¢, na posicao k para
0 grupo g, e Pegr a probabilidade populacional de pertencer a categoria ¢ na posigao k do
grupo g. Note que para cada grupo e cada posicao, o vetor de respostas (N1gk, Nogk, .., Ncgk)
segue uma distribuicao multinomial:

N 4
g I | .
PT{Nng = Nigk, N2gk = Nagk, -+, NCgk - ank} = C (pcgk)n 9k
Hc:l ncgk! c=1

C C
onde chgk = Ny, chgk =1, peg >0,c=1,...,C,Vk=1,...,Keg=1,..,G.
c=1 c=1
Logo,
E(Ncgk) = ngcgka Var(Ncgk) = ngcgk(l - pcgk) € COV(ngka NCng:) = ngc1gkp029k2

r T umindo indepéndencia entr Tu ntr ico m
Para o caso geral, ass do indepéndencia entre os os e entre as posicoes, temos
que

COV(NclglkM chgsz) = _5ngc1g1k1p0292k27 onde

)

5:{ 1L seqi=ga=gek =k

0 caso contrario
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O modelo entao sera

K G
H H PT{ngk = Nigk, N2gk = Nagk, -+, NCgk’ = nC’gk}
k=1g=1
K G c
NQ! n
= [+ [ L(pege)=
k=1g=1 | =1
Se ng = (ngka sy NCgk)/ € ng = u’ogk = (plgk’7 ngk)la k = 177K7 g =
1,...,G, sao vetores C' x 1 podemos escrever
E(ng) = Nngk € COV(ng) = Ngsz
onde
Xor = Dk = HogiMogr: (3.12)
com Dy sendo uma matriz diagonal C' x C' cujos elementos da diagonal sao pigk, ..., Pcgk-
Se Vo= (Vg, Vyo, ..., Vyg) e P, = (Py, ..., Pyg) slo vetores CK x 1 temos
que
E(V)=p= (NP, NoPs, ..., NgPg), (3.13)
onde V = (Vy, Vy, ..., Vi) é um vetor GCK x 1.
Se @ é o operador de soma direta, ou seja, se D = E @ F entao, D = ( ]E)) g > e
temos que

COV(V)EE = 211@212@@ElK@Egl@@EzK@@EGK
N(ZEN .. ) BN, B ... X)) D ... B
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3.3 Momentos das Medidas de Diversidade

Nesta secao escreveremos as somas de quadrados (medidas de diversidade), de forma
matricial afim de calcularmos os respectivos momentos.

Definicao 3.1. Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes m X n e p X ¢ respectivamente.
Entao o produto de Kronecker

¢ uma matriz mp X ng expressa como uma matriz particionada com a;; B como sendo a
(1, 7)-ésima particao, i =1,...me j=1,... n. ]

Seja
T— L Ueeol (3.15)

onde Ny = Zg N, Uk € uma matriz KG x KG de 1's, Ic é uma matriz identidade
CxC.
Assim a expressao (3.9) pode ser expressa de forma matricial como,

C 2
IST=1-)" ( He- ) —1-V'TV; (3.16)

c=1

Seja. M uma matriz diagonal G x G cujos elementos da diagonal My, = Gn? =
G(KN,)? Entao M~ é uma matriz diagonal G x G com elementos da diagonal

Ml=— .
99 G(KN,)?

Podemos entao definir uma matriz W da seguinte forma:

W= [(M"'eUk)®Id. (3.17)

Desta forma também podemos escrever a expressao (3.10) de forma matricial:

G 2
B 1 Neg- I
IswWw =1 e E E (KNQ) =1—-V'WV. (3.18)

g=1 c=1

Portanto,



ISB = IST —ISW
“V'TV+ VWV =V (-T + W)V
= V'BV; (3.21)

onde

1
B=-T+W=|-——-U M'loU Ic. 3.22
+ ( Nk T ® K)® c (3.22)
Logo, de acordo com resultados classicos de Modelos Lineares (Searle, 1971), temos

E(V'TV) = traco(TX) + p'Tu

E(V'WV) = traco(WX) + u/'Wp.

Assim,

E(IST) = 1—traco(TX) — pu'Tpu

E(ISW) = 1—traco(WX) —u'Wp
G

_ ] 1 1 S [P o |
- _G_K;E+GKQZZ ZNg T Peg- |

BE(ISB) = E(IST)— E(ISW)

c=1 | g=1 k=1 g
G cC G K 2
1 1 1 pcgk: 2
T S e I DI DL
g=1 c=1 g=1 Lk=1

Define-se a variacao da populacao dentro do grupo ¢ na k-ésima posicao como
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C
Is(pg) = 1= ply - (3.23)
c=1

Como nosso interesse esta em verificar se ha homogeneidade entre os grupos, a hipétese
nula é Hy : pegk = Pek, onde pegi € a probabilidade populacional de pertencer a categoria
¢ na posicao k do grupo g. Sob a hipdtese nula, para todo g, temos que

Is(pix) = Is(par) = .. = Is(Pck) = Is(Pk) »

ou seja, a variacao dentro do grupo na k-ésima posi¢ao ¢ a mesma em todos os grupos,
onde pgr = (Pigk, Doghs ---»DPogk) € um vetor C' x 1 representando as probabilidades
associadas as categorias ¢ = 1,...C’ do grupo ¢ na posicao k.

Sob a hipdtese nula, as esperancas das medidas de diversidade sao:

G K 2
— _ 2 —_
Bo(IST) = 1= 5+ (KNT)221 DD N < ] ngc.>

; (3.25)




Como V segue uma distribuicao multinomial, podemos utilizar o Teorema Central do
Limite, e

v 2N (n,X), quando Ny — o0, (3.27)

onde p e X sao dados em (3.13) e (3.14), respectivamente, e Ny = 1r<ni<nGNg.
RS
Sob Hy, parag=1, ..., G,

;k =30 e EZ =30 =%, DX D Ek; (3.28)
onde X, é uma matriz C' x C, da forma
gkz = Dk - I’Lok”l‘gkﬁ (329)
onde Dj, é uma matriz diagonal C' x C' cujos elementos da diagonal sao pig, ..., pok €
l'l'ok = (plk7 ceey ka),-
Entao, sob H
YX=3%=n®%; (3.30)

onde 1 é uma matriz diagonal G x G' cujos elementos da diagonal sao 7y, = N, e 37 dada
em (3.28) .

Portanto, sob Hj, assintoticamente,

V 5 N (g, Zo) (3.31)
onde
o= ((N1, Na, ..., Ng) @ Pp) (3.32)
com Py = (p11, ..., pc1, P12, -+, Po2, -+, PIK, -+, POK)'-

3.4 Distribuicoes Assintéticas e Estatistica do Teste

Estamos interessados em obter uma estatistica para testar a hipétese de homogenei-
dade entre os grupos. Para isto, iremos propor uma estatistica de teste em funcao dos
Indices de Simpson e, portanto, encontraremos a distribuicao assintética das estatisticas

V'BV,V'TV ¢ V'WV que estao relacionadas com os Indices de Simpson ISB, IST e
1SW , respectivamente.
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3.4.1 Distribuicao Assintética de VBV
Recorde de (3.21) que ISB pode ser escrita da seguinte forma,

R

g=1

C
ISB=V'BV = Z

c=1

Seja Hcgk = Ncgk — E()(Ncgk) = Ncgk — ngck- Entéo,

G K G K
90.. = Z Z chk = Nc.. — Z Ng chk- (334)
g=1 k=1 k=1

g=1

Lembrando que Ny = min Ny, sob Hy,
1<g<G

0=, N(0,%y), quando Ny — oo, (3.35)

onde 8 = (0111 ... Ocg1 ... Bocr) € Lo é dada em (3.30).
Entao, podemos escrever

ISB = V’B_V
— zo: lzc: 0C9+N9p0~ 2_ 90 +chT ?
B G KN, KNy
c=1 L g=1
_ i 1i b \' (0 ), pciecg P O
G KN, KNy K? £« GN, “K?Nr
c=1 L g=1 g=1
Cc T G 2 2 G
1 0 f... c 0. 0.
- Y1) - () e (T
G KN, KNy K? GN, Ny
c=1 L g=1 g=1
C G
0 0
— 9/B0+ZZ pC. ( cg . C )
p K2 p GN, Nr
Cc G
! 2pc ecg 90
= B —
0 9+czlgzl QK2 N, Ny
— 0'BO + A#; (3.36)

onde A = (a1 A* a;A* ... agA*) = a® A* é um vetor 1 x CGK, a = (a,) é um vetor

1 x G sendo a, = GLN—NLT, e A* é um vetor 1 x CK da forma
g
2

A =G

(pl-a cevy PCoy P1y oovvy PCy ovees D1y s pC) (337>
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Como ja vimos, @ tem distribuicao assintotica normal, entao

CGK
6Bo 2 Z Xi (x7),; quando Ny — oo (Searle, 1971) (3.38)
=1

onde (x ) s sao variaveis aleatorias independentes com distribui¢ao qui-quadrado com 1
grau de liberdade e {\;, i =1, ... CGK} é um conjunto de autovalores de

1 _ o
By =BnoX) = K—WUKG + M '® UK)> ® IC} (n®X)
por (3.22) e (3.30).
Note também que, de (3.35),
A6 25 N(0,AXSAN); (3.39)

COo1m

Var (AO) = AXJA’

2 C K
_ 2
- GKQ 2 Z [(F - N_T> CZ:; ;pc.var(ecgk)_’—
+ Z chpc COU cgk;gcgk’))
c#c=1 k=1
4 G 1 1 2 C K
_ 2
- a3 | () 35 (ot Dot - i+
g=1 c=1 k=1
cC K
+ Z Z _ngc.pc’.pcgkpc/gk>] .
d#c=1 k=1
Entao, podemos dizer que, sob Hy,
CGK
ISB=V'BV =0B0+A0 > X\ (x}),+N(0,ASA); (3.40)

=1

ou seja, IS B é a soma de uma combinacgao linear de variaveis aleatorias com distribuicao
X7 e outra com distribuicio normal. Pelo Lema 3.1 temos que B8 e A nio sio
independentes e portanto a distribuicao de VBV nao é uma convolucao destas variaveis
aleatorias.
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Lema 3.1. 'BO ¢ A0 nio sao independentes. (Prova em B.1.) m

Uma maneira alternativa de se obter a distribuicao de V'BV ¢ a seguinte:
Seja R uma matriz CGK x CGK tal que RXR' = Iogk e
Y=RV=V=R'Y.
Logo, para Ny — oo,

Y 2 N(Ru, Iogx)

VBV =Y'(R'YBR 'Y =Y'CY,

onde C = (R™')BR ™.
Seja P uma matriz ortogonal tal que PCP’ seja uma matriz diagonal e

Y'=PY=Y=P'Y"=PY"
Portanto,
Y* 5 N(PRy, Ioex);
V'BV = Y'CY = (Y)PCP'Y* = (Y")'C'Y™;
onde C*=P(R!BR'P.

Logo,
CGK
ISB=V'BV = (Y)CY* =5 Y ¢ (\3(6n)) ; (3.41)
i=1
*\2
onde y; = (M;) , sendo p o i-ésimo elemento do vetor u* = PRpu e ¢;’s os elementos da

diagonal de C*, ¢; € R. (Ver prova em A.1).
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3.4.2 Autovalores da Matriz C*: Um exemplo utilizando dados
reais.

Nesta secao iremos mostrar, através de um conjunto de dados reais, possiveis valores
de ¢}, os autovalores da matriz diagonal C*, que estao definidos em (3.41).

O conjunto de dados que iremos utilizar consiste de 48 seqiiéncias do DNA mitocon-
drial de cagados da espécie Hydromedusa mazximiliani. Estas seqiiéncias se encontram
divididas em trés grupos onde cada grupo possui 30, 7 e 11 seqiiéncias. Este conjunto de
seqiiéncias sao provenientes de duas regioes distintas do DNA mitocondrial denominadas
gene citocromo b e regiao de controle (maiores detalhes podem ser vistos no Capitulo 4).
Iremos entao obter dois conjuntos de autovalores de C* correspondentes aos dados destas
duas regides do DNA mitocondrial dos cagados.

Seguindo os passos, da se¢ao anterior, para obtermos o resultado em (3.41), inici-
almente encontramos a matriz R tal que ¥ = R7}(R/)"!. Pelo fato da matriz de co-
variancias X ser singular, nao é possivel utilizar a fatorizagao de Cholesky para obtermos
R. Mas como X é simétrica, foi possivel fazer a decomposicao

D R—I(R/)—l — (QD1/2)(QD1/2)/
_ QD1/2<D1/2)/Q/
- QDQ, (3.42)

onde Q ¢ uma matriz ortogonal dos autovetores de 3, e D é uma matriz diagonal dos
autovalores de X (elementos da diagonal). Como X é semi-definida positiva, seus autova-
lores sdo nimeros nao negativos e portanto D/2 é uma matriz diagonal cujos elementos
eER,.

Em seguida, apés encontramos C = (R™!)’BR ™, obtivemos a matriz diagonal C* =
PCP’ através do mesmo procedimento em (3.42), C = P'C*P, onde P’ ¢ a matriz
dos autovetores de C, ortogonal, e C* a matriz diagonal contendo os autovalores de
C (elementos da diagonal). O procedimento numérico para realizar esta fatorizagao foi
realizado pela funcao EIG do software MATLAB.

A Tabela 3.4 mostra os autovalores nao nulos, correspondentes as seqiiéncias do gene
citocromo b e da regiao de controle. Os valores, na tabela abaixo, correspondem aos
primeiroas elementos da diagonal na matriz C*. Foram observadas 50 posicoes ao longo
de cada seqiiéncia do gene citocromo b e 61 posicoes em cada seqiiéncia da regiao de
controle. Portanto, existem CGK =4 x 3 x 50 =600 e 4 x 3 x 61 = 732 autovalores de
C, respectivamente, para as duas regioes.
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Tabela 3.4: Autovalores.

Elementos Gene citocromo b (107?) Regido de controle (1075)

1 0,7104 0, 5646
2 0, 5558 0,4417
3 0,1236 0,1379
4 0,0967 0,1079
5 —0,0200 —0,0159
6 0,0363 ~0,0039
7 0, 0284 -

8 —0,0035 -

9 —0,0010 -

3.4.3 Distribuicao Assintética de V'TV

Lembremos que,
IST =1-V'TV.

Sob Hy V L, N(pg, o). Como T nao é idempotente, a distribuigao
de V'TV nao é y? (), ). NO entanto,

(posto

VTV =

Mo

N.. )2
K Zf:l Ng
0. + 25:1 N,p.. ?
Ky 7 N, )

o
I
—

I
M

Q
I
—

(62 120, ¢ N +(ZG N )2

.. e 2ug=11VgPe. g=11VgDe.
G

KZg:lNg

I
Mo

(3.43)

o
Il
—
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c 0 2 9 C 1 C
- ce- 9

= 0'TO + As0 + (3.44)

onde Ay’ = (A5 A% ... A%)' = (1¢ ® A%) é um vetor CGK x 1, 1g é um vetor linha de
1’s de tamanho G' e A% é um vetor 1 x CK da forma

2
AEZKQ—M(plv ...y PCy P1y ---5 PCy -5 Pl 7pC)

De acordo com o Lema 3.2 temos que 8T ¢ A50 nao sao independentes e neste caso
V'TV nao sera a convolucao destas variaveis.

Lema 3.2. 8'TO ¢ A30 nao sao independentes. (Prova em B.2.) ]

Neste caso , sob Hy,

CGK
0T - > Ao (x), e Ax0—5 N(0,A;%0A%),  quando Ny — cc.

=1

Portanto, assintoticamente, podemos dizer que VTV é a soma de uma combinacao linear
de varidveis aleatérias com distribuigao y? e de uma varidvel aleatéria normal.

CGK
VTV 2 37 X (x3), + N(0, AxSpA)) + 6

i=1
onde Ay, 7 =1,...,CGK é o conjunto de autovalores de

1 1
TE = —TOE = —T<> EO.
0= KNy 0= KNy n & 2

Alternativamente, temos que a distribuigao de VTV é andloga a obtida em (3.41):

CGK * )2
V'TV = (Y3)'CsY; L, Z i (X1(02)),  com by = (115,)" (3.45)

i=1
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onde ¢,;’s , ¢5; € R, sao os elementos da diagonal da matriz diagonal
C; =P2(Ry')TRy 'Py,

onde P, é uma matriz ortogonal e p5; o i-ésimo elemento do vetor u5 = PaRop.
Note que

Y5 =5 N Iean):
onde Ry é uma matriz CGK x CGK tal que ReXR), = Iogk.

3.4.4 Distribuicao Assintética de VWYV

No caso do Indice de Simpson Intra-Grupos, temos que
ISW =1-V'WV,
sob Hy,

C 2

1 N,

"W _ _2: cg:
VWV = G = 4 (KNg)

1 02y + 209 Nope. + (Nype.)?
T OK2 Z Z ( N2 )

g

92
St p.)
g g

1o (Oeg . 2 o O Do, = P
- X2 (%) eR RN I

g=1 c=1 g=1 c=1

I
)
ﬁ —
M=
M)
N
Zlg
8
5
+

= O'WO+ A30 +§;

1
onde Az’ = (A5 A% ... A%) = (n3 ® A%)' é um vetor CGK x 1, ng = (F
1

um vetor linha de tamanho G' e A3 é um vetor 1 x CK da forma
2
- K*G

A; (pl.a -y PCy P1y -5 PCy -y Pl 7pC)
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Mostramos também (Lema 3.3) que V"WV nao é uma convolugao de 8'W8 e A36.
Lema 3.3. W6 e A30 nao sao independentes. (Prova em B.3.) ]

Desta forma temos,

CGK
VWV = 3" dai (x3), + N0, As3Af) + 6

i=1
onde A3;,7 =1,...,CGK ¢ o conjunto de autovalores de

WX, = [(M!' ® Ug) ® I %,.

Em outras palavras, V"WV é a soma de uma combinacao linear de variaveis aleatorias
com distribuigao x?, uma variavel aleatéria com distribui¢ao normal e uma constante.
Da mesma forma que em (3.41) obtemos a distribuigao de V"WV como sendo

CGK
VWV = (Y;)CiY; — Z (x7(65))  com b3 = (15, (3.47)

onde c3;’s, c3;, € R, sao os elementos da diagonal da matriz diagonal
5 = P3(R3)TR; ' Py,

onde P3 é uma matriz ortogonal e p3; o i-ésimo elemento do vetor ps = PsRspu.
Note que

Y5 5 N(ph, Tock);
onde R3 é uma matriz CGK x CGK tal que R3XR%5 = Lok

3.4.5 A Estatistica do Teste

Para testarmos se ha homogeneidade entre os grupos queremos obter a distribuicao
assintética de uma estatitisca que seja fungao de I.SB/ISW . Para isto precisamos estudar
as ordens de convergéncia de algumas estatisticas ou de seus momentos.

Seja Ny = 11<]c}]i<nGJ\fg. Temos, de (3.26), (3.24) e (3.25), respectivamente,
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G
1 1 1
=— — N = N
0, Eo(ISB) ot ”';1 N, m v E (E_ P — Tpc>

e=1 \g=1"9
G cC K c G
B 1 1 1 1 9 1 1
- K Ny + GKZNQ + K2NTZZPCk GK? ZZ ngck
g=1 c=1 k=1 c=1 g=1
c K . c .
= Ey(IST)=1 <k _ 1| - c.
= B0 =t (D38 -1) -2
c P
=1 Nyt Le
+O( 0 ) — K2
G c G
1 1 1 1 P2
= E(ISW)=1—-— — —pf — ==
93 0( ) GKgX:; Ng + GK2 ;;ngck K2

c
- De.
= 1+O(N01)—ZK2
c=1
Definamos agora,

T, = 1ISB— 06y
I1ST — 92;
T3 = ISW—83

&3
I

Se Ny = O(Ny) Vg,9 =1, ..., G temos que

CGK
(i) OTO~ Y Xoi(xi), = Op(N; ),
i=1
pois {Ag;,i = 1,...,CGK} é o conjunto de autovalores de
T3 = O(Ng*)O(No) = O(Ng);
(i) A0 = 0,(Ny /), pois Az8 ~ N(0,A;50A%) , Ay = O(N;)
(§] Eo = O(N()),
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Analogamente temos,

CGK

(i) WO = Z Asi (X7), = Op(NG);

=1
(i) Az = O,(N; '/?).
Entao,

T2 - IST—QQZI—V/TV 92

:1-(0( D4+ 0,(Ny ) KQZpC)
1 C
- (1 +O(N; ") - ﬁzpi)

c=1

= Op (No_l/2>

T3 = ISW —03=1—-V'WV — 0,
c
_ 1
= 1—(Op( )+ Op(N, Uz)*ﬁzpi)

<1 + O(N, e ch)
= 0p(N; ).
De modo que,
ISB=V'BV = 60'B0 + A0 = 0,(N; ") + 0,(N; /%) = 0,(N; /).

Entao, para testar a hipdtese de homogeneidade entre os grupos, iremos propor a
seguinte estatistica:
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ISB

Logo,

ISB ISB
P, — N2 — N2
tooo <ISW) 0 \Ty+ 65

ISB T:
O f, ( 05 4+ T

»,ISB
= N/ 0.

+O(N; ) = 0(1);

pois Ny/2ISB = 0,(1), 65+ T5 = O(1) + O,(Ny '/*) = 0,(1) e
< p
93 — 1 - [;2 —|— O( )
c=1
= 05+ O(N; ).
Desta forma, por (3.41), temos que, para N, = O(Np) e Ny — 00, F} é expressa através
de uma combinacao linear de variaveis aleatérias com distribuicao de qui-quadrado.

CGK N} /2

Z 90 1 )) (349>

onde ¢} e §; estao obtidos de acordo com (3.41).
Quando o tamanho das amostras (IN,) for pequeno recorreremos a métodos de rea-
mostragem como o bootstrap e assim obtemos a distribuicao empirica de F.

ISB
F = 1/2

3.5 Poder do Teste

Na secao anterior obtivemos a distribuicao assintética da estatistica do teste para
a hipétese nula de homogeneidade entre grupos. Agora iremos considerar as seguintes
hipoteses alternativas para estudarmos o poder do teste:
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1
Hl 2 Pegk = \/—N—gf)/cgk + Pek

paratodog=1,...,G.

Estas hipdteses alternativas se referem a alternativas de Pitman (Pinheiro et al., 2000).
Desse modo, também pode-se verificar o comportamento do poder do teste para alter-
nativas que se tornam cada vez mais proximas da hipdtese nula conforme o aumento de
NQ.

Estamos interessados no caso em que .4 7 0. Sob a hipdtese alternativa temos:

chk = Ncgk - E(Ncgk) = Ncgk’ - Ng (M +pck) 5

Vv Ny

IE KNy

— 2 2
Ocg + Ny (\V/;_g —1—pc.) [ Ot > Ny <\”/1<’V_g +pc.>
Ng

. 229 NQ’YCQ' (00 + NTpc-)
/N,  (KNp)y?




2 2
4 Ng’)/cg- . Zg N97cg-
KN,\/N, KNry/N,

De (3.36) temos

c G
- Ny(Beg. + Nype
ISB = 0BO+A6+>. > Ve NyOey - Nype)

) -
c=1 g=1 {a _2\/ﬁ9 (KN9)2 ]

[, Ea Nover (6. + Nrpe) | P L Ny
VN (BENp22 |\ KN/, KNry/N,

_ eBo+A0+ZZ [2\/;%9 (szfg_if%ﬂ
Cyy [ (1))

= 0'BO+AOQ+ A0+ 5
= 60BO+ (A+A,.)0+5,

onde A é um vetor 1 xCGK definido em (3.36) e (3.37), e Ay = (A}, Aj, ..., A}), um ve-
tor IXCGK, sendo A} = (A}, Aly, ..., Alg), IXCG, com A} = (a},,, aly,, -, Aicy),
1xC,
2y/N, 1 2\/Ny
a4cg K2 (GN2 - N_T> Teg — g (KNT>2709
9'#9

Como 6'BO e A6 nao sio independentes (Lema 3.1), 6'BO e (A + A4)0 também
nao sao independentes. Entao a distribuicdo de V'BV nao é uma convolugao de uma
combinacao linear de varidveis aleatérias com distribuicao x? e de uma varidvel aleatéria
com distribui¢cao normal.

Se A* = A + Ay, entao
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V'BV = 0'BO+ A0+ 5
_ (B1/29 + %B—l/QA**)/(Bl/ZO + %B—l/QA**) .
1
4
onde X = BY/26 + 1B~1/2A*.
Supondo B semi-definida positiva temos os seus elementos € R, como ocorre no caso

de amostras balanceadas (Pinheiro el al., 2000). Neste caso, se I' = BY/2%(BY?) e
p* = 1B71/2A** entdo

1
Z(A**),B_lA** + 5**

— X/X . (A**)/B—IA** + (5**,

X ~ N(u*;T).

Seja P4 uma matriz ortogonal tal que P,I'(P,) = A, onde A é uma matriz diagonal.
Se Y = P,X = X = P/X, entao,

Y ~ NPy A)

CGK
X'X = Y'P,PY ~ ) A(xi(6)) (3.50)

i=1
onde \; sao os autovalores de A, neste caso sao os elementos da diagonal da matriz A.
elemento do vetor %P4B_1/ 2A**, que é uma combinagao linear dos Yegr’s.

1
Se a constante ¢ = —Z(A**)’B_IA** + 6™, entao,

Note que A é semi-definida positiva e portanto A\; > 0. 9; = sendo a; o i-ésimo

Pr(Fy > u) =Pr (\/N_O(};;X +c) > u) = Pr(y/NoX'X > 65u — /Noc).  (3.51)

Mas,

1 _ _ —
o= _Z(A**)’BflA**_Fé** _ O(NO 3/2N3N0 3/2) +O(N071 +N0 1/2)

O(Ng' + Nyt + Ny /%)
= O(N; %),
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desde que N, = O(Ny). Entdo, v/Noc = O(1), com o aumento do parametro de nao
centralidade §; a distribuicao da varidvel aleatéria x? vai tendendo para a direita e, para
Ny — o0, a probabilidade em (3.51) tende a 1, indicando que o poder do teste converge
para 1.

Nos casos em que B nao é semi-definida positiva, mais estudos precisam ser feitos sobre
o poder do teste. No entanto, nestes casos, pode-se calcular o poder numericamente.
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Capitulo 4

Aplicacoes

Como foi visto, uma possivel aplicacao das andlises de variancias desenvolvidas nos
capitulos 2 e 3, seria no estudo de diferengas genéticas entre organismos (genética popu-
lacional). Serao apresentados, neste capitulo, conjuntos de dados onde serdao aplicados
nossos resultados . Na maioria dos casos, o tamanho da amostra nao é grande o suficiente
para a aplicacao dos resultados assintoticos. Para estes dados sera utilizado o método
bootstrap de reamostragem.

O primeiro conjunto de dados representa uma populacao de cdgados da espécie Hy-
dromedusa mazimiliani. Segundo Souza et al. (2000) esta espécie habita rios e riachos
de dguas rasas e claras de regioes montanhosas e é endémica da floresta Atlantica. Estes
ecossistemas apresentam uma das mais elevadas taxas de destruicao e fragmentacao e,
como esta espécie é altamente sensivel a efeitos estocdsticos demograficos e ambientais,
esta encontra-se ameacada de extingao. A variabilidade genética entre as populagoes é o
que permite a adaptacao a mudancas ambientais.

A segunda aplicacao analisa a variabilidade genética da espécie Dermatobia hominis
(mosca do berne). Esta espécie parasita feridas em animais vivos, principalmente em
rebanhos de gado. Os ferimentos provocados por esta mosca na derme do hospedeiro
podem causar infeccoes, prejudicando a saude destes animais e, consequentemente, di-
minuindo a producao de leite e carne. As cicatrizes causadas pelos ferimentos na pele
do gado também prejudicam o comércio do couro. O estudo da variabilidade genética
dessa espécie permite o desenvolvimento de novas formas de controle, como a utilizacao
de inseticidas mais apropriados a particularidades regionais.
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4.1 Analisando a Variabilidade entre Marcadores
RAPD

O nosso primeiro interesse é comparar grupos de cagados da espécie Hydromedusa
mazximiliani através de marcadores moleculares da classe RAPD, visando investigar di-
versidade genética nessas populagoes.

Os cdgados em nosso estudo foram coletados em microbacias do Parque Estadual
Carlos Botelho, regiao sul do estado de Sao Paulo. Devido ao procedimento de coleta
destes animais e obtengao de seus marcadores moleculares da classe RAPD, nao foi possivel
obter o mesmo nimero de individuos para os diferentes grupos. Este conjunto possui um
total de 44 individuos, com 10 loci em cada. Inicialmente foram comparados trés grupos
correspondentes as microbacias I, II, e III. Cada grupo possui respectivamente 25, 8 e 11
individuos. A microbacia I pode ser subdividida em trés reparticoes: 1, 2 e 3. Estes trés
subgrupos também foram comparados posteriormente. Em cada subgrupo da microbacia
I existem respectivamente, 4, 12 e 9 individuos.

Sob a hipotese de homogeneidade entre grupos temos Hy : pix = Por = P3x = Pk,
onde p; é a probabilidade de aparecimento da banda (fenétipo dominante) na posigao
k. Como o numero de loci nao é grande o suficiente para aplicarmos o teste assintotico,
foi necessario gerar a distribuicao empirica da estatistica do teste utilizando métodos de
reamostragem. Utilizamos o bootstrap e o procedimento (para os dados provenientes de
marcadores da classe RAPD dos cdgados) esta descrito abaixo:

. . . ;oA Tk , ~
Passo 1: Estima-se p; através dos dados, isto é, pp = ——, que é a proporcao obser-
Nr

vada de bandas na posicao k para a amostra combinada de N individuos, e calcula-se o
valor observado da estatistica F' (Fps).

Passo 2: Geram-se Ny = 44 vetores aleatérios de dimensao K = 10, onde cada um
dos K elementos é gerado a partir da distribuicao Bernoulli (py).

Passo 3: Calcula-se o valor da estatistica F' através dos dados gerados.
Passo 4: Repetem-se os passos 2 e 3 10.000 vezes.

Usando o procedimento descrito acima, geramos a distribuicao empirica de F' com o
auxilio do software MATLAB. O p — valor sera o nimero total das estatisticas F' cujos
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valores sao maiores que o valor observado, divido por 10.000, isto é,

#F/S 2 Fobs

— valor =
p—vator 10.000

A Figura 4.1 mostra o comportamento assintético da distribuicao da estatistica F,
dada em (2.26), para comparar as microbacias I, 11, e III.
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Figura 4.1: Distribuicao empirica de F' gerada a partir dos dados de RAPD dos cagados
(Microbacias I, II, e III).

Através dos valores observados obtivemos uma estimativa Fi,s = 0,2702, e um p —
valor = 0, 7625, indicando-nos que nao ha diferenca entre as microbacias.

Para as 3 reparticoes dentro da microbacia I obtivemos F s = 0,5251 e p — valor =
0, 5839. Este resultado mostra que também nao existe diferenga nas proporgoes de fendtipos
dominantes entre os cdgados das reparticoes 1, 2 e 3. O comportamento da distribuicao
neste caso pode ser observado na Figura 4.2.

O outro conjunto de dados analisado constitui-se de seis populacoes de moscas do
berne. Um total de 62 individuos foi obtido em diferentes regices dos estados de Sao
Paulo (SP), Goids (GO), Minas Gerais (MG) e Parand (PR). O ntimero de individuos
amostrados de acordo com cada localidade foi:

7 — em Presidente Prudente (SP),

11 — em Pirassununga (SP),
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Figura 4.2: Distribuicao empirica de F' gerada a partir dos dados de RAPD dos cagados
(Repartigoes 1, 2 e 3 da Microbacia I).

11 — em Sao Carlos (SP),

11 — em Anépolis (GO),

11 — em Brasépolis (MG) e
11 — em Ponta Grossa (PR).

Para cada individuo na amostra foram isolados 123 loci.

O mesmo procedimento realizado com os marcadores moleculares da classe RAPD dos
cagados foi utilizado para este exemplo. Neste caso, Ny = 62 e K = 123.

Para compararmos estes seis grupos também observamos o comportamento da distri-
buigao da estatistica F' (Figura 4.3) e obtivemos F,,s = 0,5416 e um p — valor = 0, 7574.
Para este conjunto de dados também aplicamos diretamente nossos resultados tedricos as-
sintdticos onde a estatistica do teste F' ~ Fj 56 e portanto p — valor = Pr(F > 0,5416) ~
0,744. Logo, nao existem evidéncias para rejeitarmos Hj.

De acordo com os resultados, neste exemplo também nao rejeitamos a hipdtese de
homogeneidade entre as seis populacoes de moscas do berne.
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Figura 4.3: Distribuicao empirica de F' gerada a partir dos dados de RAPD das moscas
do berne.

4.2 Analisando a Variabilidade entre Sequiéncias de
DNA

Agora, iremos comparar as populacoes de cdgados, as mesmas utilizadas na analise de
marcadores moleculares da classe RAPD, através de seqtiéncias de DNA. A molécula de
DNA é constituida por duas cadeias complementares de nucleotideos, por isso dizemos
que as cadeias se encontram em orientacao oposta. No processo de extracao do DNA o
sequienciamento de nucleotideos é feito nos dois sentidos. Podemos dizer que o seqiien-
ciamento de uma cadeia d& inicio, a partir de uma posicao, da esquerda para a direita,
enquanto que na cadeia complementar, o seqiienciamento se origina da direita para a es-
querda. Portanto, neste processo foram obtidas duas seqiiéncias de nucleotideos do DNA
mitocondrial dos cagados, as quais representam duas regioes diferentes do genoma, o gene
citocromo b e a regiao de controle.

O conjunto de dados possui 48 seqiiéncias do DNA mitocondrial sendo que os cdgados
capturados nas Microbacias I, II, e III possuem 30, 7 e 11 seqiiéncias, respectivamente.
A diferenca no tamanho das amostras deve-se ao fato de que algumas seqiiéncias foram
perdidas tanto no processo de seqiiénciamento do DNA quanto no de RAPD . Foram
identificadas 262 posi¢oes no gene citocromo b e 413 na regiao de controle. Como as
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seqiiéncias representam duas regioes diferentes do genoma mitocondrial iremos analisa-las
separadamente. Sob Hy : Degi = Pek, onde pg € a proporcao de seqiiéncias que na posicao
k tem a categoria ¢, onde ¢ € {A, T, C, G}. Inicialmente, comparamos os grupos
correspondentes as trés microbacias de seqiiéncias do gene citocromo b e, em seguida,
analisamos as seqiiéncias da regiao de controle. Estas comparagoes também foram feitas
para as trés reparticoes dentro da Microbacia I. Tendo em vista o pequeno tamanho de
amostra, recorremos a métodos de reamostragem afim de gerar a distribuicao empirica da
estatitica F} sob Hy. O procedimento consiste no seguinte:

Ne1k + Neak + Neske
Nr
proporcao observada de seqiiéncias que na posicao k tem a categoria ¢ em toda a amostra

(desconsiderando os grupos), e calcula-se o valor observado da estatistica Fy (Fiops)-

Passo 1: Estima-se p. através dos dados, isto é, p. = , que é a

Passo 2: Geram-se Ny = 48 seqiiéncias com K = 262 (no caso das seqiiéncias do
gene citocromo b) e 413 (no caso das seqiiéncias da regido de controle) posi¢oes cada a
partir de uma distribui¢do Multinomial (48; p1x, Dok, Pk, Dak )-

Passo 3: Calcula-se o valor da estatistica F; através dos dados gerados.
Passo 4: Repetem-se os passos 2 e 3 10.000 vezes.
A Tabela 4.1 mostra os valores observados da estatistica Fj, dada em (3.49), e os

respectivos p — valores correspondentes as seqiiéncias do gene citocromo b e da regiao de
controle do DNA mitocontrial das populagoes de cagados.

Tabela 4.1: Valores observados de Fj e p-valores : populacoes de cagados nas Microbacias
I, IT e III.

Seqiiéncia Flovs p— valor
Gene citocromo b 0, 0000 0,4923
Regido de controle 0,0003 0,0025

Os histogramas da Figura 4.4 mostram o comportamento da distribuigao da estatistica
F.
Na Figura 4.5, observamos o comportamento da distribuicao da estatitica F} para as
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Figura 4.4: Distribuicao empirica de F}: Seqiiéncias de DNA das populagoes de cagados.
(a) Gene citocromo b. (b) Regiao de controle.

subpopulacoes de cdgados dentro da Microbacia I. Os valores observados da estatistica
F e os respectivos p — valores correspondentes as seqiiencias do gene citocromo b e da
regiao de controle estao na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Valores observados de F} e p-valores: subpopulagoes de cdgados dentro da
Microbacia I.

Seqiiéncia Fiops p — valor
Gene citocromo b 0, 0000 0,8112
Regiao de controle —0,0003 0,0002

Para o nivel se significancia de 5%, rejeitamos a hipdtese de homogeneidade contra a
hipotese de heterogeneidade entre os grupos se p — valor < 0.05. Se o valor observado da
estatistica F} for negativo entao p — valor = 2P(F; < Fius), caso contréario, p — valor =
2P(F1 > Flobs)-

Entre as trés microbacias encontramos fortes evidéncias para rejeitarmos a hipotese
de homogeneidade entre os grupos, isto ¢é, analisando a seqiiéncia da regiao de controle
dos cagados, encontramos evidéncias estatisticas de que hé variacao genética entre as trés
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Figura 4.5: Distribuicao empirica de Fj: Seqiiéncias de DNA das subpopulagoes de
cagados da Microbacia I. (a) Gene citocromo b. (b) Regiao de controle.

populagoes de cagados das Microbacias I, 11 e III.

Comparando as seqiiéncias de DNA da regiao de controle das subpopulacoes de cagados
dentro da Microbacia I, também obtivemos fortes evidéncias para rejeitarmos a hipétese
nula de homogeneidade entre os grupos. Portanto, ao nivel de seqiiéncias de DNA foi
possivel observar variacao genética entre os subgrupos de cagados da Microbacia I.

Uma analise mais especifica, comparando os grupos dois a dois, nos mostra em quais
microbacias as populacgoes de cdgados se diferem geneticamente, assim como, quais os
diferentes subgrupos de cagados correspondentes as repartigoes 1, 2 e 3, dentro da Mi-
crobacia I. As Tabelas 4.3 e 4.4 mostram os valores observados da estatistica F; e os
p-valores referentes as Microbacias e as reparticoes, respectivamente.

Tabela 4.3: Valores observados de F e p-valores: populacoes de cagados das Microbacias
I, II e III, comparadas duas a duas.

Microbacias Flobs p— valor
Lell 0, 0004 0,0070
ILelll 0,0001 0,1955
IT e TII 0,0001 0,0270




Tabela 4.4: Valores observados de F} e p-valores: subpopulacoes de cagados da Microbacia
I comparadas duas a duas.

Repartigoes F 1obs p— valor
12 —0,0005 | < 0,0002
le3 —0, 0002 0,0136
263 ~0,0001 0,1330

Para que possamos obter as afirmagoes referentes a quais grupos se diferenciam geneti-
camente, comparando-os dois a dois, devemos utilizar a correcao de Bonferroni. Para estas
comparacoes, a um nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hipétese de homogeneidade
entre os grupos se p — valor < (0,05/3) ~ 0,017.

Portanto, hé fortes evidéncias de que existe diversidade genética entre as microbacias
[ eIl. A diversidade também é evidente entre as reparticoes 1 e 2 e entre 1 e 3.

O comportamento da distribuicao de F) para estes casos pode ser observado nas Fi-
guras 4.6 e 4.7.

Os resultados mostrados nesta secao também foram gerados no software MATLAB.
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Figura 4.6: Distribuicao empirica de Fj: Sequéncias de DNA da regiao de controle das
populagoes de cagados. (a) Microbacias I e II. (b) Microbacias I e III. (¢) Microbacias 11
e I1I.
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Figura 4.7: Distribuicao empirica de Fj: Seqiiéncias de DNA da regiao de controle das
subpopulagoes de cdgados da Microbacia I. (a) Repartigdes 1 e 2. (b) Repartigoes 1 e 3.
(c) Repartigoes 2 e 3.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Através das medidas de variagao entre dados categorizados, a heterozigosidade e o
Indice de Simpson, foi possivel desenvolver andlises de variancias e testar a hipdtese de
homogeneidade entre grupos em amostras nao balanceadas.

No Capitulo 2 obtivemos a estatistica do teste e sua distribuic¢ao assintética (K — o)
considerando independéncia entre as populagoes, entre os individuos e entre os loci. Este
teste se torna mais poderoso quanto maior o nimero de individuos nos grupos (Ng — o0).
O efeito do locus foi incorporado no termo residual pois, no presente contexto, nao faz
sentido bioldégico testa-lo. No entanto, em outras ocasioes, este efeito pode ter grande
importancia, o que podera ser pesquisado futuramente.

Na Secao 3.4.2 mostramos dois conjuntos de autovalores correspondentes as seqiiéncias
de DNA de duas regides do DNA mitocondrial (gene citocromo b e regiao de controle)
dos cagados das Microbacias I, IT e III. Para obtermos os autovalores, foram considera-
das somente algumas posicoes ao longo de cada seqiiéncia, 50 no gene citocromo b e 61
na regiao de controle, pois o procedimento de obtencao dos autovalores exige um custo
computacional alto, o que inviabiliza a utilizacao de todas as posigoes seqiienciadas, 262
e 413, respectivamente. Portanto, mesmo que tivéssemos numeros de individuos gran-
des o suficiente para aplicarmos os resultados assintéticos do Capitulo 3, poderiamos ter
problemas com o método numérico que utilizamos na obtencao dos autovalores. Sendo
assim, recomandamos a utilizagao de técnicas de reamostragem e, o bootstrap mostrou-se
adequado. O estudo de métodos numéricos mais apropriados pode ser uma alternativa
para este problema.

Na Secao 3.5 investigamos o poder do teste para o caso particular em que a matriz B é
semi-definida positiva, o que garante sua fatoragao em matrizes de elementos reais. Para o
caso em que as amostras sao nao balanceadas nao, necessariamente, temos esta condicao,
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como ocorre nos casos onde as amostras sao balanceadas (Pinheiro et al., 2000). Portanto,
ao se fazer a fatoracio B = (B'/2)B'/2, B'/2 podera apresentar elementos complexos, o
que nao garante o resultado em (3.50). Como foi enfatizado, estudos numéricos do poder
devem ser feitos, nestes casos. Também podemos pensar no estudo de variaveis aleatdrias
normais complexas como uma possivel solucao para este problema.

Os resultados apresentados no Capitulo 4 mostram, entre outros, os comportamen-
tos das distribuicoes empiricas das estatisticas F' e F; propostas, respectivamente, nos
Capitulos 2 e 3, para testarmos a hipotese nula de homogeneidade entre grupos em amos-
tras nao balanceadas, nao contradizendo nossos resultados tedricos.

Observou-se que, ao comparar grupos de marcadores moleculares da classe RAPD,
nao foram encontradas evidéncias suficientes para rejeitarmos a hipétese nula. Quando
comparamos as seqiiéncias a nivel de nucleotideo, evidenciamos a variabilidade genética
entre as seqiiéncias da regiao de controle do DNA mitocondrial dos cdgados. Isto comprova
o fato de que, embora nos permitam detectar polimorfismos genéticos e por um custo
menor, os marcadores de RAPD s@o menos abrangentes que as seqiiéncias de nucleotideos.
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Apeéendice A

A.1 Prova do Teorema 2.3

A funcao geratriz de momentos de uma varidvel aleatéria Y com distribuicao x? nao-
central, com n graus de liberdade e parametro de nao-centralidade §, ou seja, Y ~ x2(d)
é dada por:

My (t) = (1 —2t) 2" 1=0=20""1(Searle, 1971, p49)

Segundo Searle (1971, p57), se X é um vetor aleatério n x 1, X ~ N(u, V), V nao
singular, e A uma matriz n x n de elementos deterministicos, entao a funcao geratriz de
momentos da variavel aleatéria X’AX é dada por:

Flvt p,}.

Sendo A e V matrizes diagonais, AV ¢é uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal sao A\;, « = 1, ..., n, portanto (AV)k ¢ uma matriz diagonal cujos elementos
o0

o0

-2 @)

k=1

Mxax(t) = H(l — Qt/\i)_% exp {——IJ,

=1

da diagonal sio \f. Entao, —Z(Zt)k(AV)k ¢ também uma matriz diagonal onde os

k=1
elementos da diagonal sao

=3 @) =1 (1—2tA)7", desde que [tA| <1, i=1,....n
k=1

E portanto, como V é nao singular, cujos elementos da diagonal sao v;, 1 =1,...,n,
- k k 1 — 47 1
— 2t)"(AV V iu = = (1 =2tN\) .
>0 AV Vo= 3 -
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Mxiax(t) = ﬁ(1 — 2t\;) "2 exp {—% Zn: ’“‘7?[1 —(1— mi)l]}
= HMYz(t)‘l) = HMAZYz (t)v

i=1

2

onde Y; ~ x3(6;), sendo §; = 5—’
Vi
m

A.2 Prova: F é semi-definida positiva

Demonstracao. De (2.7) temos que F = KF* onde F* é uma matriz simétrica G x G
cujos elementos sao

N, NyNy
P =5 (1-3) o Plag)--"2 (1

K
ou seja, F = N—F**, onde F** é uma matriz simétrica de elementos
T

F(9,9) =N, Y _N; e f*g.9)=-NNy g #g (1.2)
J#g
Seja x = (x1,x2,...,2g)", X # 0, um vetor coluna de tamanho G, entao

K
x'Fx = —x'F"x,
T

x'F** é um vetor linha de tamanho G cujo elemento i, i =1,...,G, é:
.Z’lNz ZN] — NzZLIZ'JNJ
J#i J#i

Portanto,
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X/F**X — le ($2NzZN] — NZZ.Z']N])

J#1 J#1
i i
= D ) NiNj(a} — azy)
i i
i i
]
A.3 Prova: F; é semi-definida positiva
Demonstracao. Temos que Fy = KFj5 é uma matriz simétrica, Ny x Np, onde F% é
definida em (2.19). Seja x = (x1,22,...,2n,), X # 0, um vetor coluna de tamanho Nrp.
Do Lema (2.3) temos que F3 é idempotente, portanto,
x'Fox = Kx'Fix = KxX'F;F5x
= Kx'(F3)Fix = K(F5x) (F3x) >0
O
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Apeéendice B

B.1 Prova do Lema 3.1

0'BO e AQ seriam independentes se e somente se

A¥oB =0 (Searle, 1971).

1
ASB = ANOZ) |- M !
. () |~ eyys Ve + M @ Uk | @ 1o

1
— _WA(TI ®35)(Uke @Io) + A(n @ TH(M ™ @ Uk @ 1)
1

= oAU e T(U )] + A (MM @ 55(Uk @ 10)]

- e A7) e © Ti(Ux @ 1o)

+ (a®AY) M @ Z5(Uk @ 10)]

1 o
=~y Ve © ASi(Ur 9 1o)]

+ [anM™' @ A*E((Uk @ 10)]

o (e M) e e o)

Seja a* = (p1....pc.). Lembremos que X§ = 375, @ X5, @ ... D Xk

A (U 0 T0) = ooy (8755 'S5, - a"Si) (Une @ 1)

2
GK?
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Para cada k, de (3.29) temos

C C C
a"Yg, = (plk (pl. - me) P2k (pz. - me) .+ Pk (pc- - ch.pck) > :
c=1

c=1 c=1

O primeiro elemento do vetor A*%;(Ug @ I) é

2
G2 (Pu (Pl- - ZPe-Pel) + P12 (pl. - Z]%-Pa) +.. ik (py - ZpopcK))

- % <Zp1k (pl. - me)) = % (pl. - pe me) £0.
k c - P

Como an <—WUG + M_1> # (0 = 6'BO ¢ AO nao sao independentes.
m

B.2 Prova do Lema 3.2

0'TO e A,0 seriam independentes se e somente se
A3 T =0 (Searle, 1971).

1
AT = WA2(T’ ®30)(Uke ® 1)

1

1
= WAz MU¢q ® X5(Uk @ 1¢)]

_ (K;]T)Q (16 © AL [NUs @ Z8(Uk @ 10)]

1
= (KNT)2 (lg’r]UG X A;ES(UK & Ic))

Do Lema 3.1 temos

2

Como 16nUg # 0 = 0'TO e A,0 naio sio independentes.
|
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B.3 Prova do Lema 3.3

0'W0O e A30 seriam independentes se e somente se

A3¥oW =0 (Searle, 1971).

AsZoW = Az(n®@ E5)[(M™ @ Uk) ® I
= (n3®A3)(ne@Z)(M ™ @ Uk ®@1c)
= (n3®@A3)[nM ™ @ Z5(Uk @ I¢)]
= nynM ' ® A;35(Ugk @ Ie).

Do lema 3.1 temos

<& 2 * * *
AT Uk @10)) = 150 (@S5 a'S5, ... a'Sy) (Ux @ 1) £ 0.

Como ngnM~! # 0 = 0'TO e A30 naio sao independentes.
m
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