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Introducdo

A Teoria de Homotopia Regular de Grafos , que foi desenvolvida por Davide
C. Demaria nos anos 70 ¢ 80 (veja [1]) deu origem a diversos invariantes que se
demonstraram muito Gteis para atacar problemas de caracterizagdo estrutural de
certas familias de digrafos , especialmente no caso de torneios .

Estes invariantes sdo combinatérios € portanto podem ser perfeitamente
utilizados neste contexto . Em particular , surgem desta nova teoria conceitos
como : ciclos projetados ¢ ndo projetados , ciclos minimais , ciclos
caracteristicos , etc . Com tais conceitos , M. Burzio ¢ D. C. Demaria , em [2]
(veja também [3]) apresentaram uma classificagio para os torneios hamiltonianos
, introduzindo as nog¢des de ciclo caracteristico , caracteristica ciclica e diferenga
caracteristica .

Um caso extremo nessa classificagdo ocorre quando o torneio hamiltoniano
H, admite um unico ciclo minimal (que neste caso ¢ o caracteristico} . Estes
torneios constituem os torneios normais , que foram estudados por D. C. Dmaria
e G. M. Gianella em [4] . Nesse trabalho eles apresentam a caracterizagio
estrutural dos tornetos normais , em termos das relagdes de adjacéncia entre os
polos (vértices neutros) e os vértices do unico ciclo minimal (vértices ndo
neutros) . Essa caracterizagio permite que obtenhamos a enumeragio desta
familia de tornelos .

Nessa nossa dissertagdo , apresentamos detalhadamente o trabalho de
Demaria e Gianella .

No capitulo 1, apenas definimos e desenvolvemos algumas 1déias essenciais
na teoria dos digrafos , como os conceitos de torneio e torneio hamiltoniano |
homomorfismos € quocientes de torneios . Também demonstramos a existéncia
de no minimo 2 vértices neutros em um torneio hamiltoniano genérico com
ordem maior que trés (veja [2] e [3]) .

No capitulo 2 |, defimimos os torneios normais e apresentamos um dos
resultados fundamentais na caracterizagdo destes torneios , o qual mostra ser um
anico subtorneio minimal necessariamente um bineutral Ay .

No capitulo 3 caracterizamos totalmente os torneios normais , especificando a
estrutura dos vértices nio neutros (que formam um bineutral) assim como a dos
polos , na forma mais geral possivel . Também considerando as possibilidades de
adjacéncias entre polos e subtorneto minimal , podemos facilmente deduzir as
condigdes de isomorfismo entre tornelos normais , o primeiro fato relevante
quando se procura enumera-los .

No capitulo 4 , finalmente , desenvolvemos os conceitos combinatorios
pertinentes e procedemos a enumeragdo dos torneios normais . Devido a
complexidade dos algoritmos envolvidos , limitamo-nos a construir uma tabela
contabilizando o nimero de ndo-isomorfos torneios apenas nas ordens mais
baixas . Também exibimos férmulas para este calculo quando a caracteristica
ciclica € pequena , ou seja , quando a ordem dos polos € menor que 7 .

Destacamos que esta familia de torneios tem se demonstrado muito
importante para a caracterizagiio de outras familias de torneios hamiltonianos |



como por exemplo aqueles que possuem um Unico ciclo hamiltoniano méaximo

(veja [5]) . - -
A caracterizacdo apresentada aqui foi essencial para a obtengdo de resultado
positivos quante ao problema da reconstrucio de torneios (veja [6]) .



Capitulo 1

Torneios Hamiltonianos

Introduzimos agui as definigdes preliminares na teoria de grafos . Lembramos
que tais definicdes ndo sdo universais , € em certo aspecto , eliciam alguma
confusdo , pois 0 que € grafo para um autor , para outro € digrafo e um terceiro
chama multigrafo . Contudo , as definigdes apresentadas sfo satisfatoriamente
objetivas para o proposito do texto , e podem ser encontradas em [7] .

Defini¢des 1.1 ) Um Grafo consiste numa dupla (V,A) , onde V é um
conjunto finito ndo vazio ¢ A é uma familia finita de pares ndo ordenados de V .
Chamando G o grafo em questdo , temos G = (V,A) , V = V(G) ¢ o conjunto
dos vértices € A = A(G) ¢ a familia das arestas . Se @ € A, @ esta associada a
dois vértices (ndo necessariamente distintos) u, v € V , e dizemos que o ligau e
v . Em alguns casos , por abuso de linguagem , consideramos G = V mas sempre
subentendendo as arestas A

Portanto , um grafo se caracteriza por uma estrutura finita de pontos na
maneira como se ligam estes pontos . Se mantivermos a definigdo acima
alterando uma caracteristica de A , ou melhor , considerando A como uma
familia finita de pares ordenados de V , obtemos uma estrutura um pouco mais
rica , a qual denominamos Digrafo .

Em ambos os casos acima definidos sdo permitidas arestas distintas associadas
ao mesmo par de vértices , distintos ou ndo . Fazendo apenas a restricdo de
exatamente uma aresta para cada par de vértices distintos (no digrafo) chegamos
entdo ao torneio .

Um Torneio ¢ uma dupla (V,A) , com V conjunto finito nio vazio , A € VxV
um subconjunto que nfo intercepta a diagonal , e com a seguinte propriedade :
dadosa,b e Vcoma=#b, entdo ou (a,b) € A ou (b,a) € A (exclusivamente) .
Assim , um torneio é um digrafo aonde ndo se permitem lagos (um vértice ligado
a ele mesmo) nem arestas multiplas , mas exige-se exatamente uma aresta entre
dois vértices distintos .

A ordem de um torneio € o nimero de seus vértices . Em geral , designamos
T, um torneio de ordem n , e denotamos | Ta |=n. Quando {a,b) € A dizemos
a precede b , denotamos a — b , e quando contréario , a sucede b, denotamos a
«b.

Um homomorfismo entre os torneios T, e Ty’ é uma fungdo f: T, = T tal
quesea,beT, ,coma—>b,entfio, ou f(a)=1f(b) , ou f{a) > f(b). Um
epimorfismo é um homomorfismo sobrejetor , um isomorfismo é um
homomeorfismo bijetor .

Um caminho ¢ uma sequéncia de vértices de um torneio da forma a; - a, —
a3 —>.—»a , talquesei=j,a#4a eparatodoi,l <i<k-l1,a — aw;. Um
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ciclo é um caminho fechado , ou seja , com a notagdo acima , teriamos a; —> a,
Neste caso , consideramos dois ciclos iguais se passarem pelos mesmos vértices
e na mesma sequéncia , a menos de rotagdo dos indices.. Um caminho L que
passe por todos os vértices de um torneio é um caminho hamiltoniano . Um
torneio sera hamiltoniane se houver um ciclo por todos os seus vértices , sendo
genericamente designado H, , n sua ordem .

Se T= (V,A) ¢ torneio e V' . V , ¢ tomeio dado por T° = (V', A’ ) onde A'
530 as relagdes induzidas de A , ¢ chamado subtorneio de T induzido por V',
também denotado T' = [V'] . Observe que A' ¢ o maior subconjunto de A para o
qual a defini¢do de T' faz sentido .

Dado um epimorfismo entre dois torneios , f: T, = Ry, f define uma particao
com k classes sobre T, . Se V(R)) = {a;, .., a. }, chamo U, =f" (a; } . Se para
algumi , j, a,— 2, temos w — z paratodow € U; e z € U; . Neste caso,
existe uma relagio bem definida entre estes dois conjuntos , e poedemos escrever
U; — U; . Podemos também escrever T, =Ry (U, Uy, ..., Uy ), onde cada U;
substitui o vértice a; original . Ry ¢ entdo um quociente de T, . Observe que se
escolhermos k vértices de T, , sejam {p1, P2, ..., px } , com p; € U; para todo 1
< i<k , o subtorneio de T, gerado por esses vértices sera isomorfo a Ry pela
restrigio de f. :

Se T' < T € um subtorneio , e v € V(T) - V(T"), dizemos que v projeta T’ se
v—> T ouv« T Analogamente para um cicio .

Dado um tormeio hamiltoniano H, , e v € V(H, ) , dizemos que v é vértice
neutro de H, quando [H, - v] for hamiltoniano . Indicamos v(H,) o namero de
vértices neutros de H,, .

Um torneio T, com n > 1 € dito simples quando seus tinicos quocientes sio
ele proprio e o torneio T, formado por um Gnico vértice .

Os resultados a seguir , conquanto sejam pré-requisitos a teoria dos torneios
normais , e estejam quase todos nas referéncias , sfo apresentados para que o
leitor tenha uma idéia do género das demonstragtes na teoria de grafos diretos .

Proposi¢io 1.1) Todo torneio T, , n> 1, admite um quociente simples .

Se T, for simples , nada ha para demonstrar . Se nfo , existe k, 1 <k <n, e um
epimorfismo f : T, ~» Ty . Se Ty for simples , estd demonstrado . Se ndo ,
encontramos s, 1 <s <k e um epimorfismo g : Ty —T, . Nio € dificil ver que a
composta de g com f € um epimorfismo de T, sobre T, Repetimos o mesmo
argumento para T, obtendo , se necessario , m com 1 <m < s e um torneio Ty,
em condi¢Ges analogas . Como tal procedimento sé tem chance de acabar num
torneio simples , concluimos que este torneio (que € um quociente simples de T,
) existe , pois 0 processo tem no maximo n-1 etapas [

Teorema 1.2) Todo torneio T, admite exatamente um quociente simples . Se
Ty' € esse quociente simples e p, : Ta — T" € um epimorfismo sobre outro
torneio T, , entdo Ti' € quociente simples de T." também .

demonstragdo : sendo p, : T, — Ti' um epimorfismo sobre algum quociente
simples Ty’ . Seja Uy e U, o0s conjuntos das particGes associadas a p; e ps
respectivamente . Coloco Te '=Ty' (1, U2, ..., wm ) e TS =TS " (vi, v2, .., Vs ),
o;=p (), Bi=ps' (vi), para j e i satisfazendo 1 <j<k ,1<i<s .

Afirmo que se existem indicest 21 € 1 comfBinowzdefina, o,
entio fi N o= Vm, 1< m <k . Ocaso k=2 ¢ consequéncia das proprias



sentengas anteriores . Sek > 2 [ tomex € Bi moy € X € § Mm@, . Suponha
exista h com f; m o = ¢ . Agora tome X, em oy, arbitrariamente , com 1<m<k e
m ¢{t, r} . Vemos que o subtorneio Ly =[x, , X2, ..., % ] é isomorfo a Ty,
logo ¢ simples . Mas, {vi, ps (%) } cps (L), e como ps (%0 ) = vi, 2] pe (L ) |
Comops (X ) =ps (X ), | ps (Ia Y| <k . Assim , a imagem de Ly por p. € um
subtorneio ndo trivial € menor que L, , contrariando sua simplicidade . Para ndo
ocorrer isto , devemos ter Bi N om#= ¢ ¥V m, 1<m<k (*) .

1) Se houver alguma classe f3; satisfazendo (*) , ela sera unica Se nfo , supor
por absurdo existam i, J ,indices com B; e B; satisfazendo (*) ,1#j, e tome duas
classes o € oy, T 2t . Sem perda de generalidade , podemos supor B; — Bj e a,
<o Tomeuefi~oyeu' e fjmoa,entiou — u' e simultaneamente u «
u', absurdo . Ha portanto no maximo uma classe f3; satisfazendo (*) .

2) No caso k>2 , ndo ha nenhuma classe B; satisfazendo (*) , se ndo ela seria
Unica e poderiamos construir Ly de forma analoga a 1) , tomando k-1 vértices em
B; e um unico fora . Dai , p; (i ) seria isomorfo a T, , contrariando novamente
sua simplicidade . Entfio , neste caso , V 1, existe jcom PB; Cc o; . Paratodo i,
escolha qualquerx; € B; ,eJ. =[x, X2, ..., X ] serdisomorfoa T," , com p; (J;
) =Ty .

3) Nocasok=2, U= {a;, oz } , oy = oz . Se para nenhum indice 1 valer
(*) , fazemos como no caso anterior ¢ obtemos um epimorfismo T — T, . Se
houver algum P; verificando (*) , definaf . T," > Toporf(v)=ause ff; cay,
flvi) = oz se fj o, eflvi) = oy ou a2 de forma a f ser sobrejetiva . Entdo f ¢
epimorfismo . :

Por 2) ou 3) concluo que T," sera epimorfo a Ty', e portanto , Ty’ € quociente
simples de qualquer outro quociente nfo trivial de T, . Mas , dado outro
quociente simples R, de T, , este serd quociente simples de Ty’ , logo ,serd o
proprio Ty' , oque prova a unicidade do quociente simples [

Teorema 1.3 ) Um torneio T, € hamiltoniano se e somente se seu quociente
simples R, é #T> .
demonstragéo : Se T, for hamiltoniano , seja x; — x; —...—> X, — x; um ciclo
hamiltoniano . Se houver , um epimorfismo f: T, — T;, existe i com £ (X ) = a,
ef{x )=a,ondej=1t]1 mod n. Entdo x; = x; mas f (x; ) « f(x; ) , absurdo .
Logo ,Ran=T,

Seja R,, # T, . Primeiro provemos que existe um 3-cicloem T, .
Tome um vértice a € Ty , e defina U = { vértices de T, que precedema } , U' =
fvértices de T, que sucedema } , como ando projeta To-a, U, U'sdo#¢ . Se
para todo w € U e v € U tivéssemos w — v , entdo [ Uufa} ] - U',
contradi¢io . Donde existe we Uev € U'formandoo ciclo vow —oa—> v,

Considere agora um ciclo C de comprimento maximo em T, | | C ] =k . Todo
vértice de T, - C devera projetar C , pois se um vértice v néo projeta C : a; — a;
—> .. —& —> a;, podemos encontrar indicei com v« a;ev — a;,j=i+1 mod
k e reobtemos um ciclo de comprimento k+1 passando por V(C) w {v} Entio,
seja U = { vértices que precedem C } , U' = { vértices que sucedem C } . Como
T,-C=[UwU'], queremos provar que U=U'=¢ .

Se for apenas um dos dois vazio , por exemplo , U, teremos T, = [U — (],
contrariando a hipotese . Sejam entdo ambos ndo vazios . Se U — U,



novamente teriamos T,,= [ (U C) > U'}, absurdo . Logo , existemw € U, v
eUewev Entio,occlow > a; —a;—..— a — v — wcontraria ser a
maximalidade de C < n . Assim , o ciclo de comprimento maximo
necessariamente passa por todos os vértices de T, , e logo T, ¢ hamiltoniano [

Lema 1.4 ) Todo torneio T, admite um caminho que passe por todos 0s seus
vértices ( caminho hamiltoniano ) .

demonstra¢do : por indugfio . Os casos n =2, 3 sdo triviais . Suponha o lema
valido para todo Ty , k < n . Dado T, , se for hamiltoniano , (um ) seu ciclo
maximo j& serd o caminho pedido . Se nfo for hamiltoniano , T, = T2( S', §° ),
com [S'], IS’ < n . Podemos entdo usar a hipotese de indugdo e tomar caminhos
emS' eS8’ oumethor, V(8")={a,.,a}, V(8)={b,.,b ) rts=ne
a; —>a;—>.—>a , by by . —>b .ComoS' — §?  necessariamente a, —
by , ¢ justapondo ambos os caminhos por essa adjacéncia , obtemos o caminho
hamiltoniano em T, []

Dizemos que um torneio T € transitivo se T ndo possuir nenhum ciclo
passando por um subconjunto de seus vértices . O resultado a seguir define
completamente 0s torneios transitivos de ordemn .

Lema 1.5 ) Para cada n, existe apenas um torneio transitivo de ordem n | Tt,, .

demonstragdo ;. Se T, é transitivo , tome x; — X; —...— X, um caminho
hamiltoniano pelos seus vértices . Dados1<j, 1<1,j<n, mostremos que X;
—» ¥; . Com efeito , negando tal , obteriamos o ciclo C : x; & %1 = .. 2> X 2 X
, oque contradiz a transitividade de T, . Entdo , as Unicas relagdes de adjacéncia
possiveis neste torneio s3o da forma x; — x; sempre que 1 <j . Se T,” € outro
torneio transitivo de ordem n , denotando T.’= T,’( X/, X2,..., X, ) com vértices
satisfazendo as mesmas relacSes de adjacéncia segundo o indice que T, , a
aplicagio que leva x; em x;” € um isomorfismo de T, em T, [

Chamaremos Tr, ao Unico tomeio transitivo de ordem n . Estabelecemos a

seguinte convengao quanto a numeracio dos vértices de Tr,

Tr,=Tr(x1,%,.,%) = X—X se 1>}).Assim, o unico
caminho hamiltoniano de Tr, , por essa convengéo , é X, — Xy —...—> X; . Para
o caso n = 2, entretanto , denotamos T, = Ty(a , b) para indicar a > b,

Dado um torneio T, , definimos a sua condensac&o como um quociente
transitivo de T, da forma T, = Tr*(8™, 8% ..., S¥ ), onde cada componente
S ¢ strong , ou seja , hamiltoniano ou trivial (T, ) . Parak > 1, Try é sempre
epimorfo a T, , € portanto , a condensagdo de um torneio hamiltoniano é sempre
T: . Relativo a condensagdo , temos o seguinte resultado :

Teorema 1.6 } Todo torneio ndo hamiltoniano T, admite uma (nica
condensacdo Tr* , a menos de isomorfismo , 1 <k <n .

demonstragcdo : Inicialmente , vamos construir uma condensagio para T, .
Como T, é nao hamiltoniano , T, = TSP, 87 ) = Tr(8, §?) . Se forem S
e S” strong , obtemos Tr, uma condensacio para T, . Se ndo , ou SV ou §?*
serd ndo trivial e ndo hamiltoniano . Seja , por exemplo , S nessas condigdes .
Entio, SV =T,(F?, 1) Dai, J? 5TV e S¥ 5 ¥ paras=1, 2 . Podemos
reorganizar os vértices de T, como T, = Trs( JV | I | 8§}  Em geral : na etapa
t, teremos T, = Tr(8"”, 8% ,. ., 8 ) . Se todo S for strong , 1 <i<t, uma



condensagio de T, € Tr, . Se houver algum i com $* niio strong = §© = THP®
, P} . Considere a reenumeragio
§P=5Y sej<i

PP sej=i

PP sej=itl

SUY se > it

e vendo que § 5 89 ser>q, podemos reagrupar os
vértices
To = Tre(S"", 87, §"") . O processo deve parar apds um
niimero finito de etapas , pois em cada uma o nimero de componentes S | todas
n&o vazias , aumenta em uma unidade , e a soma de todas as suas ordens ¢ igual
a n . Como tal processo s4 termina quando todas as componentes S forem
strong , para 1 <1<k, obtemos o transitivo Tr* como uma condensagdo de T, .
Seja , entdio , Tr,” um outro quociente transitivo de T, , ou T, = Tr,, (G

G™ ). Paral<ic<k, existe apenas um j com P” ~G® # ¢ . Se ndo ,
suponhamos haver j , com P n (G" UGP U.UuGY)=AV2¢$ e PP~
(GI LGP U0 G™) = A% 2 ¢ . Naturalmente , P¥ = TA(A® | AV} | oque
contraria P¥ ser strong . Mas se G¥ o P¥ ¢ GY o P  parai<s, entio G¥ o
PY parai<t<s. Senegarmos isto , teremos P < G™ | paraalgum h=j. Seh
>j, de G¥ < G" = P « P, absurdo pois t < s . Analogamente , h<j =
G"™ « G¥ = PY « PP | nova contradigdo pois t >i . Logo , cada componente
GY = [PY U PP O PY] para algum dj . Em particular , se Tr* ¢ outra
condensagio de T, , cada uma de suas componentes ¢ exatamente igual a alguma
componente de Tr.*, e portanto , k = m = a unicidade esta provada O

Beray

Teorema 1.7 ) Sendo v(H, ) o nimero de vértices neutros de H, , vale 2 <
viH,)<n , Vnz4.
demonstracdo : Existe um 3-ciclo em H, , seguindo a2 mesma prova do

teorema 1.3 . Entdo , existe um ciclo C de comprimento maximo < n - 2 |
Suponhamos que {C] <n-2 .

¥V ve VH,)-V(C),vproleta C Definindo U= {ve V(H,-C) ;v
—-C} ¢ U=s{veVH,-C); v« C} Novamente K U, U =2 ¢ .
ComoU—>C—->U, nfopodeserU—>U"= JvelU,welU com v—>C
>woav SeC x12x2r. %X, 0cclovoar2xnoxXao. . OX S>W
— v ¢ de compnmento 1+1 < n-2 , oque contradiz a escotha de C . Logo , [C} =
n-2e VIH, )= V() u {v,, v} .

a ) sevjev;ndo projetam C , ambos s3o neutros

b ) sev; ndo projeta C e v, projeta , v, é neufro . Podemos supor v,
—> C (= v, —> vy . Escrevendo C : x; - X3 >...—> Xu2 — X3, tome i com x; —
v; . Entdio , x;.; é neutro , devido a0 ¢iclo X; = v; = V2 > Xp2 —>..—> X = X, .
E v; , X1 sa0 dois vértices neutros .

¢ ) se vy e vy projetarem C , com raciocinio analogo , obtemos 2
vértices x; e x; do ciclo C, e ambos neutros [

k4

Observamos que , por um resultado de [2] , para cada ordem n 2 5, o Unico
torneio hamiltoniano H, que possui somente dois vértices neutros € o bineutral
A,



Capitulo 2

Ciclos e Subtorneios minimais

Introduziremos agora as definigdes basicas relativas aos torneios normais .

Defini¢des 2.1 ) Seja H, um torneio hamiltoniano | ¢ S um seu subtomneio .
Dizemos que S é nido projetade (em H, ) se S for nfo projetado por cada
vértice de H, - S , que € chamado subtorneio dos polos de S . Um ciclo C sera
ndo projetado se o subtorneio dos seus vértices for ndo projetado .

Dado um ciclo C , diremos que C € um ciclo minimal de H, caso C seja ndo
projetado € para todo C' ciclo , com V(C) < V(C) , V(C") # V(C) , tivermos C’
projetado ( por pelo menos um vértice de [H, - C'] ) . Pelo teorema 1.7
associado a um resultado de [1], se n > 5 e C for ciclo minimal , teremos |C| < n-
2 . Analogamente , um subtorneio hamiltoniano S de H, ¢ minimal quando
verificar essa condigdo em relagdo a propriedade “subtorneios hamiltonianos nio
projetados de H,”, ou seja , vV S’ S, §°# S, houver algum vértice de H, - §’
projetando S’. A caracteristica ciclica de H, ¢ o comprimento minimo de seus
ciclos minimais , denotada por cc(H, ) . H, € dito normal se apresenta um Unico
ciclo minimal . A diferenga n - cc(H, ) chamamos diferenca caracteristica de H,
, € denotamos ¢d(H, ) .

Dizemos que um ciclo C nfio projetado de H, € caracteristico se C possuir
comprimento minimo entre os ciclos nfo projetados . Evidentemente , C
caracteristico implica C minimal .

Lema 2.2) Ttomeio,CcicloemTel : vy - v; . v caminhoem T |
com vy € vpem V(() . Entdo, J=[C L] ¢ hamiltoniano .

demonstragdo . Considere um homomorfismo genéricof: J > T, . Se T, =
Tx( a,b ), coma— b, esendo C ciclo, deve ser £ (C) = a oub . Suponha f (C)
=a . Em particular , f (v, ) = a . Como vy —> 3, , deve ser f (vy,; ) = também . E
repetindo indutivamente , obtemos f {vi )=a = f(vi1 ) =a,para2<i<h .
Donde se conclue f (J) =a . Analogamente , se f(C)=b,f({J)=b . Ou s¢ja, ndo
existe epimorfismo de J em T, , dai J € hamiltoniano [

Lema 2.3 ) Ttorneio , C ¢ C' ciclos disjuntos de T, ou , V(OO n V(ICY=¢ .
Se existirem u,v €eV(C)eu',v' € V(C)comu > v ev e v entioJ=[Cu (]
é subtorneio hamiltoniano de T .

demonstragdo : Sendo C' 1 ¢)' > ¢ 5.5 ¢/ » ¢/ ,u'=¢'ev=g'.
Considere o caminho L' u 5> v' 5 o' = ¢l 2. > ' > vV = v onde os
(sub)indices sdo tomados modulo s . L' ¢ o ciclo C satisfazem as hipoteses do
lema 2.2 , logo [C w L'] é hamiltonmiano . Da mesma forma , se C" é um ciclo
maximo de [C «w L'], este ciclo juntamente com o caminho L ; ' — ¢’ = €'



—...—> u' satisfazem o lema anterior , entdo [C" W L] = [C w C'] ¢ hamiltoniano
Il

Teorema 2.4 ) Seja H, um torneio hamiltoniano que apresenta um Unico
subtorneio minimal H' | k 23 | Entfo , Hy'= Ay .

demonstra¢do : Sek =3 ou 4 , H,' sera respectivamente A; = H; ou Ay =H,,
pois sdo os unicos dessas ordens . Se k > 4, suponhamos por absurdo que v(Hy')
=23

Seja Phy ospolos de Hy' e L : x; = X2 ... Xoq um caminho hamiltoniano
por P,y . Como X; € X, ndo projetam H,', existem a', a € V(Hy') satisfazendo a'
— X1 € X — a. Da hipotese v(H') > 3, existe a* € V(H') - { a, &'}, com a*
neutro de Hy' . Logo , L € um caminho com extremos no ciclo Hy' - a* = [L U
(Hy - a*)] = H, - 2* ¢ hamiltoniano . Isso permite obter um subtorneio minimal
H'cH,-a*, H"# Hy', contradigio a hipétese . Entao , Hy' s6 podera ter dois
vértices neutros , que serdoaea ( =>a=a' ), donde H' = A, [

Corolario teo 2.4 ) (com a notagdo anterior ) Se um torneio hamiltoniano H,
apresentar um {nico subtorneio minimal , ¢le sera normat .

Pois , se C ¢ ciclo minimal , ¢laramente V(C) = V(H,') . Mas para qualquer k
23, s0 ha um ciclo passando por todos os vértices de Ay . Assim , H,, € normal .

Observamos entdo que a condigio ‘ter um Unico ciclo minimal® € equivalente
a ‘ter um Unico subtorneio minimal’ |



Capitulo 3

Estrutura dos Torneios Normais

Com os teoremas anteriores , iniciamos a caracteriza¢do dos torneios normais

Para tanto , vemos que o teorema 2.4 e seu corolario ja definiram
completamente o subtorneio (e consequentemente o ciclo) minimal de um
torneio normal , demonstrando que ele serd um bineutral . Resta estabelecer as
relagDes entre este bineutral e os polos , e dos polos entre si . Os teoremas 3.1
até 3.6 analisam os aspectos associados a normalidade de um torneio para casos
particulares de caracteristica ciclica . O teorema 3.7 sintetiza todos esses numa
caracterizagio geral dos torneios normais .

Teorema 3.1) Seja H, hamiltoniano , ce(H;, ) 2 5 ¢ tendo o bineutral A, (m
> 5) como um subtorneio minimal , A, = An{a;, a2,..., 3y } . Entdo, a; € a, sd0
ndo neutros de H, se e somente se :

a) O subtorneio P, de polos de A, € ndo hamiltoniano e

b) Escrevendo a condensagio de P = Try*( PV, PP PP), tem-se

(Am-21 )PP 5 a
8> PV (An-an)

demonstragdo . (=> ) Existe v € Pom que projeta [An - an] , pois este ultimo
¢ hamiltoniano e esta propriamente contido em Ay, . Podemos supor [Ag - am] —
v—>an (0caso [An-am] € veay €andlogo ). Tomeu e An-{ a1, 8n ),
enmtiou > ve v — an. Se P, for hamiltoniano , caimos nas condigbes do lema
2.3, e[H, - a1] = [Pam U (A - a; )] serd hamiltoniano , contradizendo a; ser nio
neutro de H, . Logo , P, € ndo hamiltoniano e para algum j > 2, Py, = Try* (
P p@ PP cada PY strong . Considere , entdo , as possibilidades abaixo :

i) (Am-2) >PY

i) (Aq-a;)n—o P

Se ocorrer i), claramente P —> a; | pois P! séio polos de A, . Se ndio i} = ii
Yyqueé3p e P eac (A,-a ) coma <« p. Neste caso, afirmo que ( Ay - a; )
« PY | pois se houvesse a° € (An-2:1) e p’ € PY coma’ —» p’, poderiamos
construir um caminho hamiltoniano a’— p” — ...— p — a passando por todos os
vértices de Py , ja que cada P® | 1 < s < j é hamiltoniano , e pelo lema 2.2
contradiriamos novamente ser a; nfo neutro de H,, . Concluo que vale a condigio

@) (An-2a1)—>PP 5 a , ou,seNa), vale

B) as > PV 5 (An-ar)

De forma analoga para o vértice a,, , temos

o) 3n P > (An- 8 ) ou

B) (A -am) > PV > a,

Assim , sendo por hipotese 2, e an, ndo neutros de H, , as possibilidades sgo
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co', af’, a'f ou BR-.

1) ap* = teremos PV — a, ¢ (An - an ) = P, donde a; » P, absurdo .

2)a'B = an—=>Pe PP 5 (An-a1) , dai PP - a, , absurdo .

3 ) BB — neste caso , tomando p € PV e p’e PV teriamos C . p » p’—a,
—>a; > pumd-ciclo. Comop > (An-a1)ep e« {(An-2,),V 1 <i<m, g
nio projeta C . Para 1 <i<j, PP« PY« PV ¢ sep” e PYUPY &
p’’—ag . Assim , C € ndo projetado , contradizendo ce(H, ) 2 5 .

Portanto , a Unica condi¢do possivel dentro das hipoteses do teorema € o)

(Am-a1) 2> PP 52 e an—>PY 5 (An-a.). Aidaesta
demonstrada .

(¢<=) sevalema)eb ), vemos que H, - a; = [(An - a1) U Pom] = [(An - 1)
WP U UPY, Mas PV« P se s> 1 (observe quej> 1) eP? « (An - ay
3}, donde H, - a; ¢ epimorfo a T, . De forma anéloga , concluimos que H, - a,, €
epimorfo a T> . Logo, a; e a, sdo ndo neutros de H, U

Corolario teo 3.1) Se H, é torneio normal , cc(H, ) =k >4, entéo :
a ) o subtorneio caracteristico de H, ¢ Ay ;
b ) P,y € ndo hamiltoniano e sua condensagiio , Py = Try*( PV | P?
o P9y satisfaz (Ax -2 ) > PP o s e aa—PY 5 (Ac-a).

Do teorema 2.4 obtemos a ) , e da demonstracdo do teorema 3.1 obtemos que
P,y é nio hamiltonano , logo sua condensagiio € néo trivial |, e vale uma das
condi¢des act' ou PP°. Sek =35, vale aa’ , ¢ o corolario esta demonstrado . Se
k =4, observe que no caso §f‘, o 4-ciclo C nio projetado é diferente do unico
ciclo de Hy = A4, contrariando a normalidade de H, neste corolario . Portanto ,
parak >4 valeainda (A, -a) > PP oa; e a,>PY 5 (A-a).

Teorema 3.2 ) H, tometo hamilioniano , ce(H, ) =k = 4 . H, é normal se e
somente se valem as condigdes abaixo

a) o subtorneio minimal de H, € A, ;

b ) sendo P.y 0 subtorneio de polos de H, , P, ¢ nio hamiltoniano e sua
condensagio Pox = Tr*( PV, PP PP ) verifica (A -2 ) > PV 5 a1 ¢ a
PV 5 (Ac-a)

¢) néo existe nenhum caminho L : &, = X) = X2 —>..—> X — &, onde a,, a,
€ Ag,comrtl <sex;e P,y ,1<qg<nk.

demonsira¢do : Seja H, normal . a ) e b } decorrem do teorema 3.1 e seu
corolario . Suponha haver caminho L nas condigdes de ¢ ) . Considere o ciclo C :
a; > a; —»>..— 8. 2> L ae > > a - a; e o caminho hamiltoniano E © a;
— p(PY) = p(P*" ) »_ - p(P" ) — a; , onde p(P? ) significa um caminho
hamiltoniano em P . Estamos nas condi¢des do lema 2.2 , dai [E u C] é
hamiltoniano . Mas [E U C] = [H, - { a1, 8u2,.., 8.1 }] . Escolhap € P¥ e p’
e PV | eparatodotcomr+l <t<s, considere Ft : p—a — p’. Entdo, [E U
C « Ft] serd hamiltoniano , pelo lema 2.2 . Aplicando repetidamente o
argumento , concluimos [E w C U Fp w...w Fyy] = H, - a.; € hamiltoniano ,
oque € absurdo pois a.; € ndo neutro de H, . Logo , ndo existe tal caminho L ¢
valec ).
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(<=) Sevalerema),b)ec), ¢ suficiente mostrar que os vértices de A sio
nio neutros de Hy . Para a, , veja que Ha - a1 = [PV U (Posc - PV YU (AL - 81)],
e (P -P?Y PV (Ac-2,) > PY . Assim também | H, - a, = To( P, [(P,.
k-PYYU (A -2, )]) = a; e a, sdo ndo neutros de H,

Agora ,tome t, ] <t <k, e suponha por absurdo que a, seja neutro de H, .
Existe , entdo , um ciclo C passando pelos vértices de H, - a, . Na sequéncia
deste ciclo , podemos tirar um caminho L’ com inicio em a; e final em a; |,
passando no maximo uma vez em cada vértice . Enumero esse caminho L7 . a;
=y; = y3 ..~ ¥s = & . Definamos A’ = [ay, a2, .., & ] € AV =[a, a
..., a1 ],etomamosi, 1<i<s o maiorindice comy; € A’ . Depois ,
tomamos j , 1 <j < s, o menor indice com y; € A’ . Claramente , y; = a, para
algumr <t ey;=a;paraalgums>t. O caminho L : a; - yi.; 2. yju = a5
contradiz a hipdtese ¢ ) , levando ao absurdo . Portanto | a, deve ser ndo neutro
para 1 <t <k = H, € normal {}

Teorema 3.3 ) Seja H, hamiltoniano , co(H, ) =3 e C um ciclo caracteristico
,C:a —»a —>a;—a; . H, é normal se e somente se valerem as condigles
abaixo ( rodando os indices se necessario )

a) os polos de C sdo do tipo x, X°, y ou y’, abaixo especificados :

(32 ) 83) —2 X — 4 3 —> X (a1 » ag)
(a1,a3) >y —>a a; >y —(ay, a:)
b) o subtorneio dos polos Py.s ¢é ndo hamiltoniano |
¢} Existe uma composigio
Pos=Tr*( T, T T2 T®)  onde
T sdio polos tipo x
T sio polos tipox, X", y
T? sdo polos tipox , x°, ¥’
T sio polos tipo X

TV e T podem ser vazios .

demonstragdo ;. { = ) A demonstragio de b ) ¢ idéntica a dos teoremas
anteriores . Tome , entiio , a condensagiio (ndo trivial ) de P,3 = Tr*( PV, PP
... P¥Y j>2 . Danormalidade de H, temos H, - a; = [P,3 U (a2 , a;)] ndo
hamiltoniano ,ouseja , H,-a, =To( T, T7), T T ;e T, T # ¢ . Temos
trés possibilidades mutuamente exclusivas :

1) ap,a3e¢T

i) az,a;€T”

H)aeT eaeT”

Observe que cada P, 1 <5 <j, ¢ hamiltoniano ou singular , logo , P ¢ T ou
PY T,

No caso i ) deve ser P ¢ T sendo, T’ =¢ , pois P > PP ses> 1 .
Entio , (a2 , as) = P — a; (pois C ¢ ndio projetado ) . Se valer i ) deve ser PV
c T’ ja que T’ ¢ ndo vazio . Entdo , 8y — PY — (a; , a3) ¢ a unica relagio
possivel . Finalmente , negar i ) e ii ) implica iii ) , e chamando A =P,a " T |
M=P.s T’ , obtemos T'=[a,, A] , T"'=[a;, M] e [a,, A] = [a;, M] .
Ou , a0 menos uma das trés condigdes abaixo € verdadeira :

o) (2, a) > PP g,

o) 2, > PY 5 (2, a3)

oz} (a2, A) = {as, M)



Analogamente , sendo H; - a; ndo hamiltomano , uma das condigdes B vale :

B1) (a1, a) = P o

Bz) ay— PU) - (a; , a3)

Ba) (as, AY) > (ar, M)

E para o vértice a; , também néio neutro ,

'}'1) (31 , az) - p — a;
v2) a3 > PV (a1, a2)
v3) (a1, A”) > (a2, M”’)

Nas condi¢des do teorema , 20 menos uma hipotese tipo o , uma tipo B e uma
tipo y tem que ser verdadeiras . Suponha alguma condigdo indice 1 seja
verdadeira , ou , P suceda exatamente dois vértices de C . Podemos reenumerar
C, se necessario , para obter P «~ (a; , a3) ¢ cair em &; . Como (a; , a3) > P"
, ndo valem () nem y; , pois nestes casos ou a; ou a; sucedem pY

Se valerem «; e 3, , contradizemos ser C o Gnico ciclo caractenistico de H,, ,
pois a; — p(P¥ ) > p(PYY ) 5. p(P" ) - a; — a seria um ciclo
hamiltoraano e a; sena nfo neutro . Assim , o € incompativel com B, . Logo , o
= B; .

Se valerem oy e y: , teriamos P > a; , logo PY A Mas isso obriga PV
— az{de 13) e PV « a; (de @1y) , absurdo . Donde &, = v, .

Portanto , valendo alguma condigfio tipo 1 , que supomos ser o; , a Unica
alternativa possivel ¢ o1, B3, 12
Com argumentagio totalmente analoga , vemos que se uma condi¢io tipo 2
for verdadeira , podemeos supor v , a alternativa serd oy, Pz, ¥2 .
Finalmente , supondo que nenhuma condig@o tipo 1 ou 2 seja verdadeira ,
teriam que valer todas as tipo 3 , que sdo
o3) (a2, A) = (az, M)
Bs) (a:, AY) > (a1, M)
¥3) (a1, A7) - (a2, M”)
Temos dois casos a estudar :

1) SeM=¢ = A‘=¢, pois se fosse A= ¢, terfamos PY c A(deM=¢ ) e
PYCcA‘(deAzd),eporasePs P > (a, ) = a— PV (ar, as),
que € o caso H7 .

Por outro lado , A= ¢ = M™* = ¢ , pois se M”” = ¢ deve ser PV c M, e PV
— M’ também (de A'=¢ ) . Entiio , fica (a;, 3;:) > P = (a;, a) > PV > a,,
caso By . _

EseM’=¢ = A=¢.Poisse P’ A, como PV c A=Pyu3 , PV — (a3, a3)
—=a—>PY 5 (a;,a) ,caso0 . Entio, M=d 2> A= >M =0 > A =0
=> M = P,:, oque ¢ absurdo . Pode-se chegar a resultado semelhante se
supusermos qualquer dos outros conjuntos tipo M ou tipo A = ¢ , obtendo
sempre um absurdo . Entio , o caso que resta é

2) Se todos os conjuntos tipo M ou tipo A sio = ¢ . Em particular , P¥Y = A
ePYcA = a,>PY 5 (a, a3), é0caso B,
Concluséo : a menos de rotagdo dos indices , o inico caso possivel € oy, Ba e

Y2.
Agora , para os polos de C, considere as seis possibilidades d1stmtas
(a;,a3) > x> q as - x> (a; , az)
(a1,a3) > y—>a ay >y —»{a;, az)
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(al s az) — Z—> a3 a—oz-o (32 ) 33)

Os polos tipo z, 2 ndo existem devido a B3, jAquea; > voaa >ve A'e
v e M’ que é absurdo .

Os polos tipo x ¢ P¥ | pois x < a; . Analogamente x’¢ P . Assim também ,
ye vy ¢ PV U PP pois estes Gltimos polos ou precedem (a; , a;) ou sucedem
(2,20 ea;s > PP >a; | a; > PY > (dew eys) . Verificamos até aqui b
Jea).

Das condigdes o € y; , obtemos que P ¢ formado de polos tipo x e PY ¢
formado de polos tipo x* . Da condiglio Ba, resultay e M’ e y’e A° . Logo , se
para algums, 1<s<j,y e P® (ye P9) = P¥ =« M’ (P¥ < A%) . Donde
podemos agrupar as componentes P nos quatro grupos abaixo :

T(O) — P(l)

TW=p? . uP?
T?=p4 D PP
T3 = pi

onde d é tomado de forma que T ndo contenha polos y' e T n#o contenha
polos y (a escolha de d ndo ¢ tnica ) . As unicas componentes obrigatoriamente
nio vazias sdo T ¢ T? | e elas formam uma decomposigio transitiva de Pps =
Trs*(T®, TV, T T9) . A parte direta do teorema esta demonstrada .

(<) Valendoa),b)ec), devemos apenas provar que a, , a, € a; sdo ndo
neutros . a; é ndo neutro porque Hy, - a1 = [T® U (Poz - T U (a2, 23)] e,T®
 [(Pas - T”) U (a2, 23)] . Analogamente , a; € nfio neutro

Para a; , vejamos que H, - a; = [(a; , a3) W TP U0 T e [T U TV U
{a1}] < [T® U T® U{a;}] . Sendo estes trés vértices ndo neutros , o ciclo C é o
unico minimal € H, € normal [

Os teoremas 3.2 e 3.3 sdo as ferramentas para caracterizarmos 0s torneios
hamiltonianos normais . Um resultado direto desses teoremas ¢ a caracterizagao
de subtorneios de torneios normais que possuam o ciclo caracteristico .

Teorema 3.4 ) Um subtorneio Ty, de um torneio normal H, que possua o
ciclo caracteristico deste Gltimo e ao menos um vértice de P¥ e um vértice de P
€ normal .

demonstracdo : E suficiente mostrar que valem as condigbes das reciprocas
dos teoremas 3.2 € 3.3 nos casos k = 4 e k = 3 , respectivamente , onde k =
cc(H, ) . Definamos S = [H, - T,] < P,y . Evidentemente T, = H, ¢
hamiltoniano , pois existe um ciclo ndo projetado ( o ciclo caracteristico de Hy ) .

No caso k > 3 ;este ciclo é Ay . Como (Ayx - a;) e (Ax - a;) sdo projetados
respectivamente por u e v, onde u € Hy' PV e v € Ho'~ P¥ | Ay é um
subtorneio minimal de H,,” . Claramente Py,.’= Hy,’- Ay € nao hamiltoniano , pois
Poy’= [(Pos’- He'n PY) UHLA PV e Hy'm PP« [Poi’- Ho'n PO,
com ambas componentes diferentes de ¢ . Condensando , fica Ppa’= Tr*(Q"
09 QY e P pois Ho' PV 2 ¢ = QY A P 2 ¢ . Assim também Q¥
<PY Logo,(Ax-2) > QY 52 e a — Q¥ (A - a), relaghes estas
induzidas de H, .

Finalmente , se houvesse um caminho L : a, — x; —>...— x, —> 3, com r+1 <
t, % € Pyi’ , evidentemente tal caminho estaria em H, , contradizendo a parte
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direta do teorema 3.2 . Assim , verificamos a ) , b ) e ¢ ) deste teorema para k >
3, oque prova ser Hy,” normal e ce(H, ) =k .

No caso k = 3 , vendo que o 3-ciclo caracteristico de H, estaria em H,,’, Pp.
3'C Py senta constituido de polos tipos x , x*, y e y’. Também Py.3" serd ndo
hamiltoniano , € Prn3’= Tra*(Q™, ..., Q¥), Q" < P | Q¥ c P¥ . Logo , as
componentes Q" podem ser agrupadas em quatro componentes T” , 0 <d <3,
com as propriedades de ¢ ) do teorema 3.3 = H,’sera normal , ce(H,’) =3 O

Conquanto Hz ndo tenha vértices neutros , vamos extender a notagio e
chamar A; = Hz , observando que se Hs € subtorneio caracteristico de um torneio
normal , valem as propriedades analogas ao caso k > 3 para alguma das trés
possiveis numeragdes de vértices . Qu seja, a; « PV « (As-a)) e a3 — PY
—)(A3 - a;) .

Lema 3.5 ) Hi.s torneio normal com cd(His) = 3 , k > 3 . Seja Ay 0
subtornelo caracteristico e P; os polos . Entiio , P = Trs*(x , z, X°) , [Ax wix,
x'}] = Ax:2 € vale uma das duas regras de adjacéncia para z

1 ) (am B ' S ak) —> Z— (3.1 > 42,0 ai)
2) (&, a2, &a,..,84) 2> z2>(21, a8 ,..., 8., &) coml<i<
k-1

demonstracdo : Consequéncia do teorema 3.2 . A condensagdo de P; € ndo
trivial , portanto cada componente P tem exatamente um vértice . [A; w{x ,
x’}] = Az devido as propriedades ja observadas para x , x’ . As regras de
adjacéncia para z e Ay decorrem da exigéncia ¢ } do teorema 3.2 . [J

Relativo a esse lema , observamos que , reciprocamente , se Ay = [Ax WX ,
x’}] e acrescentamos um vértice z satisfazendo as relagbes de adjacéncia
mencionadas , o torneio [Ay., w{z]}] sera normal de caracteristica ciclica k , pois
[(Ax-2 w{z})-a), ¥ 1<s<k, continua nfio hamiltoniano .

O polo z designado no lema anterior é chamado classe 1 ou 2 e tipo i
denotando-se x; ou y; , dado pelas condigBes 1 ) ou 2 ) | respectivamente .

Entdo , num torneio normal H, genérico , um polo z sera do tipo x; ou x,; se
z € PY oy pY respectivamente , ou podemos considerar um subtorneio Hi.: <
H; nas condigbes do lema 3.5 , com Hy.s = [Ax wfz , x, X’}], € z seré de classe
lou2etipoi, paraalgum 1 <i<k-1.

(@, a2,.,a)>x—>@,a,. ., 8)

ou (ai, a2, ) > vi—>(a;,a,., &1, di.1)

Nocasok=3, x=x;, X=X3 , y=y1 € Y=y, .

b

Proposicio 3.6 ) Com as notagdes x; € y; para 0s polos , as seguintes regras
de adjacéncias valem :
) x—x’ = j<1+2
2) }’1—-))/'j’:> Jﬁl
3I) x>y = psitl
4) yiaxj’b j<itl
demonstragdo : Decorre de ¢ ) do teorema 3.2 [0
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Observagdo : ndo ¢ dificil ver que as relagSes entre os indices i ¢ j acima
valem ndo apenas quando o polo i precede o polo j , mas no caso mais geral em
gue existe um caminho z; — w; =...— wq —> z;, onde cada w; ¢ polo .

Teorema 3.7 ) Um torneio H, ¢ normal se ¢ somente se valem as hipdteses

abaixo : ,
a ) H, possui o bineutral Ay como subtorneio minimal (aqui k pode ser
3),
b ) os polos associados a A, sdo dos (k-1) tipos da classe 1 ou dos
(k-1) tipos da classe 2 ;
¢ ) P.x subtorneio dos polos é nio hamiltoniano |
d) P,y admite a composi¢do
Por = Trief( TO, TP T®) | onde
T ¢ formado por polos tipo x;
T ¢ formado por polos tipo X, , X2 , Vi
T(Z) .................................... X1,X2,X3,¥2
T(i} ................................... X1 5 Xiy Xis1 L, ¥i
TV ¢ formado por polos tipo Xy , X1 , Vier
T® ¢ formado por polos tipo X,

demonstragdo . ( considerando apenas o caso k > 3 . No caso k = 3 |
reobtemos o teorema 3.3 ). (<= ) Sevalerema),b),c)e d) do teorema 3.7,
valem a ) e b ) do teorema 3.2 . Suponhamos que haja um caminho L : a, & z
S>> zg->8,comrtl<sez e Py paral <i<q . Comrelagioaz e
z4 , as possibilidades sio :

1) zépolox;=>1<r-1

2) ziépoloy,=>i=sr

3) zzépolox;>jzs

4) zyepoloy, = jzs-1

Como existe um caminho de z; para z,, devemos analizar as combinagdes (1,3)
,(1,4),(2,3) ¢ (2,4) . Coloque entdo z; € T" e z, € T® . Usamos a hipotese
d ), em cada um desses casos , para estabelecer as relacbes entreieh,jeg.

No caso (1,3) ,temosi<r-lejzs=>i+2<r+l1 <s-1<j-1 > i+3 <j. Como
h<ivl €j-2<g, obtemos T® - T® = x — x;, oque é absurdo pois isto
obriga x; e x; pertencerem a um mesmo ciclo contido em P,y . Para ndo haver
absurdo , (1,3) ndo pode ocorrer .

No caso (1,4) , hd um caminho de x; para y; via polos , e 1+2 <1+l < 5-1 <j =
h<itl <j-1<g, donde novamente T® — T™ obrigando ¥; — Xi , nova
contradi¢@o pois estes vértices estio em componentes distintas .

Nos ¢asos (2,3) e (2,4), repetimos um argumento similar , € obtemos que z; ¢
Z, pertencem a componentes distintas T™ ¢ T | mas simultancamente , estdo
num mesmo ciclo de P.x , oque contradiz d ) . Para nfo haver essa contradigdo
em nenhum caso , nio pode haver o caminho L sugerido |, e portanto |,
verificamos ¢ ) do teorema 3.2 => H, € normal .

( = ) para provar a parte direta , vemos que a ) , b ) e ¢ ) sio novamente
consequéncias dos teoremas 3.2 ¢ 3.5 e da proposigio 3.6 . Definamos , agora
, 0 seguinte arranjo dos polos P :

UV =P? P amajor unifio possivel com polos tipo x;,x,y;
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UP=PD . PP « “ « X1,%2,X3,Y1,¥1
; ) ; . . , .
UY=pP U UP™  amaior unido possivel com polos tipo Xi, ... X1, ¥1,....Y;
- ';]\:“Ii """"" 2. IIII l{;‘z 1] (13 (13
u }=P( )U...U P( ) ¢ X1, Xk-1,¥1,.. ., ¥k 2
Us" = p® L pih
Sei<s, U cU¥ . Defino

o = po

0 = g . p®
2 = @ -y
o = {jm gy
ﬁ&-lii; U
H(RJ - P(j}

Vemosque wIT” =P, eser<sell” IT¥ # ¢, entdo IT” «
H(S)
Podemos entéio compor P, como

Pog = Trn{ TIO, IV, TI®)

Finalmente , IT” so contém polos x; e ™ polos x.: , sendo ambas
componentes ndo vazias . Se 0 <i<k e I"=z¢ , 09=P“ U U P onde
P contém ao menos um polo y; ou um polo x;.; . Se algumy, € P | e houver
y; € TI" | entdio necessariamente existe um caminho de y; para y; , oque obriga
ser j 21 =>j =1 (pois II” nio contém y, para g > i) . Se houver x; € T
também concluimos j = i-1 pois haver2 um caminho de x; para y; . Logo , } €{i -
1,i,i+1}) .

Se algum x.; € P | repetindo argumentos similares para y;, ou xj ,
concluimos j=ieh e{i-1,i,i+1} . Assim, TT® s6 contém polos tipo y; , Xi.1 , X;
, Xis1 , ¢ 1 £1< k-1 . Nos casos 1 =1 ou 1= k-1, evidentemente nao existirdo
polos %y ou x; U

Observagio : a composi¢ao Py = Trisa( T? . %) é chamada COMPpOSi¢ED
canbnica de P, . Como a condensagio de um torneio € tnica , os conjuntos U™
e TI% do teorema anterior sdo definidos univocamente . Contudo , P, pode
admitir mais de uma composi¢o similar a d ) do teorema 3.7 .

Por exemplo , se H; = [Ay wfu , v, w}], com u,v,w dos tipos x;,X2,Xz ,
respectivamente , e exigindo-se H; normal ,cc(Hy)) =4 . ue TV ,w e T mas
v pode ser colocado indistintamente em T ou T® . A composigéio candnica é
n{U) = {U} , I'I(l) — {V} ) H(Z) — ¢ , H(3) — {W} _

Teorema 3.8 } Dois torneios normais H, e H,’ sio isomorfos se ¢ somente se

a) tém a mesma caracteristica ciclica |
b) tém a mesma composicdo candnica , ou ,
1) 0<igsk = TMY=m¢
2) os vértices correspondentes das i-ésimas componentes
sao do mesmo tipo .
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demonstragdo . ( = ) a ) é consequéncia direta do isomorfismo . Sendo Ay e
Ay’ os subtorneios caracteristicos de H, e H,’, respectivamente , temos f(Ay) =
Ay’ , onde f: H, — Hy’€ o isomorfismo em questdo | Disto , f{P,y ) = Poy’ . Em
particular , P,y € Ppy’ t€m condensagbes isomorfas

Poy = Tr* (P, P9)
P,i’= Tr.X(P'7,. ., P9)

Com P = P via f. Tome x; € PP ( PV = ¢ ), entio f (x;) € P . Dos
vértices de Ay , o unico que sucede x; € a; . Logo , f (a;) seré o unico vértice de
Ay’ que sucede f (x;) = f(a,) = a,” , oque define um unico isomorfismo entre A,
e Ay, que ¢ dado porf(a) =2’V 1 <i<k. Aplicando esse resultado aos polos

sex; € Prx=> (a1, a)« X« (a1 ,.., &)
={ar’,.,a) X)) e (a,., a’)
donde f (x;) € polo tipo x;” . Assim também
sey; € Pou = (a1, a1, 3 ) & Vi (&, 802, 8 )
= (3]’,‘.,, i1, am’) «— f(y,) « (ai’, ai+2_’,.,., ak_’)
e f(v) époloy’ . E comisto, fica claro que TI® = 1" | e
provamosb ).

{ & ) Como cc(H, ) = cc(Hy) = k , 0s subtorneios minimais sdo
respectivamente Ay ¢ Ay, k = 3 . Da condigdo b } , podemos considerar um
isomorfismo f : Poy — Pyy’ definindo em cada TI¥ como o isomorfismo dado
sobre I1% _ Tal f sera isomorfismo pelo fato de as relagdes entre as componentes
IT" serem as mesmas que ocorrem entre as 119", para 0 <i, q < k . Agora ,
extendemos essa f (que denotaremos ainda por f) até Ay colocando () = a;’ , 1
<i<k . Para verificar que essa extensio de f € um isomorfismo , basta ver que se
zépolo, ez a, f(z)serd do mesmo tipo de z , logo f(z) — a’=f(a;) .
Respeitando essas relagSes de adjacéncias , f é o isomorfismo entre H,, e H,” 0
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Capitulo 4

Enumeracao dos Torneios Normais

Tendo especificado totalmente a estrutura dos torneios normais , podemo
agora analisar a sua enumeragio .

defini¢do 4.1 ) Chamamos A{n,k) o nimero de nfo 1somorfos torneios
normais de ordem n e caracteristica ciclica k , e A{n) o numero de torneios

n-1
normais de ordem n . AMn)=>" A(n,k)
k=3

Consideramos o0s forneios normais com seus polos sempre na forma candnica
do teorema 3.7 . Pelo teorema 3.8 , um torneio normal de ordem n e
caracteristica ciclica k estd completamente definido , a menos de isomorfismo ,
pela estrutura de cada uma componente IT” | 0 <i <k . Entdo , fixosn e k ,
consideremos

Mok, po.pr,-..px) © numero de torneios normais de ordem e
caracteristica respectivamente n e k , e cujas ordens das componentes T1 | TT"
., TI% s@opo,pr,... px . Asrelagbes abaixo sio evidentes

M k)= Mn,k,po, PPy}, sendo tal soma sobre

todosospo+pirt.tpc=nk , pi=20Vi e po,pc=0. Chamemos estes
de torneios (1,k,po,....Px) -

Dois torneios (nk,po,....px) serdo isomorfos se e s6 se cada componente IT” de
suas composigOes candnicas forem isomorfas e os vértices associados forem do
mesmo tipo . Aplicando um principio de contagem , obtemos

, Mnk,po,...,.pr) = 1 n(mpﬂ ) W Hmpl ) nmpk )

w( TI"; ) = 1 se p; = 0 ou sera igual ac nimero de ndo isomorfos torneios
%, , se pi = 0, onde nesse isomorfismo se considera o tipo dos vértices (polos)
tal como estabelece a proposigéo 3.6 .

Nesse sentido , estamos levando_em conta uma colorigio dos vértices , ou
seja , a um torneio Ty, estd associada uma fun¢iio g - Ty, — S, S = {cores} € um
conjunto finito . Chamamos a dupla ( Ty , g) um torneio colorido ,
subentendendo-se S o conjunto de cores . Dois torneios coloridos ( Ty , g) e (
Ty’,8") serdo isomorfos se e somente se houver um 1somorfismo estrutural f que
preserve as cores , ou,

3f: Ty > Ty iso de torneios com g'e f=g .

Assim , o parametro pf Hmpi } esta associado ao numero de ndo isomorfos
torneios coloridos , num conjunto de no maximo 4 cores .

Podemos mexer arbitrariamente na estrutura de uma componente TT7; |
mantendo sempre seus vértices com as cores {Xi1 , Xi , Xi+1 , i} , € obtemos um
novo P,i’ torneio de polos de um torneio (nk,po,...,p)} . Contudo |, essa nova
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componente Il(” " podera no estar associada a decomposigdo candnica desses

polos , oque 1mpede a precisa enumeragdo desses torneios . Por isso , temos que
acrescentar a particularidade da decomposi¢io candnica ,a qual queremos
preservar (indicaremos T; =H; }:
1% = H9[x,] = ¢ é sempre hamiltoniano
Y = M"x,,%,,y;] ¢ em geral nao hamiltoniano
1% = J190x,%2,%3,y2] ¢ em geral ndo hamiltoniano , mas sua
componente mais baixa da condensago é hamiltoniana e possui um polo x; ou y»
, que denotaremos por X3’ ou y»’
1_.[(2) = I‘I(z)[XI,XZ,X;,YZj] < H(Z),[XI,XZ,X:%,YZ]
e para 2 <i1<k-2 também teremos
% = HODx1,%5,%i%95° ] < T2 [xi1,%3,%001,Y1]
sei=k-1
%Y = H* D e, v ] < T [0, %01, Y11
T = H™[x,.,] ser4 sempre hamiltoniano .
Poi = Tra *(HO , I H? T HY 11V B®D, 1% H®)
com H” HY2¢ e se M7 2¢=>HY=¢, 2<isgk-1.

Cada uma dessas componentes sdo univocamente definidas , sdo torneios
coloridos com no maximo quatro cores , € em alguns casos , contém a0 menos
uma cor entre uma ou duas pré-fixadas

Definimos agora

” = numero de torneios hamiltonianos coloridos nio isomorfos de
ordemp, com no Maximo i cores .
1, = niimero de torneios coloridos nio isomorfos de ordem p , com
no maximo i cores .

3;" = nuimero de ndo isomorfos torneios hamiltonianos coloridos ,

com exatamente 1 cores .
As seguintes relagdes de recorréncia podem ser obtidas entre essas fungdes :

1} AN 1} .
1 2 i

—1

B _ o0 SRR
1, =0, +Zc T, que podem ser mostradas por argumentos

r=1
simples de combinatodria .
Finalmente , definimos 6™, e o™, | respectivamente , o niimero de ndo
isomorfos torneios hamiltonianos de ordem P , com no maximo 3 cores sendo 1
fixa ou no maximo 4 cores , com 1 escolhida entre 2 fixas .

0-;‘1) - G“) +2.6 ‘”(1) +0(3)

ot =200 +50" +407 +6"

Aplicando as férmulas gcnma para a obtengdo de p{ )
sep=0, W(M") =1,V 1<i<k-1
sep=z0,
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(0)y _
n( )=o)
H(H(])) — 1(3)

M(H(l)) 0(42)+20(42)T(4) , 2<i<k-2

=1

”(H(k Y= 0(31)+ZU(31) W
r=1
(k)Y — (1
W)= o)

Exemplos :

1) para o 3-ciclo Hi

o”=1 , o”=2, 6V=2, g”=0
‘”P23?+0?

2) paraT, , V=2, t¥=4

3) Se H, € um torneio hamiltoniano cujo unico automorfismo ¢ a identidade , e
indicando ¢”’(H,) ou ¢'’(H,) o nimero de torneios coloridos da forma (H, ,f
) , tendo exatamente ol a0 MAXimo i cores , temos

c'(H, )=1" , queé o nimero de fungBes que existem entre um
dominio de n elementos ¢ um contradominio de 1 elementos .

SV(H,)=i" —(iijﬁ“”’(Hn)—[i_iz] G, ). U G*(H,)

Com essas formulas , apds efetuar o caleulo de 6, 6\, (" (vide apéndice)

para os primeiros valores de i, p , obtemos a tabela abaixo :

n A(n3) An4) A(nS) An6) A(n7) A(n8) A{n)
3 1 1
4 0 0
5 1 1
6 4 1 5
7 17 6 1 24
8 82 33 8 1 124
9 516 200 53 10 I 780
10 4760 1520 366 77 12 1 6736
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Proposicio 4.2 ) Apresentamos , agora , algumas formulas para A(n,k) , nos
casosn-k=2,3,4, 50ub:
Mk+2k)y=1
Ak+3,k)=2k-2
Mk+4k)=2K +2k-7
Mk+SK) = (4K +24K* +38k-192)/3
MkH6.k) =2k + 28K  + 172 k* + 422 k - 2184) / 3

Por exemplo , se a diferenga caracteristica for 3 , o torneio dos polos P; sera
o proprio transitivo Tra*(x: , Z , X1} , € z podera ser qualquer um dos 2.(k-1)
polos . Portanto , A(k+3,k)=2k-2.

Se a diferenga caracteristica for 4 | Py = Py(x;,2,,23,X1) € temos duas
posibilidades :
a) P4 possuium 3-ciclo . Entdo , Py = Tr(Hs |, %) ou Py =Try(xg
, H3) , portanto , ha apenas dois casos .
b) P, é transitivo , Py = Try*(x1,21,22,%1) , 23 € 2 podendo ser polos
tipo x ou y . Se forem ambos tipo x , com x; < X; ,

k-1 k-1 .
Sex =2, 21 :w—fi sera o numero de
| i=1 jemac{i-2,1
torneios associados . Analogamente ,
N (k-—l)(k+2)_1 e § = k(k-1)

Sx,_\' = Sy,x 2 v.¥ 2 ]

AMK+4K) =2+ 8, + Sey + Syt Syy =2k +2k-7 .
A demonstragdo das ultimas duas formulas segue linha similar []

Chamamos um torneio hamiltoniano 3-neutral quando este possui exatamente
trés vértices neutros .

Teorema 4.3 ) Paran > 6, os torneios 3-neutrais de ordem n sdo os torneios
normais com diferenga caracteristica = 3 | e existem 2.n - 8 ndo isomorfos para
essa ordem .

demonstragdo : Sabemos que cd(H, ) < v(H, ) (vide [2]) . Entéo , se H, € 3-
neutral ,en=6,cd(Hy) =2 ou 3. De[2], os tnicos torneios Hy’com cd(H;’)
=2 ¢1i2 6 si0 os bineutrais . Logo , cd(H, ) =3 > cd(H, )= v(H,) e H,¢
normal . Da proposicdo 4.2 , existem A(nn-3) = 2{n - 3) - 2= 2.n - 8 desses
torneios , ndo isomorfos L
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Apéndice

(i) (i

1) Primeiros valores de ¢ ,c@ et
p 1 2 3 4 5 6
ol=¢) 1 0 ] 1 6 35
ol 0 0 2 14 140
c,’ 0 0 2 36 684
G 0 0 0 24 1088
o,? 2 0 4 16 152
AL 3 0 11 81 1122
o, 4 0 24 256 4688
CASUEE 0 765 970
ot 2 0 20 240 4536
1" 1 1 2 4 12 56
B2 4 12 48 2%
7" 3 9 38 228 2148
7, 4 16 88 704 8912
2) valores para P(I1{")
p 0 1 2 3 4 5 6
p(I)=p@®) 1 1 0 1 1 6 35
w(IIy ] 3 9 38 228 2148
M), 2<i<k-2 1 2 8 52 496 7224
W(TI") 11 3 16 124 1456
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