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Resumo

Efetua-se um estudo sistematico das equagoes diferenciais parciais, lineares,
de segunda ordem e do tipo hiperbdlico, isto é, aquelas equagoes que estao asso-
ciadas com o problema envolvendo a propagacao de ondas. Como uma aplicacao,
discute-se o problema de ondas de corrente e ondas de tensao, através da chamada
equacao do telégrafo, também conhecida como equacao dos telegrafistas. Casos
particulares sao discutidos tanto do ponto de vista matematico quanto do ponto
de vista fisico. Apresenta-se o método de Riemann como ferramenta para discutir

a solucao geral.



Abstract

We perform a systematic way to study the linear, second order partial differen-
tial equation of the hyperbolic type, that is, those equations which are associated
with the problem involving wave propagation. As an application, we discuss the
problem associated with the current waves and tension waves by means of the
so-called telegraph equation, also known as telephone equation. Particular cases
are discussed in both sense, Mathematic and Physical point of view. We also

present the Riemann’s method as a powerful tool to discuss the general solution.
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Introducao

O estudo das equacoes diferenciais parciais, em particular, aquelas
associadas ao fenomeno da propagacao de ondas! faz parte de uma grande 4rea da
Matematica, a Analise. A equacao de onda ocorre principalmente em Acustica,
na Elasticidade e no Eletromagnetismo. Em relacao a formulagao, podemos men-
cionar que, na Actstica pode ser usada quando a perturbacao é causada por um
corpo em movimento, por exemplo, um fluxo supersonico. Na Elasticidade, as-
sociada as vibragoes transversais em cordas e membranas, bem como em ondas
longitudinais em barras enquanto que no Eletromagnetismo, a propagacao de

ondas eletromagnéticas?.

Antes de explicitarmos algumas situagoes envolvendo a equacao de onda,
voltemos as equacoes diferenciais parciais, em geral. Uma equacao diferencial par-

3 e de segunda ordem ¢ classificada quanto ao tipo como:

cial, linear
(i) equagao do tipo eliptico associada, por exemplo, a problemas advindos da
eletrostatica; (ii) equac@o do tipo parabdlico, associada a problemas envolvendo
processos de difus@o e (iii) equagoes do tipo hiperbdlico associada a problemas
de propagacao, interesse principal deste trabalho. Esta classificacao diz respeito
a uma certa regiao do espaco. No caso em que a equacao diferencial parcial
pode mudar de tipo, numa determinada regiao, dizemos que é uma equacao do
tipo misto. Neste trabalho vamos nos ocupar apenas com as equacoes de se-

gunda ordem, do tipo hiperbdlico, em particular, com coeficientes constantes, o

que garante nao haver mudanca de tipo, isto é, serda sempre uma equacao dife-

'Daqui em diante, vamos chamar esta equacdo apenas pelo nome de equacio de onda.
2G. B. Whitham, Linear and Nonlinear Waves, John Wiley & Sons, New York, (1974).
3A classificacdo que vamos apresentar pode ser estendida, também, para as equacoes dife-

renciais parciais quase-lineares.



2 Introducao

rencial parcial, linear, de segunda ordem, com coeficientes constantes e do tipo
hiperbdlico, ou ainda, a equacao de onda.

Sao muitos os nomes associados a equacao de onda, dentre os quais pode-
mos mencionar os classicos problemas da corda vibrante, aquelas que regem as
pequenas oscilagoes transversais de uma corda homogeénea, uniformemente dis-
tendida (problema unidimensional) e da membrana, folha de espessura muito
fina, formada de material flexivel, a qual se supbe esticada (problema bidimen-
sional), ambos relacionados ao nome do filésofo, matematico e fisico francés Jean
le Rond d’Alembert (1717 — 1783) e a equagdao de Klein-Gordon*, advinda da
Mecénica Quantica, versao relativista da equagao de Schrodinger® (1887 — 1961).
Esta é uma equacao do tipo onda que carrega termos relativistas®. Um outro
nome associado a equacao de onda é o do médico e fisico alemao Hermann Fer-
dinand Ludwig Von Helmholtz (1821 — 1894), cuja equacao que leva o seu nome
(equagao de Helmholtz), é obtida apés a separacao de varidveis da equagao de
Klein-Gordon, por exemplo. Neste caso, por nao ocorrer explicitamente a parte
temporal (a equacao de Klein-Gordon é de segunda ordem no tempo), a nomen-
clatura é tomada por extensao de linguagem, assim como também o é, em relacao
as equacoes de Maxwell” (1831 — 1879). Enfim, podemos estender a nomen-
clatura, também, para outros tipos de problemas, em particular, a equacao de
onda no universo de de Sitter, nome ligado ao matematico, fisico e astronomo
holandés Willen de Sitter (1872 — 1934), isto ¢, uma equagao de onda estendida
para problemas considerado o universo como um universo pentadimensional®.

E, também, de se mencionar a importancia da geometria do problema, isto

4Oskar Benjamin Klein (1894 — 1977): fisico tedrico sueco e Walter Gordon (1893 — 1939):
fisico alemao.
SErwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger, fisico austriaco ganhador do Prémio Nobel de

Fisica em 1933 por esta equagao.
6A. Goswani, Quantum Mechanics, Wm. C. Brown Publishers, Dubuque, (1997).
7James Clerk Maxwell, fisico e matemético escocés, conhecido por ter dado a sua forma final

a teoria moderna do eletromagnetismo que une a eletricidade, o magnetismo e a otica.
8D. Gomes e E. Capelas de Oliveira, Equacdes de Onda no Universo de de Sitter, Tend.

Mat. Apl. Comput., 4, 51 — 60, (2003).
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é, as condicoes de contorno convenientemente impostas levam em conta a forma
geométrica de onde, em geral, por conter o Laplaciano, o sistema de coordenadas

também ¢ de fundamental importancia®.

Passemos agora a mencionar alguns exemplos onde a equagao de onda aparece
explicitamente. (i) equagoes de Maxwell: conjunto de quatro equagdes que predi-
zem ondas de campos magnéticos e elétricos oscilantes. No caso em que nem
a permeabilidade nem a permitividade (caracteristicas do meio) dependem da
freqiiéncia, as equagoes de Maxwell, num meio infinito, podem ser conduzidas a
uma equacao de onda, satisfeita para cada componente cartesiana dos campos
elétrico e indugao magnética. No caso de um dispersor, isto é, o produto per-
mitividade vezes permeabilidade é funcao da freqiiéncia, obtém-se uma equagao
de onda tipo Helmholtz'. (ii) potencial velocidade: neste caso, o problema pede
determinar as freqiiéncias possiveis para ondas sonoras em um gas, contido numa
regiao delimitada por duas esferas rigidas e concéntricas. Aqui, devido a sime-
tria, o potencial velocidade é solucao de uma equacao de onda cujo Laplaciano
é escrito em coordenadas esféricas'!. (iii) funcao de onda: advinda da Mecanica
Quantica, temos que a chamada funcao de onda satisfaz uma equacao de onda,

conhecida pelo nome de equacao de Klein-Gordon'?2.

Neste trabalho, estamos interessados na propagacao de ondas de corrente e
tensao em cabos, isto é, um problema que esta relacionado com a transmissao de
informagoes. O problema especifico, descrito por uma equacao de ondas, a ser
estudado é o chamado problema do telégrafo, ou seja, propagacao, no tempo, de
ondas de tensao e corrente, constituido por uma equagao de ondas, obtida através
de consideracoes fisicas envolvendo grandezas fisicas, cuja discussao é feita tanto

do ponto de vista fisico quanto do ponto de vista matematico.

9E. Roméo Martins e E. Capelas de Oliveira, Equacées diferenciais, método de separacio de

varidveis e os sistemas de Stéckel, Colegao Imecc, Vol. 4, Imecc-Unicamp, Campinas, (2006).
107, D. Jackson, Eletrodindmica Cldssica, 2* Edigao, Guanabara Dois, Rio de Janeiro, (1983).
1], Irving and N. Mullineux, Mathematics in Physics and Engineering, Academic Press, New

York, (1959).
12A. Goswani, Quantum Mechanics, Wm. C. Brown Publishers, Dubuque, (1997).



4 Introducao

Este trabalho esta disposto da seguinte maneira: no primeiro capitulo apre-
sentamos uma classificacao para as equacoes diferenciais parciais, lineares e de se-
gunda ordem, com énfase nas equagoes do tipo hiperbdlico, aquelas associadas ao
problema de propagacao. No segundo capitulo, apds a introducao das chamadas
fungoes diferenca de potencial instantaneo e corrente instantanea, consideradas
ao longo de um fio condutor, discutimos a equacao do telégrafo, analisando o
comportamento fisico em alguns casos especificos das grandezas em consideracao.
No terceiro capitulo é apresentado o método de Riemann'® (1826 — 1866), ferra-
menta bastante util para discutir problemas envolvendo propagacao cuja equacao
de ondas contém termos dissipativos!*. Um apéndice envolvendo um estudo sis-
tematico do método de Frobenius!® (1849 — 1917) , associado as fungoes de Bessel

(1784 — 1846) e as fungoes de Bessel modificadas'®, conclui o trabalho'”.

13Georg Friedrich Bernhard Riemann, matemético alemio que fez contribuicoes importantes
para a analise e a geometria diferencial, algumas das quais abriram caminho para o desenvolvi-

mento da relatividade geral.

A N. Tijonov e A. A. Samarsky, Ecuaciones de la Fisica Matemdtica, Editora Mir, Segunda,
Edicién, (1980).

5Ferdinand Georg Frobenius, matematico alemio que fez importantes contribuicoes para a
teoria dos grupos.

6 Homenagem ao matemédtico e astronomo alemao Friedrich Wilhelm Bessel.

I7E. Capelas de Oliveira, Funcées Especiais com Aplica¢ées, Editora Livraria da Fisica, Sdo

Paulo, (2005).



CapiTULO 1

Equacoes Diferenciais Parciais

1.1 Introducao

A maior parte das equagoes diferenciais parciais (EDPs) surge de modelos
fisicos, que motivam o seu estudo, sugerem propriedades matemaéticas inerentes
as solugoes destas equacoes, além de fornecer métodos para resolvé-las. Muitas
EDPs importantes aparecem através de leis de conservacao.

Empregamos equagoes diferenciais parciais para modelar e resolver problemas
ligados a varias areas do conhecimento. Destacamos: Actstica, Aerodinamica,
Elasticidade, Eletrodinamica, Dinamica dos Fluidos, Difusao de Calor, Otica,
Mecanica Quantica, Relatividade, dentre outras. Devemos ressaltar que nem
todas as EDPs sao construidas a partir de modelos matematicos, mas o estudo
de modelos é fundamental para a compreensao do funcionamento destas equagoes.

Enfim, um bom nimero de ramos da fisica tedrica é descrito em termos de
equacoes diferenciais parciais ou equagoes diferenciais ordinarias. Quando a for-
mulagao ¢ feita a partir de EDPs, na maioria das vezes, sao EDPs de duas ou
mais variaveis independentes. Neste trabalho, damos énfase especial aquelas com
duas variaveis independentes. Além disso, vamos priorizar as EDPs de segunda

ordem, pois estas ocorrem com freqiiéncia na Fisica.

5



6 Equacoes Diferenciais Parciais

Vamos citar as EDPs encontradas com maior freqiiéncia.

1.1.1 Equacao de Laplace:

A equagao de Laplace' (1749 — 1827), uyy + uyy = 0 com u = u(x,y) é
uma equacao linear de segunda ordem homogénea?. Esta equacio em dimensoes
maiores fica: V2u = Au = 0 onde V? é o operador de Laplace, conhecido como
Laplaciano®. Estas equacoes ocorrem em estudos de fenomenos eletromagnéticos,

dinamica dos fluidos, fluxo de calor e gravitacao, por exemplo.

1.1.2 Equacao de Poisson:

A equagao de Poisson* (1781—1840), tz,+u,, = h(z,y) com u = u(x,y) é uma
equacao linear de segunda ordem nao-homogénea. Esta equacao em dimensoes

. 1Y , . , .
maiores fica: V?u = ——, onde V? é o Laplaciano, p é a densidade de carga,

€o
considerada funcao das coordenadas e €y é constante. Esta equacgao esta asso-
ciada a fenomenos fisicos estacionarios, isto é, independentes do tempo, como

por exemplo, potenciais eletrostaticos.

1.1.3 Equacao de onda:

A equagao de onda, uy = c*uy, com u = u(x,t),t >0, 2 € R e onde c >0
é uma constante (que tem dimensoes de velocidade), é uma equagao linear de
segunda ordem homogénea. Esta equacao em dimensoes maiores fica: VZu =
C—lzutt onde u = u(x,t),x = (11,...,2,) € R", e V? é o Laplaciano em R". Esta

equagao esta associada a fenomenos ondulatérios.

'Pierre Simon Laplace, matematico, astrénomo e fisico-quimico francés.
5 . . .. ou
Usamos a notacao para derivadas parciais ora na forma — ora u,.
x
30 sfmbolo V- V = V2 = A est4 relacionado com o chamado operador nabla ou del que, no
0 . ~ 0
caso tridimensional, é dado por V =i— + j— 4+ k—. Aqui o ponto denota produto escalar.

ox dy 0z

4Siméon Denis Poisson, matemético e fisico francés.
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1.1.4 Equacgao de difusao:

A equagao de difusao, u; = a?uy, com u = u(x,t), t > 0, x € R e onde a? ¢
uma constante, € uma equagao linear de segunda ordem homogénea. Esta equagao
em dimensoes maiores fica: V2u = % u onde u = u(z,t), x = (x1,...,x,) € R,
t > 0 e V? ¢ o Laplaciano em R™. Esta equacdo estd associada a problemas de

difusao de calor.

1.1.5 Equacao de Schrodinger:

A equacao de Schrodinger, [—%VQ +o (@, )| Y (Z,t) = ih%w (Z,t) onde
m e h s@o constantes positivas e v (Z,t) é o termo de potencial, é uma equacao
linear de segunda ordem, homogénea, que estuda a evolucao temporal da chamada
funcao de onda 7,02(5, t). Para o caso independente do tempo, podemos conduzir a

D)
equagao em [—Q—VQ + v (Z)| ¥ (¥) = Ev (¥), onde E é uma constante associada
m

a energia.

1.1.6 Equagao do telégrafo:

A equagao do telégrafo, v, = (CL)vy + (CR+ GL)v + (GR)v onde v =
v(z,t) é a tensdo elétrica em cada instante, sendo L,C, R e GG, respectivamente
a indutancia, capacitancia, resisténcia e condutancia totais do circuito, consid-
eradas por unidade de comprimento, ¢ uma equacao linear de segunda ordem,
homogénea que rege o comportamento das cargas na propagacao de um sinal em
fios condutores de comprimento ¢, de se¢ao circular reta de raio a, tal que £ > a.
Ela utiliza a teoria eletromagnética de Maxwell e esta forma foi primeiramente

obtida pelo matemadtico inglés Oliver Heaviside (1850 — 1925), em 1876.

As equacoes citadas nos exemplos acima sao de grande interesse do ponto de
vista fisico, sao protétipos das chamadas equacoes diferenciais parciais dos tipos
eliptico, parabdlico e hiperbdlico e o conhecimento de suas propriedades permite

estudar equacoes mais gerais do mesmo tipo.
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1.2 Definicoes basicas

Uma equacao diferencial parcial é uma equacao envolvendo duas ou mais
varidveis independentes z,y, 2, t, ... e derivadas parciais de uma funcao (variavel

dependente) u = w(x,y,z,t,...). De maneira mais precisa, uma EDP em n

variaveis independentes x1, ..., z, ¢ uma equacao da forma
ou ou  0*u Pu 0*u o
F(ml,...,$n,u,—,..., S A3 g vooq g ) =0, (L)
0y Ox,, Oxy 0x%’ 010z, oxk
onde z = (z1,...,x,) € ©, Q é um subconjunto aberto de R, F é uma funcao

dada e u = u(x) é a fungao que queremos determinar [9].

A ordem de uma EDP é a ordem da mais alta derivada que ocorre na equacao.
A EDP ¢ linear se é de primeiro grau em u e em todas as derivadas parciais que
ocorrem na equac¢ao. Além disso, uma EDP é homogeénea se o termo que nao
contém a varidavel independente é identicamente nulo. Exemplificando:

1. EDP linear de primeira ordem
- ou
Z a; (3:)8— +b(z)u + c(x) =0, (1.2)
i=1 xj

onde algum dos coeficientes a; nao ¢ identicamente nulo.

2. EDP linear de segunda ordem

i=1 j=1 J=
onde algum dos coeficientes a;; nao ¢ identicamente nulo.
Em particular, para o caso de duas variaveis independentes, podemos escrever

as equagoes (1.2) e (1.3), respectivamente, nas formas

ou ou
€
0*u 0%u 82u ou du

onde A, B,C,D,E, F,Geu sao fungoes de x e y.
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A parte da EDP que contém as derivadas de maior ordem, chamada parte
principal, em muitas situacoes determina propriedades da solugao desta EDP. As
EDPs nao lineares que apresentam parte principal linear sao chamadas quase-

lineares ou semi-lineares.
1.3 Operador linear - principio da superposicao

As equagoes diferenciais parciais lineares de qualquer ordem podem ser apre-

sentadas como uma equacao envolvendo um operador linear, isto é,
Lu = f, (1.6)

onde u é a funcao desconhecida, f é uma funcao de varias variaveis e L é uma
combinacao linear de derivadas.
Para exemplificar e sem perder a generalidade, vamos usar a equacao (1.6)

para reescrever a equacao (1.3). Assim, temos
Lu:;;% 8951835 +Zb r) +c(x)u(z) = f,  (1.7)

onde f = —d(z). Se f =0, a EDP
Lu=0 (1.8)

é chamada equagao homogénea associada a equagao (1.6).
Prova-se que qualquer combinagao linear das solugoes da equagao (1.8) é
também uma solugao, isto é, se uq,...,u, satisfazem (1.8) e se aq,...,q,, sao

escalares, entao
m
U= g U (1.9)
=1

é também solucao de (1.8). Este é o principio da superposi¢ao para EDPs ho-

mogeneas.
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1.4 Condicoes de contorno e iniciais

Em geral, para garantir a existéncia e a unicidade de solucao de problemas
fisicos dependentes do tempo, (como é o caso de fenémenos de difusao de calor
e fenémenos ondulatérios), isto é, para que os problemas sejam bem postos, é
necessario fornecer as condicoes iniciais. Estas condigoes compreendem a posicao
inicial e a sua velocidade inicial, ressaltando que ambas devem ser expressas por
fungoes continuas. Além destas, no caso de intervalos finitos, devemos impor as
condigoes nas extremidades do sistema fisico, as chamadas condi¢oes de contorno.
Assim, as solugoes, quando é possivel acha-las, devem satisfazer certas condigoes
impostas, que podem assumir formas como as descritas a seguir.

Tomando como modelo mateméatico o problema das vibragoes de uma corda
homogénea de comprimento ¢, distendida com uma tensao constante ao longo do

eixo x de 0 até /¢, descrito pela equacgao
2
Ut = C Uy

para 0 <z < { e t > 0, onde ¢ ¢é a velocidade de propagacao na corda, consi-
derada constante® e u = u(x,t), a varidvel dependente, representa o deslocamento

de um ponto da corda a partir da posicao de equilibrio u = 0, temos:

1.4.1 Condicoes de Dirichlet - extremidades fixas

Nas condigoes de Dirichlet®(1805 — 1859), as extremidades estao fixas e as

condicoes de contorno do problema sao dadas por

u(0,t) =u(l,t) =0 se t>0.

°Se a corda possui uma densidade linear de massa constante p e estd submetida a uma

tensdo 7, a velocidade ¢ é dada por ¢? = 7/p.
6Johann Peter Lejeune Dirichlet, matemético alemio a quem se atribui a moderna definicao

formal de funcgao.



1.4 Condigoes de contorno e iniciais 11

Sob o ponto de vista matematico nao interessa a natureza do processo que provoca
o inicio das vibragoes. O que importa é o deslocamento inicial da corda, represen-
tado por u(z,0), e 0o modo como a corda é abandonada nesta posicao, ou seja, a
velocidade inicial representada por u;(z,0), que sdo chamadas condigoes iniciais.

Assim, devem ser dados

u(z,0) = f(x) se 0<z <Y,
ur(z,0) =g(z) se 0<z </
onde as condigoes iniciais f(z) e g(z) sdo fungoes continuas. Um problema deste

tipo é conhecido como um problema de valores inicial e de contorno, ou abre-

viadamente, um PVIC.

1.4.2 Condigoes de Neumann - extremidades livres

Nas condigoes de Neumann” (1798 —1895), a corda de comprimento ¢ tem suas
extremidades forcadas a nao se afastarem de trilhos colocados perpendicularmente

a corda, no plano (z,u) de vibragao. Isso implica em
u.(0,t) = u,(0,t) =0 se ¢t >0,

que sao as condicoes de contorno do problema. Para as condicoes iniciais podemos

considerar as mesmas do caso anterior, por exemplo.

1.4.3 Condigoes mistas

Podemos considerar, dentre outros, o caso de vibracoes de uma corda cujas
extremidades se movem, transversalmente, de acordo com leis conhecidas. Neste

caso,
u(0,t) =a(t) se t>0,
uz(0,t) =b(t) se t>0.

"Franz Ernst Neumann, mineralogista, fisico e matemético alemao.
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A equacao uy = c*uy, descreve o movimento de uma corda vibrando livremente.
No caso que atuam forgas externas, obtemos diferentes equagoes para descrever
o movimento da corda. Destacam-se equagoes com vibracoes forcadas, vibragoes
amortecidas e vibragoes sob a¢ao de forga restauradora [7].

Resumindo, EDPs podem ser resolvidas com condicoes iniciais, exatamente
como as EDOs ou com condicoes de contorno que prescrevem o valor da solucao
ou sua derivada em superficies, curvas ou pontos do contorno. Quando a solugao
¢é prescrita sobre o contorno, a EDP estd associada ao problema de Dirichlet; se
a derivada normal da solucao é prescrita sobre o contorno, a EDP esta associada

ao problema de Neumann [1].

1.5 EDP de primeira ordem

Abordamos nesta secao as equacoes diferenciais parciais lineares ou quase
lineares de primeira ordem empregando, para soluciona-las, o método das carac-
teristicas. Para uma melhor visualizacao dos conceitos, vamos considerar apenas
duas varidveis independentes = e y e a varidvel dependente u = u(z,y). Desta

forma, vamos procurar solucao de EDPs expressas por

P(r.y) 2+ QL. y>§—;‘ T Rz, y)u = S(x.y). (1.10)

Logo, considerando o operador linear de primeira ordem

0 0
L=P — — 1.11
atuando na funcao u = u(z,y), obtemos
ou ou

Vamos resolver a equacao diferencial parcial de primeira ordem, quase-linear,
Lu = S(z,y) (1.13)

em um aberto Q € R?, supondo que P, Q, R, S € C'(Q).
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A teoria das EDPs lineares de primeira ordem com duas varidveis indepen-
dentes é semelhante a teoria das EDOs. Isto porque, para resolver a equacao
(1.13), empregando o método das caracteristicas, podemos mudar convenien-
temente as coordenadas (x,y) para as coordenadas (£,n) onde & = £(x,y) e
n =n(z,y) com £ e n de classe C1, de modo a transformar esta equagiao em outra
onde s aparecga a derivada em relagao a uma variavel, permitindo-nos resolver a
EDP como se fosse uma EDO.

Assim, resolvemos as EDPs do tipo da equagao (1.13), integrando ao longo de
curvas, chamadas curvas caracteristicas planas, que se constituem numa familia

de curvas associadas as EDPs e que satisfazem o sistema
(1.14)

e utilizando uma curva auxiliar C' que intercepta transversalmente as curvas ca-
racteristicas.

As curvas caracteristicas planas associadas a equacao (1.13), também sao
solucoes da EDO de primeira ordem

dy  Q(z,y)
de  P(z,y)

(1.15)

Quando as solugoes da EDO (1.15) tiverem a forma n(x,y) = k com k constante,
devemos tomar 1 como uma das novas variaveis. A escolha de £ pode ser feita
livremente, desde que seja garantido que £ = £(z,y) e n = n(z,y), pois é uma

mudanca de varidvel de classe C! em €. Para tanto é necessario que o jacobiano

o _|& & -
8(:1:,y) Ne Ty
_o¢ o _On o On
com &, = E §y = oy’ Ny = e ny = o nao se anule em €.
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Para fixar idéias, vamos resolver a equacao
—2yuy +u, =ye” (1.17)

com u = u(x,y), que é uma EDP linear de primeira ordem, nao homogénea.

Com auxilio das curvas caracteristicas planas e de uma curva auxiliar C'
transversal a familia de curvas caracteristicas, podemos fazer a mudanca de
variavel £ = &(z,y) e n = n(z,y) de forma a obter uma equagao mais simples. As
curvas caracteristicas planas para a equagao (1.17) sao dadas por

T ==2(0) _ 2(§)=——2ci+e=—(E+a)+d+c

y (€ =1 y(€) =&+a
com ¢; e ¢y constantes. Da solucao do sistema de EDOs concluimos que as
curvas caracteristicas planas sao as pardbolas © = —y? + k, k constante. De
modo equivalente, poderiamos obter a familia de curvas caracteristicas através
da relacao
dx d
— (1.18)
P(z,y)  Qz,y)

com P(z,y) = =2y e Q(z,y) = 1.

Com efeito, usando a relagao (1.18) temos que as curvas caracteristicas satis-

fazem a EDO

dx dy
— = — =dr = —2yd
oy 1 ydy
cuja solucao fornece a familia de curvas x = —y? + k, onde k é uma constante.

Tomando como curva auxiliar o eixo z , procuramos £ e 1 com

z(En) =—[+amP+em), z0,m) =n

(1.19)
y(&n)=E&+eci(m), y(0,m) =0

de onde segue-se
r=—8+n  y==¢

Ou, equivalentemente, explicitando £ e 7,

E=y, n=x+y". (1.20)



1.6 EDP lineares de segunda ordem 15

Observe que n é uma constante ao longo das curvas caracteristicas planas e
a curva auxiliar corresponde a ¢ = 0. Fazendo a mudanca de varidvel (1.20) e

tomando v (&£, 1), v satisfaz a equacao
Ve = fe_£2+"
cuja solucao geral é dada por

v(Em) = —5 e+ (1),

onde f (1) s6 depende da variavel 7.
A solugao geral da equagao (1.17) é dada por

u(r,y) = —5 ¢+ f (24 47), (1.21)

onde f € C'(R?) é arbitraria [9].

1.6 EDP lineares de segunda ordem

Abordamos nesta secao as equacoes diferencias parciais lineares de segunda or-
dem. Dentre todas as EDPs, talvez as mais importantes, pois um grande ntimero
de problemas fisicos, quando formulados em termos matematicos, conduzem a
equagoes diferenciais parciais, freqlientemente lineares e de segunda ordem [3].

Vamos classificar as equagoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem,
definir suas curvas caracteristicas e apresentar suas formas canonicas. Con-
sideramos apenas duas variaveis independentes x e y e uma funcao incégnita
u = u(z,y), que possui derivadas parciais continuas até segunda ordem em am-
bas as varidveis independentes num dominio € C R2.

Como vimos na Secao 1.2, estas equagoes tém a seguinte forma geral

Ay, + 2Bugy + Cuyy + Duy + FEuy + Fu =G (1.22)

2 2 2
0“u 0“u 0“u ou @,eA,B,C,D,E,

A o Uyy = 75, Uzy = y Up = 7, Uy =
ox2 " oy’ Y Oxoy oxr’ Y Oy
F, G e u sao fungoes de = e y.

onde u,, =
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Vamos supor que todos os coeficientes presentes na equagao (1.22) sao con-
tinuamente diferencidveis em 2 C R? e que os coeficientes A, B e C nao sao
simultaneamente nulos. Destaca-se a parte principal desta equacao que é o ope-

rador linear de segunda ordem atuando na func¢do u = u(z,y)

Lu = A(z, y)uss + 2B(2, y)usy + C(z,y)uy,. (1.23)

1.6.1 Classificacao das EDPs

Em analogia com as conicas, vamos classificar as EDPs da forma (1.22) quanto
ao tipo, em cada ponto (xg, o) de seu dominio analisando sua parte principal,
ou mais precisamente, analisando o discriminante A (x,y) associado a equagao,

definido por

Defini¢ao 1.1 A EDP dada por (1.22) é dita uma equagao
(i) Parabdlica no ponto (xo,y) € @ se A (xg,yo) = 0,
(ii) Hiperbdlica no ponto (xg, o) € 2 se A (zg,yo) > 0,

(iii) Eliptica no ponto (g, o) € Q se A (zg,yo) < 0.

A equagao (1.22) é dita parabdlica (respectivamente hiperbdlica, eliptica) em
) se for parabdlica (respectivamente hiperbdlica, eliptica) em todos os pontos de
Q). Esta equacao pode mudar de tipo no dominio de defini¢ao de seus coeficientes;
neste caso dizemos que a EDP é de tipo misto, o que nao ocorre quando A, B e

C sao constantes. Um exemplo é a equagiao de Tricomi® (1897 — 1978)

com u = u(x,y) que é do tipo misto a saber: é eliptica no semi-plano y > 0,

parabdlica no eixo dos x e hiperbélica no semi-plano y < 0 [9].

8Francesco Giacomo Tricomi, matematico italiano.



1.6 EDP lineares de segunda ordem 17

Dentre as equacoes citadas na introducao deste capitulo, em particular, com
duas variaveis independentes, destacamos, por exemplo, que as equacoes de Lapla-
ce e Poisson sao do tipo eliptico, a equacao de onda ¢é do tipo hiperbdlico e a
equacao de difusao de calor é do tipo parabdlico. A equacao do telégrafo é, em
geral, uma equacao do tipo hiperbdlico mas, dependendo dos parametros, pode

ser uma equagao do tipo parabdlico.

Uma propriedade fundamental, associada as EDPs de duas variaveis indepen-
dentes, diz respeito ao fato de ser sempre possivel encontrar uma transformacao
de coordenadas que deixa a equagao (1.22) invariante quanto ao tipo. Para tanto,
basta que o jacobiano da transformacao seja diferente de zero, ou seja, a trans-

formacao seja inversivel.

Para demonstrar esta propriedade, suponhamos uma transformacao genérica

dada por

é.:f(x?y)

(1.26)
n=n(xy)

onde ¢ e n sao fungoes com derivadas continuas até segunda ordem, em uma

vizinhanga do ponto (zg,yo) € 2 com Jacobiano

9 | & &
8(m,y) Nz 771/

diferente de zero no dominio considerado, de modo que x e y podem ser obtidos

univocamente a partir das equacgoes para & e 7.

Introduzindo as transformagoes (1.26) na equagao (1.22), obtemos pela regra
da cadeia, uma nova equacao diferencial parcial, linear e de segunda ordem, dada

por

Auge + 2Bug, + Cuyyy + Dug + Eu,y + Fu = G, (1.27)
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sendo u = u (§,n) e onde os novos coeficientes sao dados por

A = A(&)+2B&E+C ()

B = A(&n.)"+ B (&ny +&m.) + C (&)
C = A(n.)’+2Bnm, +C(n,)°

D = A&, +2B&E, + C&yy + DE, + EE,
E = Ang + 2Bnn, + Cnyy, + Dn, + En,
F = F

G = G.

Como a classificagao da EDP depende apenas dos coeficientes A, B e C' no
ponto (z,y), por simplicidade, reescrevemos as equagoes (1.22) e (1.27) respecti-

vamente como

Az, y)ugy + 2B(2, y)ugy + C(x, y)uyy, = H = H (v, Y, u, uy, uy) (1.28)

e
A(§,m) uge + 2B (§,m) ugy + C (§,m) gy = H = H (§,m,u,ue,wy) . (1.29)
Calculando o discriminante associado a equagao (1.29), obtemos
A(g,n) = B* (&) — A(€.n) C (&) = Alz,y)|T]* (2, y)
onde

A(I‘,y) = B2($,y) - A(Jf,y)O(I‘,y)

¢ o discriminante associado a equagao (1.28). Como o jacobiano nunca se anula
em uma vizinhanga do ponto (g, %), o sinal de A (£, ) é igual ao sinal de A(z, y).
Em outras palavras, a equagao (1.28) é parabdlica (respectivamente hiperbdlica,
eliptica) em (g, yo) se e somente se a equagao (1.29) é parabdlica (respectivamente

hiperbdlica, eliptica) em (&, 70) [9].
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1.6.2 Forma canoénica - equagoes e curvas caracteristicas

Na equacao (1.28), vamos supor que as fungoes A, B e C' nao sao simultanea-
mente nulas. Podemos entao escolher as novas variaveis £ = £ (x,y) e n = n (z,y)

de modo que os coeficientes A e C' da equagao (1.29) se anulem. Assim

A= A(&) +2B&E+C(5)" =0
C=A (771,)2 +2Bn,n, + C (ny)2 = 0.

Como as equagoes A =0 e C = 0 tém a mesma forma, exceto pela mudanca

de & por n, vamos discutir a equagao
A(r,)* +2B7,m, + C(1,)* =0 (1.30)
onde T representa ora &, ora 7. Dividindo a equagao (1.30) por (Ty)2 podemos

2
A (E) +2B (E) +C =0 (1.31)
Ty Ty

Ao longo de uma curva caracteristica da equagao (1.30), onde 7 = constante,

escrevé-la na forma

temos

dr = 1pdx + Tydy = 0

de onde obtemos

Ta dy
—_ = - 1.32
Ty dx ( )

Introduzindo a equagao (1.32) na equacao (1.31), a equagao toma a forma

A( @Y op () oo (1.33)
dx dz e '

A equagao (1.33) é uma equagao algébrica, de segundo grau, cujas raizes sao

dy B+VA
Y- V= 1.34
dx A (1.34)
dy B-—+VA
- A (1.35)

onde A = B? — AC.
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As duas equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem (1.34) e (1.35) sao

chamadas equagoes caracteristicas e suas respectivas integrais

y= / (%Z) dx + ¢, (1.36)

Y= / <—B _A\/Z> dz + ¢y (1.37)

sao chamadas curvas caracteristicas com c¢; e ¢y constantes de integragao.

Devemos notar ainda que se os coeficientes A, B e C' sao constantes as equagoes
caracteristicas levam a duas familias de retas, e a equacao é do mesmo tipo em
todos os pontos de seu dominio, uma vez que A também serd constante [4].

As EDPs podem ser apresentadas em formas equivalentes ou em formas que
diferem apenas em notagao. Assim, como no caso das conicas do segundo grau,
se a EDP (1.22) é do mesmo tipo em um aberto em R? uma completa teoria
pode ser desenvolvida, procurando uma mudanca de variavel que a coloque em
uma forma particularmente simples, a chamada forma canénica ou normal [8].

Apresentamos a seguir, as trés possibilidades em funcao do discriminante A.

Equacao do tipo hiperbdélico: A >0

Se A > 0, ha duas equagOes caracteristicas, logo temos duas familias de
curvas caracteristicas reais distintas, e a primeira forma canonica a qual a equacao

original se reduz é
gy = Hy (§,m,u, ug, uy) (1.38)
onde H, = H/B,com B # 0.

Apenas para este tipo temos uma segunda forma canonica que é obtida intro-

duzindo um segundo par de varidaveis independentes reais do tipo

=&+
f=&—n

(1.39)
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que é dada por

Uaa — Upp = H2 (a7ﬂ7u7 uomuﬁ) . (140)

Um exemplo deste tipo de equacao ¢ a chamada equagao de propagacao das ondas.

Equacgao do tipo parabdlico: A =0

No caso em que o discriminante A = 0, as equagoes caracteristicas (1.34)
e (1.35) sao idénticas. Neste caso, temos somente uma familia de curvas ca-
racteristicas, de onde obtemos apenas uma curva integral £ = constante (ou

n = constante). A forma candnica para a equagao do tipo parabdlico é dada por

Uge = H3 (577% u, ug, un) ) (141)

com 7 = constante e A # 0, ou

Upy = H4 (5,77,“7 uﬁaun) (142)

com & = constante e C' # 0.
Aplicagoes importantes deste tipo de equacao sao as equagoes associadas aos

problemas de difusao, também chamada equagao do calor.

Equacgao do tipo eliptico: A <0

Neste caso o discriminante A < 0 e as curvas caracteristicas sao complexas, o
que nos da a primeira forma canonica eliptica com & e  complexos. Tomando &

e n complexos conjugados, podemos introduzir uma nova mudanca de varidveis

az%(£+n) e ﬁz%(é—n)

com « e 3 variaveis reais e independentes. Efetuando todas as transformacoes
obtemos a equagao

uaa+uﬁﬁ = H5 (aaﬁauauomuﬁ)y (143)
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chamada forma canonica da equagao eliptica.

Este tipo de equacao esta associado, por exemplo, aos problemas advindos da
eletrostatica, isto é, associadas a um potencial. Quando H5 = 0, temos a equagao
de Laplace. No caso em que H; = constante ou possui dependéncia apenas com

¢ e n, temos a equagao de Poisson [11].

1.6.3 Exemplo

Como exemplo vamos colocar a equacao de onda
Uy = CPUyy (1.44)

onde u = u(t,x), e ¢ > 0 é constante, na forma da equagao (1.38).
Podemos verificar que a equagao (1.44) é do tipo hiperbdlico e, portanto, tem

duas familias de curvas caracteristicas. Escrevendo a equacao na forma
Uy — C Uy = 0 (1.45)

temos A(t,z) =1, B(t,z) = 0 e C(t,x) = —c*. Logo da equagao (1.33) obtemos

as equagoes caracteristicas

dz\? 9 dx
(a) —c=0 = E—:‘:C

Integrando-as temos as curvas caracteristicas © = ¢t +a e x = —ct + [,

com o« e [ constantes, ou seja, as curvas caracteristicas sao familias de retas.

Introduzindo as novas variaveis & e n obtemos as coordenadas caracteristicas
E=x—ct e n=x+ct
com & =¢(t,z) e n=n(t,z). Como ¢ > 0, o Jacobiano nunca se anula pois
J(t,x) =&me — Eomp = —c —c = =2c # 0.

Logo z e t podem ser obtidos univocamente a partir das equacoes para & e 7.
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Calculando as derivadas parciais temos

u_ 06w ondu Ou__ 0w O
ot otoE ot on ot o9& on
Ou_ 980w ondu _ Ou_du  Ou
ox 0z 0f  0OxOn ox  0¢  On
Assim,
Fu_ 0 (0w _(_ ou ou\( du_ Ou
a2 ot \ot)  \ “ac o)\ "8 "oy
ou
Pu 0% 0*u 0*u
— = — -2 2 1.46
o2~ o2 % deon ¢ ap (1.46)
(&
Fu_ 0 (Ou\_ (0u du\ (0u o
ox2  Ox \ox) \o¢ On oc  On
ou

0’u  0%u 0’u  O%u
— . 4
92~ og2 " 2ocon o (1.47)

Introduzindo as equagdes (1.46) e (1.47) na equagao (1.45) temos:

0 0%u 0%u 0%u *u 0%
2 _2 2 2_ o 2 2 —0.
(C ez~ ° ogan © 3772) ‘ (8&2 " 8€0n+3n2) !

Simplificando a expressao e reduzindo os termos semelhantes obtemos

Pu 0 N Pu 0
ocon ocon

—4c?

(1.48)

que ¢é a primeira forma canonica da equacao do tipo hiperbdlico.

1.6.4 Solucao da EDP

A solugao de uma equagao diferencial parcial é uma funcao que verifica iden-
ticamente essa equacao. Nas equagoes diferenciais ordinarias obtemos uma ex-
pressao geral de todas as solugoes da equacao diferencial. O mesmo nao acon-

tece nas equacgoes diferenciais parciais. Nas expressoes que definem solugoes das
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equagoes diferencias parciais podem surgir funcoes arbitrarias e constantes ar-
bitrarias, situacao diferente da que acontece nas equagoes diferenciais ordinarias,

onde na expressao da solucao geral apenas aparecem constantes arbitrarias.

Exemplo

A equagao u,, = 3% — 4y, com u = u(z,y), é uma EDP de segunda ordem. A
funcao u = u(xz,y) = 23y — 22y* + F(z) + G(y) é uma solugao desta equagao que
contém duas fungoes arbitrarias e independentes, F'(z) e G(y). Logo, é solucao
geral. Em particular, fazendo F(z) = cos(z) e G(y) = y? — 3y, temos que
u(x,y) = 23y — 2zy® + cos(z) + y? — 3y é uma solucao particular da EDP dada.

As EDPs, da mesma forma que as EDOs, necessitam de condi¢oes adicionais,
chamadas condicoes de contorno, para serem resolvidas de forma tnica. Estas
condigoes especificam o comportamento da solucao na fronteira do dominio onde
ela deve ser determinada. Ao conjunto de uma EDP e suas condigoes de contorno
dé-se 0 nome de um problema a valores de contorno (PVC), ou, simplesmente, um
problema de contorno. Utiliza-se mais freqiientemente a expressao condicoes ini-
ciars para aquelas envolvendo a variavel tempo, reservando-se a expressao original

para as condigoes de contorno que envolvem apenas varidveis espaciais [6].

1.7 Separacao de variaveis e séries de Fourier

Nesta secao vamos introduzir o método de separacao de variaveis para obter
solucoes de equacoes diferenciais parciais lineares. Estamos, em particular, inte-
ressados nas EDPs lineares de segunda ordem, as chamadas equagoes da Fisica-
Matematica. Este método freqiientemente leva a equacoes diferenciais ordinarias,
com coeficientes variaveis que, acompanhados de condicoes de contorno conve-

nientes, geram conjuntos de fungoes ortogonais.
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O método consiste em subdividir uma EDP de n variaveis independentes em
n equagoes diferenciais ordinarias. Cada separagao introduz uma constante de se-
paracao arbitraria, de modo que se temos n variaveis independentes, introduzimos
n — 1 constantes, determinadas pelas condicoes de contorno impostas as solugoes.

A separabilidade de uma equacao depende da forma e do sistema de coorde-
nadas usado. Por exemplo, o sistema de coordenadas cartesianas retangulares é
conveniente para regioes do espago com simetria retangular. Para as regioes com
simetria esférica e cilindrica sao mais indicadas as coordenadas polares esféricas
e cilindricas, respectivamente [13].

Neste estudo, para obter a solucao de uma EDP homogénea com condicoes

de contorno homogéneas, vamos proceder como segue:

(i) Aplicando o método de separagao de varidveis ou método do produto, redu-
zimos a equacao a derivadas parciais, ja colocada na forma canonica, sem

o termo de derivada mista, em equacoes ordinarias.

(ii) Determinamos as solugoes destas equagoes ordindrias satisfazendo as condi-

¢oes de contorno.

(iii) Estas solugoes serao compostas (combinadas) de modo que o resultado sa-

tisfaca a equacgao diferencial parcial, assim como as condi¢oes dadas.

Esta seqiiéncia com os trés passos se constitui no chamado método de Fourier’
(1768 — 1830), para a resolugao de uma equagao a derivadas parciais, linear e
homogénea [6].

A fim de exemplificar, descrevemos os passos utilizando equacoes diferenciais
parciais lineares de segunda ordem e homogéneas, em tres situagoes: no caso geral
de duas variaveis independentes, no problema das oscilagoes de uma membrana

circular e na equacao de Helmholtz em coordenadas esféricas.

9Jean Baptiste Fourier, matematico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigacao sobre
a decomposicao de fungoes peridédicas em séries trigonométricas convergentes, chamadas séries

de Fourier e a sua aplicagao aos problemas da difusao.
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1.7.1 Caso geral de duas variaveis independentes

Neste caso, vamos utilizar a EDP linear de segunda ordem e homogénea,

escrita na forma

o Pu P du D
Aag:JrB S+ CSS + D B - Fu=0, (1.49)

ogon -~ On o On
onde u = u(&,n) e os coeficientes A, ..., F sao fungoes das varidveis indepen-

dentes & e 1.
Primeiro Passo: Separacao de variaveis.

Para aplicarmos o método de separacao de variaveis, primeiramente devemos
reduzir a equacao (1.49) a sua forma canonica. E sempre possivel, neste caso,
encontrar uma transformagao de coordenadas do tipo =z = z(§,n) e y =y (§,n),

com o Jacobiano diferente de zero, capaz de reduzir esta equacao a forma candnica

do tipo
0%u 0%u ou ou
onde a = —c # 0 para as equagoes hiperbdlicas, a = 0 (ou ¢ = 0) para as equagoes

parabdlicas e a = ¢ # 0 no caso de uma equagao do tipo eliptico [5].

Vamos propor uma solugao u(z,y) da equagao (1.50) na forma do produto
u(z,y) = X(2)Y(y), (1.51)

onde a fungao X (x) depende somente da varidvel z e Y (y) depende somente da
variavel y. Introduzindo u(zx,y) escrito desta forma na equagao (1.50), obtemos

uma equagao a derivadas ordindrias envolvendo as fungoes X e Y

d*X A’y dX day
Y—+cX—+dY —+eX— XY = 1.52
oY o5 +¢ dy2+ o te dy+f 0, (1.52)

onde foi omitida, tanto dos coeficientes quanto das variaveis, a dependéncia fun-

cional em z e y.
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Vamos supor que seja possivel encontrar uma funcao p(x,y) tal que, ao di-
vidirmos a equagao (1.52) por p(z,y), obtenhamos uma expressao da forma
d*X d*y dX ay
Yo, — + Xbj—= + Yas— + Xby— bs) XY =0 1.53
gy TN g T Y aegy  Xbag (0t b) - (159
onde ai,as e az dependem da variavel x e by,by e by dependem da variavel y.
Dividindo a equagao (1.53) por XY e rearranjando os termos, temos

%%4‘%%4‘&3:— (%%+b§%+b3>. (1.54)

O lado esquerdo da equacgao (1.54) depende apenas de x, enquanto que o lado
direito depende somente de y. Este fato s6 pode ser possivel se, na verdade,
ambos os lados forem independentes de x e y. Diferenciando ambos os lados da

equagao (1.54) em relagao a  obtemos'”

d (adX  adX N _
dr \ X dz? X dzx B

integrando esta expressao encontramos que

2
o+ 28 =¥ (1.55)
onde a constante A é chamada a constante de separacao. A escolha do sinal
da constante de separagao depende do problema em questao e A foi escrita ao
quadrado tnica e exclusivamente por conveniéncia. Em problemas especificos

serd fixada pela necessidade de satisfazer condigoes de contorno especificas. De

posse deste resultado podemos entao escrever

aq dQX a9 dX 2 d2X dX 2
}W—F}%-Fag:—)\ = alW—FagEvL(ag%—)\)X:O, (1.56)
e
b Y bydY , LY dY ,
N\ 55 T o5 = — — — — Y = 1.
(Y dy2 % dy +b3) A= b1 dy2 +b2 dy +(b3 )\) 0, ( 57)

que constitui um sistema de duas'' equacoes diferenciais ordinarias. Portanto o

problema se reduz a resolver duas equagoes diferenciais ordinarias, quais sejam as

100 procedimento e o resultado final serdo os mesmos se diferenciarmos em relagao a y.
1Se tivéssemos partido de uma equacio a derivadas parciais com n varidveis independentes

terfamos (n — 1) constantes de separagao.
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EDOs (1.56) e (1.57) em substituicao a equacao diferencial parcial (1.50). Assim,
u(z,y) é solucao da equagao (1.50) se X (z) e Y (y) sdo, respectivamente, solugoes
das equagoes (1.56) e (1.57). A solugao deve ser identificada de acordo com a

escolha da constante de separacao A, isto é,

ur(z, ) = Xa(@)Yaly). (1.58)

Segundo passo: Condigoes de contorno.

As equagoes diferenciais (1.56) e (1.57), obtidas pela separagao de variaveis,
apresentam, em suas solucoes gerais, duas constantes arbitrarias. Para deter-
mina-las devemos impor que satisfacam as condigoes de contorno do problema
original'?.

Devemos notar que a escolha correta do sistema de coordenadas é de suma
importancia para que tenhamos condicoes separadas. Além disso, as condigoes de
contorno dadas em x = xy devem conter somente derivadas de u(z,y) em relagao

a x, e seus coeficientes devem depender apenas de x [5].
Terceiro passo: Solucao do problema de partida.

Finalmente, desenvolve-se a solugao mais geral da equacao (1.50) considerando

uma combinagao linear da solugao (1.58) expressa da forma

u(z,y) = axux(z,y), (1.59)

A
onde os coeficientes ay sao escolhidos de modo a permitir que u(x,y) satisfaca as
equacoes diferenciais ordinarias correspondentes, bem como as condigoes iniciais

do problema, que, como regra, leva a um conjunto discreto de valores de A [1].

12Na Secdo 1.4 apresentamos as condicoes de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas.
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1.7.2 Oscilagcoes de uma membrana circular

Para uma membrana circular vamos utilizar as coordenadas cilindricas circu-

lares (r, 0, z) que sao definidas por
x =rcosb, y =rsenf e z2=2z

onde

r=+z2+y>? e 0 = arctan (E)

x
com (0 <r<oo, 0<6<2re —00< 2z < o0, onde a expressao para o Laplaciano
em coordenadas cilindricas circulares é

, 10 0 1 02 0? 0?2 10 1 02 0
~ror (a_> TR o2 " a2 Trar T ol T a2
O objetivo é aplicar o método de separagao de variaveis na equacao de onda
que descreve as pequenas oscilagoes transversais de uma membrana circular plana
de raio /. Entende-se por membrana uma folha de espessura muito pequena
(z = 0), formada de material flexivel, a qual se supoe esticada, como por exemplo,

a membrana de um tambor.

Consideremos a membrana circular I' definida por
I'={(z,y) € %2>+ y* < *}.

Tratando-se de um circulo, vamos expressar o deslocamento transversal dos pon-
tos da membrana em relagdo a sua posigao de equilibrio, por uma funcao u(r,t),
com(O<r<ftet>0.

Tendo em vista a expressao do Laplaciano em coordenadas polares no plano

(cilindricas com z = 0), a EDP da onda u(r,t) reduz-se a

(1.60)

Tou 10 (owy 10w
2ot ror rau r2 062’

onde ¢ é uma constante e r é o raio da membrana.
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Primeiro passo: Separacao de variaveis

Vamos propor uma solugdo u = u(r, 0,t) desta equagao na forma do produto
u(r,0,t) = S(r,0)T(t) = ST, (1.61)

onde S(r,0) = S depende das variaveis independentes r e # enquanto que
T(t) = T depende somente da varidvel temporal ¢, ou seja, vamos separar apenas
a parte temporal.

Introduzindo a equagao (1.61) na equacao (1.60), dividindo-a por ST e
rearranjando os termos, obtemos

1 {1 0 ( 85) 1 825] 1 1d*T

S (P Tl et 1.62
ror T&r +r2892 2T dt? (1.62)

S

O lado direito da equagao (1.62) depende apenas de ¢, enquanto que o lado
esquerdo nao depende de t. Este fato sé pode ser possivel se, na verdade, ambos os
lados forem independentes de t. Entao cada lado deve ser igual a uma constante,

denominada constante de separacao, isto ¢,

1 1d*T d*T
arae =N T g tEXT=0 (1.63)

110 [0S 1 98 1o (0S8 1 928
S22 2T e 29 (92 L 29 veg (164
SL‘@T (T8T)+T2892} = Tor (Tar)+7"2892+ =0, (164)

onde, por conveniéncia, denotamos por —A? a constante de separacao.

Para a equacao (1.64), vamos propor a separacao de varidvies da forma
S(r,0) = R(r)V(0) = RV (1.65)

onde R(r) = R e V(f) = V, sdo dependentes, respectivamente, somente de r e
6. Introduzindo S(r,#) escrita na forma (1.65) na equagao (1.64), dividindo pelo
produto RV, multiplicando por r? e rearranjando os termos, obtemos

d dR 1 d*V
i_ (7’_) + >\27‘2 — —VW (166)
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O primeiro membro da equacao (1.66) nao depende da variavel 6, enquanto
que o segundo membro s6 depende desta variavel, logo devem ser iguais a uma
constante. Vamos estabelecer uma nova constante de separaciao u? e escrever o

lado direito da forma

1 d?V d?V
T :/f = W—I—MQV:O. (1.67)

Para a dependéncia na variavel r, temos
d ([ dR
r— <r—) + (Nr? = p*) R=0. (1.68)

S x
Fazendo a mudanca de variaveis r = % temos

i d_R 2 _ 2 — d_R d2_R 2_ 2 =
xdx(wdx>+(:c u)Rx( — o )—l—(x 1*) R =0.

ou

d*R dR
2 2 2

As equagoes diferenciais ordindrias nas variaveis t e ), sdo equagoes com
coeficientes constantes e a equacao na variavel r é uma equacao com coeficientes
variaveis e é conhecida como equacdo de Bessel, mais especificamente, para p? > 0
e A > 0 é uma equacao de Bessel modificada, com solucao geral dada em termos
das chamadas funcoes de Bessel modificadas'.

A equacao (1.60) foi substituida por trés EDOs, equacoes (1.63), (1.67) e
(1.69). Assim, u(r,0,t) é solucao da equacao (1.60) se T'(t) , V(0) e R(r) sao,
respectivamente, solucoes das equagoes (1.63), (1.67) e (1.69). Portanto o pro-
blema se reduz a resolver trés equagoes diferenciais ordinarias, com solugao iden-

tificada de acordo com a escolha das constantes de separagao A e pu, isto é,
UJ)\M(T, 9, t) == R/\“(T)VM(Q)T)\@)

Seguem o segundo e o terceiro passos apresentados na Subsegao 1.7.1. A

solugao mais geral da equacao da membrana circular, em coordenadas polares no

13 As solucoes e suas propriedades sdao apresentadas no Apéndice.
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plano, é expressa na forma
7“ 9 t ZCZ)\MR)\M Q)T)\( ) (170)

onde os coeficientes a), sao escolhidos de modo a permitir que u(r, 8, t) satisfaga as
equacoes diferenciais ordinarias correspondentes, bem como as condigoes iniciais

do problema, que leva a um conjunto discreto de valores de A e p.

1.7.3 Equacgao de Helmholtz em coordenadas esféricas

As coordenadas polares esféricas (1,0, ¢) sdo definidas por

x=rsenfcosp, y=rsenfseny, z=rcosb,

onde
Yy z
r=+/x2+y>+ 22, p=arctan (—) e 0 = arccos ,
x /x2_|_y2+22

com(0<r<oo, 0<O0<mel<p<2nm. A expressao para o Laplaciano é
110 0 1 0 0 1 9?
2 2
_ — —_— _ 9 -
v 72 {87“ <T 87‘) T sen o0 (sen 86’> T en?0 f)cp?] ’

V2—a_2+g£+l8_2+lctga ;8_2
Cor2  ror  r2062 00 r286n29 0p?’

Vamos discutir a equacao de Helmholtz que, em coordenadas polares esféricas,

ou

tem a forma

Pu  20u  10% 1 ou 1 u
et - 77 - 1.71
or? * ror * r2 002 * COte@Q r2sen?6 0p? 2 T kru=0, (1.71)

onde u = u(r,0,¢) e k? 6 uma constante.

Primeiro passo: Separacao de variaveis.
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Vamos propor uma solu¢ao u = u(r,0,¢) da equacao (1.71) na forma do
produto
u(r,0,0) =R(r)T (0)®(p) = RT®. (1.72)

onde R(r) = R, T(0) = T e ®(p) = @, sdo dependentes, respectivamente, so-
mente de 7,0 e . Introduzindo a equagao (1.72) na equagao (1.71), dividindo por

RT®, multiplicando o resultado por r?sen®@ e rearranjando os termos, obtemos

r*sen’d ldQ—R—l—iﬁ—i— ! d2T+ 1cot«9d—T+k2 _ L&
Rdr?2  Rrdr Tr2df? Tr2 de N

O primeiro membro da equagao (1.73) é funcao de r e 6 enquanto que o

segundo, apenas de ¢. Uma vez que r, 6 e ¢ sao variaveis independentes, devemos

igualar cada membro da equacgao a uma constante, de onde seguem-se

1 2o, Lo
_ -7 P o = 1.74
3 dy? A = i + A 0 (1.74)
e
1 d’R 2 dR 1 d?T 1 dT A2
oy 2 t0— k% — =0 1.75
R dr? * Rr dr + Tr? do? + Tr? 0 de + r2sen2f ’ ( )

onde \? é uma constante de separacao®?.

Multiplicando a equacao (1.75) por 7? e rearranjando os termos obtemos

1 2 1 T T 2
Tz( R dR 2>:_( ET  cotfd A ) (1.76)

Ra? " Redr Tar " T A5 sen’
Agora temos as variaveis r e # separadas. Igualando cada membro da equacao

(1.76) a uma constante p?, obtemos

d’R dR
g b2 (B =) R=0 (1.77)
(&
&T ar [, N

1A solugao da equacio (1.74) é @ (p) = a sen (up) + b cos (up), com a e b constantes
arbitrarias. Em quase todos os problemas fisicos ¢ aparecerd como um angulo de azimute. Com
isso, espera-se que esta solugao seja periddica em ¢ de periodo 27 isto é, ® (¢ + 27m) = D (p).

Para tanto a constante de separacao p neste caso deve ser um nimero inteiro.
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onde p? é uma constante de separacio. A equagao (1.77) é uma equagiao do

1 enquanto que a equacio (1.78) é uma equagao do tipo Legendre'6

tipo Besse
(1752 — 1833).

Portanto o problema se reduz a resolver trés equacoes diferenciais ordinarias,
quais sejam as equagoes (1.74), (1.77) e (1.78) em substituigdo a equacao dife-
rencial parcial (1.71). Assim, u(r, 0, ¢) é solugao da equagao (1.71) se R(r), ®(p) e
T'(0) sao, respectivamente, solucoes das equacgoes (1.74), (1.77) e (1.78). A solugao
deve ser identificada de acordo com a escolha das constantes de separacao A e u,
isto é,

U)\u(T, 0, 90) = R,u(r)T)\ u(e)q)A(SO)'

Seguem o segundo e o terceiro passos apresentados na Subsegao 1.7.1. A

solucdo mais geral da equagao (1.71) é expressa na forma
u(r, 0, ) = Z% ") Tou(0)@A() (1.79)

sendo que, somente com a imposicao de periodicidade, a constante de separagao
A deve ser um nuimero inteiro e que p deve pertencer a um conjunto de valores

admissiveis.

1.8 Equacao da corda vibrante

Nesta secao vamos estudar o movimento de uma corda sujeita a pequenas

vibragoes transversais livres. A descricao do modelo fisico é o seguinte:

1. As vibragbes ocorrem em um plano. Vamos representar as coordenadas
desse plano por (z,u), de modo que u(z,t) representa a posigao do ponto

x da corda no instante t.

15Ver Secdo 4.5 do Apéndice.
16 Adrien Marie Legendre, matemético franceés.
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2. As vibragoes sao transversais. Faz-se a hipotese de que as particulas cons-

tituintes da corda se desloquem apenas na direcao do eixo u.

3. A corda ¢ flexivel. Supode-se que a corda nao ofereca resisténcia ao ser
dobrada, ou seja, resisténcia a flexao. Como conseqiiéncia, a forga atuando
em cada ponto da corda é sempre tangente a corda e é chamada de tensao

da corda.

Como nao héd movimento da corda na dire¢ao do eixo x, isso significa, pela
segunda lei de Newton!? (1643 —1727), que a resultante das componentes horizon-
tais das tensoes que atuam em cada trecho da corda é nula. Portanto, se T'(z, 1)
e T'(x + Az, t) sdo as tensoes atuando nos pontos = e = + Ax, respectivamente e
az,t) e o/(x + Ax,t) sdo os angulos que estas forgas formam com o eixo x, no

instante ¢, como indicados na Figura 1.1, temos que
T (z,t)cosa = T (x + Aw, t) cosa’

para todos os x e x + Az. Portanto, a componente horizontal da tensao é inde-
pendente do ponto x, é constante ao longo da corda e é funcao apenas do tempo

t. Vamos chamar a constante de 7(¢):
7(t) = T(z,t)cosa(z,t). (1.80)

Para calcular a resultante vertical da tensao atuando no trecho da corda com-
preendido entre x e x + Ax, observamos primeiro que a forca vertical que atua
em um elemento infinitesimal da corda compreendida entre esses pontos é dada
por

T(x + Az, t)send (x + Az, t) — T(x, t)senc(z, t),
ou, introduzindo a constante (1.80)
7(t) [tand/ (x + Ax, t) — tana(z, t)] .

Utilizando o fato de que tana(z,t) é a inclinacao de u(z,t) no instante ¢, isto é,

"Tsaac Newton, cientista inglés, mais conhecido como fisico e matematico, embora tenha sido

também astronomo, alquimista e filésofo natural.
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T T+ Az x

Figura 1.1: Um elemento de corda flexivel.

tana(x,t) = u,(z,t), podemos reescrever a expressao acima na forma
7(t) [ug (z + Ax,t) —uy (2, 1)) = 7(8) U (T, 1) Az (1.81)

onde, pelo teorema do valor médio, Z é algum ponto entre x e z + Az. Portanto
a resultante vertical da tensao atuando no trecho da corda compreendido entre x

e r + Ax é dada por
r+Ax
Frow = 7(1) / o (2, ) d (1.82)

Isso significa que em cada ponto x da corda, a forca devida a tensao atuando
nele no instante ¢ ¢ dada por 7(t)u..(x,t), o produto da tensao horizontal naquele
ponto pela curvatura da corda no ponto. Intuitivamente isso faz sentido, pois a
tensao atuando na corda é principalmente uma forca horizontal e quanto maior
¢ a curvatura em um ponto na corda, maior deve ser a tensao naquele ponto.

Além das forcas de tensao, forcas internas a corda, a corda pode também
estar sujeita a forgas externas, tais como a forca da gravidade e a resisténcia ao
movimento da corda imposta pelo meio onde ela estd situada, forcas de atrito ou

friccao. Vamos considerar que a corda ¢ feita de um material muito leve e o meio
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nao oferece resisténcia significativa, isto é, vamos desprezar as forgas externas,
pois, consideramos, por hipotese, que as vibragoes sao livres.

Por outro lado, se uy(z,t) é a aceleragao em um ponto x da corda no instante
t, representada somente pela sua componente vertical, ja que a componente hori-
zontal é nula e se a densidade linear da corda no ponto x é p(z), segue da segunda

lei de Newton que a forca atuante em cada elemento infinitesimal da corda é
dm uy(z,t) = p(x)dr uy(z,t)

de modo que
o+ Az
Fres = / p(I)utt(I7 t)d[L', (183>

com p(x) e 7(t) constantes.
Igualando as equagoes (1.82) e (1.83), usando o fato de que x e x + Ax sao

arbitrdrios, e fazendo ¢ = ¢*(z,t) = 7(t)/p(x), obtemos a equagao de onda
Uy = CPlyy. (1.84)

Fisicamente, ela significa que a aceleracao em cada ponto da corda é propor-
cional a curvatura da corda naquele ponto. Pontos com concavidade para cima
(g > 0) tendem a se mover para cima (uy > 0), enquanto que pontos com con-
cavidade para baixo (u,, < 0) tendem a se mover para baixo, levando-se em conta
a velocidade e a direcao do movimento da corda no momento.

Quando a corda é homogénea p(x) = constante e as vibragoes sdo pequenas,
a(x,t) ~ 0 e conseqiientemente cosa(x,t) ~ 1, a for¢a de tensdo nao varia com
o tempo. Por exemplo, em uma corda com as extremidades fixas, temos que o
parametro ¢, que tem dimensoes de velocidade, é uma constante [2].

A equacao de onda é uma EDP linear, de segunda ordem, com varidveis
independentes = e t. Conseqlientemente para garantir a existéncia e a unicidade
de solucoes, valem as condigoes de contorno e iniciais citadas na Secao 1.4.

A equagao (1.84) descreve o movimento de uma corda vibrando livremente.
No caso em que atuam forgas externas na corda, a resultante vertical das forcas

atuando na corda é modificada levando-se em conta estas forcas, de modo que
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obtemos diferentes equacoes para descrever o movimento da corda. De acordo

com o tipo de forcas externas vamos mencionar:

1. Vibracgoes forcadas. Suponha que a corda esteja sujeita a uma forca

externa, que pode variar com x e t. Entao a equacao (1.84) torna-se

Uy = Uy + h(x, ). (1.85)

2. Vibracgoes amortecidas. Suponha que a corda esteja imersa em um
fluido, o qual opoe uma resisténcia ao movimento. Nesse caso, had uma
forca externa dependendo da velocidade, que podemos supor ser da forma
h(xz,t) = —ku(z,t), k > 0. O sinal negativo deve-se ao fato de a forga ser

de resisténcia ao movimento. Neste caso, a equacao (1.84) torna-se

Uy = Uy — kug(a,t). (1.86)

3. Vibracoes sob agao de uma forca restauradora. Suponha que exista
um dispositivo que produza uma forga tendente a trazer a corda para a
posicao de equilibrio u = 0, e que essa forga seja dada por h(z,t) =

—ku(x,t), com k constante. Entao a equagao (1.84) fornece

Uy = Clypy — ku. (1.87)

1.8.1 Exemplo

Vamos aplicar o método de separacao de variaveis e a teoria das séries de

Fourier para resolver o problema da corda vibrante com extremidades fixas:

U = CPUyy se O<ax</l e t>0,

u(0,t) =u(l,t) =0 se t >0,

(0,2) = u(l,t) (1.88)
u(z,0) = f(z se 0< </,

u(z,0) = g(z) se 0<x <Y,
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isto é, vamos estudar os modos de vibragao de uma corda homogeénea de com-
primento ¢ situada sobre o eixo dos x, com origem no ponto de abscissa zero e
extremidade ¢. Nesta equacgao ¢ é a velocidade de propagacao das ondas, con-
siderada constante e u(z,t), a variavel dependente, representando a elongacao
(o deslocamento de um ponto da corda a partir da posi¢ao de equilibrio v = 0).
Como as extremidades sao fixas, as condigoes de contorno u(0,t) = wu(l,t) = 0

sao as condicoes de Dirichlet. Para as condigoes iniciais consideradas

u(z,0) = f(z) se 0 <z </,
ur(z,0) = g(z) se 0 <z </,

u T v inici
temos que f(x) e g(x) correspondem'®, respectivamente, ao deslocamento inicial

e a velocidade inicial do ponto da corda com abscissa x.

Definicao 1.2 Dizemos que uma funcido u : & — R é uma solucio do problema
da corda vibrante, se u é continua em R = {(z,t) cR?2:0<x<flet >0},
u € C? (R) e u satisfaz todas as condigoes iniciais e de contorno.

Vamos procurar solugoes da forma

u(z,t) = p(x)y(t), (1.89)

onde a fun¢ao ¢(x) depende somente da variavel x e 1(t) depende somente da
variavel ¢.

Introduzindo a equagao (1.89) na equacao de onda (1.88), obtemos

p(2)y"(t) = " (x)(t)

donde
(@) _ 1)
p(r) A Y@)

E importante notar que o lado esquerdo da equagao (1.90) depende apenas de

(1.90)

x, enquanto que o lado direito depende apenas de t. Isso sé pode ser possivel se,

8Este é um problema bem posto visto que a solucdo existe, é tinica e depende continuamente

dos dados iniciais [12].
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na verdade, ambos os lados forem independentes de x e t, isto é,

G2 N W)
o) 2 9(0)

onde A € R é uma constante de separacao.

Portanto o problema se reduz a resolver duas equacoes diferenciais ordinarias:

e A equacao diferencial de segunda ordem, para 0 < z < /¢

" (x) — Ap(z) = 0. (1.91)
e A equacao diferencial de segunda ordem, para t > 0

Y"(t) — A*(t) = 0. (1.92)

Na equagao (1.91), como u(0,t) = u(¢,t) = 0, a fungdo ¢(x) deve satisfazer

também as condicoes de contorno

(0) = ¢(¢) = 0. (1.93)

De fato, a condi¢ao u(0,t) = 0 implica que ¢(0)y(t) = 0 para todo t > 0, o
que por sua vez implica que ¢(0) = 0 (a menos que ¥ (t) = 0 para todo t, o que
significa que u = 0, uma solugao que nao nos interessa)

condigao u(¢,t) = () (t) = 0 implica em ¢(¢) = 0.

. De modo semelhante, a

As condigoes de contorno (1.93) restringem as solugoes da equagao (1.91) fato

que limitara os possiveis valores de .

Primeiro caso. Se A > 0, a solugao geral da equagao (1.91) é da forma
o(@) = 1 + creV,

com ¢; e ¢p constantes arbitrarias.
As condigbes de contorno (1.93) implicam que as constantes reais ¢; e ¢y devem

satisfazer o sistema
C1 + Ccy = 0

(1.94)
cle\fM + cze_ﬁfC =0
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A tnica solugao do sistema (1.94) é ¢; = ¢o = 0, o que implica ¢ = 0 e,

portanto u = 0, o que nao nos interessa.

Segundo caso. Se A = 0, a solugao geral da equagao (1.91) ¢é da forma
o(x) = 1 + ¢y,

com ¢ e ¢o constantes arbitrarias. As condigdes de contorno (1.93) implicam que
as constantes reais c¢; e ¢y devem satisfazer o sistema
cl = 0
(1.95)
le + C = 0
cuja Unica solucao ¢é ¢; = co = 0, implicando em ¢ = 0 e novamente u = 0, o que

também nao nos interessa.

Terceiro caso. Se A < 0, fazemos A = —u?, e a solucao geral da equagao (1.91)
¢ da forma ¢(x) = c¢ycos(ux) + cosen(px), com ¢y e ¢y constantes arbitréarias.
As condigdes de contorno (1.93) implicam que as constantes ¢; e ¢ devem

satisfazer o sistema

C1 = 0
(1.96)
cosen (pl) =0
Como nao nos interessa ¢ = 0, devemos ter sen (uf) = 0, o que implica

pul = nm, onde n € N é um inteiro positivo qualquer. Portanto, a equagao (1.91)
satisfazendo as condigoes de contorno (1.93) possui solu¢ao nao nula apenas para

uma colecao enumeravel de valores de p dados por

n’n?
comn =1,2,3,.... A cada p? corresponde uma solugao ¢, (x) definida por
on(x) = A, sen (%x) : (1.98)

comn=1,2,3,... e onde os A, sdo constantes arbitrarias independentes de .
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Um problema como o da equagao (1.91), dependendo do parametro A e das
condigoes de contorno (1.93), denomina-se um problema de Sturm-Liouville'?. Os
valores de A\ aos quais correspondem solugoes nao nulas do problema denominam-
se autovalores e as respectivas solucoes nao nulas sao chamadas autofuncoes.

2.2
. ,  nem nm
No presente caso, os autovalores sao os pi,, = € on(z) = sen — &) com

n=1,2,3,...sa0 as autofungoes [10].

Portanto, o método de separagao de variaveis transformou o problema (1.88)
da equacao da corda vibrante com extremidades fixas, num problema de Sturm-
Liouville.

Agora a equacao (1.92) toma a forma

" cAn’n?
9(0) + () =0 (1.99)
cuja solucao geral é
cnT cnm
Un(t) = By cos (71&) + O sen (775) , (1.100)

onde B, e (), sao constantes arbitrarias independentes de .
Logo, para cada n = 1,2,3, ..., temos que as solugoes da equagao (1.88) que

satisfazem as condi¢oes de contorno sao as fungoes

un(z,t) = p(x)(t) = sen <%x> [an cos (#t) + b, sen (?tﬂ . (1.101)

onde a, = A, B, e b, = A,C,, sdo constantes arbitrarias [7].

A equagao da onda unidimensional é homogénea, isto é, se uy(z,t) e ug(z,t)
sao solugoes da equagao diferencial parcial uy = c*ty,, entdao auy(z,t) +bus(x,t)
também o é, quaisquer que sejam a,b € R. Além disso, se elas satisfazem as
condigoes de contorno homogéneas u(0,t) = u(¢,t) = 0, entao a uy(x,t)+bus(z,t)
também satisfaz [2].

Portanto, qualquer expressao da forma

u(z,t) = chun(a:,t), (1.102)

Y Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882), matemdticos

franceses.
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onde ¢, sdo constantes e os u, sao as fungoes definidas em (1.101), é um can-
didato a solugao da equagao da onda (1.88) satisfazendo as condigbes iniciais e
de contorno.

Mesmo que a condigao inicial f(z) ndo seja uma combinacao linear de senos,
Fourier teve a idéia de tomar séries infinitas, considerando que toda funcao pode
ser escrita como uma série infinita de senos. Admitindo que, para certos coefi-

cientes bem determinados a,, f(z) pode ser escrita na forma

=3 agsen (")
- n 6 Y
n=1
chamada a série de Fourier em senos de f(x), temos que o candidato a solucao
da equacao (1.88) é a funcao
- cn cnT nm
u(z,t) = [an cos ( ) + b, sen <—t)} sen (—x) , 1.103
0= . . g (1.103)
onde os coeficientes a,, e b,, sao determinados utilizando as condi¢oes iniciais.
Introduzindo a condic@o inicial u(z,0) = f(x), se 0 < x < {, na equagao

(1.103) temos

Zan sen < ) . (1.104)

Usando a ortogonalidade das funcoes seno, e admitindo que a série seja absoluta-
mente convergente, temos que a, é o coeficiente de ordem n da série de Fourier

(impar) de f(z), ou seja,

= %/04 f(z)sen <n77rm> dz. (1.105)

Quanto a constante b, derivando termo a termo a série (1.103) em relagao a

variavel t, obtemos

g <cn7T> [—an sen (CTLTWQ + b, cos (Cn%t)} sen (n%x) )
Como u(x,0) = g(z), segue que

i (Cm>  sen <%x> . (1.106)

n=1
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Logo,

de onde obtemos

2 ¢ nm
b, =— [ g(z)sen (71:) dx (1.107)

ent Jo
que sao os coeficientes da série de Fourier em senos de g.

O método de Fourier culmina com a indicacao do candidato a solugao formal
do problema (1.88)%.

Observe que o candidato a solugao (1.103), ndo é produto de duas funcoes
de uma variavel, uma dependendo apenas de x e outra dependendo apenas de
t (ele é na realidade soma de produtos de fungoes de uma varidvel). Portanto
devemos supor que pode ou nao ser correto tentar resolver a EDP (1.88) pelo
método de separacao de variaveis para a maioria das condicoes iniciais, a nao ser
que elas sejam multiplas de sen (nmz/f). Mas, usando a linearidade da equagcao
de onda, pudemos usar a solucao obtida através do método de separacao de
variaveis e a partir dela construir a solugao geral da equagao. Este é um método
freqiientemente usado em ciéncias exatas: simplificar um problema complexo
através de uma suposicao que, em geral, nao ¢ véalida, mas a partir da solucao
para o problema simplificado, construir a solucao para o problema “complicado”.

Vamos considerar um caso concreto em que g(x) = 0. Neste caso, b, = 0

donde obtemos .
(2,8) = S ancos (2t ). (1.108)
u(x ;acos<£ >sen<€x>

Utilizando uma conveniente relacao trigonométrica, podemos escrever

u(z,t) = % i aysen [% (x — ct)] + % i ansen [% (z+ ct)}
n=1

n=1
ou seja, como a soma de duas séries de Fourier, ambas obtidas através da ex-

tensdo periédica impar de f(x), com periodo 2¢, que vamos denotar por F(z).

Os coeficientes a,, no primeiro e segundo termos sao os coeficientes de Fourier

20Ver referéncia [7].
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da série F(x), para os argumentos (z — ct) e (x + ct), respectivamente, pelo que
podemos escrever
u(z,t) = % [F (z —ct)+ F (x + ct)] (1.109)
A interpretagao do resultado (1.109) tem um significado 1til nas aplicagoes
de Engenharia. F (x — ct) representa uma onda que se desloca para a direita,
enquanto que F' (x + ct) representa uma onda que se desloca para a esquerda,
quando t aumenta. Assim, u(z,t) ndo é mais do que a superposi¢ao destas duas
ondas [14].
Vamos considerar agora outro caso em que u(z,0) =0 e w(z,0) = g(z), com
g(x) continua e com derivada ¢'(x) continua em [0, ¢|. Para tal, primeiramente,

consideremos o teorema:

Teorema 1.1 Seja u continua, periédica com periodo 2¢, derivavel com derivada
u' continua por partes em [—/, (]. Se u(—{) = u (), entdo a série de Fourier de u
converge para u uniforme e absolutamente em [—/, ¢]*!.

Vamos tomar ¢(z), peridédica com periodo 2¢. Para que esta funcao esteja
nas condi¢oes do Teorema 1.1, falta apenas a condigao g(—¥¢) = g(¢) e que g(z)

seja bem definida também no zero. Consegue-se isso simplesmente supondo-se

g(0) = g(¢) = 0. Nestas condicoes temos,

g(x) = i by, sen (%x) (1.110)

sendo
2 nmw

b, = 7 /Oeg(x) sen (795) dx. (1.111)

Das condicoes estabelecidas resulta que a série

=/
Z —— by, sen (_cmrt> sen (n—ﬁx> (1.112)
“—~ cnm l l
converge uniformemente em [0, ¢], t > 0 e define uma funcao v(x,t), isto é,
>/ cnm nmw
= — — —ux). 1.11
v(x,t) E_ - by, sen( 7 t> sen ( J a:) (1.113)

21 A demonstragao deste teorema pode ser encontada na referéncia bibliografica [10].
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Mostra-se que v(zx,t), dada na equagao (1.113) é solucao do problema

Uy = CP Uy se O<ax</l e t>0,
uw(0,t) =u(l,t) =0 se t >0,

u(z,0) =0 se 0< o</,

u(z,0) = g(z) se 0<x </,

Utilizando as condigoes iniciais e a equagao (1.109), obtemos

vz, t) = = [g(x —ct) + g (x + ct)]

|

ou
1/t 1 /[t
v(a:,t):—/ g(a:—cs)ds—l——/ g (z+cs)ds,
2 Jo 2 Jo
de onde resulta

1 x+ct
vat) =5 [ glds

r—ct
que satisfaz as condigoes iniciais e de contorno, como pode ser verificado.

No exemplo dado, consideramos dois casos particulares e chegamos a duas
solugoes distintas para o problema da corda vibrante. No caso particular em que

g(z) = 0, obtivemos
(o, ) = % F(x—ct)+ F (2 +c)].

Agora, quando consideramos f(x) = 0, a solugao encontrada foi

1 r+ct
u(z,t) = 2—0/ g(s)ds.

x—ct

Destes resultados segue que a solugao geral do problema (1.88), é dada por

N | —

u(z,t) ==[f(xr—ct)+ f(z+ct)]+— /HC g(s)ds, (1.114)

2¢ —ct

que é a chamada féormula de d’Alembert.
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1.9 Existéncia e unicidade de solucao para a equa-

cao de onda

A existéncia de uma solucao geral é préprio das equacgoes diferenciais or-
dinarias e é excepcional para as equacoes diferenciais parciais. A equacao de
onda é uma EDP atipica, no sentido de que ela possui uma solucao geral. Vamos

provar que a fungao (1.103), é de fato a unica solu¢ao do problema (1.88).

1.9.1 Existéncia

Para discutir a existéncia é preciso especificar nao somente a classe de funcoes
onde procuramos solucao mas também em que sentido as condi¢oes de contorno
e iniciais sao satisfeitas. Entao, para adotar a expressao (1.103) com coeficientes

(1.105) e (1.107) como solugao do problema (1.88), temos que mostrar
i) que a série (1.103) converge;
ii) define uma funcdo continua em $;
iii) define uma funcao de classe C? em R, que seja solucao do problema (1.88);

iv) quais as condigoes sobre f e g para que, respectivamente, (1.104) e (1.106)

ocorram,

onde R designa a faixa {(z,y) € R?; 0 <z < /¢, t > 0}. Isto sera feito com o re-

sultado do teorema a seguir.

Teorema 1.2 Suponha que f e g sejam fungoes dadas em [0,¢] tais que

£y 5 ", g, ¢ sejam continuas e f” e ¢” sdao seccionalmente continuas. Além

disso, suponha que f(0) = f(¢) = f"(0) = f"(¢) = g(0) = g(¢) = 0. Entao

a) a, e b, estdo bem definidos por (1.105) e (1.107), respectivamente;
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b) as igualdades (1.104) e (1.106) ocorrem;

¢) a expressao (1.103) define uma funcio continua em R, de classe C? em R,

que satisfaz o problema (1.88) em .

Prova. A parte (a) é conseqiiéncia imediata do fato de serem f e g continuas
em [0,¢], o que implica que as integrais em (1.105) e (1.107) convergem. A
parte (b) decorre das hipéteses de serem f e g de classe C' em [0,/] e de que
f(0) = f(0) = ¢g(0) = g(¢) = 0. Pois, entdao, f e g podem ser estendidas
continuamente a toda a reta de modo a serem funcoes impares e peridédicas de
periodo 2¢%2.

Na parte (c¢) para mostrar que u é continua em §]EE, vamos mostrar que a série
que define v converge uniformemente em R. Para provar isso pelo teste® M de

Weierstrass®! (1815 — 1897) basta mostrar que

[e.o]

> (laa] + [ba]) (1.115)

n=1
é convergente. Integrando por partes duas vezes e usando as hipoteses que f é

de classe C? e que f(0) = f(¢) = 0, obtemos
¢

0 l
= % {—% (x) cos (%x) ‘z + % /O(Z f'(x) cos (%m)]
¢ ™
— % '(x) cos <n71:> dx

22Ver referéncia [7].
ZVer referéncia [7].
24Karl Wilhelm Theodor Weierstrass, matemético alemao.
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Como pelo lema? de Riemann-Lebesgue®®
¢
" nm
/ f"(x) sen <7x> dr — 0 quando n — oo,
0
segue que existe uma constante C' independente de n tal que
C
@] < . (1.116)

Analogamente, integrando por partes uma vez e usando as hipdteses que g é
de classe C' e ¢g(0) = g(¢) = 0, obtemos

¢ nm
b, = % i g(z) sen <7x> dx

- % {—n—gﬂg(x) cos (%x) ‘z + % /0Z g'(x)cos <n7ﬂx>}

¢
_ / nm
=9 /0 g (x)cos( ; x) dx,

de modo que concluimos também que existe uma constante C' independente de n

tal que

bl < & (1.117)

n?’
Segue dos coeficientes (1.116) e (1.117) que a série (1.115) converge, logo u é
continua em R.
Se integrarmos a, por partes, mais uma vez e usarmos as hipdteses f”(0) =

f"(€) =0 e que f"” é continua por partes, obtemos

n-m

a, =——24 [%f”(az) oS (%x) ‘z + % /5 f"(x) cos (%x) d:c]
0 (1.118)

n’m

¢ 2
_ 262 " n_7r _ 2¢
- /O 1" (x) cos < i x) dx = 330

onde ¢, sao os coeficientes de Fourier de f".

Z5Ver referéncia [4].
26Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941), matemdtico franceés.
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Da mesma forma, integrando b, por partes mais uma vez e utilizando a

hipétese que ¢” é continua por partes, obtemos
¢
20 / nmw ¢ 14 nmw
b, = 5 [mg’(x) sen (7:1:) ‘0 + %/0 g" () sen < 7 ) d:c]

5 [l
= % i g"(z) sen (%x) dx

(1.119)

__ 20 4
en®ms

onde d,, sao os coeficientes de Fourier de ¢”.
Sendo " e ¢” continuas por partes, temos pelo lema de Riemann-Lebesgue
que

¢, ¢ d, — 0 quando n — oo,

logo segue dos coeficientes (1.118) e (1.119) que existe uma constante C' > 0 tal
que

C C
logo a série

> (laa] + [ba])
n=1

converge, o que prova que u ¢ de classe C! em R e que podemos derivar a série

que define u termo a termo para obter

ug(x,t) = %i n cos (%x) [an cos (Cn77rt> + b,sen (CnTﬂ'tﬂ , (1.120)
1

u(z, 1) CW Znsen [ a, sen (%t) + b, cos <c7177rt>} (%x) . (1.121)

n=1

Usando os coeficientes (1.118) e (1.119) novamente, podemos escrever

C C
|an| < $|Cn| € |bn] < $|dn|
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Enfim, usando a desigualdade ab < § (a* + %), temos

C /1 9
n|an|§§ §+|Cn’ )
C (1
2 2
bn < — 5 dn
ol < § (5 10.P)
Dai, segue-se,
> n (lan] +[ba]) < 5 ZEJFZM + ) ldal?] (1.122)
n=1 n=1 n=1 n=1

Como as trés séries do lado direito da expressao (1.122) sdo convergentes, as
duas tltimas pela desigualdade de Bessel?”, segue que u é de classe C? em R e que
podemos derivar as séries (1.120) e (1.121) termo a termo para obter as derivadas

segundas de u:

Ugz (T, 1) = —2—22 inQ sen (%x) [an coS (%t) -+ b, sen (?tﬂ ,

n=1
(z.1) c?r? i ) (mr ) [ (cmrt) b (cmrt)]
u(x,t) = ——— Y n’sen(—=z) |a,cos — nsen (—t )| .
e r 0 0 (
Em particular, temos que uy(z,t) = c*ug,(x,t), isto é, (1.103) é solugao do

problema (1.88).

1.9.2 Unicidade

A demonstragao de unicidade para o problema da corda vibrante pode ser
feita, dentre outras maneiras, através da mudanca de varidavel £ = x + ct,
n = x — ct, ou através de integrais de energia. O primeiro método nao fun-
ciona para dimensao n > 1. Vamos entao provar a unicidade usando integrais de

energia, que ¢ um método que funciona em geral.

2TVer referéncia [7].
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Em geral, vamos considerar a equagao de onda em uma dimensao espacial, no

caso das vibragoes livres
Ut = € Uy, (1.123)

2 = constante, isto ¢, vamos supor que a corda seja ho-

onde u = u(x,t) e ¢
mogénea (p(xr) = constante) e que as vibragoes tenham amplitudes pequenas
(7(t) = constante).

O problema bésico associado a esta equac@o é o problema (1.88), cuja solugao
u = u(x,t) satisfaz as condigoes de Dirichlet u(0,t) = w(f,t) = 0, t > 0 e as
condigoes iniciais u(z,0) = f(x), w(z,0) = g(x), 0 < x < £, onde f e g sao
funcoes dadas.

Neste ponto, vamos definir a energia associada a solugao u no instante t, ou
energia da corda vibrante.
Seja u = u(x,t) uma solu¢ao do problema (1.88). Ainda mais, vamos supor que u
seja uma funcao de classe C' em R e classe C? em R e que satisfaca ao problema
(1.88) em R, onde R = {(z,t) e R* 0 <z < {, t >0} .

Multiplicando a equagao (1.123) por u; e integrando com relagao a x entre 0

e £, temos

¢ ¢
/ Up Uy AT = / 2 Uy Uy dx. (1.124)
0 0

1
Observando que uy u; = 5 (u?) . e realizando a integracao por partes do segundo

membro da equagao (1.124), temos

Ld [ 2d 2 ' /Z 2 d (1.125)
- — U; AT = C" Uy Up| — C" Uy Upy AT, .
2.dt J, 0 0

que pode ser escrita na forma
d 1 ff 2 1 2 2 2 ¢
dt{ﬁ/outdx+§/ocuxdx =c uxuto

chamada equacao da energia. A expressao

: (1.126)

K(t) = 1 /Og u? dv (1.127)
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¢ a energia cinética da corda e
¢
V(t) = / uldx (1.128)
0

¢ a energia potencial da corda e E(t) = K(t) + V(t) é a energia total da corda.

| —

Das condigoes do problema (1.88), onde u(0,t) = u({,t) = 0, temos que
u(0,t) = uy(£,t) = 0. Assim a equagao (1.126) reduz-se a

d 1 [* 1 [
%[Q/Oufd$+§/o c2uidx]:0

o que implica que a energia E(t) é constante com o tempo. Tem-se assim, um
principio de conservagao da energia para o fenomeno de vibracao da corda com

extremidades fixas, e sem acgao de forcas externas.

O principio da conservacao da energia nos permite obter a unicidade de solugao

do problema (1.88). De fato, vale o resultado para o problema a seguir:

Teorema 1.3 A solucao do problema geral da onda, se existe, é tnica:

Uy = gy + k(x,t) em R

u(0,t) = hy(t) se t>0,

w(l,t) = ho(t) se >0, (1.129)
u(z,0) = f(x) se 0<x<Y,

u(z,0) = g(z) se 0<x<Y,

onde h; e hy sdo funcoes de classe C? em R, f ¢ funcao de classe C!' em R e
g e k sao fungoes de classe C' em R.

Prova. Suponha que u; e uy sejam duas solugoes do problema (1.129). Entende-
se por solucao uma funcio de classe C? em R e continua em R que satisfaz a todas
as relagoes em (1.129). Este fato requer as seguintes relagoes de compatibilidade
entre os dados iniciais e os de contorno: hy(0) = f(0), ha(0) = g(¢). E facil ver

que a funcao u = u; —usy é de classe C? em R, continua em R e satisfaz ao seguinte



problema, o qual é do tipo (1.88):

Uy = C* Uyy se 0<ax</l e t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0 se t>0,
w(z,0) = u(x,0) =0 se 0<z </,

E claro que a energia inicial é F(0) = 0. Logo, pelo principio da conservacao
da energia,
I I
—/ A ul(x,t) dr + —/ ui(x,t) dr = 0,
2 Jo 2 Jo
o que implica que w;(z,t) = u,(x,t) = 0, para (x,t) em R.
Logo, u(x,t) = constante em R. Usando a continuidade de u, em R, e as condicoes
iniciais, concluimos que u = 0 em R, ou seja u; = uy. Tem-se, assim, a unicidade

de solugao no problema (1.129) [7].
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CAPITULO 2

Equacao do Telégrafo

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos utilizar as leis das malhas e dos nés de Kirchhoff!
(1824 — 1887) [8], para introduzir as funcoes diferenca de potencial instantaneo
e corrente instantanea, considerados ao longo de um fio condutor. Com es-
tas funcoes, utilizando algumas hipdteses, vamos obter a chamada equacao do
telégrafo, que é uma equagcao diferencial parcial do tipo hiperbdlico (exceto numa
situagao particular onde se torna do tipo parabdlico). A partir da equagao do
telégrafo, vamos discutir casos particulares de interesse fisico e de interesse apenas
histérico, devido a impossibilidade de ocorréncia.

Historicamente, cientistas como Heaviside, Kirchhoff, Poincaré? (1854 —1912)
e Thomson?® (1824 —1907) entre outros, dedicaram-se ao estudo da propagacao de
ondas de corrente e de tensao em cabos, que é um problema que se faz presente
na transmissao de informacoes. Nosso propésito é partir de hipdteses tedricas e
chegar a equacgao do telégrafo, que foi obtida primeiramente por Heaviside.

Uma linha de transmissao é caracterizada por meio de tensao elétrica e da

LGustav Robert Kirchhoff, fisico alemao.
2Jules Henri Poncaré, matematico, fisico e filésofo da ciéncia francés.
3William Thomson (Lord Kelvin), fisico, matemético e engenheiro irlandés.
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corrente elétrica. FEla representa um elemento de circuito capaz de conduzir
energia elétrica de um ponto a outro, que pode ser utilizado para transmitir

sinais entre um transmissor e um receptor, por exemplo.

2.2 Equacoes gerais de tensao e corrente ins-

tantaneas

Nesta secao vamos utilizar as leis de Kirchhoff para estudar aspectos da
propagacgao, no tempo, de ondas eletromagnéticas numa linha de transmissao,
constituida por um fio condutor. Incluimos a determinacao da velocidade de
propagacao e os efeitos da resisténcia RAx, da indutancia LAz, da capacitancia
CAz e da condutancia GAzx, associados ao fio, considerados constantes.

No Capitulo 1, estudamos efeitos importantes associados as ondas numa corda
vibrante. Estes efeitos sao propriedades de todos os fenomenos ondulatérios e,
portanto, estarao presentes também em ondas eletromagnéticas. Relembrando,
temos que a equacao diferencial parcial que rege a propagacao de uma onda

transversal em uma corda pode ser expressa por

1

Upr = gutt (21)

com u = u(x,t), onde ¢ é a velocidade de propagacao da onda no meio e esté

associada a 7 = 7(t), forca que tensiona a corda que ¢é funcao apenas de t, e

p = p(z), sua densidade linear, ¢ = /7(t)/p(x).

Podemos verificar que, para w = ke,
U(l‘,t) _ ei(kac—wt)

é uma solucdo da equacio (2.1) e que ¢**=*) pode ser transformada numa com-
binacgao linearmente independente de senos e co-senos. Assim, uma conveniente

solugao para esta equagao é a chamada funcao de onda
u(z,t) = ugsen (kx — wt) (2.2)
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onde uy é a amplitude da onda, & = 27/ é o nimero de ondas e w = 27 f
representa a freqiiéncia angular. Entre a velocidade de propagacao da onda, a

freqiiéncia f e o comprimento de onda A, admitamos a relagao
=\f. (2.3)

Quando uma onda, ao propagar-se, encontra um obstaculo em seu caminho,
ela sofre, dentre outros fenomenos observaveis, a reflexao. No caso de uma corda,
por exemplo, o comportamento do pulso de onda ao longo de seu caminho varia
segundo o tipo de obstaculo que ele encontra. Se a extremidade da corda esta fixa,
o pulso de onda, ao ser refletido, mantém todas as suas caracteristicas iniciais,
porém sofre inversao de fase de wrad. Se a extremidade da corda puder mover-se,
entao nenhuma alteracao é observada na fase do pulso refletido com relagao ao
pulso incidente, a nao ser pela mudanca no sentido de propagacao da onda.

Uma situacao intermedidria, na qual a extremidade da corda nao se encontra
rigidamente presa e nem ¢ mantida completamente livre, corresponde ao caso em
que duas cordas de densidades lineares diferentes encontram-se unidas. Um pulso
de onda percorrendo uma corda de menor densidade, ao atingir o ponto de uniao
com uma corda de maior densidade, é em parte refletido com inversao de fase e é
em parte transmitido. Porém, se o pulso de onda estd inicialmente percorrendo a
corda de maior densidade, o pulso refletido tera mesma fase. O pulso transmitido
sempre tem a mesma fase do pulso incidente, qualquer que seja o caso.

Com respeito as ondas eletromagnéticas, sendo conduzidas através de um
fio, por exemplo, podemos verificar comportamentos semelhantes aos verificados
acima. Certamente hd um campo eletromagnético, mas estamos interessados com
ondas de diferenga de potencial e corrente na linha [1].

Na determinacao das equacoes de tensao e corrente instantaneas, equacoes
caracteristicas de uma linha de transmissao, vamos considerar um gerador ligado
a uma carga e, de toda a linha, considerar o circuito equivalente de uma secao
Ax representado na Figura 2.1.

Nesse circuito, CAx e GAx sado, respectivamente, a capacitancia e a con-
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ZAx

i(x,t) LAx RAx i(x+ A x.t)
-—'-(WW—/\/\/\/\ .
F'y A

v(x,t) YA x CA x {;:‘] GA x vix+Ax t)

e A

Figura 2.1: Circuito de uma linha de transmissao: uma se¢ao Ax.

dutancia da linha, que constituem, quando associados em paralelo, a admitancia
Y Az do circuito e, RAz e LAx sao as respectivas resisténcia e indutancia da
linha que, por sua vez, quando associados em série, constituem a impedancia
Z Az . Entao, uma linha de transmissao pode ser representada como uma asso-
ciagao de infinitas segoes de impedancia em série e admitancia em paralelo [9].
No circuito, i(z,t) e v(z,t) representam, respectivamente, a corrente elétrica e a
tensao elétrica em cada instante.

Circulando na malha do circuito e aplicando a lei das malhas de Kirchhoff no

comprimento da linha Az, temos

v(x,t) = LAJ:‘%Z’(.%, t) + RAzi(x,t) + v (v + Ax,t) . (2.4)
Rearranjando os termos da equacao (2.4), podemos escrever
v(z+ Az, t) — v (z,t) 0 . :
=—L— — . 2.
s atz(x, t) — Ri(x,t) (2.5)

Tomando o limite da equagao (2.5), isto é, fazendo Az — 0, entao ela toma a

seguinte forma
v(r+ Az, t) —v(x,t) 0

: J . :
Alglcrilo A = gv(x,t) = —Laz(x,t) — Ri(z,1). (2.6)

Temos assim uma primeira equacgao diferencial parcial extraida do circuito em

estudo que relaciona a tensao com a corrente num determinado ponto da linha.
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O objetivo que pretendemos atingir é o de descobrir equagoes que separadamente
traduzam o comportamento da tensao e da corrente na linha. No entanto a
equacao (2.6) tem duas incégnitas ¢ e v sendo, portanto, necessario encontrar
outra equacao de modo a formar um sistema com duas equacoes e duas incognitas.

Aplicando a lei dos nés no mesmo circuito podemos escrever

i(x,t) = GAxv (v + Ax,t) + CAzxv (v + Az, t) + i (x + Az, t), (2.7)

que pode ser conduzida a equacao

i(z+ Az, t) —v(z,t)
Az

= —Gu(z + Az, t) — Cv(x + Az,t). (2.8)

Tomando o limite da equagao (2.8), isto ¢, fazendo Az — 0, entao ela toma a

seguinte forma

%i($’t) = —Gv(x,t) - C 0 (l‘,t). (2'9)

EU

Temos agora uma segunda equagao diferencial parcial que também relaciona
a tensdo com a corrente no circuito?. As equagoes (2.6) e (2.9) sao as equagoes
que regem todo o comportamento elétrico da linha. Elas formam um sistema
de equacgoes diferenciais parciais de primeira ordem, linear e homogéneo, com
coeficientes constantes. Observe que para a obtencao do sistema nao utilizamos,
em nenhum momento, condicoes iniciais e de contorno, podendo estas serem
utilizadas em estudos particulares [6].

Note-se que as equagoes (2.6) e (2.9) nada nos dizem sobre a forma da corrente
e da tensao, mas sim apenas a relacao entre ambas e a dependéncia destas com
os parametros distribuidos. A equacao (2.6) afirma que uma variacdo temporal
na corrente, causa uma variacao na distribuigdo do potencial (nas vizinhangas).

A reciproca é verdadeira e é garantida pela equagao (2.9) [7].

4F. M. Oliveira Costa, Ondas em Linhas de Transmissdao Problema Fundamental (Dis-
sertacao apresentada a congregagao da Escola Nacional de Engenharia, Universidade do Brasil),

Rio de Janeiro, (1949).
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2.3 Equacao do telégrafo

As equagbes (2.6) e (2.9) nao sao geralmente apresentadas nesta forma, mas
sao manipuladas. Isto é, diferenciando a primeira equagao em relagao a t, a

segunda em relagao a x e eliminando o termo de derivada mista, temos

onde i =i(z,t) e v =v(z,1).

Agora, substituindo %v(m,t) = —L%i(w,t) — Ri(z,t) na equacao (2.10)
obtemos

com i = i(z,t).

A tensao também tem sua prépria equacao, que é dada por
Vpw = (CL)vy + (CR+ GL)vy + (GR)v, (2.12)

com v = v(x,t).

Esta equacao ¢ conhecida como equagao de linha de transmissao ou equagao do
telégrafo, ou ainda como equacao de Heaviside para a tensao v e é uma equacao do
tipo hiperbélico de segunda ordem, exceto se C' ou L sao nulos, quando, neste caso,
torna-se uma equacao do tipo parabdlico® [2]. Ela foi estudada por Lord Kelvin
em 1855 em conexao com o cabo submarino transatlantico de telégrafo, atraindo
a atencao de Kirchhoff em 1857, de Heaviside em 1876 e du Bois Reymond®
(1831 — 1889) em 1889 tendo sido tornada conhecida, em geral, quando estudada
por Poincaré em 1893. Em 1889, du Bois Reymond e Poincaré resolveram esta
equagao por meio do método de Riemann [4].

Fazendo algumas consideragoes, a equagao (2.12) pode ser posta numa forma

mais conveniente. Assim, dividindo a equagao (2.12) por LC' (L > 0e C > 0),

5Ver Secao 1.6.
6Paul David Gustav du Bois Reymond, matemético alemao.
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temos
L N n CR+GL n @
LC ) YT e o )" \1c)”

C2 Vpr = Vg + (M) v + (GR) v, (213)

ou
LC LC
onde 2LC = 1.

Na equagao (2.13), quando nao existem perdas, isto é, considerando todos os

elementos constantes R =0,L > 0,C >0 e G # 0 ela se reduz a
Uy — Uy — by =0 (2.14)

onde v = v(z,t), *LC = 1e b = G/C, que se denomina equagao de ondas
amortecidas [5].

O fendmeno fisico associado a equagao (2.14) é o das pequenas vibragoes
transversais de uma corda uniforme quando existe uma forca de amortecimento”.

Introduzindo as caracteristicas
E=x+ct e n=x—ct
a equacao (2.14) se transforma em

vey = m (Vg — vy) = 0
b
dc
Sob a transformacio v = e ™& ¢ ela pode ser escrita na forma

onde m =

Gen +m°p =0, (2.15)

que foi a equacao integrada pelo método de Riemann por du Bois.

"Ver equacao (1.86).

65



2.4 Casos especiais

No Capitulo 1 resolvemos o problema da corda vibrante com extremidades

fixas®, e obtivemos a solucao

u(z,t) = = [f(x —ct) + flx + ct)] + L /Hdg(s)ds, (2.16)

20 x—ct

N | —

chamada solugao de d’Alembert para a equacao de onda.
Nesta segdo vamos analisar o comportamento fisico das equagoes (2.11) e
(2.12) em certos casos particulares das grandezas R, L, G e C', contemplanto com

isso, casos de interesse fisico e casos de interesse histérico.

2.4.1 Linha de transmissao com resistividade e condutivi-

dade lateral infinitamente pequenas

Na equagao (2.12), se desprezarmos as perdas através das oscilagoes e se a

resisténcia é muito pequena (G~ R ~ 0), obtemos a equagao das oscilagoes [10],
Uy = Uy (2.17)

onde ¢?LC = 1. A solugdo da equagao (2.17) é a solugao de d’Alembert para a

equacao de onda unidimensional.

2.4.2 Linha de transmissao na condicao de Heaviside

Considerando a equagao da corrente (2.11) e fazendo i(z,t) = ue *, onde

W= % (CR— GL) /CL, obtemos para u a equagao

Uy = C'Luy + Ccu,

8Ver problema (1.88).

66



onde u = u(z,t) e ¢ = — (CR — LG)* /4. Observa-se que para CR # LG, o sinal
transmitido tem deformagao, visto que temos dispersao das ondas [10].
A condicao

CR=LG =

=y
QlQ

chama-se condicao de auséncia de deformacao na linha. Neste caso, a equacao do

telégrafo admite uma solugao na forma de onda amortecida

i(z,t) =e ' f(z — ct) (2.18)

onde v = 17 g, ALC =1e f= f(z,t) é uma funcao arbitraria.

A auséncia da deformacao das ondas em sua propagacao através de uma linha
de trasmissao tem uma importancia fundamental para a comunicacao telegrafica e
telefonica em grandes distancias [10]. Olivier Heaviside provou que a resistividade
e a condutancia lateral de uma linha de transmissao nao sao problemas tao graves
na telegrafia a longas distancias?. Assim, combinando adequadamente R, L, G e
C, obtemos

Vg = (LC)vy (2.19)

ou seja, os pulsos propagados na linha de transmissao nao sofrem atenuagoes [3].

2.4.3 Linha de transmissao sem capacitancia e/ou sem in-

dutancia

Neste caso temos trés possibilidades, a saber:
1. ¢C=0 e L=0
2. C=0 e L#0
3. C#0 e L=0

Estas hipoteses nao podem ser encontradas em circuitos reais. Nos casos 2 e

3 a equagao do telégrafo passa e ser escrita, respectivamente na forma:

9Ver O. Heaviside, Electromagnetic Theory, Chelsea Publishing, N.Y., (1971).
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paraC=0 e L#0 — = (GLvy+ (GR)v
e
paraC#0 e L=0 — v, =(RC)u+ (GR)v.
onde v = v(z,t). Estas equagoes sao semelhantes as equagoes de difusao de calor!®.
Nocaso 1,paraC=0 e L=0 — v, =(GR)v.

Nestes trés casos temos que, nos limites propostos, a velocidade de propagacao
de um pulso de tensdo na linha de transmissao tende ao infinito (as equagoes

mudam de tipo, passam a ser parabdlicas).

2.4.4 Cabo na condicao de Thomson

Para este caso temos

L=G=0.

Outra vez temos aqui uma equacao parabolica quando consideramos esta condicao.

Transformamos a equagao (2.12) para a forma:
Ve = RCV,

onde v = v(x,t). Esta forma, conhecida como equa¢do de Fourier tem im-
portancia apenas histérica, pois a hipotese L = 0 é pouco provavel fisicamente.
William Thomson, o primeiro a obte-la, levou em conta no equacionamento que

somente havia resisténcia e capacitancia por unidade de comprimento [7].

2.4.5 Linha de transmissao de corrente continua

Neste caso, a intensidade de corrente e a tensao nao variam com o tempo.

Logo as equagoes (2.11) e (2.12) se tornam, respectivamente,
I = RG @ e Vpe = RG v

o que mostra que i e v sao solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias.

10Ver Secao 1.1.
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2.4.6 Cabo submarino

Neste caso admitimos que o isolamento seja muito bom, o que se traduz em
supor que GG = 0. Além disso supomos que a freqiiéncia w de corrente alternada
é muito baixa. Terfamos v(z,t) = ¥ (x)e™", onde ¢ e a amplitude da onda, com
w pequeno. Dai

vy = —w*(z)e™t = —iwv, = o(v;)

onde o(v;) significa um residuo desprezivel. Segue que, num modelo aproximado,

vy pode ser desprezado em presenca de v;. Conseqilientemente
ler = RC 14 e Ve = RC vy

que sao EDPs do tipo difusao de calor [3].
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CApiTULO 3

Método de Riemann

3.1 Introducao

Uma primeira solugao geral do problema de Cauchy® (1789 — 1857) para uma
ampla classe de equacgoes hiperbdlicas foi apresentada por Riemann no chamado
método de Riemann contido no artigo? Sobre a propagagdao no ar de ondas planas
de amplitude finita. Embora este método tenha sido introduzido para um tipo
especial de equacoes, o mesmo cobre na realidade, qualquer EDP linear em duas
variaveis, do tipo hiperbdlico. O método foi difundido em sua forma geral nas
Legons sur La Théorie des Surfaces® de Darboux? (1842 — 1917). Existem ex-
tensoes do método, a um nimero finito de variaveis, porém, quase sempre restritas
a certas formas particulares das equagoes [2].

Neste capitulo vamos utilizar o método de Riemann para encontrar uma

formula integral para a solugao do problema de Cauchy, em fungao dos dados.

! Augustin Louis Cauchy, matematico francés.
2B. Riemann, Uber die Fortfanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite, Ab-

handl. Konigl. Ges. Wiss. Gottingen 8, (1860). Traducado francesa: Oeuvres Mathématiques,

Gauthier-Villars, Paris (1898).
3J. G. Darboux, Le¢cons Sur La Théorie des Surfaces, Gauthiers-Villars, Paris, (1887).

4Jean Gaston Darboux, matemético francés.
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O método serd aplicado ao estudo da equacao associada as vibragoes transversais
de uma corda elastica, que é uma equacao do tipo hiperbdlico, chegando-se a
formula de d’Alembert. Finaliza-se o capitulo aplicando o método de Riemann

ao estudo da equacao do telégrafo.

3.2 0O Método de Riemann

O método de Riemann permite calcular explicitamente a solugao do problema
de Cauchy associado ao operador linear L em funcao dos dados de Cauchy sobre

uma curva I', sendo

Lu = uyy + auy, + buy, + cu, (3.1)

onde a,b e ¢ sao fungoes das variaveis independentes = e y, diferenciaveis num
dominio € do R2.

O problema de Cauchy consiste em determinar uma solu¢do u = u(x,y) da
equagao Lu = f, sendo f = f(z,y), em um aberto Q do R? contendo no seu
interior um arco de curva regular I'. Supode-se que I' nao intercepte cada carac-
teristica de Lu = f em mais de um ponto e que sejam conhecidos os valores de u
e u, sobre I'. Assim, o problema de Cauchy consiste em determinar u = u(z,y)
definida em (2 satisfazendo as condigoes:

Lu=f em () (3.2)

ulp = 9(@) , el =v()

com ¢(x) e ¥ (x) conhecidos [3].
Segue-se que, como estd posto, a equacao (3.2) é do tipo hiperbdlico com as

duas familias de curvas caracteristicas® dadas por

y—ax=c e y+x=c

®Ver Subsegoes (1.6.1) e (1.6.2).
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com ¢ = constante. Além disso, considerando a curva I' regular e nao intercep-
tando cada caracteristica em mais de um ponto, entao o problema de Cauchy
(3.2) possui uma tnica solucao.

Nesta segao serd exposto o método de Riemann permitindo calcular a solugao
do problema (3.2) em funcao dos dados e da fun¢ao de Riemann associada ao
chamado operador adjunto de L. Em outro momento apresentamos aplicagoes ao

problema da corda vibrante e a equacao do telégrafo.

3.2.1 Operadores lineares adjuntos

Vamos estabelecer férmulas auxiliares, que nos servirao para a representacao
das solucoes dos problemas de contorno em forma integral. Para tanto seja

v = v(z,y), uma funcio real de classe C'(Q). Podemos escrever as identidades:

Vllgy  — Wgy = (VUg)y — (UVy)a,
vau, = (avu), — u(av),,

vbu, = (bvu), — u(bv),.
Das identidades descritas, resulta:
vLu — uMv =U, +V, (3.3)

onde M é o chamado operador adjunto de L, dado por

Mv = v,y — (av), — (bv), + cv, (3.4)

enquanto que
U = avu — uvy, (3.5)
V = bvu + vu,. (3.6)
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Definicao 3.1 Dois operadores lineares L e M sao chamados de conjugados,

se a diferenca

vLu — uMwv

¢ a soma de derivadas parciais em relagao as variaveis independentes x e y de
certas expressoes U e V.

Considerando a equagao (3.3) e a Defini¢ao 3.1 temos que os operadores L e
M sao considerados, evidentemente, conjugados. Em particular, se Lv = Mu, o
operador L se chama auto adjunto.

A partir do teorema de Green® (1793 — 1841), obtemos que a integral dupla
da diferenca vLu — uMwv sobre certa regiao (), delimitada pelo contorno I' liso

por partes, é igual a

//Q (vLu — uMv) drdy = //Q Uy +V,) dody = /Q (Udy —Vdz)  (3.7)

onde u e v sdo funcoes arbitrarias derivdveis duas vezes. A equagao (3.7) ¢é

chamada férmula de Gauss” (1777 — 1855) ou férmula de Riemann-Green [5].

3.2.2 Problema de Cauchy para EDP lineares de 2 ordem

do tipo hiperbdlico em duas variaveis

Para solucionar o problema de Cauchy vamos considerar a Figura 3.1. Seja
uma porgao da curva I representada pelo arco QR. Seja P de coordenadas (xq, yo)
e tracemos as caracteristicas por P encontrando I' nos pontos ) e R. As linhas
PQ e PR sao paralelas aos eixos x e y, respectivamente e em nenhum ponto entre
@ e R uma tangente a curva QR é paralela aos eixos coordenados. Supoe-se I’

decrescente para x > 0 e y > 0 e possuindo tangentes em todos os seus pontos.

6George Green, matematico e fisico inglés.
7Johann Carl Friedrich Gauss, matemdtico, astrénomo e fisico alemfo, conhecido como

o principe dos matemdticos e considerado por muitos como o maior génio da histéria da

matematica.
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Figura 3.1: Caminho tomado para integracao.

Estamos interessados na solugao da equacao diferencial parcial nao homogénea
Lu=f (3.8)

onde u e f sao funcoes das variaveis independentes x e y e considerando que sao
dadas as condigoes de Cauchy ao longo da curva I'.

Usando a férmula de Green na regiao €2 limitada por PQ) R, orientada no sen-
tido anti-horario, o segundo membro pode ser decomposto em trés integrais ao
longo de QR, RP e P(Q), respectivamente. Tem-se, levando em conta as compo-
nentes da normal aos dois ultimos segmentos:

R P Q
/ (Udy — Vdz) = / (Udy — Vdz) + / Udy + / Vdz. (3.9)
Q Q R P
Como V = buv + vu, temos

Q Q Q
/ Vda::/ buvdx—l—/ vugde. (3.10)

P P P

Integrando o termo [ g vugdx, por partes, obtemos
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/Q | ‘ Q
— wodr = wv| , — uv|,, — / UVLdx.
P P @ F P

Voltando a equagao (3.10) podemos escrever

Q Q
/ VU dr = uv
P

Q Q
/PVd:E:uv|Q—uv‘P+/P u(bv — v, )dz. (3.11)

Substituindo a equagao (3.11) na equagao (3.9) e lembrando que

U =u(av —vy) e vLu — uMv = U, + V,, obtemos

Q P
wlp = uv|Q+/P u(bv—vx)dm—/R u(av —vy) dy +

| " (Udy - V) + / /Q (vLu — uMv) dzdy. (3.12)

Q
Aqui chegamos ao ponto mais significativo do método de Riemann. Escolhe-
mos a fungao v(z,y; xg, yo) como sendo a solugao da equagao adjunta Mv = 0,

satisfazendo as condicoes

vy = bv onde y = 1o
vy = av onde x =z
v=1 onde x=2xp e Yy =1o.

Esta solugao v(x, y; xg, yo) da equacao adjunta é chamada de func¢ao de Riemann
do problema de Cauchy (3.2) para Lu.

Como Lu = f reduzimos a equagao (3.12) a

R

R
ulp = uv|y — /Q wv(ady — bdx) +/Q (uv,dy + vuydr) + //Q vfdzdy. (3.13)

A equagao (3.13) fornece o valor de u no ponto P, onde u e u, sao descritos
ao longo da curva I'. Analisando a equagao (3.13) observa-se que u é conhecida
em R e (). Além disso, as funcoes U e V sao conhecidas sobre QR porque u, u,
e u, também o sao. Assim, a equagao (3.13) fornece explicitamente a solucao do
problema de Cauchy (3.2) para qualquer ponto P do dominio de existéncia fora

de T, onde sao conhecidos os dados de Cauchy [3].
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Visto que u e u, sao descritas ao longo da curva I', podemos escrever:

R
uv’R - UU‘Q = /Q [(uv)zdr — (uv),dy] . (3.14)

Podemos usar a equagao (3.14) para encontrar outra relagao de u} p @ partir

da equacgao (3.13):

R R
u‘P = uv‘R - / wv(ady — bdx) — / (wvydr — vu,dy) + // vfdzdy. (3.15)
Q Q Q
Somando as equagoes (3.14) e (3.15) temos o valor u num ponto P dado:

1 i 1 ("
u|P =5 (uv‘Q + uv|R> - /Q wv(ady — bdx) — E/Q u(vydr — vydy) +

+ %/R u(ugdr — u,dy) + //Q vfdzdy. (3.16)

Q

A equagao (3.16) é conhecida pelo nome de férmula de Riemann para o pro-

blema de Cauchy [4].

3.3 Problema da corda vibrante

A equacao diferencial parcial associada as vibragoes transversais de uma corda
elastica foi discutida no Capitulo 1. Representando por u = u(z,t) a deformacao

da corda no instante ¢, temos o seguinte problema de Cauchy:

Uy — CUyy = 0 em —o0 < T <400 e t>0
(3.17)
u(z,0) = @(x), u(z,0) = (x) em — 00 <z < 400,

onde ¢ é uma constante positiva. Observa-se que os dados de Cauchy sao sobre a

curva

= {(z,t)eR:; t =0}
isto é, o eixo dos .
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Usando o método de Riemann, inicialmente vamos fazer a mudanca de coor-
denadas

T:(x,t) — (X,Y)

sendo

X=x+ct e Y=z—ct (3.18)

Por meio das novas coordenadas (3.18) a equagao (3.17) é transformada em

9%*u B
oxXoy

0 (3.19)

onde u = u(X,Y), que é uma equagao diferencial parcial, do tipo hiperbdlico,

8

que esta na primeira forma canonica®, cujas curvas caracteristicas sao as retas

onde k é constante.

A reta t = 0 é transformada pela mudanca de varidveis (3.18), na bissetriz
Y = X dos quadrantes impares do plano R? com coordenadas (X,Y), conforme
Figura 3.2.

Com esta transformagao, as condigoes do problema de Cauchy (3.17) passam

u(X, X) = ¢(X), w(x,0)=cux (X,X)—cuy (X,X)=9¢(X). (3.20)

Assim, o problema de Cauchy (3.17) foi transformado no seguinte problema

uxy =0
Y (3.21)
WX, X)=9¢(X) e cux(X,X)—cuy (X,X)=19¢(X)
onde ¢ e ¥ sao continuamente diferencidveis em —oo < x < +00 .
Escrevendo a equacao (3.21) utilizando o operador linear L , obtemos

8Ver Subsecio 1.6.2.
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Figura 3.2: Caminho tomado para integragao do problema (3.17).

onde, comparando a equacao (3.1), temos a = b = ¢ = 0, o que simplifica o

problema. O operador adjunto de L é o operador M que atuando em v, fornece
Mo = UVXy. (323)

Como a = b =0, a fun¢do de Riemann v é v (X,Y; Xo,Yy) =1 . Em todo ponto,
e, portanto, a solucao ¢ dada por

1 I
ul, = 3 (% +u\R) - %/Q (uxdX — uydY). (3.24)

Tem-se ainda que @ é o ponto (X, X) assim como R é o ponto (Y,Y). Logo,
u‘Q =u(X,X)=¢((X)e u|R =u(Y,Y) = ¢(Y). Deste modo, P é o ponto
(X,Y) e, portanto, a solucao é

WX V) =0+ 0+ 5 [ v)an

Sendo X =x+ct e Y =x — ct, obtemos, pelo método de Riemann, a solucao

explicita do problema de Cauchy (3.17):
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x+ct

[p(x+ct)+¢(x—ct)]+ — t ¥ (N) dA. (3.25)

N | —

t) =
u () N

Tr—C
que é a chamada férmula de d’Alembert ou solugao de d’Alembert.
A solugao geral da equagao uxr = 0 pode ser escrita em varias formas, a mais

simples delas é

w(X,T)=f(X-T)4+g9g(X+1T)

onde f e g sao fungoes arbitrarias. Para resolver um problema de valor inicial
em primeiro lugar temos que determinar f e g a partir dos dados iniciais. Isto,
naturalmente, leva de volta a equacao (3.24) que é normalmente obtida exata-
mente desta forma [1].

Observa-se que ¢ (x — ct) é obtida de ¢ (z) por meio de uma translacao ct
na diregao positiva dos eixos dos x. Analogamente, ¢ (z + ct) é obtida de ¢ (z)
por meio de uma translagao —ct na direcao negativa dos eixos dos x. Portanto
¢ (x — ct) é uma onda de configuracao inicial ¢ () que se propaga na dire¢ao
positiva do eixo x, com velocidade de propagacao c. Ela denomina-se onda pro-
gressiva. Semelhantemente, ¢ (z + ¢t) é uma onda de configuracdo inicial ¢ (z)
que se propaga na direcao negativa do eixo x, com velocidade de propagacao c.
Ela denomina-se onda regressiva. A solugao de d’Alembert, quando ¢ = 0, é a

média aritmética das duas ondas [3].

3.4 O método de Riemann e a solucao da equa-

cao do telégrafo

Vimos no Capitulo 2 a equacao que modela o fluxo de eletricidade em um fio

metalico, a chamada equagao do telégrafo, escrita na forma

Vpxr = (LC)Utt + (CR + GL)Ut + (GR)'U, (326)
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onde v = v(z,t) é a tensdo instantanea e C,G, R e L sado constantes. Trata-se
de uma equagao diferencial parcial linear do tipo hiperbdlico, cuja solucao serd
determinada utilizando o método de Riemann.

Tem-se que, em geral, nos problemas de Fisica-Matematica, procura-se a
solucao do problema de Cauchy fixando-se um dado instante quando o fenémeno
comeca a ser observado, por exemplo, escolhemos t = 0. Portanto, fixa-se v e v,

quando ¢ = 0 [3]. Entao a curva I' associada ao problema de Cauchy é
['={(z,t) eR%; t =0}

onde R% é o semi plano (z,t) com ¢t > 0.

Estudamos nesta se¢ao o problema de Cauchy:

Uz = (LCY0y + (CR+ GL)vy + (GR)v em — oo < x < +00 e t >0, (3.27)

v(z,0) =¢(x) e v(x,0) =1 () em — 00 < & < +00,

com ¢(x) e 1p(x) fungoes da varidvel independente x, continuamente diferencidveis.
A derivada de primeira ordem pode ser eliminada por meio de uma simples

(CR+GL/2CL)]t

substituicdo. Fazendo v = ue™l , com u = u(x,t), substituindo na

equagao (3.26) e manipulando os termos obtemos

1 1 /R G\’
Uy = (ﬁ) Uz = 7 (Z — 5) u, (3.28)

que se denomina equacao de ondas sob acao de forca restauradora’.

Fazendo a mudanca de coordenadas
7 (z,t) — (X,Y)
introduzindo as variaveis caracteristicas por
X=x+ct e Y=x—ct (3.29)

onde ¢*LC = 1, colocamos a equagao (3.28) na primeira forma canonica das

equacoes do tipo hiperbélico!”

9Ver equagdo (1.87).
10Ver Secao 1.6.
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0%u
0XoY

+ku =0, (3.30)

comu=u(X,Y)ek= % (L*G® — 2GRLC + R*C"?).

Para saber como mudaram as condigoes iniciais, observe que a reta t = 0 do
plano (z,t) é transformada, pelas novas variaveis (3.29), na bissetriz Y = X dos
quadrantes fmpares no plano (X,Y’). Portanto, o problema de Cauchy para a

equagao (3.30) tem seus dados sobre a curva I" que é a bissetriz Y = X | conforme

Figura 3.2 [3]. Como
ou  OudX OudYy

o T oxX o oy ot
entao as condigoes iniciais do problema (3.27) mudam para
uX,Y) =u(X, X) = ¢(X),

1 (3.31)
o (X X) — e (X, X)] = L ().

Devemos calcular, com a férmula de Riemann (3.16), a solugao do problema
(3.30) com as condigbes (3.31) sobre a bissetriz Y = X. Necessitamos, entéo,
calcular a funcao de Riemann do problema.

Escrevendo a equacao (3.30) utilizando um operador linear L, temos
Lu=uxy + ku=0. (332)

Observe que para a equagao (3.32), tem-se a = b = 0, com a e b dados na equagao
(3.1). Entao temos que um operador adjunto M associado ao operador L é da
forma

MV =Vxy + EV (333)

e a equacao adjunta serd:

Vyy + kV = 0. (3.34)

Verifica-se que a equagao (3.34) é auto-adjunta, visto que, MV = Lu e deve
portanto ser satisfeita pela funcao de Riemann V. Por conveniéncia definimos

X =X —-X,, Y =Y —Y, e entdo, as condicdes impostas sobre V sio:
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Vxy +EV =0, (3.35)
V=0 em Y =0, (3.36)
V7=0 em X =0, (3.37)
V(P)=1 (3.38)

As condigoes (3.36), (3.37) e (3.38) combinam-se requerendo que
V(X,)Y)=1 com X=0 e Y=0, (3.39)

o que transforma o problema em um problema de caracteristicas.

A funcao de Riemann pode ser obtida considerando-se o produto

A=kXY, (3.40)

onde X = X — XgeY =Y — Y, procurando-se a solucao da equacio (3.35) tal
que

sendo ¢(0) = 1. Fazendo-se a mudanga de varidveis indicada pelo produto (3.40)
na equagao (3.35), obtém-se

A5 0(N) + 2 o(N) +p(3) = 0, (3.42)

com a condigao inicial ¢(0) = 1. Trata-se de uma equacao de Bessel na qual
ponto A = 0 é um ponto singular!®.
Calcula-se, a seguir, uma solugao analitica da equagao (3.42). Considera-se a

série de poténcias

o\ =T+ aA+a * + - +a,\"+ - (3.43)
cujos coeficientes sdo determinados de modo que a série (3.43) seja solucao da
equagao (3.42). Substituindo-se a série (3.43) na equacao (3.42), obtém-se a

relacao de recorréncial?

na, + a, 1 = 0. (3.44)

Hyer Apéndice A.4.
12Ver método de Frobenius no Apéndice A.
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Logo, a fun¢ao de Riemann ¢

A A2 A3 A"
AN)=1——= — cee4 (=)™ . 3.45
p(A) EtopE T EeE T (—=1) (a2 (3.45)
De modo explicito, tem-se
k(X — Xo) (Y — Y,
V(XY XYy =1 o ;’3( 0
k(X — Xo) (Y = Y))? —1)" [k (X — X) (Y = Yp)]"
NI T ) A o V10 G T 1) (A
(21)? (n!)?
que pode ser identificada com a funcao de Bessel de ordem zero'?, isto é,
V (X, Y3 X0, Yo) = Jo |2V (X = Xo) (V = Yo)| . (3.47)

Deste resultado temos que

VE (X —Y0) ,
Vs = g U (VR - X (T -70))
VE (X — Xo) ,
W= s A (VIR R -
portanto,
VE (Xo — ) '
Vy — Vy = N e AT ST [JO <\/4k (X — Xo) (X — YO)H . (3.48)

ao longo de QR. Temos ainda que

WV, =0(X0) e uVl],=6(%), (3.49)
e (X, X) — uy (X, X)] =~ 6(X), (3.50)
V(P)=1 (3.51)

Conhecida a fungao de Riemann (3.47) para a equacao (3.30), podemos re-
solver o problema de Cauchy (3.27). A solucao dada pela férmula de Riemann

(3.16) é:

13Ver Secao A.4.
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R
ul, = % (wV]y+uvly) - %/Q u(Vy — Vi)dX +

1 R
Q

porque a =b=0e dX =dY em QR.
Substituindo as relagoes (3.49), (3.50) e (3.51) na equacao (3.52) obtemos

u(Xo, ¥5) = ul, = 5 [6(X0) + 6(¥0)] ~
_l/R \/E(XO_YO)
2Jo V(€= Xo) (€~ Yo

o /Q Ty [VAR(E=X0) (€= Vo) 6(€)de. (3.53)

< 25 (VAR =X €= 10)) | o(e)ds +

Repassando Xj e Y para X e Y e substituindo as variaveis originais obtemos

a férmula de d’Alembert

1 T+ct
[p(x + ct) + p(x — ct)] + % / G(z,t,&)dE, (3.54)

—ct

N | —

u(z,t) =

onde

2k et p(€) T, {\/ Ak [(€ = 2)” — 2] }
G(z,t,8) = \/(5 o _or +

+(€)Jo {ka (€ —2)° — 2] } :

Temos aqui a solugdo para o problema (3.27). A solu¢do da equagao do

telégrafo (3.26) é a solugao (3.54) transformada de volta para v(x,t), onde
v(x, t) _ uef[(CRJrGL)/QLC} t,

com u = u(x,t).
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Conclusoes

Este trabalho foi formulado em termos de equacoes diferenciais. Como sabe-
mos, elas sao essenciais para quase todas as partes da fisica tedrica, sendo que em
algumas situagoes sao equacoes diferenciais ordindrias, mas na maioria dos casos
sao equacoes diferenciais parciais, em duas variaveis, isto €, o espago utilizado é
o plano euclidiano R?, onde se situam as equacoes apresentadas.

As equagoes diferenciais que aparecem no texto, como aquela que expressa
o problema das vibragoes transversais de uma corda, ou as equacoes de tensao
e corrente instantaneas numa linha de transmissao, apresentam algumas dificul-
dades na sua resolucao. As solucoes destas equacoes, obedecendo as condicoes
de contorno e iniciais, nao é uma tarefa facil. Assim, para facilitar o estudo, ap-
resentamos em um apéndice, o método de Frobenius, especificamente associado
as equacoes de Bessel e Bessel modificada, voltado para as solucoes das equagoes

diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem e homogéneas.

No Capitulo 1, deduzimos e apresentamos uma solucao para o problema da
corda vibrante, empregando o método de Fourier, desenvolvida em duas etapas:
na primeira, utilizamos o método da separacao de varidveis para obter equagoes
diferenciais ordinarias, relacionadas com a equacao diferencial parcial da corda.
Nesta etapa, obtivemos familias de solucoes satisfazendo as condigoes dadas. Na
segunda etapa, a solucao do problema é apresentada como uma série cujos termos
sao produtos das solugoes produzidas a partir da separacao de variaveis, por
coeficientes adequadamente escolhidos. Neste capitulo, além de apresentarmos
o método de Fourier, também apresentamos a solucao geral para o problema da
corda vibrante obtida por d’Alembert. Detalhamos a existéncia da solucao geral

bem como provamos a unicidade desta solucao.



O Capitulo 2 apresentou a equacao do telégrafo expressa em termos de
v = v(z,t) ou i = i(x,t) que representam, respectivamente, a tensao e a in-
tensidade da corrente elétrica em um instante ¢, em um ponto x de uma linha
de transmissao construida a partir de condutores feitos de metal. Para obter
a equacao diferencial parcial, conhecida por equacao do telégrafo, analisamos
parametros lineares constantes ao longo da linha de transmissao, todos tomados
por unidade de comprimento: consideramos a resisténcia R, caracteristica dos
condutores, a indutancia L justificada pelo surgimento dos campos magnéticos
criados pela corrente elétrica (lei de Ampere'® (1775 — 1836)) e a forga eletro-
motriz retroativa induzida pelas vibragoes nos campos criados (lei de Faraday'®
(1791 — 1867)). Além disso, os condutores agem como um capacitor, aparecendo
assim certa capacitancia C.

Como é impossivel o perfeito isolamento dos condutores, apresentou-se também,
certa condutancia G, sendo que os dois primeiros, quando associados em série,
constituem a impedancia Z e os dois tltimos, quando associados em paralelo,
constituem a admitancia Y. Com a utilizacao das leis de Kirchhoff chegamos a
equagao do telégrafo, que primeiramente foi estudada por William Thomson, em
1855, representada por uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem
que é uma equacao de onda. A solugao desta equacao foi obtida por Riemann e du
Bois Reymond, em 1889. Casos particulares foram estudados, com destaque para
as linhas de transmissao na condigao de Heaviside (linha ideal) e de Thomson
(importancia histérica).

Este trabalho foi encerrado com a apresentagao do método de Riemann, apre-
sentado no Capitulo 3, aplicado especificamente no caso de equacoes diferenciais
parciais lineares do tipo hiperbdlico em duas varidveis. Este método pode ser
estendido a EDPs lineares do tipo hiperbdlico em qualquer ntimero de variaveis,
bem como a EDPs lineares elipticas em duas variaveis, desde que, neste caso,

as discussoes sejam feitas no plano complexo. No nosso caso, o método de Rie-

14 André Marie Ampere, fisico, filésofo, cientista e mateméatico francés.
15Michael Faraday, quimico, fisico e filésofo inglés.
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mann foi utilizado na resolugao do problema da corda vibrante e da equacao do
telégrafo que sao problemas descritos por EDPs lineares do tipo hiperbdlico, em
duas variaveis.

No desenvolvimento deste estudo, ao mostrarmos as equacoes que norteiam a
propagacao de um sinal através de uma linha de transmissao, com destaque para
a denominada equacao do telégrafo, queremos ressaltar a importancia de uma boa
fundamentagao tedrica para o entendimento e o conseqiiente desenvolvimento de
modelos fisicos experimentais, necessarios para a melhoria dos sistemas existentes.

Abordagens para o aprofundamento dos aspectos tedricos podem sem encon-
trados em artigos recentemente publicados, dentre eles: A Probability Method for
the Solution of the Telegraph Equation with Real-Analytic Initial Conditions'®,
no qual é proposto um método para a construcao de uma solugao analitica do
problema de Cauchy para a equacao do telégrafo; Analytic and Approzimate Solu-
tions of the Space- and Time-Fractional Telegraph Equations'”, em que é proposto
um método eficiente para resolver sistemas de equacoes diferenciais fracionarias
associadas ao problema do telégrafo e The Telegrapher’s Equation'8, artigo que
trata das linhas de transmissao, nos seus aspectos histéricos e, partindo de in-
formacoes experimentais, nos aspectos fisicos, incluindo uma vasta indicagao bi-
bliografica. Virtualmente, podemos visualizar a propagacao de uma onda numa
linha de transmissao, observando The Animated Telegraph Equation'?, no qual se

ilustra o comportamento das solugoes da equacao do telégrafo.

6Ver A. F. Turbin and I. V. Samoilenko, Ukranian Math. J., 52, 1292 — 1299, (2000).
"Ver S. Momani, Appl. Math. Comput. , 170, 1126 — 1134, (2005).

18Ver http:// mysito.du.edu/ jcalvert/cable.html.

YVer www.math.ubc.ca/ feldman/demos/demo8.html.
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APENDICE A

Método de Frobenius
L

Neste apéendice apresentamos um estudo sistematico do método de Frobenius
que consiste em procurar solugoes linearmente independentes, em forma de série
de poténcias, de equacoes diferenciais ordinarias, lineares, de segunda ordem.
Discutimos, em particular, as solucoes regulares na origem.

Neste trabalho, associamos o método de Frobenius especificamente as equagoes
de Bessel e equacoes de Bessel modificadas, que aparecem em uma grande va-
riedade de problemas fisicos. Exemplificando, a separacao da equacao de onda,
ou de Helmholtz, em coordenadas cilindricas circulares, leva-nos a equagao de
Bessel. Estudamos os casos particulares do parametro, definimos a funcao gama

e introduzimos as relagoes de recorréncia bem como algumas de suas propriedades.

A.1 Introducao

Muitos problemas ligados a Fisica-Matematica podem ser equacionados em
termos de equacgoes diferenciais parciais, lineares, de segunda ordem que, na
maioria das vezes, podem ser conduzidas a um conjunto de equacoes diferenciais

ordinarias, lineares, de segunda ordem da forma

2

Ae) L y(@) + B()

dz? ——y(z) + C(x) y(z) = 0. (A.1)
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Particularmente estamos interessados no caso em que a equagao (A.1) tem os
coeficientes A(x), B(z) e C(z) polinomiais e x é a variavel independente.

Sabe-se que um polinomio é analitico para qualquer valor de e uma funcgao
racional é analitica exceto nos pontos em que seu denominador se anula. Assim
sendo, se A(z), B(z) e C(z) da equagao (A.1) forem polinémios sem fatores em
comum, ambas as fra¢oes racionais P(z) = B(x)/A(z) e Q(z) = C(x)/A(x) serao
analiticas, exceto onde A(z) = 0. Entao, se A(x) # 0 podemos colocar a equagao
(A.1) na forma padrao

2

)+ P(m)% y(x) + Q(z) y(x) = 0. (A.2)

Dentre muitas, podemos destacar a equacao de Bessel de ordem v

2

xQ% y(x) + x% y(z) + (2* = v*) y(z) = 0. (A.3)

onde v é um parametro real ou complexo com parte real nao-negativa e a equagao
de Legendre de ordem p

2

(1 =) 5 y(a) — 20 y(o) +p(p-+ 1) yla) = 0 (A4)

onde p é um parametro real ou complexo [5].

Apresentamos métodos de resolugao da equagao (A.1), por série de poténcias,
na vizinhanga de um ponto xg, ou seja, fazendo uma analise local. Porém, antes
de apresentarmos os procedimentos para a resolucao destas equacoes diferenciais
ordinarias de segunda ordem com coeficientes nao constantes, utilizando séries de
poteéncias, precisamos classificar o ponto xg, objetivando indicar a natureza das

solugoes na vizinhanca deste ponto.

A.2 Classificacao dos pontos de EDOs

Vamos resolver a equagao (A.1) por série de poténcias, em uma vizinhanga

de um ponto xg, sabendo que a solu¢ao da equagdo (A.1) em um intervalo que
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contém x( estd associada ao comportamento dos coeficientes P(z) = B(z)/A(z)
e Q(z) = C(x)/A(z) neste intervalo. Para tanto, em primeiro lugar, devemos
classificar o ponto xy como um ponto ordindrio, singular regular ou singular
irregular e entao selecionar a forma apropriada para a série, tendo como base

essa classificacao.

A.2.1 Ponto ordinario

O ponto o é um ponto ordinario de

v+ P(m)% y(@) + Q(z) y(x) = 0, (A.5)

se as funcoes P(z) e Q(z) sao analiticas em g, ou seja, admitem a representacao
em série de poténcias com centro x = xq e raio de convergencia positivo R. Desta

forma, valem as representagoes [6],

P(x) = an (x —xo)", |z — 0| < Ry, (A.6)

n=0

© o0
Qx) = Z(]n (7 —20)", |z — 20| < R, (A7)

n=0

com R; e Ry, numeros positivos; caso contrario, zy é dito ponto singular da

equagao (A.5).

A.2.2 Ponto singular regular

O ponto zy é um ponto singular regular da equacao (A.5) se

(x — xp) P(x) é analitica em x (A.8)

(z — 20)* Q(z) é analitica em o, (A.9)

isto é, se a singularidade dos coeficientes P(z) e Q(x) pode ser removida pela

multiplicacio, respectivamente, por (z — z0) e (z — x)°.
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A.2.3 Ponto singular irregular

Qualquer ponto singular da equacdo (A.5) que nao seja um ponto singular

regular é chamado de ponto singular irregular da equagao (A.5).

A.2.4 Solucgoes na vizinhanca de um ponto ordinario

Existem equacoes diferenciais lineares de segunda ordem cujas solu¢oes nao
podem ser escritas sob forma simples, usando-se as funcoes conhecidas, tais como
as funcgoes algébricas, logaritmicas e trigonométricas. Usando séries de poténcias
podemos obter uma representacao valida das solugoes destas equagoes.

Como um exemplo, vamos discutir a solugao da equacao
y' —ay=0 (A.10)

com y = y(z), conhecida como equacao de Airy! (1801 — 1892), encontrada,
por exemplo, no estudo da difracao da luz, difracao de ondas de radio em torno
da superficie da Terra, aerodinamica e deflexao de uma coluna vertical fina e
uniforme que se inclina sobre seu préprio peso [9].

Para a equacao (A.10), A(x) = 1, B(z) = 0 e C(z) = —x, logo, todo ponto
¢ um ponto ordindrio. Nao existindo pontos singulares, o teorema (4.1) a seguir,
garante solugdo y(x) em série de poténcias centrada em zero, convergente para

|z] < oo da forma
oo

y(x) =) anz" (A11)

n=0

cujos coeficientes a,, precisam ser determinados.

Teorema A.1 Todas as solugoes da equacao diferencial

L y(@) + Pa) () + Q) y(a) = 0, (A12)

LGeorge Biddell Airy, matematico e astrénomo inglés.

98



sao analiticas em um ponto ordinario g, isto é, podem ser representadas na forma
o
n
= g ay (x —x0)", |z — x| < R, (A.13)

onde R é um numero positivo. Mais ainda, vale que R é no minimo igual ao
menor dos raios de convergéncia R, e Ry, das expansoes em série de poténcias

centradas no ponto xg, dos coeficientes da EDO, P(x) e Q(:U) [6].

Voltando a equacao (A.10) e substituindo y(x Z a,x’ e a derivada se-
gunda i
in n—1)a, 2" :i(n—i—Q)(n—I—l)aon",
n=2 n—=0
obtemos N N N
Z(n+2)(n+ Dap2 2™ = xZan " = Zan "t (A.14)
n=0 n=0 n=0

Vamos mudar o indice da tltima série a direita na equagao (A.14) substituindo

n por n — 1 e comegando a somar a partir de 1 em vez de zero. Temos entao

21a2+2n+2(n+1 Apyo " Zan 1" (A.15)
n=1
ou
2.as + Z [(n+2)(n+ a2 — ap_1] 2" = 0. (A.16)
n=1

Para que esta equacao seja satisfeita, para todo z, é necessario que os coefi-
cientes de cada poténcia de x sejam igualados a zero, ou seja, 2a; = 0 (coeficiente
de 2°) donde a; =0 e (n+2)(n + 1)a, — 2a,_1 =0, n =1,2,3,... que nos leva

a relagao de recorréncia

2 = 27)7;; +1) (A-17)

comn=1,23,....
Essa relacao gera coeficientes consecutivos da solucao admitida, um de cada

vez, a medida que fazemos n tomar os valores inteiros sucessivos indicados na

relagdo (A.17):
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=1 = —
T BTag
ay
p— 2 = —
eSS Ty
a
n:3, a5:£:0 (GQ—O)
4 a 1
n= g = — = a
’ °756 2356 °
5 ay 1
n = a7 = — = a
’ TT 67 3467
as
=6 =—=0 =0
n ) as 78 (as )
7 ag 1
n= g=—=—"—"———a
’ 789 235689 °
3 ay 1
n= a9 = = a
’ 7910 34.7.9.10
n = 9, a1 = 1011 =0 (CLS O)
concluimos que ay = a5 = ag = --- = 0.
Para a sequéncia as,ag,ag,... € conveniente escrever a férmula ag,,
n=1,2,3,.... Os resultados precedentes sugerem a férmula geral
Qo
A3n,

T 2356...(3n—1)(3n)’
comn=1,23,....

Da mesma forma, para a sequéncia ay,a7,ag,... encontramos das, i,
n=1,2,3,... dados por

aq
34.6.7...3n)(3n+ 1)’

A3p+1 =

comn=1,23,....

A solucao geral da equacao de Airy é

[ a? 20 230
—an 1
yle) =ao |1t o5t o55e T T as s 1)(3n)]
i 1'4 x7 l‘Sn
T3 306 T T34 BBy 1)}
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ou

xBn

y(x) = ao |1+ ; 2.3...(3n—1)(3n)

:L.3n+1

x+;3.4...(3n)(3n+1)

+ aq

com ag € a; constantes [3].

A.3 Solucoes em torno de um ponto singular

regular

Vamos apresentar, nesta secao, a discussao de solucoes de equagoes diferen-
ciais ordinarias, lineares, de segunda ordem, com um ponto singular regular.
Inicialmente vamos mostrar a solucao da equagao Euler e, posteriormente, vamos

discutir o problema mais geral, através do método de Frobenius.

A.3.1 Equacao de Euler

O exemplo mais simples de uma equacao diferencial ordinaria, linear, de se-
gunda ordem, tendo um ponto singular regular é a chamada equacao de FEuler,
expressa genericamente por

) d*

Loy b o —a0) oy + Ay =0 (AIS)

(x — x9) o

onde g, o e 3 sdo constantes reais. A equagao (A.18) pode ser reduzida a forma
2

d d
v o5 y(@) + az—y(r) + By(x) =0 (A.19)

fazendo uma mudanca de variavel x — (z — ), equacao esta, também conhecida

como equacao eqiiidimensional?.

2 Justifica-se o termo eqiiidimensional, porque o expoente de cada coeficiente cancela a ordem
da derivada. Isto implica que a substitui¢ao da funcao y(z) = 2" deixard todos os termos com

o mesmo grau [6].
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A solugao da equagao (A.19) serd alguma fungao cuja primeira derivada mul-
tiplicada por z e a segunda derivada multiplicada por #? sejam linearmente de-

pendentes da fungao original. Uma funcao que tem esta propriedade é a fungao

y(r) =" (A.20)

r—1

em que r é uma constante real. Sendo y/(z) =rz""! e y”(x) = r(r — 1)2" %, por

substituigao na equagao (A.19) obtemos
r(r—1z"+arz"+ 02" =0 = 2"[r(r—1)+ar+p8=0 (A.21)
esta relacao deve ser valida em todos os pontos onde y é solucao. Assim,
r(r—1)4+ar+ 8 =0. (A.22)

A equacao (A.22) é chamada equagao indicial e cada raiz dela conduz a uma
solugao particular. Toda a discussao é semelhante ao tratamento de equagoes
diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Entao, é
necessario considerar separadamente os casos nos quais as raizes da equagao in-
dicial sao reais e distintas, reais e iguais ou complexas conjugadas. Os resultados

estao apresentados no seguinte teorema:

Teorema A.2 A solugao geral da equagao de Euler (A.19) em qualquer intervalo

que nao contenha a origem é determinada pelas raizes r; e ro da equacao
rir—=1)+ar+5=0 (A.23)
e Se as raizes forem reais e diferentes, entao
y(x) = c1|z|™ + eolx|™, (A.24)
com c; e ¢y constantes.
e Se as raizes forem reais e iguais, isto é, 1 =19 = r , entao
y(z) = (¢1 + co In|z]) |2|", (A.25)
com c¢; e ¢y constantes.
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e Se as raizes forem complexas, entao
y(w) = || [er cos (1 Infa]) + ez sen (u Infa])]. (A.26)
onde 11,79 = A £ i) € com ¢y € cp constantes.

Como exemplo, vamos resolver a equagao
2. 1 /
x%y" — 3xy + 4y = 0, (A.27)

com y = y(x).

Para esta equagao temos « = —3 e § = 4. Assim,
rir—1)+ar+B8=0=rr—-1)-3r+4=0=7r"—4r+4=0

donde ry =7y =2 e y(z) = 22 (c1 + 2 In|z|), com ¢ e ¢y constantes.

A.3.2 Meétodo de Frobenius

Vamos, de modo sistematico, utilizar o chamado método de Frobenius para
determinar, quando possivel, as duas solugoes linearmente independentes, em
torno de um ponto singular regular, de uma equacao diferencial ordinaria linear
de segunda ordem com coeficientes nao constantes.

Considere a equacao diferencial ordinaria linear, de segunda ordem

dy dy
A(x)@ + B(as)% +C(x)y =0, (A.28)

onde y = y(x), em uma vizinhanga de um ponto singular regular = = xy. Sem
perda de generalidade, vamos considerar sempre xqg = 0. O caso geral pode
sempre ser reduzido a este pela mudanca da variavel x — x — xg.

Dizemos que, sendo xy = 0 um ponto singular regular, isto é, uma singulari-

dade removivel da equagao (A.28), entao

= zP(x) e = 2%Q(x) (A.29)



sao tais que hH(l) zP(z) e liH(l) 7*Q(7) existem e sdo finitos. Além disso, 2 P(x)
xr— Xr—
2 a liti =0,1 ¢ a éries d énci
e r°Q(z) sao analiticas em xy = 0, logo tém expansao em séries de poténcias

convergentes da forma

= an " e 7?Q(z) = Z qn ", (A.30)
n=0 n=0

em algum intervalo |z| < R em torno da origem, onde R > 0.
Seja xop uma singularidade removivel da equacao (A.28) transformada em
d2

& w() + @) y(a) + Q) y(x) = 0. (A31)

Multiplicando-se esta equacao por x?, obtemos

d2

Py + e [rP)] () + [PQE)] y@) =0 (A3

Admite-se como solu¢ao da equagao (A.32) uma solugdo na forma de uma

expansao em série de poténcias

y(x)=2") ap,a" = Z a, 2"t (A.33)

n=0 n=0
onde a, sao os coeficientes e r é o expoente indicial, a serem determinados.
Podemos, sem perda de generalidade, sempre supor ag # 0. Introduzindo a

série (A.33) na equagao (A.31) de modo a satisfazé-la, temos

Z(n+r)(n+r—1)an 2"+ xP(x Zn+ran " 4
n=0 n=0

oo

+22Q(x )Z = . (A.34)

Substituindo as séries (A.30) na equagao (A.34) podemos escrevé-la na forma de

uma série de poténcias de x

2"y D" =0, (A.35)
n=0
onde D,, sao funcoes de a,,p, € q,.
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Sendo esta expansao identicamente nula implica que D,, = 0, de onde se obtém
relagoes entre os coeficientes a,, (relagdo de recorréncia). Da menor poténcia de
x, determina-se o expoente indicial r, a partir de uma equacao algébrica chamada
equacao indicial,

ag [r(r — 1) + por + qo] = 0. (A.36)

A solucao obtida com esse método deve convergir na regiao de interesse e a
convergéncia da série pode ser estudada pelos métodos usuais de convergéncia [2].
Em geral, cada raiz da equacao indicial pode conduzir a uma solucao em
séries de poténcias. No entanto, em alguns casos é possivel encontrar apenas
uma solugao. O teorema que se segue indica como determinar a solucao geral por

meio de séries de potencias.

Teorema A.3 Se o = 0 é um ponto singular regular e r; e ry sao duas raizes
da equacao indicial associada a equacao diferencial linear de segunda ordem da

forma (A.31), esta equag@o possui sempre uma solugdo y = y;(x) da forma

yi(z) = 2™ Z a, " = Z Ay T (A.37)
n=0 n=0

com ag # 0. Uma segunda solucao linearmente independente y = ys(x) pode ser

obtida de acordo com o que se segue?:

i) Se r; — re ndo é um inteiro positivo, entao

yo(w) = 2™ Z b, x" = Z b, 212, (A.38)
n=0 n=0
com by # 0.
i) Ser; —ry =0 = ry = re =1, entao

yo(2) = y1(x)In|z| + 2" Z by 2" = yi(z)In|z| + Z b, 2", (A.39)
n=0 n=0

com by # 0.

3Ver referéncia [1].
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iii) Se ry —ry = N, onde N =1,2,... entéo

yo(z) = Cyy(z)In|z| + 2" Z b, z" = Cyy(x)In|z| + Z b, "2 (A.40)

com by # 0.

As solugoes acima sao validas num intervalo a direita de zo = 0, 0 < x < R sendo
R no minimo igual ao menor dos raios de convergéncia das expansoes em série de
poténcias das fungoes zP(x) e x2Q(z) em torno de zg = 0.

No caso (iii), a constante C' pode eventualmente se anular. Nos casos em
que C' = 0 a segunda solucao tem também a forma do método de Frobenius, o
qual implica que aplicando o método de Frobenius é possivel encontrar as duas
solugoes y; () e y2(x) linearmente independentes. Quando C' nao ¢ nula, o método
de Frobenius permite encontrar apenas uma solugao e a segunda solucao devera
ser encontrada por substituicao da forma geral de y»(z) na equagao diferencial.

Com as duas solugoes encontradas seguindo o método indicado pelo teorema

de Frobenius, a solugao geral seré:
y(z) = Cryi(z) + Caya(z), (A.41)

com C; e Cy constantes arbitrarias.

Em alguns casos as condigbes de fronteira exigem que y(x) seja finita na
origem o qual implica Cy = 0, se 79 < 0 ou 79 = 71, ja que nos dois casos a
segunda solucao é divergente na origem. Se r; — ry é um inteiro e o método de
Frobenius conduz a uma tnica solucao y;(z), Cy serd também nula e nao serd

preciso calcular ys(x).

A.3.3 Exemplo

A fim de exemplificar o método de Frobenius, vamos discutir a seguinte
equagao diferencial:

20%y" + 3xy’ + (22° — 1) y = 0,
com y = y(x).
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E f4cil mostrar que z = 0 é um ponto singular regular desta equacao. Apli-

cando o método de Frobenius supomos como solucao da equagao a fungao

= Z an 2" (A.42)
n=0

onde ag # 0 e x > 0.

Valem as expressoes para as derivadas

=S (a9
Y'(@) =Y (n+r)(n+r—1)a,z"" " (A.44)

onde ag # 0 e o indice comega obrigatoriamente a variar a partir de n = 0. Intro-
duzindo y(x), ¢/ (x)ey”(x) por suas expansoes em série de poténcias na equacao

diferencial dada, obtemos

DECRETIER I IS S
n=0 n=0 n=0

+Zan 0(A.45)

que pode ser reduzida a um unico somatorio, através de convenientes mudancas

de indices

[r(2r +1) — 1 agz" 4+ [(r+ 1)(2r +3) — 1] ay 41 +

F3 )@+ 2 1) — an + 20 s} ™ =0, (Ad6)

n=2

Para que tenhamos a equagao (A.46) satisfeita, em qualquer ponto x, é necessario

que todos os coeficientes sejam nulos. Assim,
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i) Tendo em vista a condi¢ao ag # 0, o coeficiente de z" é

r(2r+1)—1=0. (A.A4T)
ii) O coeficiente de 2" é
[(r+1)(2r+3)—1]a; = 0. (A.48)
iii) Paran =2,3,4,..., o coeficiente de 2" é
[(n+7r)2n+2r+1) —1]a, + 2a,-2 =0, (A.49)

sendo (A.47) a equacgao indicial e (A.49) é a relagao de recorréncia.
A equagao indicial (A.47) é uma equagao do segundo grau, cujas raizes fornecem

os possiveis valores de r. Neste caso temos
208 +r—1=0

cujas raizes sao

T = e ry = —1

1
2

Visto que 1 # ry € 71 — 719 nao é um inteiro, o método fornece duas solugoes li-
nearmente independentes. Escolhemos como expoente indicial da primeira solucao

a maior raiz tendo em vista que Re(ry) > 0. Assim escolhemos r; = 1/2.

12 solugao. Tomando r; = 1/2 na equacao (A.48) temos
1 1
§+2 2§+3 —1la;=0 = bda;=0 = a;=0.
Agora, inserindo r = 1/2 na relagao de recorréncia (A.49) temos
[(2n+1)(n+1)—1]a, + 2a,_2 =0,
paran = 2,3,4,..., ou seja,
(2n2 + Bn) an + 2a,_9 = 0.
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Segue a relagao de recorréncia

2a'n—2

T (A.50)

ap, =
paran = 2,3,4,... da qual podemos concluir que
O=a1=a3=a5=...

ou seja, todos os a,, para n impar, sao nulos.
Como ag pode ser escolhido arbitrariamente, com a tnica restricao que seja
diferente de zero, escolhemos ay = 1.

Com esta escolha obtemos

1 = 2 = z = —23
0 2 2.7 YT o471 0 2.4.6.7.11.15
Simplificando temos,
=1 = = 1 = = 1 = = !
4o = =17 “= 1071 4= 15371115
A expressao geral é
—1)"

C nl[7.11.15.. . (4n + 3))

comn > 1.
A partir da raiz indicial 1 = 1/2 e da relagao de recorréncia para os coefi-

cientes, a primeira solucao da equacao diferencial é

C (_1)71 2n
H; Al [711.15... (4n+3)] © ] ‘ (A4.52)

Observe que esta solucao pode ser reescrita na forma de um tinico somatério

yi(z) = z'/?

- 3
=z'/? —1)" o A53
yi(r) = LZ;< ) 37.11.15...(4n+ 3)] ] (A.53)
22 solugao. Tomando 7, = —1 na equagao (A.48) temos

[(—1+1)(—2+3)—1]a1:0 = —a1=0 = a =0.
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Agora, inserindo ro = —1 na relagao de recorréncia (A.49) temos
[(2n—1)(n—1) —1]a, + 2a,-2 =0,
paran = 2,3,4,..., ou seja,
(2n2 — 3n) ap + 2a,_9 = 0.

Segue a relagao de recorréncia

2an—2
n=— A.54
¢ n(2n — 3) ( )
paran = 2,3,4,... que, em analogia a outra raiz, fornece
0:a1:a3:a5...
ou seja, todos os a,, para n impar, sao nulos.
Escolhendo, novamente, ag = 1 temos
=1 = = 2 = = 2 = = 2
o= 2= “T o415 6= 7946159
Simplificando obtemos,
1 = L = ! = L
an = Ay = ——— ay = ag = — .
0 T T 1215 © T 123159
A expressao geral é
(="
. = , A.55
@ = 15,9, (4n — 3)] (A.55)
comn > 1.
A partir da raiz indicial 79 = —1 e da relagao de recorréncia para os coefi-
cientes, a segunda solucao da equacao diferencial é
yo(z) =27t |1+ i (=1 il (A.56)
— n![1.5.9...(4n — 3)]

Verifica-se que o Wronskiano das solugoes y;(z) e yo(z) nao se anula para
x > 0, isto é, neste intervalo W (z) = y1(z) v4(x) — yo(z) yi(z) # 0. Com isso,
encontramos duas solugoes linearmente independentes para a equacao diferencial,

ou seja, y1(z) e yo(z) formam um conjunto fundamental de solugoes e

y(r) = Cryi(z) + Caya(),

¢ a solugao geral com C e (5 constantes arbitrarias.
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A.4 Funcoes de Bessel

As funcoes de Bessel sao certas solugoes da seguinte classe de equacgoes dife-

renciais ordindarias de segunda ordem

x2d—2 y(x) + J?% y(z) + (2* = v*) y(z) = 0. (A.57)

da?

onde v é um parametro real ou complexo.

A equagao (A.57) é conhecida como a equagao de Bessel de ordem v, e
aparece com freqiiéncia no estudo de propagacao de ondas, de conducao de
calor e de equilibrio eletrostatico em dominios cilindricos. Devido a grande im-
portancia pratica, com aplicagoes nos mais diversos campos da fisica, engenharia
e matematica, as funcoes de Bessel mereceram estudo detalhado, cujos resultados
encontram-se catalogados em vérios tratados inteiramente dedicados a elas [8].

O ponto z = 0 é um ponto singular regular da equagao (A.57). Assim, em
torno de x = 0, podemos obter solucoes na forma de uma série de poténcias pelo

método de Frobenius. Vamos, entao, construir solucoes desta equacao na forma

r)=a" i a, x" = i ay, "t (A.58)
n=0 n=0

com ag # 0. Valem as expressoes para as derivadas

y'(x) = Z(n +7)a, 2" (A.59)
n=0
€ [e.9]
Z (n+7r)n+r—1)a,z"" 2 (A.60)

n=

0
Substituindo y(x), ¥'(x) e y"(x) na equacao (A.57) obtemos

> [ +n)* =0 a, "+T+Zan " =), (A.61)
n=0

n=0
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que pode ser reduzida a um tnico somatoério, através de mudancas de indices

(r? = v?) apz” + [(r +1)* = v} a1z +

+Y {[(n+r) = v’] an +an o} 2™ = 0. (A.62)

n=2

Para que tenhamos (A.62) satisfeita, em qualquer ponto x, é necessério que todos

os coeficientes sejam nulos. Assim,

i) Tendo em vista a condigao ag # 0, o coeficiente de z"

rt =t =0, (A.63)
ii) o coeficiente de z" !
[(r +1)% - UQ] a; =0, (A.64)
iii) Paran =2,3,4,..., o coeficiente de 2"
[(n +7)% - UZ} Ay + Qpo =0, (A.65)

sendo (A.63) a equacao indicial e (A.65) ¢é a relacdo de recorréncia.

A equagao indicial (A.63) é uma equagao do segundo grau, cujas raizes fornecem
os possiveis valores de 7. Neste caso temos r? — v? = 0, cujas raizes sdao r, = v e
To =— —.

Para se obter as solugoes linearmente independentes, devemos separar os casos
em que 2v ¢ inteiro, zero ou nao inteiro, respectivamente.

Para o caso em que 2v é nao inteiro, as duas solugoes linearmente indepen-
dentes sao obtidas tomando-se 7y = v e ry = —0.

12 solugao Tomando 7, = v > 0 na equagao (A.64) temos

[(r+1)?=0"]a1=0 = [(U+1)2—U2]a1=0 = 2u+1)a=0 = a =0.

Agora, inserindo 7 = v na relagao (A.65) temos
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[(n + U)2 — Uz] Ap + Ap—9 = 07
paran =2,3,4,....
Segue a relagao de recorréncia

Ap—2 (p—2
o _ , A.
M o aler20) 00

paran = 2,3,4,... da qual concluimos que

0:a1:a3:a5...

ou seja, todos os a,, para n impar, sao nulos.

Usando (A.66) e deixando para escolher ag depois, obtemos

Qo
ay = ————~
2T 22+ 20)
a = — = =
T4 20)  24.2+420).(4420) 24211 +v)(2+v)
5) Qg
ag = — _ — .
7 6(6+20) 20321.(1+v)2+v)B3+v)
Em geral,
—1)"
Aoy = ( ) o (A67)

- 2pl(n4v).. (140)
Logo, a primeira solucao linearmente independente da equagao diferencial de

Bessel de ordem v é

7‘100 no_ UOO —1)"ag AL
yle) = Z:;anx -7 Z:%n!(n—i-(U).)..(l—l—v) (5) (4.68)

com ag # 0, arbitrario e para uma vizinhanca a direita de xy = 0.

Para a equagao de Bessel (A.57), escrita na forma da equacao (A.31), temos
que zP(z) =1 e 2°Q(x) = 2> — v?, sdo fungoes analiticas em toda a reta (raio de
convergéncia infinito). Assim, a primeira solu¢ao da equacao diferencial ordinéria
de Bessel obtida é valida para todo z > 0.

A fim de expressarmos a fun¢ao de Bessel como aparece (normalizada) na

literatura especializada, vamos introduzir a chamada funcao gama.

113



A.4.1 Funcao gama

Antes de fixarmos arbitrariamente ag, vamos introduzir uma funcao especial,

chamada funcao gama. Esta funcao é uma generalizacao da funcao fatorial para

os numeros complexos, exceto o zero e os inteiros negativos, chamados pélos da

funcao [7].

Existem pelo menos trés defini¢oes diferentes da funcao gama: limite infinito

(Euler), produto infinito (Weierstrass) e forma integral (Euler). Entre as quais

destacamos:

i)

ii)

Produto infinito (Weierstrass)

g == T3 (o0

n=1
exceto em z = 0,—1,—2,...,, onde a funcao nao ¢é analitica e apresenta
polos simples [9], sendo v a constante de Euler-Mascheroni? (1750 — 1800)

cujo valor é

m—00

1 1
v = lim (1 + 3 +...+=- 1n(m)> = 0,5772156619
m

Forma integral (Euler)
Uma segunda forma de definir I'(z) é por meio de uma integral imprépria,

denominada integral de Euler
['(z) = / et dt (A.70)
0

com Re(z) > 0, na qual devemos determinar os valores de z de modo que a

integral seja convergente.

Para todo z > 0, a funcao gama satisfaz a equacdo funcional

I'(z+1) =zI(2). (A.71)

4Lorenzo Mascheroni, matemético italiano.
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Este resultado segue diretamente da forma integral (A.70) e pode ser mostrado
mediante integragao por partes:
Com efeito, seja

T(z41) = / ot it (A.72)
0

Integrando a equagao (A.72) por partes obtemos

[(z+1)=—e "t

- + z/ e 't dt. (A.73)
0 0

O primeiro termo do segundo membro da equagao (A.73) se anula e a integral é
I'(z). Logo, I'(z + 1) = zI'(2).

Os fatos expostos, relativos a fungao gama, possibilitam as seguintes deducoes:

Fn+1)=n!

F(n+1) _ 1.3~--(2n—1)ﬁ_ (2n)!ﬁ’

2 on T4l
vélidas para n inteiro positivo. A primeira delas justifica o fato de a fungao I'(z2)
ser considerada uma extensao do fatorial.
Uma conseqiiéncia importante da equacao funcional (A.71) é que ela permite
a extensao da definicao da funcao gama para valores negativos nao-inteiros de
seu argumento. Em geral, para z diferente de um inteiro negativo temos

I'(z+m+1)
2(z+1)---(z+m)’

['(z) =

onde m é qualquer inteiro positivo.

Aqui, encerramos esta breve apresentacao da funcdao gama, ressaltando que
existem outros resultados interessantes e identidades importantes relacionados
com a fungao gama.

Voltando a primeira solucao da equagao de Bessel, vamos fixar o valor de ay.

Escolhe-se arbitrariamente ag, tal que 2'T'(v + 1)ag = 1 ou

1

= ST T (A.74)

Qo
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Utilizando repetidas vezes a propriedade (A.71) obtemos
n4+v)---2+v)l+v)I(1+v) = (n+v)---2+v)[(24v)=
=n+v)---B+v)I'B+v) = ---=Tn+v+1). (A.75)

Assim, com a escolha (A.74), obtemos y; (x) chamada de fungao de Bessel de

primeira espécie de ordem v e denotada por J,(z)

nle) = @)= (%)Z n!F(T(l_—I—l):—I— 1 (g)% =

n=0

=2 n!F(7(1_—|—1 >:+ 1) (gym’ (A.76)

n=0

com z > 0.
Em particular, sendo z = m um ntimero inteiro e positivo, usando a equagao

funcional (A.71) m vezes obtém-se
F'm+1)=m(m-—-1)(m—-2)...1. (A.77)
Com isso, podemos escrever
I(m+1)=ml (A.78)

que, como haviamos mencionado, é o fatorial.

Logo, param =0,1,2,3,..., obtemos

n) = dnte) =3 (5) (A79)

com x > 0.

Desta forma, temos, em particular

Jol) = i ((;!1)): (5)" ) = 3 % (5)" e

n=0

A série (A.76) converge® para todos os valores de z, nao importa qual o valor

de v. Se v for um inteiro (v = m), entdo J,,(z) é univoca, e a série citada é

SVerificar pelo teste de razao.
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uma série de MacLaurin. Se v nao for um inteiro, entao J,(z) possuira um ponto
de ramificagao na origem. Os ramos de J,(z) sdo determinados pelos ramos de
2V e sua quantidade pode ser finita (v racional) ou infinita (v irracional). E
interessante observar que se fizermos v variar continuamente, entao J,(z) serd
uma fun¢ao continua de v para qualquer z fixo nao nulo [4].

Vamos agora procurar a segunda solucao linearmente independente da equagao

de Bessel. Inserindo 75 = —v nas equagoes (A.64) e (A.65) temos, respectivamente

(r+1°=?v]ai =0 = [(—U+1)2—U2]a120 = (1-2v)a; =0.

(A.80)
e
[(n — fu)2 — U2} Gy + Ap_o =0,
paran = 2,3,4,..., donde segue a relagao de recorréncia
= — 2 On2 (A.81)

(n—wv)?— 02 n(n —2v)’

Podemos observar que nas equagoes (A.80) e (A.81) teremos problemas quando

a) v é um inteiro e b) v é um semi-inteiro.
Se v nao satisfaz nenhuma das duas situagoes a) ou b), temos de (A.80) e
(A.81) que a; = 0 e todos os a,, para n impar, sdo nulos. Verifica-se também que
todos os a,, para n par, ficam bem definidos.

Logo,

- —1)" X\ 2n—v
SOEDY n!F(fz —)v 1) (5) ’ (4.82)

n=0

com z > 0, é chamada de fungao de Bessel de primeira espécie de ordem —uv.
O comportamento destas fungoes préximo ao ponto x = 0 é dado pelo primeiro

termo da série

xv x v

Jy(x) ~ STAT0) J (1) ————— (A.83)

quando x — 0.
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Podemos observar que uma nao ¢ multipla da outra e, portanto, sao linear-
mente independentes. Sendo assim, a solucao geral, da equacao de Bessel é dada

por

y(x) = C1 Ju(x) + Gy J (@) (A.84)

com v # inteiro, v # semi-inteiro e onde C e (5 sao constantes arbitrarias.
Vamos considerar a situagao (b) em que v é um semi-inteiro. Entao, 2v serd
um inteiro impar. A férmula de recorréncia (A.81) definird todos os coeficientes
pares em funcao de ag, como anteriormente. Entretanto, o mesmo nao se da
para os coeficientes impares: enquanto que ay, as, as, ..., G, o devem ser nulos,
isto nao é necessariamente verdadeiro para as,. No entanto, podemos arbitra-
riamente tomar ag, = 0. Se isso for feito, entao todos os coeficientes impares
subseqlientes deverao ser nulos e podemos definir J_,(z) exatamente como an-
teriormente. A vantagem desta escolha é que J_,(x) permanece uma funcao
continua de v, quando v passa por um valor semi-inteiro. E ainda verdade que

J_,(z) é linearmente independente de J,(x) e ainda temos a solucao geral
y(x) = Cy Jy(z) + Cy Iy (),

com v = semi-inteiro e onde C; e Cy sdo constantes arbitrarias [4].

A.4.2 Exemplo

Vamos investigar, valendo-nos de uma situagao particular, se J,(z) e J_,(x)
sao duas solucoes linearmente independentes da equacao de Bessel de ordem v no
caso em que v = um semi-inteiro, isto é, resolvendo o seguinte exemplo: Obter
as expansoes em série de poténcias das fungoes de Bessel Jy /() e J_q/2(x).

Da equagao (A.76) temos

= (—1)" T\ 2n+1/2
Na(@) = Z nll' (n+1/2+1) <§> ' (A.85)

n=0
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com z > 0. Utilizando repetidas vezes a identidade I' (z + 1) = zI' (x), e o fato

que I'(1/2) = /7, obtemos

Fn+1241)=n+1/2)T(n+1/2)=(n+1/2)(n—1/2)T'(n—1/2) =
n+12n—1 1

2 ;v

= =n+1/2)(n—1/2)---1/2I'(1/2) =

isto é,
2 1)@2n—-1)---3.1
(2n + >(2:+1 )31 o (A.86)

F'(n+1/241)=

Logo,

G (—1)m2nt! 1z 2n+1/2
EORDY n1.35- - (2n + 1) \/; (5) ’ (A.87)

n=0

e levando-se em conta que

n!1.35---(2n+1)2"=245---2n+1) = (2n+ 1)! (A.88)
temos
[2 & ()"
J =4/ — — J pnl A.89
1/2(95) - ; (2n n 1)! x ) ( )
com x > 0.

A série de poténcias na equagao (A.89) é precisamente a série de MacLaurin

para sen(z). Logo, uma solucdo para a equacao de Bessel de ordem 1/2 é

Jij2(x) = \/% sen(x). (A.90)

Analogamente, para v = —1/2, temos a segunda solugao da equagao de Bessel

de ordem 1/2 dada por

T 1) = \/WZ > oAl (A91)

onde a série de poténcias na equagao (A.91) é a série de MacLaurin para cos(z).

Logo, uma segunda solugao para a equagao de Bessel de ordem 1/2 é

J_1)2(z) = \/g cos(x). (A.92)
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Observamos que os resultados para as funcoes de Bessel Jy/o(z) e J_q/2(x),
expressos em termos de fungoes elementares através das equagoes (A.90) e (A.92)

sao duas solugoes linearmente independentes da equagao de Bessel de ordem 1/2

1

oy (x) + xy' (z) + (332 — Z_L) y(z) = 0. (A.93)

Generalizando, se v ndo é um inteiro, entao J,(x) e J_,(z) sao duas solugoes
linearmente independentes da equagao de Bessel de ordem v. Assim, reescrevemos

a equagao (A.84), forma geral da solugao da equagao de Bessel, como
y(x) = C1Jy(z) + Cod_p(x)

com v # inteiro, onde C; e (5 sao constantes arbitrarias.
Para a situagdo (a) em que v = inteiro temos apenas uma solu¢ao bem
definida, expressa por

y(x) = ClJy(x) (A.94)

onde C' é uma constante e

© (_1)” T\ 2n+v
Tolw) = nz:% nll'(n+v+1) (5) ’ (A.95)

com x > 0 é a chamada funcao de Bessel de primeira espécie e ordem wv.

Para v < 0, a equacao (A.95) resulta em

- —1)" T\ 2n-v
Tul@) = n!F(fz —)v +1) (5) ‘ (4.96)

n=0

Sendo v um inteiro e em funcdo disto, I'(n —v+1) — oo para
n=0,1,...,(v—1), vamos tomar a série a partir de n = v. Assim, fazendo a
mudanca de indice no somatorio, substituindo n por n+ v e utilizando a equacao

funcional, obtemos

> )t 2N 24
() = Z n!F((n%g'U +1) (5) -

n=0

S (D) gy
= (=1 Zn!F(n—i—v—i—l) (5) ' (A.97)

n=0
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As equagoes (A.95) e (A.97) mostram que J_,(z) = (—1)" J,(x), ou seja,
J_p(z) e (=1)" J,(z) s@o linearmente dependentes.

Vamos verificar esta situa¢ao mostrando que J_s(z) = —Js(x). Temos

I-sl) = nz% n!r(fl__l ):: D) @)%3 = nz% % (%)2”' (4.98)

Sabendo que

LS S S
r(=2) I(=1) TI0)

temos que os trés primeiros termos da série de poténcias sao nulos e podemos

comecar o somatorio por n = 3, ou seja,

- —1)" T\ 23
T s(z) = ; m (5) (A.99)

Efetuando uma mudanca de indice, para n = k + 3 temos,

J 3(x) = Z k+3 o <x>2k+3:

> lc+3
k=0

o k:+3
Z /{:—1—3 k! ( )2k+3 = —Js3(v). (A.100)

=0
Usando os argumentos deste exemplo podemos provar que parav = 0,1,2, ...,
temos

Jo(z) = (—=1)" Jo (). (A.101)

A.4.3 Propriedade da fungao J,(z)

A partir da expansao

> —1)" 2\ 20
Tole) = ; n!F(7(1 +)v +1) (5) : (4.102)

com x > 0, podemos verificar as seguintes relagoes:

@) = o) (A103
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comv>1e

d% [ Ju(2)] = —2" Ty (2), (A.104)

com v > 0, validas para qualquer v. Das relagoes (A.103) e (A.104) podemos

obter as relacoes

T [Jo(z)] + vy(z) = 2 Jy_1(2) (A.105)
) d
e [Jo(2)] — vdy(z) = —xJyp1 (). (A.106)

Combinando as relagoes (A.105) e (A.106), deduzimos as relagoes de recorréncia

Jor () + T 1 (2) = %“Jv(x) (A.107)
) d
Joa(@) = o) = 2 2] (109
com v > 1.

A relagao (A.104) nos permite deduzir uma férmula interessante que exprime
Jm(2) em fungao de Jy(x) [ou, em geral, J,(x) em termos de J,_(x) |. Dividindo
esta relacao por x obtemos

Jopa(r) _ 1d {M}

gvtl rdr | av

(A.109)

que mostra o que devemos fazer com z~V.J,(z) a fim de obter uma razao seme-
lhante de ordem imediatamente superior, ou seja J,;1(z)/z"™. Comegando com

v = 0 e aplicando esta regra m vezes, obtemos

Jr;ff) _ <_li)m[J0(x)] ou Jo(z) = 2™ (—li)m[Jo(x)] (A.110)

x dx x dx

que significa que o operador diferencial (—%%) deve ser aplicado m vezes a Jy(x),
e o resultado multiplicado por ™ para obtermos J,,(x) [4].

A relagao (A.107) permite o célculo dos valores numéricos de J,(x) para qual-
quer valor inteiro de v, a partir do conhecimento destes valores para as funcgoes
Jo(z) e Ji(x). Esta relagao é conhecida pelo nome de relagao de recorréncia pura

por nao envolver a derivada.
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A.4.4 Funcao geradora para ordem inteira

Para funcoes de Bessel de ordem inteira, introduzimos uma funcao de duas

g(z,1) = exp {(g) <t - %)} | (A111)

Expandindo essa funcao em uma série de Laurent que é uma série de poténcias

varaveis,

negativas e positivas de (z—a) desenvolvida a partir de uma fungao f(z) analitica
em um anel Ry < |r — a|] < Ry dada por

—+00

fl@)= > cilz—a), (A.112)

n=—oo

onde ¢, sao chamados coeficientes de Laurent, obtemos

exp [(%) (t— %)} — f T(@)t™, (A.113)

n=—00
onde o coeficiente de t™, J,,,(x), é definido como sendo uma fungao de Bessel de
primeira espécie de ordem inteira m.

Expandindo as exponenciais, mostra-se que para m > 0 o coeficiente de ™ é

m—+2

N (=D
Im() = ; kl(m + k)! (5 T omml 2mH2(m 4 1)

Essa forma de série exibe o comportamento da fungao de Bessel J,,,(x) para

e (A114)

x pequeno e permite avaliagdo numérica de J,,(z).

Para m < 0, a equacao (A.114) resulta em

a <_1)k (I)Qk—m
o (x) = 7 (= . A1l
Iom(@) Kk —m)! \2 (A.115)
k=0
Uma vez que m é um inteiro, (m —n)! — oo, param =0,1,...,(n—1). Por

conseguinte, pode-se considerar que a série comeca com m = n. Substituindo m

por m + n, obtemos

0 (=1)ktm g\ mt2k
Jom(z) = ; m (§> : (A.116)
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que mostra, como foi citado na igualdade (A.101), que J,,(z) e J_,,(x) ndo sdo

independentes, mas estao relacionados por
I (z) = (=)™ T (). (A.117)

Essas expressoes de séries para J,(z) podem ser usadas por m substituido
por v para definir J,(x) e J_,(x) nao inteiro [1].

O caso em que v é um inteiro, existe uma segunda solucao linearmente in-
dependente da equagao de Bessel (A.57). Ela envolve uma fungao nao-analitica
(singular) na origem a qual ndo pode ser expressa em forma de uma série de
poténcia. Essa solucao singular é conhecida como funcao de Bessel de segunda
espécie e ordem v, representada por Y, (z) ou funcao de Neumann de ordem v

representada por N, (x), sendo

Jyp(z) cos(vzx) — J,U(x)‘

yo(w) = Nofz) = sen(vx)

(A.118)

Para v nao inteiro, N, (), satisfaz a equagao de Bessel, porque é uma com-

binagao linear de solugoes conhecidas J,(x) e J_,(z).

A.4.5 Equagao de Bessel modificada

A equacao diferencial

2

xQEy(az) + xiy(m) — (2” +0%) y(z) = 0. (A.119)

dx

¢ denominada equacao de Bessel modificada de ordem v. Os pontos singulares
sao os mesmo da equagao de Bessel (A.57) e as solugoes podem ser obtidas di-
retamente das solucoes da equacgao de Bessel correspondentes pela substituicao
r — ix nestas ultimas. As solugoes sao chamadas de funcoes de Bessel modifi-

cadas e podem ser escritas na forma
y(r) = C11,(z) + Co K () (A.120)

onde C e Cy sao constantes arbitrarias e I,,(z) e K,(x) sdo denominadas fungoes

de Bessel modificadas de primeira e segunda espécies, respectivamente.
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A primeira solucao, I,(z) é dada por

i 1 T\ 2ntv
Iu(z) = Z nI'(n+v+1) (5) ’ (A-121)

n=0
para qualquer valor de v. Observa-se que da expansao em série de poténcias

podemos escrever a relagao entre J,(z) e I,(x) dada por
I,(x) = (=) Jy(ix). (A.122)

onde I,(x) é sempre uma fungao real (mesmo que v nao ¢é inteiro) [9].
A discussao das solugoes da equagao (A.119) conforme valores de 2v é idéntica
ao caso das fungoes J, (). A solugdo I_,(x) s6 sera linearmente independente de

I,(z) quando 2v nao for inteiro. Se v for inteiro, tem-se
I (x)=(-1)"1,(z). (A.123)

Em termos de série infinita, a nova forma de série equivale a remover o sinal
(—1)™ na equacao (A.95).

As relagoes de recorréncia mais importantes satisfeitas por I, (x) sdo obtidas
a partir das relagoes de recorréncia existentes para .J,(x). Para tanto vamos

substituir x por —iz e reescrever a equacao (A.122) como
I(—ix) = (i) " Jy(z) = Jy(x)=1"1,(—ix). (A.124)

Entao, a equagao (A.107) pode ser escrita como

o s(2) — Lyor(2) = 2%1@(:5), (A.125)

enquanto que a equagao (A.108) se transforma em

Iy 1 (x) + I (2) = 2% [I,(z)]. (A.126)

Observando a equagao (A.123) podemos concluir que temos apenas uma
solugao linearmente independente quando v é um inteiro, exatamente como nas

fungoes de Bessel J, ().
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A segunda solucao K, (), funcao de Bessel modificada de ordem v de segunda

espécie é definida por

Ko (2) = 5 {Lv(m) —fv(l“)} |

sen (vx)

(A.127)

para v # inteiro, andloga a equacao (A.118) para N,(x). Para v = m = inteiro,

temos

K. (2) (-;)m [8[82(55) - 8[51<)x)]vzm

= lim
v—m 2

(A.128)

v—m

(—1)" [f_m) - L,(x)] |

As fungoes K, (x) apresentam as seguintes relagoes de recorréncia, também

analogas aquelas satisfeitas pelas fungoes J,(z):

d

Ko1(2) + Ko (2) = 2o [Ko(2)]. (A.129)
Ko 1(2) = Kya(2) = %“KU(Q;). (A.130)

As funcgoes modificadas de Bessel sao solucoes da equacao modificada de
Bessel, que é uma equacao encontrada com muita freqiiéncia. Por exemplo, elas
sao necessarias para resolucao de problemas fisicos especificos, tais como os de

difusao, ou em geral, onde temos simetria cilindrica.
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