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Resumo

Neste trabalho os aspectos basicos da teoria de calibre sao abordados, incluindo as nocoes
de conexdo e curvatura em fibrados principais e vetoriais, consideracoes sobre o grupo de
transformacoes de calibre e o espaco de moduli de solucoes para a equacao anti-auto-dual
em dimensao quatro (o espago de moduli de instantons). Posteriormente, mapas momento
e reducao sao introduzidos. Primeiramente, no contexto classico de geometria simplética e
depois no contexto de geometria hyperkdhler. Por fim, sao apresentadas aplicacoes da teoria de
mapas momento e reducao em teoria de calibre. As equagoes ADHM sao introduzidas e mostra-
se que estas podem ser dadas como o conjunto de zeros de um mapa momento hyperkihler.
Além disso, consideracoes sao feitas acerca da construcao ADHM de instantons, que relaciona
solucoes dessas equagoes com as solugoes da equacao de anti-auto-dualidade. O espaco de
moduli de conexoes planas é também abordado. Neste caso, a curvatura é vista como um mapa
momento e os célculos podem ser generalizados para o espaco de moduli de conexdes planas
sobre variedades Kéhler de dimensoes mais altas e para o espaco de moduli de instantons sobre

variedades hyperkidhler de dimensao quatro.

Palavras-chave: fibrado principal, fibrado vetorial, conexao, curvatura, instanton, espaco
de moduli, geometria Kéhler, geometria hyperkihler, mapa momento, reducao simplética, quo-
ciente hyperkahler, ADHM.
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Abstract

In this work it is developed the basic concepts of gauge theory, including the notions of
connections and curvature on principal bundles and vector bundles, considerations on the group
of gauge transformations and the moduli space of anti-self-dual connections in dimension four
(the instanton moduli space). After, moment maps and reduction are introduced. First in the
classical context of symplectic geometry, then in hyperkidhler geometry. At last, applications
to the theory of moment maps and reduction in gauge theory are given. The ADHM equations
are introduced and it is shown that solutions to these equations can be given by the zeros of
a hyperkdhler moment map. Furthermore, the ADHM construction, that relates the ADHM
equations to instanton solutions, is discussed. The moduli space of flat connections over a
Riemann surface is also treated. In this case, the curvature is seen as a moment map and the
calculations can be generalized to flat connections over higher-dimensional Kéhler manifolds

and to the instanton moduli space over four dimensional hyperkihler manifolds.

Keywords: principal bundles, vector bundles, connection, curvature, instanton, moduli
space, Kdhler geometry, hyperkidhler geometry, moment map, symplectic reduction, hyperkahler
reduction, ADHM.
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Introducao

A interacao entre a fisica e a matemaética ao longo do tempo é evidente. A mecanica
newtoniana e o calculo, a teoria da relatividade geral de Einstein e a geometria riemanniana e,
mais recentemente, a teoria das cordas e a geometria algébrica sao alguns exemplos onde esta
interacao se mostrou vital para ambas as areas. Outro personagem importante dessa estoria é
a teoria de calibre. Formulada por fisicos na década de 50 e 60, a teoria de calibre, cujas raizes
remontam ao estudo do electromagnetismo, despertou o interesse da comunidade mateméatica
apenas no final da década de 70, quando percebeu-se que a teoria fisica podia ser entendida
a partir do conceito de fibrados e conexdes. A teoria de calibre gerou espetaculares avangos
em topologia e na geometria, incluindo um melhor entendimento das variedades de dimensao
quatro através dos invariantes definidos no espaco de moduli de instantons, introduzidos pelo
medalhista Fields Simon Donaldson.

Outro assunto abordado ¢ o de mapa momento. Historicamente, estes objetos aparecem de
maneira natural em mecanica classica, como o momento linear e angular, antes mesmo de sua
formalizacao como objeto de estudo em geometria simplética. O conceito de mapa momento
e reducao se mostrou extremamente frutifero em teoria de representacoes e geometria, sendo
generalizado no contexto de geometria Kéhler e hyperkihler (por Nigel Hitchin, em [20]) e,
mais recentemente, para geometria complexa generalizada, por Marco Gualtieri, Gil Cavalcanti
e Henrique Bursztyn. Como observado por Atiyah e Bott em [5], a curvatura de um fibrado
pode ser vista como um mapa momento para a acao do grupo de transformacoes de calibre no
espaco de conexoes e, desde entao, a teoria ganhou aplicagoes no estudo de espacos de moduli
oriundos da teoria de calibre.

Esta dissertacao ¢ uma introducao a teoria de calibre e como mapas momento e reducao
fornecem uma maneira elegante de entender alguns aspectos da mesma. O texto esta organizada
da seguinte maneira. No capitulo 1 é dada uma introducao aos conceitos que permeiam a
teoria de calibre. Fibrados principais (se¢do 1.1) e vetoriais (se¢do 1.2) sdo abordados, assim

como a relagio entre eles. As nogdes de conexao e curvatura sdo entdo discutidas (se¢do 1.3).
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Definicoes equivalentes desses objetos sao dadas e mostra-se a relacao existente entre elas. Em
particular, uma conexao num fibrado principal induz uma derivada exterior covariante nos
fibrados associados e uma expressao explicita para este mapa é fornecida em 1.3.3. O grupo de
transformacoes de calibre é introduzido, diferentes caracterizacoes sao dadas e define-se a acao
deste grupo no espaco de conexdes. A nocao de instantons (i.e., uma conexao cuja curvatura
¢ anti-auto-dual) é abordada na segao 1.5 e comentarios sao feitos acerca do seu espaco de
moduli. No segundo capitulo é feita uma introdugao bésica & geometria simplética, Kahler e
hyperkahler, incluindo caracterizacoes através da conexao de Levi-Civita para as duas ultimas
geometrias. Mapas momento e o conceito de redugao sao introduzidos no contexto de geometria
simplética e posteriormente generalizados para geometria hyperkihler. Por fim, aplicacoes da
teoria sao elaboradas no capitulo 3. Mostra-se que as equacoes ADHM podem ser entendidas
como o conjunto de zeros de um mapa momento hyperkihler e sao feitos comentérios sobre a
relacao entre o espaco de solucoes dessas equacgoes, que possui uma estrutura hyperkahler, e o
espaco de moduli de instantons. Por fim, o espaco de moduli de conexoes planas é abordado no
contexto de mapas momento e reducao (Kéhler) e é discutido como generalizar os resultados

(classicos) obtidos para fibrados sobre variedades Kahler mais gerais.

xXVi



Capitulo 1

Teoria de Calibre

1.1 Fibrados Principais
Seja M uma variedade e G um grupo de Lie.

Definig¢ao 1.1.1. Um G-fibrado principal (diferencidvel) sobre M é uma tripla (P, 7, 1), onde
P é uma variedade diferencidvel, m : P — M ¢ uma aplicacao diferencidvel sobrejetora e

: P x G — P uma acgao (a direita) diferencidvel, ¥ (p,g9) = p - g, satisfazendo:
1. v € invariante por m, i.e.,
m(p-g) = 7(p),

para todop € P e g € G.

2. (trivialidade local equivariante) Ezxiste uma cobertura aberta {Uy}aca de M e uma familia
de difeomorfismos {pa}aca, Yo : ™ HUs) — Uy x G da forma

va(p) = (1(p), 9a(P)),
onde go : 7 H(U,) — G satisfaz

9a(p - 9) = 9a(P)g,

para todo p € 71 (U,) e g € G.



Denotaremos um G-fibrado principal sobre M por P(M,G) e chamaremos P de espaco total,
M de espaco base, w de projecao, G de grupo estrutural, P,, = 7w~'(m) de fibra de P sobre m, U,
de aberto trivializante e @, de trivializacao local (as vezes chamaremos também de trivializacdo

local o par (Uy, ¢a))-

Definig¢ao 1.1.2. Seja P(M,G) um G-fibrado principal. Uma se¢ao local é um mapa s : U C
M — P diferencidvel (onde U é um aberto de M), tal que wos = Idy. Denotaremos o espago
de tais segoes locais por T'(U, P) (ou, simplesmente, T'(U), se o fibrado estiver subentendido).

Caso U = M, dizemos que s € uma secao global do fibrado.
Seguem das definicoes algumas observacoes imediatas:

1. dimP = dimM + dimG

Basta notar que uma trivializagao local (U,, ¢o) nos da o isomorfismo dy,(p) : T,P —
TryM x Ty, (»G (onde identificamos da maneira natural T (), g. ) (M X G) = Trp M x
Ty, 0)G)-

2. 7 é submersao (i.e., dm, é sobrejetora para todo p € P)

Sabe-se que a projecao no primeiro fator p; : M x G — M é uma submersao. Sendo
assim, dado m € U, C M (onde (U,, ¢,) ¢ uma trivializagao local), p € P, e 7 € T,,M,
existe (¢,v) € T,, M xT,, ) (p1 é¢ submersao), tal que dp;(m, go(p))(s,v) = 7. Além disso,
existe inico v € T,P tal que dy,(p)(v) = (s,v). Segue que 7 = dp1(m, ga(p))(s,v) =
dp1(m, ga(p))dpa(p)(v) = d(p1 © ¢a)(p)(v) = dr(p)(v).

3. mHx(p)={p-g|g€G}=p-G, para todo p € P:
De fato, dado ¢ € 7 (7 (p)), seja U, um aberto trivializante contendo 7(q) = 7(p) = m
e o = (T,9,) a trivializagao local associada. Entdo, colocando h = g,(p)1g.(q) € G
(produto em G), pu(p - h) = (M, ga(p)h) = (M, 9a(q)) = palq) e temos g =p-h € p-G
(pa €, em particular, injetora). A outra inclusdo segue diretamente do item 1 da defini¢ao

de fibrado principal.

Segue diretamente que P, = G. Além disso, como 7 é submersao, as fibras P,, par-

ticionam P em subvariedades de dimensao dim G.



4. A acao de G em P é livre (i.e.,se p- g =p = g = ¢, onde e € G & o elemento neutro de
G)

Seja p € P, com w(p) = m € Uy, e g € G. Sep-g =p, ¢alp-9) = (M, 9.(p)g).
Mas, ¢o(p) = (m, ga(p)), logo ga(p)g = ga(p) e g = €.

5. Note que, dada uma trivializacao local (U, ¢q), temos um difeomorfismo entre a fibra
sobre um ponto do aberto trivializante e G, a saber, g,|p, : P, — G. A estrutura natu-
ral de grupo em P,, herdada pelo difeomorfismo ¢ simplesmente p * ¢ = g, (90(p)ga(q))-
Como ¢ = p - g, para um tnico g € G, e g, é G-equivariante, chegamos na expressao
pxq=1p-ga(q) e g;'(e) é claramente o elemento neutro. No entanto, como nao existe
um elemento neutro preferencial (ele depende da trivializacao tomada), as fibras nao sao

grupos de Lie.

Observacao 1.1.1. Nossa defini¢ao de fibrados principais estd de acordo com [35]. Encontra-se
também na literatura uma definicao alternativa de fibrado principal. Pede-se, além da triviali-
dade local equivariante, que a a¢do de G seja livre e P/G seja uma variedade difeomorfa a M,
de modo que a projecao seja uma submersao. Se o grupo de Lie G é compacto, por exemplo, as

definicoes sao equivalentes.

Exemplo 1.1.1. (fibrado trivial) Um G-fibrado principal trivial sobre uma variedade M é sim-
plesmente P = M x G (G age naturalmente em P por multiplicacao a direita, i.e., (m,h)-g =
(m,hg), onde m € M e g,h € G), com ™ = projecio no primeiro fator. Dessa forma, temos

uma trivializacao global dada pela identidade.

Note que pela proposicao 1.1.1, mais adiante, um fibrado principal € trivial se, e somente

se, admite uma se¢ao global.

Exemplo 1.1.2. (fibrado de referenciais) Dada uma variedade M (com dim M = n), podemos
associar um GL(n, R)-fibrado principal, chamado fibrado de referenciais de M. Definimos o

espaco total como o conjunto
B(M) ={(m,v1,...,v,) | me€ M e (vy,...,v,) € uma base de T,,M}

Considere a sequinte a¢do de GL(n, R) em B(M)
(m,v1,...,05) g = (m,v},...,0)

3



onde g = (g5) € GL(n,R) e v —Zg]vZ

A expressao acima €, de fato, uma a¢do a direita, pois (m,vy,...,v,) - 1, = (M,v1,...,0,)

(onde 1, = (&) € GL(n,R) € a matriz identidade) e dado h = (h%) € GL(n,R), temos que

(m,v1,...,v0) - g) - h = (m,of, ... uy), onde v = thv; = Z h?g,ivi = Ez(gh);vZ FEssa
k=1

kyi=1 i=1
é exatamente a expressao do j-ésimo vetor da base de (m,vy,...,v,) - (gh).

Além disso, definindo m : B(M) — M como a projecao natural em M, temos que a a¢do

€ claramente tnvariante por .

Vamos dar agora estrutura de variedade para B(M) e descrever as trivializagdes equivariantes
do fibrado. Para isso, considere um sistema de coordenadas locais de M, (U, ¢ = (x1,...,x,)).

Assim, dado (m,vy,...,v,) € B(M), m € U, podemos escrever
~ ;0 i i
= Zaj 30| onde a% = dz'(m)(v;) € R
i=1 m

Defina entao o sequinte mapa

oy 7 Y U) — U x GL(n,R)
(m,vy,...,0,) — (M, A),

onde A = (a}) € GL(n,R)(pois ¢ uma mudanga de base)

Este mapa é uma bijecdo, com inversa o' : (m,g) — (m, %Lﬂ e (%Zi"|m) - g. De fato,
(m, % s &%Lﬂ) cg = (myvy,...,v,), onde v; = Z_:g; % i e como da'(m)(v;) =
g;'-, temos que ¢ o goal = Idyxarmpr). Temos também go%i o = Ild ), pois 0p o
(m,v1,...,0) —> (M, A) —> (m, % e &% ) A= (myv, ).

Note ainda que @ ¢ equivariante: (m,vi,...,v,) g = (M,V},...,v,), com vj = Zg;lvi (como
anteriormente). Seja, A = (a}), onde a; = da:i( )(v;), e gA = (c}). Assim, ng(mi,zzl/l, LUl =
(m, B), B = (b}), onde b} = dx’( ngdm (vg) = zn:gfaz = c;

k=1

Definimos, enfim, um sistema de coordenadas locais de B(M) (a partir do sistema de coordenada

4



de M (U,)) por (n='(U), (¢ o Idarmpr)) © pu) (onde pensamos em GL(n,R) como um aberto
de R"Q). Verificando a compatibilidade de tais sistemas de coordenadas, e assim mostrando que
de fato isso fornece uma estrutura diferencidvel em B(M), tem-se que m € diferencidvel e oy €

difeomorfismo (trivializa¢ao do fibrado).

Exemplo 1.1.3. (fibrado de Hopf quaternionico) A construgao do espago projetivo quaterni-
onico é andloga a construgao de P" (exemplo 2.2.10), tomando cuidado apenas com o fato
da multiplicacao dos quatérnios nao ser comutativa. Em particular, podemos identificd-lo com
S4n=1/83 ¢ considerar a projecio m : S — HP" . Temos que G = Sp(1) (quatérnios de
norma 1) age a direita livremente em S™~1 C H" por multiplicacdo (& direita) em cada en-
trada. Os detalhes da construcao do fibrado principal 54"*1(]}]1[?’”_1, Sp(1)) pode ser encontrada
em [85]. Em particular, para n=2, HP' ~ S* e temos o fibrado principal S7(S*, Sp(1)), que

desempenha papel importante na teoria de calibre.

Proposicao 1.1.1. Ezxiste uma bijecdo entre trivializacoes locais e secoes locais do fibrado
principal P(M, G).

Prova. Dada uma trivializagao local (U,, ¢, ), temos uma segao local, s, : U, € M — P,
associada; basta colocar s,(m) = ¢, '(m,e). De fato, 3 p € 7~ 1(U,) tal que p.(p) = (m,e),
mas . (p) = (7(p), ga(p)). Logo, m(p) =m e mo s4(m) = w(p) = m. Além disso, s, é diferen-
cidvel, pois é composigao de aplicagoes diferencidveis m — (m,e) — o (m,e).

Para a reciproca, considere s € I'(U) e p € 7 '(U). Como Py, = s(w(p)) - G, existe um
tnico g(p) € G tal que p = s(m(p)) - g(p) (i-e., temos um mapa g : 7 (U) — G). Defina
p 7 (U) — U x G por p(p) = (m,g(p)). Se v(p) = ¢(q), 7(p) = 7(q) e g9(p) = g(a).
Assim, p = s(m(p)) - g(p) = s(n(q)) - 9(q¢) = q e ¢ & injetiva. Para a sobrejetividade, dado
(m,h) € U x G, p(s(m) -h) = (m,h), pois g(s(m) - h) & definido como o tnico elemento de G
satisfazendo s(m) - h = s(w(s(m) -

obtemos g(s(m) - h) = h. Note também que ¢ ¢ equivariante. De fato, dados p € 7= 1(U) e
heG,p-h=s(m(p-h) glp-h)=(s(x(p))-g(p))-9(p)'glp-h) =p-g(p)~'g(p-h). Logo,
pela agao ser livre, temos g(p - h) = g(p)h. O

h)) - g(s(m)-h) = s(m)-g(s(m)-h) e como a acao é livre,

Considere agora duas trivializagoes locais (U, 0o = (7, 94)) € (Us, s = (7, g3)), com
Uap = Ua NUs # 0. Podemos definir a aplicacao diferenciavel g,z : 7' (Usg) — G, p —
9a(P)gs(P) ™" (Jus € diferenciavel, pois é uma composicao de aplicagées diferenciaveis, p —
(9a(P), 98(P)) — ga(p)gs(p)~"). Note que g,5 é constante nas fibras

-1

Tap (@ 9) = 900~ 9980 9) " = 9a()9(98()9) ™" = 9a(P)99™ ' 95(P) ™" = Fus(p)

3



Dessa forma, temos a aplicacao gqg : Uy — G, definida por

Jas(m) = 9ap (),

onde p € P, é qualquer elemento da fibra de m € U,p. A diferenciabilidade de g.s segue do

seguinte lema (tomando F' = g.5, X = G e notando que g3 0 ™ = g,4, com g, diferenciavel).

Lema 1.1.1. Seja P(M, G) um fibrado principal, Y uma variedade diferencidvel e F': M — 'Y

uma aplicacao. Entao, F € diferencidvel se, e somente se, F o € diferencidvel.

Prova. Se F é diferenciavel, F' o m também serd por ser composicao de aplicagoes diferen-
ciaveis.
Suponha agora F' o 7 diferencidvel. Localmente, em um aberto trivializante U, do fibrado,

temos
Fly,=Foldy,=Fo(mros,) =(Fom)os,

onde s, é a secao local associada a trivializagao com aberto trivializante U,. Como diferen-
ciabilidade é um conceito local, temos que F é diferenciavel por ser composicao de aplicacoes
diferenciaveis. OJ

Note que as fungao de transicao g,s aparecem naturalmente quando consideramos as trivi-
alizacoes locais (Uy, ¢a) € (Us, pg) (com U,s # 0). De fato,

gpao(pglanBXG—)Ua5XG
(m, h) — (m, gag(m)h)

Basta observar que se ¢gl(m, h) = p, temos m(p) = me gg(p) = h. Assim, @, (p) = (M, go(p)) =
(M, 9a(P)95(P) " 95(p)) = (M, gas(m)h).

Além disso, tomando as segoes locais, s, e sg, associadas as trivializacoes locais (U,, ¢,) €
(Ug, pp), respectivamente, vale a seguinte relacdo:
sg(m) = sa(m) - gas(m), m € Uap

De fato, suponha s,(m) = ¢, (m,e) = p. Assim, n(p) = m, go(p) = € e temos que
05(P -+ gap)(m) = (m, g5(p)ga(p)gs(p)~!) = (m,e€). Logo, segue o resultado.
As aplicacoes gos sao chamadas fungoes de transi¢ao do fibrado principal P(M, G) associa-

das as trivializagoes locais {(U,, pa)}. Elas satisfazem a chamada condigdo de cociclo:

SeUagpyanﬂUﬁﬂU,y#@,



Gapdpy = Jary, €M Ungy (condi¢ao de cociclo)

De fato, dado m € U,py € p € P,

—= 1

9ap(m)gsy(m) = Go5(0)Ts, (P) = 9a()98(P) "' 958(P) g7 (P) ™" = Furry (P) = G ()

Em particular, temos que:

Goaa(m) = e (fazendo Ug = U, = U,,)

gap(m) = (gsa(m))~* (fazendo U, = U, e usando o item acima)
Vamos introduzir a no¢ao de morfismos entre G-fibrados principais.

Defini¢ao 1.1.3. Sejam Py(M;,G) e Py(Ms, G) G-fibrados principais. Um morfismo de G-

fibrados principais € um mapa diferencidvel f . P, — P», satisfazendo

flp-g)=f(p)- g,

onde p € Py, g € G (e estamos denotando as duas projegées por ).

Observacoes

1. A aplicacdo f induz uma aplicacio diferenciavel f entre os espacos base que faz o diagrama

abaixo comutar

p—1-p,

M, —L- 0,

De fato, dado m € U, € M; (onde U, é aberto trivializante de M;, com s, € ['(U,))
defina

f(m) =a(f(sa(m)))

Note que tal mapa ¢ bem definido, pois se m € Uys (U, e Us abertos trivializantes),
sp(m) = sa(m) - gap(m) e 7(f(sa(m) - gag(m))) = 7(f(sa(m)) - gas(m)) = 7(f(sa(m)))-
Segue imediatamente que f é diferenciavel, pois composicao de aplicagoes diferenciaveis,

e f faz o diagrama comutar.



2. A restrigao de f a (P1),, nos da um difeomorfismo entre esta fibra e a fibra ()7,
Dado p € (P1)m, como o diagrama comuta devemos ter m(f(p)) = f(n(p)) = f(m), de
modo que a imagem da fibra (P;),, por f estd contida na fibra (P)7,,- Além disso, como
(P)m=p-G, (P2)jum = f(p)-Ge f(p-g) = f(p) g, temos uma bijecao entre as fibras

pela f.

3. Claramente, a definicdo acima pode ser generalizada para fibrados principais com grupos
estruturais diferentes (basta tomarmos, além da aplicacdo entre os espacos totais, um
homomorfismo de Lie entre os grupos estruturais, de modo que nossa definicao seria
o caso particular de tal homomorfismo ser a identidade). A definicdo apresentada, no

entanto, serd suficiente para os propositos do texto.

Desempenharé no texto um papel de destaque o conceito de morfismos de G-fibrados prin-
cipais com mesma base (ou seja, My = My = M e f = Idy;). Em particular, o conjunto dos
isomorfismos do fibrado P(M,G) sera denotado por Aut(P) e este sera discutido de forma mais
detalhada na secao 1.4.

Dadas funcoes satisfazendo as condicoes de cociclo é possivel reconstruir o fibrado. Nos

referimos a proposi¢ao 5.2 do [26] para a demonstracao desse resultado.

Teorema 1.1.1. Seja G um grupo de Lie, M uma variedade diferencidvel e {U,} uma cobertura
aberta de M. Dadas fungoes gop : Usg — G, satisfazendo as condicoes de cociclo, existe um
fibrado principal sobre M, P(M, G), cujas fungdes de transi¢io sao exatamente {gag}. Além

disso, esse fibrado € unica (a menos de equivaléncia).

1.2 Fibrados Vetoriais
1.2.1 Consideracoes (Gerais
Seja F =R ou C.

Defini¢ao 1.2.1. Um F-fibrado vetorial (diferencidvel), de posto r, sobre uma variedade M é
um par (m, E), onde E é uma variedade e m : E — M uma aplica¢ao diferencidvel sobrejetora,

satisfazendo:

1. Para cada m € M, a fibra E,, = 7~ (m) é um F-espago vetorial.
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2. (trivialidade local) Existe uma cobertura aberta {Uy}taca de M e uma familia de difeo-

morfismos {¢a}aca, Yo i T (Us) — Uy X V' da forma pa(p) = (7(p), da(p)), de modo
que

bolE, : Em — V€ um isomorfismo F-linear,

onde V é um F-espaco vetorial de dimensao dimgV = r.

Chamamos E de espac¢o total (ou, por abuso de notagio, de F-fibrado vetorial, ou simples-
mente de fibrado vetorial, caso IF nao seja importante ou esteja subentendido), M de espago
base, ™ de projecao, E,, = 7 '(m) de fibra de E sobre m, U, de aberto trivializante e @, de
trivializacao local (as vezes chamaremos também de trivializagao local o par (U, ¢a))- E inte-
ressante permitir que V seja um F-espaco vetorial qualquer, mas nao ha perda de generalidade
em supor que V = F" e GL(r, ) é dito o grupo de estrutura do fibrado. Chamaremos E de
fibrado vetorial complexo (real) se E ¢ um C-fibrado vetorial (R-). Além disso, fibrados de posto

r = 1, serao chamados de fibrados de linha.

Seja m € U,s. Entao, temos dois isomorfismos I-lineares:

gba Ep - Em —V
¢B’Em : Em —V

Defina entao,

bap : Usp — GL(V)

As aplicagoes diferencidveis ¢,p sao chamadas de funcoes de transi¢ao do fibrado vetorial E e

{pas} € chamado de cociclo, com respeito a (U,, ¢,), € claramente vale a seguinte relagdo:
Se Unsy = U NUzNU, # 0,

Gap®py = Pary, €m Uypy (condig¢do de cociclo)

Observagao 1.2.1. O termo cociclo é motivado por {pas} ser, de fato, um cociclo em uma
teoria de cohomologia (a cohomologia de Cech de feizes [43], [8]).



Definicao 1.2.2. Seja E — M um fibrado vetorial de posto r e U C M um aberto.

a) Uma aplicacdo suave s : U — E satisfazendo mo s = Idy € chamada se¢ao local de E, e
seu conjunto denotado por T'(U). Se U = M, dizemos que s é uma se¢io global.

b) Um referencial local de E é um congunto de segoes locais s; € T'(U), i = 1,...,r, tal que

{($1)my - (S¢)m}, € uma base de E,,, para todo m € U.

Claramente, se E — M é um fibrado vetorial real e U C M é um aberto, temos que I'(U)
é um modulo sobre o anel de fung¢oes em U, C*(U). De fato, se f : U L Resc '),
(fs)(m) = f(m)s(m) é outra segao em I'(U). No caso em que E ¢ um fibrado vetorial complexo,
['(U) ¢ um modulo também sobre fungoes suaves com valores em C, C°(U; C) (que claramente
¢ 0 mesmo que C*(U) ® C).

Proposicao 1.2.1. A escolha de uma trivializacao local sobre um aberto U C M € equivalente

a escolha de um referencial local.

Prova. Dada uma trivializagao ¢ : 7= 1(U) — UXV, tome {vy, ..., v,} uma base de V e de-
fina, para m € U, s;(m) = ¢ Y(m,v;), i =1,...,r. Este é claramente um referencial local, pois
(m,v;) = @(si(m)) = ((si(m)), (si(m))). Logo, m(si(m)) = m e ¢(s;(m)) = v;. Como, §|g,,

¢ isomorfismo, ¢(s;(m)) = v; nos diz que {(S1)m, ..., (S;)m} € base de E,,. Se um referencial

{s1,...,5,} & dado, a trivializagao ¢ correspondente ¢ dada por ¢~!(m,v) = Zvi(m)si(m),
i=1
onde v'(m) sao as componentes de v na base {(s1)m, - -, (Sr)m}- O

Observacao 1.2.2. Seja {vy,...,v,} uma base de V, @, e pg trivializa¢oes do fibrado, e

{s¢,..., 8%} e {sf, ..., 8P} seus respectivos referenciais locais. A fungio de transi¢ao dos(m) €
T
GL(V) pode ser vista como a matriz (h%(m)), dada por ¢os(m)v; = th(m)vj. No entanto,
j=1

st (m) = pat(m,v;), e assim, ¢o(s¢(m)) = vi. Aplicando o isomorfismo linear ¢o|y na
expressao que define (hi(m)), obtemos s7(m) = th(m)s?(m) Ou seja, firada uma base de
7=1

V, as fungoes de transi¢ao ¢,z nos dao as matrizes de mudanca de base do referencial 3 para

0 .

Exemplo 1.2.3. a) M x F" — M ¢ claramente um fibrado vetorial de posto r,
com m = projecao em M (a trivializagdo € global e dada pela identidade). Tal fibrado é chamado

trivial. Mais geralmente, dizemos que um fibrado de posto r € trivial se isomorfo a este. A
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definicao de morfismos entre fibrados serd dada a sequir.

b) TM = U TM e AS(T*M) = U A¥ (T, M)*, com as projecdes naturais em M sdo
meM meM
fibrados vetoriais. Suas segoes globais sao exatamente T'(TM) = X(M) (campos de vetores de

M) e D(A*(T*M)) = QF(M) (k-formas diferenciais de M). As trivializagoes do fibrado tangente,
por ezemplo, sio dadas a partir de um sistema de coordenadas locais de M™ (U, (2, ..., z")).
Basta projetar um vetor de T,,M em m, em U, e nas componentes desse vetor, com respeito
&l
Ox?
tangentes sao naturalmente espacos vetoriais complexos e o fibrado tangente serd um fibrado

a base { s i=1 ,n}, em R™. No caso em que a variedade M é complezra, 0s espagos
vetorial complexo (teremos mais a dizer sobre variedades complezas e fibrados complexos ao

longo do texto).

Definicao 1.2.3. Seja E — M um fibrado vetorial real. Uma métrica em FE consiste numa
escolha de produto interno h,, : E,, X B, — R em cada fibra para cada m € M. FEssa
escolha deve ser suave no sentido de que dadas secoes locais s e t, contendo m € M em seus
dominios, a fungdio m —— hp,(s(m),t(m)) € suave. Se o fibrado é complexo, pedimos que o
produto interno seja hermitiano (com a mesma condi¢io de suavidade) e chamamos tal fibrado

de fibrado vetorial hermitiano.

Observacao 1.2.4. a) A métrica riemanniana é um exemplo de métrica no fibrado tangente.
b) A presenca de uma métrica num fibrado vetorial real de posto r nos permite ortonormalizar
referenciais locais, de modo que as fungées de transicao associadas tomam valores em O(r) C
GL(r,R), dizemos nesse caso que o grupo de estrutura de E foi reduzido a O(r) (no caso de
fibrados hermitianos, o grupo de estrutura do fibrado pode ser reduzido a U(r)). Além disso,
dizemos que um fibrado vetorial real de posto r € orientdvel se seu grupo de estrutura pode ser
reduzido a GLT(r,R). FEssa nogao generaliza a orientabilidade de uma variedade, que, nesse
caso, corresponde o orientabilidade de seu fibrado tangente. Assim, por exemplo, o grupo de

estrutura de uma variedade riemanniana orientdvel de dimensdo n pode ser reduzido a SO(n).

Definicao 1.2.4. Dados dois fibrados vetoriais sobre M, ngp: E — M enp: FF — M. Um

mapa diferencidvel ¢ : E — F € dito um morfismo entre os fibrados E e F, se
1. TEp — TfEO w
2. Para todo m € M, ¥y, = Y|g,, : En — F € uma aplicagcao F-linear

Além disso, se 1) € um morfismo bijetor, dizemos que E e F sao fibrados vetoriais isomorfos, e
Y € um isomorfismo de fibrados. Denotaremos por Hom(E, F) o conjunto de morfismos entre

E e F e, em particular, denotaremos por End(E) = Hom(FE, E).
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Note que a condicao 1 garante ¢,,(E,,) C F,,. De fato, se p € E,,, mp o (p) = mp(p) = m.

Isomorfismos entre fibrados podem ser caracterizados a partir das funcoes de transicao.

Proposicao 1.2.2. Dois fibrados vetoriais, de posto r, E — M e F' — M sao isomorfos se,

e somente se, existe uma cobertura de M {U,} por abertos trivializantes e fungdes diferencidveis
Ao i Uy — GL(r,F), satisfazendo:

Qsozﬁ - AaTaB/\/Ely em UaB;
onde {¢ap} € {Tap} s@o os cociclos dos fibrados E e F, respectivamente (com respeito a {U,}).
Prova. Primeiramente, note que nao ha perda de generalidade em supor que o espaco
vetorial V da definicao de fibrado vetorial de posto r é IF" para ambos os fibrados E e F. Além
disso, dados dois cociclos podemos supor sem perda de generalidade que estes sao subordinados
a mesma cobertura por abertos trivializantes (basta tomar interse¢oes entre os abertos).

(=) Seja ¢» : E — F um isomorfismo entre os fibrados, entao v, : E,, — F, é um

isomorfismo linear. Defina para m € U,:
Aa(m) = Galp,, 0 ¥y 0 (Talp,) ™" € GL(r, )
Defina A3 da mesma forma, trocando a por 5. Entao, se m € Ugyg:
Aa(m)Tag(m)(Ag(m)) ™ =

bl B © Ut © (Tal ) ™t © Talp, © 785 © 78] By © U © Galph =

Pap(m)

(<) Se m € U,, defina 1, = (14|r,,) ' o (Aa(m)) ™! 0 ¢ulm,, : Ev — F, que é, por definigdo,

linear. A relacao entre as fungoes de transicao nos da que

(Tal ) " 0 (Aa(m)) ™ 0 Gulp,, = (T8]E,) "' 0 (As(m)) ™" 0 dplE,

e assim v, estd bem definida e definimos ¢ por ¥|g, = ,,. Basta verificar a diferenci-
abilidade de ¢. Dado p € P, m = w(p) € U,, para algum «. Tome a vizinhanca P|y,
de p, onde U, é também um aberto de um sistema de coordenadas locais da variedade M
(basta restringir, se necesséario, o aberto trivializante U,). Podemos pensar, por abuso de

notacao, que o difeomorfismo (7g,¢,) : E

v, — Uy x F” & um sistema de coordenadas
locais para p € E. Pelo mesmo raciocinio, (7p,7) : Fly, — U, X F” é um sistema

de coordenadas locais para i(p) € F,, C F. Queremos entender a diferenciabilidade da
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aplicagio G = (nr,7) 0 ¥ o (rp,0u). Seja (1) € Us X F ¢ (s, 0u)0) = (1'0)
(e, ma(q) = m' e dalg) = v). Agora, ¢ = Y(q) = Yw(q) = 7, (Aa(m) ' Palq)). Dai,
D(m!,v) = (7, 7a)(¢) = (M, Aa(m')"'0) e a aplicacio ¢ é um difeomorfismo (e assim, 1 &
difeomorfismo). O

Assim como no caso de fibrados principais, as fun¢oes de transicao determinam o fibrado

vetorial.

Proposigao 1.2.3. Seja M uma variedade, {U,} uma cobertura aberta de M e {gap : Ung —>
GL(r,IF)} aplicagies suaves satisfazendo as condicées de cociclo. Entao, existe um fibrado
vetorial que admite trivializagoes para as quais as fungoes de transicao sao {gag}. Além disso,
se {gap} € {90p) satisfazem as condigoes de cociclo e estao relacionadas por aplicagoes

Ao 1 Uy — GL(r,F), como na Prop. 1.2.1, entio os fibrados vetoriais determinados pelas

duas familias sao isomorfos.

Prova. Vamos dar um esboco da prova sem se importar com os detalhes mais técnicos. Seja

{gap} satisfazendo a condi¢ao de cociclo. Defina o seguinte quociente:

E:U(UQXIFT)/N

onde, (m,v,a) ~ (m/',v', ) < m=m'e gs.(m)v="1" (aqui, (m, v, &) é apenas uma nota¢ao
para dizer que m € U,).
Note que [m,v,a] = [m, gga(m)v, 5] e w([m,v,a]) = m claramente estd bem definida e é

sobrejetora. Fixado « fica claro que a aplicacao:
0o T HUy) — Uy x F7
[m, v, a] — (m,v)
serd uma trivializacao para o fibrado E (onde a estrutura diferenciavel de E é dada para que
isso seja um difeomorfismo).

Dessa forma, seguindo a notacdo do inicio da se¢do, ¢, = (7, ¢a), onde ¢,([m,v,a]) = wv.

Vamos calcular as fungoes de transicao para essas trivializacoes:
-1
Pap(m)v = @ale,, © Pslz,v

Seja ¢ = dslp,v € Ep (ie. ¢ = [m,v,B]). Dai, ¢a(q) = dal[m, gag(m)v,a]) = gas(m)v.
Para a segunda parte, sejam E e E’ os fibrados vetoriais determinados por {gas} e {g,5},
respectivamente. Defina, para cada «, ¢, em E|y, por [m,v,a] — [m, Ao(m)v, a]. Primeiro,

a aplicacao estd bem definida, pois para m € U,p:
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Valm, v, a] = [m, \a(m)v, a] = [m, g5, (m)Aa(m)v, B]

Por outro lado,

wﬁ [m> v, Oé] - 77Z)5 [m7 gﬁa(m>va 6] = [m> /\B (m)gﬁa (m)v7 ﬁ]

Mas, a relagdo entre os cociclos da que ggo(m) = gj, (m)Aa(m) e assim temos um difeomorfismo
Y : E — E’ que é um isomorfismo entre fibrados. O

Observagao 1.2.5. Dados os fibrados vetoriais E — M, com cociclo {¢a5}, e I — M, com
cociclo {T.p}, podemos construir novos fibrados vetoriais, baseados nas construgoes da dlgebra
linear, a partir das fungoes de transi¢ao. Ao considerarmos as fungoes ( 25)_1, que certamente
satisfazem a condi¢ao de cociclo, obtemos o chamado fibrado dual a E (denotado por E*), cujas
fibras sao identificadas com E.. Isso estd de acordo com a intui¢ao, pois trivializacoes do
fibrado correspondem a referenciais locais e uma funcao de transicao ¢.p, visto como matriz,
nada mais é que a mudanga entre referenciais distintos (correspondentes a ¢, € pg). Agora,
ao tomarmos os espagos vetoriais duais I, , e considerarmos as bases duais, por dlgebra linear,
a matriz correspondente serd a matriz inversa transposta da original. Outros exemplos sao o
fibrado produto tensorial (E ® F'), cujas fungoes de transicao sao ¢op @ Tap € 0 fibrado soma
Gap 0

direta (E @ F), cujas fungées de transi¢io sao ¢op ® Tap = 0 o

Vimos no exemplo 1.1.2 que dada uma variedade M de dimensao n, podemos associar um
G L(n,R)-fibrado principal a partir do fibrado tangente T(M), que é um fibrado vetorial. Mais
geralmente, essa construcao pode ser feita para fibrados vetoriais quaisquer £ — M, onde
definimos B(E) como o conjunto de (m, s1(m),...,s,(m)), onde {s1,...,s,} é um referencial
local que contém m em seu dominio. Se o posto de E é r, B(E) é um G L(r, R)-fibrado principal.

A seguir, veremos como, a partir de um fibrado principal, podemos associar um fibrado vetorial.

1.2.2 Fibrados Associados

Seja m : P — M um G-fibrado principal, V um espago vetorial e p : G — GL(V) uma
representa¢ao (ou, equivalentemente uma acao a esquerda de G em V, g - v = p(g)v). Dessa

forma, existe uma acao a direita natural de G em P x V dada por:

(p,v)-g=(p-g,0(g7 " )v)
De fato, (p,v) - e = (p,v) e (p,v) - gh = (p- gh,p(h"'g " )v) = ((p- g) - h, p(h™")p(g~)v) =
((p,v)-g)-h. Como a acao de G em P ¢ livre, G age livremente em Px V. Seja E = (Px V) /G

14



(também denotado P x, V) e defina 7g : E — M, por 7g([p,v]) = 7(p). Essa aplicacao esta
bem definida, pois 7(p - g) = 7(p).

Se 0o = (7, 94) : 71 (U,) — Uy X G & uma trivializagao de P, vale que p = s4(m(p)) - ga(p),
para todo p € 77 1(U,). De fato, p e s,(7(p)) estao na mesma fibra, entao existe uma aplicagao
h: 71 (U,) — G tal que p- h(p) = so(7(p)). Aplicando ¢, obtemos (7(p), go(p)h(p)) =

(m(p), e), logo segue o resultado. Assim, [p,v] = [s4(7(p)) - ga(p), v] = [sa(7(p)), p(ga(p))v].
Entao, defina:

o 75 (Uy) — Uy x V
[,] (7(p), p(ga(p))v)

Como p = $4(7(p)) - ga(P) € ga(sa(m)) = e, a aplicacio G, ' : (m,v) — [s4(m),v] & inversa
de ©,, e assim ¢, é uma bijecao.

Dado [p,v] € 73" (U,) é sempre possivel encontrar U/ C U, C M que é um aberto de um
sistema de coordenadas locais centrados em 7(p) € M. Assim, pedindo que 7' (U!) seja um
aberto de E, podemos pensar na restricao de ¢, a 7TE1<UCIY) como um sistema de coordenadas
para E. Dessa forma, ¢, ¢ difeomorfismo, sua restricao a uma fibra induz um isomorfismo linear
entre esta e V e mg é suave, de modo que £ = P x,V — M ¢é um fibrado vetorial com fibra

V; o chamado fibrado vetorial associado a P(M,G) e p.

Vamos agora entender as funcoes de transicao do fibrado associado a partir das funcgoes
de transi¢do g.p : Usg — G do fibrado principal. Lembre que g,5(m) = ga(p)gs(p)~' para
qualquer p € P,. Em particular, podemos colocar p = sg(m) (onde, sg(m) era a se¢do
associada a trivializacdo g = (m,93)) e obtemos gos(m) = ga(sz(m)). Tome m € Uup ¢
v € V. Queremos calcular @og(m)v = @alg,, © dg|z-v, onde G, = (7,04) e G5 = (7, ¢p)
sdo as trivializagoes de E correspondentes as trivializacoes do fibrado principal ¢, = (7, ga)
e 95 = (7 g5), respectivamente. Como, &s([p,v]) = plgs(p)v, Gslito = [py plgs(p) Yol

(

Colocando p = sg(m), ¢l v = [s5(m),v] e assim, Gag(m)v = p(ga(ss(m))v) = p(gas(m))v.
Resumindo:

Proposigao 1.2.4. Seja P(M,G) um fibrado principal com fungoes de transi¢ao gop : Uns —
G ep: G— GL(V) uma representacao, onde V é um espaco vetorial. Entao o fibrado vetorial
associado E = P x,V — M ¢€ o fibrado dado pelas fungdes de transicao p(gap) : Uap —
GL(V).

Observacao 1.2.6. Seja {vy,...,v,} uma base de V. Dada a trivializa¢io 4, obtemos o re-

ferencial local {5, ..., 5%}, definido por s&(m) = G, (m,v;) = [so(m),vi], parai=1,...,m.
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Exemplo 1.2.7. Seja P(M,G) um fibrado principal.

a)Se G C GL(V), temos a representacdo candénica G — GL(V) e assim o fibrado vetorial
associado tem as mesmas funcoes de transicao do fibrado principal original. Em particular, o
grupo de estrutura do fibrado associado foi reduzido ao grupo estrutural do fibrado principal.
b) Tomando V = g, o grupo age na dlgebra de Lie através da representacao adjunta Ad : G —
GL(g). Chamamos o fibrado vetorial P X 44 ¢ de fibrado de dlgebras de Lie, e denotamos esse
fibrado por gp.

Observacao 1.2.8. Seja E — M um fibrado vetorial real de posto r, com func¢oes de transicao
bap  Usp — GL(r,R). Vimos que era possivel associar um GL(r,R)-fibrado principal, o
fibrado de referenciais B(E). Cada referencial S em m € M pode ser visto como um isomorfismo
linear S : R" — E,, (que leva a base candnica de R" no referencial em m). Dai, se (7, dq) €
uma trivializagao de E, definimos uma trivializacio de B(E), po = (Tpg), 9a) : B(E)|u, —
GL(r,R), por oo(m,p) — (m,dal|g, o p). Portanto, as funcoes de transi¢ao de B(E) sao
Gap(m) = ga(m,p)gs(m,p)™' = ¢ulg,, opop™ ogbﬂﬁ}n = ¢ap(m). Logo, as fungoes de transicao
de E e B(E) sio as mesmas. Agora, GL(r,R) age em R" por multiplicacdo de matrizes (i.e.
a representacao € a identidade). Dai o fibrado associado a B(E) por essa a¢io candnica tem
funcoes de transicao tquais ao do fibrado E e, portanto, tal fibrado associado deve ser isomorfo

ao fibrado vetorial original.

1.3 Conexao e Curvatura

1.3.1 Conexao e Curvatura em Fibrados Principais

Conexao

Seja m : P — M um G-fibrado principal e ¥(p,g) = p - g a acao a direita de G em P.
Dados p € P e g € G, denotaremos por ¢, : P — P (¢, : G — P) a aplicagao diferenciavel

pr—p-g(g—p-9).

Definigao 1.3.1. Dadop € P, dm, : T,P — T, M € uma aplicagao linear e podemos definir
o subespago vetorial V,, = kerdm, C T,P, chamado subespago vertical de T,,P. Se um campo
de vetores X € X(P) satisfaz X, € V,, para todo p € P, este serd chamado de vertical, e o
conjunto de tais campos denotado por XV (P).
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Seja g a algebra de Lie do grupo G. Dado & € g, a partir da acao de G em P, é possivel
associar um campo de vetores X¢ € X(P), chamado campo de vetores fundamental associado

a &, dado por

(Xe)p = Gl (P exp(t)) = &I,y ¥y 0 cxp(t€) = dp(e)é
Denotemos por o : g — X(P) a aplicacao £ — X¢.

Proposicao 1.3.1. A aplicagao o : g — X(P) é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Além

disso, se 0(€) = X¢ se anula em algum ponto de P, entdo £ = 0.

Prova. Veja pagina 310, capitulo 8, de [41] O

Campos fundamentais sao verticais, pois dado £ € g, temos que dm,diy,(e)§ = d(mo1,)(e)é,

mas To, : g € G+—— w(p-g) = n(p) € M, ou seja, é uma aplicacdo constante e assim,
dmpdib,(e)€ = 0. Portanto, diy,(e) : g — V, e X¢ € XV (P). Mas, como 7 é uma submersao,
pelo teorema do niicleo e imagem, devemos ter que dimV), = dimM — dimP = dimG = dimg e
pela proposicao acima, di,(e) é injetiva (pois, se di,(e)¢ = o(§), = 0 = £ = 0). Concluimos
assim que di,(e) : g — V,, & um isomorfismo linear.
Observacao 1.3.1. Como 7 € uma submersao, as fibras sao subvariedades (difeomorfas a G),
e o espago vertical Vl, nada mais é que Tyn~(w(p)). De fato, dado v € Ty (7(p)), existe uma
curva diferencidvel ¢ : (—e, ) — 7 1(n(p)), com ¢(0) = p e <(0) = v. Logo, wo c(t) = 7(p)
e derivando em t = 0 obtemos dr(p)v =0 (i.e., v € V,,). Por outro lado, sev € V,, 31 € € g,
tal que v = diy(e)€ = %L::o (p-exp(tf)). Como a curva y(t) = p - exp(tf) € tal que v(0) = p,
7' (0) =v e moxy(t) € constante igual a 7(p), seque que v € Tyr (7 (p)).

O subespaco vertical associado a um ponto p € P determina todos os outros espagos verticais

associados a pontos da mesma fibra de p, através da acao a direita de G em P.
Lema 1.3.1. di,(p)V, = Vpg

Prova. Seja v € V, (i.e., dm,v = 0). Entao, dn(p - g)di,(p)v = d(m 0 ,)(p)v = dr(p)v = 0,
onde usamos que wo,(p) = m(p-g) = m(p), e assim obtemos que diy,(p)V,, C V,,.,. Para a outra

inclusdo, tome v € V,,. Como dip.4(e) : g —> V,., € um isomorfismo linear, 3§ € g, tal que

v = dipy.g(€)€ = d(1hgorhg-109p4)(€)§ = dipy(p)d(g-109pg)(e)§. Mas, dr(p)d(¥y-101p.4)(e)§ =
d(m o hy-1 0 Yp4)(e)§. Como T ohy-1 0,y : h € G m(p-ghg™') = n(p), ou seja, é uma
aplicacao constante, devemos ter d(¢,-1 0 1y,.4)(e)€ € V. O

Além disso, vale a seguinte relacao.
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Lema 1.3.2. d@/Jng = XAd(gfl)g

Prova. Isso segue do seguinte céalculo

(Xaa@—1)e)pg = dpq(e)Ad(g")E = dipp.g(€)dCy-1(€)§ = d(hg 0 hg—1 0 Ppg 0 Cy-1)(€)€
= dipg(p)d(Yg-1 0 Ypg 0 Cy-1)(€)€

Como 1,-101y.0C,-1 : h € G — ((p-9)-(¢7 hg))-g~" = p-h, temos que 1,-101y,.,0C, -1 = 1,
Logo, (Xad(g-16))pg = dg(p)(Xe)p- O

Definicao 1.3.2. Seja P uma variedade de dimensao d e k um inteiro, com 1 < k < d.
Uma distribuicao D, k-dimensional, € uma aplicacao que associa a cada p € P um subespaco
D, CT,P de dimensao k. Dizemos que a distribuicao D € suave se, para cada p € P, existir
uma vizinhanga U de p e campos de vetores Xy, ..., Xy, € X(U), tais que {(X1)q, ..., (Xk)q} €
uma base de D, para todo q € U.

Até aqui associamos a cada ponto p € P um subespago de T, P isomorfo a algebra de Lie g
de maneira G-invariante. Esta é uma distribui¢ao suave, visto que uma base de g fornece (via
o) a condicao de suavidade. Nao existe, no entanto, um complemento natural para V, em T, P.

Esse problema serd sanado a partir da introducao do conceito de conexao no fibrado principal
P(M,G).

Defini¢ao 1.3.3. Uma conezdo (de Ehresmann) no fibrado principal P(M,G) é uma distribui-

¢ao suave H (chamada de horizontal), satisfazendo:
1. T,P=V,® H,, para todop € P
2. dipy(p)H, = Hp.4, para todop € P e g € G (i.e. H é G-invariante).

Observacao 1.3.2. Seque do primeiro item da definicao que a distribuicao horizontal deve
ter dimensao igual a dimP — dimG = dimM. Além disso, como V, = kerdm,, obtemos que

dry : Hy——=TyM € um isomorfismo linear.

Exemplo 1.3.3. Seja g uma métrica Riemanniana G-invariante de P. Entao, H, = Vpl =
{veT,P| g,(v,u) =0 para todo u € V,} nos fornece uma conexao em P(M,G).

O primeiro item da definicao € claramente satisfeito.

Vamos mostrar a G-invaridncia, ou seja, dwg(p)VpL = V;O.lg.

i) Dado v € Vpi, queremos mostrar que gp.q(diy(p)v,u) = 0, para todo u € V4. Como
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dipg(p)Vy = Vyy, seja vy € V), tal que dipy(p)vy = v. Pela G-invariancia da métrica,
Gp-g(dg(D)v, dipg(p)v1) = gp(v,v1) = 0. A 4iltima igualdade vem do fato de v € VZDL evy €V,
ii) Dado v € V;fg. Entao, podemos escrever v = dipy(p)dip,-1(p - g)v. Vamos mostrar que
dpg-1(p - g)v € V- Seja u € V,, entio gp(dipg-1(p - g)v,u) = gpg(v,dibg(p)u) = 0, pois
uweV, =dp,(p)u € V,,.

Conexoes aparecem de maneira intuitiva, quando definidas a partir de distribuicoes suaves.
No entanto, distribuicoes nao necessariamente fornecem a maneira mais facil de lidar com
tais objetos. Alternativamente, podemos tentar caracterizar as conexes como projecoes em
subespagos verticais (que, como vimos, podem ser pensados como a algebra de Lie de G),
satisfazendo algum tipo de invariancia pela acdo de G em P. Isso sera obtido através do conceito

de uma 1-forma de conexao.

Definicao 1.3.4. Uma I-forma de conexdo é uma I1-forma diferencial de P com wvalores na

dlgebra de Lie g, w € QY (P; g), satisfazendo:

1. w(o(&)) =&, para todo € € g
2. Yyw = Adg-1w, para todo g € G

Observacao 1.3.4. Abrindo os itens da definicao, temos que:

1. w(p)(dipp(e)§) =&, ondep € P, { € g
2. w(p- g)(dy(p)v) = Ady-1(w(p)v), onde g € G, v € T,P.

Denotaremos o espaco das 1-formas de conexao por A.
Proposicao 1.3.2. A# 0

Prova. Seja 0 a forma de Maurer-Cartan (ver apéndice A). Entao, w, = g0 ¢ uma 1-forma

de conexdo para o fibrado trivial P|y, (onde (U,, o = (T, 9a)) € uma trivializagao do fibrado
P(M,QG)). De fato,
i) Dado p € Plo e € € g, wa(p)(d¥p(€)€) = 0(9a(p))(dga(p)dipp(€)§) = d(Lyg, )1 © ga © 1p)(€)E.
Como, Ly, (-1 0gaotp: h € G go(p) 'ga(p-h) = h, temos w,(p)(dipy(€)§) = dIdg(e)é = &.
ii) ¥rgal = (ga © Yy)*0, Mas, pela equivariancia de ga, go © ¥y = Ry 0 go € assim, ;g0 =
9oLt50 = go(Ady0) = Adtgr0

Agora, basta tomar uma parti¢do da unidade {\,} subordinada & cobertura aberta de M,

{U,}, por abertos trivializantes do fibrado. Assim, definimos w = Z AaWeo. Sendo esta uma

(03
combinagdo afim de 1-formas, temos uma 1-forma de conexao em todo P (a combinagao deve

ser afim para que a primeira condigao da definigdo de 1-forma de conexao seja satisfeita). [
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Lema 1.3.3. O espaco das 1-formas de conerdo A € um espaco afim modelado no espacgo
vetorial Q' (M; gp).

Prova. Isso segue diretamente da Prop. A.0.3 do apéndice. Dadas duas conexoes wy, wy €
QY P g), temos que w; — wo ¢ uma forma bésica e assim corresponde a um elemento de
QYM;gp). Além disso, fixado w € A, dado ¢ € Q'(M;gp), w + ¢ € A (onde usamos no-
vamente a bije¢ao entre Q'(M;gp) e QL(P;g)). O

Proposicao 1.3.3. FEziste uma bijecdo entre conexdes (de Ehresmann) e 1-formas de conexao.

Prova. i) Seja H uma conexdo. Dado v € T,P, sejam v? € H, e vV € V), tais que
v = v + 0¥, Em particular, 3! £ € g com v¥ = di,(e)¢. Defina entdo, w(p)v = £ e note
que w, : T,P — g ¢ linear, pois di,(e) ¢é linear. Se ¢ € g, o(¢) € XV (P) e a primeira con-
dicdo para w ser uma l-forma de conexao é automaticamente satisfeita. A segunda condigao
¢ consequéncia do lema 1.3.2. De fato, tomando v = v" + v como anteriormente, pela G-
invariancia das distribuicoes (vertical e horizontal) w(p-g)(dy,(p)v) = w(p-g)(di,(p)di,(e)§) =
w(p - g)(d(Wg 0 Py)(€)§). Mas, Ygohy, i h € G (p-h)-g=(p-g) g 'hg = Ppe0 Cya(h).
Agora, d(Yy.g 0 Cg-1)(€)€ = diby.4(e)(Ady-1§), logo w(p - g)(diby(p)v) = Ady—1§ = Adg_1(w(p)v).
Ainda precisamos verificar a diferenciabilidade de w. Suponha dimG = k e dimM = n (e
assim, dimP = n + k). Numa vizinhanga de P é possivel, pela suavidade da distribui¢ao hori-
zontal, achar campos de vetores {Y7,...,Y,} que formam uma base para os espacos horizontais
nessa vizinhanga. Se {,...,&} é uma base de g, temos uma base para os espacos tangen-

tes nessa vizinhanca dada pelos campos {Y1,...,Y,,...,0(&),...,0(&)}. Podemos escrever,
k

w = ijfj, onde w’ sao 1-formas de P. A 1-forma w ¢ diferenciavel se cada w’ o for. Uma
j=1
1-forma em P pode ser vista como uma aplicacdo C'°(P)-linear de X(P) a C*(P). Como

W (0(&)) =05 € C°(P) e W (Y;) = 0 € C®(P), w é diferenciavel.

ii) Seja agora w € Q'(P;g) uma 1-forma de conexdao. Como, dado & € g, w(p)(d,(e)§) = &,
i.e., w, € sobrejetiva para todo p € P, o subespaco H, = ker(w,) C T,P tem dimensao cons-
tante para todo p € P (igual a dimM). Primeiramente, V, N H, = {0}, pois se v € V, N Hp,
v = diyp(e), para algum £ € g, com w(p)v = 0, mas w(p)v = . Além disso, dado v € T, P,
v = (v—dip(e)(w(p)v)) +di,(e)(w(p)v), claramente v — dip,(e) (w(p)v) € Hy e dipy(e)(w(p)v) €
Vp, de modo que, T,P = V,, & H,. Vamos mostrar que essa distribuicao, definida pelo nicleo
da 1-forma de conexao, é G-invariante. Se v € Hy, w(p - g)(dy(p)v) = Ady-1(w(p)v) = 0, logo
dg(p)H, € Hpg. Agora, dado u € Hpy, u = d(10g 0 0g-1)(p - g)u = diby(p)dipg-1(p - g)u, e
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w(p)((dibg-1)(p-g)u) = w((p-9) g~ ") ((dhg-1)(p- 9)u) = Ady(w(p-g)u) = 0, logo temos também
H,, C dy,(p)H, (mais diretamente, poderfamos notar que di, é injetivo, pois 1, ¢ difeomor-
fismo, e se di,(p)H, C H,.4, como dimH, = dimH,.,, vale di,(p)H, = H,., ). Falta mostrar
que a distribuigao assim definida ¢ suave. Para cada ponto, considere um aberto de um sistema

de coordenadas locais de P e campos de vetores nessa vizinhanca {Y7,..., Y, x} que fornecem
uma base para o espaco tangente em cada ponto da vizinhanga. Seja também {&;, ..., &} uma
k
uma base de g e w = Zaﬂfj, onde w’ sao 1-formas de P. Parai = 1,...,n + k, defina
j=1
k
V= Y- Y W (¥)ols)
j=1

Claramente, tais campos sao horizontais. Além disso, dado um vetor horizontal, ele pode ser

n+k n+k
escrito como uma combinagao linear E by, = E b"Y,., pois todos outros termos sao verticais.
r=1 r=1

. —/ . . .. . .
Sendo assim, os Y; s geram os espacos horizontais nessa vizinhanca e é possivel escolher n deles

linearmente independentes (numa vizinhanga possivelmente menor). 0

E possivel dar uma terceira caracterizacio para conexdes num fibrado principal P(M,G),
em termos de objetos da base M. Sejam {(Us,, pa = (7, 94))} as trivializacoes do fibrado, {s.}
as secoes corespondentes e {gap : Usg —> G} as fungbes de transi¢do do fibrado (lembre que
S5 = Sa - Jap). Considere também a forma de Maurer-Cartan 6 € Q'(G, g), definida por 6, =
dL,~1. Dada uma 1-forma de conexdo w € Q'(P;g), denotemos por A, = s (w) € Q' (Ua; 9)
(chamados potenciais de calibre) e 0,5 = gj 5w € Q' (U,p; g). Apesar de {A,} nao formar uma
1-forma global em M (i.e. os pull-backs ndo coincidem), vale o seguinte

Proposig¢ao 1.3.4. Dada uma 1-forma de conezio w € Q' (P;g), temos que
Ag = Ad(g;ﬁl)Aa + 6,5, em Uyg
Antes de demonstrar a proposi¢cao precisamos do seguinte lema:

Lema 1.3.4. Seja ¢ : P x G — P, uma aplicacao diferencidqvel. Entdo, podemos identificar
naturalmente T, g (P x G) ~ T,P x T,G e vale

d¢(p,g)(uv v) = d@/Jg(p)u + d@Dp(g)U

para todop € P, ge G, ueT,P ev e T,G.
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Prova. (Prop 1.3.3) Seja m € Uyp e v € T, M. Temos que sz = 1) 0 (Sa, gap) € Pela regra

da cadeia, aplicando o lema anterior para a acao 1, obtemos

dsg(m)v = dip(s5a(m), gas(m))(dsa(m)v, dgas(m)v) =
s (m) (9o (1)) (dgap (M)V) + iy, 5(m) (sa(m)) (dsa(m)V)

Vamos chamar o primeiro termo dessa soma de x e o segundo de y. Pelo segundo item da

definicao da 1-forma de conexao w,

Wsa (m)-gas(m )( ) Adga;a(m ( sa(m)(dsa(m)vn =
Ady, 5 (my-1 ((55w)mv) = Ady, 4 (m)-1 (Aa(m)v)

Agora, 1 = d(s,(m) © gap)(Mm)v. Mas, Vs, (m) © Gap = Vsa(m)-gas(m) © Lg-1 © gap. Logo, =
dVs o (m)-gas(m)(€)€, onde & = dLg, s(m) ~1(gap(m))dgas(m)v € g. Temos entdo que ws, (m) e (m) () =
€. Por outro lado, 8,3(m)v = (gaﬁw)mv = Hgaﬁ(m)(dgag( m)v) = dLg, ,m)-1 (gap(m))dgas(m)v =
&

O

Dada uma 1-forma de conexdo w, denote por w, sua restrigao a 7 +(U,). Essas w, €
QY(P|y,; 8)} podem ser descritas a partir das A,. Antes de explicitar a relagao, precisamos da

seguinte observacao. Seja m € U, e denote por p = s,(m).
Ply, = Uy, == Py,

Chamemos, provisoriamente, de T a aplicacao linear d(s, o), : T,P — T,P. Como mo s, =
Idy,, vale dr(p)dso(m) = Idp,p e T* =T o T = dsa(m)(dr(p)dse(m))dn(p) =T (i.e., T & um
operador de projec@o). Sendo assim, por algebra linear, T,,P = kerT @ imT (cada elemento
v € T,P é da forma Tv + (v — Tv)). No entanto, de dm(p)ds,(m) = Idp,p, concluimos que
dsq(m) & injetivo e assim, kerT = ker(ds,(m)dn(p)) = kerd(m,) = V,. Portanto, provamos o

seguinte lema:

Lema 1.3.5. Seja s : U — P|y um se¢ao do fibrado P(M, ao, se p = s(m), onde m € U,
entao T,P = im(d(sq o m),) &V,

Proposigdo 1.3.5. Seja w € Q' (P;g) uma I-forma de conexdao do fibrado P(M,G). Entao,

Wo = Ad-1 0 T Ay + g0
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Prova. 1) Vamos mostrar que a proposi¢ao é valida para p = s,(m), onde m € U, e v € T, P.
Pelo lema anterior, v = ds,(m)dr(p)v + dip,(e), para um unico £ € g. Como g,(p) = e (pois,
sa(m) = o (m,e) e po = (7, ga)):

Adg, ()1 (T A)pv + (g50)pv =
Ao (m)(dr(p)v) + 0(e)(dga(p)v) = wy(dse(m)dm(p)v) + dga(p)v

Vamos usar a decomposicdo de v = ds,(m)dm(p)v + di,(e)§ para calcular dg,(p)v. Como
Ja © 5o O T € a aplicacao constante igual ao elemento neutro de G e g, 09, : h € G —
ga(p-h) = ga(p)h = h, i.e., & a aplicacdo identidade de G, obtemos, pela regra da cadeia, que
dga(p)v = € = w,(dipy(e)€). Portanto, obtemos wy(ds,(m)dm(p)v + diy(e)€) = wyv.

ii) Agora, como Ply, = U (sa(m) - G), basta verificar a relacdo nos pontos p - g, onde

meUqy
p = sqo(m). Note ainda que qualquer vetor de T{,.4 P pode ser escrito como di,(p)v, onde

v € T,P (pois, dip,(p) é isomorfismo linear) e go(p - g) = ga(p)g = g. Assim, devemos mostrar

que

w(p - g)(diby(p)v) = Adga(p-g)*1 (7 Aa)(p - g)dibg(p)v) + (950)pgdiby(p)v

O lado direito da equacao a ser mostrada pode ser escrito como:

Ady-1(Ao(m)dr(p - g)dibg(p)v) + b(dga(p - 9)diy(p)v) =
Ag-1 Ap(m)dm(p)v + d(Ly-1 © go 0 ) (p)v = (pois, mo hy = )
Ady—1(m*Ay)pv + Ady-1dga(p)v = (pois, Ly-1 0 ga 01y = Cy-10 g, )
Ad -1 (wpv)

Mas, pela definigao de uma 1-forma, Ad,-1(wyv) = w(p - g)(diyy(p)v) como querfamos. O

Dada uma cole¢ao de 1-formas {A, € Q'(Uy,; 9)}, onde {(Us, pa)} sao as trivializagoes do
fibrado P(M,G), satisfazendo, nas intersecoes, a relacdo descrita na Prop. 1.3.3, existe uma
tinica 1-forma de conexdo w, tal que A, = si(w) € Q' (U,;g). Esta 1-forma de conexao é
definida localmente (em P|y,) pelo lado direito da equagao da Prop. 1.3.4. Fazendo calculos
muito similares aos realizados até aqui, verifica-se que, de fato, essas 1-formas locais de P
coincidem nas intersegoes U,z (ou seja, representam uma 1-forma global w € QY (P;g)) e w

satisfaz as condigoes da definicao de uma 1-forma de conexao.
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Curvatura

Seja w € QY(P,g) uma 1-forma de conexdo no fibrado principal P(M,G), e H C TP a
distribuigao horizontal associada (como vimos, H, = ker(w,)). Definimos, através da aplicacdo
D, : QY(P,g) — Q*(P,g), a 2-forma de curvatura Q € Q*(P, g) por:

Qp(uvv) = (DMW)P(U“7 U) = dwp(uH>UH)

onde p € P, u,v € T,P e u” (v) é a proje¢do de u (v) em H,.
Ao contréario da distribuicao vertical, a distribuicao horizontal H nem sempre é integravel.

A 2-forma de curvatura mede o quanto H deixa de ser integravel. De fato, dados X,Y € X(P):
QUX,Y) = dw(XT,YH) = X (w(¥ ™) = Y (w(X™)) —w(XT,YH]) = —w((X™,YH])

pois vetores horizontais se anulam, por definicao, na 1-forma de conexao. Portanto, H é inte-
gravel se, e somente se, {2 = 0. Chamamos w de conezrao plana se sua 2-forma de curvatura é
nula.

Se 11,12 € QY(P, g), podemos generalizar o produto exterior para formas com valores em g

por meio do colchete de Lie. Assim, definimos |1, 7] € Q*(P, g) por:

11, 1] (X,Y) = [m(X), n2(Y)] — [m(Y), m2(X)]

No caso n; = ny = 1, temos [, n](X,Y) = 2[n(X),n(Y)].

Com essa notacao mostraremos a equac¢ao estrutural de Cartan:

Proposicao 1.3.6. A 2-forma de curvatura satisfaz:
1
Q=dw+ E[w, W]

Prova. Dados X,Y € X(P), devemos mostrar que dw(X? , YH) = dw(X,Y) +[w(X),w(Y)].
Vamos dividir em casos:
i) XY € XH(P): como a projecao horizontal de um vetor horizontal é ele mesmo e estes se
anulam em w segue o resultado.
i) X,)Y € XV(P): X =0(&),Y =0(&), &,& € g. O lado esquerdo da equagio se anula, pois
XH =YH =(. Agora,

W(X,Y) = X(@(V)) - Y (@(X) - w([X,Y))
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Mas, X(w(Y)) = X(w(o(&)) = X (&), onde & é visto como a aplicacdo constante igual a &,
de P em g. Logo, X(w(Y)) = 0 (0 mesmo para Y(w(X))). Como [0(&),0(&)] = o([&1,&2)),

w([X,Y]) =w(o([€1,&)]) = [, &) = [w(X],w(Y)] e a equacdo vale nesse caso.
iii) X =0(§) € XV(P)eY € X¥(P): olado esquerdo da equagao e novamente zero, assim como
o termo [w(X),w(Y)]. Mas, dw(X,Y) = X(w(Y)) Y (w(X)—w([X,Y]) = —w([X,Y]). Mas, o
Comutador de dois vetores é a derivada de Lie de um com respeito ao outro, [X, Y], = (LxY), =

hm (dng (&% (p )Yt ) —Yp), onde ¢ ¢ o fluxo de X. Como X = o(§), temos que ¢y = Yeap(se)
1 -

e wp([X Ylp) = lim = (wp(ddeap—1e) (Veap(te) (2)) Yoeuyo ) — wp(Yp)). Pela definicao, w,(¥;) =0

e temos que Wy(dWerp(—te) (Veap(te) () Yeo,apiey 0) = Adeap(—16)1 (Wp-eap(te) Yp-eap(re)) = 0 - u

Lema 1.3.6. A 2-forma de curvatura € bdsica, i.e., Q € Q&(P;g).

Prova. Pela definicao, 2 se anula em vetores verticais. Agora, dado g € G, utilizando a
Prop. 1.3.5,

Vg8 = hydw + ¢ [w,w] = dygw + - [w*w Pyw] =
1
dAdy—w + - [Ad —1Ww, Adg—IU.)] = Ad971<dw + 5[0),0.)]) = Ad,1§)
onde foi usado que ¢;[w,w| = [Y;w,Y;w] (de fato, avaliando num ponto p € P e em vetores

u,v € T,P, obtemos 2[wy, ) (dig(p)u), wy, ) (dig(p)v)]) e que Adg-— é um automorfismo de
algebras de Lie. 0

Como no caso da 1-forma de conexao, definimos os campos de calibre por F, = s.{) €
0?(Uy; g). Como consequéncia da Prop. 1.3.5, podemos expressar os campos de calibre a partir

dos potenciais de calibre:

=dA, + = [Aa,A]

1 1
De fato, F, = s:Q = s (dw + 2[ w]) = dstw + =[sfw, stw]. Além disso:

2

Proposicao 1.3.7. Os campos de calibre satisfazem a seguinte relagao
Fo = Ady, ,Fps

Prova.

pela Prop. 1.3.4, A, = AdgglAg + 95,0 Portanto,
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1
Fo= d(Adyo1 A + g500) + 5[Ad 1 Ap + 95,0, Ad o1 A + g5,6] =
1 1
A(Ad,21.A3) + G500 + Adyor 5[ Ag, As] + G505 10,0] + (95,0, Ady s As]

Pelo Lema A.0.7 e a formula estrutural da forma de Maurer-Cartan obtemos o resultado. [
Portanto, segue que o campos de calibre definem uma 2-forma global de M com valores no
fibrado de algebras de Lie (ver apéndice), a qual denotaremos F,, € Q*(M;gp).

Note ainda que JF,, é exatamente a 2-forma dada pela correspondéncia entre Q% (P;g) e
Q%(M: gp). De fato, suponha que Q — Q € Q*(M; gp), entdo no aberto trivializante U,, temos

Qm)(u,v) = [sa(m), Asa(m))(dsa(m)u, dsa(m)v] = [sa(m), (s582)(m)(u, v)]

pois dm(sq(m)dsq(m) = d(mo s,)(m) = Id.

1.3.2 Conexao e Curvatura em Fibrados Vetoriais

Conexao

Uma conexao no fibrado principal induz uma conexao nos fibrados associados. Antes de

mostrar como se da essa relacao, vamos introduzir o conceito de conexao num fibrado vetorial.

Definicao 1.3.5. Seja E — M um fibrado vetorial real. Uma conexdao em E € uma mapa
V :T(E) — QYM; E) R-linear, satisfazendo a regra de Leibniz

V(fs)=df @ s+ fVs
para todo f € C*(M) e s € I'(F).

Observacao 1.3.5. a) Uma conexdo em um fibrado vetorial complexo se dd de forma andloga,
pedindo que V seja um mapa C-linear e a regra de Leibniz valha para f € C*°(M;C).

b) Como descrito no apéndice A, Q'(M; E) =T(T*M ® E) ~ QY(M) @ T(E), onde o sequndo
produto tensorial é tomado sobre o anel de funcées suaves de M (produto tensorial de mddulos)

([43], pg 68).

Considere o fibrado vetorial E, de posto r, dotado de uma conexao V. Tal fibrado ¢é lo-
calmente descrito pelas trivializagoes ¢, (ou equivalentemente, pelos referenciais locais corres-
pondentes {s{,...,s%}). Vamos entender o comportamento local de V em um referencial local

{s1,...,8:}, s; € I'(U) (por comodidade, suprimimos o indice a). Se
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Vs, = ZA{ ® s;, onde A7 € QY(U)

J=1

entdo, dado 0 € I'(U), 0 = Zaisi, onde ¢’ € C>(U), temos

Jj=1

Vo = V(i o'si) = iV(O’iSi) = idoi ® s; + 0'Vs; =
i=1 i=1 i=1

Z(dUi ® s; + ai(z Al ®s;)) = Z(dak + ZAfai) ® sp,

=1 j=1 k=1 i=1

Podemos representar formas com valores no fibrado E (localmente) por vetores coluna, com

respeito ao referencial {si,...,s,}. Por exemplo, representamos o € I'(E) = Q°(M, E), dado
1
. o
por o = Z a's;, por (o) = © |. Assim, o calculo anterior pode ser escrito como:
Jj=1 r
o

Vo | =d+A)| o

onde A = (A?) é uma matriz com entradas em Q'(U), chamada matriz de conerdo em U.

As matrizes de conexao A” e AP definem a conexao para se¢oes em I'(E|y,) e D(E|y,),
respectivamente. Pela observacao 1.2.2, fixada uma base de V, a fungao de transi¢ao ¢,s era
representada por uma matriz, a qual, por abuso de notacao, nos referiremos também por ¢z,
que era a matriz de mudanca de base do referencial de S para o referencial de . Assim, se
o € I'(Ely,,), em notagao matricial, (0)a = ¢ap(0)s. A proposicao a seguir nos diz como essas

matrizes se relacionam em Ulg.

Proposicao 1.3.8. Seja E um fibrado vetorial munido de uma conexao V. As matrizes de

conexdo associadas aos abertos trivializantes U, A%, e Ug, AP, se relacionam em U,g por:

AP = ¢ 4ddas + 0o A%Dags

Prova. Temos que
(Vo)s = dp5(V0)a = d5(d + A%)das(0)s
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Por outro lado, (Vo)s = (d + AP)(0)s. Portanto,

d(0)s + A%(0)p = ¢ pddap(0)p + Gnpbapd(0)s + G5 A bas(0)s

e segue o resultado. 0
Claramente vale a reciproca. Ou seja, se temos matrizes de 1-formas satisfazendo as relacoes
da proposicao acima, é possivel definir uma conexao localmente por d + A e a relacao entre as

matrizes garante que a conexao estd, de fato, definida globalmente.

Seja agora P(M,G) um fibrado principal, com func¢oes de transicao gog : Usp —> G, e
p: G — GL(V) uma representagao de G num espago vetorial V, de dimensdo r. Vimos entao

que o fibrado vetorial associado £ = P x, V tem fun¢oes de transicdo ¢og = p(gas)-

Proposigdo 1.3.9. Seja w € QY (P, g) uma 1-forma de conexao de P(M,G) (e {A, = siw €
QN Uy 9)}. Assim, {dp(e)(Aa)} define uma conexdo V no fibrado vetorial associado
E=Px,V.

Prova.  Pela Prop. 1.3.3, vale Ag = Ad(g,;)As + Oap. Agora, dp(e)Ad(g,5)As = d(p o
Cg;g)(e)Aa. Mas p ser representacao implica que png;g = C'p(g;é) o p, logo dp(e)Ad(ggﬂl)Aa =
Adp(ggé)(dp(e)Aa). Como p(g;é) toma valores em GL(V), temos que Adp(g;g) = Cp(g;ﬁl) e as-
sim, dp(e)Ad(g,5)Aa = p(9.3)Aap(gas). Vamos calcular agora dp(e)fas = dp(e)glg0, onde 0
¢ a forma de Maurer-Cartan. Seja m € Uyg e v € T, M. Entao, dp(e)(0y, ,(m)(dgas(m)v)) =
dp(e)dLy, ;(m)-1(gap(m))dgas(m)v = d(p o Ly, ,m)-1 © Gag)(m)v. Mas, po Ly, m)-1 © gap =
Lp(gosm)-1) © P(gap).  Logo, dp(e)(0y,s(m)(dgas(m)v)) = p(gas(m)™)d(p(gas))mv. Onde foi
usado que dLg(C) = Lp, se B,C € GL(V). Portanto, como {dp(e)(A,)} satisfaz a relacao da
Prop. 1.3.5, obtém-se uma conexao V em E, dada em U,, em notagao matricial subentendendo-
se o referencial, por d + dp(e)(A,) (note que, uma vez fixado o referencial, dp(e)(A,) é repre-

sentada por uma matriz com entrada em formas). 0

Curvatura

Seja E — M um fibrado vetorial munido de uma conexao V : I'(E) — QYM; E)
R. Como explicado no apéndice, Q(M; E) é um modulo graduado sobre a algebra graduada
Q(M). Podemos entdo generalizar a derivada exterior comum para formas com valores no

fibrado vetorial E estendendo a conexao V
QM E) L2 QYM; E) — ... — QY(M; E) 2% QMM E) — ..

28



de modo que dy =V em I'(E) = Q°(M; E) e vale a regra de Leibniz:
dy(nANa)=dnAa+ (=1)"nAdya
onde n € " (M) eaecQ(M;FE).
Definicao 1.3.6. Dada uma conexao V em E, chamamos de curvatura dessa conezxao Fy =
& = dy o dy.
Note que a curvatura Fy : ['(E) — Q*(M; E) induz a seguinte aplicagio:
Fy: X(M) x X(M) — T'(EndE)
dada por Fy(X,Y)(s) = (Fys)(X,Y) € T'(E), onde s € T'(E). Para termos Fy(X,Y) €
['(EndE), precisamos mostrar que, se f € C®(M), Fg(X,Y)(fs) = fFv(X,Y)(s) (ou seja,
Fo(fs) = fFu(s)).
Fo(fs) =dy(df As+ fdys) = —df Ndys+df Ndys+ fdes = fd&s

Claramente, Fy é C°°(M)-linear também nas entradas de campos de vetores e a aplica¢ao
¢ alternada. Concluimos assim, pelos comentarios feitos no apéndice, que Fy € O*(M; EndE).
Abandonaremos esta tultima notagao e pensaremos na curvatura também como essa 2-forma de
M com valores no fibrado vetorial de endomorfismos de E.

Investiguemos o comportamento local da curvatura. Considere o referencial local {s, ..., s%},

como anteriormente (por hora omitiremos por comodidade «). Entéo,

.

_ g

s;) = E FjsZ
i=1

e chamamos F* = (F}) de matriz de curvatura com respeito ao referencial local {s¢,. .., s2}.

»er

Lema 1.3.7. Seja E — M um fibrado vetorial munido de uma conexdo V, com matriz de

conexdo A* e matriz de curvatura F® (com respeito ao referencial local {s§,...,s%}). Entao,
F* = dA* + A N\ A®

Prova. Para a demonstragao omitiremos novamente «.

Fv(s]) = dv(dv Sj dv ZAISZ Zdv Az

ZdAZ/\sl AN dy(s) = ZdA’/\sz AL A ZA’“Ask ZdAHLZA’AA’“)/\sl
=1 =1

=1 =1

onde usamos que —AY A A} = Al A A% O
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1.3.3 Derivada Covariante no Fibrado Associado

Seja w € A uma 1-forma de conexao em no fibrado principal P(M,G) e D,, : Q'(P,g) —
O%(P,g), como definido anteriormente. Considere também uma representagao p : G —
GL(V), onde V é um espaco vetorial, e E = P x, V o fibrado associado. Por comodi-
dade, denotaremos por H o operador definido por (Ha)(X1,..., X;) = a(X{, ..., XH), onde
a € QF(P;V). Dessa forma, D, = Hda. Veremos que w define uma derivada covariante
d, : QF(M; E) — QFL(M; E) no fibrado associado.

Primeiramente, note que Dylos (pyy : Q&(P V) — QEM(P,V) (ver defini¢do A.0.1 para o
conceito de formas basicas). Claramente, se o € QF(P,V), D,a se anula em vetores verticais.

Agora,

YiDya = YiHda = Hiida  (distrib.horizontal G — invariante)
= Hdioo=Hd(p(g~ @) = p(g~")YHda  (pois d age apenas nas formas)
p(g~)Doa

Proposigao 1.3.10. Seja a € Q&(P; V).
a) Dyo = da+ (dp(e)w) A «
b) D2a = (dp(e)2) A«

Prova. Antes de demonstrarmos a proposi¢ao, note que dp(e)w € Q' (P; End(V)) e utiliza-
mos a agdo de End(V) em V para denifir o produto exterior (cuja descrigdo esta presente no
Apéndice A).

a) Considere agora X1, ..., X1 € X(P). Entao

k+1
Dya(Xy,..., Xpp) = da(X{, . X)) =Y ()X (X XE X))
=1
D+ a((XH, X, X I Y H H
) (D)X X XXX X))

1<j

Como estamos interessados no valor de cada um desses campos de vetores num ponto p € P,
podemos supor, sem perda de generalidade, que os campos horizontais X sao dados pelo
levantamento horizontal de campos em M e ainda que os campos de vetores verticais sao dados
por X} = o(w(X;)), i =1,...,k+ 1. Dessa forma, vale que [XJ, X}'] = [X}, X[T] = 0, pois

wp([X7, Xf]p) = lim <dwm( —us(6) (X preapeo(6) = (X])p) € QWeap(—nx) (X peap(rn)) =

AW eap(—tu (X)) A eap(t(X )(X =X ]H )p- Além disso, como a distribuicdo vertical é integravel

e « se anua em vetores verticais, temos

30



k+1

Doa(X1, oo, Xa1) = S (=1 (X = XY )(@(Xry o, Xy X))

=1
3 D)X XL X K X X)) =
1<j
k+1 -
do(Xy,. . Xpwr) = ) ()XY (X0, Xy X))
=1

—~

Chamemos funcao a(Xy, ..., X;, ..., Xp1) = o(XF, . .. ,)/(?, LX) de fie gilt) = tw(X5).

Assim, X (f;) = »CXsz = %‘t:o :xp(gi(t))fi = %L:O fioUeap(qs(r))- No entanto, (X]H)p,exp(gi(t))
dwexp(gl () (X ) Entao

Xy(fi) - % tzo( :asp(gi(t))a)(Xh'"75(\’57"'7Xk+1) =
tlio PL9:(8) ) fi = —dp(e) (w (X)) f

concluimos entao que

k+1

DwOé(Xla"kaJrl) :da(le"' Xk+1 +Z l+1 '))(a(Xla"'75(\1‘7"'7Xk+1))
Note que
) e kil .
Kl Z (_1>GP(W(X.'.(1)))(05(X927 s Koy 7X9k+1)) = Z(_l)z—i_lp(w(Xi))(a(le s Xy 7Xk‘+1))
’ 0€SkK11 =1

De fato, #{0 € Ski1; 0(1) = i} = #S, = kl. Além disso, reordenamos os 6(i) em or-
dem crescente multiplicando por (—1)? e colocamos o i-ésimo campo na primeira entrada com

(—=1)"! = (=1)"*. Ou seja,

—

p(W(XN) (X1, Xy X)) = (=12 (=1 p(w(Xon) (@ Xoey, - - » Xoys - - > Xowren)))

e segue o resultado.
b) D2a = D, (da + (dp(e)w) A o) = Hd(da + (dp(e)w) A a). Agora d*> = 0 e pelo item 3 do
Lema A.0.1, temos que d((dp(e)w) A ) = (dp(e)dw) A o — (dp(e)w) A da. Como « se anula em
vetores verticais, H((dp(e)dw) A «)

= (dp(e)Hdw) N a.. Além disso, como vetores horizontais
sao aqueles que se anulam em w, H((dp(

e)w) A da) = 0. Dessa forma,
D% = (dp(e)Hdw) A a = (dp(€)Q) A a
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O
Note que, para E = gp, temos que D,a = da + [w,a], onde o € Q& (P; g). Em particular,

vale:

Proposicao 1.3.11. (Identidade de Bianchi) Seja w uma 1-forma de conexdo e Q2 a 2-forma
de curvatura associada. Fntao
D, =0

ou, equivalentemente,
dQ = [Q, w]

Prova. Claramente a afirmagoes sao equivalentes, pois
D, Q=dQ+ [w, Q] = dQ — [Q, w]

1
Para provar a afirmacdo, lembre que Q = dw + §[w,w] (Prop. 1.3.5). Assim, utilizando

novamente o Lema A.0.1
40 = S, 0] = 5(de, ] - fo, du]) = [do, )
Mas, pelo item 3 do Lema A.0.1, [w, [w,w]] = 0, de modo que
[Q,w] = [dw + %[ww],w] = [dw, w]
U

Nosso objetivo era definir, a partir de w € A, uma derivada covariante exterior no fibrado
associado E = P x, V. Pela correspondéncia QF (P, V) < QF(M, E) (Prop. A.0.3), podemos

considerar o mapa

d, : Q¥(M, E) — Q"(M, E)
Ou seja, o € QY(M, E) — & € Q5 (P, V) = Dya € Q5 (P, V)~ dya = Dya € Q" (M, E).

Vamos entender melhor esse mapa. Como discutido no apéndice, uma forma ¢ € QF(M; E)
pode ser dada por uma colegao {¢, € QF(U,;V)}, satisfazendo (, = p(gas)(s (em particular,
(o = 55C), onde ¢ é a forma basica que corresponde a ¢). Como vimos, D¢ € Q5™(P;V) e
assim, d,¢ ¢ dado por {(d.()a € QETHUL; V) }.

Proposicao 1.3.12. Temos que
a) (duQ)a = dCa + dp(e)(Aa) A Ca
b) (d2C)a = dp(e)(Fa) A Ca
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Prova.

s5(DuC) = s5(dC + dple)(w) A Q) = dsiC + dple)(stw) A s5¢ = dCo + dp(e)(Aa) A Ca

(diC)a = d(duQ)a + dp(e)(Aa A (dul)a) =
dp(e)(dAa) A Co — dp(e)(Aa) A dCa + dﬁ(e)l(Aa) A dCo + dp(e)(Aa) A dp(e)(Aa) A Ca =
) (A A+ [ Au A) NG

U
Note que essa é exatamente a conexao V (em k = 0) encontrada na Prop. 1.3.8. Além

disso, a curvatura F_, nos d& o quanto d,, deixa de ser um complexo.

Em particular, o fibrado de algebras de Lie desempenha um papel importante na teoria de

calibre. Nesse caso, a proposicao acima nos di que

(dwC)Oc = d(q + [Am Ca] €
(@20)a = [Fa, ]

Observacao 1.3.6. Claramente, pelo que foi discutido, vale que d,F, = 0 (ou, localmente,
(dwFo)a = dFy + [Aa, Fo| =0, para todo «).

1.4 Grupo de Transformacoes de Calibre

Em geometria diferencial temos a nocao de mudanca local de coordenadas, oriunda de car-
tas locais da variedade que se intersectam, e de mudanca global de coordenadas, resultante
de difeomorfismos. Em teoria de calibre, temos uma analogia entre transformacoes de cali-
bre locais (escolha de se¢ao local, ou, equivalentemente, trivializagdo do fibrado principal) e

transformacoes de calibre globais dadas pelo grupo de transformacoes de calibre.

Definicao 1.4.1. Seja 7 : P — M um G-fibrado principal. Uma transformacao de calibre
de P é um automorfismo do fibrado, ¢ € Aut(P). Ou seja, ¢ : P — P é um difeomorfismo,

satisfazendo:
1. top=m
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2. 9(p-g9)=0(p) g

Claramente, Aut(P) é um grupo com a composi¢ao de mapas. Existem outras caracteriza-
¢oes para o grupo de transformacoes de calibre. Antes de exibi-las, uma observacao. O grupo
de Lie G age nele mesmo (& esquerda) por conjugacdo. Podemos entdo imitar a construcio do
fibrado associado para a conjugacao. O fibrado construido, P X GG, nao é em geral um fibrado
vetorial, ou um fibrado principal, porém possui a propriedade de trivialidade local e suas fibras

sao copias de G.
Proposicao 1.4.1. Os grupos abaixo sao isomorfos:

1. Aut(P)

2. C(P;G)={f:P55G; flp-9)=9g"f(0)g}
3. T(P x¢ G)

Prova. (1 + 2) Seja ¢ € Aut(P). Como p, ¢(p) € 7 (7(p)), segue que ¢(p) = p - f(p).
Como ¢ é um difeomorfismo, f deve é suave e ¢(p-g) = ¢(p)g = p- f(p)g. Por outro lado,
o(p-g) = p-9)-f(p-g) =p-9f(p-g) e, como a acao de G em P é livre, concluimos que f(p-g) =
g f(p)g. Agora, dado f € C¥(P;G), defina ¢(p) = p- f(p). Claramente ¢ € Aut(P), uma vez
que (p-g) = (p-9)-f(p-9) = (p-9)- 9 f(P)g = (b f(p))-9 = ¢(p)-g.- Seja ¢ = ¢p10¢» € Aut(P)
e suponha que ¢ — f, ¢1 — fi e oo — fao, f, f1, fo € CF(P;G). O produto em CF(P;G) é
dado pelo produto em G, i.e., (fif2)(p) = fi(p)f2(p), entdo f = fife e temos um isomorfismo
de grupos. De fato, p- f(p) = ¢(p) = ¢1(d2(p)) = ¢1(p - f2(p)) = ¢1(p) - fo(p) = p - [1(p) f2(p)-
Logo, f = fifs.
(2 <> 3) Seja f € C¥(P;G). Dado m € U,, defina s(m) = [sa(m), f(sa(m))]. Esta se-
cao de P x¢ G estd bem definida uma vez que, se m € U,p, sg(m) = so(m) - gag(m) e
[550m), F(55(m)] = [50(m) - G (), Gas ()£ (50 () gas(M)] = [50(m), F(5a(m))]. Dada
uma se¢ao s € I'(P x¢ G), temos que s(w(p)) = [p, f(p)], para alguma f : P — G suave. Dai,
s(np-9))=1[p-9,f(p-9)] =[p.af(p-9)g~"]. Como s(x(p-g)) = s(7(p)), segue que f(p-g) =
g ' f(p)g. Novamente temos um isomorfismo de grupos, pois, se f = fif (com f > s, fi — 81
e fa > S9), temos que s(m) = [so(m), f(sa(Mm))] = [Sa(m), f1(sa(m)) fa(sa(m))] = (s152)(m).
]

O grupo de transformacoes de calibre serd denotado por G sempre que nao especificarmos

qual das 3 versoes estamos utilizando.
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Note que existe uma aplicacao exponencial fibra a fibra natural:
exp: T(gp) — T'(P x¢ G)

dada por exp(o)(m) = exp(c(m)), onde o € I'(gp). Ou seja, se o(m) = [p,z] (z € g e w(p) =
m), entao exp(o)(m) = [p, exp(z)]. Essa aplicacao estd bem definida, pois [p, z] = [p- g, Ad,-12]

e o diagrama abaixo comuta

Ad, 1
_

g g
expl lexp
Cq_l
G—CG

Ou seja, [p - g, exp(Adg12)] = [p- g,Cy1(exp(x))] = [p, exp(x)].

As se¢oes de P x¢ G podem ser dotadas de uma estrutura de variedade diferenciavel (de
dimensdo infinita) modeladas em espagos de Hilbert. Nesse contexto, G pode ser visto como
um grupo de Lie de dimensao infinita e mostra-se [33] que o mapa exponencial definido acima
identifica I'(gp) com o espago tangente na secao identidade (e(m) = [p, €], onde 7(p) = m) de

['(P x¢ G). Desse modo, podemos pensar em ['(gp) como a algebra de Lie de I'(P x¢ G).

1.4.1 Acao do Grupo de Transformacoes de Calibre

Seja w € Q(P,g) uma 1-forma de conexao do fibrado principal P(M,G).

e Dado ¢ € Aut(P), ¢*w € Q'(P,g) ¢ uma 1-forma de conexao:
i) (" w)p(dibp(e)€) = wop(dp(p)dibp(e)§ = wopd(¢ o 1y)(e)€. Como ¢ o1y = Yy,
(¢"w)p(dip(e)€) =&, para todop € P e € g.
i) Yy0"w = (¢ o1hy)'w. Mas ¢ovy = 1hy 09, logo, Pyo'w = (¢ 0 ¢)'w = ¢"YPjw =
¢*(Ady-1w) = Ady—1(¢*w).

Temos entao o seguinte mapa:

Aut(P) x A — A
(Pw) —r ¢ w=¢'w

como (Idp)*w = w e (W- 1) - P = Phdiw = (P1 0 P2)*w = w - P19, temos que o grupo
de transformagoes de calibre age a direita no espago de conexoes via pull-back. Denotaremos

também por w? = ¢*w € A e a curvatura associada por Q7.
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Lema 1.4.1. Seja w € A, com 2-forma de curvatura Q, entdo a 2-forma de curvatura Q°
associada a w® = ¢*w, onde ¢ € Aut(P), ¢ ¢*).

Prova. Denote por H e H as distribuicoes horizontais assoc1adas awew?, respectlvamente
Entao, Q%(p)(u,v) = dw®(p)(u H,UH), onde u = u¥ +ufl v = vV +of € Vp @H = T,P
(i.e., uﬁ,vﬁ € Ker(¢*w), e u¥ = dwp(e)f, vV = di,e )7], para algum &, € g). Dali,
w(d(p))(do(p)u) = 0 e dp(p)ul € Hypy (0 mesmo vale para of). Além disso, do(p)u =
d(¢ o Y,)(€)€, e como ¢ o 1, = 1y, temos que dp(p)u'’ € Vy). Concluimos entdo que

(do(p)u) = dqb(p)uﬁ. Agora, como a derivada exterior comuta com o pull-back, obtemos que

Q0 (p) (1, v) = dw($(p)) (d(p)ur, db(p)v™) = dw($(p)) ((db(p)u)™, (do(p)v)™) = (6" Q) (p) (u, v)
O

E 1til caracterizar a acio de Aut(P) em A a partir da fun¢do em C(P; G) correspondente.

Proposigao 1.4.2. Seja w € A, ¢ € Aut(P) e [ € C¥(P;G) correspondente (i.e., ¢(p) =

1. ¢'w = Adsw+ f*0
2. ¢*Q = Ad;-Q

Prova. i) ¢ é dado pela composigao dos mapas p i d) (p, f(p)) = p-f(p), ie., ¢ = oo(id, f)

e podemos calcular sua derivada utilizando a regra da cadeia e o Lema 1.3.4:

do(p)v = do(p, f(p))d(id, f)(p)v = do(p, f(p))(v, df (p)v) = dip(f(p))df (p)v + dibs) (p)v
Assim,
(") (P)v = Wy p () (A (f (p))df (P)v + A1) (P)V) = Wy 5 ) (AW (f (p))df (p)) + Ad )1 (w(p)v)

Agora, note que ¥, :h € G—p-h=(p- f(p)) - (f(P)_lh). Ou seja, ¥, = Yy f(p) © L(py—
Dai,

Wp-5 (o) (dp (f (P))df (P)V) = Wp.5 ) (dWp () ()AL gy (f () df (P)v) =
Wp-£(p) (Ap 1) (€) ([70) (P)0) = (f*0)(p)v

1
ii) Visto que ¢*Q = dw® + §[w¢, w?] e temos que w? = Ad;-1w + f*0, a demonstra¢ao (usando

o Lema A.0.7) é completamente analoga & demonstragao da Prop. 1.3.7. U
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Vimos que uma 1-forma de conexao w pode ser caracterizada por {A, = siw € Q' (U,; 9)},
pois em P|y, , w ¢ dada por A, (Prop. 1.3.4). Reciprocamente, um conjunto {A, € Q'(Uy,; 9)}
satisfazendo a relagao da Prop. 1.3.3, nos possibilita definir uma forma global w € Q!(P;g), tal
que stw = A,. Vamos entender como o grupo de transformacoes de calibre age nessas 1-formas

locais A,,.

Proposicdo 1.4.3. Seja w € A e A, = stw € QY (Uy,; 9). Considere também ¢ € Aut(P)
com f € C¥(P; Q) correspondente e defina ¢, = f o 5, : Uy — G. Entao, se A2 = s*w? e
F¢ =s:0%, temos

1. A% = Ady1 Ao + 910

2. F¢ = Ady-1(Fa)

Prova.

1. Da Prop. 1,4,2, temos que w? = Adj-1w + f*0. Denote, temporariamente, por n = Ad;-1w.
Entao, (s3) (m) = (e (m)) (dsa(m)w) = Adj(s, -1 (@(5a(m))dsa(m)u) = Ady, -1 ((s50)(m)u),
ou seja, s3(Adj-1w) = Ady—1A,. Claramente, sj, f*0 = (f 05,)*0 = ¢,0 e segue o resultado.

2. Como ¢*Q) = Ad;-€), aplicando s}, o resultado ¢ imediato. O
Observacao 1.4.1. Note que ¢, definido na proposi¢cao acima, nada mais € que 0 corres-
pondente local de ¢ € Aut(P) <> f € CX(P;G) em I'(P x¢ G). De fato, se 0 € I'(P x¢

G) € este elemento correspondente, pela proposicao 1.4.1, temos que, se m € U,, o(m) =

[sa(m), f(sa(m))] = [sa(m), ¢a(m)].

1.5 Instantons

Como descrito no apéndice B, a estrela de Hodge de uma variedade riemanniana orientada
(M, g), ¢ uma aplicacdo C°°(M)-linear * : Q¥ (M) — Q"7F(M), que satisfaz x> = (—1)Fn=k),
Podemos estender a estrela de Hodge para formas com valores em um fibrado vetorial E de
maneira natural

x: QF(M; E) — Q"5 (M; E)
definindo x(a ® s) = *a ® s, onde o € QF(M) e s € T'(E) (e estendendo por linearidade).

Em particular, se M tem dimensao ignal an =4, em k = 2, x : Q*(M) — Q*(M) e #* = 1,

Portanto, o espago de 2-formas se decompoe como Q?(M) = Q2 (M) @ Q2 (M), onde Q3 (M)

representa o autoespago cujo autovalor ¢ +1. Em particular, se a € Q?(M),

o= oy + o
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1 1
onde, a, = E(a +xa) e a_ = 5(& — *a).

Dada uma 1-forma de conexao w € A do fibrado principal P(M,G), vimos que a 2-forma
de curvatura corresponde a F,, € Q*(M;gp). Estendendo, portanto, a estrela de Hodge para

formas com valores no fibrado vetorial de algebras de Lie, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.5.1. Seja P(M,G) um fibrado principal, onde M é uma 4-variedade riemanniana
orientada. Uma 1-forma de conexao w em P € dita anti-auto-dual, ou instanton, se xF, = —F,,.

No caso em que xF, = F,,, a conexao € dita auto-dual.

Observacao 1.5.1. Trocando a orientacao de M, conexoes anti-auto-duais viram duais, e vice-
versa, de modo que as teorias obtidas através da escolha entre auto-dual e anti-auto-dual sao
equivalentes. Como observado em [33], superficies complexas tém uma orienta¢do natural e
conexoes anti-auto-duais estao relacionadas com estabilidade de fibrados vetoriais holomorfos
(enquanto conexdes auto-duais se relacionam com fibrados anti-holomorfos). Por esse motivo,

escolheremos o sinal negativo e trabalharemos com instantons.

Comentarios sobre o funcional de Yang-Mills

Seja P(M,G) um fibrado principal sobre uma variedade riemanniana 4-dimensional compacta
e orientada (M,g). Vamos definir uma norma em Q?(M;gp), onde moram as curvaturas F,,
associadas as conexoes w € A de P(M,G).

Seja ¢ € Q*(M;gp). Como observado no apéndice A, ¢ é dado localmente por {(, €
0?(U,; 9)}, satisfazendo (, = Ad(gas)(Cs) em U,p. Portanto, se a algebra de Lie de G admite
um produto interno Ad-invariante < -, - >, podemos considerar o pareamento entre esse produto
interno em g com (, — (4, A *(,. Como o produto interno em g é Ad-invariante o pareamento
citado concorda nas intersecoes U,p e estd globalmente definido. Este serd denotado por
< (A *(C >y

Definicao 1.5.2. O funcional de Yand-Mills é definido por

YM: A—R
w > Jw||7. :fM < Fu N xFy >4

Observacao 1.5.2. 1. Se M nao é compacta, ainda podemos definir o funcional de Yang-

Mills para as conexoes com fM < Fu N xFy, >4< o0.
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2.

A Prop. 1.4.8 nos dd que a acdo de um elemento do grupo de transformacoes de calibre
em Fo € dada por F? = Ad¢(§1(]:a). Portanto, pela Ad-invaridncia do produto interno
em g, temos que o funcional de Yang-Mills é invariante pela acdo de G e assim fica bem
definido

YM:—= —R

A
g
Geralmente, em teoria de calibre, considera-se grupos de Lie de matrizes conexos, com-
pactos e semi-simples (SU(n), SO(n), Sp(n)). Neste caso, a forma de Killing k(z,y) =
tr(ad(z) o ad(y)), z,y € g, € negativa definida e < x,y >= —tr(ad(z) o ad(y)) define
um produto interno Ad-invariante. Por isso, muitas vezes, encontra-se na literatura a
sequinte notacao para o funcional de Yang-Mills — fM tr(F, A\ «xF,) (ou alguma norma-

lizagao do mesmo).

Mostra-se que, se a sequnda classe de Chern do fibrado vetorial complexo associado ao
principal pela representagao natural (supoe-se G um grupo de Lie de matrizes, em ge-
ral compacto, conexo e semi-simples) for positiva, instantons sao minimos globais desse
funcional (similarmente, minimos globais quando a sequnda classe de Chern é negativa
sG0 as conexdes auto-duais). Do funcional de Yang-Mills, obtemos as equagoes de Yang-
Mills (d, * F,, = 0) e solugdes desta sao os minimos locais do funcional. Note que, pela
identidade de Bianchi, instantons e formas auto-duais sao imediatamente solugoes para a
equacao. Eristem, no entanto, solugoes da equacao de Yang-Mills que nao sao instantons

nem conexoes auto-duais (ver, por exemplo, [39]).

1.6 Espaco de Moduli de Instantons

Comentarios

Esta secao foi incluida apenas a titulo de completude. Os resultados nao serao demonstrados

(e muitos deles dependem de ferramentas de analise e consideragoes técnicas sobre teoria de

variedades de dimensao infinita). Boas referéncias para a teoria de calibre sao [3], [11], [14] e

[33].

Seja (M*,g) uma variedade riemanniana compacta e orientavel, G um grupo de Lie de

matrizes compacto, conexo e semi-simples (SU (r), por exemplo) e P(M,G) um fibrado principal.
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Dado um instanton w € A~ (i.e. F, = — * F,), temos o seguinte complexo
0 — QO(M: gp) 5 QY(M: gp) 2 02 (M; 0
sap) = QO (M;gp) — (M3 gp) —

onde d denota a composicao de d,, com a projecao no espago das formas auto-duais (e, de fato
temos um complexo, pois F.- = 0).

J& vimos que Q°(M;gp) = I'(gp) = Lie(G) e também que QY(M;gp) ~ T,.A, pois o
espago das conexdes ¢ um espago afim modelado em Q'(M;gp). Utilizando as ferramentas
desenvolvidas no texto é possivel mostrar que Imd, = T, (w - G) e que Kerd! =T,A".

E importante (e natural) excluir conexdes cujos grupos de isotropia sao "grandes". Para

isso, vamos definir informalmente a holonomia de uma conexao.

Defini¢do 1.6.1. Sejaw € A

1. Uma curva suave y : [0, 1] — P € dita horizontal, se w(y(t)(y'(t)) = 0 para todo t € [0, 1]
(ou seja, 0s vetores tangentes 4 curva estao na distribuicao horizontal determinada pela

1-forma de conexdo w)

2. Dados p,q € P. Definimos uma relacao de equivaléncia em P pedindo que p ~ q se existir

uma curva horizontal (suave por caminhos).

3. Holy(w)={g€G; p-g~p}

Mostra-se que ~ ¢ de fato uma relagdo de equivaléncia, e que Hol,(w) forma um grupo,
chamado grupo de holonomia de w em p. Para pontos que podem ser ligados por um caminho,
esses grupos sao conjugados (e portanto isomorfos). Assim, como P é uma variedade conexa,

podemos falar no grupo de holonomia Hol(w).
Definigao 1.6.2. Uma conezxao € dita irredutivel, se Hol(w) = G e redutivel caso contrdrio.

Considerar apenas conexoes irredutiveis ¢ natural, pois se a holonomia H = Hol(w) é
um subgrupo préprio de G é possivel reduzir o grupo de estrutura do fibrado para H. Além
disso, ¢ possivel provar (para os grupos de Lie considerados no inicio da se¢do) que o grupo
de isotropia de conexodes irredutiveis corresponde ao centro do grupo. Dai, mostra-se que
H(M;gp) = Kerd, = Lie(l',) = Lie(Z(G)) = 3(g) que, por sua vez, ¢ um ideal abeliano de
g e deve ser zero se a algebra é semi-simples.

Sejam H'(M;gp), i = 0,1,2, os grupos de cohomologia do complexo e denote por h; suas

dimensoes. Se nos restringirmos aos instantons com hy = hy = 0, é possivel usar um teorema
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. o . ) AweA s hg=hy=0
de Atiyah, Hitchin e Singer, que garante que o quociente M = { 0 2 ; é uma

variedade diferenciavel, cuja dimensao pode ser calculada através de invariantes topologicos.
O teorema do indice é utilizado quando se demonstra que o operador de deformacao ¢, :
QY (M;gp) — Q°(M;gp) ® Q*(M;gp), dado por §, = d* & d,, ¢ eliptico e assim Freedhom
(i.e., tem nticleo e contcleo de dimensao finita). Dai, identifica-se o espago tangente de uma
classe de conexao no espago de moduli de instantons com o niicleo desse operador, de modo
que a dimensao de M é o indice do operador ¢ (calculado pelo teorema do indice). Chamamos
esse espaco de espaco de moduli de instantons. Em particular, fixada a classe de Chern do
fibrado vetorial complexo associado co(E) = n e seu posto, rank(E) = r, denota-se tal espago
de moduli por M(r,n).

Cabe ressaltar que problemas (da anélise) surgem rapidamente quando se se considera es-
pacos de moduli de instantons, uma vez que tanto o grupo de transformacoes de calibre quanto
o espaco de conexoes tém dimensao infinita. Se faz necessario, portanto, introduzir ferramentas

pesadas para se obter informagoes sobre esses quocientes.
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Capitulo 2

Mapas Momento e Reducao

2.1 Geometria Simplética

Definigao 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e w € Q*(M). Dizemos que o par (M,w)

¢ uma variedade simplética, se
1. dw =0 (i.e., w € uma dois forma fechada)

2. w € nao-degenerada (i.e., dado p € M e vy € T,M, vy # 0, existe vo € T,M com

wp(v1,v2) #0)

Segue da definicao algumas consequéncias imediatas

1. Comow, : T,M xT,M — R ¢ bilinear e anti-simétrico, p € M, temos, pela dlgebra linear,
que existe uma base de T,M, {o1,...,05,U1,. .., Up,V1,...,0,}, tal que, com relacdo a

essa base, w, é representada pela seguinte matriz quadrada anti-simétrica

O, 0 O
0 0 1,
0 -1, 0

onde 0, é a matriz nula k x k, 1,, a matriz identidade n xn, k = dim{u € T,M | w,(u,v) =
0 para todo v € T,M} e k + 2n = dimT,M. Como w é nao-degenerada, k = 0 e
variedades simplética tém obrigatoriamente dimensao par. Em particular, chama-se tal

base, {u1,...,up,v1,...,v,}, de base simplética.
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2. A nao-degenerescéncia de w d& um isomorfismo natural entre os fibrados tangente e co-

tangente de M. Denotaremos também por w o seguinte mapa

w:TM —T*M
v € T,M+— wy(v,-) € TyM

Este é claramente um mapa (diferenciavel) entre os fibrados vetoriais. Como dimT,M =
dimT; M, pelo teorema do nicleo e imagem, basta mostrar que w|r,nm € injetivo. Mas, se
w(vy) =0, vy € T,M, devemos ter v; = 0 (caso contrario, pela ndo-degenerescéncia de w,
J vy € T,M com w,(vy,ve) # 0).

Em particular w d4 uma correspondéncia entre as secoes dos fibrados tangente e co-
tangente, a saber, campos de vetores e 1-formas de M, respectivamente (X € X(M) =
D(TM) — ixw € Q' (M), onde ix é a contragao de w pelo campo X).

3. Se (M?",w) é uma variedade simplética, M é orientavel e, em particular, w™ = wA ... Aw
(n vezes) ¢ uma forma volume. De fato, dado p € M, tome uma base simplética de T, M

como descrita anteriormente. Segue que w"(uy,..., Uy, v1,...,v,) # 0. Em particular,

1
—lw” é chamada forma de Liouville.
n!

A nocao de equivaléncia em geometria simplética se da através dos simplectomorfismos,

definidos abaixo.

Defini¢ao 2.1.2. Sejam (M, w,) e (M3", wy) variedades simpléticas. Um simplectomorfismo
entre tais variedades é um difeomorfismo ¢ : My — M, tal que ©*wy = wi. Em particular,

denotamos por Sympl(M, w) o conjunto de simplectomorfismos de (M, w).

Observacao 2.1.1. Sympl(M,w) C Diff(M) € claramente um grupo com composi¢cio, pois
se 1,9 € Symp(M,w), (p1op2)*w = piopiw = w e, se p € Sympl(M,w), w = (pop™')'w =
(e (p*w) = (¢ 1) *w, logo ¢~ € Sympl(M,w). Este grupo é um objeto muito interessante
em geometria simplética. Apesar de nao serem utilizadas nesta dissertacio, cabem algumas
observacoes a titulo de curiosidade acerca deste grupo. Podemos dotd-lo, por exemplo, com a
topologia C%, 0 < k < oo, e foi provado por Gromov e Eliashberg que Symp(M,w) é C°-fechado
em Diff(M) (i.e. todo difeomorfismo de M que é limite de simplectomorfismos na topologia C°,
é um simplectomorfismo). Além disso, simplectomorfismos sao difeomorfismos que preservam
volume (p*(wW") = (p*w)™). Uma perqunta natural é a relagao entre os espagos dos simplecto-

morfismos e dos difeomorfismos que preservam volume. Dacorogna e Moser mostraram que €
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sempre possivel comprimir uma bola de raio grande num cilindro arbitrariamente pequeno atra-
vés de um difeomorfismo que preserva volume. Tal resultado, como demonstrado por Mikhail
Gromov, em seu trabalho com curvas holomorfas, ndo vale na categoria simplética, de modo

que simplectomorfismos sao mais restritivos que difeomorfismos que preservam volume.

Exemplo 2.1.2. Seja M = R*" com coordenadas (xq,...,Tn,Y1,...,Yn) € considere
Wy = Z dz’ A dy'
i=1

wo € claramente fechada. Além disso, se wp(v,j =0, para algum
e T,M, w,(v

= 0
v—;ai% 8_yip

Logo, wy é nao-degenerada e (R*™,wy) uma variedade simplética.
7 Y

p):—bi:O ewp(v,a%ip):ai:0 ev=0.

o)
) Ozt

+b;
p

Observagao 2.1.3. Podemos identificar R*™ = C" através de z; = x; +iy;, j = 1,...,n.

Dessa forma, podemos escrever wy a partir das coordenadas de C"
i _
Wy = EZdZ] /\de
7j=1
pois dz; Ndzj = (dxj +idy;) A (dx; —idy;) = —2idz; Ady;. Assim, (C",wy) € também variedade
simplética.

Diferente de variedades Riemannianas, por exemplo, que possuem estrutura local rica, va-
riedades simpléticas de mesma dimesao sao modeladas localmente pelo exemplo anterior, i.e.
toda variedade simplética (M?", w) é localmente simplectomorfa a (R?",wy). Este é o enunciado

do teorema de Darboux, cuja demonstragao pode ser encontrada em [9].

Teorema 2.1.1. (Darbouzx) Seja (M?",w) uma variedade simplética. Entao, dadop € M existe

um sistema de coordenadas locais (U, (x1,...,Tn, Y1, -, Yn)), centrado em p, tal que
w = Zd:ci Ady', em U
i=1

Antes de desenvolver um pouco mais a teoria, é instrutivo nos familiarizarmos com mais

exemplos.

Exemplo 2.1.4. Seja M™ uma variedade e w:T*M — M seu fibrado cotangente. Dado um

sistema de coordenadas locais (U, ¢ = (z1,...,x,)) de M, considere
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2

T (U) — ¢(U) x
§— (x1(m(£)), -+, (@%ﬂ%ﬂ )~£Qﬂ ©)

(U =7YU),d = (x1,...,%p,a1,...,ay)) € um sistema de coordenadas locais de T*M, onde
a; € C®(U), a;(€) = f(a%h(g)) (ou seja, & = Zai(f)dxﬂﬁ(g)) e, por abuso de motagao,
i=1

denotamos ' o m € C=(U) por z* € C=(U). Considere, entio, a sequinte 2-forma em U

n
w= Z dz; N da;
i=1

Para mostrar que essa 2-forma independe do sistema de coordenadas locais escolhido, observa-

mos que
n
w = —da, onde a = Z a;dx; é uma 1-forma de U
i=1
e verifica-se que « esta intrinsecamente definida. Para isso, sejam (U,xl, S S AP
e (f/, YLy -y Yny b1,y .., by) sistemas de coordenadas locais de T*M (como anteriormente), com

EeTIM emUNV.

n n n 8
§= Z ai(f)dxi|p = Z bi(f)dyi‘p: onde b; = Zai(g)dxi’p(a_yj
i=1 i=1

i=1

)= Yl

p i=1 ay] p

)

Calculando o no sequndo sistema de coordenadas obtemos

Ox; = "\ Oz,
a—Zbdy]—Z ai( 5y )dszai(Z(a—yj

4,Jj=1 =1 j=1

n

w(-)

i=1

Dessa forma, (T*M,w) é uma variedade simplética (em particular, demos os sistemas de coor-

denadas locais do teorema de Darbouz).

Exemplo 2.1.5. Sejam (Mi,w1) e (Ms,ws) variedades simpléticas, entao o produto My x My
€ naturalmente uma variedade simplética. Sejam m e my as projecoes de My x My em My e

M, respectivamente, e considere a 2-forma em My X My dada por
_ * *
W = M Wi + ToWws

Note que w € fechada, pois dw = drjw, + driwy = 7idwy + midws = 0. Além disso, assu-
mindo o isomorfismo T(,, p,)(My x My) = T, My x Ty, Ms, seja (ur,v1) € Ty My x Ty, My
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tal que Wip, p)((u1,v1), (U2, v2)) = 0, para todo (uz,vo) € T, My x T,,M,. Entdo, como

dmy(p1, p2)(u,v) = u (v, para my), temos que

w(m,pa)((uh v1), (g, v2)) = wi(p1)(ur, uz) + wa(p2)(v1, v2)

Fazendo vy = 0, obtemos que wi(p1)(u1,u2) = 0, para todo uy € T, My, logo, pela nao-
degenerescéncia de wy, devemos ter u; = 0 (analogamente, concluimos que vy = 0). Assim, w

€ nao-degenerada, portanto uma forma simplética.

Observacao 2.1.6. Superficies (i.e. variedades diferencidveis de dimensao 2) orientdveis sao
trivialmente variedades simpléticas (tome uma forma volume). Entao, produtos de n superficies
de Riemann (que sdo variedades complezas, logo orientdveis), por exemplo, dao exemplos de

variedades simpléticas de dimensao 2n.
Exemplo 2.1.7. Seja M = 5% = {p= (a,b,c) € R3|a® + b* + ¢* = 1} e defina

wy(u,v) = (p,u X v)

onde u,v € T,S* = {q € R¥}| (p,q) = 0} (x e (-,-) sio o produto exterior e o produto interno
usual de R3, respectivamente). Temos que w, € bilinear e alternado, pois o produto exterior
0 € (e o produto interno é bilinear), logo w € Q*(S?). Como dimensio de S* € 2, seque que
w € fechada. Além disso, ela também € ndo-degenerada. De fato, se u # 0, u € T,S%, tome
v=uxp. Como, (p,ux (uxp))=(uxpuxp)#0, seque que w € nio degenerada e temos

que (S?%,w) é uma variedade simplética.

Existe uma obstrucao, a nivel de cohomologia, que impede que esferas S?", com n > 2,
possuam estrutura simplética. Vejamos como se da essa obstrucao. Seja (M?",w) uma variedade
simplética e assuma M fechada (i.e. variedade compacta e sem bordo). Como dw = 0, [w] €
H2o(M,R). Além disso, 0 # [w]" = [w"] € H34(M,R) (onde [w]™ é o produto de [w] n vezes
na cohomologia de de Rham), pois, caso contrario, w” seria uma forma exata e, como M é sem
bordo, pelo teorema de Stokes obteriamos que a integral de w™ sobre M ¢ zero, o que contradiz
o fato de w" ser forma volume. Portanto, devemos ter Hsé(M, R)#0,7=1,...,n. Como
H%.(S™ R) ¢ ndo trivial apenas para k = 0,n [8], nenhuma esfera de dimensao maior que dois

pode ser dotada de estrutura simplética.
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2.1.1 Mapa Momento

Seja (M,w) uma variedade simplética. Dado, H € C*°(M), dH € Q'(M), e considere o
campo Xy dado pelo isomorfismo entre X(M) e Q' (M), i.e.

iXHw =dH

tal campo é chamado campo hamiltoniano.

Note que Xy deixa a forma simplética invariante (i.e. Lx,w = 0, onde £ é a derivada de

Lie). De fato, pela formula de Cartan temos que:
EXHw = diXHw + ithw =0

pois ix,w = dH (e d* =0) e dw = 0 (forma simplética).

Comecemos agora com um campo de vetores X € X(M) que deixa a forma simplética in-

variante. Entao, novamente pela formula de Cartan:
0= L’Xw == dixw + z'de = din

Ou seja, ixw é fechada. Se pedirmos Hip(M) = 0, ixw é também exata e existe H € C*°(M)
satisfazendo ixw = dH (claramente nao ha unicidade, pois H + constante também satisfaz
a condigao). Assim, se Hip(M) = 0 (M simplesmente conexa, por exemplo), todo campo de

vetores que deixa w invariante ¢ campo hamiltoniano.

Observacao 2.1.8. Campos hamiltonianos nos permitem definir um colchete de Poisson em
C>(M), a saber

{f.9} = X¢(g) = w(Xy, Xy)
onde a llima igualdade vem de X;(g) = dg(Xy) = ix,w(Xy) = w(Xy, Xy) (aqui, como ante-
riormente, df = ix,w e dg = ix,w). Em particular, o colchete de Poisson torna C=(M) uma

dlgebra de Lie (de dimensao infinita).

Campos que deixam a forma simplética invariante podem ser obtidos, como veremos a
seguir, a partir de uma ac@o simplética de um grupo de Lie G em (M,w), onde (M,w) é
variedade simplética. G age simpleticamente em (M, w) se existe um homomorfismo de grupos
Y G — Dif f(M), tal que ¥;w = w, para todo g € G. Ou seja,

Y G — Sympl(M,w)
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Dado, £ € g, temos o seguinte campo de vetores associado, X € X(M), dado por

(X = | (cxplte) 1)

Sobre a notagdo: Em geral , confundiremos agoes (& esquerda) de um grupo de Lie G numa
variedade M, G x M — M, com homomorfismos de grupos v : G — Dif f(M). De fato, as
nog¢oes sao equivalentes e a a¢ao (que denotaremos por -) esta relacionada com o homomorfismo
¥ por ¢,(p) = g - p. Por abuso de notacao, fixado um p € M, a aplicacdo G — M, g — ¢-p,

serd denotada por 1,

Dito isso, podemos escrever (X¢), = %‘tzo (exp(t€) - p) = %Ls:o Yp(exp(te)) = dipy(e)é, onde
fazemos a identificagao usual de g com 7.G.

Antes de mostrar que os campos de vetores definidos acima, X € X(M), deixam a forma
simplética invariante, vamos relembrar informal e brevemente a nocao de fluxo de um campo.
Dado X € X(M), dizemos que uma curva diferenciavel v : I C R — M & uma curva integral
de X, se ¥'(t) = X, ), para todo t € I. Tomando coordenadas locais, obtemos um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias e conclui-se, pelos teoremas padroes de existéncia e unicidade de
EDOs, que dado p € M existe uma tunica curva integral 7, : (a,, b,) — M, a,,b, € RU{£o0},
com 0 € (a,,b,) (i), 7,(0) = p (ii) e tal que, se n : (¢,d) — M ¢é outra curva integral satisfa-
zendo (i) e (ii), entao (c,d) C (ap,bp) € (7p)|(c.qy = - Chamamos tal curva de curva integral
mazimal de X por p. Dado p € M, mostra-se que existe € > 0, e um aberto U contendo p, tal
que o mapa (—e¢, €) xU — M, dado por (¢, q) — ¢ (q) = 7,4(t), ¢ bem definido e diferenciavel.

Chamamos ¢' defluzo do campo X (ver, por exemplo, [27] para uma discussao mais detalhada).

Voltando ao nosso caso, dado { € g, considere a curva y(t) = exp(tf) - p, que esté definida
num aberto contendo 0, v(0) = p e segue diretamente da definicdo que 7/(0) = (X¢),. Mais
ainda, vy é curva integral de X, por p. De fato, (X¢)ys) = %|t:0 exp(tf) - (exp(sf) - p) =
4,y (eap(t€)eap(s)) -p = &|_yeaplt+ ) -p = (s).

Dado um campo X € X(M), (Lxw), = %‘t:o (¢ )*w),, onde ¢ denota o fluxo do campo
X. Portanto, como para o campo X = X¢, ¢ = Vegpue) € a agao é simplética (w’gkw = w, para
todo g € ), temos que Lx,w = 0.

Assim, se Hjz(M) = 0, X¢ é campo hamiltoniano. Escolhendo, He € C>®(M), para cada
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§ € g, com dH, = ix,,, temos o seguinte mapa

g — C(M)
§— He

Esse mapa pode ser tomado linear. Para isso, fixe uma base {&1,...,&} de g, escolha He, €

C>(M) satisfazendo dH¢, = ixgjw, j = 1,...,k, e estenda por linearidade. Dado £ € g,

k k k k
= a& e (Xe)p = dp(e) = D ajdiy(e)§; = Y a;j(Xe)p, logo Xe = Y a;Xe,.
i=1 j=1

j=1 j=1
k

Agora, como estendemos o mapa g — C*(M) por linearidade, He = Zangj = dH; =
j=1

k k k
E ajdHe; = E ajlixe,W = w( E a;Xe,, ) = ix,w, como gostarfamos.
i=1 i=1 i=1

Note que, mesmo pedindo que o mapa g — C*°(M) seja linear, ainda ha uma escolha de

constantes. Para tentar remediar essa situacao vamos pensar nesse mapa como:

M — g*
1(p)(§) = He(p)

onde p € M e £ € g. Observe que, ao pedirmos linearidade de g — C*°(M), garantimos que
o mapa esta bem definido (i.e. u(p) € g*).

Agora, G age no dominio e no contra-dominio do mapa pu. A acdo em g* é dada pela re-
presentagao coadjunta, que relembraremos abaixo. Primeiramente, associado ao grupo de Lie
G, temos, para cada g € G, os difeomorfismos Ly, R, : G — G (multiplicacao por g a esquerda
e & direita, respectivamente). Denotamos por Cy = Ly 0 R,—1 (conjugacdo). Definimos entdo a

representacao adjunta por

Ad: G — Aut(g)
Ad(g) = dCy(e)

A acdo coadjunta define-se como

Ad* : G — Aut(g*)
Adg(6)(€) = 0(Adg—€)
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Observacao 2.1.9. A presenca de g~ na definicao da representacio coadjunta é necessdria

para termos de fato uma representa¢io. Primeiramente, Cyp(z) = ghah™'g™! = C, o Cp(z),

logo, tomando a derivada no elemento neutro e € G, obtemos Adg, = AdyAd,. Agora,

Adzy (0)(€) = 8(Ady1,1(€)) = 8(Ady 1 (Ady+) = Ady(6)(Ady€) = Ad3(Ad3(6))(€) = Ad; Ad; (5)().
Logo, vale Ady, = AdjAdj,.

Podemos pedir, entao, que o mapa u seja compativel com as acoes de G em M e em g*. Ou
seja,
Ady o pi = o,

para todo g € G.

Vamos resumir essa discussao na seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1.3. Seja (M,w) uma variedade simplética, G um grupo de Lie e ¢p : G —»
Sympl(M,w) uma a¢do simplética. Dizemos que ¢ € uma agdo hamiltoniana se existe um
mapa

w:M— g*

satisfazendo,
1. dpt = ix.w, para todo § € g (onde p* € C=(M), p*(p) = pu(p)(€))
2. Adj o p = pio),, para todo g € G

O mapa p € chamado mapa momento.

Lema 2.1.1. Seja (M,w) uma variedade simplética e G um grupo de Lie agindo de forma
simplética em (M,w). Se a 2-forma € exata, w = df, e a ac¢ao preserva também a 1-forma 0
(i.e. Y0 = 0, para todo g € G), entio a aplicagdo pp : M — g*, definida por p(m)(§) =

—0(m)(Xe)m € um mapa momento para a a¢do de G em M.

Prova. Como a agao preserva ¢, Lx.0 = 0 e pela formula de Cartan, obtemos ix,df =
—dix 0. Equivalentemente, ix w = —dpc. Além disso, para mostrar a G-equivariancia, precisa-
mos mostrar que 0,(Xaq _,¢)p = 0g.p(Xe)gp- Mas, dibg(p)(Xad _,¢)p = dibg(p)dibp(e)dCy—(e)§ =
d(thg 0 Yy, 0 Cy-1)(€)€ e como g 0 Yy, 0 Cy1 = 1y, temos d@/)g(p)(XAdgflg)p = (X¢)gp- Sendo
assim, Og.5(Xe)gp = Ogp(dibg(p)(Xaa 1¢)p) = (V50)p(Xaa,_1e)p = Op(Xad,_¢)p O
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Nem todo agao simplética é hamiltoniana (ou seja, mapas momento nao necessariamente
existem). Além disso, caso a acdo seja hamiltoniana, podem existir mais de um mapa mo-
mento. Mais a frente teremos mais a dizer sobre a existéncia e unicidade desses mapas. No
momento, nos contentaremos com a seguinte observacao. Sejam p; e o mapas momento
para a acao simplética v : G — Sympl(M,w), onde M é conexa. Entao, dado £ € g,
d(p — b)) = ix,w —ix.w = 0, logo, como M ¢é conexa, 1§ — 1 = (&) € R. Como a aplicacio
€€ gr— ut € C°(M) é linear, obtemos (u; — ps)(p) = ¢ € g*, para todo p € M. Tam-
bém temos que (u1 — pa) 0 Py = Adj (11 — pi2), logo Ad}(c) = ¢, para todo g € G. Concluimos
que dados dois mapas momento, eles diferem por um elemento de g* fixado pela acao coadjunta.

Reciprocamente, dado um mapa momento p para a acao 1, considere § € g* fixado pela agao
coadjunta. Assim, fi : M — g*, dado por p — u(p) + J é claramente mapa momento para
1 e podemos concluir que o conjunto dos mapas momento para a acao dada é parametrizado

pelos elementos de g* fixados pela acao coadjunta.

Exemplo 2.1.10. Seja M = R com coordenadas x1, s, T3, Y1, Yo, Y3 € forma simplética cano-
nica w = dxy A dy; + dxo A dy? + dxs A dys. Considere a sequinte acdo de G = R3

vigx M — M
g-(a1,a2) = (g + ay,as)

onde ay,as, g € R3.
A agao € claramente simplética, uma vez que dipy(p) = Id. Além disso, dado £ € g =TR? e
a=(a,a) € M
(Xe)a = dipa(0)€ = (£,0)

Defina entio a funcao p* : (ay,as) € M+ & - ay (onde - é o produto escalar de R?). Como us
¢ linear, dado v = (vy,v9) € T,M = RS,

dpt(a)v = pb - vy

Como (X¢)a = (£,0), w((&,0), (v1,v2) = p* - vz = dp(a)v

Como Ad} = Idy-, temos que i : RS — (R*)*, dado por (u(a))é = pt(a), € um mapa
momento para a a¢ao descrita (u(g + a1, a2) = p(ai, as)).

Em geral, identifica-se (R®)* ~ R? alravés do produto escalar de R? e assim o mapa momento
€ a projecdo (a1, as) — ay. Se pensarmos em RS como o fibrado cotangente de R3, temos que o

mapa momento é o momento linear da fisica.
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Exemplo 2.1.11. Seja M = C" ¢ G = U(n) agindo por multiplicagao de matriz em M (logo,
a agdo € simplética, pois linear). Denotemos por (-,-) o produto interno hermitiano usual de
C". Dados z € C" (visto como vetor coluna) e & € u(n) (i.e., £+ & =0), defina

K () = —5(E2,2)

Note que, (§21,22) = (§21)'7 = 21’7 = —2t€2 = —(21,€2) = —(€29,21). Em particular,

—%(SZ, z) € R. Agora, para ( € T.C* =C"

A (2)C = —5((E6,2) + (€2,0)) = — 5 (2ilm(€2, Q) = Im(€,0)

onde Im denota a parte imagindria.

Temos que (X¢), ez = £z. Note ainda que a parte imagindria do produto interno

d

at 4=
hermitiano nos dd uma folirr;)a bilinear alternada (real) e esta pode ser estendida a uma forma
simplética em C" (se z* = x® +1iy® sio as coordenadas de C", pensando as coordenadas de R*"
COMO X1, ..., Tp, Y1, -, Yn, & forma achada Im(-,-) equivale a dyy A dzy + ...+ dy, A dzx,).

Portanto, vale que du*(2)¢ = w((X¢),,¢). Dado g € U(n), a equivaridncia equivale a
mostrar que (i $9(z) = pé(gz), mas isso € imediato pois (g~ gz, z) = (Egz, g7).

Observagdo. (£z,2) = tr(221€). De fato, se & = (&) e 2 = (21,...,2,), temos que a entrada

(i,j) de zz' € z;z;. Portanto, tr(zz'¢) = Zzzzjé’ﬂ = Z Zf’ﬂzz = (£z,2). Dat, usa-se o

produto interno invariante de u(n), (51,52) = —tr({’l{’g) e podemos pensar no mapa momento

como
p: C" — u(n)
¢ T
Z -2z

2
Note que a forma simplética tomada é menos a forma simplética candénica de C". Se quisermos
trabalhar com w = x1 Ayy + ...+ x, Ay,, devemos tomar o mapa momento com sinal trocado,
: — ot
e, u(z) = —zz'.

wz) =5

Lema 2.1.2. Suponha que um grupo de Lie G age hamiltoniamente nas variedades simpléticas
(My,w1) e (My,ws) (com mapas momento iy e ps). Tome a forma simplética em My X My dada

porw = Tjwy+maws (ver ezemplo 2.1.5) e considere a a¢do natural de G em My x Ms. Para esta

acao, temos um mapa momento [ . My x My — g*, definido por p(mq, ms) = p1(mq)+ pe(ms).

Prova. A demonstracao é 6bvia uma vez que, dado & € g, (X¢)(mime) = (Xe)mys (Xe)m,) €
dp(my, my) (a1, az) = dps§ (ma)(ar) + dpas(ms) (as). O
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Exemplo 2.1.12. Temos que U(1) = S' age por multiplicacio de um nimero complezo em
cada entrada de (C¥,wy). Esta, nada mais é que a agdo diagonal, como no lema acima, do

exemplo anterior, no caso em que n = 1. Pelo lema, o mapa momento correspondendo a esta

1 1
agdo é dado por pu: C*F — iR, u(z) = ?(212_1%— e 2KZE) = ?|z|2, onde z = (z1,...,2k)-
i i

Como foi comentado, nem toda acao simplética é hamiltoniana e dada uma ag¢ao hamilto-
niana, 0 mapa momento nao ¢ necessariamente tnico. Questoes de existéncia e unicidade do
mapa momento podem ser respondida através da introducao de uma teoria de cohomologia de
algebras de Lie. Para maiores informacoes, consulte [9] (capitulo X, se¢do 26). Em particular,
temos que, se G é um grupo de Lie compacto, conexo e semi-simples, toda acao simplética é

hamiltoniana e admite Gnico mapa momento.

2.1.2 Reducao

Seja G um grupo de Lie compacto, (M, w) uma variedade simplética e ¢ : M — Sympl(M, w)
uma agao hamiltoniana com mapa momento p: M — g*.

Se § € g* & valor regular, = 1(6) é uma subvariedade mergulhada de M, cuja dimensio é
dimM — dimG (pois dimg* = dimg = dimG). Se denotarmos por G; = {g € G ; Ad}6 = 0}
(ou seja, o grupo de isotropia de ¢ com respeito a acao co-adjunta), fica bem definida a agao
quando nos restringimos a

Gs x p=H(8) — p~ ()

De fato, se p € u=4(6) e g € Gs, ulg - p) = Adip(p) = Ad;6 = 6. Entdo, se assumirmos que
G5 age livremente em 1~ 1(d), como G é compacto Ms = p~1(0)/Gs é variedade diferenciavel e

s H(0) — My é uma submersao.

Teorema 2.1.13. (Marsden- Weinstein) Nas condicoes dadas acima, existe uma inica forma

simplética wyeq em Ms tal que i*w = T5Wyeq, onde

poH(8) M

’

M
Prova. A demonstracdo pode ser encontrada em [1]|(paginas 299-300). O

Observacao 2.1.14. O teorema da redugdo simplética (Marsden-Weinstein) pode ser enunci-

ado de forma mais geral (sempre que Ms tem estrutura de variedade e wred estd bem definido).
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A compacidade do grupo de Lie, por exemplo, pode ser substituida pela hipdtese da acao ser
propria, de modo que My ainda possui estrutura de variedade (tal que a proje¢io é uma sub-
mersio). Mais geralmente, pode-se também considerar a redugdo simplética no contexto de
dimensao infinita (ver detalhes em [25], pdgina 269, e [1], pdginas 299-300).

Exemplo 2.1.15. Considere a agio de U(1) = St em CF, como no exemplo 2.1.12. Assim,

Como G é compacto, a acdo € livre e l é valor regular seque que P*~1 ~ S%k=1/81 tem uma
forma stmplética satisfazendo a condig:doZ do teorema de Marsden-Weinstein. O espago projetivo
complexo serd abordado mais a frente. Este espaco €, na verdade, Kdhler e € possivel verificar
que a forma simplética que satisfaz o teorema 2.1.13 € exatamente a forma de Fubini-Study
(definida no exemplo 2.2.10).

2.2 Geometria Kahler

Consideragoes iniciais - Algebra Linear

Seja V um espaco vetorial real, com dimgV = n, e considere Vg = V ®r C. Dessa forma,
Ve tem uma estrutura natural de espago vetorial complexo, dada por A\; - v ® Ay = v ® (M A2),
onde A\j, X € C e v € V (e a conjugacdo em V¢ é definida por v ® A = v ® ). Claramente,
se {v1,...,v,} € uma base de V, {v; ® 1,...,v, ® 1} é uma base complexa de V¢ e temos
dimrV = dimcVe.

Se W é outro espaco vetorial de dimensao finita e T' € Homg(V, W), pedindo linearidade
em C obtemos um mapa Tc € Home(Ve, We), definido por Te(v®@ A) = Tv®@ . Em particular,
temos um isomorfismo (V*)¢ ~ (V¢)*, dado por ¢ ® A — A¢pc (este mapa é linear, injetivo e as
dimensoes coincidem).

Geralmente, pensaremos em V¢ como duas copias de V, através do isomorfismo

Ve — VaiV
v ® (a+ ib) — av + ibv

com a,b € R.

Defini¢ao 2.2.1. Chamamos J € End(V) de estrutura quase-compleza de V se J*> = —Idy .
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Observacao 2.2.1. Se J é uma estrutura quase-complexa em V, devemos ter que dimgV =m
¢ par. De fato, J € End(V) pode ser representado por uma matriz real de modo que (detJ)? =
det(J?) = det(—Idy) = (=1)™. Portanto, m deve ser par.

Cabe observar que na literatura, muitas vezes, uma estrutura quase-complexa J num espaco
espago vetorial é chamada de estrutura complexa. Isso se deve ao fato de, no caso de espagos

vetoriais, nao temos problemas de integrabilidade.

Se J é uma estrutura quase-complexa de V, considere J¢ : Ve — V.
Dai, J2 = —Idy,, pois J2(v1 + ive) = Je(Jvg + iJvg) = —v1 — vy, Defina entdo

VIO =1{z € V¢ ; Jox =iz} (autoespago de autovalor i)

VOl =1z € V¢ ; Jox = —ix} (autoespago de autovalor -i)

Assim, Ve = V19 @ V%! onde a decomposicao é dada por
1 , 1 .
r = §(x —iJex) + §(x +iJex)

e a conjugacao em V¢ nos da o isomorfismo V10 ~ V01 Em particular, se 2n = dimgV =

dimc Ve, entdo dimcV'Y = dimcVO!' = n.

Observacao 2.2.2. Cabe ressaltar que uma estrutura quase-complexa define naturalmente uma
estrutura complexa em V, por (a+bi)-v = av+bJv. Denotaremos V com a estrutura compleza
dada por J por V;. Em particular, se {vi,...,v,} € uma base de Vy, {vy, Juy, ..., v,, Ju,} € uma
base de V. De fato, se temos a1v1+bJui+. .. +a,v,+b,Jv, =0, onde os coeficientes sao reais,
entao essa combinagao linear, em Vy, é (a1+b1i)v1+. ..+ (an+bpi)v, =0, de modo que cada um
dos coeficientes é zero e, consequentemente, {vy, Juy, ..., U, Ju,} € LI (em V). Como qualquer
elemento de V € dado por (ay + byi)vy + ...+ (an + bui)v, = aqvy + by Jor + ...+ ayv, + by Jop,
temos de fato uma base em V. Note ainda que

Q. VJ — Vl’o
v E(U —iJv)

1 1 '
é um isomorfismo linear. Primeiramente, J(C(§(U —iJv)) = §(JU + iv) = %(v — iJv), logo

1 7
o(v) € V. O mapa € linear, pois p(Jv) = §(Jv +iv) = §(U —iJv). Como ¢ € claramente
injetor e as dimensoes sao iguais, temos o isomorfismo.
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Sabe-se da algebra linear que uma decomposigao de um espago vetorial em soma direta induz

uma decomposi¢ao em soma direta nas poténcias exteriores [16]. Em particular, Ve = V010!

= A"V = @ (A"VH @¢ AV, Definimos entdo,

r4+s=k

A@sv% izAf‘/Locgc-AsV@J

De modo que, mais sucintamente, A"V = @ A" V.
r+s=~k

Variedades Complexas e Quase-Complexas
Seja M uma variedade diferenciavel.

Definicao 2.2.2. Se M admite um automorfismo do fibrado tangente J : TM — TM, tal
que J? = —Id, dizemos que M € uma variedade quase-complexa e chamamos J de estrutura

quase-compleza.

Observacao 2.2.3. Uma estrutura quase-complexa J pode ser vista como um (1,1) campo

tensom’al Dessa forma, tomando um sistema de coordenadas (U, (xl,.. ) de M, J =
ZJl - @ da’ em U (onde J; € C*(U)). Dai, J( 3% Z‘Ik’ e — 3% = (%) =
Z Jk Z Z Z JkJT . De modo que, localmente, a condicao J* = —Id, nos
da que Z Ji(p —0y,, para todo p € U.

Lema 2.2.1. Toda variedade quase-complexa tem dimensao par

Prova. De fato, seja (M™,J) tal variedade e p € M. Entao, J, € End(T,M) pode ser
representado por uma matriz real de modo que (det.J,)* = det(.J2) = det(—Idg,n) = (—1)™.

Portanto, m deve ser par. [l

Variedades complexas sao o andlogo complexo das variedades diferencidveis. Ou seja, espa-
¢os topologicos modelados localmente por abertos em C™ (por homeomorfismos) de modo que

as transicoes sao biholomorfismos.
Proposicao 2.2.1. Toda variedade complexa é quase-complexa.
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Prova. Seja M uma variedade complexa e (U, (z1, . .., z,)) um sistema de coordenadas locais,
onde z, = x,+1y,. Claramente, M é também uma variedade diferenciével, de dimensao 2n, com
sistema de coordenadas locais (U, (z1,...,%n, Y1, -..,Yn)) (denotemos esta, provisoriamente por
Mpg). Em particular, dado p € U

0

0
T, Mg = spang{ pye

s o s a=1,...,n}
» Y

p
Defina entao para p € U

Jp . TpM]R — TpMR

2] 2]
Ox™ |p = oy~ P
9 A
|, T Ban |p

e estenda por linearidade. Claramente, J, é uma estrutura quase-complexa em R, uma vez
mostrado que nossa definicao independe da carta tomada.

Seja p e UNV, onde (V, (uy + ivy, ..., u, +iv,)) é outro sistema de coordenadas locais de
M. Entao,

8 oz, O Yo O s or, O Yo O

ouf — Ouf Oz * ouP Oy~ ¢ a7 = — OvP Oz * ovP oy

Logo,
0 dxr, O Yo O

JP(W): - ouP Ay Ouf Oxo

Como a transigao é biholomorfa, segue que

e assim, J,(525) = 72 -
Analogamente, J,(5% ) = — 525 e J estd bem definido. O
Apesar de nao nos aprofundarmos no assunto, existem variedades quase-complexas que nao
admitem estrutura de variedade complexa. A questao de quando uma estrutura quase-complexa
vem de uma variedade complexa (como na proposi¢do acima), pode respondida através do
anulamento de um tensor N;, chamado tensor de Nijenhuis. Este é o teorema de Newlander-

Niremberg, que afirma que uma estrutura quase-complexa vem de uma estrutura complexa se,

o8



e somente se, N;(X,Y) = [X,Y]| + J[JX,Y] + J[X,JY] — [JX,JY] = 0. A esfera S° por
exemplo, possui uma estrutura quase-complexa, cuja formulagao se da através dos octonios 42|,
mas seu tensor de Nijenhuis ndo ¢ nulo. E, na verdade, um problema em aberto saber se a

esfera 6-dimensional pode ser munida de uma estrutura de variedade complexa.

Seja agora M?" uma variedade complexa (com a estrutura quase-complexa definida anteri-
ormente). Fixada coordenadas locais (U, (21,...,2,)), cOM 24 = Ty + Y4, temos que o espaco

tangente (real) da variedade subjacente, para p € U, é dado por

0

s oo s a=1,...,n}
y

0
T,M = spang{ pye

;
p
Complexificando o espaco tangente, obtemos (como explicado anteriormente) a decomposi¢ao

(T,M)c =T,°M & T,>' M

e denotemos por TMg, TV M, T*'M os fibrados complexos cujas fibras sao (1,M)c, T)°M
e T}?’lM7 respectivamente (os chamados fibrado tangente complexificado, holomorfo e anti-
holomorfo). Temos que {a%|p; a = 1,...,n} é uma base de (T,M),, ie., T,M com es-
trutura de espaco vetorial complexo dada por J e, se denotarmos por T'M; esse fibrado vetorial
complexo, temos que este é isomorfo ao fibrado tangente holomorfo. Considerando o isomor-
fismo ¢, : (T,M); — T,°M e lembrando que, via conjugacao, T,"' M ~ TPI’TM, temos que

{gop(a%| ), gpp(a% ); a=1,...,n} & uma base de (7T,M)c. Defina
p p

f 1 o
a% = @(aga) - 5(3% _Z%)
) B Lo oo
g = o) = 5lam Tige)
Nessa notacao,
Tpl’OM = spcm(c{a%‘p ,a=1,...,n}
T M = spcm@{%‘p ,a=1,...,n}
Como observado anteriormente, (7;M)c = ((T,M)c)* e é uma conta simples verificar que
{d=*(p), dz%(p) , a = 1,...,n} forma uma base de ((IT,M)c)* dual a base {&%|p, 2 L, Q=

1,...,n} de (T,M)c, onde
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dz* = dx® + idy®
dz* = dx® —idy®

Definimos o fibrado A™*(T'Mc)* = A"(T*YM)* @ A"(T**M)* e chamamos de (r,s)-formas
diferenciais as segoes deste fibrado. Denotaremos o espago dessas se¢oes por Q"(M) =
C(A™(TMc)*).

Observacao 2.2.4. Localmente (em U), como vimos, a estrutura quase-compleza J considerada

leva 22 — 2L e L sy — 9 Temos entio uma estrutura quase-complexa J em cada T M
ox oy Jy oz p ’

para p € U, dada por (Jo)v = §(Jv), onde § € TyM ev € T,M. Portanto, (jda:o‘)(a%) =
da:a(%) =0e (jdxa)(%) = dz*(— 5% ) = —1, de modo que Jdz® = —dy®. Analogamente,
achamos que jdya = dx®. Seque entao que Jedz® = idz" e Jedz® = —idz® e assim, obtemos

(TrM)M0 o (THOM)* e (Tr M) = (T M),

Pelos comentdrios da se¢do anterior e pela observagio acima, vale que Q% (M)c = @ Q"5 (M).
r+s=k
Temos entao uma projecao natural

st U (M) — Q7 (M)
Considere a derivada exterior d : QF(M)c — Q¥ (M) e denote por

O=m1s0d: QP (M) — QT15(M)
0 =Tpep10d: Q¥(M) — QM)

Estes sao os chamados operadores de Dolbeaut.

Dada 6 € Q™*(M), podemos expressa-la localmente como

0= > booppde™ A A NE AL A

1<ay<...<ar<n
1<B81<...<Bs<n

0 0 o) 0
Oz%L 77 Pz ) 92P1 0t 9B

{1<ay<...<a,<n}teB={1<p <...<fs <n}, de modo que a expressao acima sera

onde, On, _a,p,..8, = 0( ). Por comodidade, denotaremos por A =

simplificada pela seguinte notacao:

0 = ZGAdeA A dzP
A,B
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Dali,

do = ZdHAB A dzt A dZP
A,B

——T L 90
aAdeai_i_Z@AB

_ 3, dz% Portanto, d = 9+ 0 e o fato de d? = 0, nos diz
— 0z%i 0z"

mas, df g =

i=1

que
0=02+(00+00)+0

Como essas trés parcelas da soma moram em fibrados distintos, obtemos
9 - = =2
0°=00+00=0 =0

O fato de & = 0 nos permite introduzir uma teoria de cohomologia, a cohomologia de

Dolbeaut. Para cada r > 0, temos um complexo

oMy 2 2 i) 2 ors () -2 aret ) s

e podemos definir o seguinte espaco vetorial complexo

ker{d: QS (M) — QM)

HZ (M) = Im{0 : Qo-1(M) — Qrs(M)}

0

Existe um resultado analogo ao lema de Poincaré para a cohomologia de Dolbeaut, que afirma

que localmente toda forma O-fechada é O-exata.

Proposicio 2.2.2. (0-Lema de Poincaré) Seja U uma vizinhanga aberta do fecho do polidisco
B C B CUCC". Entio, se s >0, dado o € Q(U), emiste § € Q*"YB), tal que, O = «

em B.
A demonsracdo dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [22] (prop 1.3.8).

Observacao 2.2.5. No contexto de variedades quase-complexas, (r,s)-formas diferenciais e

0s operadores O e O podem ser definidos. No entanto, quando a variedade nio é compleza,

d= Z Mmod = O+ 0+... Na verdade, uma estrutura quase-compleza é dita integrdvel
l+m=r+s+1 -
quando d = 0+0. Mostra-se em [22], que ser integrdvel € equivalente a, por exemplo, Tgo0d =0

em QYO(M), ou [T M, T M| C T M (onde, [-,-] € o colchele de Lie de campos), ou ainda
0" = 0. Como citado anteriormente, vale também que o anulamento do tensor de Nijenhuis

equivale a integrabilidade da estrutura quase-compleza.
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Variedades Hermitianas e Kihler
Seja (M, J) uma variedade quase-complexa.

Definicao 2.2.3. Uma métrica riemanniana g é dita métrica hermitiana de (M,J) se compativel

com a estrutura quase-compleza, i.e.,
9p(Jptt, Jpv) = gp(u, v)

para todo p € M e u,v € T,M. Neste caso, chamaremos a tripla (M, J,g) de variedade

hermitiana.

Claramente, toda variedade quase-complexa admite uma métrica hermitiana. De fato, toda

variedade admite métrica riemanniana g e, a partir desta, podemos definir g(u, v) = §(g(u, v)+

1
g(Ju, Jv)), onde o termo 3 poderia ser substituido por qualquer outra constante positiva (mas,

nesse caso, se g ja é hermitiana, g = g).

Lema 2.2.2. Seja (M,J,q) uma variedade hermitiana. Entao, sew € TM, u e Ju sao ortogonais

com relacao a g.
Prova. De fato, g(u, Ju) = g(Ju, —u) = —g(u, Ju) = g(u, Ju) =0 O

Definicao 2.2.4. Se (M,J,q) é uma variedade hermitiana, definimos a forma fundamental w
por

w('v ) = g(J', )

Note que a forma fundamental w € Q?(M). Primeiramente, dados u,v € T,M, w,(u,v) =
gp(Jpu,v) € claramente bilinear para cada p € M (em geral, omitiremos o ponto por comodi-

dade). Agora w é anti-simétrica
W(U, U) = g(J’LL, U) = —g(u, JU) = —g(JU, u) = W(U7 U)

Dada uma métrica hermitiana g podemos definir um produto interno hermitiano em 7'M
(i.e. cada T,M tem estrutura de C-espaco vetorial dada por J,)

h:T,M x T,M —s C

Dado por h(u,v) = g(u,v) + ig(u, Jv) (ou seja, h = g — iw).
De fato, h é claramente bilinear e h(u,u) = g(u, u) +ig(u, Ju) = g(u,u) (assim, h(u,u) > 0,

com a igualdade ocorrendo se, e s6 se, u = 0). Além disso,
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h(Ju,v) = g(Ju,v) +ig(Ju, Jv) = i(g(u,v) +ig(u, Jv)) = ih(u,v)
h(u, Jv) = g(u, Jv) —ig(u,v) = —i(g(u,v) + ig(u, Jv)) = —ih(u,v)

Considere agora uma variedade hermitiana (M, g), onde M é uma variedade complexa (e
assim, a estrutura quase-complexa é a definida anteriormente). Vamos expressar a forma
fundamental em termos de um sistema de coordenadas locais de M (U, (21, ..., 2,)), onde
Za = To + 1Wa-

Primeiramente estenda J por C-linearidade (J¢) e g por C-bilinearidade (g¢). Suprimiremos,

por comodidade, o indice C da extensao. Em particular,

g(u+ v, +iv') = g(u,u’)—g(v,v")—i(g(u,v")+g(v,u")) = glu—iv,u'—iv") = g(u + v, u’ + V')

Como {dz*,dz* , a = 1,...,n} fornece uma base local para o fibrado cotangente complexifi-
cado, podemos escrever

g = Zgaﬁdza X dsz + gagd?a ® dZ’B +gaBdZa ® deB + gagdza 2 dzﬁ

onde g5 = g(a% , %) € C>(U,C), etc.

Lema 2.2.3. Temos que
1. @ = gag =0
2. gOéB = ﬁ

3. o = hog = hag = 0

4. haB = QQQB
Prova.
1.
9&329(3% ) %) :g(%v %) :@
Mas,

0 0 0 0 0 0 0 0

afBf — A - A /) _a‘]_ ‘_7._ = - a ~ 0 a r) T Ya
9ap g(aza azﬁ) q( 5.0 azﬁ) g(zaza @825) g(aza azﬁ) 9ap
Portanto, gas = 955 = 0.

2.

T S S R Y
Jap = I gza 58! = N gra gz = Job
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haB:g&E_‘_ig(%?J% :295320
hag = gas +i9( 52 . J 525 ) = gap — gap = 0

.0 9,
haE:gaB_’_Zg(@ ajﬁ

Assim,
9= Gapdz® @ dz° + g 5dz" @ dz°
B
h=> hgd"@d?" =2) " g,5d2" ® dz’
a,fB a,B

Dessa forma, we = ge(Jo+,+) € Q*(M)c (denotaremos esta também por w) e podemos

verificar a sua expressao local. Como w = i(h — g), temos que

w = ZZ 9opdz® ® dz’ — Japdz® @ dz’

a7ﬁ
= i)Y g.d2" @ dZ’ — gg,dz’ @ dz°
a76
= Z'Zgag(dzo‘ ® dz’ — dz* ® d2°)
a?ﬁ
= 1 Z 9oz N dz’
a76
Além disso,
o= —i)y gogdz* AdF
a7/8
= — Z gapdzZ® N\ dz?
a75
= ZZ 9padz’ N dz*
a’/B

= W

Concluimos assim que w € QY (M) N Q*(M) (i.e., uma (1,1)-forma real de M).
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Definicao 2.2.5. Seja M uma variedade complexa. Uma variedade Kdhler é uma variedade
hermitiana (M,g) cuja forma fundamental € fechada (i.e., dw = 0). Nesse caso, chamamos g

de métrica Kihler e w de forma de Kdhler.

Observacao 2.2.6. Note que uma variedade Kdhler €, em particular, uma variedade simplética,
pois a forma fundamental é ndo-degenerada. De fato, se uw € T,M € tal que w(u,v) = 0 para

todo v € T,M, colocando v = Ju, obtemos que g(Ju, Ju) = g(u,u) =0 e assim, u = 0.
Exemplo 2.2.7. Considere C" com a métrica hermitiana candnica h = Zdza ® dz*. Ou

seja, hoz = 29,5 = 05 € assim a forma Kahler é a forma simplética candnica em C" ~ R2"
_ 3 o —a
Wy = 5 Z dz* Ndz

Exemplo 2.2.8. Seja X uma superficies de Riemann, i.e., uma variedade complexa de dimen-
s@o (complexa) igual a 1. Portanto, dada uma métrica Riemanniana em ¥ é sempre possivel
encontrar uma métrica hermitiana. A forma fundamental, nesse caso, serd fechada, por ser

uma 2-forma numa variedade diferencidvel de dimensao 2. Portanto, uma variedade Kahler.

Observacao 2.2.9. Vimos que, se M é uma variedade complexa e g uma métrica hermitiana,
entdo a forma fundamental w € QYY (M) N Q%(M) €é dada por uma matriz positiva definida e

hermitiana, cuja entrada («, ) € g,5. Reciprocamente, dada uma forma w € QLY M)YNOA (M),

localmente da forma w = ZZ anpdz™ A dz’, com (aap) wma matriz positiva definida, podemos

a?/B
definir uma métrica hermitiana g = w(-, J-), cuja forma fundamental associada é claramente

w.

Exemplo 2.2.10. (Espaco Projetivo Compleza) Considere a agao natural de C—{0} em C*t1—
{0}. O quociente é o chamado espaco projetivo complezo, e denotado CP" (ou, simplesmente
P, caso ndo haja divida que estamos trabalhando sobre os complezos). E comum denotar os
pontos de P por [z : ... : z,] = 7(20, ..., 2n), onde 7w : C"™ —{0} — P" € a projecio natural.
Claramente, [zo : ... : zp] = [A20 1 ... 1 Az, para todo X € C — {0} e podemos considerar os
abertos (topologia quociente) U; C P, j = 0,...,n, correspondentes aos pontos cuja j-ésima
entrada é nao-nula. Temos entdo as cartas @y, : [20 1 ... : 2, € Uj = %(zo, ey Zhy e 2n) €
C", que dao uma estrutura de variedade complexa em P" (pois, as tmnsijgo”es sao holomorfas).

Para cada aberto U; definimos a sequinte (1,1)-forma
S - —12
w; = %aazog(;wj 12)
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Em U; N Uy, temos

log Z 2025 %) = log(|zwz; ' Z 202 %) = log(|zez; ' [?) + log(z |22 ?)
r=0

1

Como zkz; € a k-ésima coordenada de p;, chamando de wy, = zkzj’l,

Blwn)) = 020y _ (%) _

W Wy W Wy Wy,

85l0g(|wkl2) =0(

ew;j =wy, em U;NUy,. Note que esta forma € fechada, pots 400 = 20— 00 =0 ¢ é real, uma
vez que 90 = 00 = —9D. Denotamos essa forma (global) por wrg. Essa é a chamada forma
de Fubiny-Study e prova-se que esta € dada por uma matriz hermitiana positiva definida [22]
(exemplo 3.1.9), que pela observagao anterior corresponde a uma métrica hermitiana, que, em

particular € Kahler, jd que wrg € fechada. Chamamos tal métrica de métrica de Fubini-Study.

Observacao 2.2.11. Se M ¢ Kahler, qualquer subvariedade complexa é também Kahler, quando
restringimos a forma de Kahler de M a subvariedade. Em particular, pelo exemplo acima,

qualquer variedade projetiva serd também Kahler.

Proposigao 2.2.3. Seja M uma variedade compleza e w € QY (M) N Q*(M). Entdo, dw = 0
se, e somente se, para cada p € M existe uma vizinhanga aberta U (p € U), tal que w|y = i00u,

para alguma funcdo real u € C*(U).

Prova. Uma das implicagdes segue do fato de d0d = (0 + 0)(90) = 0?0 + 000 = —9(90) =
—0°0 =0,
Agora suponha dw = 0. Dado p € M, pelo lema de Poincaré, existe uma 1-forma diferenciavel
de M, 7, definida numa vizinhanca de p, tal que w = d7 nesse aberto. Como Q'(M) C
QY M) = QYO(M) & Q¥ (M), 7 = 780 + 791 onde 710 € QYO(M) e 701 € Q%(M). Além

disso, devemos ter 7 =7 = 719 = 701, Mas,

_ V(10 o 01y _ 71,0 01, A.10, 701 _ 1,1
dr =0+ 0) (" +77)= 9" 407" +0r "+ I, =weQ (M)
€Q20(M) eQll(M) €Q02(M)

Em particular, 97%' = 0 e pelo 0-lema de Poincaré, existe uma funcao diferenciavel com valores
em C (definida numa vizinhanca aberta de p possivelmente ainda menor), com 7%' = 9f.
Assim, 710 = 701 = 9f = Of.

Vamos mostrar que, de fato, Of = 9f. Se s é uma funcio diferenciavel real, s = Z F dz*
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. e 88 —_ 85 . ~
e assim, ds = ﬁdza = s dz* = 0s. Sendo f = s; + isy, com Sq, sy fungoes
z* z
(0% (0%

diferencidveis reais, temos que Of = 0s; — i0sy = s1 — i10s = O f.

Portanto,
w=dr =01% + 01" = 00f + 00f = 00(f — f) = 00(2iIm(f)) = i0(2s3)
e definimos u = 2Im(f) = 2s O

Observacao 2.2.12. Chamamos tais funcgoes reais, referentes a uma forma de Kdhler, de

potenciais de Kdhler.

Variedades Kiahler - Caracterizacoes

Lembre que, dada uma métrica riemanniana g em M, a conexao de Levi-Civita ¢ a tinica
conexao no fibrado tangente sem torgao (ie., [X,Y] = VxY — Vy X, onde X, Y € X(M))
e compativel com a métrica (i.e., X(g9(Y,2)) = 9(VxY,Z) + g(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M), o
que equivale a dizer que a métrica é paralela com respeito a conexao). Mais detalhes sobre
a conexao de Levi-Civita podem ser encontradas no apéndice C. Usaremos nesta secao esta

conexao para demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.4. Seja (M,J,g) uma variedade hermitiana, w a 2-forma fundamental e V a

conezxao de Levi-Civita. Sao equivalentes:
1. g é métrica de Kdihler (i.e., Ny =0 e dw=0)
2. Vw=0
3. VJ=0
Lema 2.2.4. Se XY, Z € X(M,
Vxw(Y,Z)=g((VxJ)Y,Z)
Prova.

V(Y. Z) = X((Y, 2)) = w(VxY, Z) (Y. Vi Z) =
X(g(JY, Z)) — g(JVxY, Z) — g(JY,Vx Z)

mas, pela compatibilidade com a métrica, X(g(JY, Z2)) = g(Vx(JY),Z) + g(JY,VxZ).
Além disso, g(Vx(JY),Z) = g(Vx )Y, Z) + g(JVxY, Z) e segue o resultado. O
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Como consequéncia do lema acima, segue que Vw = 0 < VJ = 0. De fato, Vw = 0 =
(Vxw)(Y,Z) =0, para todo X,Y, Z € X(M). Em particular, tomando Z = (VxJ)Y, obtemos
que (VxJ)Y =0, para todo X,Y € X(M), ou seja, V.J = 0. Se VJ = 0, temos imediatamente
que Vw = 0.

Provaremos agora 1 < 3. Para isso, precisaremos dos seguintes lemas.
Lema 2.2.5. Seja X € X(M), entdo
VxJodJ=—-JoVxJ

Prova. Sejam Y, Z € X(M)
i) Pela compatibilidade da conexao de Levi-Civita com g, temos que ¢g(Y,Z) = g(JY, JZ) nos
da que:
9(VxY, 2)+9(Y,Vx2) = g(Vx(JY), JZ)+9(JY,Vx(J2)) = g(Vx J)Y, J Z)+9(J(VxY), JZ)+
g(JY,(VxJ)Z) 4+ g(JY,J(VxZ)). Como g é métrica hermitiana, obtemos

9(Vx )Y, JZ) = —g(JY, J(Vx Z)) ()

ii) Fagamos o mesmo para g(Y, JZ) = —g(JY, Z):

9(VxY, JZ) + g(Y.Vx(JZ)) = —g(Vx(JY), Z) — g(JY,Vx(Z))

Logo,

9(VxY, JZ)+g(Y,(VxJ)Z)+g(Y,J(VxZ)) = —g(Vx )Y, Z)—g(J(VxY), Z) — g(JY,V x Z)
novamente pela métrica ser hermitiana, e substituindo Y por Z (e vice-versa) obtemos:

9(Vx )Y, Z) = —g(Y,(Vx J)Z) (*¥)

Assim, substituindo Z por JZ em (**), temos:
9(Y,(VxJ) 0 1)Z) = —g(VxJ)Y.JZ) = g(JY.(VxJ) Z) = =g(Y. (] 0 VxJ)Z)
Portanto, |

g, (VxJoJ+JoVxJ)Z)=0

para todo Y, Z € X(M). Dai, colocando Y = (VxJ o J + JoVxJ)Z, concluimos que Vx.J o
J+Jo VX<] = 0. O

Lema 2.2.6. Seja X € X(M), entdo
NJZO@VJ)(J:JVXJ
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Prova. Seja Y € X(M)

NJX,Y) = [X,Y]+ JUX, Y]+ J[X, JY] - [JX, JY]
— VY — Ve X 4+ J(VyxY — Vy (JX) + J(Vx (JY) = V3 X)
Vo (JY) + Vo (JX)
= VxY - Vy X +J(VyxY — (VyJ)X — J(VyX))
(VDY 4+ IVRY =V X) = (Vyx )Y = J(VxY) + (Voy )X + J(Vjy X)
= J(VxJ)Y = (Vyx )Y = (J(VyJ)X — (VyyJ)X)

(<) Pela expressao acima, temos N; = 0
(=) Defina o tensor
A(X,Y, Z) = g(J(Vx )Y — (Vyx])Y, Z)

Temos entao que Ny =0 < A(X,Y,Z2) =AY, X, Z).

Aplicando J em (*) e substituindo X por JX em (**) (do lema anterior), vale

AXY.Z) = g(IY.(Vx])Z) + g(Y.(Vsx])2)
= g((Vij>Z — J(VXJ)Z, Y)
— _A(X,Z)Y)

Assim,

AX,Y,Z) = A(Y. X, Z) = —A(Y, Z,X) = —A(Z,Y, X) =

AZX,Y)=AX,Z2,Y) = —~A(X,Y,Z) = A(X,Y,Z) =0

para todo X,Y, Z € X(M).

Como g ¢ produto interno, J(VxJ) =V xJ, para todo X € X(M). O

Vamos mostrar agora que
g é Kéhler & VJ =0

Prova.
(<) Se VJ =0, VyxJ = JVxJ e, pelo lema anterior, N; = 0. Além disso, pelo Lema 1.2.3,

temos que Vw = 0 e como:
dw(Xo, Xl, XQ) = (VXO(,«)>(X17X2) - (VXlw)(Xo, XQ) + (VXQCU)<X0, Xl)

obtemos que dw = 0.
(=) Defina, para XY, Z € X(M), o seguinte tensor

B(X,Y,Z)=g((VxJ)Y, Z)
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Note que

B(X,Y,JZ) = g(VxJ)Y,JZ)
= —9(J(VxJ)Y,Z)
= —g((VyxJ)Y,Z) (pois,N;=0)
— _B(JX,Y,Z)

Por outro lado, vale
B(X.,Y,JZ) = g(VxJ)Y,JZ)
= —g(J(VxJ)Y, Z)
= g(Vx))JY,Z) (pois,NxJoJ=—JoVxJ)

— B(X,JY,Z)
Dessa forma, B(X,JY, Z)+ B(JX,Y,Z) = 0.

Agora, pelo Lema 1.2.3,

0 = dw(X,Y,Z)
= VXW(}/,Z)—VYOJ(X,Z)+VZw(X,Y)
= g(VxJ)Y, Z) = g(Vy )X, Z) + g((VzJ)X,Y)

Colocando X, Y, JZ na equagao anterior, como g((V;2J)X,Y) = B(JZ,X,Y) = —-B(Z, X, JY),

obtemos
B(X,Y,JZ) ~ B(Y,X,JZ) - B(Z,X,JY) =0 (})
Colocando X, JY, Z, temos
9(VxJ)IY.Z) = =B(JX,Y,Z) = B(X.Y,JZ),
obtemos,

B(X,Y,JZ)+ B(Y,X,JZ)+ B(Z,X,JY) =0 (i1)

Fazendo (f) + (1), achamos B(X,Y,JZ) = 0, para todo X,Y,Z € X(M). Fazendo Z =
—J(VxJ)Y, obtemos (VxJ)Y =0, para todo X,Y € X(M) e assim VJ =0 O
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2.3 Geometria Hyperkihler

Definicao 2.3.1. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quase-hyperkahler é
uma quddrupla (g, J1, Jo, J3), onde Ji, sio estruturas quase-complezas, k = 1,2,3, satisfazendo

J1JoJs = —1d e g uma métrica riemanniana em M, hermitiana com respeito a cada Jy.

Observagao 2.3.1. Se (g, J1, Jo, J3) € uma estrutura quase-complexa em M™, entdo dimgM =
m = 4n, para algum n. De fato, tome v € T,M, p € M. Se v # 0, {v, v, Jov, Jsv} é um
conjunto linearmente independente, pois € ortogonal entre si. De fato, dada uma combinacdo
linear

agV + a1J1v + asJov 4+ asJsv = 0

para k =0,1,2,3, 0 = arg(Jxv, Jyv) = arg(v,v), logo a = 0 (onde, por comodidade, colocamos
Jo = Id). Prossequindo, (ou seja, considerando um elemento no complemento ortogonal do
subespago de T,M gerado por {v, Jyv, Jov, Jsv}), como temos dimensdo finita, a dimensdo de

T,M (e por consequéncia, de M) deve ser miltipla de 4.

Observacao 2.3.2. Note que, Jyi, Jo, J3 serem estruturas quase-complexas com JJoJ3 = —Id
equivale a pedir que essas aplicacoes satisfacam as relacoes da dlgebra dos quatérnios. Note
ainda que, dadas (Jy,Jo, J3) satisfazendo essas condigdes, é sempre possivel encontrar uma
métrica hermitiana com respeito a todas as estruturas. De fato, dada uma métrica riemanniana

g em M, coloque

. 1
g(u,v) = Z(Q(Ua v) + g(J1u, Jov) + g(Jou, Jov) + g(Jsu, J5v))

esta métrica claramente satisfaz o que queremos.

Defini¢ao 2.3.2. Uma estrutura quase-hyperkdhler (g, J1, Jo, J3) em M é dita uma estrutura
hyperkdhler, se as estruturas quase-complexas forem paralelas com respeito a conexao de Levi-

Civita, i.e.,
VI, =0 (k=1,2,3)
Neste caso, chamamos (M, g, J1, J2, J3) de variedade hyperkdhler e g de métrica hyperkdhler.

Note que, numa variedade hyperkihler (M, g, Ji, Jo, J3), cada Jy, k = 1,2,3, é integravel
e g ¢ Kahler com respeito a cada J;. Esse fato segue da Proposicao 1.2.4. Mais que isso,

podemos dizer que g é Kahler com respeito & uma 2-esfera de estruturas complexas. Ou seja,
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se a = (ay,as,a3) € S?, definimos J, = a;J; + asJo + azJs. Claramente J, é uma estrutura

quase-complexa, pois

Jg = G%J% + CL1(12J1<]2 + CL1(13J1J3 + CLQ(llJQJl + CL%JQQ + CL26L3J2J3 + CL3(11J3<]1 + CL3(I2J3<]2 + CL?;J??
—(af + a3 + a3)
-1

A métrica g é claramente hermitiana com respeito a J, e VJ, = 0, uma vez que V.J, = 0,
k =1,2,3. Portanto, g é de fato Kahler com respeito a J,, com forma de Kahler

Wy = A1w1 + asws + azws, onde wy sao as formas de Kahler de J,, k =1,2,3.

Observacao 2.3.3. O espaco H" € trivialmente uma variedade hyperkdhler. Estruturas hy-
perkdhler, diferentemente de estruturas Kahler, sao dificeis de construir. Em dimensao 4, por
exemplo, as unicas variedades compactas que admitem estrutura hyperkdihler sao toros e as K3

(superficies complexas, compactas, simplesmente conexas, com fibrado trivial canénico)

Fixe uma das estruturas complexas, digamos Jj, e defina we = wy + iws € Q?(M)c. Clara-
mente, wc é ndo-degenerada (pois wy e w3 0 sd0) e fechada (pois, dwe = dws + idws = 0). Além
disso,

we(JSu,v) = wa(Jiu,v) + iws(Jiu, v)
= g(JoJhu,v) + ig(JsJyu, v)
= —g(Jsu,v) + ig(Jou,v)
= i(g(Jou,v) +ig(g(J3u,v)
= iwc(u,v)
Ou seja, J; nos da uma decomposicio de TM¢ = T A @ TOD1 M. Dai, se estendermos

por C linearidade J;, ws e ws, tomando v € TOYn M (i.e. Jyu = —iu), obtemos que
iwe(u,v) = we(J1u, v) = —iwe(u, v)

Portanto, we é uma (2,0)-forma com respeito a J;. Tal forma é comumente chamada de forma

holomorfo-simplética.

Proposigao 2.3.1. Seja (g, J1, J2, J3) uma estrutura quase-hyperkéihler em M, wy as formas
fundamentais de Jy, k =1,2,3, e V a conexdo de Levi-Civita de (M,g). Sao equivalentes:

1. (g,J1,Jo, J3) € uma estrutura hyperkdihler
2 Vup =0, k=123
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3. dw,=0,k=1,23

Prova.
(1 < 2) Segue da Proposicao 1.2.4
(1 = 3) Trivial, pois dwi(X,Y, Z) = Vxwi(Y,Z) — Vywi(X, Z) + Vzwe(X,Y)
(3 = 1) Basta mostrar a integrabilidade de cada Ji, k = 1,2, 3, pois podemos utilizar novamente
a Proposigao 1.2.4 para concluir que VJ, = 0. Dados u,v € X(M)c e estendendo as formas

fundamentais
wo(u,v) = g(Jou,v) = g(J3J1u,v) = ws(Jiu,v) (*)
Colocando w¢e = ws + iws, vale que
Jiu = tu < i,Wc
Ou seja,
u ¢ um (1,0)-campo com respeito a J; < wa(u, ) = iws(u, )

De fato, se Jiu = iu, pela observagao (*),
wa(u, v) = wy(J1u, v) = ws(iu, v) = wa(u,v) — iws(u,v) =0,
para todo v € X(M)c, i.e., wc(u, ) = 0.
Por outro lado, se 7,w¢c = 0,
0 = wa(u,v) —iws(u,v) = wy(Jiu, v) — ws(iu, v) = ws(Jyu — iu,v), para todo v € X(M)c.
Suponha agora u,v € %(M)b;o (ou seja, Jiu = iu e Jyv = iv)
lup)@WC = (Lo, iu]WC

= L,(i,wc) — i,L,Wc

= —iy(d(in@E) + iy (dwc))

=0

Portanto, [u,v] € %(M)}]’lo e J; é integravel (ver observagao 2.2.5). O

2.3.1 Mapa Momento e Reducao

Variedades hyperkéhler sao bastante inflexiveis e dificeis de construir. Uma das formas mais
bem sucedidas de dar exemplos de variedades hyperkdhler é através do quociente hyperkahler,

que generaliza o teorema de Marsden-Weinstein (de redugdo simplética). Vamos estudar nessa
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secao essa construcao.

Seja (M* g, Ji, Jo, J3) uma variedade hyperkihler e w; = g(Ji-,-), wo = g(Jor,"), w3 =
g(J5-,-) as formas Kahler associadas.
Suponha que um grupo de Lie G compacto age em M preservando a métrica e as estruturas

complexas. Ou seja, se denotarmos a a¢ao por ¢ : G — Dif f(M), para todo h € G vale:
Vrg =9
Ly, ) (dipn(p)v) = dibn(p)(Lpv)

onde, I € {J1,J2,J3}, pe M ev e T,M.
Note que, nesse caso, G também preserva as formas Kahler associadas. Facamos para w

(para wy e ws é totalmente anilogo):

(Vhwi)p(u, v) = wi (Y (p)) (dn(p)u, dibn(p)v) = i) (J1(Vn(P))dibn(p)u, dpn(p)v) =
o) ([dPn () (J1(P)1), dn(p)v) = gp(Sr(p)u, v) = wi(p)(u, v)

Dado £ € g, obtemos o campo X, € X(M), cujo fluxo é dado por ©e,pre). Uma vez que
a derivada de Lie de um tensor qualquer T com respeito ao campo X, ¢ dado por (ﬁxg)p =

%‘t:a (w;fmp(tg)T)p, o fato da acao preservar a métrica e as estruturas complexas nos da que:

Eng = O, £X£J1 = £X§J2 = £X€J3 =0c¢e Engl = £X§w2 = £X£w3 =0

Defina w = wyi+ wyj +wsk € Q(M; ImH). Assim, Lx.w = Lxwii+ Lxwyj+ Lx.wsk =0
e dw = dwii + dwsj + dwsk = 0. Se o : M — g* € um mapa momento para a acao simplética
de G na variedade simplética (M, w,), a € {1,2,3}, podemos condensa-los num tnico mapa.

Este é o chamado mapa momento hyperkihler.
Definicao 2.3.3. Um mapa
W= pi + poj + psk - M — g* @ ImH
¢ dito mapa momento hyperkdhler, se:
1. dp* =ix,w, onde p* :p e M — pu(p)(€)
2. poy, = Adj op, para todo h € G

Observacao 2.3.4. Note que ImH € simplesmente R? e implicitamente fazemos a identificacdo
g* ® ImH ~ Hom(g, Im(H)).
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Considere um mapa momento hypekahler ;1 e tome ¢ € g* ® I'mH invariante pela acao
coadjunta (i.e., ¢ = (17 + (2 + Gk, com Ad;(, = (o, a = 1,2,3, para todo h € G).

Se ¢ & valor regular, ;~'(¢) ¢ variedade diferencidvel de dimensao dimpu~'(() = 4n — 3k,
onde k = dimG = dim(g) = dim(g*). Além disso x~'(¢) é invariante por G: se p € p~'((),
p o ¥n(p) = Adj o pu(p) = Ad; () = ¢. Logo,

G x i (¢) — 1 (<)

Supondo que G age livremente em p'(¢), temos que M, = p(¢)/G é uma variedade diferen-
cidvel de dimensao dimM, = 4n — 4k.

Teorema 2.3.5. Seja G um grupo de Lie compacto que age em uma variedade hyperkdhler
(M*™ . g, J1, Jo, J3). Tome ¢ € g* ® ImH invariante pela acdo coadjunta e suponha que G age
livremente em p='(C). Entao, M, = p~'(C)/G ¢ uma variedade diferencidvel e herda uma

estrutura hyperkdhler de M. Este é o quociente hyperkihler. Mais precisamente,

PO M

|

M
As formas Kahler w), de M, sao tais que ¢*w), = i*w,, o € {1,2,3}.

Antes de demostrarmos o teorema, vamos entender a métrica induzida em M. Note que
7 u () — M, é um G-fibrado principal e a métrica Riemanniana induzida em p~*((),
go = 1*g é G-invariante, logo define uma conexao H, = Vpi. Como vimos, do, : H, — T M¢
¢ um isomorfismo linear e assim, dados vi,vs € Ty, M, existem unicos vy,v; € H, com

dmy(Vy) = V4, @ = 1,2. Defina entao,

g(/Uh UQ) - 90(2717 /JQ)

Esta métrica estd bem definida, pois se ¢ € 77 1(7(p)), ¢ = ¥.(p), para algum a € G. Dai, se
Vs € Hy, tal que dmy(0y) = v, como Hy, = dip,(p)H,, devemos ter v, = di),(p)(va), a = 1,2.
De fato, se 0y = dipe(p)(Va), Ve € Hp, Vo = dmy(73) = drydiba(p)(Va) = dmy(vs). Logo, Vg = U,
Agora,

~—_ —

G(v1,v2) = go(dioy(p)v1, diy(p)v2) = go(v1, Ua)
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Observacao 2.3.6. A construcao dessa métrica permite generalizar naturalmente a reducao
de Marsden-Weinstein para variedades Kihler. E preciso supor adicionalmente que a acdo

preserva o métrica Kdahler da variedade.
Prova. (Teorema 2.3.2) Tome ¢ como no enunciado e seja p € u= ().

1. Vp,, iV, JoV,,, J3V), sao ortogonais entre si:
Dados &, € g,

g(Jl(Xi)pv (Xn)p)i + Q(J2(X£>p7 (Xn)p>j + Q(J3(X£>p7 (Xn)p> =
wp((Xe)p, (Xp)p) = (dlﬁ)/p(Xn)p

Mas, vale p o1, = Adj o p e, em particular, p(v,(exp(tn))) = ¢, para todo t. Dai,
dpip(Xy)p = 0. Como, d/ﬁfa(Xn)p = (dpp(Xy)p)(§), obtemos que

g(Jl(XE)pv (Xn)p)i + Q(J2(X§>pa (Xn>p)j + 9(J3(X£>pa (Xn>p> =0

Ou seja, JiV, LV, JoV, LV, e J5V, L V,. O restante segue das relagoes dos quatérnios

e do fato da métrica ser compativel com as estruturas complexas, e.g., J3V,, L JiV,, pois
9(Js Ji-) = g(J2-, ).

2. u~1(¢) é subvariedade de M:
Vamos mostrar que ¢ ¢ valor regular. Seja p € pu~'(¢), entao du, : T,M — g* ®
Im(H) e (dyy((Xe),))(m) = du(p) (1 (Xe),) = wp((X,)ps J1(Xe),) e pelo item anterior,
isso vale g(J1(X;)p, J1(Xe)p))i = g((Xy)p, (Xe)p)))i. Analogamente, (dpiy(J2(Xe)p))(n) =
9(X)p, (Xe)p)d € (dpp(J3(Xe)p)) (n) = g((Xy)p, (Xe)p)k. Dessa forma, dpy, é sobrejetora.

3. Como (dp,v)(&) = g(J1(Xe)p, v)i + g(J2(Xe)p, v)J + 9(J5(Xe)p, v)k, obtemos que

Ker(duy) = (V)" N (LVy)" N (V)" = (LV, @ LV, & LV,)*

4. Como p~*(¢) ¢ invariante pela acao de G, devemos ter que ¥, : u='(¢) — p=1(¢) é
um difeomorfismo, para todo h € G. Agora, dados h € G e p € u=*((), u(wn(p)) = ¢
0

= dpl 1) (Vn(P)d(Wnl 1) (P) = 0 = dpl,—1)(n(p)) = 0. Logo, du(p)|r,.—1) = 0.
Sendo assim:

1) Jo(Tpun () L V,, a=1,2,3:
Fagamos para a = 1 (os outros casos sao analogos).
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9(J1v, (Xe)p) = wi(v, (Xe)p) = —wi((Xe)p,v) = —dpsi(p)v = (d,u1( Jv)(€) = 0.
Em particular, obtemos J;V, & JoV, & J3V, C (T,u 1 (¢))* C

ii) JoH, C ker(du,), a =1,2,3:

Tome v € H,. Facamos o caso o = 1 (os outros sao analogos).

(da(p)J10,€) = dps§ (p) (J10) = wi((Xe)p, T1v) = g(T1(Xe)p, J1v) = 9((Xe)p,v) = 0
(d2(p)J10,€) = dpis (p) (J10) = wr((Xe)y, J10) = g(J2(Xe)p, 1) = g((Xe)p, Jyv) = 0
(dps(p) 10,€) = dps§(p) (J10) = wa((Xe)ps J10) = g(3(Xe)p, J1v) = =9((Xe)ps Jov) = 0

. Temos que T,M = T,u~"(¢) ® (Trp~ ()" =V, ® H, ® (Top'(¢))*
mas, J1V, ® JoV, ® J5V, C (Tp,u_l(g))L e como dimV, + dimH, + dimJ,V, + dimJ5V,, +
dimJsV, =k + (4n — 4k) + k + k + k = 4n = dimT,M, vale a decomposicao ortogonal:

M=V, ®H,® J\V,® LV, D J5V,
Note que, de fato, dimH, = 4n — 4k pelo isomorfismo linear dr : H,, — Ty, M.

. Por i) e ii) do item 4, para o = 1,2,3, J,H, LV, e J,H, C kerdu,. Entdo, pelo item 3,
concluimos que J,H, C H,,.

. Vamos usar o isomorfismo dr : H, — Ty, M¢ e o fato de que J,H, C H, e que J, é

invariante por G para definir as estruturas quase-complexas em M:
Jan(p) (D) = dmy(Jav)

para a = 1,2, 3, onde v = dm,v, com v € H,,.

Bem definido: Se considerarmos o isomorfismo dmy, ) @ Hy, ) — TrpyM;, como

Hy, ) = din(p)H,, obtemos que Ja7r o(0) = dry, ) (Jadibn(p)v) = dmy, pdn(p)Jav =
d(mo wh)p(Jav) = dm,(J,v).

Claramente, J,, para a = 1,2, 3, satisfazem as condigoes dos quatérnios (pois J, sa-
tisfazem tais condigoes) e sdo estruturas quase-complexas. Além disso, defina W, (-,:) =
G(Ja, ). Ou seja, se pe p () e Oy = dmyvy € Trpy M, com vy € Hp,, [ = 1,2, temos:

G (T (D)) (01, 02) = Grip) (Ja1, 02) = (i*9)p(Jav1, v2) = gp(Jav1, v2)

Vale i*w, = m*w,. De fato, se u=*(¢) e v1,v2 € Tyu () (decomponha cada um na parte

vertical e horizontal, v = vV + vf):
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(I*wa )p(v1, V2) = Wa(p)(v1,v2) = g(Jav1,v2) =
g(JaU{{, Uf) + g(JaU{{, U;/) + g(*]oﬂ]}/vvé{) + g(JaUYv U;/) = g(JaU{{, Uéq) =

wa(p) (i, v5") = Ga(m(p)) (dmyvl!, dmyvs’) = Ga(m(p)) (dmyvr, dmyvs) = (Twa)p(v1, v2)

onde, na quarta igualdade, foi usado i) do item 4 e a invariancia da métrica pelas estruturas
complexas.

Por fim, vamos mostrar que essas 2-formas definidas em M, sao fechadas.
T (dWy) = dr*ls = d(i*w,) = 1"dw, = 0

Mas, 7 (dw,) = 0 = dar)(dmyvy, dryve, dryvg) = 0. Como m @ p='(¢) — M, é
submersao sobrejetiva, segue que dw, = 0.

O

Observacao 2.3.7. Assim como na reducao simplética, o quociente hyperkdihler pode ser for-
mulado mais geralmente quando o quociente possui estrutura de variedade (inclusive quando o

grupo nao € compacto e no conterto de dimensao infinita, como observado em [37], pagina 68).
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Equacoes ADHM

Sejam V e W espagos vetoriais complexos com métrica (produto interno) hermitiana e
suponha dimcV = n e dimcW =r.

Considere o seguinte espago vetorial:
M = End(V) & End(V) & Hom(W,V) & Hom(V,W)
Uma vez escolhidas bases ortonormais para V e W, podemos pensar em V = C" e W = C"
com as métricas hermitianas canonicas. Dai, M = M,,(C) & M, (C) & M,,«,(C) & M,,(C).
Dado z = (By, Bs, I, J) € M, as equagoes ADHM sao:

[By, Bi| + By, B + IIT — JiJ = 0
|Bi, By| +1J =

Vamos mostrar que M é uma variedade (no caso, espaco vetorial) hyperkéhler:

1. Lembremos dois fatos basicos da algebra linear:
i) Se U é um espaco vetorial complexo e h uma métrica hermitiana, a parte real de h é

uma métrica (produto interno) no espaco vetorial real subjacente.

ii) Sejam (Uy, hy) e (Us, he) espagos vetoriais hermitianos. Entao, U; & U é naturalmente

um espago vetorial complexo e h((uy, us), (uy, ub)) = hy(ug, u))+ ho(ug, uy) é uma métrica
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hermitiana em U; @ Us.

1
Como Re(z) = 5(2—1—2) e h(a, B) = tr(afB’) é uma métrica hermitiana em M,,;(C), dados
x=(By1,By,1,J),y= (B],B%, I, j) € M, temos a seguinte métrica em M:

1 - - - - - - - -
9(z,y) = Etr(Ble + BBl + ByBy' + ByBy + ITT + I1t + JJT + JJ)

Ou, como o traco é um operador comutativo, podemos escrever os tiltimos dois termos
como J'J + J'J, de modo que as somas dentro do traco se fazem por matrizes n por n
(usaremos esta forma para a métrica daqui para frente).

o~~~

2. Temos 3 estruturas complexas em M, 1, 7, k:

A'(Bl,BQ,I J) = (iBy,iBy,il,iJ)
J(By, By, I, J) = (=Bl Bl,—Jt I

S~

1}
Note que i, j k satisfazem as condi¢oes dos quaternlos (;2 = j = k2 = m = —1).
Como k = zy, basta mostrar que ¢ P2 } —1 e que zg ji. E claro que P2 = —1,

72(By, Ba,I,J) = j(—BS, Bi, —Jt, 1) = —(By, Bs, I, J) ¢1j(By, Bo, I, J) = (—iB},iBI, —iJt il),
enquanto ji(By, By, I,.J) = (iBY, —iB],iJt, —iI").

3. A métrica g é compativel com as estruturas complexas acima definidas:

~

g(a,y) = g(iz,iy) = g(jx, 7y) = g(kz, ky)

A compatibilidade de ie clara, enquanto a de /]\ ¢ uma conta simples levando em con-
sideracao a comutatividade do traco. A compatibilidade de k£ é consequéncia direta das

outras duas.

4. Considere as formas wi(z,y) = g(iz,y), wa(z,y) = g(jz,y) e ws(z,y) = g(kz,y). Visto
que g é métrica, segue que as formas sdo nao-degeneradas. Além disso, como Z/j\j@'\ Sa0

estruturas complexas e temos a compatibilidade com a métrica, tais formas sao anti-
simétricas (por exemplo, wy(z,y) = g(iz,y) = g(—=z,iy) = —g(iy, x) = —wi (y, z)).
Considere agora a a¢ao de U(n) em M:

h-(By, By, I,J) = (hBih™ ' hBoh™' hI, Jh™)

Esta acao preserva as estruturas complexas:
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J(h-(By, By, 1,J)) = j(hByh™', hBoh™' kI, Jh~') = j(hByht, hByht b, Jht) =
(=hBInt, hBInt, —hJt, ITht) = (h(=By)th=* hBIA= h(—JT), ITh~1) =
h- (=B, Bl =J I") = h- (j(By, By, I, J))

A terceira relagao segue diretamente das duas anteriores.

Note que a agao também preserva a métrica pela comutatividade do trago (e usando o fato
que h™t = hf, para h € U(n)):

g(h-z,h-y) = g((hByh™*, hBsh™, hI, Jh™"), (hRBih™', hBoh ™' I, Jh™1)) =
1 - - - - - - -
5ltr(mBlBJfrl By BIh" + hBoBy h' + hBoBYh=" + hITTh=" + hITTh=" + hJdagJh~" +
hJUIR™Y) = g(x,y)

Dado ¢ € u(n) (ie. & € M,(C), tal que £ + £ = 0), vamos calcular o campo de vetores
fundamental X¢:

Seja x € M, (X¢), = dip(1,)€, onde ¢, : h € U(n) — h -z € M.
Considere 7y : (—¢,e) — U(n) diferenciavel, com v(0) = 1,, e 7/(0) = £. Entao,
T

(Xe)o = (¥2079)'(0). Como (1) = 4(8)~", ¥ oy (t) = (v(t) Biy(t)',v(t) B2y (1), ()L, Ty ()).
Portanto, derivando em t=0 e usando que +'(¢) € u(n), obtemos:

(Xe)e = (€, Bu], [§, B2, &1, = J¢§)

onde z = (By, B, I, JJ) € M e [-,:] ¢ o colchete de Lie de matrizes (comutador).

Calculando w; obtemos:

o~

wi(z,y) = gliz,y) = %tr(BlélT — BBl + BQ.BNQT — ByBY 4+ 1T — ITF — JtJ 4+ JtJ)

Podemos pensar em B como a fun¢do que projeta M em seu primeiro fator (i.e., M,(C)) e se-
guindo essa linha, podemos introduzir a seguinte 2-forma dBl/\dBI((Bl, By, 1,.J), (Bl, Bs, I, j)) =
BlélT — BlBI. Seguindo esse raciocinio, a forma w; se escreve como:

wy = %tr(dBl AdB] + dBy A dBl +dI AdIT — dJF A dJ) = db,
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onde 6, = %tr(BldBI + BydBS + IdIt — Jt A dJ).

Vamos calcular (X¢), = ([€, Bi, [€, B2], &I, —J&) em 6;:
O(Xe). = Sir(BilE B! + Bole, Bof! + 11161 + 717¢)
Mas, & = —¢ e [¢, Bi]l = (€B1) — (Bif)' = = B¢ +¢B] = [€, B]], logo:
01(Xe)o = %tr(—BlBk + BiEB — ByBI¢ + Byt BY — ITTe + JJe) =
%tr(—BlBk + BIBi€ — BoBl¢ + BiBot — ITH¢ + J1J¢) =
%tr(([Bl, Bl + By, BY) + 11T — JtJ)¢t)

Note que, se denotarmos por ¢y, : © € M +— h -z, temos que ;0 = 0 (uma vez que di, = )
e assim, aplicando o Lema 2.1.1, temos um mapa momento p; : M — g* para a a¢do de U(n)

na variedade simplética (M, w; ), dado por:
7
(@) (§) = —01(Xe)o = 5757”(([31731] + By, B + 11T — JTJ)¢)

Vamos identificar u(n) ~ u(n)* via o produto interno (4, B) = tr(AB"). Obtemos assim,

1
() = Z([Bl, Bl] + [By, BY] + It — J'J)

Calculemos agora ws:
~ —1 ~ ~ ~ ~ ~ - ~ -
wr(w,y) = g(j.y) = —-tr(B1By + BiB," — BoB, — BIB,' + [J+ JUIIt — IJ — JiIT
E assim,
~1
wy = —~tr(dBy A dBy + dBY N dBl + dJ A dI + dJt A dIT) = db,
1
onde 0 = _tr(BidB; + BldB} + 1dJ — JtdIt).
Temos que:
1
02(Xe)o = Str(BidBy + BidB} + Id.J] — J1dIY)([§, Bil. [€, B, €1, - J§) =

1 1
Str(Bilg, B + Bll¢, By)t — 1J¢ 4 JiIT¢) = 517 (B16B2 — BiBag — BIB,t¢ + BIBl¢Bl —
~1
LJE+ JU¢ + ByBi§ — BaBi§ + BIBIE — BIBIE) = —tr(([By, Bo] + [B], BY + 1] — J'I)¢)
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Utilizando o mesmo raciocinio anterior, o mapa momento associado a a¢ao de U(n) na variedade
simplética (M, wy) é:
-1

pio(z) = 7([Bl, B,] + [Bl, Bl + 1] — J'I')

Para ws:

1 (,d3(l'7 y) - g(if\lf,y) = g((_ZB;r’lBL _ZJT7 ZIT)’ (élv BQ? f? j)) -
étr(—iBgB}T BBy + BBy — iByBy — iJT It +ilJ + iJ T —ilJ) =
1 - . . 5 - . .
?tr(BlTBg BBy — BIBy + BBy JIT — [J— JTIT 1 LJ)
2
1
Dai, ws = dfs, onde 05 = —-tr(B1dB; — BldB} + IdJ + JtdIt).
1
Além disso:

1
03(Xe)o = o:tr(BidBy — BlAB] + IdJ + J1dI')([&, B, [§, Ba), €1, - J€) =

Lir(Bul€. Bal — B, Bulf — 1€ - JH1tE) =

1
5t (Bi&By — BiBat + BiBl¢ — Bi¢BY — 1J¢ — JtIte) =
1

ot (BaBi€ — BiBag + BiBl¢ — BIBl¢ — 17 — JtIte) =

(B, B - (BB + 1+ 710

1

O mapa momento associado a a¢ao de U(n) na variedade simplética (M, ws) é:

—1
ps(r) = E([BlaBQ] - [BLB;] +1J+ JT)

E conveniente introduzir a seguinte forma complexa:
we = Wy + iW3 = dtT’(Blng + ]dJ) = d@(c
onde Oc = 05 + i03. Assim, temos o seguinte mapa momento complexo:

pe(z) = (p2 +ips)(r) = —([By, Bo] + 1)

Esses 3 mapas momento constituem um mapa momento hyperkihler (u = (u1, p2, p3)) e
podemos considerar o seguinte quociente

pi(0) N g (0)

M(r,n) = Un)

83



Como este espaco possui singularidades, podemos considerar o subconjunto no qual ele é uma
variedade diferenciavel (que, como vimos, corresponde aos pontos onde a a¢ao é livre). Defina

entao
M (r;n) = {[(B1, B, I, J)] € M(r,n); (B, By, I,J) tem estabilizador trivial em U(n)}

Note que dimpM™(r,n) = 4(n® + nr) — 4n? = 4nr (pois dimgG = dimgU(n) = n?) e este
espaco ¢ hyperkéhler. Certos subespacos de M(r,n) desempenham um papel muito importante

na teoria de calibre, como seré explicado na proxima secao.

3.1.1 Consideracoes sobre a construcao ADHM de instantons

A equagao de anti-auto-dualidade (F,, = —*F,) ¢ uma equagao diferencial parcial nao-linear
de primeira ordem, que, pelo menos localmente, pode ser considerada eliptica. Apesar de, em
geral, solucoes serem bastante dificeis de encontrar, no caso em que a variedade base é R*, todas
solucoes podem ser dadas a partir de métodos de algebra linear. Esta ¢ a chamada construcao
ADHM de instantons e sua formulagao é devida a M. Atiyah, V. Drinfeld, N. Hitchin e Y.
Manin [2].

Vamos esbocar a idéia de como, a partir de matrizes satisfazendo as equacoes ADHM, é
possivel se obter um instanton. Um tratamento preciso da correspondéncia pode ser encontrado
em [11], [2], [10].

Seja (By, Ba, I,J) € p~1(0) € M (i.e., satisfazendo as equa¢oes ADHM). Identifiquemos
R* ~ C?, por (1, T2, 73, 74) — (21, 22), onde 21 = x1 + iTy € 2o = 13 + ix4. Defina para cada
2= (21,2) € C?

o, V—>VoeVelW

Bl + 211
o, = BQ+221
J

B.:VaeVeW —V

622(—82—221 Bl—|—211 [)

onde 1 representa a matriz identidade nxn (Idy). Se pedirmos que essa associagdo varie de

maneira suave, ou seja, se temos mapas suaves « : C2 — Hom(V,V oV & W) e
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B:C%2— Hom(V @V @ W, V), obtemos o seguinte mapa entre fibrados triviais sobre R*
V- Svevew -Lv
Temos que [By, Bo]+1J =0 = foa=0. De fato,

62 o, = (—BQ - Zgl)(Bl + 211) + (Bl + 211)(32 + 221) + I1J =
—BQBl - ZlBQ - ZZBl - 2’1221 + BlBQ + ZQBl + ZlBQ -+ 21221 -+ I1J= BlBQ — BzBl + I1J=0

Ker
Portanto, Ima, C Kerf,, para todo z € R*. Defina entdo, E, = i

Ima,

Observacao 3.1.1. Como os espagos vetoriais tem produto interno hermitiano,
Ima, ® (Ima,)t =V e Ve W e assim, ker3, = Ima, ® (KerB, ® (Ima,)t)).
Portanto, E, ~ (Kerf3, ® (Ima,)t) — (Ve Vo W) x {z}.

Se o, é injetora e 3, é sobrejetora, para todo z € R* (condigao de regularidade), os espagos
vetoriais F, formam um fibrado sobre R?, o qual denotaremos por E (quando as aplicagoes o
e [ sao holomorfas, o fibrado E ¢ um fibrado holomorfo, geralmente denominado cohomologia
da monada dada por a e ). Este tem posto igual a rank(E) = dimKerB, — dimIma, =
n+r—n=r.

Note ainda que, se introduzirmos o mapa R: VeV oW — VeV

B
()

temos que KerR, = Kerf3, N Keral. Mas, al = ([maz)L e assim, KerR, = F..
A idéia agora é achar a projecao ortogonal P : V&V @& W — E. Com isso, podemos

definir uma conexao em E projetando por P a conexao trivial do fibrado V & V @& W e verifica-
se que esta ¢ um instanton. O mapa R é usado para mostrar que as fibras de E satisfazem a

propriedade E(., .,) = E(.,q.2.q), onde ¢ € H, visto através da identificacdo ¢ = ( % —h )7
a1 Q2

com ¢1,¢2 € C. Portanto, pode-se considerar E como um fibrado sobre a variedade HP' ~ S*
e calcula-se a carga topologica (que é simplesmente a segunda classe de Chern do fibrado, para

G = SU(r), por exemplo). A correspondéncia precisa é:

Teorema 3.1.2. Existe uma correspondéncia 1-1 entre o espaco de moduli de SU(r)-instantons

framed com segunda classe de Chern igual a n e solugoes requlares da equacao ADHM mddulo

U(V), onde dimV =n e dimW =r.
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Observacgao 3.1.3. Considerando um SU(r)-fibrado principal P sobre S* e firando um ponto
mg € S*, um instanton framed é um par (w, ), onde ¢ € Py, € um ponto na fibra de my e
w um instanton. Quocienta-se o espaco dos instantons framed pelo grupo das transformacoes
de calibre que fivam mg. FEste é o espaco de moduli do enunciado do teorema. Neste caso,

costuma-se pensar em S* = C*> U {oo} (i.e., a compactifica¢io a um ponto de C?).

3.2 Espaco de Moduli de Conexoes Planas

Seja ¥ uma superficie de Riemann conexa e fechada (i.e., uma variedade complexa de di-
mensao 1, compacta e sem bordo), G um grupo de Lie compacto e conexo, e m : P — ¥ um
G-fibrado principal.

Vimos que o grupo de transformacoes de calibre G, que pode ser visto como CX(P;G),
age a direita no espago de conexdes A do fibrado principal P(X,G). Dada A € A C QY(P;g)

(reservamos a letra w para a forma simplética definida mais a frente), considere a 2-forma de

1
curvatura associada Q4 € Q%(P;g) (dada, pela Proposicao 1.3.5, por Q4 = dA + Q[A,A]).
Temos entao que f € CF(P;G) age em A e Q4 (Proposi¢ao 1.4.2) por

A f=Ads(A)+ 40
Qup=Qu- f=Adp1(Q)

Sendo G um grupo de Lie compacto, existe produto interno Ad-invariante na algebra de Lie

g e podemos considerar o pareamento induzido
<A >g0 Q(S5gp) X (S gp) — QD)

Além disso, dada uma 1-forma de conexao A € A C QY(P;g) e o, 8 € T4 A ~ Q'(Z;9p), a
compacidade da superficie nos permite definir

WA(CY,ﬁ):/E<a/\ﬁ >4

Observacao 3.2.1. Denotemos por < -,- > o produto interno Ad-invariante de g. FEntao,
dados x,y,z € g, temos que < Ad(exp(tz))y, Ad(exp(tz)z >=<y,z >, para todo t € R. Uma
vez que Ad(exp(tx)) = exp(ad(tz)), derivando em t =0, temos que

<[z, yl, 2>+ <y,[z,2] >=0
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Vimos que, dada A € A, temos uma derivada covariante d, : Q4(M;gp) — QI (M; gp).
Vamos mostrar o seguinte lema técnico, que serd utilizado mais a frente na demonstragao da

Proposicao 3.4.1.
Lema 3.2.1. Seja A € A e considere ¢ € Q" (X;9p), n € Q°(3;9p), entdo
d<oAn>y=<dap N >z + (=1)" <o N dan >4

Prova. As formas ¢ e n sao descritas localmente (em U,) por formas ¢, € Q" (U,;g) e

Na € 2°(Uy; g). Vamos suprimir o indice a para ndo deixar a notacao tao carregada, de modo

que, se {&1,...,&} é uma base de g, escrevemos
¢=9" @&
n=ne%¢

onde, ¢' € Q" (U,) e n* € Q°(U,). Note que estamos usando a notagao de Einstein, ou seja,
subentendemos o somatorio sempre que tivermos indices iguais em posigoes diferente (i.e., um

em cima outro embaixo). Dessa forma, < ¢ An >,€ Q" "*(M) é dado em U, por
PN <&y &>
e assim, d < ¢ An >4 é dado por
A" AY) < &,& >= (do' AP + (=1)" ¢ Adi) < &.,&; >

Agora, pela Proposigao 1.3.11, (dy()a = d(u + [s5A4, (], onde ¢ € Q4(M;gp). Coloquemos
entdo st A = a' ® &, onde a' € Q'(U,). Portanto,

(Kdap An >g)a =do" An® < &, & > +a' ANg" An® < [€,6],& >

(< gb A dA'r] >g)a - QSZ A dT/S < gzﬁgs > +¢T A ai A 778 < fra [5@755] >
Mas, ¢" Aa' An® = (=1)"a’ A ¢" An® e, pela Observagao 3.4.1,

temos que < &, [&, &) >= — < [§,&],& >. Portanto,os termos com a’’s cancelam e obtemos

(< dad An >q +(=1)" < @ Adan >g)a = (dd' A0° + (=1)"¢" Adn®) < &, & >

Lema 3.2.2. w € uma forma simplética em A.
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Prova. Claramente w, é bilinear, pela linearidade da integral e bilinearidade do produto
exterior de formas e produto interno. Como o produto exterior de formas é anti-simétrico, o
pareamento considerado também serd e temos w € Q%(A).

Como o espac¢o das 1-formas de conexao A ¢ um espaco afim, modelado em Q'(%; gp),
podemos identificar cada Ty A ~ Q(3; gp) e, como w, independe de A, concluimos que dw = 0.

Além disso, w é nao-degenerada. De fato, dada A € A e a € Ty A, temos que

2
wa(a, *a) = / < aNxa >g= HaHLQ(A2(T*E)®gp)
)
Assim, wy(a, xa) > 0, com igualdade se, e somente se, o = 0. ([l

Observacao 3.2.2. Dado & € Lie(G) ~ I'(gp), £(m) = [p, v(p)], para algum mapa diferencidvel
¢ : Py, — g, satisfazendo ¢(p - g) = Adg-1(p(p)). Definimos, em 1.4, exp(§) € I'(P x¢ G)
por exp(§)(m) = [p,exp(p(p))], que corresponde & fungdo fe(p) = exp(p(p)), uma vez que

fe(p - 9) = exp(Ady-1(p(p))) = Cyrexp(p(p)) = g fe(p)g. No que segue, confundiremos
exp(§) e fe, sempre que estiver claro qual dos dois estamos considerando.

Lema 3.2.3. Seja € € Lie(G) ~T'(gp). O campo de vetores fundamental X¢ € X(A), induzido

pela acao de G em A € dado por
(Xe)a = dal

para cada A € A.

Prova. Temos que Pela definicao,

(Xe)a = %’tzofbexp(tﬁ)
= il (Adeapag) A+ eap(t€)"0
= ad_¢(A)+ $|,_, dLeap(—1edexp(t€)

= _[gv A] + df
= daé

onde foi usado que dLcgp0) = Id e dexp(0) = 0 (além da proposicao 1.3.11 para £ = gp). [

Dado f € C¥(P;G), denote

LDfIA—>A
A A-f
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Vamos mostrar que essa agao é simplética (i.e., Yiw = w). Para isso precisamos do seguinte

lema.

Lema 3.2.4. Seja a € T4 A, entao
d¢f(A)& = Adf—1 (Oé)

Prova. Seja y(t) = A+ ta. Como A ¢ espago afim modelado em Q!(3;gp), a curva v é
uma curva diferenciavel em A, com 7(0) = A e v/(0) = «, de modo que dyos(A)a = (¢ 07)'(0).
Lembrando que o produto interno em g é Ad-invariante, o resultado segue do seguinte célculo

direto

dpp(A)a = | _ (A+ta)-f
%\tzo Ady-1(A) + tAds-(a) + f*0)
= Adfq(a)

Lema 3.2.5. G age simpleticamente em (A,w).

Prova. Dados A€ A, o, € TaA e f € CX(P;G),

(W)a(8) = was(dip(A)a,dis(A)P)
wa.f(Ads-1(A), Adg-1(B))
fz < Adfﬂoz A Adfflﬁ >4
Jo <an B>

= WA(Oé7ﬁ)

O
Vimos que, dada A € A, a 2-forma de curvatura {24 correspondia & uma 2-forma F, €

O%(M; gp). Podemos considerar entdo o mapa
F:A— Q3 0p) ~ (X5 gp))" = (Lie(9))"

onde o isomorfismo Q*(3; gp) =~ (2°(3;gp))* é dado pelo pareamneto definido anteriormente,
ou seja, n € Q*(X; gp) corresponde a [ <nA- >z (Q(Z;gp))*.
Observacao 3.2.3. Dado A € A, Fa € dada localmente (em U,) por (Fa)o = $5Qa €
1
D%(Uy; 9), e vale (Fa)o = d(shA) + 5[3:;/1, st Al. Tomando v € Ty A,
(FA-‘rtV)Oé = d(SaA) + 5[304‘47 saA] + t(d(say) + 5([3041/7 SozA] + [SoaA’ Salj])) + E[Salj7 SaV]
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Como [sEA, stv] = (=) sty s5 Al e (dav)o = d(siy) + [s5A, s'v], obtemos que
2

t
(FA+t1/>a = (FA)a + t(dAV)a + 5[5:;”7 SZV]

e, em particular,

d
-, F v)a — d el
G| e =)

Proposicao 3.2.1. A aplicacao

p=—F:A— (Lie(G))"
€ um mapa momento para a acao do grupo de transformacoes de calibre no espago de conexdes
de P(%, Q).

Prova. Vamos mostrar que
i) Dados f € C¥(P;G), A€ Ae o € Lie(G)

(u(@r(A))0) = = s < Fay Ao >g

mas, Fay = Ads-1(Fa). Aqui hd um pouco de abuso de notagdo. Como vimos F4 é dada
por {(Fa)a = 5.5 € Q2(Un,0)}. Da, se m € Un, Fa(m)(u,v) = [sa(m), Fa(m)(u,v)]. Mas,
Qap=Qa-f=Ads-1(Q24) e aplicando o pullback de s,, obtemos que (Fa.f)q = Ads-1((Fa)a)

e assim, pela Ad-invariancia do produto interno em g, obtemos

((@r(A)(0) = = fx < Adpr(Fa) Ao >g=
= Js < (Fa) N Ady-1(0) >g= p(A)(Adg-10) = ((Adj o p)(A))(0)

ii) Dado o € Lie(G), u7(A) = (u(A))(0) = [ < —Fa Ao >, temos assim que, dado v € Ty A,

du’(A)v = d( [y < —F No >>)(A)v
= %‘t:0f2<_FA+tV/\O->g

0bs3.4.3
= — fE <dsv Ao >4
Lema3.4.1 d d
= Je—fsd<viAo>;— [, <vAdso >,

Stok
ohes [ <y Adac >

= _f2<V/\(Xa)A >g
- fz <(Xo)a AV >4
= wa((Xs)a,v)
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Note que, a estrela de Hodge (estendida para formas com valores no fibrado gp) em 1-
formas *Q'(M; gp) — QY(M; gp) satisfaz x> = —Id. Logo, podemos definir uma estrutura
quase-complexa em A

Ja(a) = xa

onde v € Ty A, a € A. A estrela de Hodge também nos d4 uma métrica no espaco de conexdes

gA(a,B)i/E<a/\*5 >4

a, B € ThA. Claramente esta métrica é hermitiana, pois

gtta )=~ [

<*aAB>g:/<aA*5>g
b

by

onde usamos que *a A B = #2a A %8 = —a A *3.

Note ainda que nossa forma simplética w(«, 5) = g(Ja, f)

w(a,ﬁ)—/z<oc/\ﬂ>g—/2<*aA*B>g—g(Joc,B)

Portanto, temos uma estrutura Kahler em A.

Essa discussao pode ser facilmente generalizada para o caso em que a base do fibrado é uma
variedade simplética compacta X" (ou Kihler). Como a forma simplética é fechada, temos

uma forma simplética no espaco de conexoes

w(a,ﬁ):/x<a/\5>g/\w”_1

E de maneira andloga, a acao do grupo de transformagoes de calibre G em A nos fornece o
mapa momento

p(A) = —=Fa A Wt

Este assunto ¢ tratado com detalhes em [11] (capitulo 6).

Note ainda que, se X é uma variedade hyperkidhler de dimensao quatro, temos para cada
forma Kahler w;, j = 1,2,3, de X, uma forma simplética (Kéhler, uma vez fixada a métrica
gla,f) = [y < a A8 >; em A) no espago de conexdes. Em particular, as estruturas
complexas de X induzem estruturas complexas no espaco de conexoes, que herda uma estrutura
hyperkihler. Além disso, temos mapas momento dados por p;(A) = —F4 A w; e podemos

condensé-los num mapa momento hyperkéhler p = (uy, po, 113).
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Como observado em [37] (se¢gao 3.2), as formas wy,ws, w3 geram o espaco das 2-formas

auto-duais, de modo que
p o) {AeA; Fi=0}
G g

Ou seja, o espago de moduli de instantons (com singularidades). Em particular, eliminando

pontos ruins, tém-se uma estrutura hyperkihler nesse espaco.

Apesar de estarmos trabalhando em espacos compactos, é possivel entender essa constru-
¢do em espagos nao-compactos, como R?* (que é hyperkiihler). Com as ferramentas de analise
apropriadas obtém-se uma estrutura de variedade hyperkéhler no espago de moduli de SU(r)-

instantons framed (com segunda classe de Chern fixada).
Para finalizar, cabe comentar que a correspondéncia dada pela construcao ADHM de ins-

tantons (teorema 3.1.2) é, na verdade, uma isometria hyperkdhler. Tal fato esta provado em
[30].
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Apéndice A
Formas Diferenciais

Com o intuito de estabelecer notacao e enunciar alguns resultados classicos usados no texto,
vamos discutir alguns aspectos da teoria de formas diferenciais usuais e com valores em fibrados
vetoriais. Esta se¢do é baseada em [28], [34].

Se M é uma variedade diferenciavel, uma k-forma diferencial o € Q¥(M) é uma secio do
fibrado vetorial A*T*M — M, e dado p € M,

ap  TyM x ... xT,M — R

é uma aplicacao k-linear alternada. Alternativamente, é possivel pensar em a como uma apli-

cagao C°°(M)-linear em cada uma das k entradas e alternada
a:X(M)x...x X(M)— C*(M)

definida da maneira natural (i.e., a(Xq, ..., Xg)(p) = p((X1)ps - - -, (Xk)p), onde Xy, ..., X} €
X(M) e, por abuso de notacdo, denotamos as duas aplica¢oes por «).
Com essa identificacao, a derivada exterior se da por:

k+1
da(Xla s 7Xk+1) - Z<_1)i+1Xi(a<X17 S ’Xi7 s 7Xk+1))

i=1
+ Z(—l)i—’_j()é([Xi,XjL Xl, ce a)?zﬁ PN ,)?j, PN 7Xk+1)
i<j
onde X; significa que o campo X; foi omitido e, dada f € C°(M) e X € X(M), X(f) € C=(M)
¢ definida por X (f)(p) = X,(f) = df,(X,). Além disso, [X;, X;] € X(M) ¢ o colchete de Lie de
dois campos (i.e., [X;, X;](f) = X1(Xa(f)) — Xa(X1(f)), onde f € C*(M)).
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Em particular, se @ é uma 1-forma, vale que:
do( X1, X2) = X1(o(X2)) — Xo(a(X1)) — a[X1, X3])

De uma forma mais geral, podemos definir uma k-forma de M com valores num fibrado
vetorial E — M como uma secao do produto tensorial dos fibrados em questao, i.e., a €
[(A*T*M ® E) e denotaremos esse espago por QF(M; E). Assim, dado p € M:

ap  TyM x ... x T,M — E,

é uma aplicacao k-linear alternada. Em particular, se V é um espaco vetoriale V = M xV —
M & o fibrado trivial, denotamos por Q*(M; V) = QF(M; V).
Além disso, a nossa identificacdo para formas usuais se traduz, nesse contexto, em uma

aplicacdo C*°(M)-linear em cada uma das k entradas e alternada
a:X(M)x...xX(M)—T'(F)

Denotemos por
Q(M; E) = o (M; E)

Este é naturalmente um modulo graduado sobre a algebra graduada Q(M), onde a agao (a
esquerda)
A QF(M) x QY (M E) — Q7 (M E)

¢ definida estendo por linearidade
aN(fRs)=(aNp)®s

onde v € Q¥(M), QY (M) e s € I'(E). De maneira analoga, temos uma agao a esquerda e vale
aAy=(=1k~yAa,onde a € Q*(M)eye Q(M;E).
Vamos voltar nossa atengao para QF(M;V). Seja a € QF(M;V). Fixada uma base de V

{v1,..., v}, temos que
T
a = Z (07X
i=1
onde v; € QF(M). Podemos entao definir

do = i doyv;
i=1
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e claramente essa definicao independe da base de V tomada. O produto exterior, no entanto,

nao se generaliza tao facilmente. Temos um mapa natural

A:QP(M; V) x QUM; V) — QPY(M;V @ V)

que associa («a, ) € QP(M;V) x QI(M;V), onde o = Z%Ui e = Zﬁz’% ao elemento
i=1 i=1

aNfp = Z(ai A Bij)v; @ vj. Se V é dotado de multiplicagdo (i.e. uma aplicagao linear
VeV —l;] X;), obtemos, por composi¢ao, um mapa QP(M; V) x QI(M;V) — QPFTI(M; V).
Note que, se W & outro espago vetorial e temos uma acao W x V' — V| podemos definir de
maneira analoga QP (M; W) x QU(M; V) — QPT(M; V) (em particular, W = End(V') fornece
um exemplo dessa situacao).

Um caso de extrema importancia ocorre quando V é a algebra de Lie de um grupo de Lie

G. Neste caso, a multiplicacao é o colchete de Lie e denotamos também por colchetes o mapa
[ ] QP(M; 9) x QI(M; g) — QPH(M; g).
Em particular, se a € QY(M; g),

[, a](X,Y) = [a(X), a(Y)] = [a(Y), a(X)] = 2[a(X), a(Y)]
Lema A.0.6. Sejam o, 8,7 € Q(M;g) formas cujos graus sio p, q e r, respectivamente. Entdo
1. [B,a] = (=1)P* o, ]
2. (=), [a B + (=D)%[B, [y, ] + (=1)"[e, [,7]] = O
3. dla, 8] = [da, B] + (—=1)P|a, dP]

O lema acima segue diretamente das propriedades das formas diferenciais usuais e do fato
do colchete de Lie ser anti-simétrico e satisfazer a identidade de Jacobi.

Note que, todo grupo de Lie G vem equipado com uma 1-forma com valores na &lgebra de
Lie, a forma de Maurer-Cartan #. Dado g € G, esta forma é definida por 0(g) = dL,-1(g) :
T,G — g.

Proposicao A.0.2. A forma de Maurer-Cartan satisfaz:
1. Ly0=10
2. R0 = Ady—0
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1
3. df + 5[0,9] =0 (equagdo estrutural)

Lema A.0.7. Seja P uma variedade e G um grupo de Lie. Se a € Q' (P;g) e f: P — G,
entio Adsj-1a € QY (P;g) e temos

d(AdfflOé) = AdffldOZ - [f*e, Adffla]
Prova. Podemos ver Ad;-1 € Q°(P; GL(g)) e temos o pareamento natural com formas com
valores na algebra de Lie. Assim,
d(AdfflOé) = d(Adffl) N« —|— Adf&doz

Vamos calcular d(Adg-1) € Q'(P; GL(g). Seja entdo v uma curva suave em P com y(0) =p e
7/(0) = . Assim, d(Adf—1)pU = %‘t:o Adf—l(v(t)).

Escreva, f~'(y(t)) = f~'(p)h(t), onde h(t) = Lysp f~'(7(t)). Ou seja, h(0) = e € G e
(0) = (/1) 0)pv.
Temos entao que Adg-1(y)) = Adg-1(,)Adyy). Portanto,

d(Adf—l)pU = Adf_l(p)adh/(o) = Adf_l(p)[((f’l)*é)pv, ]
Dessa forma,
(d(Adg-1) Nar)y = Adpr[(f71)0, alp = [Adpr)(f )0, Adyryop] = —[(F70)p, Adp1 0]

Na tltima igualdade foi usado implicitamente que se a : P — G, aa™' : P — {e} C G e
assim (da)a™' + a(da™') = 0. O

Mostraremos a seguir que dado um fibrado principal P(M,G) e uma representacao p :
G — GL(V), onde V é um espago vetorial, as formas de M com valores no fibrado associado

E = P x,V correspondem a certas formas em P com valores em V.
Defini¢ao A.0.1. Dizemos que uma forma o € QF(P,V) € bdsica, se
1. Yra= p(g~ Y, para todo g € G

2. A forma se anula quando aplicada em vetores verticais (em qualquer uma de suas entra-

das)
Denotaremos o espaco das k-formas bdsicas por Q& (P, V).

Proposigdo A.0.3. Eziste uma isomorfismo entre Qf(P,V) e QF(M, E), onde E =P x, V.
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Prova. Seja a € Q&(P,V). Vamos definir @ € QF(M, E). Dados m € M, 7; € T,,M,
j=1,...,k,epen(m)C P, como 7 é submersao, existem 7; € T,,P tais que dr(p)7; = 7;.
Definimos entao

alm)(m,...,m) = [p,a(p)(71, ..., 7%)]
Primeiramente, observe que se dn(p)7; = 7;, 7; — 73 € V,, = ker(dr,) e como a é uma forma
basica, a(p)(7i, . . . ,7%, oy Tk) = a(p)(71,...,Tj, ..., Tg). Portanto, ndo ha problemas na escolha
dos vetores 7;. Para mostrar que & estd bem definida ainda precisamos mostrar que nao importa
o elemento de P,, tomado. Como qualquer outro elemento da fibra é da forma p- g, para algum

g€ G,edn(p-g)di,(p)7; = drn(p)7; = 75, ficamos com a seguinte expressao

[p-g,a(p-g)(dbg(P)T1, ..., dYy(p)T)] = [p- 9, Wia)()(T1,. .., )] =

P~ g.p(g~ ) ap) (A1, 7)) = [P, a(p) (71, - 7))
Essa associagao é claramente linear. Por outro lado, dado 3 € QF(M, E), definimos B(p)(ﬁ, e TR) =
v, onde o elemento de V é dado por B(w(p))(dx(p)ry, ..., dx(p)7,) = [p,v]. Claramente, 5 €
Q'(“P, V') e esta se anula em vetores verticais. Agora, 3(m(p-g))(dn(p)diy(p)Ti, ..., dw(p)di,(p)T) =
B(x(p)(dr(p)7, ... dr(p)7) = [p,v] = [p- g, p(g~")v]. Portanto,

(w;B)(p)(Tlv s 7Tk) = ﬁ(p : g)(dwg(p)ﬁ? s 7d¢g(p)7-k) = p(g_l)U = p(g_1>(ﬁ~<p)(7-1> e 7Tk))

e assim, 5 € Q&L(P,V).
Esta ¢ uma bijecdo. De fato, considere o € Q& (P, V) i a € QF(M, E) — & € QL(P,V).

Assim, a(m(p))(dr(p)Ti, ..., dn(p)7e) = [p,a(p)(71,...,7)] e assim, o = &. Considere agora
B e QNM,E) — f € QZ(P,V) — B € QM,E). Se dn(p)i; = 75, j = 1,...,k, com
m(p) = m, temos que B(m)(r1,...,7) = [p, B(P)(71, ..., 7)) = B(m)(dn(p)7, ... dr(p)7) =
B(m) (1, ..., Tk)- ]

Para finalizar essa secao vamos fazer um comentario sobre formas com valores no fibrado
associado E = P x,V, onde s, : U, — P|y, sao as secOes que correspondem as trivializacoes
do fibrado P(M,G). Dada ¢ € Qf(M, E), em U,, podemos definir ¢, € Q¥(U,,V) por ¢ =
[Sas Ca]- Note que em U,p as definigdes devem coincidir, de modo que, como sz = S, - gug,
devemos ter que, nos pontos da interse¢ao, [sa,Ca] = [98, (5] = [Sas P(Gap)(s]- Ou seja, (, =
p(9as)Cs- Reciprocamente, dadas k-formas (, € Q*(U,, V) satisfazendo (, = p(gas)Cs em Uag,
obtemos uma forma global ¢ € QF(M, E) dada localmente (em U,) por [sq, Cal-

Seja ¢ € QL (P, V) a forma que corresponde a . Temos entao que (, = 535 De fato,
(55 )m (71, - s k) = C(86(m))(dsa(m)T1, . . ., dse(m)Ty). Como mos, = Idy,, vale dr(p)dsqs(m)7; =
7;, para cada j, e assim ((m)(7y,..., 1) = [ a(m), {(sa(m))(dsa(m)Ty, . .., dsa(m)m))].
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Formas Diferenciais Complexas

Seja M uma variedade diferenciavel. Como vimos anteriormente podemos considerar formas
diferenciais em espagos vetoriais V. Se V = C, chamamos o € QF(M; C) de k-forma diferencial
complexa. Em particular, como C é um corpo, o produto exterior se generaliza naturalmente.
Geralmente, denotaremos Q*(M;C) por QF(M)c e pensaremos num elemento o € QF(M)c,
como a = ay + iy, onde g, as € QF(M); o que condiz com o fato de tal forma poder ser vista

como uma segao diferenciavel do fibrado vetorial complexo cujas fibras sdo A*((T,M)c)*.

Sejam o = a1 + i € Q" (M)c e =1 + 18y € Q°(M)c. Entao,

a/\ﬁ = Ozl/\ﬁl—Ofg/\ﬁz+i(0&1/\ﬁz+0&g/\51)
do = doy +idas

e assim temos,
aNp = (-1)"BA«
? = 0
aANB = @
A dltima afirmacao segue do seguinte calculo a—/\ﬁ =1 AB1—aa APy —i(an APot+as A By) =
(cn — i) A (B — i52).
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Apéndice B
Forma volume e Estrela de Hodge

Seja V um espaco vetorial. Considere o seguinte espaco vetorial

s

rV)=V®.. VeV '®.. V*

T S

Temos da algebra linear os seguintes isomorfismos:
Proposicao B.0.4. Se V é um espaco vetorial real, entao

T(V)=TXV)~{f:V x...xV — R s — lineares}

T"(V)=Tf{(V)={f: V" x...xV* — R r —lineares}
~—_—— ——

r

Definicao B.0.2. Seja M uma variedade. TT (M) = U TI(T,M) ¢ naturalmente um fibrado
peEM
vetorial sobre M. Chamamos de campo tensorial de grau (r, s) uma segdo deste fibrado.

Definicao B.0.3. Uma métrica riemanniana numa variedade diferencidvel M é um campo

tensorial g simétrico de grau (0,2) positivo definido.

Dessa forma, g, : T,M x T,M — R ¢ um produto interno, para cada p € M. Além disso,

dada uma carta local {U, (x1,...,z,)} de M, podemos escrever amétrica como

glv = Z gijd:vi ® dx’

ij=1

onde Gij (p) = gp( aiz‘

nida.

0
p’ 0z lp

), gij € C(U), e (gi;(p)) é uma matriz simétrica e positiva defi-
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O fato de g, : T,M x T,M — R ser positivo definido, nos d4, em particular, que esta
forma bilinear é nao-degenerada. De fato, se g,(u,v) = 0, para todo v € T,M, tomando v = u,
obtemos que u = 0. Assim, a métrica nos d& um isomorfismo entre T, M e Ty M, que se estende
a um isomorfismo entre campos de vetores e 1-formas de M.

Podemos entao, através desse isomorfismo, produzir um produto interno em cada 77 M e
assim uma métrica (como na defini¢do 1.2.3) no fibrado cotangente.

O isomorfismo g, : T,M — TyM, u + g,(-,u), nos da que {g(-, %‘p)} ¢ uma base de
T,M, para cada p € U. Assim,

- 5,
dr' = " ajigl(, 507

J=1

n
Portanto, E grjaj; = 0F. Ou seja, (a;;) é a matriz inversa de (g;;) e denotaremos a;; por g*.

J=1
n

. ! ,
Dessa forma, a 1-forma local dz* corresponde ao campo local Zg” el Defina assim

- T
Jj=1

o "0 "0
g = gdat,da?) = g(> g™ ==Y g7 5-)
— ox — ox

Y 0gg =Y gligag? =) 0igY =gY
s=1

r,s=1 r,s=1

em U, e estenda por bilinearidade.
Podemos generalizar essa métrica para o fibrado vetorial das k-formas através do determi-
nante. Se oy, 3; € QY (M), i=1,...,k

(@A A, LA Ba) = det((g(eu, B7)))

e novamente estenda por bilinearidade.
Note que, dada uma variedade riemanniana (M,g) existe uma forma volume privilegiada, a
qual denotaremos dvol. Esta tem a propriedade de que, se {uy,...,u,} é uma base ortonormal

orientada de T,M, entdo dvol(uy,...,u,) = 1. De fato, seja (U, (xy,...,x,)) uma carta local
0
oxt ?
obtemos um referencial local ortonormal cujo dual wy,...,w,, como vimos, fornece uma base

de M. Entao, aplicando o processo de Gram-Schmidt para os campos locais 1=1,...,n,

ortonormal para T*U. Se wi,...,w,, é outra base ortonormal, com respeito ao aberto U’, temos

que Aw; = w, em UNU’, para alguma A € O(n) e
Awi Ao N Awy = det(A)wr Ao Awy = 2w AL Awy,
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dai, no caso em que {wy,...,w,} e {w],...,w,} pertencem & mesma orientacdo, det(A) =1 e
estas formas definem uma n-forma global em M. Em particular, se (U, (z1,...,x,)) é uma carta
local que define a orientacao,

. 1
dzy A ... ANdz,,dzy A ... Adz,) = det(g?) =
(dxy T, ATy Tp) et(g”) Jet (o)

e assim,
dvol|y = +/detg;jdzy A ... Ndz,,

Se M é compacto, definimos o volume de M por

vol (M) :/ dvol
M

Em uma variedade riemanniana orientada (M",g), temos um isomorfismo natural entre
A’“T;M ~ A”‘kT;M, para cada p € M. De fato, se {wy,...,w,} é uma base ortonormal de
T M, entao definimos * : AkT;M — A”_kT;M por

k(Wi Ao Awg) = Wk AWy

onde o sinal positivo é tomado se a base ordenada {wy,...,w,} estd na mesma classe da orie-
tacdo, i.e., da forma de volume (caso contrario, toma-se o sinal negativo).

Note que, em particular, se {wy,...,w,} é orientado positivamente,
xl=wi A...Awpex(w A...Aw,) =1

A estrela de Hodge seré o operador definido globalmente x : Q%(M) — Q"=¥(M). Conclui-
mos que a imagem de uma k-forma diferenciavel por * &, de fato, uma (n-k)-forma diferenciavel
considerando sua expressao local por um referencial ortonormal positivo. Vamos resumir as

propriedades da estrela de Hodge abaixo.

Proposigao B.0.5. Sejam f,g € C®(M) e o, 3 € Q¥(M). Entdo,

b~

c#(fatgB)=frat+gxp
2. xxa = (—1)kn=kq

3. aAxf = (a, B)dvol

4. *(a A xB) = (a, )

5. (v, %8) = (a, B)
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A demostragao da proposigao (ver 34| , pagina 152, por exemplo) é simples, uma vez que
é suficiente provar cada identidade no caso de espagos vetoriais tomando uma base ortonormal
positiva e analisando os sinais.

Sejam a, 3 € QF(M) k-formas com suporte compacto (ou, simplesmente, k-formas, supondo

M compacto). Definimos entao o produto interno L? por

<o, f> = [,(a,B)dvol
= [N

Em particlar, a norma L? sera denotada por [|a|/3. = [,, o A *a.
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Apéndice C
(Geometria Riemanniana

Seja M uma variedade e ' — M um fibrado vetorial. Como vimos, uma conexao em E é
uma aplicacao linear

V:D(E) — Q'(M; E)

satisfazendo a regra de Leibniz. Como vimos no apéndice A, Q'(M; E) corresponde as apli-
cagoes C°°(M)-lineraes X(M) — I'(E) (a condigao da aplicacao ser alternada é vicua nesse
caso). Entio, dados s € T'(E) e X € X(M), temos que Vxs = (Vs)X € ['(E) e V;xs = fVxs,
onde f € C*°(M). Além disso, a regra de Leibniz nos da que

(Vfs)X =df (X)s+ f(Vs)X
Ou seja, como X (f) = df(X) € C*°(M), obtemos
@st = X(f)S + f@xs

Na literatura, muitas vezes, uma conexao no fibrado vetorial é apresentada como um mapa
V : X(M) x I'(E) — I'(E) bilinear que ¢ C*°(M)-linear na primeira entrada e satisfaz
Vxfs = X(f)s + fVxs (como V definida acima). Em particular. Claramente essas no-
cOes sdo equivalentes através de Vxs = (Vs)X. Denotaremos ambas pelo mesmo simbolo V e

o contexto deixaré claro qual dos mapas estamos tomando.

Counsidere agora o fibrado tangente £ = T'M. Uma conexdo em M (i.e., em TM) é um mapa
V:X(M)xX(M)— X(M)
Em particular, ¢ comum chamar VxY de deriwada covariante de Y na direcao de X.
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Uma conexdo V em M induz uma conexdo em cada fibrado vetorial 77 (M) — M, que,
por abuso de notagao, denotaremos também por V. Esta conexao é tnica e pode ser obtida

pedindo que
1. Em TM, a conexao concorda com a conexao dada
2. Para fungoes f € C=(M) (i.e., TO9(M)), Vx f = X(f)

3. Para campos tensoriais quaisquer, F e G, vale a regra do produto com respeito ao produto

tensorial desses campos

Vx(FRG)=VxF®G+FoVxG

4. V comuta com a contracao entre campos de tensores.

Pelo item 4, se w € Q' (M) e X, Y € X(M), devemos ter Vy(w(Y)) = (Vxw)Y + w(VxY)
e como w(Y) € C®(M), (Vxw)Y = X(w(Y)) —w(VxY). Aplicando as propriedades acima,

chegamos que para um (r,s)-campo tensorial F, e X € X(M), temos que
(VXF)(wla"ww?";}/lv"'a}/tS) = X(F(wla"'vw’r’a}/lw"a}/:s))

—ZF(wl,...,wai,...,wr,}/i,...,}/;)
=1

=3 Flwr,...,w, Y1, VxY, Y
=1

onde, os w; € QY(M), Y; € X(M).
Aqui, vemos F : Q' (M) x ... x QY(M) x X(M) x ... x X(M) — C>(M), C=(M)-linear

em cada uma das entradas. Note que V em 1-formas ((0,1) campos tensoriais) & C°(M)-
linear na primeira entrada e assim V & C°°(M)-linear na primeira entrada para campos de
tensores gerais, pela formula anterior. Além disso, se f,g € C®°(M) e X € X(M), (fX)(g9) =
dg(fX) = fdgX = FX(g) e X(fg) = d(fg)X = df(gX) + fdgX = gX(f) + fX(g). Portanto,
VxfF = X(f)F + fVxF e V, pela formula deduzida, é de fato uma conexao em 77 (M).
Como V x F foi unicamente deduzido pelas condicoes pedidas, temos que, esta é a tnica cone-

xao satisfazendo essas propriedades.

Observagio C.0.4. Se F é um (1,8) campo tensorial, VF € QY(M;T"(M)). Ou seja, VF :
X(M) — T(Tr(M)), C=(M)-linear. Mas, T(TT(M)) = X(M)®" @ Q' (M)®* e o fato da
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aplicacao ser C°°(M)-linear, nos permite pensar em VF € (T} (M)), i.e., um (r, s+1)

campo tensorial. Mais explicitamente,
VF(wy,...,w, Y1, .., Y, X) =V F(wy,...,w, Yy, ..., Ys)
onde 0s w; € QY (M) e X,Y; € X(M).

Considere agora uma métrica riemanniana g em M. Um célebre teorema devido a John
Nash [38] diz que, dada uma variedade riemanianna (M,g), existe um mergulho isométrico
i:(M,g) — (RY,g) (i.e., i ¢ mergulho e g = i*g) para algum N. Aqui, se (z1,...,7y) sd0 as

coordenadas de RV, g = da, ® dzi+. + dry@dxy. No espaco euclidiano temos uma conexao
8
canonica dada por VxY = Z X(Y" ,onde Y = Z YZ . Isso induz uma conexao em

M tomando as projecoes ortogonals de VxY em TM, onde X, Y € X(M) foram estendidos de

maneira arbitraria a RY. Essa conexao em M, V, é compativel com a métrica, ou seja,
X(g(Y,2)) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

e é sem torcao, no sentido que
VxY = VyX = [X,Y]
E um resultado célebre de geometria riemanniana que, dada uma variedade riemanniana

(M,g), existe uma tnica conexdo em M compativel com a métrica e sem torgdo. Esta é a

chamada conexao de Levi- Civita.

Observacao C.0.5. Como vimos anteriormente, (Vxg)(Y,Z) = X(g(Y,Z2)) — 9g(VxY,Z) —
9(Y,VxZ). Portanto, a compatibilidade de uma conexdo V com a métrica equivale a Vg =0

(i.e., que o tensor métrica seja paralelo a conexdo).

Considere entao (M,g) munida da conexao de Levi-Civita V. Assim como feito para fibrados
tensoriais, uma conexao em M também induz, de maneira natural, conexoes nos fibrados das

poténcias exteriores. Em particular, se o € QF(M) e X € X(M)
k
VXOC(}/I77YI€) :X(a(ifbvyk)) - ZO(<1/177VX}/;77Y1€>
i=1

Mas, como vimos no apéndice A,

k
dOf(YE]7>Yk):ZY( (%7"'7 ) +Z H_]a Y;,Y;] YE))“'?

=0 1<j

=0
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Se V ¢ a conexao de Levi-Civita, temos, em particular, que [Y;,Y;] = VyY; — Vy Y. Dai,

notando que se ¢ < 7, vale

Vya(Yo, ...V, . Vi) =Yi(a(Yo,.... Y. .. ) = D a(Ye,.... Vi .. Vi)Y, )

—

<

e podemos concluir que

do(Yy, ..., Yi) = > (=1)'Vya(Ys,....Y,, ..., Vi)
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Apéndice D
Sobre o fibrado vetorial gg

Seja P(M,G) um fibrado principal e E' = P x,V o fibrado vetorial associado & representagao
p: G — GL(V). Temos um mapa natural de fibrados (vetoriais)

E:gp — End(E)
Este deve ser dado, para cada m € M, por uma aplicacao linear
:m : (gP)m — End(Em)

Seja entao, [p,¢(p)] € (gp)m (i.e., 7(p) =m e ©(p-g) = Ady-1(p(p))). Defina

Emllp, o)) : B — Ep,
[p,v] = [p,dp(e)(p(p))v]

Note que, se este mapa estiver bem definido, temos imediatamente que =, ([p, ¢(p)]) € End(E,,)
e =2, € Hom((gp)m, End(E,,)) e assim = é, de fato, um mapa entre fibrados. Vamos ver que

tal aplicacao estd bem definido.

Counsidere [p- g, o(p- 9)] = [p.»(p)]. Entdo,

En(lp- 9,0 9))(p,v]) = ([ 9,0 9))p-g,p(g " )v])
- g, dp(e)(Adg-19(p))plg~")v]
,p(e) '

ple
dp(e)(Adg-1¢(p))p(g~")]

Mas, p(e)dp(e)(Ady-10(p))p(97") = Cygdp(e)(Adg-19(p)). Como p(g) € GL(V), temos que
Chg) = dC,g)(e) e assim, pela regra da cadeia, p(e)dp(e)(Adg-10(p))p(g~")v = d(Cyg 0 po
Cy-1)(e)(p(p))v. Agora, CpgyopoCyr : h € G+ p(9)p(g~thg)p(97*) = p(h). Portanto,
Enlp- 9,90 9)]) = Znllp, 0 (P))-

=S [I]
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Nesse trabalho, optamos por trabalhar no A&mbito mais geral dos fibrados principais. Muitas
vezes na literatura, no entanto, a teoria de calibre é desenvolvida em fibrados vetoriais, cujos
grupos de estrutura foram reduzidos a um grupo de Lie de matrizes G. Nessa formulacao, o
fibrado vetorial é o associado ao principal, via a representacao natural de inclusao. Nesse caso,
a imagem do fibrado de éalgebras de Lie (inclusdo) pelo mapa acima é usualmente denotada por
g5 (Le., E(gr) = 95).

Em particular, a curvatura F, € Q?(M;gp) pode ser vista como F, € Q*(M;gg). Isso
condiz com o fato da curvatura em fibrados vetoriais poder ser vista localmente como uma

matriz de 2-formas locais, uma vez que gg C End(E).
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