Universidade Estadual de Campinas

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matemaética

! Tese de Doutorado
E

grupos pro-p

por

|
i Aline G. S. Pinto |
|

Doutorado em Matemstica - Campinas - 8P

|
Propriedades homolégicas de

Orientadora: Prof. Dra. Dessislava H. Kochloukova

I’ Este trabalho contou com apoio financeiro da FAPESP.
I

H
s —




Propriedades homolégicas

de grupos pro-p

Bste exemplar corrasponde & redacio
final da tese devidamente corrigida
e defendida por Aline Gomes da
sSilva Pinto e aprovada pela comissao

julgadora.

Campinas, 22 de Julho de 2005.

{Orientadora)

Banca examinadora:

Prof. Dra. Dessislava H. Kochloukova.
Prof. Dr. Antdnio José Engler.

Prof. Dr. Flavio Ulhoa Coelho.

Prof. Dr. Pavel Zalesski.

Prof. Dr. Said Najati Sidki.

Tese apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagio
Cientifica, UNICAMP como requisito

parcial para obtencdo do titulc de

Doutor em Matemitica.




Tese de Doutorado defendida em 22 de julho de 2005 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof (a). Dr (a%ﬁSSiSLA‘VA HRISTOVA KOCHLOUKOVA

Al

Prof. (a). Dr (a). AX

Prof. (a). Dr (a). SATD NAJATI SIDKI

Dok Zotessh

Prof. (a). Dr (a). PAVEL ZALESSKI

Prof. () Dr. (2) FLAVIO ULHOA COELHO




b,

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecario: Maria Filia Milan: Rodrigues — CRBRa/ 2118

Pinto, Aline Gomes da Silva
P&58p Propriedades homoldgicas de grupos pro-p / Aline Gomes da Silva
Pinto - Campinas, [S.P. S, 2005,

Orientadeora : Dessislava Hristova Kochioukova
Tese {doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matematica, Estatistica e Computagio Cientifica.

1. Grupos profinitos. 2. Teoria dos grupos. 3, Aigebra homolégica.
L Kochloukova, Dessislava Hristova. II. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matemdtica, Estatistica ¢ Computacio Cientifica.
HI Titulo.

Titulo em inglés: Homological properties of DIo-p groups.

Paiavras-chave em inglés {Keywords): 1. Profinite groups. Z. Group theory. 3. Homological
algebra,

Area de concentracio: Aigebra
TitulagZo: Doutor em Matematica

Banca examinadora: Prof. Dra. Dessislava H. Kochioukova (IME-UNICAP)
Prof. Dr. Anténio José Engler (IME-UNICAF)
Prof. Dr. Said Najati Sidki {UNB-Brasilia)
Prof. Dr. Pavel Zalesski (UNB-Brasilia)
Prof. Dr. Flavio Uthoa Coelho {USP-SP)

Data da defesa; 22/07/2005




Dedico este trabalhe Gos meus

pais € ao Marcelo




|

Ao Marcelo que esteve ao meu lado participando de todos 03 momentos.

Aos meus pals gue sempre me Incentivaram, lutaram e se sacrificaram pela minha

formacgac.

}

A professora Dessislava, pela orientacio, acompanhando de perto todos os passos,

sugerindo os temas e esclarecendo dividas.

— Aos professores da banca, em especial ao professor Pavel pelas correcdes e pelo seu

incentivo.
— A todos os amigos, pelos momentos de descontracio.

— A todos os professores e funciondrios do IMECC.

{

A FAPESP, pelo apoio financeiro.



Neste trabalho, provamos dois resultados sobre propriedades homelégicas de grupos pro-p.
O primeiro responde positivamente & conjectura de J. King que afirma que, se & é um grupo
pro-p metabeliano finitamente gerado e m um inteiro positivo, entdoc & mergulha como
subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano de tipo homolégico FF,.. O segundo
resultado caracteriza mdédulos pro-p B de tipo homoldgico F'P,, sobre [[Z,G]], onde G é um
grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado, dado pela extensdo de um
grupo pro-p abeliano A por um grupo pro-p sbelianc @, e B ¢ um [[Z,Q]-médulo pro-p
finitamente gerado que é visto como um [[Z,G]]-médulo pro-p via a projecdo de G — Q. A
caracterizacao é dada em termos do invariante para grupos pro-p metabelianos introduzido
por J. King [15] e é uma generalizacio do caso onde B = Z, ¢ o anel de inteiros p-adicos
considerado como G-médulo trivial, que dé a classificacdo dos grupos pro-p metabelianos de

tipo homoldgico F'F,, provado por D. Kochloukova [18].




In this work, we prove two results about homological properties of metabelian pro-p groups.
The first one answers positively a conjecture suggested by J. King that, if G is a finitely
generated metabelian pro-p group and m a positive integer, G embeds in a metabelian
pro-p group of homological type F'F,. The second result caracterize the modules B of
homological type FF,, over [[Z,G], where G is a topologically finitely generated metabelian
pro-p group that is an extension of A by @, with A and @ abelian, and B is a finitely
generated pro-p [[Z,Q]-module that is viewed as a pro-p [[Z,G]-module via the projection
G — (). The characterization is given in terms of the invariant introduced by J. King [15]
and is a generalization of the case when B = Z, is considered as a trivial [[Z,G]}-module, that
gives the classification of metabelian pro-p groups of type F Py, proved by D. Kochioukova
[18].
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Introducao

Neste trabalho estudamos propriedades homoldgicas de grupos pro-p metabeliancs finita-
mente gerados e de mddulos pro-p scbre tals grupos. A motivacio dos problemas estudados
vem de perguntas semelhantes dentro da categoria de grupos abstratoes.

Um grupo abstrato G é metabeliano se existe uma seqiiéncia exata curta de grupos
—A—-G—-—>0

com A e (} abelianos. Como A mergulha como um subgrupo normal abelianc em G, temos
que G age via conjugagdo em A. Como a agdo conjugaciio de A nele mesmo é trivial,
segue que A é um @-mddulo via conjugagio em G. Além disso, é bem conhecido que &
& finitamente gerado se, e somente se, () € um grupo abeliano finitamente gerado ¢ 4 &
finitamente gerado como um (F-médulo.

O estudo sobre grupos abstratos metabelianos finitamente apresentdveis ganhou um novo
ponto de vista quando, em 1980, Bieri e Strebel [6] definiram um novoe invariante para gru-
pos metabeliancs finitamente gerados. O invariante de Bieri e Strebel 24 estd associado ao
J-modulo finitamente gerade A. A partir deste invariante, os autores estabeleceram uma
condicdo necessdria e suficiente para determinar, dentre os grupos G metabelianos finita-
mente gerados, guais eram finitamente apresentéveis [6, Teorema A]. Os métodos utilizados
também estabeleceram quando G é finitamente apresentavel em termos de suas propriedades
homoldgicas. Um grupo G é de tipo homolégico F P, (sobre Z) se o anel de inteiros Z con-
siderado como G-mddulo trivial possui uma resclucdo projetiva, na categoria de G-mdédulos

abstratos, tal que os mddulos em dimensdes menor ou igual & m s8¢ fnitamente gerados.




Bieri e Strebel provaram gue um grupo metabeliano G ¢ finitamente apresentavel se, e so-
mente se, G € de tipo F P, [6, Teorema 5.4].

Posteriormente, o invariante de Bieri e Strebel fol utilizado para o estudo de propriedades
homolégicas F P, de grupos metabelianocs, para m arbitrério, por Bieri e Groves [3]. Este

sstudo deu origem & conhecida Conjectura FFP,,.

Conjectura F P, [3]. Seja A «— G — ) uma seqiiéncia exata curta de grupos {abstratos)
com A e (§ abelianos e G finitamente gerado. Entdo G é de tipo F'F, scbre Z se, e somente

se, A4 é “m-tame” como ZJ-mddulo.

A condigio “m-tame” é dada em termos do invariante L4 de Bierl e Strebel que, para
m = 2, reduz-se & mesma estabelecida para garantir que & € finitamente apresentavel. A
Conjectura £ F,, fol sugerida em 1982 por Bleri e Groves e ainda é um problema em aberto,
estando j4 resolvida em alguns casos particulares [6, 5, 1, 18].

Em sua tese de doutorado {12] Jeremy King estudou, entre outras coisas, de que forma re-
sultados conhecidos sobre grupos abstratos finitamente apresentaveis se comportavam dentro
da categoria de grupos pro-p como, por exemplo, a relagho entre ser finitamente apresentavel
e propriedades homolégicas, tecremas de imersdo e o invariante de Bieri e Strebel. Além
disso, King estudou propriedades homoldgicas gerais de grupos pro-p e estabeleceu a versio
pro-p da Conjectura FF,. Em alguns casos ele provou teoremas anslogos e em outros
apareceram diferencas importantes.

Um grupo pro-p é um grupo topoldgico G dade pelo limite inverso de um sistema de
p-grupos finitos, cada um equipado com a topologia discreta. Um [[Z,G]]-médulo pro-p é
um grupo pro-p abeliano M junto com uma aplicacio continua {[Z,G]] x M — M cuja
restricdo Z, x M — M é dada pela acdo natural de Z, em M. Aqui, [{Z,G]] é a élgebra
de grupo completa de & sobre o anel de inteiros p-ddicos Z, que pode ser definida como o
limite inverso de dlgebras de grupo abstratas (veja Secdo 1.2). Um grupo pro-p G € de tipo
homolégico F Py, (sobre Zy) se Z,, considerado como [[Z,G)l-médulo pro-p via a agio trivial
de G, possui uma resolucdo projetiva, dentre da categoria de [[Z,G]-mddulos pro-p, tal que
os médulos em dimens&o menor ou igual a m s&o finitamente gerados. Mals detalhes sobre
a categoria de grupos pro-p e suas propriedades homolégicas encontram-se no Capitulo 1.

A principal diferenca, sobre as propriedades homoldgicas, entre as categorias de grupos

pro-p e grupos abstratos € dada pelo seguinte teorema.

Teorerma 1.28 [14]. Seja G um grupo pro-p e m um inteiro positive (ou m = oo}, Suponha



gue S é um anel pro-p, Noetheriane, quociente de {[Z,G]]. Entdo G € de tipo homoldgico

F P, schre Z, se, ¢ somente se. ¢ i-ésimo grupo de homologia H;(G, 5 de G com coeficientes
™ £ & i R Bl

em S é finitamente gerado como um S-moddulo pro-p & direita para i < m (pars todo ¢ se

™= ool

No caso de grupos abstratos, a condi¢io sobre os grupos de homologia no Teorema 1.26 €
necesséria, conforme provado por Bieri e Groves em [3]. Contudo, a condiciio néo € suficiente
mesmo no caso de grupos abstratos metabelianos. Considere, por exemplo, o grupo dado pelo
produto semi-direto {¢) X Z[1/6], onde ¥ tem ordem infinita e age em Z[1/6] por multiplicacio
por 2/3. Temos que H;(G,Z) é isomorfo a G/[G, G], que neste exemplo é ciclico infinito, e
Hy{(GZ) é o multiplicador de Schur de G, que neste caso é trivial, mas & n8o é de tipo F P
sobre Z [30, pg. 269].

Um grupo pro-p (7 € topologicamente gerado por um subconjunto X se o subgrupo
abstrato gerado por X é denso em (. Se existe um tal subconjunto X finito, G é dito
topologicamente finitamente gerado. As dimensdes de H:(G,F,) e Hz(G, TF,) sao o nlmero
minimal de geradores topoldgicos e relagdes de G, respectivamente (veja Coroldrio 1.25).
Entao segue do Teorema 1.26 que G € finitamente apresentavel se, e somente se, & é de tipo
homoldgico F P, sobre Z, (Coroldrio 1.27). Este resultado é verdadeiro para grupos abstratos
somente na direcio “<”, id que segue da versao abstrata do Teorema 1.26. Entretanto se
exigirmos que G seja metabeliano, Bieri e Strebel [6, Teorema 5.4] provaram que o resultado
também é verdadeiro na outra diregio. Bestvina e Brady {2] mostraram que existem grupos
abstratos (nfdo metabelianos) de tipo F P, sobre Z que nio sdo finitamente apresentaveis.

Um grupo pro-p G é metabeliano se possui um subgrupe normal fechado abeliano A
tal que ¢ = G/A também € abeliano ou, equivalentemente, existe uma seqiiéncia exata de
grupos Pro-p

00— A—G—Q—0

com homomeorfismos continuos tal que A e () sBo abelianos. Temos que um grupo pro-p
metabeliano & € topologicamente finitamente gerado se, e somente se, {J é um grupo pro-p
abeliano finitamente gerado ¢ A é finitamente gerado como um [|Z,@]]-médulo pro-p (veja
Lema 1.32).

Baseando-se no invariante de Bleri e Strebel, King definiu um invariante para grupos pro-p
metabelianos topologicamente finitamente gerados (veja Secdo 1.6). Seja F o fecho algébrico
de F, e F|[T]] a dlgebra das séries de poténcias formais com grupo de unidades F[[T}*.

Seja ¢ um grupoc pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado e A um [[Z,Q]-mdédulo



pro-p finitamente gerado. O invariante de King é definido por

A Q) = {v € Hom{Q,F[T") | Annz,q(4) < KerT} U {1},

L

onde ¥ : [{Z,Q)]] — F[[T7} é a extensio do homomorfismo continuo v : @ — F{[T}* dada pela
propriedade universal da dlgebra de grupo completa [[Z,Q]] (Definiciio 1.9). Propriedades
semelhantes as do invariante de Bleri e Strebel foram provadas para A 4(Q), mas também
apareceram diferencas. O invariante de grupos pro-p naoc possul nenhuma geometria, en-
quanto o invariante de Bieri e Strebel tem muitas propriedades geoméiricas. Em geral, toda
a geometria dos métodos existentes no caso discreto € perdida no caso de grupos pro-p. Isso
estabelece uma grande diferencga entre as duas categorias, embora normalmente os métodos
homoldgicos traduzam-se do caso discreto para © Casc pro-p.

Devido as diferengas enire as duas categorias, problemas que na categoria de grupos
abstratos ainda ndo foram resolvidos tém se revelado possiveis de resolver no caso de grupos
pro-p. Um exemplo importante é a Conjectura F'F,,. Sua versao pro-p fol sugerida por King
em sua fese de doutorade em 1995 e fol completamente resolvida por Kochloukova em 2600

[18, Teorema D], classificando assim os grupos pro-p metabelianos de tipo F FPp,.

Teorema 1.42 [18, Teorema DJ. Suponhaque 1 — A — G — @ — 1 é uma seqiidneia
exata de grupos pro-p, onde G € topelogicamente finitamente gerado, A e (@ sao abelianos.

Considere A como um [[Z,Q]]-mbdulo pro-p via conjugacio em G. Entdo sdo equivalentes:
(i} G é de tipo homoldgico F'F, sobre Zy;

(ii) o m-ésimo produto tensorial completo @ZA de A é um [[Z,Q]}-mddule pro-p finita-

mente gerado via a acao diagonal de (J;

(iii} a m-ésima poténcia exterior completa f\Zp(é) de A é um [[Z,Q]]-médulo pro-p finita-

mente gerado via a agio diagonal de {J;

(iv) o m~ésimo produto tensorial simétrico completo §£; (A) de A é um [[Z,Q)]-mddulo

pro-p finitamente gerado via a agio diagonal de @;

(v) Aé “m-tame” sobre [[Z,Q1], isto é, se vy, Vo, . .., Um € A4(Q) satisfazem v1vg - U = 1

entAo Uy = Vg == - = Uy, = 1.

Os resultados apresentados nesta tese estdo exatamente nesta direcdo. Nos propomos a
resolver, na categoria de grupos pro-p, dois problemas formulados inicialmente para grupos

abstratos e que ainda nfo foram totalmente resolvidos nesta categoria.



No Capitulo 1 apresentamos as definicOes e os resultados sobre propriedades homoldgicas
de grupos pro-p provados por King e Kochloukova [13, 14, 15, 18], A proposta do capitulo
& juntar definicbes e resultados importantes para a leitura dos capitulos seguintes, onde

apresentamos nossos resultados.

No Capitulo 2 provamos um resultado de imersio de grupos pro-p metabelianos. King
provou em sua tese de doutorado [12] que todo grupo pro-p metabeliano topologicamente
finitamente gerado & mergulha em um grupo pro-p metabeliano finitamente apresentdvel
(veja Teorema 1.41} e conjecturou que, para cada m fixado, ¢ mergulha em um grupo pro-p

de tipo F P, sobre Z,. O Capitulo 2 é dedicado & prova desta conjectura.

Tecorema A. Seja G um grupe pro-p metabelianc topologicamente finitamente gerado.
Fntdo, pare cada mimero natural m, & mergulhe como subgrupo fechado em um grupo pro-p

metabeliano de tipo homoldgico F'F,, sobre Z,.

No caso de grupos abstratos € ainda um problema em aberto se todo grupo metabeliano
finitamente gerado G mergulha em um grupoe metabeliano de tipo 7 P, sobre Z. Atualmente
isso é valido para m = 4 [11, Coroldrio 1] e est4 provado que um grupe abstrato metabeliano
finitamente gerado & mergulha em um quociente de um grupo metabeliano de tipo F P,
[11, Teorema 2]. No caso de algebras de Lie essa propriedade estd completamente entendida.
Uma dlgebra de Lie metabeliana finitamente gerada sobre um corpo & mergulha em uma
algebra de Lie metabeliana de tipo F'F, se, e somente se, a caracteristica p de & é U ou
0 <m < plil, Teorema 1].

E interessante observar que nossa prova para o Teorema A nio estd contida na categoria
de grupos pro-p. Apesar de o invariante A 4(Q) capturar todas as informacdes necessdrias
para estabelecer o tipo homolégico de um grupo pro-p metabeliano finitamente gerado, fazer
calculos diretos com o invariante é bastante dificil. Nossa prova evita tals calculos utilizando
alguns resultados conhecidos que relacionam valorizacBes com produtos tenseriais abstratos
finitamente gerados [4]. Tais resultados sfo apresentados na Secdo 2.1, bem como nosso
primeiro resultado auxiliar para a prova do Teorema A (veja Teorema 2.5). Voltamos para
oS grupos pro-p através de alguns sistemas e limites inversos especificos que apresentamos
na SecBo 2.2 (Lema 2.8) a qual é dedicada & prova do Tecrema A. Os resultados do Capftulo
2 estao submetidos para publicagio [21],

Seja G um grupo pro-p e B um [[Z,G]]-mdédulo pro-p. Dizemos que B é de tipo homolégico

FF,, sobre {[Z,G]] se B tem uma resolucio [[Z,G]]-projetiva onde todos os médulos em



dimensdo menor ou igual & m sdo fnitamenie gerados. No Caplitulo 3 damos uma resposta
positiva para a versao pro-p de uma conjectura que pode ser vista como uma generalizagao
da Conjectura F' P, e que classifica o tipo homoldgico de certos médulos pro-p sobre grupos
pro-p metabelianos finitamente gerados. Estamos intersssados em mddulos pro-p B sobre a
algebra de grupo completa [[Z,Gl], onde G é um grupo pro-p topologicamente finitamente
gerado que é visto como uma extensdo de A por (J, com 4 e Q abelianos, e B é um [Z,Q]-
médulo pro-p finltamente gerado que é viste como um {[Z,G]-médulo pro-p via a projegéo
G — (. A classificacio ¢ dada em termos do invariante A.(Q) assoclado a um [[Z,Q1]-
médule pro-p finitamente gerado.

A Conjectura F'F,, generalizada foi primeiramente sugerida para o caso de mddulos
sobre grupos abstratos metabelianos finitamente gerados [17, Conjectura 7]. Esse caso estd
provado somente para m = 1 [17] e m = 2 [20] com & sendo uma extensio cindida { “split”)
de grupos abelianos. O mesmo problema fol também formulade e provado, para qualguer
m, para modulos sobre dlgebras de Lie que sdo extenstes cindidas de um ideal abelianc por
uma subdlgebra de Lie abeliana [19]. Nosso resultado principal é a prova do caso pro-p sem

nenhuma restrico no tipo de extensio.

Teorema B: Sejal — A — G — ¢ — 1 uma segliéncia ezata de grupos pro-p tais que
A e @ sao abelianos e G € finitamente gerado. Seja B um {[Z,Q]]-mddulo pro-p finita-
mente gerado visto como um [[Z,G]-mddulo pro-p via o epimorfismo G — Q. Entdo sdo

equivelenies:

(i) B € de tipo homeldgico F P, sobre [[Z,G]};

(i) B@zp(ngi) é um [[Z,Q]]-mddulo pro-p finitamente gerado via o agdo diagonal de §;
(iii} B@zp(f\;;fl) € um [[Z,Q)]-mddulo pro-p finitemente gerado wia a agdo diagonal de Q;
(iv) sev; € Ap{Q) eva, ..., Ume1 € &4(Q) 380 tais que v1Vg - - Umy1 = 1, enldo v; = vy =

"‘:'Umm;wl:i.

Note que, no Teorema B, o caso B = Z, é exatamente a classificagéo dos grupoes pro-p
metabelianos finitamente gerados de tipo F /7, que enunciamos no Teorema 1.42. O caso
onde B € zero é degenerado e vamos exclui-lo. B importante mencionar que, apesar de nosso
teorema ser mais geral que o Teorema 1.42, usamos na nossa prova o fato que o resultado

vale para B = Z,.




Destacamos também que se B ¢ de tipo F P, sobre [[Z,G]], a equivaléncia de {i) e (iv)
no Teorema B implica que, quando m elementos de A 4{Q) tém produto trivial, cada um é

trivial {i.e., A é “m-tame”). Entdo podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario C: Seja 1 — A~ G — ) ~ 1 uma segiéncia exala de grupos pro-p tais gue
A e sdo abelianos e G € finitamente gerado. Seja B um {{Z,Q]]-mddulo pro-p finitamente
gerado visto como um [[Z,G|-mddulo pro-p via a projecio natural G — Q. Se B € de tipo

homoldgico F P, sobre [[Z,G], entdo G € de tipo homoldgico F P, sobre Zy.

A prova do Teorema B é feita em vérios passos. Em um dos passos (veja Teorema 3.4),
obtemos a seguinte equivaléncia auxiliar: B é de tipe F P, sobre [[Z,G]] se, e somente se,
T Gr,?ZPAH (B,F,) é finitamente gerado como um [F,Q]l-médulo pro-p, para todo ¢ < m. Este
resuitade € uma importante ferramenta para a prova do Tecorema B e € uma generalizacio
do caso B = Z,, onde TQTEZPAE(ZWE?) = H;(A,F,), gue enunclamos no Teorema 1.30. Em
outro passo, aplicamos ¢ Teorema dos Coeficientes Universais para obter uma relacio entre
Toré[z"AH(B? F,) e Hi{A, Z,). Essa relacde e alguns resultados sobre a estrutura do médule
H;{A,Z,) enunciados na Segdo 1.5, nos permite verificar que (i) implica em (i1} e que (ii)
implica em (i) (veja Teoremas 3.5 e 3.9).

O Capitulo 3 é organizado em duas segbes. Na Segdo 3.1 apresentamos algumas definicoes
bésicas e provamos resultados sobre homologia de mddulos pro-p, inclusive a equivaléncia
auxiliar acima mencionada. Por fim, a Secdo 3.2 € dedicada & prova do Teorema B. Os

resultados apresentados no Capitulos 3 estfic submetidos para publicacgo [26].



CA.

efinicoes e resultados preliminares

Neste capitulo fazemos uma coleténea das definigles e dos resultados conhecidos que serdo
importantes para a leitura dos Capitulos 2 e 3. Comecamos com definigbes basicas como
limites inversos e grupos profinitos e terminamos com 0s teoremas de classificacio dos grupos
pro-p metabelianos de tipo homoldgico FF,,.

Mesmo nosso estudo sendo restrito a grupos pro-p, as duas primeiras segdes sao sobre
grupos e médulos profinitos. Isso porque, além de simplificar & notagio, julgamos que a
restricfio & categoria de grupos e moédulos pro-p € irrelevante neste ponto. Essa restricdo é
feita & partir da Secao 1.3.

As principais referéncias para a escrita deste capitulo foram os livros [28] e [31], a tese de
doutorado de J. King [12], cujos resultados foram publicados em [13], [14] e [15], e o artigo

de Kochloukova [18] onde foi provada a versic pro-p da Conjectura FF,,.

1.1 Grupos e anéis profinitos

Ag defini¢bes de grupos e anéis profinitos sdo baseadas no conceito de limite inverso. Vamos
ent@o relembrar brevemente este conceito e algumas de suas propriedades.

Um conjunto dirigido é um conjunto ndo vazio parcialmente ordenade (7,=) com a
propriedade que para quaisquer i,j € { existe £ € ] tal que 4,7 = k. Um sistema inverso
de espagos (grupos, anéis) topolégicos sobre 7 é uma familia de espacos (grupos, anéis)

topoldgicos {X; | ¢ € T}, e uma familia de aplicagdes continuas (homomorfismos continuos)

8
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7y @ X — X; definidas quando ¢ = 7, satisfazendo as condigGes naturais de compatibilidade
7y = 1dx, © T T = Ty, Sempre guet = § = k.

Seja ¥ um espago (grupo, anel) topoldgico, {X;, 7y, I} um sistema inverso sobre um
conjunto dirigido [ e ¥y 1 ¥ — X para cada i € [, aplicacles continuas {homomorfismos
continuos). As aplicagBes ¥; sdo compativeis se m;;1; = ¥, quando i > j. Um espago {grupo,
anel} topolégico X junto com aplicacdes continvas (homomorfismos continuos) compativeis
@ 0 Y — Xy, 1 € I, é um lmite inverse do sistema inverso {X;,m;, [} se a seguinte

propriedade universal é satisfeita:

3t b
X<y
|
i
X

se ¥ & um espage (grupe, anel) topoldgico e ¢+ ¥ — X, 1 € 1, é um conjunto de aplicages
continuas (homomorfismos continuos) compativeis, entao existe uma lnica aplicagaoc continua
(um tnico homomorfismo continuo) ¥ : Y — X tal que @00 = 9y, para todo i € I

O limite inverso X de um sistema inverso {X;, m;, [} existe e é dnico a menos de iso-
morfismo, podendo ser construide como o subespago (subgrupo, subanel) do produtoe direto
I Ler X, munido da topologia produte, formado pelos elementos (z;) € [[,o; X; tais que
miyT; = xj, para todo ¢ = 7, onde as aplicagdes (homomorfismos) ¢; : X — X s80 as re-
stricdes das projegoes Hz@;z X; = X;, para cada i € [. Entao X ¢ denotado por Im X; e
as aplicagdes ; séo omitidas. Temos que X = lim X; é um subespago (subgrupo, s;féanel)

e

fechado de [],.; X;. Secada X; € compacto e Hatsfdorff, entdo [, ; X; também é compacto

(pelo teorema de Tychonoff) e Hausdorff, Assim, o mesmo é valido para X.

Definigdo 1.1. Um grupo G € um grupo profinito se € um limite inverso lim G; de grupos
el
finites, onde cada grupe G; tem topologia discreta.

Os grupos profinitos sdo caracterizados de véarias maneiras, como podemos ver abaixo.
Teorema 1.2 ([28], 2.1.3). Seja G um grupo topoldgico. Fnido sdo equivalentes:
(i) G € profinito;

(i) G € compacto, HousdorfT e o identidade 1 de G admite um sisiema fundamental U de

vizinhangas abertas tais que [ye, U = 1 € cade U € um subgrupo normal aberto;



Segao 1.1 ¢ (Grupos e anéis profinitos 10

(i) A identidede I de G admite um sistema fundemental U de vizinhancas ebertas tal que

cada U € U € um subgrupo normal aberto de G e G = lim G/U.
Teu

{bserve gue um grupe discreto ¢ profinito se, & somente se, € um grupo finite. Todo
gubgrupo aberto de um grupo profinito G ¢ fechado. Além disso, um subgrupo fechado de
um grupoe profinito & € aberto se, & somente se, tem fndice finito. Se H é um subgrupo
fechado de (5, entdo A é um grupo profinito com a topologia induzida. Se N é um subgrupo
normal fechade de G, entdo G/N é um grupo profinito {com a topologia quociente) e o

epimorfismo natural G — G/N € uma aplicacho continua aberta e fechada.

Completamentos. Exemplos naturais e importantes de grupos profinitos provém de
completamentos de grupos abstratos. Seja € uma familia ndo vazia de grupos finitos com a
propriedade gue, para todo Uz, Uy € C, existe um grupo V € C tal que V < Uy N Uz (por
exemplo, se C é fechada para subgrupos, gquocientes e produtos diretos finitos). Seja & um

grupo abstrato e considere
N=NA(C)={N<;G|G/N e(}

a colecdo de todos os subgrupos normais de {ndice finito V em G tais que G/N € C ordenado
pela inclusdo inversa: M < NV se, e somente se, N < M. Note que N é nao vazio, jé que
GeN.SeM,NeNeN>=M, seapyy : G/N — G/M o epimorfismo natural. Entic
{G/N, oy} é um sistema inverso de grupos em C e

Gg= lim G/N
NeN

é chamado o completamenio pro-C de G. Assim, Gz é wm grupo profinito e por ser o limite
inverso de grupos finites em € é chamado de grupo pro-C. Se C é a familia de todos os
grupos finitos, entdo Gz € chamado de completamento profinito de G. Se p é um primo e £
é a classe de todos os p-grupos finitos, entéo Gz é chamado de completamento pro-p de G e
é normalmente denotado por Gj.

O completamento pro-C é também caracterizado como segue {28, 3.2.1. A aplicagio
J: G — Gg definida por g+ [[ 4.,y Vg é um homomorfismo continuo, onde G é munido da
topologia pro-C, ou seja, a topologia determinada por N Além disse, 7(G) é um subconjunto
denso em Gz e a seguinte propriedade universal é satisfeita: se H é um grupopro-Cey: G —
H é um homomorfismo continuo, existe um homomorfismo contfnuo B : Gz — H tal que

Bj = . Omicleo de j é [y V. Entdo, se Myer N =1, temos que j € injetiva e podemos
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considerar G como um subconjunto densc de Gz (o que justifica a palavra “completamento” ).
Neste caso, dizemos que & é residualmente £,

Outra propriedade importante é o fato de o completamento pro-C ser um funtor da
categoria de grupos discretos na categoria de grupos profinitos (veja [28, 3.2.3]). Assim, se
w: G — H ¢ um homomorfismo de grupos discretos e Gp e Hp sdo os completamentos
pro-C de G e M, entéo existe um correspondente homomorfismo continue vz : Gp — Hz O
funtor completamento preserva epimorfismos, mas em geral ndo preserva monomorfismos, O

seguinte lema dé uma condicao necesséria e suficiente para que isso ocorra.

Lema 1.3 {[28], 3.2.6). Seja C uma familia de grupos finitos fechada para subgrupos,
guocientes e produtos direlos finitos. Suponhe que K < G e sgjar: K — G g aplicacdo
inclusdo. Entdoiz: Kz — (g € injetiva se, e somente se, o topologia pro-C de G induz em K

sua topologia pro-C, ou seja, pare cada M € Ne(K), existe N € Np{(G) tal que KNN < M.

Definicdo 1.4. Um anel B € um anel profinito se € o limite inverso de anéis finitos (todos
08 anéis sdo assumidos com identidade e todos 0s hemomorfismos de anéis levam identidades

em identidades).

Os anéis profinitos possuem caracterizagbes andlogas as de grupos profinitos em termos

dos seus ideais abertos.

Teorema 1.5 ([28], 5.1.2). Seja R wm anel topoldgico. Séo equivalentes:
(i) R € profinito;
(ii) R € compacto e Hausdorff;

(1) R € compacto e 0 elemento 0 de R tem um sistema fundamental de vizinhancas formado

pelos ideais abertos;

(iv) O elemento 0 de R admite um sistema fundamental {T; | i € I} de vizinhancas abertas

tal gue cada T; € um ideal aberto de R e R = lim R/T};
Gel

1.2  Moddulos profinitos

No decorrer desta secio R denota um anel profinito.
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Definicdo 1.6, Um R-mdédulo profinito & direita € uwm grupo profinito abeliano M com
uma aplicagdo continua M x R -+ M que satisfaz as propriedades usuais de wm F-mddulo

ghstrato.

Todo R-mdédulo profinito M tem uma base de vizinhancas abertas do 0 formada pelos
subgrupos abertos de M que sdo invariantes sob a aglo de A, ou seja, formada pelos R-
submédulos abertos. Na categoria de H-mddulos profinitos todos os morfismos /1 M — N
entre R-moédulos profinitos so homomorfismos continuos com imagens fechadas, os quais
vamos nos referit apenas como homomorfismos.

Seia X um subconjunto de um R-médulo profinito M. O R-submédulo fechado N {opo-
logicamente gerade por X é ¢ fecho do R-submédulo abstrato gerado por X, ou seja, a
intersecdo de todos os R-submédulos fechados de M que contém X. Se X é um conjunto
finito, dizemos que N é (topologicamente) finitamente gerado. Neste caso, o seguinte lema
diz que as definicdes de mddulos profinitos topologicamente e abstratamente finitamente

gerado coincidem.

Lema 1.7 ([31], 7.2.2). Segja R um anel profinito, M um R-médulo profinito € {ai,. .., an}
um subconjunto finito de M. Entdo o congunto My = {3 ., a;w; | w; € R} € um submddulo
fechado.

Médulos profinitos livres. Umna aplicagao f de um conjunto X em um médulo profinito
M é dita 0-convergente se, para cada submédulo aberto V de M, o conjunto {z € X | f(z) ¢
N} é finito. Um R-mddulo profintto livre F em um conjunto X é um R-médulo profinito
contendo X tal que a aplicacio inclusio de X em F é U-convergente e satisiaz a seguinte
propriedade universal: cada aplicacdo U-convergente de X em um H-mddule profinito A
pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de R-médulos profinitos de F' em M.
O R-médulo profinito livre em X existe e é Gnico a menos de isomorfismo, podendo
também ser construfdo como o completamento do R-mddulo livre abstrato em X (com
respeito & familia de submédulos U de indice finito tais que X \ U ¢ finito) ou como o

produto cartesiano de cépias de R indexadas pelos elementos de X ([31, 7.4.1]).

Médulos profinitos projetivos. Um FR-mddulo profinite P é projeiivo se para todo

diagrama
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de H-moédulos profinitos com F sobrejetivo, existe um homomorfismo § : P — M que faz o
tridngulo comutar, Le., G0 = p.

Todo médulo profinito livre € projetivo [31, 7.4.2]. Além disso, os médulos profinitos
projetivos sio precisamente os “somandos diretos” dos mdédulos profinitos livres {31, 7.4.7).
Quando o ane! profinito € local, ou seja, se possul um Unico ideal & direita aberto maximal
(que ¢ um ideal dos deis lados), temos que mddulos profinites livres e projetivos coincidem
131, 7.5.10.

Médulos profinitos Noetherianos., Um mddulo profinito é fopologicamente Noetheriano
se toda familia de submddulos fechados tem um elemento maximal ou, equivalentemente, se
toda cadela ascendente de subméddulos fechados estabiliza. Claramente, um médulo profinito
que é abstratamente Noetheriano é também topologicamente Noetheriano, Se um mdédulo
profinito € topologicamente Noetheriano, entao todo submédulo fechado € finitamente ger-
ado, mas a reciproca ndo é verdadeira neste caso. Por exemplo, o produto cartesiano de
qualquer familia Infinita de corpos finitos dois a dois naoc isomorfos é um anel comutativo
cujos ideals sdo gerados por um elemento mas néo é topologicamente Noetheriano.

Nos Capitulos 2 e 3, vamos trabalhar com anéis especiails — certas dlgebras de grupos
que definiremos mais adiante ~ que tém a propriedade de serem anéis locais. A préxima
proposicdo diz que anéis profinitos locais R que sdo topologicamente Noetherianos séo
também abstratamente Noetherianos (j4 observames que a reciproca € verdadeira indepen-

dente de o anel ser local).

Proposicac 1.8 ([31], 8.6.4). Seja R um anel profinito local. Se todos os ideais & direita

fechados de R sGo finitamenie gerados, entdo também sdo todos 05 ideais ¢ direita.

Assim, se R é um anel profinito local {topologicamente ou abstratamente) Noetheri-
ano, entédo todo R-médulo profinito finitamente gerado M & abstratamente Noetheriano e,
portanto, topologicamente Noetheriano. Além disso, temos que um R-médulo profinito M
sobre um anel local Noetheriano é topologicamente Noetheriano se, e somente se, é abstrata-
mente Noetheriano. De fato, suponha que M é topologicamente Noetheriano e seja N um
submédulo abstrato de M. Entfo o fecho N de N é finitamente gerado como R-médulo
profinito. Logo, pelas observacdes feitas no inicio deste pardgrafo, N é um R-médulo ab-
stratamente Noetheriano. Como N é um submddulo de IV, temos que IV é abstratamente

finitamente gerado, de onde segue que M é abstratamente Noetheriano.

A Algebra de grupo completa. Seja & um anel comutativo. Uma k-dlgebra é um anel
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A com um homomorfismo de anéis de &£ no centro de A. Escrevemos rA para o produto
daimagem der € ke A € A Uma aplicacio #: A — E, onde E é uma k-dlgebra, é um
homomorfismo de 4-dlgebras se é um homomorfismo de anéis e satisfaz §(rA) = r8{}), para
todo r € ke A &€ A Qualguer anel contendo k no seu centro pode ser considerado como
uma k-algeora.

Sela G um grupo. Denotamos por kG 2 dlgebra de grupo de G sobre k, ou seja, #G é o
conjunto formado por todas as somas formais > secTod, tais que vy € k e 7y # 0 somente
para um numero finito de elementos g € G, com soma e produto usuais. Identificamos &
e (G com suas imagens naturais em £G. A dlgebra de grupo é caracterizada pela seguinte
propriedade universal: cada homomorfismo de grupos de G no grupo de unidades E* de
uma k-dlgebra £ estende-se unicamente a wm homomorfismmo de &-dlgebras de kG em £

Suponha agora que & € wm anel profinito comutative. Uma k-dlgebra profinita é um anel
profinito A com um homomorfismo continuo de &k no centro de A. Note que o centro de A
¢ um subanel fechado de A, ja que é a intersecao de nicleos de homomorfismos {de grupos

profinitos via +} da forma ¢y : 2 — zA — Az, para cada A € A

Definicdo 1.9. Seja G um grupe profinito. A élgebra de grupo completa [[kG]] de G sobre
k ¢é uma k-dlgebra profinita que contém G no seu grupo de unidades e gue satisfaz a seguinte
propriedade universal: cada homemorfismo continue de G no grupo de unidades E™ de uma
k-dlgebra profinita E estende-se ¢ um dnico homomorfismo continuo de k-dlgebras de [[kG]]

em F.

Note que E* é umn grupo profinito com a topologia subespaco em F [31, 7.1.1]. A dlgebra

de grupo completa pode também ser construida como o limite inverso

[kG]] = lim £(G/N),

1
P

Neu
onde U/ é a familia de todos os subgrupos normais abertos NV de G. Temos que & mergulha
em [[kG]] via a aplicagiio g — [y, Vg que estende-se a um mergulho de kG em [[kG]]
como uma subalgebra densa de [[kG]] [31, 7.1.2).

A Adlgebra de grupo abstrata £G de um grﬁpo (& sobre um anel comutativo k£ é um k-
mdédule abstrato livre no conjunto G. A correspondente propriedade ndo vale para a dlgebra
de grupo completa [[kG]] de um grupo profinito G sobre um anel profinito comutativo k.
Isso porque a inclusdo de G em [[kG]] é O-convergente somente se G € finito. Esse problema

pode ser contornado definindo-se um novo tipo de mdédulo livre.
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Mdédulos profinitos topologicamente livres.  Seja R um anel profinito e X um sub-
conjunto fechado de um F-mdédulo profinito L. Dizemos que L é um R-mddulo profinito
topologicamente livre com base X se a seguinte propriedade vale: toda aplicacio continua
de X em um F-mddule profinito M pode ser estendida unicamente a um homomorfismo
{continuo) de L em M.

Note que se X é finito, entdo a definicho de médulo profinito livre coincide com a defini¢go
de médulo profinito topologicamente livre. Na verdade, a definicio de mdédulo profinito
topologicamente livre € mais geral que a definicio de médulo profinito livre [28, 5.2.5).

Note também que X € o limite inversoc de suas imagens nos quocientes de L mddulo
os submédulos abertos. Portanto X é um espago topoldgico que é homeomorfo ao limite
inverso de conjuntos finitos, Le., X é um espago profinito. Seja X = lmX;, onde cada X
& um conjunto fnito. Se as aplicacles ¢; : X — X, sdo sobrejetivas, o R-médulo profinito
topologicamente livre [[RX]] pode também ser construido {a menos de isomorfismo} como o
limite inverso

[RX]) = lim RX,

dos R-médulos profinitos livres RX; (= [] R) nos conjuntos finitos X; e a aplicacéo
canbnica de [[RX]} em RX; é o unico homomorfismo de R-mddulos estendendo ¢;.

Por [31, 7.6.2], tode médulo profinito topologicamente livre sobre um anel profinito R é
projetivo.

Segue da proposigdo abaixo que a dlgebra de grupo completa [[AG]] de um grupo profinito
(G sobre um anel profinito comutative £ é um k-médulo topologicamente livre com base .
Mais geralmente, a proposicBo abaixo estabelece propriedades de [[kH]] quando H é um
subgrupo fechado de G. Um transversal (& esquerda) para H em (G é um subconjunto
fechado contendo exatamente um elemento de cada classe lateral gH de H em G. Para todo
subgrupo fechado H de G, existe um transversal T para H com 1 € § {veja [31, Secfo 1.3]

para mais detalhes).

Proposicao 1.16. Sejo H um subgrupo fechado de um grupo profinito G, T um transversal

(& esquerda) para H em G e k wm anel profinito comutativo. Entdo

(1} [[kG]] € o {[kH |-mddulo topologicamente livre em T ([31}, 7.6.3);

(ii) todo [[kGl-médulo profinito projetivo € um [[kH|]-mddulo profinito projetivo ([28],
5.7.2).
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A aplicaggo ¢ : [[kG]] — k dada por e{g) = 1 para todo g € G, € um homomorfismo
continuo de anéis profinitos e é chamada aplicacdo “augmentation”. Seu nucleo (IG)) é
chamado de ideal “augmentation” de [kG]] e é um k-médulo topologicamente livre em
G—1={g~1]|g¢& G} Mais especificamente, se 7' é um espago profinito com 1 € 7' que
gera (7 topologicamente, entdo (I()) é topologicamente gerado como um ideal de [[kG]] por

T —1[28 63.2)

Produtos tensoriais completos. No gue segue, & denota um anel profinite comutativo,
A uma k-dlgebra profinita, M um A-médulo profinito a direita e N um A-mdédulo profinito
& esquerda. Um A-bihomomorfismo f: M x N — L, onde L é um A-médulo profinito, é um
homomorfismo continuo de grupos profinitos abelianos tal que f(mAi,n) = f{m, An), para
cadam &€ M,ne Nede A O produto tensorial completo de M e N sobre A é um k-mddulo
profinito, denotado por M&.N, junto com um A-bihomomorfismo £ 1 M x N — ME.N
definido pela seguinte propriedade universal: dado um A-bihomomorfismo f de M x N
em um A-médule profinito L, existe um tdnico homomorfismo de k-médulos profinitos f -
M&N — L tal que ff = f (ou seja, f se fatora através de ©).

O produto tensorial completo existe e € inico (a menos de isomorfismo), podendo ser

construfde como o completamento
M@aN = lim M/U ®4 N/V

do produto temsorial abstrato M ®, N com respeito & familia de todes os nicleos das
aplicagbes candnicas M @4 N - M/U @, N/V, onde U e V séo A-submédulos abertos
de M e N, respectivamente.

Propriedades semelhantes as de produtos tensoriais abstratos também valem para pro-

dutos tensoriais completos, como por exemplo (veja {28, 5.5.3])

(i) M®&p— € um funtor exato & direita e comuta com somas diretas finitas de A-mddulos

profinitos & esquerda;
(i) M®sA = M como A-médulos profinitos e o isomorfismo é natural;
(iii) se M projetivo, entdo o funtor M®,— é exato.
Além disso, se M é um A-mdédulo profinito finitamente gerado, entao

(iV) M@AN =M A N
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Propriedades andlogas valem para o funtor —@AN.

Considere agora A == & e sejam S e T k-dlgebras profinitas. Suponha que M € um 5-
médulo profinito & esquerda e N um T-médulo profinito a direita. Temos que ME,N é um
5@, T-médulo profinito (31, 7.7.2]. Enunciamos abaixc uma série de resultados importantes

sobre este produto tensorial completo.

Proposicdo 1.11 ([31], 7.7.4). Seja M = lim M; um limite inverso de S-mddulos profinitos
tal que todos os homomorfismos do sistema inverso sdo epimorfismos ¢ N = lim N; um
limite inverso de T-mddulos profinitos tal que todos os homomorfismos do sistema inverso

sdo epimorfismos. Entdo M@, N = lim .f%@kl\fj,

Proposigéo 1.12 ({31], 7.7.5). Sejo { M, }ier wma familia de S-mddulos profinitos e {Nstjer
uma familic de T-mddulos profinites. Entdo (1] M@ (TI N;) = [J{M:BeN;).

Lembre que o produto tensorial de mddulos abstratos comuta apenas com somas diretas

(limites diretos).

Proposigao 1.13 ([31], 7.7.6). Seja M um S-mdédulo profinito livre com base X e N um

T-mddule livre com base Y. Entdo M. N € o S8 T-mddulo livre com base X x Y.

A proposicio acima também ¢ valida para médulos profinitos topologicamente livres [31,
7.7.8].

Corolério 1.14 ([31], 7.7.7). Seja P um S-mddulo profinito projetivo e Q um T-médulo
profinito projetivoe. Entao P&,Q é um S&@,T-mdédulo profinito projetivo.

Quando S e T sdo élgebras de grupo completas, temos o seguinte resultado que seré

bastante utilizado,

Proposigac 1.15 ([31], 7.7.8). Sejamn G e H grupos profinitos. Entdo a digebra de grupo
completa {[k(G x H)]| € isomorfa ao produto tensorial completo [kG&[[kH]] de dlgebras
de grupo completas.

Um k-bihomomorfismo alternado f : M x N — L é um k-bihomomorfismo (continuoc}
satisfazendo f(ma, ma) = — f(msg, my), para todo my, me € M. O gquadrado exterior completo
de M sobre k é um k-médulo profinito MALM junto com um k-bihomomorfismo alternado
de M x M em MA,M satisfazendo uma propriedade universal para k-bihomomorfismos

alternados. MALM pode ser construido como o completamento dos quadrados exteriores
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abstratos ou como imagem de M@,M. Os produtos tensoriais completos M &y - @My
. ~d N _ ) _ , -
& as poténcias exteriores completas A, M = MA,-- - AyM com mais de dois fatores séo

definidos similarmente.

Agbes diagonais. Seja G um grupo profinito e §: G — G =G x G x --- x { a imersdo

diagonal, isto €, o monomorfismoe definido por g — {g,4,-.., ). Identifiguemos G com sua
Ny Y P Amrr ., 2 .
imagem 46(G). Segue da Proposi¢iio 1.15 que &, [[kG]] & [[kG™]]. Assim, para cada [AG]}-

7y

médulo prefinite M, o m-ésimo produto tensorial completo ¢4, M é um [[kG™]]-modulo
I # e - - m -

profinito e, portanto, um [[k0(G)]-médulo profinito. Neste caso, dizemos que &, M € um

[[kG)l-mddule vie a agdo diagonal de G.

1.3 Moddulos pro-p

Seja p um inteiro primo fixado. O nosso interesse estéd em mddulos sobre as dlgebras de grupo
completas [[kG]], onde k = Z, é o anel de inteiros p-ddicos cu k = F, o corpo finito com
p elementos e (7 € um grupo pro-p. Nas subsegdes seguintes veremos algumas propriedades

especiais desses grupos, algebras e médulos.

1.3.1 Grupos pro-p

Um grupo pro-p é um grupo profinito em que todo subgrupo normal aberto tem indice igual
a urma poténcia de p. Entdo um grupe finito € pro-p se, e somente se, é um p-grupo finito.
Note que, em um grupo pro-p, todo subgrupo aberto H tem indice igual a uma poténcia de
p, j4& que contém um subgrupo normal aberto (= (,. H*, onde T é um transversal de H
em G, chamado o “core” de H). Temos que um grupo topoldégico é um grupo pro-p se, e
somente se, é isomorfo ao limite inverso de p-grupos finitos.

Se C ¢ a familia de todos os p-grupos finites, entdo o completamento G de um grupo
abstrato & é um grupo pro-p chamado de completamento pre-p de G e denotado por Gs.
Um caso particular € quando consideramos ¢ grupo dos inteiros Z. O completamento pro-p

de Z ¢ denotado por Z, e

Zy=HmZ/P"L = {(zn) | 2o € Z, 2, = 2y (mod p™) se m < 1}
&M

é chamado de anel de inteiros p-ddicos.
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A seguir apresentamos uma série de definictes sobre grupos pro-p. Isso poderia ter sido
feito no caso geral, para grupos profinitos, mas como nosso estudo tratard apenas do caso

pro-p, achamos mais conveniente fazer esta restrigdo neste momento.

Grupos pro-p finitamente gerados. Seja & um grupo pro-p ¢ X um subconjunto de G
Dizemos que & € topologicamente gerado por X se o grupe abstrato (X)) gerado por X £
denso em (&. Neste caso, escrevemos G = _{m:f:f; e dizemos que X € um conjunto de geradores
topolégicos de G. Se existe um conjunto finito X de geradores topoldgicos de G, dizemos
que G é topologicamente finitamente gerado. Se {G;, m;;, [} é um sistema inverso sobrejetivo
(i.e., tal que cada m; é um epimorfismo continuo) de grupos pro-p e G = %i_r__nG’i, temos que
(7 é topologicamente gerado por um conjunto X se, e somente se, as imagens de X pelas

projecbes geram G para cada ¢ € T ([28, 2.4.1]).

Grupos pro-p livres.  Seja X um conjunto e & um grupo pro-p. Uma aplicacdo 4 ¢
X — ( é dita l-convergente se, para cada subgrupo normal aberto NV de &, o conjunto
{z € X | 8z} & N} ¢ finito. O grupo pro-p livre em X é um grupo pro-p F com uma
aplicagao l-convergente 7 1 X — F com a seguinte propriedade universal: quandoyp : X — G
¢ uma aplicacao l-convergente de X num grupo pro-p G, existe um tunice homomorfismo
continuo 7 : ' — (G tal que ¢ = 7. O grupo pro-p livre em X existe e é nico a menos de
isomorfismo podendo ser tambér construido como o completamento do grupo livre abstrato
E em X com respeito & familia de todos os subgrupe normais U de F que tém indice igual
a uma potencia de p e A \ U é finito. Assim, se X é finito, o grupo pro-p livre em X é
o completamento pro-p do grupo livre abstrato com base X. Por [28, 3.3.15], todo grupo
abstrato livre é residualmente p, logo mergulba no seu completamento pro-p. Por exemplo,
Z, é o grupo pro-p livre gerado por um elemento e Z mergulha em Z,,.

Seia ¢ um grupo pro-p. Entdo existe um grupo pro-p livre F' e um epimorfismo continuo
7 : F — G, Além disso, se G ¢ topologicamente gerado por um conjunto finito com d
elementos, entdo F' pode ser escolhido de posto d, ou seja, gerado por um conjunto com d
elementos [28, 3.3.16]. Lembramos que um grupo & é chamado de torsde se todo elemento
de GG tem ordem finita. O seguinte teorema estabelece a estrutura dos grupos pro-p abelianos

topologicamente finitamente gerados.
Teorema 1.16 ([28], 4.3.4). Seja p um primo fizado.

(i) Se G € um grupo pro-p abeliano sem forsdo topologicamente finitarnente gerado, entdo

G € um grupo pro-p abeliano livre de posto findte, isto €, G = B, Z,, onde d € um
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milmero natural.

(i1} Se G é wm grupo pro-p abelianc topologicamende finitamente gerado, entio o subgrupo
torsdo tor(G) de (G € finito e
G = Fator(G),

onde F é um grupo pre-p abeliano livre de posto finito.

O posto de grupos pro-p. Seja & um grupo pro-p. Escrevemos
d(G) =min{|X|; X C G, X gera G topologicamente}

para o numero minimo de elementos (possivelmente infinito) necessdrios para gerar & topo-
logicamente. Temos que d(G) = dimg, G/®,(G), onde ©,(G) = GP|G. G é o subgrupo de
Frattini de G. O posto de & é definido por

rk(() = max{d(H) ; H é um subgrupo fechado de G}.

A classe de grupos pro-p de posio finito é fechada para subgrupos, quocientes e extensoes
[31, 8.1.1]. Segue do Teorema 1.16 que grupos pro-p abelianos finitamente gerados tém posto
finito. Na verdade, vale o resultado mais geral que diz que os grupos pro-p ansaliticos séo

precisamente os grupos pro-p de posto finite [10, Coroldrio 8.34].

Grupos pro-p finitamente apresentaveis. Seja £ um grupo pro-p e R um subgrupo
normal fechado de £. Dizemos que R ¢é {topologicamente) gerado como subgrupo normal de

E por um conjunto X se

Re= (XE)=(e~lge|ee £, z &€ X)

¢ o menor subgrupo normal fechado de E contendo X. Defina dp(R) como a cardinalidade
(possivelmente infinita} de um tal conjunto X. Uma apresentagGo de um grupo pro-p G
é um epimorfismo 7 : ¥ - G, onde F é um grupo pro-p livre em algum conjunto X.
Dizemos que G ¢é finitamente apresentdvel se existe uma apresentacao 7 de & tal que d(F)
e dp{Kern) sdo finitos. Claramente grupos pro-p livres finitamente gerados sio finitamente
apresentédveis. Todos os p-grupos finitos sio finitamente apresentédveis considerados como
grupos pro-p (31, 12.1.3]. Além disso, ¢ produto direto finito de grupos pro-p finitamente
apresentdaveis é finitamente apresentédvel. Entdo, pelo Teorema 1.16, todos os grupos pro-p

abelianos finitamente gerados sdo finitamente apresentdveis.
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1.3.2 A Algebra de grupo completa de grupos pro-p

Um anel pro-p é um anel profinito tal que o grupo aditivo de cada anel finito no limite inverso
é um p-grupo finito. Quando k € um anel pro-p comutativo e G € um grupo pro-p, a dlgebra
de grupo completa [[kG]] possul propriedades especiais. A primeira é que [[£G]] é um anel
local.

Proposicao 1.17 ([31], 7.5.3). Jejo k um anel profinito comutative e G um grupe profinito.
Entéo [[kG]] € um anel profinito local se, e somente se, existe wm primo p tal gue k € um

anel pro-p locel e G € um grupo pro-p.

Em geral, os elementos de uma é&lgebra de grupo completa nfo podem ser descritos de
umsa forma tao simples como os elementos de uma dlgebra de grupo abstrata. Entretanto,
no caso em gue & € um anel pro-p e & é um grupoe pro-p livre finitamente gerado, [kG]]
pode ser descrita de forma especial. O teorema abaixo descreve [[kG]] quando k& é um anel
pro-p comutativo e & é um grupo pro-p abeliano livre finitamente gerado, mas um resultado

andlogo é vélido sem que k seja comutativo e G abeliano [31, 7.3.3].

Teorema 1.18 ([31], 12.4.1). Seja k& um anel pro-p comutativo, P = kl[z1,2o,...,24)] @
dlgebra das séries de poténcias formais sobre k nas indeterminades comutativas Ty, s, ..., Tg,
eescrevat; = 1+, parat = 1,2,...,d. Enido o subgrupc profinitc I de P* gerado por
ti1,%2,...,1q € 0 grupo pro-p cbeliano livre com base i1,1q,...,1q ¢ P € a dlgebra completa
[[kF1] do grupo F.

O seguinte resultado € uma consegiiéncia do teorema acima, da Proposigio 1.13 e do

Teprema 1.15.

Corolario 1.18. Seje k um anel pro-p comutative e klty, ..., )] € kllts=1,. .., ta)] dlgebras

de séries de poléncias formais em indeterminadas comutatives. Entdo

Elftr, -t 1®kkltort, - ta]] S E[[t1, .. te tosty - - - Lal]-

comao k-dlgebras pro-p abelianas.

Quando & é um grupo pro-p de posto finito, [[Z,G]] tem uma propriedade que é essencial

no estudo de mdédulos pro-p. Lembre que [[Z,G]] € um anel local.

Teorema 1.20 ([24], V.2.2.4}. Sejo G um grupo pro-p de posio finito. Entdo a digebra de

grupo completa [[kG]] é um anel Noetheriano, onde k = Z, ou I,
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1.3.3 Mdédulos sobre grupos pro-p

Seja ¢ um grupo pro-p. Um G-mddulo pro-p (g direita) é um grupo pro-p abeliano A com
uma agéo continua Zg-linear M x ¢ — A que satisfaz as propriedades de um G-mddulo
abstrato.

Cada grupo pro-p abeliano M tem uma a¢io natural continua e linear de Z,, como

podemos ver pela seguinte proposicio.

Proposicao 1.21 ([31], 1.5.3). Seja M um grupe pro-p abeliano e considere 7 identificado
com sua imagem no seu completamento pro-p Z, = E&Iﬁg%/p“ﬂ Fize m € M. A aplicagdo
noes mn=m4oo+mode Z em M€ um homomorfismo continuo logo, pele propriedade
universal do completomenio pro-p, ela se estende a um dnico homomorfismo continuo &, -
Z, — M. Entio a aplicacdo § « M x Z, — M definida por (m,z) = mz = 8,(z) €
continua. Se m,m' € M e 2,2 € Z,, entdéo m{z+ ) = mz+m2, (mz)2 = m(z2) e

(m+m)z=mz+mz

Para cada grupo pro-p G, podemos definir uma acio continua trivial de G em M pondo
(m, g) = m, para cada m € M e g € . Neste caso, dizemos que M é um G-mddulo trivial.
Se M é isomorfo ao grupo aditivo de I, entde o grupo de automorfismos Aut(M) de M tem
ordem p — 1 e, portanto, a acdo de qualquer grupo pro-p G em M deve ser trivial.

Se M é um [[Z,G}]-mdbdulo pro-p, entdc M é um G-médulo pro-p, jd que Z,G mergulha
em {[Z,G]]. Reciprocamente, por [31, 7.2.4], se M é um G-médulo pro-p, entao M tem uma
estrutura natural de [[Z,G}}-médulo pro-p, em que a aplicagio M x [[Z,G]] — M estende
M x G — M e os [[Z,G]-submédulos fechados de M sio exatamente os G-submddulos
fechados de M. Assim, a categoria de [[Z,G]]-médulos pro-p coincide com a categoria de
G-médulos pro-p.

Note que, pela Proposigio 1.17, {[Z,G]] é um anel local e lembre que, pelo Lema 1.7,
as definicdes de [[Z,(]]-médulos pro-p abstratamente e topologicamente finitamente gerados

coincidem. Ent2o podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicdo 1.22 ([8], Corolério 1.5). Seja M um [[Z,G]]-modulo pro-p. Entde M € abs-
tratamente ou fopologicamente finitamente gerado sobre [[Z,G)] se, e somente se, M/AM =
M&z o) Fp tem dimensio finita sobre By, onde A € 0 dinico ideal mazimal aberto de [[Z,G].

Além disso, 1, Tq, ..., Tg € uma base de M/AM sobre T, se, € somente se, zy, g T4 €

yoeom oy

um conjunto minimal de geradores de M como [[Z,G]]-mddulo pro-p.
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1.4 Homologia de grupos pro-p

Seia G um grupo pro-p e considere Z, como G-médule trivial. Uma resolugdo [[Z,Gl-

projetiva (4 direita) de Z, é uma seqlidncia exata
Pi i P P— Fy— Zy — 0

na categoria de [[Z,G]j-médulos pro-p (& direita), onde cada F; é projetivo. Seja L um
[[Z,G]]-mddulo pro-p & esquerda e considere uma resolugdo [[Z,G-projetiva P de Z,. Apli-

cando o funtor —@yz,0L no complexo apagado

Pr o= oo B s By =3 — By — 0,

£

obtemos o complexo
Pe,@maerl: = PBza)l — P&yl — Podyz,onl — 0

com aplicagdes continuas. O i-ésimo grupo de hiomologia H;(G, L) de G com coeficientes em

I, ¢ o i-ésimo grupo de homologia

= Ker(P®yz,cpL ~ Pie18jz,cy L)
H@(@Zp@};{ngu,ﬂ) = TP Ei i - Pl»- {Zy .EL
m{ P ®zep L — PiBpz,enl)

desse complexo.

E conhecido que cada médulo possui uma resolugdo livre, e portanto projetiva, e que
o grupo de homologia independe (a menos de isomorfismo) da escolha da resolugio. Mais
detalhes sobre homologia de grupos podem ser encontrados em [29] no caso abstrato e em
[28] no caso profinito. Em dimensGes pequenas, os grupos de homologia H;(G, L} sdo bem

conhecidos.
Lema 1.23 ([28], 8.3.3 e 6.8.6). Seja G wm grupo pro-p.

(1) Sel éum[Z,Gl}-médulo pro-p & esquerda, entio Hy(G, L) = Z,Qyz oyl = L/(IG)L,
onde (IG)) € o ideal “augmentation” de G.

() Hy(G,Z,) = G/[G,G] e FilG,Fp) = G/0,(G) = G/CPIG,C), onde Z, e T, sdo

considerados como G-mddulos triviais.
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Lema 1.24 ([28], 7.8.3). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e

7 F — & uma apresentocdo de G. Entdo dp(Kerr) = dimp, Ho(G, Fp).
Uma consegligncia bem conhecida dos Lemas 1.23 e 1.24 ¢ a seguinte.

Coroldrio 1.25. Sejo G um grupe pro-p. Enido G € finitamente apresentdvel se, e somenie

se, H{G.F,) e Hy{G.F,) tém dimensdo finita sobre F,.

No caso de grupos abstratos, a condigdo nos grupos de homologia no Coroldrio 1.25 é

apenas necessaria.

1.5 Grupos pro-p metabelianos de tipo FF,

Nesta se¢io 7 denota um grupo pro-p. Dizemos que G é de tipo homolégico F'F, sobre
Zy, onde 0 < m < oo, se Z, considerado como G-mdédulo trivial possul uma resolugio
[Z,G]]-projetiva

-meme,_l-a».-.ﬁPO—.»quﬁ

onde cada F; é finitamente gerado como [[Z,G]-médulo pro-p, para cada 0 < ¢ < m (para

todo i se m = co). Observe que todo grupo pro-p é de tipo F P, sobre Z,, j3 que
[{ZPGH wi,\ Z}'—’ - G:

onde ¢ € a aplicagio “augmentation”, € uma resolugio [[Z,G]|-livre parcial de Z,.
O tipo homoldgico de G pode também ser caracterizado em termos de seus grupos de

homologia, como podemos ver no seguinte resultado.

Teorema 1.26 ([14], Teorema A). Seja G um grupo pro-p e 0 < m < co. Suponha que
S € um anel pro-p, Noetheriano, quociente de [[Z,G|]. Entdo G € de tipo homoldgico F Py,
sobre Z, se, e somente se, H;(G, S) € finitamente gerado como um S-mddulo pro-p & direita

para i < m [para todo i se m = oo ).

O caso § = IF, do Teorema 1.26 foi mostrado por Pletch em [27, Teorema 1.6]. A condigo
nos grupos de homologia no Teorema 1.26 é apenas necesséria para que um grupo abstrato
seja de tipo F'F, sobre Z, o que fol provado por Bieri e Groves em [3]. Contudo, a condigio
néo é suficiente mesmo no caso de grupos abstratos metabelianos [30, pg. 269].

Tomando 5 = [, segue do Lema 1.23(ii), do fato que d(G) = dimg, G/®,(G) e do
Coroldario 1.25, o seguinte resultado.
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Corolario 1.27 ([14], Coroléric A). Seja G um grupo pro-p. Entdo
(i) 7 € de tipo I'F; sobre Ty, se, e somenie se, G € topologicamente finitamente gerado;

(il} G € de tipo F Py sobre Z, se, e somente se, G € finitomente apresentdvel,

O Corolario 1.27 é verdadeiro para grupos abstrates somente na direcio “<", j4 que
segue do Teorema 1.26. Entretanto se exigirmos que 7 seja metabeliano, Bieri e Strebel
[8, Teorema 5.4] provaram que o resultado também & verdadeiro na outra dire¢Bo. Bestvina
e Brady [2] mostraram que existem grupos abstratos de tipo F'P., sobre Z que ndo sdo
fAnitamente apresentaveis.

O préximo resultado generaliza a versio pro-p do resuitado classico de Hall que afirma
que a classe de grupos abstraios finitamente apresentdaveis € fechada para extensdes. A

demonstracio utiliza seqiiéncias espectrais, uma téenica importante em homologia de grupos.

Proposigio 1.28 ([14], Teorema 2.2). Seje G um grupo pro-p e N um subgrupo normal
(fechado) tal que N € de tipo F P, sobre Z,, onde 0 < n < oo, Suponha qgue § <m < oo ¢

seja 5 = min{m,n}.
(i} Se G/N € de tipo FF,, sobre Z,, entdo G € de tipo FP, sobre Z,.

{il} Se G € de tipo F'P,, sobre Z,, entio G/N ¢ de tipo FP; sobre Zj.

Observamos que, em geral, o fato de G e G/N terem tipo homolégico F P, nio diz nada
sobre o tipo homolégico de N.

Veremos a seguir que precisamos somente calcular os grupos de homologia de subgrupos
especiais de um grupo pro-p & para saber se GG é de tipo FFP,,. O Teorema 1.30 segue

diretamente do Tecrema 1.26 ¢ do lema shaixo.

Lema 1.29 (Lema de Shapiro (28], 6.10.9). Seja G um grupo pro-p e N um subgrupo
normal fechado de G. Enido Hi(N,k), onde k = Z, ouF,, € um [[k(G/N)]}-mddulo pro-p &
direita isomorfo a H; (G, [[k(G/N)11), para todo i.

Teorema 1.30 ([14], Teorema 3.2). Seja G um grupo pro-p. Suponha que N € um
subgrupo normal fechado de G tal que [[k(G/N)]] é Noetheriano, onde k == Z,, ou Fy, e que
0 <m < co. Entao G € de tipo FP, sobre Z, se, e somente se, H;{N, k) € finitamente

gerado como um [k(G/N }]]-médulo pro-p & direita, para todo i < m (para todo i sem = o0,
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Definicio 1.31. Um grupo pro-p G € metabeliano se G possui um subgrupo normel fechado

abeliane A iol gue ) = G/A € abeliano.

Observe gue, seguindo a notagio acima, (& age continuamente em A via conjugacao.
Como a conjugacdo de A nele mesmo € trivial, G/ A4 age continuamente em A e portanto 4 &
um [[Z,Q]-médulo pro-p. Agors se G é topologicamente finitamente gerado o seguinte lema
diz que A € finitamente gerado como [[Z,@]}-mddulo pro-p. Como o lema abaixo é sempre

mencionado sem referéncia, resclvemos apresentar agui um prova.

Lema 1.32. Sejam G, A € Q como na Definicdo 1.31. Enido G € topologicamente finita-
mente gerado se, e somente se, @ € um grupo pro-p ebeliano finitamente gerado ¢ A € um

Zo,Ql]-modulo pro-p finitamente gerado, onde o acdo de € vie conjugacdo.
Pl |

Demonstragio. Suponha primeiro que A é finitamente gerado como [[Z,@]] médulo pro-p e
gque ¢ = G/A é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado. Pelo Teorema 1.16, G tem
subgrupo fechado (g de indice finito, portanto aberto, tal que A C &y e Gp/4A um grupo
pro-p abeliano livre de posto finito. Além disso, GG é finitamente gerado como grupoe pro-p
se, e somente se, (g € finitamente gerado como grupo pro-p. Da Proposicae 1.10, segue que
A ¢ finitamente gerado como G/A-médulo pro-p se, e somente se, 4 é finitamente gerado
como Gp/A-médulo pro-p. Assim, podemos supor que G = Gy.

Seja {ay, ..., a4} um conjunto de geradores de A como G/A-mddulo pro-p e {by,.... b}
um conjunto de geradores topoldgicos de G/A = Z7. Escolha elementos g1,...,9: € G
tals que g;A = by, ou seia, g; € levado em b; pela projecdo &G — G/A, e defina H como o
subgrupo pro-p de & topologicamente gerado por 4y, ..., 84, 01, - - -, G- O ODjetivo é mostrar
que H = G. Temos que HA/A é um subgrupo fechado de G/A que contém o conjunto de

geradores by, ..., b,, logo HA = . Entéo a seqiéncia exata curta
1= A=-CG—G/A=0Q —1 (1)
induz uma outra segiiéncia exata curta
1—AnH - H-H/{ANH) 2 (HA)/A=CG/A=0Q — L (2)

Portanto G = I se, e somente se, ANH = A Por (2), AN H é um mdbdulo pro-p sobre
H/(ANH) 2 @ via conjugacio e essa acdo de ( sobre AN H é a restricio da aglo original
de () sobre A via conjugacdo. Por definicio, os geradores ay,...,ay de A como Q-mddulo

pro-p sao elementos de AN H. Entio, ANH = A e G é topologicamente finitamente gerado.
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A reciproca pode ser provada de duas maneiras, usando homologia ou de forma direta.
Vamos apresentar aqui as duas. Suponha que G é finitamente gerado como grupo pro-p por

um subconjunto finito X e considere uma resolugio livre de Z, sobre [[Z,G))
Fi: o= B F=FX)—FR=7_G]—Z,—0

onde F(X) = &,ox [ ZpG]] é livie com base X e a aplicaciio F} — Flevaz € X
em r — lg. Pela Proposicio 1.10, cada F, é também um [[Z,A]]-médulo projetivo, entdo
podemos calcular os grupos de homologia de A a partir do complexo ngééﬂzp ALy, Assim,
Hi(A,Z,) = Hi(Fz, By, 41%,) ~ A/[A, A] = A, pelo Lema 1.23.

Por outre lado, 7 é um complexo de [[Z,@]]-médulos. Come @ ¢ um quociente abeliano
de (7, temos que {J é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado e, portanto, tem posto
finito, Entao, pelo Teorema 1.20, [[Z,Q]] é Noetheriano. Como F} é finitamente gerado sobre
12,G]], segue que Fy @z, cyZy ¢ finitamente gerado sobre [[Z,G]] e, portanto, sobre [[Z,Q]].
Assim, F‘l@ﬂzp@gzp é um [[Z,Q]}-mdédulo pro-p Noetheriano. Entéo o niiclec de F} — Fy
é finitamente gerado como |[[Z,Q]-médulo, de onde segue que A ¥ H; (fzp@{gngg}zp) é
finitamente gerado como [[Z,Q]-médulo. Além disso, a acio de @ sobre A via o isomorfismo
acima é via conjugagio (para o caso discreto veja [3]; o mesmo pode ser repetido no caso
Pro-pl.

Vamos agora fazer a prova direta. Seja {#1,...,%s} um conjunto finito que gera G como
gTupo pro-p e {gi. - .., o r Un subconjunto de G tal que as imagens de ¢1,. . ., g, formam uma
base de @ = /A (aplicando ¢ mesmo argumento usado anteriormente podemos supor que
G /A é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito). Sejaw : G — G/A a projecfo candnica.
Entdio 7(t;) = 7(g1)™* ... m(g, )™, para certos z;; € Zg, © portanto a; := t;(g; "+ gn )" €
A = Kern. Assim, {a1,...,04,91,--., 9+ ¢ um conjunto finito de geradores topoldgicos de

G tal que a imagem de g;,...,g, € uma base de G/A. Afirmamos que A4 é gerade por

verdade para qualquer [[Z,Q]l-quociente finito de A, ou seja, que cada tal quociente A de
A seja gerado por ay, ..., aq, {[gi. 951 h1<icj<n como {[Z,Q]]-médulo. Observe que, para cada
quociente finito A, existe um subgrupo normal aberto U7 de G tal que A é um quociente de
A/(ANU) e AU age trivialmente sobre A. Além disso, U pode ser escolhido como o menor
subgrupo normal fechado de & que contém afs, gfs, para todo 1 < i <d,1 < j<n,onde

s é um numero natural suficientemente grande. Entio podemos considerar somente o caso
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A= A/{ANT). Neste caso, existe uma seqiiéncia exata curta de grupos discretos
1— A/ANTy = (AU - G/U — G/{AU) — L

Temos que G/U é um p-grupo finito metabeliano com geradores

Vamos mostrar, entdo, que (3), (4) e o fato que & = 1 em G/U implicam que o nicleo da

projecio candnica G/U — Q = G/AU é um Q-mddulo discreto com geradores
23 DR/ ) igbﬁj]u pafal §2<j < 7.

Para isso, seja F' o grupo discreto livre com base zy,...,Z4 U1, -, Y 8 @ : F — G/U o
homomorfismo dado por ¢{z;) = ;U e ¢ly;) = g;U. Seja §: G/U — G/AU a projecio

canénica. Entdo Jy : F — G/AU tem niclec gerado como subgrupo normal por

{$17"'s$d:yfs:“’ﬁygsagyi:yjzﬁ 1 < z <.? $ ?’3,}

Entao, Kerf3 = AU/U é gerado, como subgrupo normal de G/U, por
(p({mla*“azdsygﬁa'":ygs}[yiayj] ] 1§?‘ <.7 ﬁn}} = {ala"‘>ad:‘ [§1»§31 i 1 SZ<§S n}

Observe que, como ¢ € um grupo pro-p abeliano finitamente gerado, € é um grupo
pro-p de posto finito. Entéo, pelo Teorema 1.20, a dlgebra de grupo completa [[Z,Q]] é um
anel pro-p comutative (topologicamente e abstratamente) Noetheriano. O Teorema 1.30 é
portanto um critério para estabelecer quando (G é de tipo F'F, sobre Z, em termos dos
grupos de homologia H;(A, k).

No Capitulo 3, vamos utilizar alguns resultados provados por Kochloukova e King sobre
a estrutura dos grupos de homologia H;{A4, &), onde k = Z, ou k = F,, sdo considerados como
[[Z,A]]l-médulos pro-p triviais. O primeiro resultado fol provado por King e € a versio pro-p

de [3, Proposicio 5.1] provada por Bieri e Groves. Algumas observagdes sobre a naturalidade

dos morfismos séo encontradas em [18, Lema 3].
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Teorema 1.33 {[14], Teorema 3.5). Seja A um grupo pro-p abeliano e considere k = Z,
ou Fy, como um [[ZyA]]-mddulo pro-p trivial. Entio, para cado i, existe um monomorfismo
notural

B: Ay ABz,k) — Hi{4. k)
da 1-€sima poténcia exterior completa no i-ésimo grupo de homologia. Se A € sem forsdo
entao 5 € um isomorfismo. Além disse, se um grupe pro-p O age em A, entio § € um

- . 1 .
monomerfismo de §J-mddulos, onde @ age diagonalmente em A\ (A®z k).

Para enunciarmos og préximos resultados, precisamos antes de algumas definictes. Seja
M um [[Z,G]l-médulo pro-p, onde G é um grupo pro-p. Uma filtracdo de M é uma familia
{F;} de [[Z,G]l-submédulos pro-p de M tals que

S Fa S S Ra S

Umea filtracio de M é limitada se existem inteiros s e { tais que F;, =0e F, = M. Os quo-
cientes de um filtracio de M so os [[Z,G]]-modulos pro-p F;/F;_y. Um [[Z,G]-subguociente
pro-p de M é um [[Z,G]]-mddulo pro-p M'/M" onde M" C M’ sdo [[Z,G]]-submédulos pro-p
de Af. Os seguintes resultados foram provados por Kochloukova. O Teorema 1.34 é um

coroldrio de um resultado de H. Cartan {9, p.1363, p.1370] sobre homologia de grupos ab-
stratos.

Teorema 1.34 ([18, Teorema B]). Se A € umn grupo pro-p abeliano de expoente p, entdo

H, (A F,) tem uma filtraco de Z,-submddulos com fatores que podem ser mergulhados em

urn dos modulos

—~n—2r

Az, A)®z,5%(4) pare0<r< (2] ep#2
§§2(A) para p = 2,

onde é’%p(}i) denota o k-ésimo produto fensorial siméirico completo de A sobre Z,. Além
disso, se A € um [[Z,Q]]-mddule pro-p, para algum grupo pro-p @, entdo a filtragdo acima €

de {[Zy Q]} submdédulos pro-p e a acdo de ) nos quocientes ¢ a induzida pela acdo diagonal
de @ em@z Apczm0<r<{ 2]

Corolario 1.35 ({18, Corolaric Cl). Sejo A um [[Z,Q]]-mddulo pro-p finitamenie gerado,
onde Q) € um grupo pro-p de posto finito. Entdo H,(A,F,) tem uma filtragdo de [[Z,Q]-
submddulos com quocientes gue sdo [[Z,Q]]-subguocientes pro-p de

Ea‘} (Air F?>®Zpﬂa2 <A2= E?p)@zp T ®2?Has (1431 E?p)
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onde oy + g + -+ -+ a =1, A tem um filtracdo
Bi=ADBy=totAD B3 2 2 B, 2 Ben =10,

A; = B;/ B, As tem ezpoente p, para j > 2, e a agdo de Q no produte tensorial completo

acirme € a diagonal.

Observamos que as filtragdes dadas pelos resultados acima sdo limitadas. Além disso, note
que se M é um [[Z,G|l-médulo pro-p de expoente p (possivelmente com & = 1}, podemos vé-
lo como um médulo sobre [F,G| = [(Z,G)l/p{Z,G] e para tais médulos o funtor —&jz,¢)—

coincide com —®yrap—-

1.6 O invariante para grupos pro-p

Em [15], King definiu wm invariante para grupos pro-p metabelianos finitamente gerados
que tornou-se importante na classificacdo dos grupos pro-p metabelianos de tipo FF,. Para
apresentar este invariante, precisamos introduzir a seguinte notagao. Seja F o fecho algébrico
de F, e F[[T"]] a dlgebra das séries de poténcias formais com grupo de unidades F[[T7]*. Note
que F[[T]] ndc é um anel pro-p, ja que a topologia de I ¢ a topologia discreta ¢ F é infinito,
logo ndo compacto. Entretanto, F[[T]] tem muito em comum com anéis pro-p [15, Lema 2.1):
F[[T1] é um anel local comutativo abstratamente Noetheriano; uma base de vizinhancas de
0 é dada por {T"F[[T} | i > 1}; o grupo de unidades F[[T]}* é isomorfo a F* x (1 + TF[[T]]).
Além disso, todo subgrupo fechado finitamente gerado de 1 4 TF{[T]] é um grupo pro-p
abeliano livre.

Seja (7 um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado e T(@) o conjunto
Hom (@, F[[T1]*) de homomorfismos continuos de @ em F[[T]]*. A imagem de cada homo-
morfismo em 7{¢) deve ser um subgrupo finitamente gerado de 1 + TF{{7T]]. Escrevemos
1 para o homomorfisme trivial. Pela propriedade universal da dlgebra de grupo completa
[Z,Q]], cada v € T(Q) estende-se a um Unico homomorfismo (automaticamente continuo)
de [[Z,Q]] em F[[T]] que denotamos por 7.

Definigao 1.36. Seja A um [[Z,Q)]-mddulo pro-p finitamente gerado. O invariante de
J. King € definido por

A4(Q) = {v € T(Q) | A° < Kerz} U {1},
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onde A° = Ann[fz on(A) € o ideal anulador de A em [[Z,Q}], ou seja, o conjunto dos ele-
mentos A € [[Z,Q1) tais que AX = 0.
Esse invariante foi recentemente generalizado para o casc de grupos pro-p de tipo FF,

em [22]. Destacamos abaixo algumas propriedades sobre A4{Q)).

Lema 1.37 {[15], Lemas 2.3 e 2.4). Sejo A um {[Z,Ql-mddulo pro-p finitamente gerado.
(1) As(@) =4 (Q)

(i) AalQ) = [z o1 (@) = Aéfzﬁgj(@};

(iii) Se C € um [{Z,Q]]-submddulo pro-p of A [como [[Z,Q]] € Noetheriano, C € finitamente
gerado sobre [[Z,Q1]), entio A4(Q) = Ac(Q) Uﬁs@,/gi@)

Proposicao 1.38 ([15], Corolaric 2.8). Seja A um [[Z,Q]-mcdulo pro-p finitamente
gerado, P um subgrupo fechado de @ ¢ T(Q,P) = {v € T(Q) | v[P) = 1}. Enido A €
finitamente gerade como {|[Z,P]|-mddulo pro-p se, e somente se, T{Q, PYNA4Q) = {1}.

Para a proxima propriedade, vamos fixar a seguinte notacado. Sejam 1 e (J9 grupos
pro-p abelianos finitamente gerados e @ = Q1 & @2. Temos que as projegdes m; 1 @ — G
e m 1 ) — @2 induzem monomorfismos 75 : T{Q1) — T(Q) e 75 : T(Q2) — T{Q). Se 5
e Sy sAo subconjuntos de 7(Q)), escrevemos 55> para o conjunto dos produtos dado pela

multiplicacdo em T(Q).

Proposicio 1.39 ({15, Proposigio 2.7)). Seja A, wm [[Z,Q1]]-mddulo pro-p finitamente
gerado e Ay um [[Z,Qs)l-mddulo pro-p finitamente gerado. Entdo o produto tensorial com-

pleto A&z, Ar € um [[Z,Q]]-mddulo pro-p finitamente gerado e

B4, 4,(Q) = (M D4, (@) (58,4, (Q2))-

1.7 Teoremas de classificacaoc dos grupos pro-p

metabelianos de tipo F' 7,

Nesta secho apresentamos os resultados conhecidos que classificam os grupo pro-p metabe-

lia-nos de tipo F'7,. O primeiro, devido a King, diz que se G é um grupo pro-p metabeliano
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de posto finito, entao G € de tipo F'F, sobre Z,, para todo m 2> 0, e que a reciproca também

é verdadelra.

Teorema 1.40 ([14], Teorema 6.2). Seja G um grupe pro-p ¢ A um subgrupo normal

abeliano fechado de G tal que G /A tem posto finito. Entdo sdo eguivalentes:
{1} A € finitamente gerado como grupo pro-p abeliano;
(ii) G tem posto finito;

(i) G € de tipo F' Py sobre Zy,.

O préximo resultado, também devido a King, é um teorema de imerséo.

Teorema 1.41 ([13], Teorema C). Todo grupo pro-p metabeliano finitamente gerado mer-

gulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano finitemente apresentduvel.

Pelo Corolédric 1.27(ii), o Teorema 1.41 diz que todo grupe pro-p metabeliano finitamente
gerado G mergulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano de tipo F P,
sobre Z,. Em sua tese de doutoradoe [12], King conjecturou que, para cada m, G mergulha
como subgrupo fechado num grupo pro-p metabeliano de tipo F'F,, sobre Z,. O Capitulo 2
do nosso trabalho é dedicado & prova dessa conjectura.

O seguinte teorema classifica, para m arbitrdrio, os grupos pro-p metabelianos de tipo

F Py, sobre Z,. A classificacdo é em termos do invariante A(Q) definido na Segdo 1.6.

Teorema 1.42 ([18, Teorema D]). Suponha que 1 — A — G — Q — 1 € uma segiiéncia
erata de grupes pro-p, onde G € topologicamente finitamente gerado, A e @) sdo abelianos.

Considere A como uwm {[Z,Q)]-médulo pro-p via conjugacdo em G. Entio sio eguivalentes:
(i) G € de tipo homoldgico F Py, sobre Zy;

(i) o m-ésimo produto tensorial completo @;;A de A € um [[Z,Q]]-mdédulo pro-p finita-

mente gerado via a ag¢do diagonal de Q);

(i) a m-€sima poténcia exterior completa /T\Z(A) de A € um [[Z,Q]l-mddulo pro-p finita-

mente gerado via a acdo diagonal de Q);

(iv) o m-ésimo produto tensorial siméirico completo §g; (A) de A € um [[ZpQ]-mddulo

pro-p finttamente gerado wvic o acdo diagonal de Q;
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(v) A € “m-tame” sobre [[Z,Q]], isto &, se vy, va,.. . v, € D4(Q) satisfozern v1vg - - Uy =
1 entaop vy == vg == - - - = Uy = 1.

No caso m = 2, as eguivaléncias de (i), (i1}, (iii) e {v) foram provadas por King em [15].
Para m arbitrdrio, King provoun, em [14, Coroldric Bl, que (i} implica em (iil) ¢, em [15,
Teorema E|, que (i1} e (v) s8o equivalentes. King conjecturou que as implicagbes restantes
seriam verdadeiras, dando origem & versfo pro-p da Conjectura F' P, [15, Conjectura 3.3
Em [18], Kochloukova provou o Teorema 1.42 respondendo assim positivamente & conjectura.
No caso de grupos abstratos, a Conjectura F'F,, [3] estd ainda em aberto sendo provada em
alguns casos particulares [6, 5, 1, 16]. Em [17, Conjectura 7], Kochloukova enuncia, no
caso de grupos abstratos, uma conjectura que pode ser vista como uma generalizagdo da
Conjectura FF,. O Capitulo 3 é dedicado & prova da versio pro-p da Conjectura FF,
generalizada, que caracteriza certos [[Z,G]-mddulos pro-p B de tipo homolégico FF,, sobre
um grupo pro-p metabeliano finitamente gerado . Quando B = Z,, considerado como

G-mbdulo trivial, o resultado reduz-se ao Teorema 1.42.



CAPITULO 2

Propriedades de in
pro-p

1ersao de grupos

netabelianos

Em sua tese de doutorado, Jeremy King estudou propriedades gerais de grupos pro-p de tipo
homolégico FF, e classificou os grupos pro-p metabelianos finitamente apresentdveis. King
proveu que todo grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado G mergulha
como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano finitamente apresentavel e conjec-
turou gue, para um inteiro positive m fixado, o grupo G mergulha como subgrupe fechado
em um grupo pro-p metabeliano de tipo FP,,. O resultado principal deste capftulo é a prova

dessa conjectura.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado.
Entdo, para cada ndmero natural m, G mergulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p

metabeliano de fipo homoldgico F Py, sobre Z,.

Observe que o Tecrema A vale para m = oo se, e somente se, G tem posto finito, jé
que um grupo pro-p metabelianc é de tipo F' Py sobre Z, se, e somente se, ele tem posto
finito {(Teorema 1.40} e a classe de grupos pro-p de posto finito é fechada para subgrupos
{fechados).

E interessante notar que nossa prova nio¢ estd contida na categoria de grupos pro-p.
Apesar de o invariante A 4(Q) definido na Secdo 1.6 capturar todas as informacdes necessirias

para estabelecer o tipo homolégico de um grupo pro-p metabeliane finitamente gerado, fazer

34
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calculos diretos com o invariante ¢ bastante dificil. Nossa prova evita tais cdleulos utilizando
alguns resultados conhecidos que relaciona valorizagbes com produtos tensoriais abstratos
finitamente gerados [4]. Tais resultados sfo apresentados na Segfo 2.1, bem como nosso
primeiro resultado auxiliar para a prova do Teorema A (veja Teoremsa 2.5). Voltamos para
08 grupos pro-p através de alguns especificos sistemas e limites inversos que apresentamos

na Secao 2.2 (Lema 2.8} a qual é dedicada a prova do Teorema A.

2.1  Produtos tensoriais abstratos e valorizacoes

Nesta secBo descrevemos ¢ invariante de Bieri-Groves para grupos abstratos finitamente
gerados definido em [4]. Sua definicio envolve o conceito de valorizagdes no sentido de
Bourbaki [7, VI.3.1] o qual faremos um breve resumo na Subsecio 2.1.1. Na Subsecio 2.1.2
definimos o invariante e apresentamos ¢ resultado principal de [4] que estabelece, em termos
do invariante, quando o produto tensorial abstrato de um modulo sobre wm grupo abstrato
abeliano finitamente gerado € finitamente gerado via a agdo diagonal. Por fim aplicamos tais

resultados no nosso primeiro resultado auxiliar para & prova do Teorema A.

2.1.1  Valorizacoes

Considere R como um grupe abeliano via adigo e denote por R, ¢ conjunto obtido adi-
cionando-se a R um elemento denotado por +oc sujeito as seguintes regras: o < -+00 €

o+ (+00) = 400, para todo & € R, & (+00) + (+00) = +o0.

Definicéo 2.1. Sejo R um anel comutativo com unidade. Uma valorizagio real de R € uma

aplicacbo v: R — Ry, que sotisfaz, para todos z,y € R,
(1) vlzy) = v(z) +vly),
(it) v(z +y) 2 inf{o(z),v(y)},
(ii) v(1) =0 e v{0) = +o0.
Se R\ {0} nao tem divisores de zero, a tinica aplicagiio v de B em R tal que v(z) = 0, se

z # 0, e v(0) = +oc é uma valorizacio chamada valorizacdo triviel de R. Uma valorizacio

real de R € dita discreta se o grupo de valores v(R) \ {+oc} € isomorfo a Z.
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Se z € R é tal que 2™ = 1 para algum inteiro n > 1, enido nu(z) = v(z") = 0 e portanto
v{z) = {J para toda valorizagio real de R. Em particular, toda valorizagdo real do corpo Ty,
é trivial.

Note que v~ {+o0) é um ideal de R distinto de R j4 que v{1) = 0. Além disso, se
v(zy} = o0 entdo necessariamente v{z) = +oo ou v(y) = +oc, e, v {+o0) é um ideal
primo de K. Assim, se R = K & um corpo, entdo para x € K\ {0} temos v{z) 5% +00, para
toda valorizag8o real de K. Se R € um dominic de integridade e K é o corpo de fragdes de
R, toda valorizacio real v de R tal que v (+oc) = 0 pode ser estendida de forma tnica a
uma, valorizagdo v de K.

Se v é uma valorizacio real de um corpo K, o conjunto A dos elementos z € K tais que
v{z) > 0 é um subanel de K chamado o anel da valorizacio v. De fato, A é um anel de
velorizacdo de K no sentido de {7, VL.1.2]. Duas valorizacdes reais de um corpo K sfo ditas
equivalentes se elas t8m o mesmo anel. Por [7, V1.3.2 prop.3|, duas valorizagtes reais v e v/
de K sfo equivalentes se, e somente se, existe wm isomorfismo A (que preserva ordem) de

v(H N\ {0}) em o/ (J\ {0}) tal que v’ = Av, ou seja, v/ ¢ um miltiplo real positive de v.

2.1.2 Invariante de Bieri-Groves

Seja R um anel comufativo com unidade, & um grupo abstrato abeliano finitamente gerado
e M um RG-mdédulo abstrato (& direita) finitamente gerado. Denote por Annge(M) o ideal
anulador de M em KG, isto é, o ideal de RG formado pelos elementos A € RG tais que
MM} = 0. Seja A= RG/Annge(M) a édlgebra de endomorfismos de M induzidos por RG ¢
k: RG — A a projecéo natural.

Definicdo 2.2 (Bieri-Groves). Sev: R — Ry, € uma valorizagdo real de R, entdo defini-
maos £83,(Q) como o subconjunto de Hom(G, R} formado per todos os homemorfismos x tais

que existe uma velorizacae w: A — Ry, satisfazendo

(wor)lg=1r, (wor)le=x

Suponha agora que G = ﬁfﬂ G; é um produto direto de grupos abelianos finitamente
gerados G; e que M = @Ll M; € um produto tensorial sobre A de RG;-mddulos finitamente
gerados M;. Entdo M tem uma estrutura natural de ®§=1 RG{(= RG)}médule. Sejam

7w+ G — (G; as projegbes naturais e w7 @ Hom(G;,R) — Hom(G,R) os monomorfismos
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induzidos. Como podemos ver na seguinte proposicao, € possivel descrever A%, (G) em termos

de AY, (G} para certas valorizacbes de A.

Proposigio 2.3 (I4, 4.2]). Se v € uma valorizagGo discreta de R que € ndo negativa em

£, entdo
k
AL(G) =D w (85,60}
quml
Dizemos que um subconjunto A de Hom{G,R) é “m-tame” se quando x1.,....%m € &
satisfazem y1+ -+ xm=0entaoc y; = -+ = y,, = 0.

Teorema 2.4 ([4. 5.2]). Sejam R, & e M como na Definigio 2.2 e suponha que R €
Noetheriano. Entde o RG-mddulo @n M € finitamenie gerado via ¢ agdo diagonal de G
se, & somente se, A} (G) € “m-tame” para cada valorizacdo real discreta v de R que € nio

negaliva em fi.

Lembre que a agio diagonal de G em &5 M € a ac¢iio induzida pela imersio diagonal
g {(9,9,-..,9)de Gem G™ = G x --- x G, j& que QM tem uma estrutura natural
de ®% RG(= RG™)-médulo. A agdo diagonal pode também ser definida simplesmente em
cada tensor pwo por (T1 @23 @ - QI )g =210 QTR - R Zmg. se ;€ Mege G, e
estendida linearmente.

2.1.3 Alguns produtos tensoriais finitamente gerados

Vamos agora aplicar os resultados da Subsecfe 2.1.2 para provar nosso primeire resultado

auxiliar. Para isso, considere o seguinte notagfio. Para cada i = 1,2,...,d, sejam f;; =
X, fins -, fim polindmios irredutiveis distintos dois a dois no anel de polindmios F,[X;]
e defina
A=F X = ]
Xi fip fis fim

Note que existem polindmios irredutiveis em F,[X;] de qualquer grau [25, Coroldrio 2.11].
Seja @; o grupo abstrato abeliano livre em {g:1, @2, ..., Gums © suponha que @; age

em A; por a- g ; = a- fi;. Defina A" = 4 ®p, A2 ®r, - @, Aee Q" =190 8 - & Q.

Entdo A* pode ser visto como um F,0%-mddulo & direita, onde Q* age em A* componente

a componente.
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Teorema 2.5. O m-ésime produto tensorial @;ﬁ’; A* € finitamente geredo como um F,Q%-

modulo via a acdo diagonal de QF.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.4, temos que mostrar que ALC{Q%) é “m-tame”, j& que
toda valorizacdo de ¥, é irivial. Em vista do Teorema 2.3 vamos, primeiramente, estudar
AE(Qq) com i € {1,2,...,d} fixado. Para simplificar a notagio, vamos escrever somente
A, @, X, f[;{X) e g; para representar A;, @y, X;, fij(Xi) eqgonde j=1,2,..  ,meiestd
fixado.

O corpo de fracbes de A é o corpo de funcdes raclonais F,(X). Note que, em geral, néo
é sempre possivel estender as valorizagbes w : A — R, da Definicio 2.2 para o corpo de
fracbes de A, pois nada garante que w™{+oc) = 0. Vamos mostrar que, no nosso caso
especifico, isso ¢ possivel porque A tem dimensio de Krull igual a 1. Primeiramente observe
que o ideal I de A gerado pela variavel X tem Indice finito em A. De fato, temos que
1/X = X/X? e le paracada j = 2, f;(X) = ap;+ a1;X +- - + an, ;X = ao; médulo
I, para certos ag; € Fy com ap; # 0 jé que f3(X) é irredutivel. Entéo 1/£;(X) = ag,
médulo [ e, portanto, 7 tem fndice finito {igual a p} em A. Agora, pelo tecrema de Krull
para ideais principals [23, Cap.5, Teo.3.1], cada ideal primo minimal J que contém [ tem
altura no méximo 1. Como A é um dominio, J tem altura exatamente igual a 1, portanto
a dimens&o de Krull de A é igual a 1. Entao, se P = w™i{c0) % 0, P é um ideal primo
ndo trivial de A e portanto um ideal maximal em A. Entdo A/P é um anel Noetheriano de
dimensao de Krull igual a zero, o que implica que A/P é Artiniano e tem dimensfo finita
sobre o subcorpo base Fy. Mas isto é impossivel desde que a imagem de w ¢ infinita. Entao
w{co) = 0 e w pode ser estendida para o corpo de fragdes Fp,(X) de A.

Por [7, V1.3.4] as valorizages nfo triviais (a menos de equivaléncia) de F,(X) que séo

triviais em I, s&o a valorizacio v definida por

fX)

Vo[ e} == — de + deg
oL g(f) (9)
e as valorizagOes vy x), onde p{X) € F,[X] é um polindmio irredutivel, definidas da seguinte
x?aﬂneﬁra: cada ﬁ% € Fy(X) pode ser escrito como g—% = p(X)’“fé-g%, onde k € Z,
FIXY, §{X) € FplX] e p(X) nio divide f{X) nem §(X), entdo
FX)y
%(X}(g(X)) =
Temos Q — Aporg; — f5, 7 =1,2,...,m. Seja p(X) um polindmioc irredutivel em

FplX] Se p(X) # f3(X), 7 =1.2,..., m, entdo Vuxy{f; (X)) = 0 para todo 7, e portanto
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vpxylg = 0.0 Se plX) = f3(X), para algum § = 1,2,...,m, entéio vy, (fp(X)) = 6, onde
8x,; € a funcgao de Kronecker. Assim

x; =g lo € AYTY(Q).

Além disso, como v f;{X)) = —grau{f;}, temos que
Xoo ¥ Usolg € AYTYQ).

Entdo, se x € AY(Q)\{0}, existe uma valorizagio w : A — Ry, tal que wlp, = 0 ¢
wig = x. Entdo temos x € Rygx; (ie., x é um miltiplo real positivo de x;), para algum
i=1,2,..., 7, O ¥ & Bug¥oeo

Vamos agora provar que AYNQ) é “m-tame”. Ohserve que existe um isomorfismo de
grupos abelianos aditivos 4 : R™ ~» Hom(Q, R} dado por #(v){(g) = (v,q), onde {-,-) é ¢

produto interno candnico de R™ e () estd identificado com o subconjunto Z™ de R™. Entio
gﬁz(ﬁf{}(Q) V{0}) = gmz‘((uﬁzﬁw}(é) U Rs0Xo0)

= Ruger U. .. URspen URsg(~grau(fi), —grau(fa), ..., —grau(fm)),

onde {&;}1<i<m ¢ 8 base candnica de R™, Portanto 671 (A (Q)\{0}) é uma unifio de m+1
raios abertos tais que cada subconjunto contendo m raios abertos estd contide em wm semi-
espago aberto. Isso implica que AY™(Q) é “m-tame”, ie., AYH@;) é “m-tame” para cada
i=1,2,...,d [E ficil ver que AY=(Q) ndo é “(m + 1)-tame”, mas nds ndo precisaremos
deste fato.]

Pela Proposigdo 2.3, temos AYY(Q*) = S0 7¥(AF(Q:)). Entéio todo x € AFY(Q7)
pode ser escrito como

X = Z’ﬂ“:(){i), para certos x; € A”Afo(Qi), i=1,2,...,4d.

Assim, se ¥ x@ L x0 e AYEO(QF), temos

d d
X x4y = zw Do mOE) e Yo m ™)
=1

gl

d d
{1 2 3
et E ; om; + § X{) ngm'on“i
=1
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m - i m
S om S P omt o+ 3 P oma= SO ) o)
=1 =1 =1 =l gl
para certos X' € AR, 7 =1,2,...,m. i=1,2,...,d. Isto implica que, se x¥ +
X o+ x 0™ = 0, entdo 30T, x = 0 para todo 7 = 1,2,...,d. Lembrando que cada
AYTY(Q:) é “m-tame”, segue que ¥ = 0 para cade j = 1,2,..., m. Portanto ¥V = x¥ =

H ¥ H

{ = L k2l £
o= 3" = (e AYT(Q") € “m-tame”, como querfamos. =

2.2 Prova do Teorema A

Nossa prova para o Teorema A € feila por construgdo, ou seja, vamos construir, a partir
do grupo pro-p metabeliano finitamente gerado dado, um grupo pro-p metabeliano que € de
tino F'F,,. O seguinte resultado que diz que o problema pode ser reduzido pars grupos pro-p

metabelianos que sdo extenstes cindidas de grupos abelianocs.

Lema 2.6 ([13, Corolario 3.2]). Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente
finitamente gerado. Entdo G mergulha em Q@ % (A/B), onde Q = G/[G, G}, A é um [Z,Q}}-
mddulo pro-p livre de posto finito e B € um [[Z,Q)]]-submddulo pro-p de A.

O problema estd entéo reduzido a encontrar um grupo pro-p metabeliane de tipo F 7,
tal que o grupo pro-p & X (A/ B} dado pelo lema acima pode ser merguthado. Seria também
interessante podermos trabalhar apenas com ¢} X A, para simplificar ainda mais o problema.
(O préximo resultado diz gue os quocientes de um grupo pro-p metabeliano & t8m o mesmo

tipo homoldgico de G.

Proposigao 2.7. Seja m um nimero natural e G um grupo pro-p metabeliano do tipo FF,,

sobre Zy,. Entdo toda imagem de G € também de tipo FP,, sobre Z,.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que para cada subgrupo normal fechado N de G, G/N
é de tipo FP,. Como ¢ é metabeliano, existe um subgrupo normal fechado abeliano A de
G tal que § = G/A é abeliano. Para cada subgrupo normal fechado N de G, temos que
N1 A é um subgrupo normal fechade de G contido em A. Pelo Teorema 1.42, A é “m-tame”
como @-médulo pro-p, logo segue do Lema 1.37(i1) que A/(N M A) também & “m-tame”
como -médulo pro-p. Aplicande o Teorema 1.42 novamente, concluimos que G/(N M A)
¢ de tipo F'F,, sobre Z, e portanto podemos assumir que N N A € trivial. Com isso, a

imagem de N pela projecdo candnica em { é isomorfa a N. Como ¢ € um grupc pro-p
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abeliano topologicamente finitamente gerado, N é um grupo pro-p de poste finito. Entao,
pelo Teorema 1.40, NV & de tipo £ P sobre Z, o que junto com a Proposigao 1.28 implica

que G/N tem o mesmo tipo homeldgico de G, e, G/N € de tipo F P, sobre Z,. 8

A versio abstrata da Proposicéo 2.7, ou seia, que 05 gquocientes de grupos metabelianos
abstratos tém o mesmo tipo homoldgico do grupo, ainda ndo esté provada para m geral. Isto
porque a versao abstrata do Teorema 1.42, a Conjectura F' Py, também estd em aberto para
m geral. Entretanto, Kochloukova e Groves apresentaram em [11, Proposicie 1] uma prova
direta de que, para m < 4, quocientes de um grupo abstrato metabelianc de tipo F 5, que
é uma extensao cindida de grupos abelianos também tém tipo homoldgico #' 7,. Com isso,
os autores também provaram para m = 4 a versdo abstrata do Teorema A [11, Coroldrio 1.

Considere agora A e Q% como no Teorema 2.5 e suponhaque f;;{1) = 1parai=1,....d
e j=1,...,m. Note que ndo estamos exigindo que f;; seja monico, entdo se fi;(1) € {0, 1}
podemos substituir fi; por fi;/fi;(1). Além disso, f;;{1) = 0 implica que f;; = ¢{z; — 1)
para alguma constante ¢ € F, \ {0}, um caso que pode ser evitado. Isso mostra que existem

infinitos polindmios irredutiveis distintos em F,[X;] com valor 1 em 1.

Lema 2.8. Sejam A® e Q" como no Teorema 2.5 € suponha que f;;(1}=1parai=1,....d

ej=1,...,m. Para k>0, sgja I;; o ideal de A; gerado por 7, onde t; = X; — 1. Entdo

(a) cada I, tem indice finito em A; igual ¢ uma poténcia dep e ﬁkze Lip=10.

A A A
(b) C :=lim <-~5‘— R, — F, - - Or, -ﬁ) = Follts, fo, .- 1))
A\ o Tk

(c) @;;C’ € um [[F,Qzl]-mddulo pro-p finitamente gerado via a agdo diagonal de Q. onde

Q5 € o completamento pro-p de Q*.

Demonstracao. (a) Fixemos, por exemplo, ¢ = 1 . Temos

i 1 1
Alzyp[tiumam}”'fh—:rv
1+14 612 g1,m

onde g1; = fi;(1+#1). Como fi,;(1) = 1, cada g;; tem termo constante com respeito &

varidvel #; igual a 1, digamos
gy =1+4aty +asti +-- +ait] (o €F,).
Como A; tem caracteristica p, temos que

k & ek k
2 T
Fi=1+at] +at?’ +--+atl,

3
i
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ou seja, —1 +gfi; clige (E%)F’k =1 em A/l 4. Ento [y, tem indice finito em A,. Como
Aq tem caracteristica p esse indice é uma poténcia de p.

Seja vy, & valorizacBo (f;)-ddica de F,{t,). Para cada o € Iy, temos v,(e) 2 k, jé
que #; néo divide o polindmio irredutivel g, ; em Fplt;] parae cada j = 1,...,m. Entdo, se
@ € {yp 1,6 tEINOS vy, (a) > k para todo k e portanto o = 0. Isto completa 2 prova do item

{a).

(b) Seja N = {11 s }ino. Note que N determina uma topologia em A; e considers
Af =1lim Ay /Ty
%

o completamento de A; com respeito a essa topologia. Como (|,.,/1x = 0, temos gue o
homomorfismo continuo A; — A7 é injetivo. Note agora que B = Fplt;] « A; e portanto
N induz em B a topologia determinada por M = {[1; M Bhizo = {b € B | v, (b) = kleso

Completando B com respeito 4 topologia determinada por M, obtemos o seguinte diagrama.

I Fplt:]/J 2 | 4
JEM 1

|

B = Fplt;]——— }il

Pelas definigbes de N e M, vemos que a topologia pro-p de B, que é a topologia deter-
minada pelos ideais {#¥) de B gerados por %, coincide com a topologia de B induzida por

N. Entéo, pelo Lema 1.3, ¢ é injetivo e

] L Bl
lim -+ = i £ ~m I

Como ja observado anteriormente cada g;,; tem termo constante igual a 1, entdo 1/g1; €
F,lit:]]. Assim, A; C Fyllf1]] de onde concluimos que A = F,[[¢1]], i.e., AF = F,i[]], para
i=1,....d.

Agora, pelo Corolério 1.19, temos que
C = A8, A38r, - Br, 4]
= Fpllta]) &, Fpllta]|®, - - - B, Fpllta]]

= Fpilt, e, ..., 4]

e o itemn (b} estéd provado.
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(c) O completamento pro-p ((;)p de ¢J; é o grupo pro-p abeliano livre no conjunto ¥ =
{9:1,Gi2,. - Gim}- Paratodo & > 0, I, é um ideal de A; e portanto é invariante sob a agBo
de ¥;. Além disso, cada g;; age em A; via multiplicagdo por g;; que tem termo constante

igual a 1.

Afirmacio 1: A agao de (Q:)s em AY é continua e, portanto, A7 é um [[FL{Q;)5]-médulo

pro-p, paracada i =1,...,d.
De fato, fixemos i € {1,2,..., ,d}. Primeiro observe que basta mostrar que a agao de
cada gerador g;; de (Q;)p € continua, pois assim se ¢ = ¢1¢5...¢im € (Qi)s e a € A,

entdo algfigs - - Gim) = (ag ) {gi1 a3 .. ¢f7), onde £ é o sinal de &1, OU seja, a acio de

g em o € A; é a composta de ages continuas. Agora, para cada j, escreva g5 = 1+ £:h;,
onde h; € A;. Entdo gfpz — 1 & [, e, como ﬂ@gi},k == {J, segue que gfg — 1, quando
s — oo. Portanto o subgrupo fechado de A} gerado por g ; € isomorfo & Z, e portanto age
continuamente em A7, o que prova a afirmacio.

Como j& observamos anteriormente, para cada i, A} = F,[[t;]] é a dlgebra de grupo
completa do subgrupo pro-p ciclico de ((J;)5 (topologicamente) gerado por ¢; ;. Portanto Af
é ciclico como [[F(Q;)p]]-médulo. Como @ = (Q1)5 @ --- & (Qu)p, temos que

[Fo(Qu)sl®r, - - &, [F (Qu)sl] = [FpQ3ll.

Segue entdo que ¢ é um H pQ 21]-médulo pro-p ciclico.
Pela Propo&gae 1.22, ®3 (' é finitamente gerado como um (z-mddulo pro-p se, € somente
se, ®r C/ir (@r C)] tem dimens&o finita sobre F,, onde J é o GGnico ideal aberto maximal de
[F,Q5]], ou seja, 1 € o ideal de [[F,Q3]] topologicamente gerado por @5~1 = {g—1]q € @5}
Pelo Teorema 2.5, @?; A* é gerado por um subconjunto finite ¥ como um Q" -mdédulo

abstrato via a agdo diagonal. Entdo

®r,C/I&s,C)] = (&%,C) Brmans

Para cada k, ¢ elemento dentro do colchete no iltimo termo acima tem dimensio no méximo

.2 . , < m g A 4 .
|¥'} sobre Iy, J& que & imagem de ¥ pela projecio ®F A* — ®rmp(ﬁi" @, - ©F, gi—} gera
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@@p (TA_L @s, - Br, ?%’i') como F,Q)"-mbdulo. Finalmente, como o sistema inverso acima é
- 1.8 s

: ——TTE " ——FY, . _ . :
sobrejetivo, segue que ®chf’/ 7 §®F},C }| tem dimensfio finita sobre Iy, o que completa a

prova do lema. B

A partir do Lema 2.8 podemos provar o Teorema A para o grupo ¢ x A, onde A e € s&o

os grupos dados pelo Lema 2.6.

Teorema 2.9, Sejo § um grupo pro-p ebeliono topologicamente finitamente gerado ¢ A um
[1Z,Q]]-mddulo pro-p livre de posto finito. Entdo Q) X A mergulha come um subgrupo fechado
em um grupe pro-p metabeliano Hy, x A de tipo F'F,, sobre Z, de forma que ¢} mergulhe em
H., e a restricido desse mergulho o A € a identidade. Além disso, cada Q-submdédulo pro-p

de A (via conjugacio) € invariante sob a agdo de H,, (via conjugacdo).

Demonstracdo. Como ¢ é um grupo pro-p abeliano topclogicamente finitamente gerado,
pelo Teorema 1.16, ¢ tem um subgrupo pro-p abeliano livre {Jy de posto finito tal que
Q = Qo © Gtor, 0nde Gror € um p-grupo abellanc finito. Além disso, a Proposicio 1.10(1)
nos diz que [[Z,Q]] é um [[Z,Qo]l-médulo pro-p livre finitamente gerado. Assim, 4 é um
[[Z,Qo]]-médulo pro-p livre de posto finito. Seja {z;,z2,...,24} uma base do grupo pro-p
abeliano livre Q. Pelo Teorema 1.18, a dlgebra de grupo completa [[Z,Q:]] é a dlgebra das
séries de poténcias formais Zp[[ty, ¢, ..., 1g)}, onde &, = 1 — z;.

Sejam A* e " como no Teorema 2.5 com a hipétese adicional f;;(1) = 1, para i =
1,...,dej=1,...,m Entdo ¢y mergulha em (5 via a identificacdo z; = g;1. Defina
Hp = Q5 @ Qtor. Para 2 < j < m, seja fi; um polindmio em Zplz,] tal que f;;(1) =1e
a imagem de :f:j em Fplz;] é fi; e seja };1 = z;. Note que o grupo pro-p abeliano livre Q5
tem {¢i; M<j<m.i<icq COMO uma base. Entdo A pode ser visto como um H,,-mddulo pro-p
a direita onde ¢;; age em A via multiplicagdo por }:J e a acdo de Gy € dada pela a acéo
“antiga” de Gl em A, Logo a acdo de H,, estende a acglo de {§ em A. A continuidade da
acdio de Q5 em A segue do fato que J};J(E) = 1, para todo i e 7 (veja a prova da Afirmacio
1 na demonstragdo do Lema 2.8 (¢)).

Vamos agora mostrar que @ZA ¢ finitamente ger’a:afﬁ como um |[Z,H,]l-médulo pro-p
via a agédo diagonal de H,,. E suficiente mostrar que @ZPA ¢ finitamente gerado como um
[[Z,@Q3ll-médulo via a acho diagonal de 5. Temos que A é um [[Z,Qo]]-médulo pro-p livre
de posto finito e [[F,Q0]] € isomorfo ao médulo € do Lema 2.8, portanto C' é um Q3médulo
pro-p com ¢;; agindo via multiplica¢do por f; ;. Entdo A/pA é isomorfo como z-médulo

T
pro-p a uma soma direta finita de cépias de C. Temos que @zp/% é finitamente gerado como
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um [[Z,@5]]-médulo pro-p via a agho diagonal se, e somente se, (®7 A8, Fp = @;‘; (A/pAj
¢ finitamente gerado como um [[F,Q]}-médulo pro-p via a acio diagonal. Pelos argumentos
acima, @F (A/ p/%) é finitamente gerado como um [[F, Q‘“j J-mdédulo pro-p via a acdo diagonal
se, e somente se, ®w (' ¢ finitamente gerado como um iprQ* ~médulo pro-p via a acgio
diagonal. Pelo Lema 2.8(c) esta tltima condicdo é vélida. Finalmente, pelo Teorema 1.42,
Hpy, o A ¢ de tipo FF,.

O fato gue todo {J-submddulo pro-p de A € invariante sob a agéo de H,, segue imediata-
mente da definicdo da agdo de H,,. B

Agora estamos prontos para provar nosso resultado principal.

Tecrema A. Sejo &G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado.
Entde, pare cada nimero natural m, G mergulha em wm grupo pro-p metabeliano de tipo

homolégico F' P, sobre Z,.

Demonstracdo. Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado.
Entao & mergulha no grupo @ x {A/B) dado pelo Lema 2.6. Pelo Teorema 2.9, @ x A
mergulha como subgrupo fechado no grupo pro-p metabeliano H,,, x A que é de tipo F' /7,
sobre Z,. Como B é um [[Z,Q]]-submddulo pro-p de A, pelo Teorema 2.9, B é um [[Z,H,]]-
submédulo pro-p de A e podemos definir H,,, x (A/B). Entéo @ x (A/B) mergulha como
subgrupe fechado em H,, x (4/B) e, pela Proposicdo 2.7, temos que H,, x (4/B) ¢ de tipo
FE,. B



A\PITULO 3

oceneralizada

Conjectura F Py,

Seja G um grupo pro-p e B um [[Z,G]}-médulo pro-p. Por definigao, B é de tipo homolégico
FP,, sobre [[Z,G}] se B tem uma resolugic [[Z,G]]-projetiva onde todos os mddulos em
dimensao menor ou igual a m sdo finitamente gerados.

Neste capitulo, damos uma resposta positiva para a versao pro-p da Conjectura F' P, ge-
neralizada que classifica o tipo homoldgico de certos médulos pro-p sobre grupos metabelianos
finitamente gerados que anunciamos a seguir. A classificac@o € dada em termos do invariante
AL (Q) definido na Secéio 1.6 associado a um [[Z,Q1]-mddulo pro-p finitamente gerado. O caso
onde B é zero é degenerado e vamos exclui-lo. No decorrer de todo este capitulo, quando
dizernos que um grupo pro-p &G é finitamente gerado estamos dizendo que G € topologicamenie

finitamente gerado.

Teorema B: Segjal — A — G — @ — | uma seqiéneia exata de grupes pro-p tais que
A e @ sdo abelionos e G € finitamente gerado. Seja B um [[Z,Q]]-médulo pro-p finita-
mente gerado visto como um [[Z,G]]-médulo pro-p vie o epimorfismo G — . Enido sdo

equivalentes:

(i) B € de tipo homoldgico FP,, sobre [[Z,G];

(i) B&z, (®2A) € um {[Z,Q}]-médulo pro-p finitamente gerado via a acdo diagonal de Q:

~ m i . . ) I
(i) B®z,(Ng,A) € um [Zp,Q]]-mddulo pro-p finitamente gerado via o a¢do diagonal de Q;

46
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(iv) sev; € Ap(Q) eva, ..., Up € B4(Q) 530 tals que v1Ug -« - Uy = 1, entlo v, = vy =

Note que, no Teorema B, o caso B = Z, é exatamente a classificacio dos grupos pro-p
metabeliancs finitamente gerados de tipo FF,, sugerida por King em [15] e provada por
Kochloukova em [18, Theorem D} que enunciamos no Teorema 1.42. Esse caso particular é
a versdo pro-p da Conjectura FF,. E importante mencionar que, a pesar de nosso teorema

ser mais geral que o Tecrema 1.42, usamos na nossa prova o fato que o resulfado vale para
B == an

Destacamos também que a equivaléncia de (i) e (iv} no Teorema B implica que, quando
m elementos de A 4({) tém produto trivial, cada um é trivial {L.e., A é “m-tame”). Entéo,

emn vista do Teorema 1.42, podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolaric C: Seja 1 — A — G — ¢ - 1 uma seqgiiéncia exata de grupos pro-p tais que
A e () sio abelianos e G é finitamente gerado. Seja B um [[Z,Q]]-médulo pro-p finitamente
gerado visto como um [[Z,G]-médulo pro-p via a projegio natural G — @. Se B é do tipo

homolégico F'Fy, sobre [[Z,G]], entdo G é de tipo homolégico F P, sobre Z,.

A prova do Teorema B é feita em vérios passos. Em um dos passos (veja Teorema 3.4),
obtemos a seguinte equivaléncia auxiliar: B é de tipo F'F, sobre [[Z,G]] se, ¢ somente se,
TO?"E{ZPA]} (B,F,) ¢ finitamente gerado como um [[F,Q]-médulo pro-p, para todo 7 < m. Este
resultado é uma importante ferramenta para a prova do Teorema B e é uma generalizacao do
caso B = Z,, onde TO?"%IZ?AH (Z,,Fp} = H(A,F,) é o i-ésimo grupo de homologia de 4 com
coeficientes em Fp, que enunciamos no Teorema 1.30. Em outro passo, aplicamos o Teorema
dos coeficientes universais para obter uma relacéo entre TO?"E{ZPA}](B ,Fo) e Hi(A,Z,). Essa
relagBo e alguns resultados sobre a estrutura do médulo H;(A, Z,) enunciados na Segéo 1.5,
nos permitird de verificar que (i) implica em (iii} e que (ii) implica em (i) (veja Teoremas
3.5 e 3.9).

O Capitulo 3 é organizado em duas se¢tes. Na Secao 3.1 apresentainos algumas definictes
basicas e provamos alguns resultados sobre homologia de mdédulos pro-p, inclusive a equiva-

léncia auxiliar acima mencionada. A Secdo 3.2 é dedicada & prova do Teorema B.
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3.1 Médbdulos pro-p de tipo F P,

Seja & um grupo pro-p e B um [[Z,Gl-mdédulo pro-p (& direlta). Uma resolugdo [Z,G]]-

projetiva (& direita) de B é uma seqliéncia exata na categoria de ﬁZZpGH—mééuias DIo-p
P: i B P == P— B0

onde cada P; é um [[Z,G]-médulo pro-p (& direta) projetivo. Dado 0 < m < oo, dizemos
que B € de tipo FP,, sobre [[Z,(]] se B possul uma resolugdo {[Z,G]]-projetiva tal que cada
P, é finitamente gerado como um [[Z,G]]-mdédulo para 0 < ¢ < m (para todo i se m = 00).

Observe que B é de tipo F P, sobre [[Z,G]] se, e somente se, existe um {[Z,G]]-médulo
pro-p livre finitamente gerado que ¢ levado sobrejetivamente em B, ou seja, B é um [[Z,G])-
mddulo pro-p finitamente gerado. Além disso, B ¢ finitamente apresentével se, e somente se,
existe uma sequéncia exats

R—F—-B—1(

de [[Z,G]]-médulos pro-p tal que F; € livre (e portanto projetivo) e F, e R sao finitamente
gerados. Entdo, se B é de tipo F P, sobre {[Z,G]] temos que B ¢ finitamente apresentdvel.
Reciprocamente, se B ¢ finitamente apresentével, seja Fy um [[Z,G]-médulo pro-p livre que

é levado sobrejetivamente em B. Entao
Fl— Fy— B~

é uma resolu¢io parcial [[Z,G]]-livre de B com Fy e Fi finitamente gerados. Logo B é de
tipo F P sobre [[Z,G1].
Seja agora L um [[Z,G]l-médulo pro-p (& esquerda) arbitrério e considere uma resolugio

[1Z,G]]-projetiva P de B. Aplicando o funtor —®z,qyL no complexo apagado
Pe= - —=F—=5F, 31— —F—=0
obtemos o complexo

Peizepl = -~ P8yl — Bia®pz,apL — - — P8z,qL — 0.

Entio To?"E{ZZ’GE{B, L) é o i-ésimo grupo de homologia H;{F; Bs@gz e} desse complexo. Mais
detalhes sobre propriedades homolégicas de médulos profinitos podem ser encontradas em
(28] e [31]



Cap. 3 » Conjectura F 5, generalizada

Observe que a partir da definicio de modulos pro-p de tipo F'F, podemos reescrever
& definicdo de grupos pro-p de tipo £ F,,: um grupo pro-p G ¢ de tipo FFy, sobre Z, se
Z, considerado como [[Z,G]l-médulo trivial é de tipo F Py, sobre {[Z,G]]. Pelo Teorema
1.26, temos que G é de tipo F'P,, se, e somente se, cada grupo de homologia H;(G F,) =
T@ré[z*"@}'(%?, F,) é finito para ¢ < m. Além disso, vimos que se N é um subgrupo normal
{fechado} de G, entdo (/N age continuamente em N via conjugagio & direita, e se G/N
tem posto finito, entdo [[Z,(G/N)]] é topologicamente (e abstratamente) Noetheriano. MNeste
caso, G é de tipo F' P, se, e somente se, H;(V,F,)} é um [[Z,{G/N}]]-médule pro-p finitamente
gerado para ¢ < m {Teoremsa 1.30).

Vamos agora provar tais resultados para o caso de madulos nédo triviais. No que se segue,
k denota Z, ou F,. A prova do Teorema 3.1 € uma adaptagio direta do caso B = Z, com

acdo trivial de & [13, Teorema A],

Teorema 3.1. Sejo G um grupo pro-p, N um subgrupo normal fechado de G tal que G/N
tem posto finite ¢ B um [[Z,Gl}-mddulo pro-p. Enido B € de tipo F Py, sobre [[Z,G]] se

e somente se, TO?”E[Z “l(B, TE(GINY) € [[R(G/N)]|-médulo pro-p (& direita) ﬁmtamente
gerado para 0 <1 < m, onde k = Zy, ouFp.

Demonstragéo. Suponha que B é de tipo F'P,, sobre [[Z,G]]. Entao existe uma resolugéo
1Z,Gl-projetiva P de B tal que P, é [[Z,G]]-médule finitamente gerado, para 0 < ¢ <
m. Como [[Z,G)|@z,cy(G/N)]] & [[K(G/N)]], temos que P8z ayilk(G/N)]] é um
[[k(G/N)jl-médulo pro-p finitamente gerado para 0 < i < m. Portante, ¢ subgiiociente
Tor EZP H(B, &G/ é um [[A{G/N)]]-médulo finitamente gerado, para 0 < i < m, j&
que [[Z,(G/N}]] é Noetheriano.

Reciprocamente, suponha que Tort ZpG"%(

B, [[k(G/N)]]) é um [[k(G/N)]]-mébdulo pro-p
finitamente gerado para 0 < ¢ < m. Vamos aplicar indugio sobre m. Para m = 0, temos
que Tori=N B [[k(G/N)]]) = BRyz,cpl[k(G/N)]] é [K(G/N)]}-médulo finitamente gerado.
Entdo, pela Proposi¢do 1.22, B&yz,aF, = (B8gz,qyl[k(G/N)])Biwc/nyFp tem dimensio
finita sobre IF,. Aplicando novamente a Proposiggo 1.22, temos que B ¢ [[Z,G]]-médulo pro-p
finitamente gerado. Mas isto € equivalente a B ser de tipo F'P, sobre {[Z,G]].

Suponha que m > 0. Por hipdtese de inducdo, existe uma resolucho [[Z,G]]-projetiva

&; &; - &
R 3 - WP SRy - SN - SN

de B, onde cada F; é [|Z,G]|-mdédulo pro-p projetivo finitamente geradoe para i < m — 1.
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Para cada 1. seja K, o ntcleo da aplicago J; (entdo K = Im0&;1). Denote [[k(G/N)]]

por S e considere seguinte diagrama

By B1 §m81
Pt 1® ZG?SWPméémGgS

(S ®1) %_ ﬂ@ivs

KnBiz,c5 Kme1®yz,605

TP 1® ZQG‘}S

onde p = (1x, )81 e v = (1x_,)®1. Note que os tridngulos comutam e as aplicacdes

verticais s&o sobrejetivas, j4 que K = ImdJ,.; e [ z,615 € um funtor exato & direita. Logo

Ker 8,81  Ker v(8,81) _ Ker (8,81)
Im G &1 Imp " Ker (8,81Y

Torl%C(B, 8} =

kY

= Ker ~.
Obtemos entdo a seguinte seqiiéncia exata com aplicacdes continuas.

0 — TorlBCHB [[K(G/N)]) — K1 @p1z,ep [[K(GIN)]] = Bro1 @1z, on[IR(G/ )]

Por hipétese, Torie?® ]( B E(G/N)) é [[R(G/N)]
hipétese de indugio, P18z, ap[k(G/N)]] é [[ (G/N)i]-médulo finitamente gerado. Entao,
como [[k{G/N)]] é Noetheriano, K, 1&gz, cn[[k(G/N)]] é [k(G/N)]]-médulo finitamente ger-
ado. Da Proposigio 1.22, segue que K, 1® (2,61 Fp = 2 (K1 @z, oy [k (G/N))® el
tem dimensdo finita sobre F, e portanto, aplicando novamente a Proposicdo 1.22, segue
que Koy é [[Z,G)]-médulo finitamente gerado. Seja ¥, o [[Z,G]l-médulo livre finitamente

gerado que é levado sobrejetivamente em K,,_;. Entdo

|-médulo finitamente gerado e, por
.
=

Fm——‘?Pm_l-—?'"'%P{)—)B—?G

é uma resolucdo parcial livre de B tal que F,, e F;, i < m, sdo finitamente gerados como

|[Z,G]]-médulos pro-p. Completando essa resolucdo, concluimos que B é de tipe F P, sobre
[Z,G1]- =

O seguinte resultado nos diz como que a propriedade F 7, se comporta em extensoes.

Coroldrio 3.2, Seja 0 — A" — A — A" — 0 uma seqiiéncia exata de [[Z,G]]-médulos pro-p

e homomorfismos continuos.
(a) Se A" € de tipo F Py e A € de tipo F P, sobre [[Z,G]], entdo A" é de tipo FE,,.

(b) Se A € de tipo F Py e A7 € de tipo F Py, sobre |[Z,(]], entdo A’ € de tipo FP,_,.
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(c) Se A" e A" sdo de tipo F Py, sobre [[Z,G], entdo A € de tipo FP,_1.

Demonsiragdo. Basta aplicar a seqli®ncia exata longa para o funtor ~®ygz g, € usar a
equivaléncia do Teoremsa 3.1. Vamos mostrar apenasg o item (a), pols os outros ftens sfo
mostrados de forma inteiramente andloga.

Aplicando a sequéncia exata longa para homologia, obtemos a seguinte seqliéncia exata

?Wégzpcz]{ AF,) — ?Ongzpcg] ( Aﬁﬁg}} T O?,E[zpzf:ﬁ( A1>Ep}'

[

- / E‘ PR S . r =y - '
Pelo Teorema 3.1, TO?”Z{[ZPG‘J (A, F,) é finito para 0 <i < m, e TO’FE%)GJ (A, F,) é finito para
1<i<m. Entéo TG?"E[ZPGE (A", F,) ¢ finito para 1 <7< m. Resta analisar o caso i = 0. A
segiiéncia

Z.Gl ; : B, G0 s
?0,}.,{3 o s(AEg‘pj — Tmpéi v ”{Af:éﬁp} — ’@

é exata, entdo como To?*gZPGEE{A,Fp) ¢ finito segue que TOT{{EE?GEE(A” ,Fp) também ¢é finito.
Portanto, pelo Teorema 3.1, A7 é de tipo F'P, sobre [[Z,G]]. =

O seguinte lema é uma versdo pro-p do Lema de Shapiro (veja Lema 1.29). Uma versio

mais geral pode ser encontrada em [28, 6.10.10].

Lema 3.3. Seja G um grupo pro-p, N um subgrupo normal (fechade) de G e B um [[Z,G]]-
médulo pro-p. Entdo Torl (B, k), onde k = Z, ouF,, ¢ um [[k(G/N)]|-médule pro-p (d
direite) isomorfo o TG’T‘EZPGH(B, HE(G/N3)D, para todo i.

Demonstragdo. Seja
P= =P —-F—-8B—-0

uma resolu¢do [[Z,G]-projetiva de B. Temos que B é também um [Z,N]-mdédulo pro-p e,

pela Proposicio 1.10, cada P € um [Z,N]-médulo pro-p projetivo. Portanto,
Tor® (B k) = H/(PsBqz k).
Por outro lado,
P8z, ik = Pyz,cp (2G| 8z, 0k 2 P®iz,en[[k(G/N)]
como [[k{G/N}|-médules. Portanto
Tor,™"N(B, k) = H{PsByz,mk) = Hi(PaByz,a[k(G/M)]]) = TorfN(B, [(k(G/N)]).
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A partir do Lema 3.3 e do Teorema 3.1, obtemos dirstamente o seguinte resultado que

sera uma importante ferramenta na prova do Teorema B.

Teorema 3.4. Sejam G um grupo pro-p, N um subgrupo normal fechado de G tal gue G/N
tem posto finito e B um [{Z,G)]-médulo pro-p. Entdo B € de tipo F P, sobre [|Z,G]] se,
¢ somente se, T@?EZB’%{B,k} ¢ finitamente gerado como [[k{(G/N)]l-mddulo pro-p para todo

0<i<m.

3.2 Prova do Teorema B

Nesta secio usamos a seguinte nofagio. Seja 1 — A — G — { — 1 uma seqliéncia exata
de grupos pro-p tal que A e ¢ 580 abelianos e (7 é finltamente gerado e seja B um [[Z,Q-
médulo pro-p finitamente gerado. Entdo B é um [[Z,G]]-médulo pro-p via o epimorfismo
G Qe Aéum [[Z,Q]-mbdulo pro-p & direita finitamente gerado onde a agio de @ ¢ a

induzida pela conjugacéo em G.

Teorema 3.5. O produto tensorial completo C = B@Zp{®ZA) € um [[Z,Q1-mddulo pro-p
finitamente gerado via a agdo diagonal de @) se, e somente se, sempre que 11 € Ag(Q))

Vg ooy U1 € H4(Q)) 580 tais que vivs - e = 1, entGo v) = vy = -+ = Uppyy = 1.

Demonstracio. Como A e B sto [[Z,Q]]-mddules pro-p finitamente gerados, temos que C' é
——T
finitamente gerado como @y [[Z,Q][(* [Z,Q™F'])-médulo.
Seja § : @ — @™, g+ (g,4,...q), a imersdo diagonal. Pela Proposiciio 1.38, C é

finitamente gerado como um [[Z,8(Q)}]]-médulo se, e somente se,
Ac(@m'H“) . T(Qm+l, 5(@)) = 1.

Seja m @ Q™ — @ a i-ésima projecio e 7} : T(Q) — T(Q™) o monomorfismo
induzido. Identifiquemos T(Q)} com suas imagens 7} {T(Q)). Cada elemento v € T(GZ™")
pode ser escrito unicamente Como v = v1va - Uy cOm v; € 77 (T(Q)), i = 1,2,...,m+ 1.

Além disso, temos
(21 RT2® - BTmgs) = T1{z1)T2(x2) - Tt (T ),

onde T e 7; sao as extensoes de v e vy, respectivamente, para a algebra de grupo completa
[Z:Q]] (veja Becdo 1.6).
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Pela Proposicao 1.39, temos que

Be(@M) = (m A QR A4Q) - (7 Da(@))-

Entdo B@zp(®zpﬁ} é finitamente gerado como um [[Z,56(@Q)]-mdédulo pro-p se, e somente

58,
(I A(@N(FIAL(Q)) - (7,1 84(Q) NTQ™,6(Q)) = L.

Mas v € T(Q™,8(Q)) se, e somente se, v1(g)va{q) + vms1lg) = 1, para tode ¢ € Q.
Também v € (7A@ m3A84(Q)) - (75, 84(Q)) se, e somente se, v; € Ap{Q) e v,
e, Ut € A4(Q). Além disso, v = 1 se, e somente se, v; = 1 para todo 7. Estas sfo

precisamente as condigdes que aparecem no enunciado de tecrema. .

Teorema 3.6. Se 3@%(1’\2 ) um [[Z,@]]-médulo pro-p finitamente gerado via a agdo
diagonal de Q, entio BRz \®z A) € um [[Z,Q)]-méduls pro-p finitamente gerado via a agdo
diagonal de Q.

Demonstrocdo. Pelo Teorema 3.5, B @ZP (@ZA) é finitamente gerado via a agao diagonal de

@ se, e somente se, quandov; € Ap(Q) e ve,. .., Vms1 € Aa(Q) sfo tals que vivg - - Va1 = 1
entao U1 = U = - = U1 = 1.
Suponha que o teorema é falso. EntZo existem elementos vy € Ag(Q) e va,. .., Umy1 €

A4(@Q) ndo todos triviais tals que v1Us - Uper = 1. Se vy = 1, temos m elementos em
A4{Q) ndo todos triviais com produto igual a 1, ou seja, A néo é “m-tame”. Entdo, pelo
Teorema 1.42, F\ZPA ngo € finitamente gerado sobre [[Z,Q]]. Por outro lado, seja J o fnico
ideal maximal em [Z,Q]] e By = B/BJ. Pela versio topolégica do Lema de Nakayama,
By é ndo nulo e, como B € finitamente gerado sobre [[Z,Q]], pela Propesicio 1.22, By tem
dimensdo finita sobre {[Z,Q1l/J = F,. Agora, Bg@zp(f\ZA) ¢ um [[Z,Q]]-mdédulo pro-p
quociente de B@zp(ﬂZA) e, portanto, é finitamente gerado sobre [[Z,Q)]]. Como @ age
trivialmente sobre By, temos Bg@zp(f\gpA) = @d(iﬁ‘p@)zp(?\zpfi)) como [|Z,Q]]-modulos
pro-p, onde d = dimg, By. Segue que Eﬁ‘pf@zp(ﬁg;zé) é finitamente gerado sobre [[Z,Q]] e
portantc o mesmo vale para KZA, uma contradicdo. Entdo podemos supor que v; # 1.
Vamos agora reduzir o problema para o caso em que A e B sdo [[Z,Q]-médulos ciclicos

de caracteristica p. Pelo Lema 1.37(i), temos

Ha(Q) = &_ﬁ:(@} = &iiiﬁgQEE (Q) = ﬁﬁ%géf (@)
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&

Lp(Q) = L2 (@) = Dgan(Q) = »i‘z_[,%g;_{@}
onde A° = Annygop{A) e B° = Annpg op{B). Entdo podemos assumir que A ¢ B tém
caracteristica prima p, 4° = /A° ¢ B® = \/783 Como [[Z,Q]] 6 um anel comutativo
abstratamente Noetheriano, A° = vA° = PN .. NP e B* = VB = Q1 .--NQ, sio

intersecoes finitas de seus ideais primos minimais. Lembre que os ideais primos minimais de
A® e B° como ideais de [[Z,Q]] coincidem com os ideais primos minimais de A ¢ B como
Z,Q]]-médulos abstratos, respectivamente {7, IV.1.4, Teorema 2]. Para cada i, escolha um

elemento a; € A tal que Annpg gya: = F. Por {1, Prop. I11.1.4], a aplicagéo

- (2. Q]

que leva &{(A; + F) em Y Ma; é injetiva. Como A M = &, E%%@ﬁ segue que
A mergulha em A. Agora, pelo Lema 1.7, todo [[Z pQH—subm@dtﬂe de A abstratamente
finitamente gerado é fechado, entio A mergulhe em A como um [[ZPQ]}su’amédaio pIo-p
finitamente gerade. Aplicando o mesmo argumento, temos também que B.= 14 ”Q L mergulha
em B como um [[Z,Q]l-submédulo pro-p finitamente gerado. Agora, como esta,mos supondo
que A e B tém caracteristica p, B®zp(/\z A) mergulha em B@zp(]\\ZA)j de onde segue
que B@Zp( /\z Ay éum [[Z »Q]-médulo pro-p finitamente gerado via a agéo diagonal de Q.
Portanto, as hipdteses valem para AeB e, abusandc da notagao, podemos supor que A=A
e B= 5.

Lembre que estamos supondo que existem elementos vy € Ap(Q), com v ## 1, e

Vgy v Ump1 € La(Q) ndo todos triviais tais que vivg - Umyy = 1. Sem perda de gen-
eralidade, suponha que %3,...,v; 880 nao triviais e veyy = -+ = Upq = 1. Para i =
1,2,...,8, cada v; estende-se a um Gnico homomorfistno continuo ndo trivial de algebras

T; : [[Z,Q)] — F[IT]] tal que B° < Ker%; e A° < Ker?;. Sejam
w: B—=F[T]], w:A-=F[T], i=2,...,s
os homomorfismos induzidos por vs, v, ..., vs, respectivamente, e
pi BT —F[7]], i=2,...,m+1

os isomorfismos de F-algebras que, para cada i, leva T em 7. A partir destas aplicacdes

podemos construlir outro homomorfismo de anéis

W= ﬂiwlw@_ﬁg?wﬁ@‘ t @#sws@fis+l ws&; T §#m+lu’s
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de BEx, (®y. 4) em F{[T1, T, .., Trss]] definido por

S e an
Wipg@e™y) = M1

o B T purd : . m{}
%§{®21)®A®<®m ) ;f_é@'gﬂ“ 7 T

— B
i e e et == s il e -+
m;(@ NEAB@™ T T Mills, 17 8 1.....m+ 1,

iy il N » —
ou seja, W restrita & cada coordenada de B®r, (@5, A} ¢ igual & correspondente aplicagéo
piw;. Aqul usamoes o simbolo @ em analogia ao produto tensorial completo, mas observamos
que W ndo é o produto tensorial completo das aplicagdes p;wy, pois FI[T;]] nic é um anel

pro-p a pesar de ter muito em comum com anéis pro-p (veja Secdo 1.6).

Seja

& aplicagio Fp-linear definida por
&{&3@)&}@ e géa'm> = z (_1)5}“2}@@0(1}@ o @aa(m)a
G’ESm

onde (—1)7 é o sinal da permutacdo o € S,,,. Note que a imagem Ima de « se fatora através

o -~ — —~1n
de B®r,( /\;; A). Como B®z,(A\z, A) é um [[Z,Q]]-médulo pro-p finitamente gerado via a
acao diagonal de §), o mesmo acontece com [ma.

TR
Seja .5 o subgrupo aditive Q5 [F,Q]] = [[F,Q™]] gerado por

{2 e [[F@Q™] | Ao = A, para todo 0 € S},

onde o age em M@ ... 8, € [[F,Q™]] permutando suas entradas. Note que S é fechado e
F,C S

Afirmagdo 1: [[F,(QQ™]] é inteiro sobre S, no sentido que [[F,Q™]] é abstratamente finita-
mente gerado como um S-mddulo abstrato, portanto finitamente gerado como um S-mdédulo

pro-p {Lema 1.7}.

De fato, cada elemento ¢ € [[F,Q™]] é inteiro sobre S5, j4 que é uma raiz do polindmio
lyes, (z—to) € Slz]. Entdo, se X; é um conjunto finito de geradores topoldgicos para &
i-ésima cépia do grupo pro-p abeliano @ em Q™ C [[F,0™]} e X = [ J, X, temos que o anel
abstrato S[X| € inteiro sobre S e portanto S[X] é finitamente gerado como um S-médulo
abstrate. Além disso, S C §[X] C [[F,Q™]], de onde segue que S[X] é fechado {Lema 1.7).
Entgo [[F,Q™]] C F,[X] C S[X| = §[X] e consequientemente [[F,Q™]] = S[X| é inteiro sobre

5, como afirmamos.
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Da Afirmacio 1 segue que @?‘1{ F,Q1 = [{F, Qq@:&(@ [[F,Q1]) € inteiro (no sentido
da Afirmagio 1) sobre [[F,Q]| &g, S. Note que Ima{[[F,Q]|@s,5) = Ima e lembre que Ima ¢

um [[F,@1-mddulo pro-p finitamente gerado via a agdo diagonal de Q. Entéo

V= Ime(&y [F,00

é um [[F,@]-médulo pro-p finitamente gerado via a acdo diagonal de Q. Assim, w(V) é
finitamente gerado sobre [[Z,Q]], onde a agao de @ em F[[T1, 75, ..., Timea)] é & induzida por

@ via a agdo diagonal de ) em B®Fp<®ﬁ<‘p ), ol seja, a acdo de ¢ € J é a multiplicagéo por
(g} = (pv1(q)) (pav2(@)) - - - (1s0s(@)) (trsrrvs()) -+ - (pmt1vs(9)) - (3.1)

Afirmagdo 2: w(V) = 0

Assuma que a Afirmacio 2 é verdadeira. Entdo existe um infeiro 7 > 1 tal que w(V)

ndo estd contido no ideal I de F{[T}, Ty, ..., Tipun ]l gerado por 77,,, ..., 72 .. Seja J o ideal
de F[[11, T3, ..., Tmea)] gerado por 7y — T, Ty — T3,..., Tsoy ~ Ts. Como ﬂkzl = (],

afirmamos que [}, (J* + 1)/T = 0. De fato, se g € Nt J*¥ 4+ I, entdo g pode ser escrito

como

g= > (DT Ty — T

[5.5 PRI & Fou 3

§ Yi,1 rp Vi, 2 . Yi, 541 Yi,m4-1
T T . T:‘L’STS%E' . Tm+1 } _'_

+T£~:~1f} + ﬁwf? +- Tffzwifmﬁ—m

onde S5 oy =k a; €F, vy > 0e fi.foros fnries € FIT1, T, ..., Trnan]].  Entio,

reescrevendo a expressio acima, obiemos
} R

onde > varia sob todas as poténcias vinparal=s4+1,...,m+1 talsque 0 <, < J, ou

g= 3 {(T:;i*‘. T { S (T -T) . (Teey — TG, T, T

e SYRRRL PR |

T§+1f1 + T§+2f2 oo+ T;ipzwifmﬂ_s;

seja, sob um nimero finito de indices que ndo dependem de k. Note que g(73. 75, ..., D) ¢
unicamente definido por g e é o dnico termo na expresséo acima que depende de k. Logo,
como [y J* =0, se g € [V, (J* + I) entéo g € 1. Portanto (,.,,(J*+ 1)/ =0.

Assim, como w{V') ndo é um subconjunto de 7, existe ky > 0 $al que

V) CJ®+T and (V) g T 4
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onde por definigdo J° = Fl[11, Ts, .. .. Thupi]]-
Lembrando que um elemento ¢ € @ age sm F{[T1, 7%, ..., Tmull como em (3.1}, que

mve U, = 1 & que a acdo de ¢ é continua, temos

Sagye T+ ulun(q) o wslg)) (pemrwsla)) - - (merws(q))

= I {pws(g) - (s ws(g))

C T+ 1+ T, T )FITL o, Tl

Entio para k suficientemente grande, temos
Ha ) =8 e T+T+1,

Assim, a imagem candnica V de w(V) em (J* -+ 1) /(J¥+1 4 1) é ndo trivial e a acio induzida
de QP em V é trivial. Como @{V) é finitamente gerado sobre | [IF,@]], concluimos que V &
finitamente gerado sobre F,(Q/Q7") e portanto ¥ é finito.

Por outro lado, escolha ¢ € @ tal que pyv1(g) £ 1edefina h = ¢® (871 € @Z:l[[ﬁfp@]}w
A acBo de hoem {J* 4 [)/(JR L 4 1) é dada pela multiplicaciio por f = pui{g) com f # 1
em F[[T1]] C Fl[T1, 7o, . .., Toms1]]. Note que J*o/ g%+ ¢ um F[[7}]]-médulo abstrato livre de
posto finito, onde F é um corpo. Segue que as poténcias nao triviais de f nfo podem agir
trivialmente em qualquer elemento nao nulo de (J* + I)/{J%*! 4+ I'}. Mas, como a imagem
V de @w{V) em (J* + I)/(JF+1 + ) é finita, alguma poténcia de f deve agir trivialmente
em V, uma contradicao.

Resta mostrarmos a Afirmacdo 2. Para isto, vamos achar um elemento nfo nulo em w(V).
Lembre que o problema foi reduzido para o caso em que A e B sdo anéis de caracteristica p.
Seja g € @\ 1Ji_, Kery; e defina uma seqiidneia 1 < B < B < -+ < G, de poténcias de p
de forma gue

(1) muile) € T+ T (FTL]IN\ {0});
(1) pwi(d®1) € 1+ T FIL N\ {0}), parai=2,..., s
(1ii) pvs(g®1) € 1+ T (FIIT))\ {0}), parai=s+1,...,m+ 1
v) 1<ap <o <o < e
Sejam b e o as imagens de g em B e A, respectivamente, e considere

t=w( Z D68 0E . . - Raim).

eSSy,
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Entéo t é uma soma infinita de elementos &, 77°75" ... 1%, com &, € F. Afirmamos que by #

0, onde g = {ag, a1,...,@n). De fato, se k, = 0, entlo como o mondmio V0I5 ... ToT,
" i G - ; I+ . - P o~ P 3 R - ) f‘ N
aparece em W(ba™ & - - ®a), ele também aparece em algum @b - - - B com

o # 1. Entdo 75* aparece em
@szi{z}ﬁv{l} — ﬁz@z(g?fﬁg(i} e (1 “%“TQQIE’?[[TQEE}&{UH&-’

Como f,0)/5: € uma poténcia de p e p é a caracteristica de IF, concluimos que G,y = . Os
mesmos argumentos mostram que [)’g(i} = [;, parat=1,2,...,m, e portanto obtemos o = 1,
uma contradicdo. Ento ¢ é um elemento ndo nulo em w(V)}, o que termina a demonstragso.

Na demonsiragdo acima seguimos as idéias de [18, Teorema Al Com os Teoremas 3.5 ¢
3.6, temos provadas as equivaléncias dos tens (ii), (iii) and (iv) do Teorema B, j4 que (ii)
implica em (ili} trivialmente. Além disso, foi provada outra equivaléncia para o item (i) no
Teorema 3.4. No Lema 3.8, estabeleceremos uma importante relacdo entre TU’I‘EZPA§<B )

e o grupo de homologia H,{A,F,). Antes disto, precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 3.7. Se M e N sdo grupos pro-p abelianos, onde N tem ezpoente p, entdo eziste um
isomorfismo natural Tore? (M, N) = (,M)8z,N, onde (,M)={me M | pm =10}

Demeonstragdo. Observe que basta provar o lema para N finito j4 que, por [28, 6.1.10] e pela
Proposicao 1.11, os funtores Tgr?p{lﬁ,[} —)e (LM )@zpw« comutam com limites inversos.
Como pN = 0, temos que N é um Z,/pZ,(= F,)-médulo pro-p. Seja X uma base
(finita) de N como um Fp-médulo pro-p e F um Z,mddulo pro-p livre em X. Entdo
0 FBF - N->0éuma resolugao Zy-livre de IV, onde F L Féa multiplicagao por p

e FF— N é a identidade em X. Portanto,
Tor® (M, N) = Ker(M&z F 28 M&; F).

Mas F % B, Zpz ¢ uma soma direta finita de cdpias de Z,, logo Mz, F = P, .« Mz,
onde Mz = M como Z,-médulos pro-p, e

P ~ ~ M L ana
Ker(P,ox Mz > P, Mz) =P, (Mz = "{;EWQM = M)z, N.

Lembrando que A age trivialmente sobre B, podemos provar o seguinte resultado que 8

uma versio do teorema dos coeficientes universais.
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Lema 3.8. Eziste uma segiéncia exate curte de [Z,Q]]-mddulos
0 — B8z, Ho,(AF,) — TorlB* V(B F,) — (,B)&z, Ho-r(4,F,) — 0

com aplicacdes naturais
. f ‘Z‘ A’a i 3 s -
Demonstracdo. Lembre que Torlee “(B,F,) pode ser calculado a partir de uma resolugdo

[[Z,All-projetiva de B ou a partir de uma resolucéo {[Z,A]}-projetiva de F,. Seja

F ---w—-&ﬂﬁﬂwl—)u-@Femanwﬂ
uma resolugio [[Z,All-livre de F,. Entdo temos que H,(BRyz,a5Fr,) = TorifeAl (B,F,).
Note também gue por hipotese I é um A-médulo {rivial, entéo B@wg)u?@@p A ® B@g% Al

sio funtores isomorfos.

Pele Teorema dos coeficientes universais para homologia pro-p (para homologia abstrata

veja [29, Teorema 8.22]}, temos que
0 — Bz, Ho(Zo®yz, a1 F¥,) — Hn(B&2, L@z, 41 75,) —

- TO?"I (B, Hn_i(Zp@Esz}]@p)) ~ {}

é uma seqiiéncia exata com aplicagdes naturais. Das observagoes acima, vemos que o termo

do meio da seqiiéncia exata acima é Tory 2o Al (B,IE" ). Além disso, o termo da esquerda é
B&y, Ho(ZoByz, anFe,) = BBz, Ho(A,Fyp)
e, pelo Lema 3.7, o termo da direita Tof"l (B, Hy (Zp® 2,41 FF,)) é igual a
Tori?(B, Hy 1 (A, Fp)) & (,B)8z, Ho 1 (A, Fy),

ia que H,-1(A,F,) tem expoente p. &
Agora estamos prontos para provar no Teorema B que (1) implica em (iii).
Teorema 3.9. Se B ¢ de tipo F P, sobre [[Z,G]], entdo B®g, (//\\\;;A) é um {[Z,Q]]-médulo

pro-p finitamente gerado via ¢ agdo diagonal de (.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.4, temos que TOTEZPAH(B F,) é um [[Z,Q]]-médulo pro-p
finitamente gerado, para 0 < ¢ < m. Entdo, segue do Lema 3.8 que B®y H;(4,F,) é

finitamente gerado via a acdo diagonal de (J, para 0 <1 < m, j4 que £ tem posto finito e
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portanto [[Z,Q]] é Noetheriano. Assim, (B®g,F,)®r, Hn(A,F,) é finitamente gerado como
um [[F,@QJl-module pro-p, onde a agéo de ) ¢ a diagonal. Além disso, do Teorema 1.33 e do

fato de o bifuntor ——@;gp—— ser exalo segue gue
—~ N L s o~ e
186 {Bigﬁp‘éﬁp)@?pix/\zrp{‘é@zpﬁ?p}} - (B@’ZPE;J)@%gm(A:Fp}

é um monomorfismoe natural de [[F,Q1-médulos pro-p via a agio diagonal de ¢7. Entéo
B@ZP{ ﬁ;pA@EPFp} é finitamente gerado sobre [F,Q]] via a acio disgonal de Q, de onde
segue que B®g,( /\;;A) é um [[Z,Q]]-mdédulo pro-p finitamente gerado via a agdo diagonal
de {J. =

Resta mostrarmos que {ii) implica em (i) no Teorema B. Isto serd feito a partir das
filtracbes do grupe de homologia H,(A,F,) dadas pelo Teorema 1.34 ¢ Corolério 1.35, jun-

tamente com o Lema 3.8, A juncdo entre estes resultados é dada pelo seguinte lema.

Lema 3.10. Sejom M e N [[Z,Q]]-mddulos pro-p ¢
0OChRCRC---CF =N

uma filtragdo de {[Z,Q]]-submédulos de N. Entdo M&gz, N tem uma filtracio de [[Z,Q]]-

submddulos

0C CQC - Q= MBgN,

onde Q; = fm(M’@zij — M&z,N) € a imagem da aplicagdo induzida pela inclusio F; —
N. Além disso, Q;/Qj-1 é uma imagem sobrejetiva de M®z, (F;/F;_y), para cada j =
1,2,...,s.

Demonstracdo. A primeira parte do lema segue imediatamente da definicdo de ¢J;. Para
provar a segunda parte do lema, vamos aplicar inducio no comprimento s da filtragdo de
N. O caso s = 1 é trivial. Suponha que 5 > 1. Ento, se @ = Im(iw@zpﬂ — M@szFsmg),
F==1,...,5—1, por hipétese de inducgéo

M&gz,(F3/Fjuq) — Q/Qrs

onde estamos usando o simbolo “—” para denotar wm aplicagio sobrejetiva. Mas @} -
Im(M&g Fy — M8z, Fy) = @y, para j =1,...,s — 1. Entéo

M@z, (Fi/Fj_q) > Q;/Qsn forj=1,...,s—1
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e, COmMo B@zp"— g exato & direita,
M@y, (Fs/Fon) = (M&g, F) /T(M &g, Fyq — M8z, F) = Qs/Qsor.

O dltimo resultado auxiliar é sobre produtos tensoriaig completos finitamente gerados de

mdadulos pro-p.

Lema 3.11 ([18, Lemma 2]). Seja & wm grupo pro-p de posto finito. Suponha que M e
N séo [[Z,Q}-mddulos pro-p finitamente gerados e que M @gpf\f é um [|[Z,Q)|-mbdulo pro-p
finitamente gerado via a acdo diagonal de (). Entio para todo [[Z,Q))-submdédulo pro-p M
de M, o produto tensorial completo M:@z, N € finitamente gerado como um [[Z,Q)]-médulo

Pro-D TiC 4 agae diaganéi de Q.

Ubserve que a equivaléncia de (i) e (iv) do Teorema B implica que B@zp(@zﬂ} é
um [[Z,J]-médule pro-p finitamente gerado via a acdo diagonal de @ se, e somente se,
B@)ZP((@ZP/&) é um [|Z,Q]}-mébdulo pro-p finitamente gerado via a aglo diagonal de ) para

tode n < m. Entdo o proximo teorema conclui a prova do Teorema B.

Teorema 3.12. Se B@z?(@;pz%) & um [[Zp,Q]1-médulo pro-p finitamente gerade via a agde
diagonal de Q, para todo n < m, entdo B € de tipo FP,, sobre [[Z,G]].

Demonstracdo. Como &) tem posto finito, o Teorema 3.4 diz gue devemos mostrar que
TOT‘E%?AH (B,F,) ¢é finitamente gerado como um [[F,Q1]-médule pro-p, para todo ¢ < m. Pelo
Lema 3.8, é suficiente mostrar que B@Zp H{ATF,) e(,B )@z},f{iwl{fi, F,) sgo [[F,Q]-mdédulos
pro-p finitamente gerados via a agdo diagonal de ¢}, para todo 1 < m.

O Corolério 1.35 nos dé uma filtragio {F;} de H,(A,F,) tal que F}/F;_; é em [[Z,Q]]-

subguociente de
M3, oy = Ha (AL F) Bz, Hay (Ag, Fp)8z, - - 8z, Ha, (As, Fp)-

onde ¢ +- - -+s = 1. Entfo, pelo Lema 3.10, obtemos uma filtracgio {Q,} de B@zp HA.(ATF,)
tal que

B®z,(F;/Fim1) = Qs/Qj-1-
Observe que, se Q;/ Q-1 é um [[F,Qll-médulo pro-p finitamente gerado para todo 7, entdo
B®gz,H.(A,Fp) é um [[F,Q]]-médulo pro-p finitamente gerado, ja que @y = 0 e Q; =

B@ZP H,(A,Fp) para algum ¢, Assim, ¢ suficlente mostrar que B@g;p{Fjj Fy.1) é finitamente
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gerade, para cada j. Como cada Fj/Fj; ¢ um subquociente de M7, ., ¢é suficiente
mostrar que (B&z,F,) &8s, ]
Pelo Teorema 1.34, 7

que mergulham em

Gy & [Fp@-médulo finitamente gerado.

(or..ap) bem umna fltracio de {[Z,Q]]-submédulos pro-p com fatores

N = (R, 40805 (408, Be(Any 488,55 (40)
para certos k; < [oy/2]. Pelo Lema 3.10, a filtragdo de M, o induz ume filtragéo de
(B&z,Fp)®5, M, ., com fatores que séo imagens sobrejetivas de [[Z,Q]-médulos que
mergulham em (B @;zpF?)@yp N, k) Bste tltimo médulo € uma imagem sobrejetiva de
(B®z,F,)®s,V, onde

gy P = et P

i@zp A’ 5®Z9(® A?)ézp ®Z \@Z s>~

Por hipétese, (B®z,F,)@s, (@7 A)=B @Zp{@; A} é finitamente gerado via a aglo diagonal
de @) para n < m. Pelo Teorema 3.5 juntamente com ¢ fato que o Tecorema B vale para
B = Z,, vemos que @;PA é finitamente gerado como um [[Z,Q]}-médulo pro-p. Como
S22 (e — k;) < n, pelo Lema 3.11, B®z,V ¢ um [[Z,Q]]-médulo pro-p finitamente gerado
via a acdo diagonal de Q. Entdo conclufmos que (B®z,F, )&, N, (k1,.eg) € finitamente gerado
via a acéo diagonal de @ paran < m. Portanto (B@z )® 'if.i’{al
B&g,Hn\(A,F,) sho [[2,Q]]-médules pro-p finitamente gerados via a agdo diagonal de @ para
n < m.

Observe que, pelo Lema 3.11, @B}@Zp{@;pfi) é um {[Z,¢]l-médulo pro-p finitamente
gerado via a acio diagonal de ¢J, para todo n < m. EntBo argumentos andlogos aos uti-
lizados acima valem se considerarmos (FE)@Zp{gzj.ﬁl) no lugar de B@Zp(gzp/l), Ent&o
(,BY®z, H,-1{A, Fp) é finitamente gerado como um [[Z,Q]]-médulo pro-p via a agio diagonal

de @, para todo n < m, 0 que conclui a prova do teorema. B

o) & conseqlientemente,
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