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RESUMO 

Neste trabalho, provamos dois resultados sobre propriedades homológicas de grupos pro-p. 

O primeiro responde positivamente à conjectura de J. King que afirma que, se é um grupo 

pro-p metabeliano finitamente gerado e m um inteiro positivo, então G mergulha como 

subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano de tipo homológico F Pm· O segundo 

resultado caracteriza módulos pro-p B de tipo homológico F P m sobre [[ZpG]J, onde G é um 

grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado, dado pela extensão de um 

grupo pro-p abeliano A por um grupo pro-p abeliano Q, e B é um [[ZpQ]]-módulo pro-p 

finitamente gerado que é visto como um [[ZpG]J-módulo pro-p via a projeção de G-;. Q. A 

caracterização é dada em termos do invariante para grupos pro-p metabelianos introduzido 

por J. King [15] e é uma generalização do caso onde B = Zp é o anel de inteiros p-ádicos 

considerado como G-módulo trivial, que dá a classificação dos grupos pro-p metabelianos de 

tipo homológico F Pm, provado por D. Kochloukova [18]. 
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ABSTRACT 

this work, we prove two results about homological properties of metabelian pro-p groups. 

The first one answers positively a conjecture suggested by J. King that, if G is a finitely 

generated metabelian pro-p group and m a positive integer, G embeds in a metabelian 

pro-p group of homological type F Pm. The second result caracterize the modules E of 

homological type F P m over [[ZpG]J, where G is a topologically finitely generated metabelian 

pro-p group that is an extension of A by Q, with A and Q abelian, and E is a finitely 

generated pro-p [[ZpQ]]-module that is viewed as a pro-p [[ZpG]]-module via the projection 

G -+ Q. The characterization is given in terms o f the invariant introduced by J. King [15] 

and is a generalization of the case when E = Zp is considered as a trivial [[ZpG]]-module, that 

gives the classification of metabelian pro-p groups of type FPm, proved by 

[18]. 

Kochloukova 
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Introdução 

Neste trabalho estudamos propriedades homológicas de grupos pro-p metabelianos finita-

mente gerados e de módulos pro-p sobre tais grupos. motivação dos problemas estudados 

vem de perguntas semelhantes dentro da categoria de grupos abstratos. 

Um grupo abstrato G é metabeliano se existe uma seqüência exata curta de grupos 

com A e Q abelianos. Como A mergulha como um subgrupo normal abeliano em G, temos 

que G age via conjugação em A. Como a ação conjugação de A nele mesmo é trivial, 

segue que A é um Q-módulo via conjugação em G. Além disso, é bem conhecido que G 

é finitamente gerado se, e somente se, Q é um grupo abeliano finitamente gerado e A é 

finitamente gerado como um Q-módulo. 

O estudo sobre grupos abstratos metabelianos finitamente apresentáveis ganhou um novo 

ponto de vista quando, em 1980, Bieri e Strebe! [6] definiram um novo invariante para gru

pos metabelianos finitamente gerados. O invariante de Bieri e Strebel L:A está associado ao 

Q-módu!o finitamente gerado A. A partir deste invariante, os autores estabeleceram uma 

condição necessária e suficiente para determinar, dentre os grupos G metabelíanos finita

mente gerados, quais eram finitamente apresentáveis [6, Teorema A]. Os métodos utilizados 

também estabeleceram quando G é finitamente apresentável em termos de suas propriedades 

homológicas. Um grupo G é de tipo homológico F Pm (sobre Z) se o anel de inteiros Z con

siderado como G-módulo trivial possuí uma resolução projetiva, na categoria de C-módulos 

abstratos, tal que os módulos em dimensões menor ou igual a m são finitamente gerados. 
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Bieri e Strebel provaram que um grupo metabeliano G é finitamente apresentável se, e so-

mente se, G é de Teorema 5.4], 

Posteriormente, o de Bieri e Strebel utilizado para o estudo de propriedades 

homológicas F Pm de grupos metabelianos, param arbitrário, por Bieri e Groves [3], 

estudo deu origem à conhecida Conjectura 

Conjectura [3], Seja A '-+ _, Q uma seqüência exata curta de grupos (abstratos) 

com A e Q abelianos e G finitamente gerado, Então é de tipo sobre Z se, e somente 

se, A é "m-tame" como ZQ-móduh 

A condição "m-tame" é dada em termos do invariante LA de Bieri e Strebel que, para 

m = 2, reduz-se à mesma estabelecida para garantir que é apresentáveL 

Conjectura F P m foi sugerida em 1982 por Bieri e Groves e ainda é um problema em aberto, 

estando já resolvida em alguns casos particulares [6, 5, 1, 16], 

Em sua tese de doutorado [12] Jeremy King estudou, entre outras coisas, de que formare

sultados conhecidos sobre grupos abstratos finitamente apresentáveis se comportavam dentro 

da categoria de grupos pro-p como, por exemplo, a relação entre ser finitamente apresentável 

e propriedades homológicas, teoremas de imersão e o invariante de Bieri e StrebeL Além 

disso, King estudou propriedades homológicas gerais de grupos pro-p e estabeleceu a versão 

pro-p da Conjectura FPm· Em alguns casos ele provou teoremas análogos e em outros 

apareceram diferenças importantes. 

Um grupo pro-p é um grupo topológico G dado pelo limite inverso de um sistema de 

p-grupos finitos, cada um equipado com a topologia discreta, Um [[ZpG]]-módulo pro-p é 

um grupo pro-p abeliano M junto com uma aplicação contínua [[ZpG]] x M -> M cuja 

restrição Zp x M -> M é dada pela ação natural de Zp em i'vf, Aqui, [[ZpG]] é a álgebra 

de grupo completa de G sobre o anel de inteiros p-ádicos Zp que pode ser definida como o 

limite inverso de álgebras de grupo abstratas (veja Seção 1.2), Um grupo pro-p G é de tipo 

homológico F Pm (sobre Zp) se Zp, considerado como [[ZpG]]-módulo pro-p via a ação trivial 

de G, possui uma resolução projetiva, dentro da categoria de [[ZpG]]-módulos pro-p, tal que 

os módulos em dimensão menor ou igual a m são finitamente gerados, Mais detalhes sobre 

a categoria de grupos pro-p e suas propriedades homológicas encontram-se no Capítulo 1. 

A principal diferença, sobre as propriedades homológicas, entre as categorias de grupos 

pro-p e grupos abstratos é dada pelo seguinte teorema, 

[14]. Seja um grupo pro-p em um inteiro positivo (ou m = oo ), Suponha 



que S é um anel pro-p, :;Joetheriano, quociente de [[ZpG]J. Então G é de tipo homológico 

Zp se, e somente se, o i-ésimo grupo de homologia Hi(G, S) de com coeficientes 

em S é finitamente gerado como um S-módulo pro-p à direita para i ::=:; m (para todo i se 

m = oo). 

caso de grupos abstratos, a condição sobre os grupos de homologia no Teorema 1.26 é 

necessária, conforme provado por Bieri e Groves em [3]. Contudo, a condição não é suficiente 

mesmo no caso de grupos abstratos metabelianos. Considere, por exemplo, o grupo dado pelo 

produto semi-direto (t) 1>< Z[l/6], onde t tem ordem infinita e age em Z[l/6] por multiplicação 

por 2/3. Temos que H1(G,Z) é isomorfo a G/[G,G], que neste exemplo é cíclico infinito, e 

H2 (G,Z) é o multiplicador de Schur 

z [30, pg. 269]. 

G, que neste caso é trivial, mas G não é de tipo F g 

Um grupo pro-p é topologicamente gerado por um subconjunto X se o subgrupo 

abstrato gerado por X é denso em Se existe um tal subconjunto X finito, G é dito 

topologicamente finitamente gerado. As dimensões de H1 (G,JFp) e H 2 (G,JFp) são o número 

mínima! de geradores topológicos e relações de G, respectivamente (veja Corolário 1.25). 

Então segue do Teorema 1.26 que G é finitamente apresentável se, e somente se, G é de tipo 

homológico F P2 sobre Zp (Corolário 1.27). Este resultado é verdadeiro para grupos abstratos 

somente na direção ".ç=", já que segue da versão abstrata do Teorema 1.26. Entretanto se 

exigirmos que G seja metabeliano, Bieri e Strebel [6, Teorema 5.4] provaram que o resultado 

também é verdadeiro na outra direção. Bestvina e Brady [2] mostraram que existem grupos 

abstratos (não metabelianos) de tipo F Poo sobre Z que não são finitamente apresentáveis. 

Um grupo pro-p G é metabeliano se possui um subgrupo normal fechado abeliano A 

tal que Q = G /A também é abeliano ou, equivalentemente, existe uma seqüência exata de 

grupos pro-p 

com homomorfismos contínuos tal que A e Q são abelianos. Temos que um grupo pro-p 

metabeliano G é topologicamente finitamente gerado se, e somente se, Q é um grupo pro-p 

abeliano finitamente gerado e A é finitamente gerado como um [[ZpQ]]-módulo pro-p (veja 

Lema 1.32). 

Baseando-se no invariante de Bieri e Strebel, King definiu um invariante para grupos pro-p 

metabelianos topologicamente finitamente gerados (veja Seção 1.6). Seja lF o fecho algébrico 

de e JF[[T]] a álgebra das séries de potências formais com grupo de unidades JF[[T]] x. 

Seja Q um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado e um [[ZpQ]]-módulo 
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pro-p finitamente gerado. O invariante de King é definido por 

,C,A(Q) = E < u {1}, 

onde v : [[ZpQ]] -+ é a extensão do homomorfismo contínuo v : Q -+ 

propriedade universal da álgebra de grupo completa [[ZPQ]] (Definição L9). 

4 

x dada pela 

Propriedades 

semelhantes às do invariante de 

apareceram diferenças. O invariante 

e foram provadas para ,C,A(Q), mas também 

grupos pro-p não possui nenhuma geometria, en-

quanto o invariante de Bieri e Strebel tem muitas propriedades geométricas. Em geral, toda 

a geometria dos métodos existentes no caso discreto é perdida no caso de grupos pro-p. Isso 

estabelece uma grande diferença entre as duas categorias, embora normalmente os métodos 

homológicos traduzam-se do caso discreto para o caso pro-p. 

Devido diferenças entre as duas categorias, problemas que na categoria de grupos 

abstratos ainda não foram resolvidos têm se revelado possíveis de resolver no caso de grupos 

pro-p. Um exemplo importante é a Conjectura F Pm· Sua versão pro-p foi sugerida por King 

em sua tese de doutorado em 1995 e foi completamente resolvida por Kochloukova em 2000 

[18, Teorema DJ, classificando assim os grupos pro-p metabelianos de tipo F Pm. 

Teorema 1.42 [18, Teorema D]. Suponha que 1 -+A-+ G-+ Q-+ 1 é uma seqüência 

exata de grupos pro-p, onde G é topologicamente finitamente gerado, A e Q são abelianos. 

Considere A como um [[ZvQJl-módulo pro-p via conjugação em G. Então são equivalentes: 

(i) G é de tipo homológico FPm sobre Zp; 

~m 

(ii) o m-ésimo produto tensorial completo @2PA de A é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finita-

mente gerado via a ação diagonal de Q; 

-m 
(iii) a m-ésima potência exterior completa /\2 (A) de A é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finita-

F 

mente gerado via a ação diagonal de Q; 

(iv) o m-ésimo produto tensorial simétrico completo s:; (A) de A é um [[ZpQJ]-módulo 
p 

pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 

(v) A é "m-tame" sobre [[ZpQ]], isto é, se v1o v2, ... , Vm E ilA(Q) satisfazem v 1v2 · · · Vm = 1 

então V1 = V2 = · · · = Vm = L 

Os resultados apresentados nesta tese estão exatamente nesta direção. Nos propomos a 

resolver, na categoria de grupos pro-p, dois problemas formulados inicialmente para grupos 

abstratos e que ainda não foram totalmente resolvidos nesta categoria. 



No Capítulo 1 apresentamos as definições e os resultados sobre propriedades homológicas 

de grupos pro-p provados por King e Kochloukova [13, 14, 15, 18]. A proposta do capítulo 

é juntar definições e resultados importantes para a leitura dos capítulos seguintes, onde 

apresentamos nossos resultados. 

provou em sua tese de doutorado [12] que todo grupo pro-p metabelíano topologicamente 

finitamente gerado G mergulha em um grupo pro-p metabeliano finitamente apresentável 

(veja Teorema 1.41) e conjecturou que, para cada m fixado, G mergulha em um grupo pro--p 

de tipo F P m sobre Zp. O Capítulo 2 é dedicado à prova desta conjectura. 

A. Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado. 

Bnotão. paro cada número natural m, 

metabeliano de tipo homológico 

caso de grupos abstratos é ainda um problema em aberto se todo grupo metabelíano 

finitamente gerado G mergulha em um grupo metabe!iano de tipo F P m sobre Z. Atualmente 

isso é válido param = 4 [11, Corolário 1] e está provado que um grupo abstrato metabeliano 

finitamente gerado G mergulha em um quociente de um grupo metabeliano de tipo F P m 

[11, Teorema 2]. No caso de álgebras de Lie essa propriedade está completamente entendida. 

Uma álgebra de Lie metabeliana finitamente gerada sobre um corpo k mergulha em uma 

álgebra de Li e metabeliana de tipo F P m se, e somente se, a característica p de k é O ou 

O:::; m < p [11, Teorema 1]. 

É interessante observar que nossa prova para o Teorema A não está contida na categoria 

de grupos pro-p. Apesar de o invariante .ó.A(Q) capturar todas as informações necessárias 

para estabelecer o tipo homológico de um grupo pro-p metabeliano finitamente gerado, fazer 

cálculos diretos com o invariante é bastante difícil. Nossa prova evita tais cálculos utilizando 

alguns resultados conhecidos que relacionam valorizações com produtos tensoriais abstratos 

finitamente gerados [4]. Tais resultados são apresentados na Seção 2.1, bem como nosso 

primeiro resultado auxiliar para a prova do Teorema A (veja Teorema 2.5). Voltamos para 

os grupos pro-p através de alguns sistemas e limites inversos específicos que apresentamos 

na Seção 2.2 (Lema 2.8) a qual é dedicada à prova do Teorema A. Os resultados do Capítulo 

2 estão submetidos para publicação [21]. 

Seja G um grupo pro-p e B um [[ZpG]]-módulo pro-p. Dizemos que B é de tipo homológico 

FPm sobre [[ZpG]] se B tem uma resolução [[ZpG]]-projetiva onde todos os módulos em 
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dimensão menor ou igual a m são finitamente gerados. No Capítulo 3 damos uma resposta 

nc;o,tm~ para a versão pro-p de uma conjectura que pode ser vista como uma generaíização 

da Conjectura F F m e que classifica o tipo homológico de certos módulos pro-p sobre grupos 

pro-p metabelianos finita..mente gerados. Estamos interessados em módulos pro-p B sobre a 

álgebra de grupo completa [[ZpG]], é um grupo pro-p topologicamente finitamente 

gerado que é visto como uma extensão de A por com e Q e B é um [[ZpQ]]

mc;ucuu pro-p finitamente gerado que é visto como um [[ZpG]]-módulo pro-p via a projeção 

G -+ Q. A classificação é dada em termos do invariante (Q) associado a um [[ZpQ]]

módulo pro-p finitamente gerado. 

A Conjectura F F m generalizada foi primeiramente sugerida para o caso de módulos 

sobre grupos abstratos metabelianos finitamente gerados , Conjectura 7]. Esse caso está 

provado somente para m = 1 e m = 2 [20] com G sendo uma extensão cindida ( ) 

de grupos abelianos. O mesmo problema foi também formulado e provado, para qualquer 

m, para módulos sobre álgebras de Lie que são extensões cindidas de um ideal abeliano por 

uma subálgebra de Lie abeliana [19]. Nosso resultado principal é a prova do caso pro-p sem 

nenhuma restrição no tipo de extensão. 

Teorema B: Seja 1 --> A -+ G -+ Q -+ 1 uma seqüência exata de grupos pro-p tais que 

A e Q são abelianos e G é finitamente gerado. Seja B um [[ZPQ]]-módulo pro-p finita

mente gerado visto como um [[ZpG]]-módulo pro-p via o epimorfismo G -+ Q. Então são 

equivalentes: 

(i) E é de tipo homológico FPm sobre [[ZpG]]; 

- ~m 

(ii) B0zP(Q92PA) é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 

- -m 
(iii) B0zp(I\2PA) é um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 

(iv) se v1 E L:.s(Q) e vz, ... , Vm+J E L:.A(Q) são tais que v1vz · · · Vm+l = 1, então v1 = v2 = 

· · · = Vm+l = 1. 

Note que, no Teorema B, o caso B = Zp é exatamente a classificação dos grupos pro-p 

metabelianos finitamente gerados de tipo F P m que enunciamos no Teorema 1.42. O caso 

onde B é zero é degenerado e vamos excluí-lo. É importante mencionar que, apesar de nosso 

teorema ser mais geral que o Teorema 1.42, usamos na nossa prova o fato que o resultado 

vale para = Zp· 



Destacamos também que se B é de tipo F Pm sobre [[ZpG]], a equivalência de (i) e (i v) 

no Teorema B implica que, quando m elementos de L1A(Q) têm produto trivial, cada um é 

Seja 1 -+ -+ -+ Q -+ 1 uma seqüência exata de grupos pro-p tais que 

A e Q são abelianos e é finitamente gerado, Seja um [[ZvQJ]-módulo pro-p finitamente 

gerado visto como um [[ZpG]]-módulo pro-p via a projeção natural G-+ Se é de tipo 

homológico sobre [[ZpG]], então é de tipo homológico FPm sobre Zp, 

A prova do Teorema B é feita em vários passos. um dos passos (veja Teorema 3.4), 

obtemos a seguinte equivalência auxiliar: B é de tipo sobre [[ZpG]] se, e somente se, 

Tor)!:ZvAIJ IFp) é finitamente gerado como um [[IFpQ]]-módulo pro-p, para todo i:':::: m, Este 

resultado é uma importante ferramenta para a prova do Teorema B e é uma generalização 

do caso B = Zp, onde Torj!ZpAI\zP, IFp) = Hi(A, IFp), que enunciamos no Teorema 1.30, Em 

outro passo, aplicamos o Teorema dos Coeficientes Universais para obter uma relação entre 

Tor)i:ZvAJI(B,IFp) e Hi(A,Zp)· Essa relação e alguns resultados sobre a estrutura do módulo 

Hi(A,Zp) enunciados na Seção 1.5, nos permite verificar que (i) implica em (iii) e que (ii) 

implica em (i) (veja Teoremas 3.5 e 3.9). 

O Capítulo 3 é organizado em duas seções. Na Seção 3,1 apresentamos algumas definições 

básicas e provamos resultados sobre homologia de módulos pro-p, inclusive a equivalência 

auxiliar acima mencionada. Por fim, a Seção 3.2 é dedicada à prova do Teorema B. Os 

resultados apresentados no Capítulos 3 estão submetidos para publicação [26]. 
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APÍTULO 1 

Definições e resultados preliminares 

Neste capítulo fazemos uma coletânea das definições e dos resultados conhecidos que serão 

importantes para a leitura dos Capítulos 2 e 3. Começamos com definições básicas como 

limites inversos e grupos profinitos e terminamos com os teoremas de classificação dos grupos 

pro-p metabelianos de tipo homológico F Pm. 

Mesmo nosso estudo sendo restrito a grupos pro-p, as duas primeiras seções são sobre 

grupos e módulos profinitos. Isso porque, além de simplificar a notação, julgamos que a 

restrição à categoria de grupos e módulos pro-p é irrelevante neste ponto. Essa restrição é 

feita à partir da Seção 1.3. 

As principais referências para a escrita deste capítulo foram os livTos [28] e [31], a tese de 

doutorado de J. King [12], cujos resultados foram publicados em [13], [14] e [15], e o artigo 

de Kochloukova [18] onde foi provada a versão pro-p da Conjectura FPm. 

1.1 Grupos e anéis profinitos 

As definições de grupos e anéis profinitos são baseadas no conceito de limite inverso. Vamos 

então relembrar brevemente este conceito e algumas de suas propriedades. 

Um conjunto dirigido é um conjunto não vazio parcialmente ordenado (I, ::S) com a 

propriedade que para quaisquer i, j E I existe k E I tal que i, j k. Um sistema inverso 

de espaços (grupos, anéis) topológicos sobre I é uma família de espaços (grupos, anéis) 

topológicos {X i f i E I}, e uma família de aplicações contínuas (homomorfismos contínuos) 

8 
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1riJ : X; -+ X 1 definidas quando í C: j, satisfazendo as condições naturais de compatibilidade 

7ra = Idx, e 1riJ"Jk = 1rik, sempre que i C: j C: k. 

Seja Y um espaço (grupo, anel) topológico, {X;, I} um sistema inverso sobre um 

conjunto dirigido I e : Y -+ X;, para cada í E I, aplicações contínuas (homomorfismos 

contínuos). aplicações são compatíveis se quando í C: j. espaço (grupo, 

anel) topológico X com aplicações contínuas (homomorfismos contínuos) compatíveis 

· Y -+ Xi, i E I, é um limite inverso do sistema inverso I} se a seguinte 

propriedade universal é satisfeita: 
3! '0 

x~- -Y 

'Pi ' I~ 
+ . "' 

se é um espaço (grupo, anel) topológico e i E I, é um conjunto de aplicações 

contínuas (homomorfismos contínuos) compatíveis, então existe uma única aplicação contínua 

(um único homomorfismo contínuo) 7/J: Y-+ X tal que 'Pr7/J = 1/J;, para todo i E I. 

O limite inverso X de um sistema inverso {X;, "iJ,I} existe e é único a menos de iso

morfismo, podendo ser construído como o subespaço (subgrupo, subanel) do produto direto 

niEl xi, munido da topologia produto, formado pelos elementos (xi) E niEI X; tais que 

1riJ X i x J, para todo i C: j, onde as aplicações (homomorfismos) 'P; : X ---> X i são as re

strições das projeções iliEI Xi ---> Xi, para cada i E I. Então X é denotado por X i e 

as aplicações 'Pi são omitidas. Temos que X= ~Xi é um subespaço (subgrupo, subanel) 
íEl 

fechado de niEI xi· Se cada xi é compacto e Hausdorff, então ni~I X i também é compacto 

(pelo teorema de Tychonoff) e Hausdorff. Assim, o mesmo é válido para X. 

Definição 1.1. Um grupo G é um grupo profinito se é um limite inverso lim Gi de grupos 
iEJ 

finitos, onde cada grupo Gi tem topologia discreta. 

Os grupos profinitos são caracterizados de várias maneiras, como podemos ver abaixo. 

Teorema 1.2 ([28), 2.1.3). Seja G um grupo topológico. Então são equivalentes: 

(i) G é profinito; 

(ii) G é compacto, Hausdorff e a identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de 

Vizinhanças abertas tais que nUEU U = 1 e cada U é um subgrupo normal aberto; 

9 
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(ííi) A identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhanças abertas tal que 

cada E U é um subgrupo normal aberto de e = lim G I U DEU , 

Observe que um grupo discreto é profinito se, e somente se, é um grupo finito. Todo 

subgrupo aberto de um grupo profinito G é fechado. Além disso, um subgrupo fechado de 

um grupo profinito é aberto se, e somente se, tem finito. Se é um subgrupo 

"''"·"ccuv de H é um grupo profinito com a topologia induzida. Se é um subgrupo 

normal fechado de G, então G/N é um grupo profinito (com a topologia quociente) e o 

epimorfismo natural G--+ G/N é uma aplicação contínua aberta e fechada. 

Completamentos. Exemplos naturais e importantes de grupos profinitos provém de 

completamentos grupos abstratos. Seja C uma família vazia de grupos finitos com a 

propriedade que, para todo E existe um grupo V E C tal que ~ Ur n U2 (por 

exemplo, se C é fechada para subgrupos, quocientes e produtos diretos finitos). Seja G um 

grupo abstrato e considere 

a coleção de todos os subgrupos normais de índice finito N em G tais que G f N E C ordenado 

pela inclusão inversa: M ::5 N se, e somente se, N ~ M. Note que N é não vazio, já que 

G E N. Se lvf, N E N e N::: M, seja 'PNM : G/N--+ G/M o epimorfismo natural. Então 

{GjN,'PNM} é um sistema inverso de grupos em C e 

~G/N 
NEN 

é chamado o completamento pro-C de G. Assim, Gê é um grupo profinito e por ser o limite 

inverso de grupos finitos em C é chamado de grupo pro-C. Se C é a família de todos os 

grupos finitos, então Gê é chamado de completamento profinito de G. Se p é um primo e C 

é a classe de todos os p-grupos finitos, então Gê é chamado de completamente pro-p de G e 

é normalmente denotado por Gp. 

O completamente pro-C é também caracterizado como segue [28, 3.2.1]. A aplicação 

j : G--+ Gê definida por g >-> fiNEN N g é um homomorfismo contínuo, onde G é munido da 

topologia pro-C, ou seja, a topologia determinada por N. Além disso, j ( G) é um subconjunto 

denso em Gê e a seguinte propriedade universal é satisfeita: se H é um grupo pro-C e cp : G --+ 

H é um homomorfismo contínuo, existe um homomorfismo contínuo ij5 : Gê --> tal que 

cpj = cp. o núcleo de j é nNEN N. Então, se nNEN N = 1, temos que j é injetiva e podemos 
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considerar G como um subconjunto denso de Gê (o que justifica a palavra "completamento"). 

caso. dizemos que é residualmente C. 

Outra propriedade importante é o de o completamento pro-C ser um funtor da 

categoria de grupos discretos na categoria de grupos profinitos (veja [28, 3.2.3]). Assim, se 

'P . G --> é um homomorfismo de grupos discretos e Gê e Hê são os comp!etamentos 

de e então existe um correspondente homomorfismo contínuo 'Pê: Gê-+ Hê. O 

funtor completamento preserva epimorfismos, mas em geral não preserva monomorfismos. O 

seguinte lema dá uma condição necessária e suficiente para que isso ocorra. 

Lema 1.3 ([28], 3.2.6). Seja C uma famüia de grupos finitos fechada para subgrupos, 

quocientes e produtos diretos finitos. Suponha que K :::; G e seja i K -+ a aplicação 

inclusão. Então i:;: K;;-+ é injetiva se1 e somente se, a topologia deG induz em c c 

sua topologia ou seja, para cada ME /vc(K), existe E ( G) tal que K n N :::; M. 

Definição 1.4. Um anel é um anel profinito se é o limite inverso de anéis finitos (todos 

os anéis são assumidos com identidade e todos os homomorfismos de anéis levam identidades 

em identidades). 

Os anéis profinitos possuem caracterizações análogas às de grupos profinitos em termos 

dos seus ideais abertos. 

Teorema 1.5 ([28], 5.1.2). Seja R um anel topológico. São equivalentes: 

(i) R é profinito; 

(ii) R é compacto e Hausdorff; 

(iii) R é compacto e o elemento O de R tem um sistema fundamental de vizinhanças formado 

pelos ideais abertos; 

(iv) O elemento O de R admite um sistema fundamental {Ti I i E J} de vizinhanças abertas 

tal que cada Tí é um ideal aberto de R e R= ll!!l: R/Ti; 
íEI 

1.2 Módulos profinitos 

No decorrer desta seção R denota um anel profinito. 

11 



Seção 1.2 ., profinitos 12 

Definição 1.6. Um R-módulo profinito à direita é um grupo profinito abeliano M com 

uma aplicação contínua 

abstrato, 

X R__, que satisfaz as propriedades usuais de um R-módulo 

Todo profinito tem uma base de vizinhanças abertas do O formada pelos 

subgrupos abertos de que invariantes sob a ação de R, ou seja, formada pelos 

submódulos abertos. categoria R-módulos profinitos os morfismos f : 
entre R-módulos profinitos são homomorflsmos contínuos com imagens fechadas, os qua1s 

vamos nos referir apenas como homomorfismos. 

Seja X um subconjunto de um R-módulo profinito M. O R-submódulo fechado N topo

logicamente gerado por X é o fecho do R-submódulo abstrato gerado por X, ou seja, a 

interseção os R-submódulos fechados de que contém X. Se é um conjunto 

finito, dizemos que é (topologicamente) finitamente gerado, Neste caso, o seguinte lema 

diz que as definições de módulos proflnitos topologicamente e abstratamente finitamente 

gerado coincidem. 

Lema ([31], 7.2.2). Seja R um anel profinito, M um R-módulo profinito e {a1,,,., an} 

um subconjunto finito de M. Então o conjunto Ml = n=~=l aiUi I Ui E R} é um submódulo 

fechado. 

Módulos profinitos livres. Uma aplicação f de um conjunto X em um módulo profinito 

M é dita O-convergente se, para cada submódulo aberto N de M, o conjunto {x E X I f(x) f/: 
N} é finito. Um R-módulo profinito livre F em um conjunto X é um R-módulo profinito 

contendo X tal que a aplicação inclusão de X em F é O-convergente e satisfaz a seguinte 

propriedade universal: cada aplicação O-convergente de X em um R-módulo profinito ivf 

pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de R-módulos profinitos de F em M. 

O R-módulo profinito livre em X existe e é único a menos de isomorfismo, podendo 

também ser construído como o completamento do R-módulo livre abstrato em X (com 

respeito à família de submódulos U de índice finito tais que X \ U é finito) ou como o 

produto cartesiano de cópias de R indexadas pelos elementos de X ([31, 7.4.1]). 

Módulos profinitos projetivos. Um R-módulo profinito P é projetivo se para todo 

diagrama 
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de R-módulos profinitos com /3 sobrejetivo, existe um homomorfismo e : P --+ !VI que faz o 

triângulo comutar, , f]{} = 'P. 

módulo profinito é projetivo 7.4.2]. disso, os módulos profinitos 

projetivos são precisamente os "somandos diretos" dos módulos profinitos livres 7.4.7j. 

Quando o profinito é local, ou seja, se possui um único ideal à direita aberto rw<XllW"' 

(que é um ideal dos dois lados), temos que módulos profinitos livres e projetivos coincidem 

[31, 7.5.1]. 

Módulos profinitos Noetherianos. Um módulo profinito é topologicamente Noetheriano 

se toda família de submódulos fechados tem um elemento maximal ou, equivalentemente, se 

toda cadeia ascendente de submódulos fechados estabiliza. Claramente, um módulo profinito 

que é é também topologicamente um módulo 

profinito é topologicamente Noetheriano, então todo submódulo fechado é finitamente ger

ado, mas a recíproca não é verdadeira neste caso. Por exemplo, o produto cartesiano de 

qualquer família infinita de corpos finitos dois a dois não isomorfos é um anel comutativo 

cujos ideais são gerados por um elemento mas não é topologicamente Noetheriano. 

Nos Capítulos 2 e 3, vamos trabalhar com anéis especiais - certas álgebras de grupos 

que definiremos mais adiante - que têm a propriedade de serem anéis locais. A próxima 

proposição diz que anéis profinitos locais R que são topologicamente Noetherianos são 

também abstratamente Noetherianos (já observamos que a recíproca é verdadeira indepen

dente de o anel ser local). 

Proposição 1.8 ([31], 8.6.4). Seja R um anel profinito local. Se todos os ideais à direita 

fechados de R são finitamente gerados, então também são todos os ideais à direita. 

Assim, se R é um anel profinito local (topologicamente ou abstratamente) Noetheri

ano, então todo R-módulo profinito finitamente gerado 1\1 é abstratamente Noetheriano e, 

portanto, topologicamente Noetheriano. Além disso, temos que um R-módulo profinito j\1 

sobre um anel local Noetheriano é topologicamente Noetheriano se, e somente se, é abstrata

mente Noetheriano. De fato, suponha que M é topologicamente Noetheriano e seja N um 

submódulo abstrato de M. Então o fecho N de N é finitamente gerado como R-módulo 

profinito. Logo, pelas observações feitas no início deste parágrafo, N é um R-módulo ab

stratamente Noetheriano. Como N é um submódulo de N, temos que N é abstratamente 

finitamente gerado, de onde segue que I\1 é abstratamente Noetheriano. 

A álgebra de grupo completa. Seja k um anel comutativo. Uma k-álgebra é um anel 

13 
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A com um homomorfismo de anéis de k no centro de A. Escrevemos r À para o produto 

da imagem de r E k e À E aplicação () : A -+ onde é uma k-álgebra, é um 

homomorfismo de k-álgehras se é um homomorfismo de e satisfaz O( r À)= rO(À), para 

todo r E k e À E Qualquer anel contendo k no seu centro pode ser considerado corno 

urna k-álgebra. 

Seja um grupo. Denotamos por kG a álgebra de grupo sobre k, ou seja, é o 

conjunto formado por todas as somas formais LgeG r9g, tais que r9 E k e r9 =f O somente 

para um número finito de elementos g E G, com sorna e produto usuais. Identificamos k 

e G com suas imagens naturais em kG. A álgebra de grupo é caracterizada pela seguinte 

propriedade universal: cada homomorfismo de grupos de G no grupo de unidades Ex de 

urna k-álgebra estende-se a um homomorfismo k-álgebras de kG em 

profinito comutativo. Uma k-álgebra pro finita é um anel 

profinito A com um homomorfismo contínuo de k no centro de A. Note que o centro de A 

é um subanel fechado de já é a interseção de núcleos de homomorfismos (de grupos 

profinitos via +) da forma 'PÀ : x >--+ xÀ- Àx, para cada À E A. 

Definição 1.9. Seja G um grupo profinito. A álgebra de grupo completa [[kGJJ de G sobre 

k é uma k-álgebra profinita que contém G no seu grupo de unidades e que satisfaz a seguinte 

propriedade universal: cada homomorfismo contínuo de G no grupo de unidades Ex de uma 

k-álgebra pro finita E estende-se a um único homomorfismo contínuo de k-álgebras de [[kGJJ 

em E. 

Note que Ex é um grupo profinito com a topologia subespaço em E [31, 7.1.1]. A álgebra 

de grupo completa pode também ser construída corno o limite inverso 

[[kG]] = ~ k(G/N), 
NEU 

onde U é a família de todos os subgrupos normais abertos N de G. Temos que G mergulha 

em [[kG]J via a aplicação g >--+ ilNeu N g que estende-se a um mergulho de kG em [[kG]J 

como uma subalgebra densa de [[kGJJ [31, 7.1.2]. 

A álgebra de grupo abstrata kG de um grupo G sobre um anel comutativo k é um k

módulo abstrato livre no conjunto G. A correspondente propriedade não vale para a álgebra 

de grupo completa [[kG]] de um grupo profinito G sobre um anel profinito comutativo k. 

Isso porque a inclusão de G em [[kG]] é O-convergente somente se G é finito. Esse problema 

pode ser contornado definindo-se um novo tipo de módulo livre. 
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Módulos profinitos topologicamente livres. Seja R um anel profinito e X um sub-

conjunto fechado de um R-módulo profinito Dizemos L é um R-módulo profinito 

topologicamente livre com base 

de em um profinito 

(contínuo) L em 

se a seguinte propriedade vale: toda aplicação contínua 

pode ser estendida unicamente a um homomorfismo 

que se é então a de módulo profinito livre coincide com a definição 

módulo profinito topologicamente verdade, a definição de módulo pn)!irdto 

topologicamente livre é mais geral que a definição de módulo profinito livre [28, 5.2.5]. 

Note também que X é o limite inverso de suas imagens nos quocientes de L módulo 

os submódulos abertos. Portanto X é um espaço topológico que é homeomorfo ao limite 

conjuntos finitos, é um espaço profinito. Seja onde 

é um conjunto finito. Se as aplicações 'Pi : X ---+ sobrejetivas, o R-módulo profinito 

topologicamente livre [[RX]] pode também ser construído (a menos de isomorfismo) como o 

limite inverso 

[[RX]] = ~ RX; 

dos R-módulos profinitos livres RX; (~ ilx, R) nos conjuntos finitos X; e a aplicação 

canônica de [[RX]] em RX; é o único homomorfismo de R-módulos estendendo 'Pi· 

Por [31, 7.6.2], todo módulo profinito topologicamente livre sobre um anel profinito R é 

projetivo. 

Segue da proposição abaixo que a álgebra de grupo completa ([kG]] de um grupo profinito 

G sobre um anel profinito comutativo k é um k-módulo topologicamente livre com base G. 

Mais geralmente, a proposição abaixo estabelece propriedades de [[kH]] quando H é um 

subgrupo fechado de G. Um transversal (à esquerda) para em G é um subconjunto 

fechado contendo exatamente um elemento de cada classe lateral gH de H em G. Para todo 

subgrupo fechado H de G, existe um transversal T para com 1 E S (veja [31, Seção 1.3] 

para mais detalhes). 

Proposição 1.10. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G, T um transversal 

(à esquerda) para H em G e k um anel profinito comutativo. Então 

(i) [[kG]] é o [[kH]]-módulo topologicamente livre em T ([31], 7.6.3); 

(ii) todo [[kG]J-módulo profinito projetivo é um [[kH]]-módulo profinito projetivo ([28], 
' ~ ?) O. I-~ . 
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A aplicação E : [[kG]] --+ k dada por c(g) = l para todo g E G, é um homomorfismo 

contínuo de anéis pro finitos e é chamada aplicação "augmentation, Seu núcleo ((I G)) é 

chamado de ideal "augmentation" de [[kG]] e é um k-módulo topologicamente livre em 

G- 1 = {g- 1 I g E G}, Mais especificamente, se é um espaço profinito com 1 E T que 

gera topologicamente, então ((JG)) é topologicamente gerado como um ideal [[kG]] por 

- 1 [28, 

que segue, k denota um anel profinito comutativo, 

A uma k-álgebra profinita, M um A-módulo profinito à direita e N um A-módulo profinito 

à esquerda. Um A-bihomomorfismo f: Af x N--+ L, onde L é um k-módulo profinito, é um 

homomorfismo contínuo de grupos profinitos abelianos tal que f(mÀ, n) = f(m, Àn), para 

cadam E nE e À E O produto tensorial completo de e sobre A é um k-módulo 

profinito, denotado por 1\!l@AN, junto com um A-bihomomorfismo i 1\1 x --+ 

definido pela seguinte propriedade universal: dado um A-bihomomorfismo f de M x N 

em um k-módulo profinito L, existe um único homomorfismo de k-módulos profinitos f : 
M@kN--+ L tal que fi= f (ou seja, f se fatora através de i), 

O produto tensorial completo existe e é único (a menos de isomorfismo), podendo ser 

construído como o completamento 

do produto tensorial abstrato Af 0A N com respeito à família de todos os núcleos das 

aplicações canônicas I\1 0A N --+ M/U @A N/V, onde U e V são A-submódulos abertos 

de Me N, respectivamente, 

Propriedades semelhantes às de produtos tensoriais abstratos também valem para pro

dutos tensoriais completos, como por exemplo (veja [28, 5.5.3]) 

(i) M®A- é um funtor exato à direita e comuta com somas diretas finitas de A-módulos 

profinitos à esquerda; 

(ii) M@AA ~ M como A-módulos profinitos e o isomorfismo é natural; 

(iii) se Af projetivo, então o funtor M@A- é exato, 

Além disso, se }\!f é um A-módulo profinito finitamente gerado, então 
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Propriedades análogas valem para o funtor -®AN. 

Considere agora A = k e sejam S e T k-álgebras profinitas. Suponha que Ivf é um S

módulo profinito à esquerda e um T-módulo profinito à direita. Temos que 11/I@kN é um 

S@kT-módulo profinito [31, 7.7.2]. Enunciamos abaixo uma série de resultados importantes 

sobre este produto tensorial completo. 

Proposição 1 ([31], . Seja lvi = um limite inverso de S-módulos pro finitos 

tal que todos os homomorfismos do sistema inverso são epimorfismos e N = ~ N1 um 

limite inverso de T -módulos pro finitos tal que todos os homomorfismos do sistema inverso 

são epimorfismos. Então M@kN = ~ M/f?JkNJ. 

( . Seja umafamüia de S-módulos pro finitos e {Nj};ei 

uma famüia de T -módulos profinitos. Então i\!Ii)@k(I1 = Il(Mi@kNJ)· 

Lembre que o produto tensorial de módulos abstratos comuta apenas com somas diretas 

(limites diretos). 

Proposição 1.13 ([31], 7.7.6). SejaM um S-módulo profinito livre com base X e Num 

T-módulo livre com base Y. Então M@kN é o S@kT-módulo livre com base X x Y. 

A proposição acima também é válida para módulos profinitos topologicamente livres [31, 

7.7.8]. 

Corolário 1.14 ([31], 7.7.7). Seja P um S-módulo profinito projetivo e Q um T-módulo 

profinito projetivo. Então P@kQ é um S@kT -módulo pro finito projetivo. 

Quando S e T são álgebras de grupo completas, temos o seguinte resultado que será 

bastante utilizado. 

Proposição 1.15 ([31], 7.7.9). Sejam G e H grupos profinitos. Então a álgebra de grupo 

completa [[k(G x H)]] é isomorfa ao produto tensorial completo [[kG]]@k[[kH]] de álgebras 

de grupo completas. 

17 

Um k-bihomomorfismo alternado f : M x N-+ L é um k-bihomomorfismo (contínuo) 

satisfazendo f(mb m2) =-f(m2, m 1), para todo m1, m2 E Af. O quadrado exterior completo 

de Af sobre k é um k-módulo profinito AfÍÍkM junto com um k-bihomomorfismo alternado 

de Af x Af em Mí\kM satisfazendo uma propriedade universal para k-bihomomorfismos 

alternados. ]\;[í\kAf pode ser construído como o compietamento dos quadrados exteriores 
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abstratos ou como imagem de i'vf@k,VJ. Os produtos tensoriais completos M1 ®k · · · ®kMd 
..-....d --- ..-.., 

e as potências exteriores completas 1\kc'Vf = !Vl/1k · · · 1\ki\1 com mais de dois fatores são 

definidos similarmente. 

Ações Seja um grupo profinito e 5 : G -+ em = G X G X ... X a imersão 

Qlétgcma.l, isto é, o monomorfismo por g t-+ (g, g, ... , g). com sua 
~m 

Imagem o(G). Segue da Proposição 1.15 que ®k [[kG]] ~ [[kGm]]. Assim, para [[kG]]-
~m 

módulo profinito o m-ésimo produto tensorial completo ®k é um [[kGm]]-móduío 
~m 

profinito e, portanto, um [[k5(G)]]-módulo profinito. Neste caso, dizemos que ®k M é um 

[[kG]]-módulo via a ação diagonal de G. 

Módulos pro-p 

Seja p um inteiro primo fixado. O nosso interesse está em módulos sobre as álgebras de grupo 

completas [[kGJ], onde k = Zp é o anel de inteiros p--ádicos ou k = JFP o corpo finito com 

p elementos e G é um grupo pro-p. Nas subseções seguintes veremos algumas propriedades 

especiais desses grupos, álgebras e módulos. 

1.3.1 Grupos pro-p 

Um grupo pro-pé um grupo profinito em que todo subgrupo normal aberto tem índice igual 

a uma potência de p. Então um grupo finito é pro-p se, e somente se, é um p--grupo finito. 

Note que, em um grupo pro-p, todo subgrupo aberto tem índice igual a uma potência de 

p, já que contém um subgrupo normal aberto ( = ntET Ht' onde T é um transversal de H 

em G, chamado o "core" de H). Temos que um grupo topológico é um grupo pro-p se, e 

somente se, é isomorfo ao limite inverso de p--grupos finitos. 

Se C é a família de todos os p--grupos finitos, então o completamento Gê de um grupo 

abstrato G é um grupo pro-p chamado de completamento pro-p de G e denotado por Gp. 

Um caso particular é quando consideramos o grupo dos inteiros Z. O completamento pro-p 

de Z:: é denotado por ZP e 

Zp = !_i.J:gZ::/pnz = {(xn) I Xn E Z,xn = Xm(mod pm) sem :S n} 
nEN 

é chamado de anel de inteiros p-ádicos. 
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A seguir apresentamos uma série de definições sobre grupos pro-p. Isso poderia ter sido 

feito no caso geral, para grupos profinitos, mas como nosso estudo tratará apenas do caso 

pro-p, achamos mais conveniente fazer esta restrição neste momento. 

Seja G um grupo pro-p e um subconjunto de 

Dizemos que é topologicamente gerado por se o grupo abstrato gerado por é 

denso em Neste caso, escrevemos = (X) e dizemos que é um conjunto de geradores 

topológicos de G. Se existe um conjunto finito X de geradores topológicos de G, dizemos 

que G é topologicamente finitamente gerado. Se { Gi, Tiij, I} é um sistema inverso sobrejetivo 

(i.e., tal que cada Tiij é um epimorfismo contínuo) de grupos pro-p e G = ~Gi, temos que 

é topologicamente gerado por um conjunto X se, e somente se, as imagens de X pelas 

projeções Gi para cada i E I ([28, 2.4.1]). 

Grupos pro-p livres. Seja X um conjunto e um grupo pro-p. Uma aplicação O : 

X ---+ G é dita l-convergente se, para cada subgrupo normal aberto N de G, o conjunto 

{x E X I O(x) f/. N} é finito. O grupo pro-p livre em X é um grupo pro-p F com uma 

aplicação l-convergente j : ---+ F com a seguinte propriedade universal: quando <p : X -+ G 

é uma aplicação l-convergente de X num grupo pro-p G, existe um único homomorfismo 

contínuo <p : F -+ G tal que <p = rpj. O grupo pro-p livre em X existe e é único a menos de 

isomorfismo podendo ser também construído como o completamento do grupo livre abstrato 

E em X com respeito à família de todos os subgrupo normais U de que têm índice igual 

a uma potência de p e X \ U é finito. Assim, se X é finito, o grupo pro-p livre em X é 

o completamento pro-p do grupo livre abstrato com base X. Por [28, 3.3.15], todo grupo 

abstrato livre é residualmente p, logo mergulha no seu completamento pro-p. Por exemplo, 

Zp é o grupo pro-p livre gerado por um elemento e Z mergulha em Zp· 

Seja G um grupo pro-p. Então existe um grupo pro-p livre F e um epimorfismo contínuo 

7i : F -+ G. Além disso, se G é topologicamente gerado por um conjunto finito com d 

elementos, então F pode ser escolhido de posto d, ou seja, gerado por um conjunto com d 

elementos [28, 3.3.16]. Lembramos que um grupo G é chamado de torsão se todo elemento 

de G tem ordem finita. O seguinte teorema estabelece a estrutura dos grupos pro-p abelianos 

topologicamente finitamente gerados. 

Teorema ([28], 4.3.4). Seja p um primo fixado. 

(i) Se G é um grupo pro-p abeliano sem torsão topologicamente finitamente gerado, então 

G é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito, isto é, G ~ Efld Zp, onde d é um 
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número natural. 

Se G é um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado, então o subgrupo 

torsão tor( G) de é e 

G ~ etor(G), 

onde é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito_ 

O posto de grupos pro-p, Seja um grupo pro-p. Escrevemos 

d(G) = min{IXI X Ç G, X gera G topologicamente} 

para o num<oro mínimo de elementos 

logicamente. 

Frattini de C. O posto de é definido por 

rk(G) = max{d(H); H é um subgrupo fechado de G}. 

A classe de grupos pro-p de posto finito é fechada para subgrupos, quocientes e extensões 

[31, 8_1.1]. Segue do Teorema 1.16 que grupos pro-p abelianos finitamente gerados têm posto 

finito. Na verdade, vale o resultado mais geral que diz que os grupos pro-p analíticos são 

precisamente os grupos pro-p de posto finito [10, Corolário 8.34]. 

Grupos pro-p finitamente apresentáveis. Seja E um grupo pro-p e R um subgrupo 

normal fechado de E. Dizemos que R é (topologicamente) gerado como subgrupo normal de 

E por um conjunto X se 

R= (XE) =(e 1xe I e E E, x E X) 

é o menor subgrupo normal fechado de E contendo X. Defina dE(R) como a cardinalidade 

(possivelmente infinita) de um tal conjunto X. Uma apresentação de um grupo pro-p G 

é um epimorfismo 1i : F -+ G, onde é um grupo pro-p livre em algum conjunto X. 

Dizemos que G é finitamente apresentável se existe uma apresentação 1i de G tal que d(F) 

e dF(Kem) são finitos. Claramente grupos pro-p livTes finitamente gerados são finitamente 

apresentáveis. Todos os p-grupos finitos são finitamente apresentáveis considerados como 

grupos pro-p [31, 12. L3]. Além disso, o produto direto finito de grupos pro-p finitamente 

apresentáveis é finitamente apresentáveL Então, pelo Teorema 1.16, todos os grupos pro-p 

abelianos finitamente gerados são finitamente apresentáveis. 
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1.3.2 A álgebra de grupo completa de grupos pro-p 

anel pro-p é um anel profinito tal que o grupo de cada anel finito no 

é um p-grupo finito, Quando k é um pro-p comutativo e G é um grupo pro-p, a álgebra 

de grupo completa [[kG]] possui propriedades especiais, primeira é que [[kG]] é um anel 

local, 

([31], . Seja k um anel pro finito comutativo e um grupo pro finito, 

Então [[kG]] é um anel profinito local se, e somente se, existe um primo p tal que k é um 

anel pro-p local e G é um grupo pro-p, 

geral, os elementos de uma álgebra de grupo completa não podem ser descritos de 

uma álgebra de grupo abstrata, 

no caso em que k é um anel pro-p e é um grupo pro-p livre finitamente gerado, [[kG]] 

pode ser descrita de forma especial. O teorema abaixo descreve [[kGJJ quando k é um anel 

pro-p comutativo e G é um grupo pro-p abeliano livre finitamente gerado, mas um resultado 

análogo é válido sem que k seja comutativo e G abeliano [31, 7,3,3]. 

Teorema 1.18 ([31], 12.4.1). Seja k um anel pro-p comutativo, P = k[[x 1 , x2 ,, .. , xd]] a 

álgebra das séries de potências formais sobre k nas indeterminadas comutativas x 1 , x 2 , ... , xd, 

e escreva ti = 1 + xi, para i = l, 2, ... , d. Então o subgrupo pro finito de px gerado por 

t 1 , t 2 , ... , td é o grupo pro-p abeliano livre com base t 1 , t 2 , ... , td e P é a álgebra completa 

[[kF]] do grupo Y 

O seguinte resultado é uma conseqüência do teorema acima, da Proposição 1.13 e do 

Teorema 1.15. 

Corolário 1.19. Seja k um anel pro-p comutativo e k[[t1,.,., tslJ e k[[ts+l• .. ,, td]] álgebras 

de séries de potências formais em indeterminadas comutativas. Então 

como k-álgebras pro-p abelianas. 

Quando G é um grupo pro-p de posto finito, [[ZpG]] tem uma propriedade que é essencial 

no estudo de módulos pro-p. Lembre que [[ZpG]J é um anel locaL 

Teorema 1.20 ([24], V.2.2.4). Seja G um grupo pro-p de posto finito. Então a álgebra de 

grupo completa [[kG]] é um anel Noetheriano, onde k = Zp ou JFP. 

21 
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1.3.3 Módulos sobre grupos pro-p 

Seja C um grupo pro-po Um C-módulo pro-p direita) é um grupo pro-p abeliano com 

uma ação contínua Zp-linear 

abstrato. 

X c_, que satisfaz as propriedades de um C-módulo 

Cada grupo pro-p abeliano tem uma natural contínua e linear 

podemos ver seguinte proposição. 

Proposição 1.21 ([31], 1.5.3). SejaM um grupo pro-p abeliano e considere Z identificado 

com sua imagem no seu completamento pro-p Zp = ~Z/p"Z. Fixem E M. A aplicação 

n >-+ mn := m + · · · + m de Z em é um homomorfismo contínuo logo, pela propriedade 

universal completamento pro-p, ela se estende a um único homomorfismo continuo Bm : 

ZP _, Então a aplicação (! x Zp -+ definida por (m, ~ mz := Bm(z) é 

contínua. Se m, m' E e z, z' E Zp, então m(z + z1
) = mz + mz', (mz)z1 = m(zz1

) e 

(m + m 1 )z = mz + m 1z. 

Para cada grupo pro-p C, podemos definir uma ação contínua trivial de C em M pondo 

(m,g) r-+ m, para cada mE Me g E C. Neste caso, dizemos queM é um C-módulo trivial. 

Se 1\1 é isomorfo ao grupo aditivo de 1Fp, então o grupo de automorfismos Aut(M) de M tem 

ordem p - 1 e, portanto, a ação de qualquer grupo pro-p G em M deve ser trivial. 

Se M é um [[ZpC]]-módulo pro-p, então M é um C-módulo pro-p, já que ZpC mergulha 

em [[ZpC]]. Reciprocamente, por [31, 7.2.4], seM é um C-módulo pro-p, então M tem uma 

estrutura natural de [[ZpC]]-módulo pro-p, em que a aplicação I\1 x [[ZpC]] --* M estende 

M x C -+ M e os [[ZpC]]-submódulos fechados de M são exatamente os C-submódulos 

fechados de M. Assim, a categoria de [[ZpG]]-módulos pro-p coincide com a categoria de 

C-módulos pro-p. 

Note que, pela Proposição 1.17, [[ZpCJ] é um anel local e lembre que, pelo Lema 1.7, 

as definições de [[ZPG]]-módulos pro-p abstratamente e topologicamente finitamente gerados 

coincidem. Então podemos enunciar o seguinte resultado. 

Proposição 1.22 ([8], Corolário 1.5). SejaM um [[ZpC]]-modulo pro-p. Então M é abs

tratamente ou topologicamente finitamente gerado sobre [[ZpG]] se, e somente se, lvf/ f::.M 9! 

i\II(Íj)[[ZpG]]IFP tem dimensão finita sobre 1Fp, onde f::. é o único ideal maximal aberto de [[ZpC]]. 

Além disso, x 1, x2 , ... , xd é uma base de 1'1/ f::.1vf sobre !F P se, e somente se, x 1 , x 2, ... , xd é 

um conjunto mínima! de geradores de lvf como [[ZpC]] -módulo pro-p. 
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1 Homologia de grupos pro-p 

Seja um grupo pro-p e considere Zp como C-módulo triviaL Uma resolução rrzvCi1-
-~ - "' 

projetiva direita) de Zp é uma seqüência exata 

P: ... --+ 

na categoria de [[ZpC]J-módu!os pro-p (à direita), onde cada Pi é projetivo. Seja L um 

[[ZPCJJ-módulo pro-p à esquerda e considere uma resolução [[ZpC]]-projetiva P de Zp. Apli

cando o funtor -®uzpG]]L no complexo apagado 

-+o, 

obtemos o complexo 

com aplicações contínuas. O i-ésimo grupo de homologia Hi(C, L) de C com coeficientes em 

L é o i-ésimo grupo de homologia 

desse complexo. 

É conhecido que cada módulo possui uma resolução livre, e portanto projetiva, e que 

o grupo de homologia independe (a menos de isomorfismo) da escolha da resolução. Mais 

detalhes sobre homologia de grupos podem ser encontrados em [29] no caso abstrato e em 

[28] no caso profinito. Em dimensões pequenas, os grupos de homologia Hi(C,L) são bem 

conhecidos. 

Lema 1.23 ([28], 6.3.3 e 6.8.6). Seja C um grupo pro-p. 

(i) Se L é um [[ZvClJ-módulo pro-p à esquerda, então H0 (C, L)~ zP®IIZpG]]L ~ Lj((IC))L, 

onde ((IC)) é o ideal "augmentation" de C. 

(ii) H 1 (C,Zv) "-"' C/[C,C] e H1(C,'ilp) ~ Cji!>P(C) - C/CP[C,C], onde Zv e sao 

considerados como C-módulos triviais. 
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Lema 1.24 ([28], 7.8.3). Seja G um grupo pro-p topologicamente finitamente gerado e 

r: --+ G uma apresentação de G, Então dF(Kerr) = dimFp (G,lFp), 

Uma conseqüência bem conhecida dos Lemas L23 e é a seguinte. 

Seja um grupo pro-p, Então G é finitamente apresentável se, e somente 

1Fp) têm dimensão finita sobre lFP, 

No caso de grupos abstratos, a condição nos grupos de homologia no Corolário é 

apenas necessária, 

1.5 pro-p metab 

Nesta seção G denota um grupo pro-p, Dizemos que G é de tipo homológico sobre 

Zp, onde O ::; m < oo, se Zv considerado como G-módulo trivial possui uma resolução 

[[ZvGJ]-projetiva 

onde cada Pi é finitamente gerado como [[:ZpG]]-módulo pro-p, para cada O ::; i ::; m (para 

todo i se m oo), Observe que todo grupo pro-p é de tipo F P0 sobre :Zp, já que 

onde e é a aplicação "augmentation", é uma resolução [[ZvGJ]-livre parcial de :Zp, 

O tipo homológico de G pode também ser caracterizado em termos de seus grupos de 

homologia, como podemos ver no seguinte resultado, 

Teorema 1.26 ([14], Teorema A). Seja G um grupo pro-p e O::; m::; oo. Suponha que 

S é um anel pro-p, Noetheriano, quociente de [[ZpG]]. Então G é de tipo homológico FPm 

sobre :Zp se, e somente se, Hi(G, S) é finitamente gerado como um S-módulo pro-p à direita 

para i::; m (para todo i sem= oo), 

O casoS= IFp do Teorema L26 foi mostrado por Pletch em [27, Teorema L6], A condição 

nos grupos de homologia no Teorema L26 é apenas necessária para que um grupo abstrato 

seja de tipo F Pm sobre :Z, o que foi provado por Bieri e Groves em [3]. Contudo, a condição 

não é suficiente mesmo no caso de grupos abstratos metabelianos [30, pg, 269], 

Tomando S = lFP segue do Lema L23(ii), do fato que d(G) = dimpp G/iJ!p(G) e do 

Corolário L25, o seguinte resultado. 
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Corolário 1.27 ([14], Corolário A). Seja G um grupo pro-p. Então 

é de tipo sobre se, e somente se, é topologicamente finitamente gerado; 

é de tipo sobre Zp se, e somente se, é finitamente apresentável. 

Corolário 1.27 é verdadeiro para grupos abstratos somente na direção "<=", que 

segue do Teorema 1.26. se exigirmos que G seja metabelia.'lo, Bieri e Strebel 

[6, Teorema 5.4] provaram que o resultado também é verdadeiro na outra direção. Bestvina 

e Brady [2] mostraram que existem grupos abstratos de tipo F P oo sobre Z que não são 

finitamente apresentáveis. 

O próximo resultado generaliza a ve1csã.o pro-p do resultado clássico de que afirma 

que a classe 

demonstração utiliza seqüências espectrais, uma técnica importante em homologia grupos. 

Proposição 1.28 ([14], 2.2). Seja G um grupo pro-p e Num subgrupo normal 

(fechado) tal que é de tipo F Pn sobre Zp, onde O ::; n ::; oc. Suponha q·ue O ::; m ::; oc e 

sejas= min{m,n}. 

(i) Se G/N é de tipo FPm sobre Zp, então G é de tipo FP5 sobre Zp· 

(ii) Se G é de tipo FPm sobre Zp, então G/N é de tipo FPs sobre Zp. 

Observamos que, em geral, o fato de G e G / N terem tipo homológico F P m não diz nada 

sobre o tipo homológico de N. 

Veremos a seguir que precisamos somente calcular os grupos de homologia de subgrupos 

especiais de um grupo pro-p G para saber se G é de tipo F Pm- O Teorema 1.30 segue 

diretamente do Teorema 1.26 e do lema abaixo. 

Lema 1.29 (Lema de Shapiro [28], 6.10.9). Seja G um grupo pro-p e N um subgrupo 

normal fechado de G. Então Hi(N, k), onde k = Zp ou lFp, é um [[k(G/N)JJ-módulo pro-p à 

direita isomorfo a Hi(G, [[k(G/N)]J), para todo i. 

Teorema 1.30 ([14], Teorema 3.2). Seja G um grupo pro-p. Suponha que N é um 

subgrupo normal fechado de G tal que [[k(G/N)]] é Noetheriano, onde k = Zp ou lFp, e que 

O::; m::; oc. Então G é de tipo FPm sobre Zp se, e somente se, Hi(N,k) é finitamente 

gerado como um [[k(G/N)Jl-módulo pro-p à direita, para todo i::; m {para todo i sem oc). 

25 
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Definição 1.31. Um grupo pro-p G é metabeliano se G possui um subgrupo normal fechado 

abeliano A tal que Q = G /A é abeliano. 

Observe que, seguindo a notação acima, age continuamente em A via conjugação. 

Como a conjugação de A nele mesmo é trivial, G /A age continuamente em e portanto é 

um [[ZpQ]]-módulo pro-p. Agora se é topologicamente finitamente gerado o lema 

que A é finitamente gerado como [[ZpQ]]-módulo pro-p. Como o lema abaixo é sempre 

mencionado sem referência, resolvemos apresentar aqui um prova. 

Lema 1.32. Sejam G, A e Q como na Definição 1.31. Então G é topologicamente finita

mente gerado se, e somente se, Q é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado e A é um 

[[ZpQ]]-moa·wo pro-p finitamente gerado, onde a ação de é con;ugaçao. 

Demonstração. Suponha primeiro que A é finitamente gerado como [[ZpQ]] módulo pro-p e 

que Q = é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado. Pelo Teorema L16, G tem 

subgrupo fechado G0 de índice finito, portanto aberto, tal que A Ç G0 e G0 / A um grupo 

pro-p abeliano livre de posto finito. Além disso, G é finitamente gerado como grupo pro-p 

se, e somente se, G0 é finitamente gerado como grupo pro-p. Da Proposição L lO, segue que 

A é finitamente gerado como G/A-módulo pro-p se, e somente se, A é finitamente gerado 

como G0 /A-módulo pro-p. Assim, podemos supor que G G0 . 

Seja {a1 , ... , ad} um conjunto de geradores de A como G/A-módulo pro-p e {b1 , ... , bn} 

um conjunto de geradores topológicos de G /A ~ Z~. Escolha elementos g1, ... , 9n E G 

tais que giA = bi, ou seja, gi é levado em bí pela projeção G-+ G/A, e defina H como o 

subgrupo pro-p de G topologicamente gerado por ab ... , ad, g1, ... , 9n· O objetivo é mostrar 

que H G. Temos que H A/A é um subgrupo fechado de G/A que contém o conjunto de 

geradores b1 , ... , bn, logo HA = G. Então a seqüência exata curta 

1 _,A_, G _, G/A = Q _, 1 (1) 

induz uma outra seqüência exata curta 

1-+ AnH-+ H--+ H/(AnH) ~ (HA)/A = G/A = Q--+ L (2) 

Portanto G = H se, e somente se, A n H = A Por (2), A n H é um módulo pro-p sobre 

H/ (A n H) ~ Q via conjugação e essa ação de Q sobre A n H é a restrição da ação original 

de Q sobre A via conjugação. Por definição, os geradores a 1, ... , ad de A como Q-módulo 

pro-p são elementos de A n Então, A n H = A e G é topologicamente finitamente gerado, 



Cap. 1 " Definições e resultados preliminares 

A recíproca pode ser provada de duas maneiras, usando homologia ou de forma direta. 

Vamos apresentar aqui as duas. Suponha que G é finitamente gerado como grupo pro-p por 

um SUtlCOJtlj finito e considere uma resolução livre de Zp sobre [[ZpG]] 

onde F(X) = EflxEX x[[ZpG]] é livre com base e a aplicação F1 -+ leva x E 

em x- la. Pela Proposição 1.10, cada Fi é também um [[ZpA]]-módulo projetivo, então 

podemos calcular os grupos de homologia de A a partir do complexo JC2 v@I[ZpAj]Zp. Assim, 

H1(A, Zp) (JCzP®ÍÍzv.4JIZp) ê:: AI[A, "4] =A, pelo Lema 

outro é um complexo de [[ZpQ]]-módulos. é um quociente abeliano 

de temos que Q é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado e, portanto, tem posto 

finito. Então, pelo Teorema 1.20, [[ZpQ]j é Noetheriano. Como F1 é finitamente gerado sobre 

[[ZpG]j, segue que F 1@[[ZvGIIZP é finitamente gerado sobre [[ZpG]] e, portanto, sobre [[ZpQ]]. 

Assim, Fi®nz"GJlZP é um [[ZpQ]]-módulo pro-p Noetheriano. Então o núcleo de F1 -+ F0 

é finitamente gerado como [[ZpQ]]-módulo, de onde segue que A So' H 1 (JCzv®nz"G!JZp) é 

finitamente gerado como [[ZpQ]J-módulo. Além disso, a ação de Q sobre A via o isomorfismo 

acima é via conjugação (para o caso discreto veja [3]; o mesmo pode ser repetido no caso 

pro-p). 

Vamos agora fazer a prova direta. Seja { t1 , ... , td} um conjunto finito que gera G como 

grupo pro-p e {gr, ... , gn} um subconjunto de G tal que as imagens de g1 , ... , 9n formam uma 

base de Q = G I A (aplicando o mesmo argumento usado anteriormente podemos supor que 

GIA é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito). Seja 1r: G-> GIA a projeção canônica. 

Então 1r(ti) = 1r(gr)zu ... JT(gn)zn.', para certos ZJ,i E Zp, e portanto ai:= ti(g~'·' · · · g~n·')- 1 E 

A= Kern. Assim, {ar, ... , ad, gr, ... , gn} é um conjunto finito de geradores topológicos de 

G tal que a imagem de gr, ... , 9n é uma base de G I A. Afirmamos que A é gerado por 

a 1 , ... , ad, {[gi, 9J]h:s;<JSn como [[ZpQ]]-módulo pro-p. De fato, é suficiente que isso seja 

verdade para qualquer [[ZpQ]]-quociente finito de A, ou seja, que cada tal quociente A de 

A seja gerado por ar, ... , ad, {[gi, gJ]h:s;<JSn como [[ZpQ]]-módulo. Observe que, para cada 

quociente finito A, existe um subgrupo normal aberto U de G tal que A é um quociente de 

AI(A nU) e AU age trivialmente sobre A. Além disso, U pode ser escolhido como o menor 

subgrupo normal fechado de G que contém a;', r/{, para todo 1 ::; i ::; d, 1 ::; j ::; n, onde 

s é um número natural suficientemente grande. Então podemos considerar somente o caso 
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A= A/(A nU). Neste caso, existe uma seqüência exata curta de grupos discretos 

1-+ n = (AU)/U-+ G/U-+ -+1. 

Temos que é um p-grupo finito metabeliano com geradores 

J o. ) .. ,fJn 

e o p-grupo abeliano G /AU tem apresentação 

(4) 

Vamos mostrar, então, que (3), e o fato que ?f( = 1 em G/U implicam que o núcleo da 

projeção canônica é um Q-módulo dís:cneto com geJ:ad.oncs 

ã 1, ... ,ãd, [gi,gJJ, para 1::; i< j::; n. 

Para isso, seja F o grupo discreto livre com base x1 , ... , Xd, y1 , ... , Yn e 'P -+ GjU o 

homomorfismo dado por 'P(xi) = a;U e 'P(YJ) = gJU. Seja (3 : GjU-+ G/AU a projeção 

canônica. Então /3'P : F -+ G / AU tem núcleo gerado como subgrupo normal por 

{ _y' p' í 1 1 . . < } 
Xl,· ·· ,Xd>ffl , .. · ,yn 'LYi,YJ.• :S Z < J- n · 

Então, Ker8 = AU /Ué gerado, como subgrupo normal de G/U, por 

Observe que, como Q é um grupo pro-p abeliano finitamente gerado, Q é um grupo 

pro-p de posto finito. Então, pelo Teorema 1.20, a álgebra de grupo completa [[ZpQ]] é um 

anel pro-p comutativo (topologicamente e abstratamente) Noetheriano. O Teorema 1.30 é 

portanto um critério para estabelecer quando G é de tipo F P m sobre Zp em termos dos 

grupos de homologia H 1 (A, k). 

No Capítulo 3, vamos utilizar alguns resultados provados por Kochloukova e King sobre 

a estrutura dos grupos de homologia Hi(A, k), onde k = ZP ou k = JP'P são considerados como 

[[ZpAJ]-módulos pro-p triviais. O primeiro resultado foi provado por King e é a versão pro-p 

de [3, Proposição 5.1] provada por Bieri e Groves. Algumas observações sobre a naturalidade 

dos morfismos são encontradas em [18, Lema 3]. p 
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Teorema L33 ([14], Teorema 3.5). Seja A um grupo pro-p abeliano e considere k = Zp 

ou como um [[íZPA]]-módulo pro-p trivial. Então, para cada i, existe um monomorfismo 

natural 

da potêncw exterior completa no i-ésimo grupo de homologia. Se é sem torsão 

então .6 é um isomorfismo. Além disso, se um grupo pro-p Q age em então . .6 é um 
---i """' 

monomorfismo de Q-módulos, onde Q age diagonalmente em 1\k(A®zvk). 

Para enunciarmos os próximos resultados, precisamos antes de algumas definições. Seja 

M um [[ZpG]]-módulo pro-p, onde G é um grupo pro-p. Uma filtração de M é uma família 

{ Fj} de [[ZpG]]-submódulos pro-p de tais que 

< < 

Uma filtração de M é limitada se existem inteiros s e t tais que Fs = O e - Os quo

cientes de um filtração de l'vf são os [[ZpG]]-módulos pro-p Fj/ Fj-l· Um [[ZpG]]-subquociente 

pro-p de M é um [[ZpG]]-módulo pro-p M'jiW' onde M" Ç M' são [[ZpG]]-submódulos pro-p 

de 11-1. Os seguintes resultados foram provados por Kochloukova. O Teorema 1.34 é um 

corolário de um resultado de H. Cartan [9, p.l363, p.l370] sobre homologia de grupos ab

stratos. 

Teorema 1.34 ([18, Teorema BJ). Se A é um grupo pro-p abeliano de expoente p, então 

Hn(A, IFp) tem uma filtração de Zp-submódulos com fatores que podem ser mergulhados em 

um dos módulos 

(À;~
2

r A)@zvSzp(A) para OS r S [~] e P f 2, 

Sz,(A) parap 2, 

onde S~p (A) denota o k-ésimo produto tensorial simétrico completo de A sobre Zp. Além 

disso, se A é um [[ZpQ]]-módulo pro-p, para algum grupo pro-p Q, então a filtração acima é 

de [[ZpQJ] -submódulos pro-p e a ação de Q nos quocientes é a induzida pela ação diagonal 

de Q em @;~r A para OS r S [~]-

Corolário 1.35 ([18, Corolário C]). Seja A um [[ZpQJ]-módulo pro-p finitamente gerado, 

onde Q é um grupo pro-p de posto finito. Então Hn(A,IFp) tem uma filtração de [[ZpQ]]

submódulos com quocientes que são [[íZpQ]]-subquocientes pro-p de 

Ha1 (Al, IFp)@zPHor,(Az, iFP)@zv · · · ®zrHa, (A, iFP) 
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onde o:1 + a 2 + · · · + 0:8 = n, A tem um filtração 

B1 =A =2 = to r A =2 B3 =2 · · · =2 

tem expoente p, para j 2: 2, e a ação de Q no produto tensorial completo 

acima é a diagonal. 

Observamos que as filtrações dadas pelos resultados acima são limitadas. Além disso, note 

seM é um [[ZpG]J-módulo pro-p de expoente p (possivelmente com G = 1), podemos vê

lo como um módulo sobre [[IFpG]J = [[ZpGj]/p[[ZpGJ] e para taís módulos o funtor -®uzpc]]

coíncide com -®[[l'pG]]-. 

1.6 invariante para grupos pro-p 

Em [15], Kíng definiu um invariante para grupos pro-p metabelianos finitamente gerados 

que tornou-se importante na classificação dos grupos pro-p metabelianos de tipo F Pm. Para 

apresentar este invariante, precisamos introduzir a seguinte notação. Seja lF o fecho algébrico 

de lFp e JF[[T]] a álgebra das séries de potências formais com grupo de unidades JF[[TW. Note 

que JF[[T]] não é um anel pro-p, já que a topologia de !F é a topologia discreta e lF é infinito, 

logo não compacto. Entretanto, JF[[T]] tem muito em comum com anéis pro-p [15, Lema 2.1]: 

JF[[T]j é um anel local comutativo abstratamente Noetheriano; uma base de vizinhanças de 

O é dada por {TiJF[[T]]I i 2: 1}; o grupo de unidades JF[[T]r é isomorfo a JFX x (1 +TlF[[T]]). 

Além disso, todo subgrupo fechado finitamente gerado de 1 + TJF[[T]] é um grupo pro-p 

abeliano livre. 

Seja Q um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado e T(Q) o conjunto 

Hom( Q, lF[[TW) de homomorfismos contínuos de Q em JF[[TW. A imagem de cada homo

morfismo em T(Q) deve ser um subgrupo finitamente gerado de 1 + TJF[[T]]. Escrevemos 

1 para o homomorfismo trivial. Pela propriedade universal da álgebra de grupo completa 

[[ZpQ]], cada v E T(Q) estende-se a um único homomorfismo (automaticamente contínuo) 

de [[ZpQ]] em lF[[T]] que denotamos por v. 

Definição 1.36. Seja A um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado. O invariante de 

J.King é definido por 

LlA(Q) ={v E T(Q) I ::; Kerv} u {1}, 
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onde A o = Annn:zpQ]] (A) é o ideal anulador de em [[ZpQ]], ou seja, o conjunto dos ele-

mentos .\ E [[ZvQJ] tais que A.\ = O. 

Esse invariante foi recentemente generalizado para o caso de grupos pro-p de F Pm 

em [22]. Destacamos abaixo algumas propriedades sobre LlA(Q) . 

.uc•caa 1.37 ([15], LOffiEtS 2.3 e 2.4). Seja A um [[ZpQ]l-módulo pro-p finitamente gerado. 

LlA(Q) = LlA(Q); 
• pA 

(iií) Se C é um [[ZvQJ]-submódulo pro-p o f A (como [[ZpQ]] é Noetheriano, C é finitamente 

gerado sobre [[ZpQ]]), então = Llc(Q) U 

Proposição 1.38 ([15], Corolário 2.6). Seja A um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente 

gerado, P um subgrupo fechado de Q e T(Q,P) ={v E T(Q) I v(P) 1}. Então A é 

finitamente gerado como [[ZpP]]-módulo pro-p se, e somente se, T(Q, P) n LlA(Q) = {1}. 

Para a próxima propriedade, vamos fixar a seguinte notação. Sejam Q1 e Q2 grupos 

pro-p abelianos finitamente gerados e Q = Q1 e Q2 . Temos que as projeções K 1 : Q-+ Q1 

e 7T2 : Q-+ Q2 induzem monomorfismos Ki : T(Qr) -+ T(Q) e 7T~ : T(Q2) -+ T(Q). Se Sr 

e S2 são subconjuntos de T(Q), escrevemos S1S2 para o conjunto dos produtos dado pela 

multiplicação em T(Q). 

Proposição 1.39 ([15, Proposição 2.7]). Seja A1 um [[ZpQ 1]]-módulo pro-p finitamente 

gerado e A2 um [[ZpQ 2]]-módulo pro-p finitamente gerado. Então o produto tensorial com

pleto A 1 ®3 PA2 é um [[ZPQ]] -módulo pro-p finitamente gerado e 

1. 7 Teoremas de classificação dos grupos pro-p 

metabelianos de tipo FPm 

31 

Nesta seção apresentamos os resultados conhecidos que classificam os grupo pro-p metabe

lia-nos de tipo O primeiro, devido a King, diz que se G é um grupo pro-p metabelíano 



Seção 1. 7 o Teoremas de classificação dos grupos pro-p metabellanos de tipo F Pm 32 

de posto finito, então G é de tipo F P m sobre Zv, para todo m 2': O, e que a recíproca também 

é verdadeira, 

Teor;ema 1.40 ([14], Teorema , Seja um grupo pro-p e um subgrupo normal 

abeliano fechado de G tal que G /A tem posto finito, Então são equivalentes: 

(i) A é finitamente gerado como grupo pro-p abeliano,, 

tem posto finito; 

(iii) G é de tipo F Poo sobre Zp, 

O onSximo resultado, também devido a é um teorema de imPrRii.n 

. Todo gT"oJpo pro-p metabeliano finitamente gerado mer-

gulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano finitamente apresentáveL 

Pelo Corolário 1.27(ií), o Teorema 1.41 diz que todo grupo pro-p metabeliano finitamente 

gerado G mergulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano de tipo F P2 

sobre Zp· Em sua tese de doutorado [12], King conjecturou que, para cada m, G mergulha 

como subgrupo fechado num grupo pro-p metabeliano de tipo F P m sobre ZP, O Capítulo 2 

do nosso trabalho é dedicado à prova dessa conjectura, 

O seguinte teorema classifica, para m arbitrário, os grupos pro-p metabelianos de tipo 

FPm sobre Zp, A classificação é em termos do invariante LlA(Q) definido na Seção L6, 

Teorema 1.42 ([18, Teorema D)). Suponha que 1--> A--> G--> Q--> 1 é uma seqüência 

exata de grupos pro-p, onde G é topologicamente finitamente gerado, A e Q são abelianos, 

Considere A como um [[ZpQ]]-módulo pro-p via conjugação em G. Então são equivalentes: 

(i) G é de tipo homológico FPm sobre Zp; 

~m 

(ii) o m-ésimo produto tensorial completo ®z A de A é um [[ZPQ]J-módulo pro-p finita-
F 

mente gerado via a ação diagonal de Q; 

(iii) 
-m 

a m-ésima potência exterior completa f\ 2 (A) de A é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finita-
F 

mente gerado via a ação diagonal de Q; 

(iv) o m-ésimo produto tensorial simétrico completo Sz (A) de A é um [[ZpQ]]-módulo 
p 

pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 
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1 então V1 = V2 = · · · = Vm = L 

No caso m = 2, as equi1ralên<:ias de (ii), (iíi) e foram provadas por King em [15]. 

m arbitrário, provou, em [14, Corolário que (i) implica em e, em [15, 

que e são equivalentes. King Pri·.mnll que as implicações restantes 

seriam verdadeiras, dando origem à versão pro-p da Conjectura F P m [15, Conjectura 3.3]. 

Em [18], Kochloukova provou o Teorema 1.42 respondendo assim positivamente à conjectura. 

No caso de grupos abstratos, a Conjectura F Pm [3] está ainda em aberto sendo provada em 

alguns casos particulares [6, 5, 1, 16]. Em [17, Conjectura 7], Kochloukova enuncia, no 

caso de grupos abstratos, uma conjectura que pode ser vista como uma da 

Conjectura O Capítulo 3 é à prova da versão pro-p Conjectura 

generalizada, que caracteriza certos [[ZpG]]-módulos pro-p B de tipo homológico F P m sobre 

um grupo pro-p metabeliano finitamente gerado G. Quando B = Zp, considerado como 

G-módulo trivial, o resultado reduz-se ao Teorema 1.42. 
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" CAPITULO 2 

Propriedades de imersão de grupos 

pro-p metabelianos 

Em sua tese de doutorado, Jeremy King estudou propriedades gerais de grupos pro-p de tipo 

homológico FPm e classificou os grupos pro-p metabelianos finitamente apresentáveis. King 

provou que todo grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado G mergulha 

como subgrupo fechado em um grupo pro-p metabeliano finitamente apresentável e conjec

turou que, para um inteiro positivo m fixado, o grupo G mergulha como subgrupo fechado 

em um grupo pro-p metabeliano de tipo F P m· O resultado principal deste capítulo é a prova 

dessa conjectura. 

Teorema A. Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado. 

Então, para cada número natural m, G mergulha como subgrupo fechado em um grupo pro-p 

metabeliano de tipo homológico F Pm sobre Zp. 

Observe que o Teorema A vale para m = oo se, e somente se, G tem posto finito, já 

que um grupo pro-p metabeliano é de tipo F P 00 sobre Zp se, e somente se, ele tem posto 

finito (Teorema 1.40) e a classe de grupos pro-p de posto finito é fechada para subgrupos 

(fechados). 

É interessante notar que nossa prova não está contida na categoria de grupos pro-p. 

Apesar de o invariante .C,. A ( Q) definido na Seção 1.6 capturar todas as informações necessárias 

estabelecer o tipo homológico de um grupo pro-p metabeliano finitamente gerado, fazer 
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cálculos diretos com o invariante é bastante difícil. Nossa prova evita tais cálculos utiiizando 

alguns resultados conhecidos que relaciona valorizações com produtos tensoriais abstratos 

finitamente gerados resultados são apresentados na Seção 2.1, bem como nosso 

primeiro resultado auxiliar para a prova do Teorema (veja Teorema 2.5). Voltamos para 

os grupos pro-p através de alguns específicos sistemas e limites inversos que apresentamos 

na Seção 2.2 2.8) a é dedicada a prova do Teorema 

2.1 Produtos tensoriais abstratos e valorizações 

nç.oca seção descrevemos 

gerados definido em 

Bourbaki [7, VL3.1] o 

o invariante de Bieri-Groves para grupos abstratos finitamente 

definição envolve o conceito 

faremos um resumo na Subseção 2.LL 

no sentido de 

Subseção 2.1.2 

definimos o invariante e apresentamos o resultado principal de [4] que estabelece, em termos 

do invariante, quando o produto tensorial abstrato de um módulo sobre um grupo abstrato 

abeliano finitamente gerado é finitamente gerado via a ação diagonaL Por fim aplicamos tais 

resultados no nosso primeiro resultado auxiliar para a prova do Teorema A. 

2.1.1 Valorizações 

Considere lR como um grupo abeliano via adição e denote por lRco o conjunto obtido adi

cionando-se a lR um elemento denotado por +oo sujeito às seguintes regras: a < +oo e 

a+ (+oo) = +oo, para todo a E JR, e (+oo) + (+oo) = +oo. 

Definição 2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma valorização real de R é uma 

aplicação v : R--+ lR00 que satisfaz, para todos x, y E R, 

(i) v(xy) = v(x) +v(y), 

(ii) v(x + y) 2: inf{v(x),v(y)}, 

(iii) v(l) O e v(O) = +oo. 

Se R\ {O} não tem divisores de zero, a única aplicação v de R em Rxo tal que v(x) =O, se 

x/c O, e v(O) = +oo é uma valorização chamada valorização trivial de R. Uma valorização 

real de R é discreta se o grupo de valores v( R) \ { +oo} é isomorfo a Z. 
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Se z E R é tal que zn = 1 para algum inteiro n;::: 1, então nv(z) = v(zn) =O e portanto 

= O para toda valorização real de R. particular, toda valorização real do corpo JF P 

Note que ( +oo) é um ideal de distinto de já que v(l) = O. disso, se 

= +oo então necessariamente = +oo ou v(y) = +oo, v-1(+oo) é um ideal 

pnmo Assim, se R= é um corpo, então para x E K\ {O} temos v(x) # +oo, para 

valorização real de K. Se R é um domínio de integridade e K é o corpo de frações 

R, toda valorização real v de R tal que v-1 
( +oo) = O pode ser estendida de forma única a 

uma valorização v de K. 

Se v é uma valorização real de um corpo K, o conjunto A dos elementos x E K tais que 

v(x) ;::: O é um subanel de chamado o anel da valorização v. A é um anel de 

valorização de K no sentido de [7, valorizações de um corpo 

equivalentes se elas têm o mesmo aneL Por [7, prop.3], duas valorizações reais v e 

de K são equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo À (que preserva ordem) de 

v(K \{O}) em v'(K \{O}) tal que v'= À v, ou seja, v' é um múltiplo real positivo de v. 

2.1.2 Invariante de Bieri-Groves 

Seja R um anel comutativo com unidade, G um grupo abstrato abeliano finitamente gerado 

e lvf um RG-módulo abstrato (à direita) finitamente gerado. Denote por AnnRc(M) o ideal 

anulador de lvf em RG, isto é, o ideal de RG formado pelos elementos À E RG tais que 

MÀ =O. Seja A= RGjAnnRc(M) a álgebra de endomorfismos de JV! induzidos por RG e 

": RG-> A a projeção naturaL 

Definição 2.2 (Bieri-Groves). Se v: R-> lR00 é uma valorização real de R, então defini

mos L>1\t(Q) como o subconjunto de Hom(G, JR) formado por todos os homomorfismos X tais 

que existe uma valorização w : A -> lR00 satisfazendo 

(w o ")IR= v, (w o ")la= X· 

Suponha agora que G = Gi é um produto direto de grupos abelianos finitamente 

gerados Gí e que lVf = 07=1 Mí é um produto tensorial sobre R de RGí-módulos finitamente 

gerados Mi· Então 114 tem urna estrutura natural de 0~= 1 RGi(c:::: RG)-módulo. Sejam 

Ki -> Gi as projeções naturais e : Hom(Gí,JR) -> Hom(G,JR) os monomorfismos 
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induzidos. Como podemos ver na seguinte proposição, é possível descrever L1%t(G) em termos 

de L'>)(1,(Gi) para certas valorizações de 

4.2]). Se v é uma valorização rus:rnow. de R que é não negativa em 

R, então 
k 

i=l 

Dizemos que um subconjunto L'> de Hom(G,JR) é "m-tame" se quando x1 , ... ,xm E L'> 

satisfazem X1 + · · · + Xm =O então X1 = · · · = Xm = O. 

2.4 ([4, ). Sejam G e como na Definição e su17011:na que R é 

Noetheriano. Então o RG-módulo ®';; é finitamente gerado via a ação diagonal de G 

se, e somente se, L'> %t ( G) é "m-tame" para cada valorização real discreta v de que é não 

negativa em R. 

Lembre que a ação diagonal de G em ®';; M é a ação induzida pela imersão diagonal 

g c--7 (g, g, ... 'g) de G em em ~ G X ... X G, já que ®'; M tem uma estrutura natural 

de ®'; RG(~ RGm)-módulo. A ação diagonal pode também ser definida simplesmente em 

cada tensor puro por (xl 0 x2 0 · · · 0 Xm)g := x 1g 0 x2g 0 · · · 0 Xmg, se Xi E Me g E G, e 

estendida linearmente. 

2.1.3 Alguns produtos tensoriais finitamente gerados 

Vamos agora aplicar os resultados da Subseção 2.1.2 para provar nosso primeiro resultado 

auxiliar. Para isso, considere a seguinte notação. Para cada i = 1 , 2, .. o , d, sejam fi,l 

xi, !i,2, Am polinômios irredutíveis distintos dois a dois no anel de polinômios lFp[Xi] 

e defina 

Ai= lFp [x;, ~ , _fl , _fl , ... , fl J . 
t t.2 t,3 t,m 

Note que existem polinômios irredutíveis em lFp[Xi] de qualquer grau [25, Corolário 2.11]. 

Seja Qi o grupo abstrato abeliano livre em {qi,l, qi,2, .. o, qi.m} e suponha que Qi age 

em Ai por a· qi,j a· Ajo Defina A* = A1 0JFp ih 0Fp · · · 0JFp Ad e Q* = Q1 8 Q2 EB · · · 8 Qd. 

Então pode ser visto como um lFpQ*-módulo à direita, onde Q* age em A* componente 

a componente. 
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Teorema 2.5. O m-ésimo produto tensorialQ9;;::,A* é finitamente gerado como um FpQ*

módulo via a ação diagonal de Q*. 

Demonstração. Pelo Teorema 2.4, temos que mostrar que Ll~":' 0 (Q*) é 

toda valorização de é triviaL vista do Teorema 2.3 vamos, primeiramente, estudar 

. ~ {1 ? '} com z "' , -, ... , a u.AdU'J. 

Q, X, fJ(X) e q1 para representar A1, 

fixado. 

f(X) e 
q t,) z onde j = L 2, ... , m e i está 

O corpo de frações de A é o corpo de funções racionais IFp(X). Note que, em geral, não 

é sempre possível estender as valorizações w : A --+ lR00 da Definição 2.2 para o corpo de 

frações de pois nada garante que w-1(+oo) = O. Vamos mostrar que, no nosso caso 

específico, é porque A tem dimensão de a L 

que o ideal I de A gerado pela variável X tem índice finito em De fato, temos que 

1/ X = X/ X 2 E I e, para cada j ;::: 2, J1 (X) a0 ,J + a1,JX + · · · + an;.Jxn; = ao,j módulo 

I, para certos ak,J E IFP com a0,j =f. O já que fJ(X) é irredutíveL Então 1/ fJ(X) = aõ,j 

módulo I e, portanto, I tem índice finito (igual a p) em A. Agora, pelo teorema de Krull 

para ideais principais [23, Cap.5, Teo.3.1], cada ideal primo minimal J que contém I tem 

altura no máximo 1. Como A é um domínio, J tem altura exatamente igual a 1, portanto 

a dimensão de Krull de A é igual a 1. Então, se P = w-1(oo) =f. O, Pé um ideal primo 

não trivial de A e portanto um ideal maximal em A. Então A/ P é um anel Noetheriano de 

dimensão de Krull igual a zero, o que implica que A/ P é Artiniano e tem dimensão finita 

sobre o subcorpo base lFp· Mas isto é impossível desde que a imagem de w é infinita. Então 

w-1(oo) =O e w pode ser estendida para o corpo de frações IFp(X) de A. 

Por [7, VL3.4] as valorizações não triviais (a menos de equivalência) de lFp(X) que são 

triviais em lFp são a valorização V 00 definida por 

f(X), 
v co( g(X) J - deg(f) + deg(g) 

e as valorizações Vp(X)• onde p(X) E IFp[X] é um polinômio irredutível, definidas da seguinte 
. . d f(X) lF (X) d . !(X) - ( )k f( X) k '71 maneira. ca a g(X) E P. po e ser escnto como g(X) - p X !i( X), onde E !LJ, 

j(X), g(X) E IFp[X] e p(X) não divide j(X) nem g(X), então 

f(X) 
Vp(X)( g(X)) := k. 

Temos Q '-+ A por qJ >-> k j = 1, 2, ... , m. Seja p(X) um polinômio irredutível em 

lFp[X]. Se p(X) =f. fJ(X), j = 1, 2, ... , m, então Vp(X)(/J(X)) =O para todo j, e portanto 
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Vp(X)ÍQ =O. Se p(X) = fj(X), para algum j = 1,2, ... ,m, então Vt;Uk(X)) = 15k.j: onde 

é a função de Kronecker. Assim 

Além como voo(fj(X)) = -grau(fJ), temos que 

: AV=ÜIQ' Xco := VooiQ E "-'A \ ,). 

Então, se X E L:,.A=0 (Q)\{O}, existe uma valorização w : A -+ lR00 tal que wi!Fp = O e 

WÍQ = X· Então temos X E IR>OXJ (í.e., X é um múltiplo real positivo de XJ), para algum 

j = 1, 2, ... , m, ou X E IR>oXoo· 

Vurnc:c agora provar que L:,.A=0 (Q) é "m-tame". Observe que um isomorfismo de 

grupos abelianos aditivos(): JE.m -+ Hom(Q,IR) dado por li(v)(q) - q), onde(-,·) é o 

produto interno canônico de IRm e Q está identificado com o subconjunto zm de JE.m. Então 

= lR>oer U ... U lR>oem U lR>o( -grau(fr), -grau(h), ... , -grau(fm) ), 

onde {eih:Si:Sm é a base canônicadelRm. Portanto e-1 (tiA=0 (Q)\{O}) é uma união de m+l 

raios abertos tais que cada subconjunto contendo m raios abertos está contido em um semi

espaço aberto. Isso implica que L:,.A=0(Q) é "m-tame", i.e., L'>A~ 0 (Qí) é "m-tame" para cada 

i= 1, 2, ... , d. [É fácil ver que L:,.A=0 (Q) não é "(m + 1)-tame", mas nós não precisaremos 

deste fato.] 

Pela Proposição 2.3, temos L'>A':'0 (Q*) = E:=l 1r7(L'>A~ 0 (Qi)). Então todo x E tiA':'0 (Q*) 

pode ser escrito como 

d 

X= L 7r7(Xi), para certos Xí E tiA~ 0 (Qi), i= 1, 2, ... , d. 
i=l 

Assim, se x(l), x(Z), ... , x(m) E ti A':'0 ( Q*), temos 

d d d 

x(ll + x<z) + · · · + x<m) =L 1r;(x?ll +L 1r;(Xl2ll +···+L 7r7(x)ml) 
i=l i=l i=l 

d d d 

=I: V (2) V (ml 
0 1ri + L...t Xi 0 I! i + · · · + L... Xi , 0 Jri 

i=l í=l 
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m m m d m 

=L 0 1T1 +LX~) 01r2 + .. · + LXYJ 01rd = L((LxPll o 1ri), 

j=l j=l j=l i=l j=l 

para certos E D.:4~ 0 (Qi), j = 1, 2, .. , m, i = 1, 2, ... , d. Isto implica se + 
+ · · · + = O, então 2.::';'=1 = O para todo i 1, 2, ... , d. Lembrando que cada 

é "m-tame", segue que =O para cada j = 1, 2, ... , m. 

=O e L'>.A';'0 (Q*) é "m-tame", como queríamos. 111 

2.2 Prova do Teorema A 

Nossa prova o Teorema A é feita por construção, ou seja, vamos construir, a partir 

do grupo pro-p metabelíano finitamente gerado dado, um grupo pro-p metabeliano que é 

tipo F P m· O seguinte resultado que diz que o problema pode ser reduzido para grupos pro-p 

metabelianos que são extensões cindidas de grupos abelianos. 

Lema 2.6 ([13, Corolário 3.2]). Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente 

finitamente gerado. Então G mergulha em Q 1>< (A/ B), onde Q = G j[G, G], A é um [[ZpQ]]
módulo pro-p livre de posto finito e B é um [[ZPQ]]-submódulo pro-p de A. 

O problema está então reduzido a encontrar um grupo pro-p metabeliano de tipo F P m 

tal que o grupo pro-p Q 1>< (A/ B) dado pelo lema acima pode ser mergulhado. Seria também 

interessante podermos trabalhar apenas com Q 1>< A, para simplificar ainda mais o problema. 

O próximo resultado diz que os quocientes de um grupo pro-p metabeliano G têm o mesmo 

tipo homológico de G. 

Proposição 2.7. Sejam um número natural e G um grupo pro-p metabeliano do tipo F Pm 

sobre Zp. Então toda imagem de G é também de tipo F P m sobre Zp. 

Demonstração. Precisamos mostrar que para cada subgrupo normal fechado N de G, G/N 

é de tipo F P m· Como G é metabeliano, existe um subgrupo normal fechado abeliano A de 

G tal que Q = G/A é abeliano. Para cada subgrupo normal fechado N de G, temos que 

NnA é um subgrupo normal fechado de G contido em A. Pelo Teorema 1.42, A é "m-tame" 

como Q-módulo pro-p, logo segue do Lema 1.37(iii) que A/(N nA) também é "m-tame" 

como Q-módulo pro-p. Aplicando o Teorema 1.42 novamente, concluímos que Gj(N nA) 

é de tipo FPm sobre 'Lp e portanto podemos assumir que N nA é triviaL Com isso, a 

imagem de pela projeção canõnica em Q é isomorfa a IV. Como Q é um grupo pro-p 
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abeliano topologicamente finitamente gerado, N é um grupo pro-p de posto finito. Então, 

pelo 1.40, é de tipo sobre Zp o que junto com a Proposição implica 

que tem o mesmo tipo homológico de G/N é de tipo FPm sobre Zp. 111 

A versão abstrata da Proposição ou seja, que os quocientes de grupos metabelianos 

abstrat<)S têm o mesmo tipo homológico do grupo, não está para m geral. 

porque a versão abstrata do a também está em aberto para 

m geral. Entretanto, Kochloukova e Greves apresentaram em [11, Proposição 1] uma prova 

direta de que, param:; 4, quocientes de um grupo abstrato metabeliano de tipo FPm que 

é uma extensão cindida de grupos abelianos também têm tipo homológico FPm. Com isso, 

os autores também provaram param= 4 a versão abstrata do Teorema A [ll, Corolário 1]. 

Considere A* e como no 2.5 e suponha que = 1 para i= 1, .. , d 

e j = 1, ... , m. que não estamos exigindo que Ji,j seja mônico, então se 9"{0,1} 

podemos substituir Ji,j por AJI fu(l). Além disso, fi,j(l) =O implica que = c(xi -

para alguma constante c E JFP \ {0}, um caso que pode ser evitado. Isso mostra que existem 

infinitos polinômios irredutíveis distintos em JFP[Xd com valor 1 em 1. 

Lema 2.8. Sejam A* e Q* como no Teorema 2.5 e suponha que Ji,j(1) = 1 para i= 1, ... , d 

e j = 1, ... , m. Para k >O, seja Ii,k o ideal de Ai gerado por t~, onde ti= Xi- l. Então 

(a) cada Ii,k tem índice finito em Ai igual a uma potência de p e nk?O Ii,k = O. 

(b) 

~m 

(c) @ifp C é um [[lFpQjilJ-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Qj;, onde 

Qj; é o completamento pro-p de Q*. 

Demonstração. (a) Fixemos, por exemplo, i= 1 . Temos 

Al = lF [t. _1_. _1_ .... _1_] 
p ·' 1 + t . ' . ' 

1 gl,2 9l,m 

onde 9l,J !I,j(l + t 1 ). Como f 1,j(l) = 1, cada g1,j tem termo constante com respeito à 

variável t1 igual a 1, digamos 

Como A1 tem característica p, temos que 
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ou seja, 1 + gf~i E h,k e ( 9 ~, )Pk = 1 em AJ/ l 1,k· Então I1,k tem índice finito em A1. Como 

tem característica p esse índice é uma potência de p. 

Seja v, 1 a valorização (t!)-ádica de IB'p(t1). Para cada a E temos (a) 2: k, já 

que t 1 o poiinômio irredutível em IB'p[tl] para cada j = 1, ... , m. Então, se 

a E nk;:o temos (a) 2: k para todo k e portanto a= 0. Isto completa a prova do 

(b) Seja que determina uma topologia em e considere 

o completamento de com respeito a essa topologia. Como nk?:O = O, temos que o 

homomorfismo contínuo e agora que e portanto 

em B a topologia determinada por M = {I1,k n Bh:::o = {b E 

Completando B com respeito à topologia determinada por M, obtemos o seguinte diagrama. 

Pelas definições de NeM, vemos que a topologia pro-p de B, que é a topologia deter

minada pelos ideais (tn de B gerados por ti, coincide com a topologia de B induzida por 

N. Então, pelo Lema 1.3, 'P é injetivo e 

]ti' [tl] TI<' [t!j' 
lim _P_ ~ lim ::.e.._ ~ lF [[t Jí. 
~ J ~ (tk) p 1 J 
JEA1 k 1 

Como já observado anteriormente cada g1,j tem termo constante igual a 1, então 1/ g1,j E 

lFp[[tl]]. Assim, A1 Ç lFp[[t1Jl de onde concluímos que Ai ~ IB'p[[h]], i.e., A; ~ lFp[[ti]], para 

i= 1, ... ,d. 

Agora, pelo Corolário 1.19, temos que 

e o item está provado. 

"' JFp[[tl]]01FpJFp[[t2]]0JFp · · · 01FpJFP[[td]] 

~ lFp[[tJ,tz, ... ,td]] 
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(c) O completamento pro-p (Qi)fi de Qi é o grupo pro-p abeliano livre no conjunto Yi = 
}. Para todo k 2: O, lo,k é um ideal de e portanto é invariante sob a ação 

de disso, qi,j age em via multiplicação por 9i.J que tem termo constante 

igual a 1. 

ação de em é contínua e, portanto, Ai é um [[JFp( Qi)fi]]-módulo 

pro-p, para í = 1, ... ,d. 

De fato, fixemos i E { 1, 2, ... , d}. Primeiro observe que basta mostrar que a ação de 

cada gerador qi,j de (Qi)fi é contínua, pois assim se q = q~jq~§ ... qf,;;; E (Qi)fi e a E Ai, 

então a(qf,jqf,~ ... qf,;;;) = (aqf.I)(q~J-'qf,§ ... qf,;;;), onde E é o sinal de o:1, ou seja, a ação de 

q em a E é a composta de ações contínuas. Agora, para j, escreva = 1 + tih1, 

hi E flf.: - 1 E e, como nk2:0 = O, segue que flf.: -+ 1, 

s -+ oo. Portanto o subgrupo fechado de gerado por 9i.J é isomorfo à Zp e portanto age 

continuamente em , o que prova a afirmação. 

Como já observamos anteriormente, para cada í, Ai ""' lFp[[ti]J é a álgebra de grupo 

completa do subgrupo pro-p cíclico de (Q;)fi (topologicamente) gerado por qi, 1. Portanto Ai 
é cíclico como [[IFp(Qi)filJ-módulo. Como Q~ = (Q1)fi EB · · · EB (Qd)fi, temos que 

[[lFp(Ql)p]]GFp ... GFp[[lFp(Qd)p]]""' [[lFpQ~J]. 

Segue então que C é um [[lFpQp]J-módulo pro-p cíclico. 
~m 

Pela Proposição 1.22, ®Fp C é finitamente gerado como um Q~-módulo pro-p se, e somente 
.-m ..-m 

se, ®!'p C/[I(®JFp C)] tem dimensão finita sobre JFP, onde I é o único ideal aberto maximal de 

[[JFPQ~]], ou seja, I é o ideal de [[lFpQ~]] topologicamente gerado por Q~-1 = { q-1 I q E Q~}. 

Pelo Teorema 2.5, ®;;::,A* é gerado por um subconjunto finito Y como um Q*-módulo 

abstrato via a ação diagonal. Então 

(®;p c) Gi[!FpQj;]]lFp 

- [®;p (ll!P :
1 ®rp · · · 0JFp :d )] G[!Ji'pQ;;JllFP 

k 1,k d,k 

[
. 10\m ( A1 Ad )] -IEJJ.I()IF -I 0JFp · · · 0JFp -

1 
®[[JFpQ']]IF p 

k p l,k d,k p 

lim [®;'p (:1 
0JFp · · · ®rp :d) 0JFpQ.JFp] 

k 1,k d,k 

Para cada k, o elemento dentro do colchete no último termo acima tem dimensão no máximo 

IY) sobre 1Fp, já que a imagem de pela projeção 0J?;,A* __, 0F;,(f,:; 0Fp · · · 
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0F;,(~ 0Fp · · · 0Fp t;l como IFpQ*-módulo. Finalmente, como o sistema inverso acima é 
....-m ....-m 

sobrejetivo, segue que ®Fp C /[I(Q9Fp C)] tem dimensão sobre IFp, o que completa a 

prova do lema. 111 

onde A e são 

os grupos dados pelo Lema 

Seja Q um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado e um 

[[:ZpQ]]-módulo pro-p livre de posto finito. Então Q 1>< A mergulha como um subgrupo fechado 

em um grupo pro-p metabeliano Hm 1>< A de tipo F P m sobre :ZP de forma que Q mergulha em 

Hm e a restrição desse mergulho a A é a identidade. Além disso, cada Q-submódulo pro-p 

de A conjugação) é invariante sob a ação de (via conjugação J. 

Demonstração. Como Q é um grupo pro-p abeliano topologicamente finitamente gerado, 

pelo Teorema 1.16, Q tem um subgrupo pro-p abeliano livre Q0 posto finito tal que 

Q "" Q0 8 Q,or, onde Qtor é um p-grupo abeliano finito. Além disso, a Proposição l.lO(i) 

nos diz que [[:ZpQ]] é um [[:ZpQo]]-módulo pro-p livre finitamente gerado. Assim, A é um 

[[ZpQo]]-módulo pro-p livre de posto finito. Seja {x1,x2 , ... ,xd} uma base do grupo pro-p 

abeliano livre Q0 . Pelo Teorema 1.18, a álgebra de grupo completa [[ZpQo]] é a álgebra das 

séries de potências formais Zp[[tlo t2, ... , td]], onde ti = 1 - xi. 

Sejam A* e Q* como no Teorema 2.5 com a hipótese adicional /;,j(l) = 1, para i = 
1, ... , d e j = 1, ... , m. Então Q0 mergulha em Q~ via a identificação X; = q;, 1. Defina 

- -
Hm = Q~ EB Qtor· Para 2 :<:; j :<:; m, seja fí,j um polinômio em Zp[xi] tal que J;.j(l) = 1 e 

a imagem de fu em IFv[x;] é fi,j e seja h.1 =X;. Note que o grupo pro-p abeliano liVTe Q~ 

tem {q;,j}!:Sj:Sm,lSi:Sd como uma base. Então A pode ser visto como um Hm-módulo pro-p 

à direita onde q;,j age em A via multiplicação por Ai e a ação de Qtor é dada pela a ação 

"antiga" de Q1or em A. Logo a ação de Hm estende a ação de Q em A. A continuidade da 

ação de Q~ em A segue do fato que h,j(l) = 1, para todo í e j (veja a prova da Afirmação 

1 na demonstração do Lema 2.8 (c)). 
~m 

Vamos agora mostrar que Q92PA é finitamente gerado como um [[ZpHm]]-módulo pro-p 
, ~m 

via a ação diagonal de Hm. E suficiente mostrar que ®z A é finitamente gerado como um 
p 

[[:ZpQ~]J-módulo via a ação diagonal de Q~. Temos que A é um [[ZPQ0]]-módulo pro-p livre 

de posto finito e [[IFpQ0]] é isomorfo ao módulo C do Lema 2.8, portanto C é um Q~-módulo 

pro-p com qi.j agindo via multiplicação por fi,j· Então AípA é isomorfo como Q~-módulo 
~m 

pro-p a uma soma direta finita de cópias de C. Temos que ®z A é finitamente gerado como 
p 
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---m ---.. ---m 
um [[ZpQ;Jl-módulo pro-p via a ação diagonal se, e somente se, (@;zPA)®zpiFP c:: ®IF)A/pA) 

é finitamente gerado como um [[JFPQ;JJ-módulo pro-p via a ação diagonaL Pelos argumentos 
~m 

acima, ®,)A/pA) é finitamente gerado como um [[JFPQ~]j-módulo pro-p via a ação diagonal 
~m 

se, e somente se, ®IFp C é finitamente gerado como um [[JFpQ;JJ-módulo pro-p a ação 

diagonal. Pelo Lema 2.8(c) esta última condição é válida. Finalmente, pelo Te•xema 

K A é tipo 

O fato que todo Q-submódulo pro-p de é invariante sob a ação de Hm segue imediata-

mente da definição da ação de Hm· 1111 

Agora estamos prontos para provar nosso resultado principaL 

Seja um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado. 

Então, para cada número natural m, 

homológico FPm sobre Zp. 

mergulha em um grupo pro-p metabeliano de tipo 

Demonstração. Seja G um grupo pro-p metabeliano topologicamente finitamente gerado. 

Então G mergulha no grupo Q K (A/ B) dado pelo Lema 2.6. Pelo Teorema 2.9, Q K A 

mergulha como subgrupo fechado no grupo pro-p metabeliano Hm K A que é de tipo FPm 

sobre Zp. Como B é um [[ZpQ]]-submódulo pro-p de A, pelo Teorema 2.9, B é um [[ZpHm]]

submódulo pro-p de A e podemos definir Hm K (A/ B). Então Q K (A/ B) mergulha como 

subgrupo fechado em Hm K (A/ B) e, pela Proposição 2. 7, temos que Hm K (A/ B) é de tipo 

111 
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Conjectura F Pm generalizada 

Seja G um grupo pro-p e B um [[ZpG]]-módulo pro-p. Por definição, B é de tipo homológico 

F Pm sobre [[ZpG]] se B tem uma resolução [[ZpG]]-projetiva onde todos os módulos em 

dimensão menor ou igual a m são finitamente gerados. 

Neste capítulo, damos uma resposta positiva para a versão pro-p da Conjectura F Pm ge

neralizada que classifica o tipo homológico de certos módulos pro-p sobre grupos metabelianos 

finitamente gerados que anunciamos a seguir. classificação é dada em termos do invariante 

b.*( Q) definido na Seção 1.6 associado a um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado. O caso 

onde B é zero é degenerado e vamos excluí-lo. No decorrer de todo este capítulo, quando 

dizemos que um grupo pro-p G é finitamente gerado estamos dizendo que G é topologicamente 

finitamente gerado. 

Teorema Seja 1 -+ A -+ G -+ Q -> 1 uma seqüência exata de grupos pro-p tais que 

A e Q são abelianos e G é finitamente gerado. Seja B um [[ZpQ]J-módulo pro-p finita

mente gerado visto como um [[ZpG]]-módulo pro-p via o epimorfismo G-+ Q. Então são 

equivalentes: 

(i) B é de tipo homológico F Pm sobre [[ZpG]]; 

~ -m 
(ii) BQ9zp(@2PA) é um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 

~ ----m 
(iii) BQ9zp(A2PA) é um [[ZPQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q; 
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(iv) se v 1 E f:::.s(Q) e v2, ... ,vm+l E !:::.A(Q) são tais que v1v2 ·· ·Vm+l = 1, então v1 = v2 = 
···=Vm+l=l. 

que, no Teorema o caso B = Zp é exatamente a classificação dos grupos pro-p 

metabelianos finitamente gerados de tipo sugerida por King em e provada por 

Kochloukova em [18, Theorem D] que enunciamos no Teorema 1.42. Esse caso particular é 

a versão pro-p da Conjectura F Pm. É importante mencionar que, a pesar de nosso teorema 

ser mais geral que o Teorema 1.42, usamos na nossa prova o fato que o resultado vale para 

B = Zp· 

Destacamos também que a equivalência de e no Teorema B implica que, quando 

m elementos de !:::.A(Q) têm produto cada um é trivial (i.e., A é "m-tame"). Então, 

em vista do Teorema 1.42, podemos enunciar o seguinte resultado. 

Corolário C: Seja 1 -+ A -+ G -+ Q -+ 1 uma seqüência exata de grupos pro-p tais que 

A e Q são abelianos e G é finitamente gerado. Seja B um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente 

gerado visto como um [[ZpG]J-módulo pro-p via a projeção natural G-+ Q. Se B é do tipo 

homológico FPm sobre [[ZpG]], então G é de tipo homológico FPm sobre ZP. 

A prova do Teorema B é feita em vários passos. Em um dos passos (veja Teorema 3.4), 

obtemos a seguinte equivalência auxiliar: B é de tipo F P m sobre [[ZpG]] se, e somente se, 

Tor)[ZpAí] (B, lFp) é finitamente gerado como um [[lFpQ]]-módulo pro-p, para todo i::; m. Este 

resultado é uma importante ferramenta para a prova do Teorema B e é uma generalização do 

caso B = Zp, onde Tor][ZpA]](Zp, lFp) = Hi(A, lFp) é o i-ésimo grupo de homologia de A com 

coeficientes em lFp, que enunciamos no Teorema 1.30. Em outro passo, aplicamos o Teorema 

dos coeficientes universais para obter uma relação entre Tor)[ZpA)j(B,lFp) e Hi(A,Zp)· Essa 

relação e alguns resultados sobre a estrutura do módulo Hi(A, Zp) enunciados na Seção 1.5, 

nos permitirá de verificar que (i) implica em (iii) e que (ii) implica em (i) (veja Teoremas 

3.5 e 3.9). 

O Capítulo 3 é organizado em duas seções. Na Seção 3.1 apresentamos algumas definições 

básicas e provamos alguns resultados sobre homologia de módulos pro-p, inclusive a equiva

lência auxiliar acima mencionada. A Seção 3.2 é dedicada à prova do Teorema B. 
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.1 Módulos pro-p de tipo FPm 

Seja G um grupo pro-p e um [[ZpG]]-módulo pro-p (à direita) Uma resolução [[ZpG]]-

projetiva (à direita) B é uma seqüência exata na categoria de [[ZvGJ]-módulos pro-p 

p ... ---. ---7 

onde cada Fi é um [[ZpG]]-módulo pro-p (à direta) projetivo. Dado O :::; m :::; oo, dizemos 

que B é de tipo F Pm sobre [[ZvGJJ se B possui uma resolução [[ZvGJ]-projetiva tal que cada 

Pi é finitamente gerado como um [[ZpG]]-módulo para O:::; i:::; m (para todo i sem oo). 

Observe que é de F P0 sobre [[ZvGJ] se, e somente se, existe um [[ZvGJl-módulo 

nnJTa.m<mT;e gerado é levado sobrejetivamente em ou é um [[ZvGJ]-

auJw.uv pro-p finitamente gerado. Além disso, é finitamente apresentável se, e somente se, 

existe uma sequéncia exata 

R -+ Fo ---+ B --" O 

de [[ZpG]]-módulos pro-p tal que F0 é livre (e portanto projetivo) e F0 e R são finitamente 

gerados. Então, se B é de tipo F P1 sobre [[ZvGJ] temos que B é finitamente apresentável. 

Reciprocamente, se B é finitamente apresentável, seja F1 um [[ZpG]J-módulo pro-p livre que 

é levado sobrejetivamente em R. Então 

é uma resolução parcial [[ZpG]]-livre de B com F0 e F 1 finitamente gerados. Logo B é de 

tipo F P 1 sobre [[ZpG]]. 

Seja agora L um [[ZvGJl-módu!o pro-p (à esquerda) arbitrário e considere uma resolução 

[[ZpG]]-projetiva P de B. Aplicando o funtor -ê[[ZpG]]L no complexo apagado 

Pe = · · · --+ Fi --+ Pi-J --+ · · · --" Po --+ O, 

obtemos o complexo 

Então Tor)IZpG]](B, L) é o i-ésimo grupo de homologia Hi(Feê[[ZpG]JL) desse complexo. Mais 

detalhes sobre propriedades homológicas de módulos profinitos podem ser encontradas em 

[28} e [31]. 
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Observe que a partir da definição de módulos pro-p de tipo F P m podemos reescrever 

a definição grupos pro-p de tipo · um grupo pro-p G é de tipo F Pon sobre Zp se 

Zp considerado como [[ZpGj]-módulo trivial é de tipo F Pm sobre [[ZpG]J. Pelo Teorema 

temos que é tipo se, e somente se, cada grupo de homologia Hi ( G, 'il P) = 
Torj!ZpG]l(zp. 'ilp) é finito para i :S: m. Além disso, vimos que se é um subgrupo normal 

(fechado) então G/N age continuamente em via conjugação à direita, e se G/N 

tem posto finito, [[:Zp(G/N)]] é topologicamente (e abstratamente) Noetheriano. Neste 

caso, G é de tipo F Pm se, e somente se, Hi(N,flp) é um [[:Zp(G/N)]]-módulo pro-pfinitamente 

gerado para i :s; m (Teorema 1.30). 

Vamos agora provar tais resultados para o caso de módulos não triviais. No que se segue, 

k :ZP ou prova do Teorema é uma adaptação direta caso B = ZP com 

açao [13, Teorema 

Seja G um grupo pro-p, um subgrupo normal fechado de G tal que G/N 

tem posto finito e B um [[:ZvGJJ-módulo pro-p. Então B é de tipo F Pm sobre [[:ZpG]] se, 

e somente se, TorFZpG]J(B, [[k(G/N)]]) é [[k(GjN)Jl-módulo pro-p (à direita) finitamente 

gerado para O :S: i :S: m, onde k = :Zp ou IF'p. 

Demonstração. Suponha que B é de tipo F Pm sobre [[:ZpG]J. Então existe uma resolução 

[[:ZpG]]-projetiva P de B tal que Fi é [[:ZpG]]-módulo finitamente gerado, para O :s; i :S: 

m. Como [[:ZpG]]®uzpG]J[[k(G/N)]J ~ [[k(G/N)]], temos que P;@[[ZpGJJ[[k(G/N)]J é um 

[[k(G/N)]]-módulo pro-p finitamente gerado para O S i :S: m. Portanto, o subqüociente 

Tor)IZpG]J(B, [[k(G/N)]]) é um [[k(G/N)]J-módulo finitamente gerado, para O :S: i S m, já 

que [[:Zp( G f N) ]] é N oetheriano. 

Reciprocamente, suponha que TorjfZvGJI(B, [[k(G/N)]]) é um [[k(G/N)]]-módulo pro-p 

finitamente gerado para O :S: i :S: m. Vamos aplicar indução sobre m. Para m = O, temos 

que TorgzpG]J(B, [[k(G/N)]J) ~ B®nzpcn[[k(G/N)j] é [[k(G/N)]]-módulo finitamente gerado. 

Então, pela Proposição 1.22, B@[[ZpG]]IFp ~ (B0[[ZvGIJ[[k(G/N)]])0[[k(G/N)]]IFp tem dimensão 

finita sobre flp· Aplicando novamente a Proposição 1.22, temos que B é [[ZvGJJ-módulo pro-p 

finitamente gerado. Mas isto é equivalente a B ser de tipo F P0 sobre [[:ZpG]J. 

Suponha que m > O. Por hipótese de indução, existe uma resolução [[ZpG]]-projetiva 

P. a, P. ei-1 ih R B 
• • • ---7 i ------7 i- 1 ------7 • • • -7 o --+ ----7 o 

de onde cada R é [[ZpG]]-módulo pro-p projetivo finitamente gerado para i :s; m- L 

49 



Seção 3.1 " Módulos pro-p de tipo FJ>rn 50 

Para cada i, seja Ki o núcleo da aplicação 81 (então Ki = Im8H1). Denote [[k(G/N)JJ 

por S e considere seguinte diagrama 

onde f.1 = (liKm)i§l e ; = (11Km_,)i§l. Note que os triângulos comutam e as aplicações 

verticais são sobrejetivas, já que Ki = Im81+1 e -®[[ZpG]]S é um funtor exato à direita. Logo 

Ker -Mm i§ 1 )' 

f.1 

Ker ;(8mi§l)' 

(8mi§l)' 

Obtemos então a seguinte seqüência exata com aplicações contínuas. 

Por hipótese, Tor;;pG]J(B, [[k(G/N)Jl) é [[k(G/N)]J-módulo finitamente gerado e, por 

hipótese de indução, Pm-r®[[zpGJJ[[k(G/N)]] é [[k(G/N)]]-módulo finitamente gerado. Então, 

como [[k(G/N)]] é Noetheriano, Km_1i§IIZpGJJ[[k(G/N)]] é [[k(G/N)]]-módulo finitamente ger

ado. Da Proposição 1.22, segue que Km-r®![ZpG]]lFp ~ (Km-li§IIZpGjj[[k(G/N)]])i§[[k(G/N)J]lFP 

tem dimensão finita sobre lFp e portanto, aplicando novamente a Proposição 1.22, segue 

que Km-l é [[ZpG]J-módulo finitamente gerado. Seja Fm o [[ZvGJ]-módulo livre finitamente 

gerado que é levado sobrejetivamente em Km_ 1 . Então 

Fm--+ Pm-l --+ · · · --+ Po -+ B-+ O 

é uma resolução parcial livre de B tal que Fm e Pi, i < m, são finitamente gerados como 

[[ZpG]]-módulos pro-p. Completando essa resolução, concluímos que B é de tipo FPm sobre 

[[ZpG]J. 111 

O seguinte resultado nos diz como que a propriedade F Pm se comporta em extensões. 

Corolário 3.2. Seja O__, A'--> A--+ A"--> O uma seqüência exata de [[ZpG]]-módulos pro-p 

e homomorfismos contínuos. 

(a) Se A 1 é de tipo F Pm-l e A é de tipo F Pm sobre [[ZpG]]. então é de tipo F Pm· 

(b) Se é de tipo FPm-l e A" é de tipo FPm sobre [[ZpG]J, então é de tipo FPm-1· 
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(c) Se A' e A" são de tipo F P m sobre [[ZpG]], então A é de tipo F P m-l· 

Demonstração. Basta aplicar a seqüência exata longa para o funtor -®IIZvGJ]IFP e usar a 

equivalência do Teorema 3.1. Va.rnos mostrar apenas o item 

mostrados de forma inteiramente análoga. 

pois os outros ítens são 

Aplicando a seqüência exata longa para homologia, obtemos a seguinte sec!Üênc.ia exata 

Pelo Teorema 3.1, Torj1"pG]](A,1Fp) é finito para O :Si :S m, e Tor)~fGJI(A',IFp) é finito para 

1 :Si :S m. Então Tor)1ZpG]](A11
, iFp) é finito para 1 :Si :S m. Resta analisar o caso i= O. A 

seqüência 

fA" TI? J' ~ O \ ) ..._ p 

é exata, então como TorgZpG]](A,IFp) é finito segue que TorYZpG]](A",iFp) também é finito. 

Portanto, pelo Teorema A 11 é tipo F Pm sobre [[ZpG]]. 111 

O seguinte lema é uma versão pro-p do Lema de Shapiro (veja Lema 1.29). Uma versão 

mais geral pode ser encontrada em [28, 6.10.10]. 

Lema 3.3. Seja G um grupo pro-p, Num subgrupo normal (fechado) de G e B um [[ZpG]]

módulo pro-p. Então Tor!ZpN](B,k), onde k = Zp ou iFp, é um [[k(G/N)]]-módulo pro-p (à 

direita) isomorfo a Tor)IZpG]](B, [[k(G/N)]]), para todo i. 

Demonstração. Seja 

P · · · ___, P1 ___, Po ___, B ___, O 

uma resolução [[ZpG]]-projetiva de B. Temos que B é também um [ZvN]-módulo pro-p e, 

pela Proposição 1.10, cada F; é um [ZPN]-módulo pro-p projetivo. Portanto, 

Por outro lado, 

como [[k(G/N)]]-módulos. Portanto 

111 
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A partir do Lema 3.3 e do Teorema 3.1, obtemos diretamente o seguinte resultado que 

será uma importante ferramenta na prova 

Sejam G um grupo pro-p, um subgrupo normal fechado de G tal que G/N 

tem posto finito e um [[ZpG]]-módulo pro-p. Então B é de tipo FPm sobre [[ZpG]J se, 
[Z Nf; ·1 

e somente se, Tor; v '\B, é finitamente gerado como [[k(G/N)Jrmódulo pro-p para todo 

O :'Õ i :'Õ m. 

3.2 Prova do Teorema B 

Nesta seção usamos a seguinte Seja 1 -> -+ G -+ Q -+ 1 uma seqüência exata 

grupos pro-p tal que A e são abelianos e é finitamente gerado e seja um [[ZpQ]]· 

módulo pro-p finitamente gerado. Então B é um [[ZpG]]-módulo pro-p via o epimorfismo 

-+ Q e é um [[ZpQ]]-módulo pro-p à direita finitamente gerado onde a ação de Q é a 

induzida pela conjugação em G. 

- ~m 

Teorema 3.5. O produto tensorial completo C= BC9zp(0zPA) é um [[ZpQ]]-módulo pro-p 

finitamente gerado via a ação diagonal de Q se, e somente se, sempre que v1 E f::..B(Q) e 

v2, ... , Vm+l E f::.. A ( Q) são tais que V r V2 · · · Vm+l = 1, então V r = V2 = · · · = Vm+l = 1. 

Demonstração. Como A e B são [[ZpQ]]-módulos pro-p finitamente gerados, temos que C é 
--m+l 

finitamente gerado como 0zP [[ZpQ]] [ZpQm+l])-módulo. 

Seja !5 : Q -+ Qm+l, q >-+ (q, q, ... q), a imersão diagonal. Pela Proposição 1.38, C é 

finitamente gerado como um [[Zp6(Q)]]-módulo se, e somente se, 

Seja 7rí : Qm+l -+ Q a i-ésima projeção e T<i : T(Q) -+ T(Qm+l) o monomorfismo 

induzido. Identifiquemos T(Q) com suas imagens 7rJ(T(Q)). Cada elemento v E T(Qm+l) 

pode ser escrito unicamente como v= v1v2 • • • Vm+l com vi E 7ri(T(Q)), i= 1, 2, ... , m + l. 
Além disso, temos 

onde v e Vi são as extensões de v e vi, respectivamente, para a álgebra de grupo completa 

[[ZpQ]] (veja Seção 1.6). 
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Pela Proposição 1.39, temos que 

- ~m 

DHLav B0zp(®zvA) é finitamente gerado como um [[Zpo(Q)]J-módulo pro-p se, e somente 

se, 

Mas v E T(Qm+1,o(Q)) se, e somente se, v1(q)v2(q) .. ·vm+l(q) = 1, para todo q E Q. 

Também v E (r.jLls(Q))(1T2LlA(Q)) · · · (r.;';,+1LlA(Q)) se, e somente se, v1 E Lls(Q) e v2, 

... , Vm+l E LlA(Q). Além disso, v = 1 se, e somente se, Vi = 1 para todo i. Estas são 

precisamente as condições que aparecem no enunciado teorema. 111 

- -m 
Teorema 3.6. Se B0zp(l\'ll:zA) é um [[ZvQJl-módulo pro-p finitamente gerado via a ação 

- m 
diagonal de Q, então B0z:P(®z:PA) é um [[ZvQJ]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação 

diagonal de Q. 

- ~m 

Demonstração. Pelo Teorema 3.5, B0z" ( ®z"A) é finitamente gerado via a ação diagonal de 

Q se, e somente se, quando v1 E Lls(Q) e v2 , ... , Vm+l E LlA(Q) são tais que v1v2 · · · Vm+l = 1 

então v1 = v2 = · · · = Vm+1 = 1. 

Suponha que o teorema é falso. Então existem elementos v1 E tis(Q) e Vz, ... , Vm+l E 

LlA(Q) não todos triviais tais que v1v2 • • • Vm+l = 1. Se v1 = l, temos m elementos em 

LJ.A(Q) não todos triviais com produto igual a 1, ou seja, A não é "m-tame". Então, pelo 
-m 

Teorema 1 /\z/1 não é finitamente gerado sobre [[ZvQJ]. Por outro lado, seja J o único 

ideal maximal em [[ZpQ]] e B 0 = B / B J. Pela versão topológica do Lema de Nakayama, 

B0 é não nulo e, como B é finitamente gerado sobre [[ZpQ]], pela Proposição 1.22, Bo tem 
- -m 

dimensão finita sobre [[ZpQ]]/ J ~ lFv· Agora, Bo0zp(I\2"A) é um [[ZvQJ]-módulo pro-p 
- -m 

quociente de B0zv(l\zvA) e, portanto, é finitamente gerado sobre [[ZvQJl. Como Q age 
~ ~m ~ ~m 

trivialmente sobre B 0 , temos Bo0zv(l\z"A) ~ $d(lFv0z:"(I\2PA)) como [[ZvQJ]-módulos 
- -m 

pro-p, onde d = dimJFp Bo. Segue que 1Fv0zP(/\z"A) é finitamente gerado sobre [[ZvQJ] e 
-m 

portanto o mesmo vale para /\z A, uma contradição. Então podemos supor que v1 # 1. 
p 

Vamos agora reduzir o problema para o caso em que A e B são [[ZvQJl-módulos cíclicos 

de característica p. Pelo Lema 1.37(i), temos 

L\,-". ( Q) = L\, [[Zp;'li ( Q) = L\, II~Ji ( Q) 
pA A Ao 
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e 

- = Ll.rrzrQJI (Q) = (Q), 
B· 

onde = Annuz
2

QJJ e Bo = Ann[[Z
2
Qjj(B). Então podemos que A e B 

característica prima p, A 0 = yAO e Bo = Como [[ZPQ]] é um anel comutativo 

abstrat:'l.rn:ente N oetheriano, n · · · n Qr são 

interseções finitas de seus ideais primos minimais. Lembre que os ideais primos minimais de 

e B 0 como ideais de [[ZPQJJ coincidem com os ideais primos minimais de A e B como 

[[ZpQ]J-módulos abstratos, respectivamente [7, lA, Teorema 2]. Para cada i, escolha um 

elemento ai E A tal que Ann[[z:
2
QJ]ai = Pi. Por [1, Prop. A], a aplicação 

! o LDS ![ZpQ]] A 
9 Wi=l pi ___, 

leva 4'(:\ .. : + P:) em À:a: é inJ'etiva Como liZoQli "" =s [[ZpQ]] seo-ue que 
""" " " " • .- AO - Wi=l pi ) b 

Ã mergulha em A Agora, pelo Lema L7, todo [[ZpQJ]-submódulo de A abstratamente 

finitamente gerado é fechado, então .4 mergulha em A como um [[ZpQ]]-submódulo pro-p 

finitamente gerado. Aplicando o mesmo argumento, temos também que B := í[z~~Jí mergulha 

em B como um [[ZpQ]]-submódulo pro-p finitamente gerado. Agora, como estamos supondo 
-..-... -m - ......._ --m 

que A e B têm característica p, B0z;"(I\2 PA) mergulha em B0z;"(l\2vA), de onde segue 
--"" --m -

que B0z;"(I\2 PA) é um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q. 
Portanto, as hipóteses valem para A e B e, abusando da notação, podemos supor que A= A 

eB=B. 

Lembre que estamos supondo que existem elementos v1 E L18 (Q), com v1 1, e 

v2 , ... , Vm+J E L:>A(Q) não todos triviais tais que v1v2 · .. Vm+l = 1. Sem perda de gen

eralidade, suponha que v2, ... , v 8 são não triviais e Vs+l = · · · = Vm+l 1. Para i = 
1, 2, ... , s, cada vi estende-se a um único homomorfismo contínuo não trivial de álgebras 

vi : [[ZPQ]] -+ JF[[T]] tal que Bc :::; Kerv1 e Ao :::; Kervi. Sejam 

Wj : B __, JF[[T]], Wi :A-+ JF[[T]], i= 2, o o o' S. 

os homomorfismos induzidos por v 1 , v2 , ... , V 8 , respectivamente, e 

JLi : JF[[T]] -+ JF[[Ti]], i 2, ... , m + 1 

os isomorfismos de JF-álgebras que, para cada i, leva T em Ti. A partir destas aplicações 

podemos construir outro homomorfismo de anéis 
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-, 
WiB§(§ml) = /L1W1 

(§i1)0A§(0rn-il) = f-LíWiJ 

Wl(@il)@Aê(@m-il) = f-tíWs 1 

<- ') 7- -,. < < ,s, 

i=s+l, ... ,m+L 

..-... ....--.....m 
ou seja, w restrita à cada coordenada de B®IFv(®FvA) é igual à correspondente aplicação 

fLiWJ· Aqui usamos o símbolo 0 em analogia ao produto tensorial completo, mas observamos 

que w não é o produto tenso ria! completo das aplicações /LiWJ, pois IB'[['Zi]] não é um anel 

pro-p a pesar de ter muito em comum com anéis pro-p (veja Seção L6). 

Seja 
---.m "' --m 

a: (®lFpA)-+ B®lFp(®lFp 

a aplicação IF P-linear definida por 

a(b®al@ ... §am) = L (-l)"bêao-(l)§ ... §ao-(m), 
r.rESm 

onde ( -1)" é o sinal da permutação u E Sm· Note que a imagem Ima de a se fatora através 
_ -m _ -m 

de B®Fv(ÂFvA). Como B0zv(/\2PA) é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a 

ação diagonal de Q, o mesmo acontece com Ima. 
~m 

SejaS o subgrupo aditivo ®l)[JFpQ]] "" [[IB'pQm]J gerado por 

{À E [[IB'pQm]] J Àa =À, para todo u E Sm}, 

onde a age em À1® ... ®>.m E [[JFPQm]] permutando suas entradas. Note que Sé fechado e 

JFP c S. 

Afirmação 1: [[IFpQm]] é inteiro sobre S, no sentido que [[IFpQm]] é abstratamente finita

mente gerado como um S-módulo abstrato, portanto finitamente gerado como um S-módulo 

pro-p (Lema L7). 

De fato, cada elemento t E [[JFpQm]] é inteiro sobre S, já que é uma raiz do polinômio 

no-ESm (x-tu) E S[x]. Então, se xi é um conjunto finito de geradores topológicos para a 

i-ésima cópia do grupo pro-p abeliano Q em Qm c [[JFpQm]] e X= U;:1 Xi, temos que o anel 

abstrato S[XJ é inteiro sobre S e portanto S[X] é finitamente gerado como um S-módulo 

abstrato. Além disso, S C S[X] ç: [[JFpQm]], de onde segue que S[X] é fechado (Lema 1.7). 

Então [[JFpQm]] Ç 1Fp[X] Ç S[X] S[X] e conseqüentemente [[JFpQm]] S[X] é inteiro sobre 

S, como afirmamos. 
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.-m4-l ---m 
Da Afirmação 1 segue que @Fp [[JFpQ]] :::: [[JFpQ]]@Fp(@Fp[[JFpQ]]) é inteiro (no sentido 

da 1) sobre [[JFpQ]]@IF
1
S. que Ima([[lFvQJl@IFpS) =Imo: e lembre que Imo: é 

um [[JFpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q. Então 

é um [[JFpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado a ação diagonal de Q. Assim, é 

tarner1te gerado sobre [[ZvQ]J, onde a ação Q em ... , Tm+J]] é a induzida por 
- ~m w via a ação diagonal de Q em B®F

1
(@1FpA), ou seja, a ação de q E Q é a multiplicação por 

Assuma que a Afirmação 2 é verdadeira. Então existe um inteiro j 2: 1 que w(V) 

não está contido no ideal I de JF[[T1, T2, ... , Tm+rlJ gerado por T1+1, ... , T;;,+r· Seja J o ideal 

de JF[[T1. ... , Tm+d] gerado por - T2, Tz- T3, ... , Ts-r - Ts. Como nk~r Jk = O, 

afirmamos que nk~l ( Jk + I) I I = o. De fato, se g E nk~l Jk + I, então g pode ser escrito 

como 

g = '""' (T - J'. )"' (T - T \"'- 1 
["" a·T"~uT"~'·' TY'·'T"~'·H' T"~'·=+l] + L_. 1 2 · · · s-l s; L....t z 1 2 · · · s s+l · · · m+l 

cq, ... ,O:s-1 i 

onde L;t:;:i O:; = k, a; E JF, ~fi.l 2': O e fr, h ... Jm+J-s E JF[[Tr, T2, ... , Tm+r]]. Então, 

reescrevendo a expressão acima, obtemos 

g= v' { (T'~'·'+' T-y'·=+l) Í '""' (T .., )'" (T T )"'-'-(T "' T )] } + 
L.t s+l · · · m+l lal,~s-l 1- ...L2 · · · s-l- s g 1 1 .12, · · · 1 s 

+T1+rfr + T1+2h + · · · + T;;,+Jm+J-s, 

onde L;' varia sob todas as potências /i,l, para l = s + 1, ... , m + 1, tais que O ::; ~íi,l < j, ou 

seja, sob um número finito de índices que não dependem de k. Note que g(T1 , T2 , ... , T5 ) é 

unicamente definido por g e é o único termo na expressão acima que depende de k. Logo, 

como nk~l Jk = O, se g E nk~l ( Jk + I) então g E I. Portanto nk2:1 ( Jk + I) I I = o. 
Assim, como w(V) não é um subconjunto de I, existe k0 ;::: O tal que 

w(V) ç Jko + I and w(V) % Jko+l +I, 
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onde por definição J0 = IF[[T1, T2 , ... , Tm+1]]. 

Lembrando que um elemento q E age em IF[[T1 , . .. , Tm+l]] como em (3. , que 

v1v2 • • • Vs = 1 e que a ação de Q é contínua, temos 

5(q) E J + fJ.I(wl(q) · · · Ws(q))(fJ.s+JWs(q)) · · · (fJ.m+lWs(q)) 

J + (fJ.s+lWs(q)) · · · (fJ.m+lWs(q)) 

c J +l+ 

Então para k suficientemente grande, temos 

T 11 
· · ·' m+lJJ· 

k k 
5(qP ) = 5(q)P E J +I+ L 

em + é não trivial e a ação 

é triviaL Como w(V) é finitamente gerado sobre [[lFpQ]], concluímos que é 

finitamente gerado sobre lFp(QjQPk) e portanto V é finito. 
---. -m ---m+l 

Por outro lado, escolha q E Q tal que jJ.1v1 (q) i- 1 e defina h= q(!) (0 1) E ®IF [[IFpQ]]. 
p 

A ação de h em (Jko + I)/(Jko+l +I) é dada pela multiplicação por f jJ.1v1(q) com f i- 1 

em IF[[TI]] Ç JF[[T1, T2, ... , Tm+lll· Note que Jko / Jko+l é um IF[[T1]]-módulo abstrato livre de 

posto finito, onde lF é um corpo. Segue que as potências não triviais de f não podem agir 

trivialmente em qualquer elemento não nulo de ( Jko +I) j ( Jko+l + I). Mas, como a imagem 

V de w(V) em (Jko + I)j(Jko+l +I) é finita, alguma potência de f deve agir trivialmente 

em V, uma contradição. 

Resta mostrarmos a Afirmação 2. Para isto, vamos achar um elemento não nulo em w(V). 

Lembre que o problema foi reduzido para o caso em que A e B são anéis de característica p. 

Seja q E Q \ U:=l Kerv1 e defina uma seqüência 1 ::; /31 < fJ2 < · · · < !3m de potências de p 

de forma que 

(ii) fJ.iVi(q8'- 1 ) E 1 + T;"''-' (JF[['li]] \{O}), para i= 2, ... , s; 

(iii) fJ.iVs(qf3i-l) E 1 + T,"''- 1 (JF[[Ti]] \{O}), para i= s + 1, ... , m + 1; 

Sejam b e a as imagens de q em B e respectivamente, e considere 

t = w( .L ( -1 n®ailo(l) ® ... @ai3,(m) ). 

crESm 
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Então t é uma soma infinita de elementos k27?0 T}1 
..• T;:,"f-1 com k2 E JF. Afirmamos que kg_ i 

O, onde Q = a1, ... , De fato, se kg;_ = O, então como o monômio Tf 0 T:f 1 

aparece em w(b§ail1 @ ... @ailm ), ele também aparece em algum w(b@ailc(l) ) com 

(}" l. Então T:f' aparece em 

Como fJ~(l)//3 1 é uma potência de p e pé a característica de JF, concluímos que Pa(l) = {31. Os 

mesmos argumentos mostram que Pa(i) = Pi, para i= 1, 2, ... , m, e portanto obtemos J = 1, 

uma contradição. Então t é um elemento não nulo em w(V), o que termina a demonstração. 

111 

demonstração au.uw. seguimos as idéias de Teorema Com os Teoremas 3.5 e 

temos provadas as equivalências dos ítens (iíi) (iv) do Teorema já que (ii) 

implica em (iii) trivialmente. Além disso, foi provada outra equivalência para o item (i) no 

Teorema 3.4. No Lema 3.8, estabeleceremos uma importante relação entre TorUZpA]](B,JFp) 

e o grupo de homologia Hn(A,JFP). Antes disto, precisamos do seguinte lema auxiliar. 

Lema 3.7. SeM e N são grupos pro-p abelianos, onde N tem expoente p, então existe um 

isomorfismo natural Tor~P(M, N) ~ (pM)@zPN, onde (pM) ={mE M I pm = 0}. 

Demonstração. Observe que basta provar o lema para N finito já que, por [28, 6.1.10] e pela 

Proposição 1.11, os funtores Tor~P(1Vf,-) e (pM)@zp comutam com limites inversos. 

Como pN = O, temos que N é um Zp/p'llp(~ lFp)-módulo pro-p. Seja X uma base 

(finita) de N como um lFp-módulo pro-p e F um Zp-módulo pro-p livre em X. Então 

O --> F l'.. F--> N --> O é uma resolução 'llp-livre de N, onde F l'.. F é a multiplicação por p 

e F-> N é a identidade em X. Portanto, 

Mas F :::::: EBxEX 'llpx é uma soma direta finita de cópias de 'llp, logo M@z;PF "" EBxEX J'vl x, 

onde J'vfx ~ lvl como 'llp-módulos pro-p, e 

Ker(EBxEX Mx l'.. EBxEX Mx) ~ EBxEX(Pl\f)x ~ (::/:::; ~ (pM)@z;PN. 

111 

Lembrando que A age trivialmente sobre B, podemos provar o seguinte resultado que é 

uma versão do teorema dos coeficientes universais. 
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Lema 3.8. Existe uma seqüência exata curta de [[ZpQ]]-módulos 

com aplicações naturais. 

Demonstração. Lembre que TorU:ZpA]\ B ,JF P) pode ser calculado a partir de uma resolução 

[[ZpA]]-projetiva de B ou a partir de uma resolução [[ZpA]]-projetiva de lFp· Seja 

F: · · ·-+ Fi -+ Fí-l -+ · · ·-+ Fo--+ lFP-+ O 

também é um A-módulo 

são funtores isomorfos. 

Pelo Teorema dos coeficientes universais para homologia pro-p (para homologia abstrata 

veja [29, Teorema 8.22]), temos que 

é uma seqüência exata com aplicações naturais. Das observações acima, vemos que o termo 

do meio da seqüência exata acima é TorUZpA]](B,IFp)· Além disso, o termo da esquerda é 

já que Hn- 1(A,IFp) tem expoente p. 1111 

Agora estamos prontos para provar no Teorema B que (i) implica em (iii). 
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- -m 
Teorema 3.9. Se B é de tipo FPm sobre [[ZpG]], então B®zP(I\:zPA) é um [[ZpQ]]-módulo 

pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q. 

Demonstração. Pelo Teorema 3.4, temos que Torj[:ZpA]](B,lFp) é um [[ZpQ]]-módulo pro-p 

finitamente gerado, para O :S i :S m. Então, segue do Lema 3.8 que B@2 pHi(A, IFp) é 

finitamente gerado via a ação diagonal de Q, para O :S i :S m, já que Q tem posto finito e 
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um [[iFpQ]]-module pro-p, onde a ação de Q é a diagonal. Além disso, Teorema e do 

fato de o bifuntor - ser exato segue que 

é um monomorfismo natural de [[iFpQ]]-módulos pro-p via a ação diagonal de Q. 

B®zp(í\~A®zviFP) é finitamente gerado sobre [[JFpQ]] via a ação diagonal de Q, de onde 
~ ~m 

segue que B®zp(ÂzPA) é um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal 

~Q. ~ 

Resta mostrarmos que ( ii) rm·o!í<~a em no Teonlma B. Isto será feito a partir das 

homologia e 

tamente com o Lema 3.8. junção entre estes resultados é dada pelo seguinte lema. 

Lema Sejam Me [[ZpQ]]-módulos pro-p e 

uma filtração de [[ZpQJ]-submódulos de N. Então M®z/IT tem uma filtração de [[ZpQ]]· 

submódulos 

O Ç Qr Ç Q2 Ç · · · Ç Qs = M@zPN, 

onde Q1 = Im(M®zvFJ --+ M@zPN) é a imagem da aplicação induzida pela inclusão Fj '--+ 

N. Além disso, QJfQJ-l é uma imagem sobrejetiva de M®zv(FJIFJ-r), para cada j = 
1, 2, ... ' s. 

Demonstração. A primeira parte do lema segue imediatamente da definição de QJ. Para 

provar a segunda parte do lema, vamos aplicar indução no comprimento s da filtração de 

N. O casos= 1 é triviaL Suponha que s > 1. Então, se Qj = Im(M@2vFJ --+ M@2PF5 _ 1), 

j = 1, ... , s- 1, por hipótese de indução 

onde estamos usando o símbolo "....," para denotar um aplicação sobrejetiva. Mas Qj --+> 

Im(M@zvFJ -+ M@zvFs) = QJ, para j = 1, ... , s- 1. Então 
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e, como B@zv- é exato à direita, 

O último resultado auxiliar é sobre produtos tensoriais completos finitamente gerados de 

módulos pro-p. 

Lema ([18, Lemma 2]). Seja Q um grupo pro-p de posto finito. Suponha que M e 

N são [[ZPQ]]-módulos pro-p finitamente gerados e que M®zPN é um [[ZpQ]]-módulo pro-p 

finitamente gerado via a ação diagonal de Q. Então para todo [[ZpQ]]-submódulo pro-p M 1 

de lvf, o produto completo é finitamente gerado como um [[ZpQ]J-módulo 

pro-p via a ação diagonal de Q. 
,_.,_ ---m 

Observe que a equivalência de (ií) e (iv) do Teorema B implica que B®zp(Q92 PA) é 

um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q se, e somente se, 
- ~n 

B®z (Q9~ A) é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado via a ação diagonal de Q para 
p ~p 

todo n .:; m. Então o próximo teorema conclui a prova do Teorema B. 
- ~n 

Teorema 3.12. Se B®Zp(Q92PA) é um [[ZpQ]J-módulo pro-p finitamente gerado via a ação 

diagonal de Q, para todo n .:; m, então B é de tipo F P m sobre [[ZvGJl. 

Demonstração. Como Q tem posto finito, o Teorema 3.4 diz que devemos mostrar que 

TorjiZpA]](B, JFp) é finitamente gerado como um [[JFpQ]]-módulo pro-p, para todo i.:; m. Pelo 

Lema 3.8, é suficiente mostrar que B®zpHi(A, JFp) e (pB)®zpHi-r(A, iFv) são [[lFvQJ]-módulos 

pro-p finitamente gerados via a ação diagonal de Q, para todo i .:; m. 

O Corolário 1.35 nos dá uma filtração {Fj} de Hn(A,lFp) tal que Fj/Fj- 1 é em [[ZpQ]]

subquociente de 

onde a 1 +··+as= n. Então, pelo Lema 3.10, obtemos uma filtração { QJ} de B®zpHn(A, lFp) 

tal que 

Observe que, se QJfQJ- 1 é um [[lFpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado para todo j, então 

B®zpHn lFp) é um [[JFpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado, já que Q0 = O e Q, = 
B®zp (A,lFv) para algum t. Assim, é suficiente mostrar que B®zp(FJ/Fj-l) é finitamente 
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gerado, para cada j. Como cada Fj/ Fj-l é um subquociente de M(;,
1

, .. ,a,)' é suficiente 

mostrar que (B®zplFP)@FpM(;,
1

, ,a,) é [[lFpQ]]-módulo finitamente gerado. 

Pelo Teorema 

que mergulham em 

M(;,,, ... ,a,) tem uma filtração de [[ZpQ]]-submódulos pro-p com fatores 

para certos ki :S [0:;/2]. Pelo Lema 3.10, a filtração de M(;,
1

, ... ,n,) induz uma filtração de 

(BGzplFp)GFvM(;,
1

, ... ,a,) com fatores que são imagens sobrejetivas de [[ZpQ]]-módulos que 

mergulham em (BGzplFp)GyPN(k,, .. ,k,)' Este último módulo é uma imagem sobrejetiva de 

(BGzplFP)@Fp V, onde 

.-.... __....._ .....--...n __.._ ---n 
Por hipótese, (B®zplFp)®Fp(®zPA) ~ B®zp(®zPA) é finitamente gerado via a ação diagonal 

de Q para n :::; m. Pelo Teorema 3.5 juntamente com o fato que o Teorema B vale para 
~n 

B = Zp, vemos que ®z"A é finitamente gerado como um [[ZpQJ]-módulo pro-p. Como 

I:::~r ( O:i - ki) :S n, pelo Lema 3.11, B@zv V é um [[ZpQ]]-módulo pro-p finitamente gerado 

via a ação diagonal de Q. Então concluímos que (B@zplFP)@FpN('k,, ... ,k,) é finitamente gerado 

via a ação diagonal de Q para n:::; m. Portanto (B@zvlFP)@FvM(;,
1

, ... ,",) e, conseqüentemente, 

B@zvHn(A, JFp) são [[ZpQ]]-módulos pro-p finitamente gerados via a ação diagonal de Q para 

n:::;m. 

Observe que, pelo Lema 3. 

gerado via a ação diagonal de Q, para todo n :::; m. Então argumentos análogos aos uti-
......... --.n-1 _...._ --.n 

lizados acima valem se considerarmos (PB)®zp(®zv A) no lugar de B®zp(Q92 PA). Então 

(pB)@zpHn_ 1(A, IFp) é finitamente gerado como um [[ZpQ]]-módulo pro-p via a ação diagonal 

de Q, para todo n :S m, o que conclui a prova do teorema. 1111 
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