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SUMÁRIO 

No primeiro capitulo fazemos a apresentação do problema 

que deu origem a este trabalho, ou seja, o problema de programa -

çao da produção com horizonte de quatro meses. 

Este problema trata do planejamento da produção de uma in­

dústria, procurando entre as várias alternativas aquela que mini­

mize os custos de inventário e atenda as vendas previstas, com ba 

se nos tempos de produção dos vários itens, respeitando as limita 

çoes de horas normais e horas extras de produção. 

No segundo capitulo apresentamos os métodos de resolução 

de problemas de programação linear apropriados à estrutura blo -

co-angular que servem como base para o método de resolução a ser 

aplicado ao problema proposto. Deve-se ressaltar que neste capit~ 

lo os métodos não tratam com variáveis "canalizadas". 

Os dois capítulos subsequentes representam a parte teórica 

deste trabalho, desenvolvida através de adaptações dos métodos de 

resolução às necessidades da situação exposta: no terceiro capitu 

lo esquecemos temporariamente a estrutura bloco-angular e mostra­

mos um método dual simplex para problemas com variáveis "canaliza 

das" e no quarto capitulo mostramos um método para a forma dual 

do problema bloco-angular com variáveis "canalizadas". 

No quinto capitulo apresentamos um programa de computador 

que baseia-se no método desenvolvido e explora as peculiaridades 

da programação de produção com horizonte de quatro meses. 

Finalmente, no sexto capitulo apresentamos as conclusões e 

algumas sugestões de continuidade deste trabalho. 



APRESENTAÇÃO 

·-Na epoca de definição de um trabalho de tese, procuramos 

por um tema que se caracterizasse como "prático", para que pudes-

semos aplicar, de forma direta, a teoria assimilada durante nosso 

curso de pós-graduação. 

Foi-nos sugerido, então, um problema de programaçao de pr~ 

dução que apresentava, na estrutura de sua formulação, as peculia 

ridades da forma bloco--angular e características de esparsidade. 

Desta forma, tomamos como objetivo o desenvolvimento de um 

programa de computador que explorasse tais particularidades. 

Porém ao fazermos o levantamento bibliográfico, verifica -

mos que os métodos de resolução considerados mais apropriados ao 

problema não previam o caso das variáveis serem do tipo "canaliz~ 

das", como as que se apresentavam na situação em estudo. 

Constatamos, também, que a bibliografia se omitia, ainda 

mais, quando se tratava da forma dual para problemas que apresen-

tassem variáveis canalizadas. 

Assim, este trabalho tomou definitivamente características 

teóricas quando objetivamos o desenvolvimento de "Um Método Dual 

Simplex para Problemas de Programação Linear com Estrutura Bloco-

Angular e Variáveis Canalizadas". 

Contudo, nao abdicamos de nosso propósito inicial e apre -

sentamos também um programa de computador para a resolução do pro 

blema de programaçao de produção, baseado no método aqui desenvol 

vido. 



ÍNDICE 

CAPI'l'ULO I - O PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO DA PRODUÇÃO COM HORIZON­

TE DE QUATRO MESES 

1.1 Introdução .......................... , . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 

1.2 

1.3 

1.4 

Apresentação do Problema 

Formulação Matemática do Problema ..................... . 

Algumas Conclusões sobre este Problema 

1 

2 

9 

CAPITULO II - O PROBLEMA DA PROGRAMAÇÃO LINEAR COM ESTRUTURA BLO 

CO-ANGULAR 

2.1 

2.2 

2.3 

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
O Problema Bloco-Angular 

O Método G.G.U.B. para a Forma Primal no Problema Bloco-

11 

13 

Angular .............................. ·. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 

2.4 O Método G.G.U.B. para a Forma Dual do Problema Bloco -

Angular ..... ·.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 

CAPITULO III - UM MÉTODO DUAL SIHPLEX PARA PROBLEMAS DE PRO -

GRAMAÇÃO LINEAR COM VARIÁVEIS CANALIZADAS 

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 

3 • 2 O Método . . . • . • • • . • • • • • • • • • • • • • • • . • . • • • . . . . • • • . • . • . • . . • . 3 4 



CAPITULO IV - UM MÉTODO DUAL SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE PROGRAMA­

ÇÃO LINEAR COM ESTRUTURA BLOCO-ANGULAR E VARIÁVEIS 

CANALIZADAS 

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 

4.2 O Método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 

CAPITULO V - UM PROGRAMA DE COMPUTADOR PARA PROGRAMAÇÃO DA PRO­

DUÇÃO COM HORIZONTE DE QUATRO MESES 

5.1 

5.2 

5.3 

Introdução 

Estruturas 

O Programa 

de Armazenamento ........................... . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

55 

55 

61 

CAPITULO VI - CONCLUSÕES • • . • • . . . . • . • • • • • • . . . . • . . . . • . • . • • . . . 7 6 

BIBLIOGRAFIA . . . . . • . . . . . • . • . . . . • . • . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 8 

APENDICE- CÁLCULO DA INVERSA DA MATRIZ BÁSICA •..•.••...••.. 79 



CAPÍTULO I 

O PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO DA PRODUÇÃO 

COM HORIZONTE DE QUATRO MESES 

1.1 INTRODUÇÃO 

O problema que aqui se apresenta, e que deu origem ao nos­

so estudo, surgiu a partir de um trabalho desenvolvido pelo Prof. 

Miguel Taube Netto, no qual apresentava um "Modelo Para Program~ 

çao da Produção com Horizonte de Quatro Meses". 

Neste capítulo, além de enunciarmos o referido problema, 

apresentaremos sua formula~ão matem&tica e matricial,objetivando 

uma melhor visualização da estrutura bloco-angular, que desper­

tou-nos, por tal peculiaridade, para o desenvolvimento deste tra 

balho. 

1.2 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 

Uma indústria é respons&vel pela produção de n tipos de 

peças. No setor de produção tem-se m m&quinas consideradas "po­

tencialmente gargalo", ou seja, são as m&quinas que "seguram" o 

sistema produtivo, pois a maioria das peças tem que, necessaria­

mente, passar por elas. 

O objetivo é obter a programaçao da produção para quatro 

meses, de forma tal que as vendas previstas para estes meses se­

jam atendidas e os custos de invent&rio sejam minimizados. 
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Deve ser levada em conta a possibilidade de produzir num 

dado mês não somente as vendas previstas para este mês, como tam-

bém parte das vendas previstas para os meses subsequentes. 

Trata-se, portanto,de um problema onde as interações en-

tre os quatro meses do horizonte de planejamento devem ser repre-

sentadas. 

Entre as várias alternativas de produção, busca-se aque -

la que minimize os custos de inventário, respeitando uma exigên -

cia de, preferencialmente, utilizar as horas extras dos sábados 

das noites dos dias normais e finalmente as horas extras dos do -

mingos, nesta ordem de prioridade. 

As restrições que devem.ser respeitadas referem-se 

quantidades a serem produzidas e às limitações de utilização 

horas extras. 

1.3 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA 

1.3.1 DEFINIÇÃO DAS VARIÂVEIS 

~ 

as 

de 

Xjk = quantidade de peças do tipo j a serem produzidas du 

rante o mes k. 

T. =quantidade total requerida de peças do tipo j du­
J 

rante os quatro meses. 

ajk = quantidade mínima de peças do tipo j que devem ser 

produzidas durante o mês k. 
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Ejk =inventário das peças do tipo j, transferido do -rnes 

-k-1 para o rnes k. 

C. =custo unitário da peça do tipo j. 
J 

8 = fator de desconto: o valor presente de urna quantid~ 

de Q realizada no mês k, é dado pelo produto ek-lQ. 

A .. = tempo (em horas) necessário para urna peça j ser 
l.J 

processada pela máquina i. 

Hik = quantidade de horas normais disponive{s na máquina 

i durante o mês k, já considerando que a utilização 

prevista é de 75%, isto é, Hik = 0,75 x dk x hk 

onde dk é o número de dias úteis do mês k e ~ o número 

médio de horas úteis por dia. 

Uik' Vik' Wik = quantidade de horas extras nos sábados 

nas noites dos dias normais e nos domingos, respec-

tivarnente,necessárias durante o mês k para produção 

na máquina i. 

LUik' LVik' LWik = limites de horas extras disponiveis nos 

sábados, nas noites dos dias normais e nos domingos, 

respectivamente, no rnes k para produção na máquina 

i. 
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1.3.2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA 

A "função objetivo" a ser minimizada é: 

F = 
n 4 k-l m 4 
L L e C.E.k + L L 

j=l k=2 J J i=l k=l 
(1) 

k-1 Na primeira dupla-somatória, o termo e C.E.k, represen­
J J 

ta o custo de transferir o inventário da peça j do mês k-1 para o 

mês k. 

A segunda dupla-somatória representa.os "custos" totais 

da utilização de horas extras nas máquinas consideradas "gargalo 

do sistema" durante o horizonte de quatro meses. 

Na realidade, no segundo duplo somatório os "custos" nao 

têm o dimensionamento monetário, e com maior rigor não poderiam 

ser somados com os custos de inventário. Entretanto, como os va-

lores de cj sao superiores a 1000, e as variáveis Uik' Vik e Wik 

assumirão valores numericamente inferiores a Ejk' a primeira du -

pla-somatória será preponderante. 

Com isto, espera-se que a otimização apresente juntamente 

com a solução de menor custo de inventário, a alternativa que 

atenda também as exigências de utilização de horas extras. 

A função objetivo apresentada deve sujeitar-se às seguin­

tes restrições: 

4 
r xjk = 

k=l 
T. 

J 
i j=l,2, ••• ,n (2) 
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xjl .? ajl j=l,2, ... ,n 

Ej 2 + xj 2 ~ aj 2 j=l,2, ..• ,n 

Ej 3 + xj 3 ~ aj 3 ; j=l, 2, ... ,n 

; i=l,2, ... ,m 

k=l,2,3,4 

i i=l,2, ..• ,m 

k=l,2,3,4 

i =1, 2, •.. , rn 

i=l,2, .•• ,rn 

k=l,2,3,4 

( 3) 

( 4) 

(5) 

( 6) 

( 7) 

(8) 

k=l,2,3,4 (9) 

xjk' Ejk' uik' vik' wik ~o i i=l,2, ... ,m 
j =1 f 2 1 • • • 1 n 

k=l,2,3,4 (10) 

A restrição (2) refere-se à exigência da quantidade to-

tal a ser produzida durante o horizonte de planejarnento,ser igual 

a T. para cada peça do tipo j. 
J 

As restriçÕes ( 3) , ( 4) e ( 5) referem-se às necessidades 

mínimas de produção em cada mês para cada peça do tipo j. 

A equação (6) representa a restrição de que, rnaternatica -

mente, as quantidades de horas a serem utilizadas em urna máquina 

i, devam ser no máximo iguais às horas disponíveis nesta máquina 
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(horas normais + horas extras). 

As restrições (7), (8) e (9) limitam a utilização das ho-

ras extras aos sábados, noites e domingos respectivamente. 

Trataremos como restrições propriamente ditas, apenas as 

restrições de números (2), (4), (5) e (6), pois as demais são res 

trições de canalização. 

Levando-se em conta que: 

= o (ll) 

k = l, 2, 3 (12) 

Para maior simplicidade, podemos colocar as variáveis Xjk 

em termos das variáveis Ejk. Nestas condições, a função objetivo 

assume a seguinte forma: 

n 3 m 4 n 4 
F= ~ ~ skC.X.k + ~ ~ (l,25Uik+2,0Vik+2,5Wik)- ~ ~ ~CJ.aJ.k (13) 

j=l k=l J J i=l k=l j=l k=l 

onde sl = 81 + 82 + 83 (14) 

s2 = e2 + 83 (15) 

s = 3 
83 (16) 

Como a terceira dupla somatória da nova função objetivo e 

um termo constante, não precisamos considerá-la. 

Executando a mesma operação para as restrições (4) e (5), 

ficamos com: 

j = 1,2, ••. ,m ( 17) 
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xjl + xj2 ~ a~ ' i j = 1,2, ... ,m ( 18) 
J 

onde a! = ajl + aj2 + aj 3; j = 1,2, ..• ,m (19) 
J 

a~' = ajl + aj2 j = 1,2, ... ,m (20) 
J 

Com estas simplificações, o modelo matemático fica reduzi 

do à função objetivo (13) sujeita às restrições (2), (6}, (17) e 

( 18) . 

1.3.3 A FORMA MATRICIAL DO MODELO MATEMÂTICO 

Consideremos os seguintes símbolos: 

= vetor-coluna de n elementos xjk k = 1,2,3,4. 

T = vetor-coluna de n elementos T .. 
J 

a' = vetor-coluna de n elementos a~ . 
J 

a' ' = vetor-coluna de n elementos a~ ' . 
J 

c = vetor-linha de n elementos c .. 
J 

A = matriz de m X n elementos A .. • 
1] 

~ = vetor-coluna de m elementos Hik i k = 1,2,3,4. 

~ = vetor-coluna de m elementos uik i k = 1,2,3,4. 

J< = vetor-coluna de m elemento·s vik k = 1,2,3,4. 

vf- = vetor-coluna de m elementos wik . k = 1,2,3,4. I 

Consideremos ainda: 
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vetor-coluna de m elementos Yik 1 que representam as horas 

ociosas para cada máquina i em cada período k; k = 1,2,3,4 

(variáveis de folga para a restrição (6)). 

vetor-coluna de n elementos Z~, que representam as quanti­
J 

dades produzidas, da peça j, além do mínimo pedido a~ (va 
J 

riáveis de falta para a restrição (17)). 

Z" = vetor-coluna de n elementos Z '.' 1 que representam as quanti­
J 

dades produzidas 1 da peça j, além do mínimo pedido a'! (va 
J 

riáveis de falta para a restrição (18)). 

Desta forma, o modelo simplificado proposto anteriormen -

te, pode ser escrito matricialmente da seguinte forma: 

3 4 
Minimizar F = ~ çkcxk + ~ 1,25Uk + 2,0Vk + 2,5Wk 

k=l k=l 

Sujeito às restrições: 

AX.2 -u2 -v2 -w2 +Y2 

AX3 -u3 -v3 -w3 +Y3 

4 4 4 4 4 
AX -u -v -w +Y 

-Z' 

=T 

= a' 

-Z"= a" 

=If 
= H2 

= H3 

= H4 

( 21) 

(22) 

( 2 3) 

(24) 

(25) 

(26) 

( 27) 

(28) 
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1.4 ALGU~~S CONSIDERAÇÕES SOBRE ESTE PROBLE~ 

Através da forma em que colocamos o modelo matemático,p~ 

demos observar algumas peculiaridades deste problema. 

Inicialmente verificamos tratar-se de um problema de po~ 

te considerável, já que a quantidade de variáveis e restrições 

podem crescer muito, conforme os valores de m e n. 

Observamos também que apesar do dimensionamento do pro­

blema, verifica-se a ocorrência de uma grande quantidade de ele­

mentos nulos na matriz de restrições. 

Apenas estas observações são suficientes para concluir -

mos que um "simplex" usual apesar de "resolver" o pr:oblema, nao 

o faz de maneira eficiente por não considerar tais particularid~ 

des. 

Se observarmos mais atentamente a disposição dos elemen­

tos nao nulos na matriz de restrições, notamos a existência de 

alguns blocos dispostos estrategicamente. 

Quatro blocos independentes entre si formam uma diagonal 

na estrutura apresentada (restrições de (25) a (28)) e um bloco 

maior localizado na parte superior da estrutura "amarra" as va­

rias incógnitas que aparecem nos vários blocos (restrições de 

acoplamento: (22), (23) e (24)). 

Esta estrutura é conhecida por "Estrutura Bloco-Angular". 

Em vista das observações anteriores e conhecendo-se esta 

estrutura particular, concluímos que um "simplex" voltado às pe­

culiaridades do problema e desta estrutura apresentará vantagens 
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computacionais em relução a um "simplex" usual em termos de me­

lhor aproveitamento de memória e tempo computacionais. 



CAPÍTULO II 

O PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO LINEAR 

COM ESTRUTURA BLOCO-ANGULAR 

2.1 INTRODUÇÃO 

Entre os vários processos utilizados na solução de siste­

mas de grande porte, muitos surgiram em vista da existência de es 

truturas especiais. 

Na realidade, para o caso de sistemas lineares, estes méto 

dos sao especializações do "Método Simplex Revisado", na busca de 

redução de tempo e memória do computador, baseados nas proprieda­

des particulares da matriz básica do problema a ser resolvido. 

Os chamados métodos de "Upper Bound", "Generalized Upper 

Bound" e particularmente suas extensões para estruturas angulares 

também se incluem na classe dos métodos acima descrito. 

Os métodos de "Upper Bound", utilizados na resolução de 

sistemas envolvendo restrições de limite superior das variáveis, 

foram introduzidos por George B. Dantzig na Rand Corporation em 

Outubro de 1954. Foram publicados em um memorando de pesquisa 

sob o título "Notes on Linear Programming: Part VIII 

Uppe r Bo unds " . 

A evolução dos estudos nesta área seguiu-se com a publica­

çao "Generalized Upper Bounded Techniques for Linear Programming 

I, II" por G.B. Dantzig e R.M. Von Slyke em Agosto de 1964 e Feve 
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reiro de 1965, pela Universidade da California em seu Centro de 

Pesquisa Operacional. 

Trata-se de uma especialização do Método Simplex para re -

solver problemas com a seguinte estrutura: 

~ 
n n +1 -11_ n 1 + 1 n 

m linhas A0 X + ... +A 0 X +A 0
. X 

1
+ •.. +A X + ... +A q- X 

1
+ ... +A CJx =b 

o n n+ n
1 

n + n 
o o q-1 q 

p linhas 

x. > o 
J-

X +l+ ... +X 
no nl 

=1 

X + ... +X =1 n 
nq_1+1 q 

A grande vantagem deste método, é que mantém uma base de 

trabalho de dimensão m x m, e isto é substancial quando p -e bem 

maior que m. 

Uma generalização natural deste método refere-se a proble-

mas com Estrutura Bloco Angular. Em 1965 surge então a publica -

çao "An Extension of Generalized Upper Bounding Techniques for 

Linear Programming", que apresenta um método voltado a este tipo 

de problema (conhecido por G.G.U.B.). 

Este e outros métodos, bem corno algumas variações estão 

reunidos na tese de doutorado "Estudos em Programação Linear", do 

Prof. Raul Vinhas Ribeiro (FEC-UNICAMP, 1980) ,na qual se baseia 

este capítulo. 
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2.2 O PROBLEMA BLOCO-ANGULAR 

Através das discussões anteriores temos uma idéia geral da 

estrutura de um Problema Bloco-Angular, porem, para o estudo que 

desenvolveremos, vamos fixar a seguinte notação: 

Minimizar z = clxl + c2x2 

Sujei ta 
~ 

restrições: as 

A1x o 1 + A2X o 2 

AlXl 

A2X2 

+ ... + 

+ ... + 

c X 
q q 

AqX 
o q 

A X 
q q 

= 

= 

= 

(1) 

b ( 2) 
o 

bl 

b2 
(3) 

Ai e A. sao matrizes com dimensões m
0 

x n. e m. x n. res -o 1 1 1 1 

pectivamente. 

Ci é um vetor-linha com ni elementos. 

x., b e b. são vetores-coluna com n., m
0 

e m
1
. elementos 

1 o 1 1 

respectivamente. 

Assumiremos que nao há redundância de restrições, ou seja, 

o sistema (2) - (3) tem "rank completo". 

Segue-se então que cada matriz A. tem "rank" igual a m .. 
1 1 

O teorema que em seguida apresentamos, suporte para o méto 

do que estudaremos, caracteriza uma base para o sistema (2)-(3). 
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TEOREMA 1: Uma base para o sistema. (2) - (3) pode ser par 

ticionada da seguinte forma: 

' ' 
' ' ' I 

A q 

I. 

( 4) 

Com B = L$I = L$(I1e I 2e ... 9Iq), onde cada A 1 tem di-

mensao m. x m. e e não singular. 
l l 

PROVA: 
q 

B e um conjunto ordenado de m
0 

+ L 
i=l 

m. elementos, 
l 

que correspondem aos Índices das colunas linearmente independen -

tes do sistema (2) - (3). As primeiras m componentes pertencem 
o 

ao conjunto L, as m1 componentes seguintes pertencem ao conjunto 

I 1 e assim sucessivamente. 

Consideremos a submatriz, retirada do sistema (2) - (3) 

o 

Ai r partição i 

o 

Devemos observar que qualquer outra submatriz desta forma, 

apresentará componentes nulas na partição i. A partir desta sub-

matriz podemos obter uma outra, constituída pelas colunas que 
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~ AB pertencem a base : 

B. 

~ A l linhas m 
o o 

... --- .... --

o 

B. I 
A 

l 
( partição i 

o 

B. 
Se o rank A 1 fosse menor quem., teríamos algumas linhas 

l 

de AB linearmente dependentes. Contudo, isto não é possível, já 

que inicialmente assumimos a não redundância de restrições. 
Bi 

Segue-se então, que A tem rank m. e constitui uma matriz 
l 

nao singular I 

Trataremos por "colunas chaves" aquelas cujos índices perten 

çam ao conjunto I e "colunas não chaves" aquelas cujos índices perte~ 

çam ao conjunto L. 

O conjunto de Índices relativos às colunas nao básicas se-

rã denotado por N e a submatriz formada por estas colunas 
~ 

ser a 

identificada através da notação: 

Com base nos resultados do Teorema 1, o problema bloco-an-

gular pode ser reescrito sob a seguinte forma: 
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Sistema de Restrições Globais: 

CL . CI 1 CN XL . 

[-:J 
I 

I 
I . = - .... - .... ""'4'" .... - - 1'--- - .. 
I 

AL AI AN XI 
o o o 

XN 

Sistema de Restrições Locais: 

~I 

A 

(5) 

( 6) 

Por conveniência colocamos a função objetivo no primeiro 

sistema. 

C . AI ~ . 1 d ~ 1 1 orno a matrlz e nao Slngu ar po emas pre-mu tip icar 

(6) pela sua inversa, obtendo: 

( 7) 
= 

Esta operaçao é equivalente a efetuar um pivoteamento in-

terno no sistema de restrições locais para colocá-lo em sua forma 

canônica. 

A operação de pivoteamento interno será denotada por um 

circunflexo (chapéu). A equação (7), sob esta notação, será tra-
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tada por R.L.C. (Sistema de Restrições· Locais sob forma Canônica): 

[ ÂL l E : ÂN J XL = [ b] 
XI 

XN 

A matriz identidade é denotada por E. 

(R.L.C.) 

A partir de R.L.C. obtemos XI em função de XL e·xN. Subs-

tituindo este valor em (5), ficamos com: 

( 8) 

= 

Esta operaçao, chamada de pivoteamento externo (denotada 

por um til), é equivalente a estender as operações de pivoteamen-

to, que permitiram a obtenção de R.L.C., ao sistema global. 

Trataremos por P.R. (Problema Reduzido) ao sistema apresen 

tado por (8) sob a nova notação: 

t ~L ~Nl 
XL [-tl - :. - - - - ~- - -_- . = (P.R.) 

AL o AN XI 
o o 

XN 

B Após estas transformações, a matriz básica A passa a ter 

a seguinte estrutura: 

( 9) 
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~ claro que as operaçoes de pivoteamento interno e externo 
B ~ q 

nao alteraram o rank de A , que e igual a m + E m .. 

q 

o . 1 l l= 

Canoa identidade E é de ordem Em., temos que rank 
i=l l 

Segue-se então, que ~L é uma matriz nao singular e sera re 
o 

ferenciada daqui para frente como "Base de Trabalho". 

Fazendo XN =O em R.L.C. e P.R., teremos caracterizada uma 

B 
solução b~sica correspondehte a base A : 

(lO) 

I -L L 
X = b - A X (11) 

Os custos relativos referentes a esta solução podem ser ob 

tidos com o auxílio de um vetor multiplicador P tal que 

= 

Se P = [p
0 

p], o sistema definido em (12) pode ser 

composto em: 

A solução do 

Po A~ + p AL = CL 

P AI + p AI = CI 
o o 

sistema (13) 
~ 

dada e 

-L (~L)-1 
Pa = c o 

p = (CI - p AI) 
o o 

por: 

(A I) -1 

(12) 

de -

(13) 

(14) 

(15) 
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O custo relativo para as vari~veis nao b~sicas, 

-N - f por C , e de inido como sendo 

substituindo (14) e (15) em (16), obtemos 

denotado 

(16) 

( 17) 

Com as definições acima,de solução b~sica e custo relativo 

para as variáveis não básicas, temos esquematizado um simplex re-

visado explorando as peculiaridades da estrutura. Resta-nos estu 

dar uma forma eficiente para a atualização da matriz básica, cuja 

inversa est~ calculada no apêndice. 

2.3 O ~TODO G.G.U.B. PARA A FO~ffi PRIMAL DO PROBLEMA BLO 

CO ANGULAR 

O método que aqui apresentamos coloca em uma sequência ló-

gica os cálculos descritos na seção anterior e introduz sua espe-

cialização na atualização da base, com o cuidado de manter a es -

trutura bloco-angular da base a cada iteração. 

Para a inicialização do método, devemos ter em maos uma ba 

se factível ordenada de acordo com (4) e as inversas da base de 

trabalho e das matrizes A1 i; i= 1,2, ... ,q. Estas matrizes pode-

rao ser obtidas através de uma Fase I. 

Em seguida, a cada iteração, devemos observar os seguintes 

passos: 
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Passo 1: Calcular os custos relativos para as variáveis nao bási-

cas de acordo com (17). 

Se CN > O então a base corrente é ótima e os valores das 

variáveis básicas podem ser obtidos através de (10) e 

(11) • 

Caso contrário devemos executar o passo seguinte. 

N N s Passo 2: Escolher uma coluna de A 1 suponhamos (A ) 1 com sEN 1 tal 

-N s que (C ) < O. Esta coluna e candidata a entrar na base. 

Passo 3: Escolher uma coluna de AB 1 suponham~s (AB)p com p ocupa~ 

do a posição r em B 1 para deixar· a base. 

O índice r e determinado pelo coeficiente 

(b) rbl . l e r 

o a.;N) : 
( 18) 

= = Mínimo r 
(AN) s j/(AN)~> 

r J J 

onde b e (AN)s representam respectivamente 

e a coluna (ÀN)s escritos em termos da base corrente: 

* vide apêndice. 
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(20) 

Caso (-AN)s O d < evemos parar com os cálculos, pois o 

problema não tem solução finita. 

Passo 4: Atualização da base. 

Caso 1: 

Os passos descritos até aqui sao os passos clássicos do 

simplex, a não ser o fato de nao termos utilizado (AB)-l 

... - -L -1 na forma expl1cita, pois tudo foi feito atraves de (A ) 
o 

I -1 e (A ) . Neste passo, porem, introduziremos a especia -

lização do método. 

Observando-se o passo anterior verificamos que (AB)P 

com p ocupando a posição r em B, pode ser uma coluna cha 

ve ou nao. A partir disto, a atualização da base 

feita de conformidade com os seguintes casos: 

A coluna a deixar a base e nao chave (r < m ) • o 

ser a 

Neste caso a atualização da inversa da base é feita pela 

matriz de pivoteamento MP{r,s): 

(A B ' ) -l = MP (r, s) (A B) -l ( 21) 

* vide apêndice 
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onde MP (r, s) = H+~---] = 

o J 
(AN)s 

o r j = 
(l, = 

J 

J: ........ ...(l 
',, : 1 

'' I . ·<:;. 
I ' 

1 r',, 
: o 
I ' 

(l • -- -.- - '_,_ 

mo 1 I 

----------- -------r-.----

~1 
I 

' 
~ 
m 

l, ... ,m; 
.o 

E 

j ~ r r(ÃNJ': I 

1/ (AN)s 
o r j = r 

a. = -(AN)~ I 
J o J 

(AN)s 
o r j = 1, ... , m m = 

q 
E 

i=l 
m. 

l 

( 2 2) 

(23) 

(24) 

Através de (21) e conhecendo-se a forma da inversa da 

matriz básica (apêndice) deduzimos que: 

= (l (25) 

Assim, a atualização da base de trabalho pode ser feita 

como uma simples operação de pivoteamento em P.R. 

. ( I)-1 - . d 1' -A matr1z A nao necess1ta e atua 1zaçao. 

A coluna que deve deixar base é chave (r = m
0 

+ r'). 

Temos então dois subcasos a estudar: 

Subcaso 2.1: A coluna candidata a entrar na base e a coluna que 

deve deixar a base pertencem a sub-sistemas distintos. 
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Suponhamos, por exemplo, que a coluna (AB)P ,com p E Ih 

deva deixar a base para que (AN)s, com s ~ Nh, entre na 

base. 

Quando a coluna (AB) P deixar a base, o 11 rank 11 da ma-
Ih B 

triz A , agora sem a coluna (A )P, será mh-1. 

Assim para que continuemos a ter uma base, deve existir 

B T uma coluna (A ) , com T E Lh , linearmente independen-
Ih 

te das colunas restantes de A , que possa 11 substituir 11 

a coluna que deixou o conjunto Ih. 

1 (AB)T . t 1 Vamos supor que a co una seJa a que T ocupe a 

posição t no conjunto L. 

Para que a estrutura bloco-angular nao seja destruida, 

t . . t t t (AB) T e (AB) P. execu amos pr1me1ramen e a roca en re 

Devemos notar que esta troca altera a ordenação de B p~ 

rém a estrutura de AB é mantida. 

Após esta troca basta aplicarmos o caso anterior, pois 

a coluna (AB) P, que deve deixar a base, passou a ser 

uma coluna não chave. 

A permutação das colunas (AB)T e (AB) Pé equivalente a 

troca de posições das linhas t (< m) e r (=m +r') em 
- o o 

(AB)-1. 

Após esta troca em (AB)-l (vide apêndice), 

se de trabalho poderá ser obtida através 

te operaçao: 

a nova ba-

da seguin-
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' ' 

1 

(26) 

1 
linha t 

onde (~L) e a linha r' de ~L. 
r' 

1 

-L 
É importante lembrar que a t-ésima componente de (A )r'' 

ou seja, ( -L) t - - d A ,, e nao nula, pois trata-se a 
r 

condição 

essencial para haver a permutação descrita por este sub-

caso. 

A atualização de (AI)-l é feita a nível de A
1

h 

MP (r~ t) 
I 

(A h)-1 

onde MP(r',t) = 1----------a. 
·..• : J +1 

aj+i = 

··?J. +r" : .. , 

& . - -_··_.-:1 
J+mh·----

{ -L t -L t i -(A ) . . I (A ) . 11 = J+l J+r 

-L t 
i 1 I (A ) . " = J+r 

l, ... ,mh; 

r" 

h-1 
j = r 

i=l 
m. 

l 
e r"= r' - j 

i~r" 

(28) 
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Sub-caso 2.2: A coluna a entrar na base e a coluna a deixar a ba 

se pertencem ao mesmo sub-sistema. 

Suponhamos, por exemplo, que a coluna (AB) P, com p E Ih, 

N s 
deva deixar a base para que (A ) , com s E Nh, deva en-

trar na base. 

No caso de existir uma coluna B T E 
(A ) , com T Lh, tal 

que seja possível executarmos a troca indireta, podemos 

aplicar o sub-caso anterior. 

Esgotada esta possibilidade devemos executar a troca di 

reta. Neste caso, tendo em conta a forma da inversa da 

matriz básica (apêndice) , não é necessário atualizar a 

I -1 inversa da base de trabalho, basta que (A ) seja atua 

lizada a nível de Ih: 

MP (r', s) 
I 

(A h)-1 

onde MP(r',s) = 1·:- · · -- · ·a . 
',, : J+l 

.... ..... 
a 
; J. +r" 
I "' I 

' ' Ct '•, 
j+mh-----1 

{ 

-N s -N s 
(A ) . . I (A ) . 11 

J+~ J+r 
a -
j+i - -N s 

1 I (A ) . 11 

J+r 

j = 
h-1 

E 
i=l 

m. 
~ 

e r" = r' - j 

(29) 

j = 1, ... , mh i f. r" 
( 3 o) 

j = r" 
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2.4 O MÉTODO G.G.U.B. PARA A FORMA DUAL DO PROBLEMA BLOCO 

ANGULAR 

O dual do problema bloco-angular, apresentado nas seçoes 

anteriores, é definido por: 

Sujeita as restrições: 

\ 

\ 

\ 

<c 
- 1 

<c 
- 12 

+ p A <C q q q 

( 31) 

( 3 2) 

onde p, p
1

, ... ,p sao conhecidos por variáveis duais (ou pararne-
o q 

tros de Lagrange) . 

B Dada urna base A para o problema prirnal, se a ela pudermos 

associar um vetor P = (p
0

, p 1 , ... ,pq) tal que: 

-B c 

-N c = CN - P AN > O 

( 33) 

(34) 

B então, P é solução admissivel para o problema dual, e A e uma ba 

se dual admissivel para o problema prirnal. 

Para resolver o problema dual podemos trabalhar com as va-

riáveis duais ou primais. Com o conhecimento do estudo feito na 

seção anterior, optaremos por trabalhar com as variáveis primais. 
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O m~todo que se apresenta a seguir resume-se na procura de 

uma base de partida, dual admissível, que possua uma estrutura se 

melhante a (4) f para depois tratar da otimização da função ~ . 

Procura de uma base dual admissível: 

Como a base procurada deve ter as características apropri~ 

das a estrutura bloco-angular, o primeiro passo a ser dado para 

sua definição será a procura de um conjunto de colunas chaves. 

Observando o problema dual definido em (31), (32) f se esco 

lhermos um vetor p qualquer e fizermos C' = C-p A , teremos em o o o 

p
0

b
0 

uma quantidade constante e poderemos dividir este 

em q problemas duais auxiliares do tipo: 

Maximizar p.b. 
l l 

Sujeita a p.A. <c~ 
l l- l 

problema 

(35) 

A cada um destes problemas duais auxiliares temos associa-

do um problema primal auxiliar do tipo: 

Minimizar C~X. 
l l 

Sujeita a A.X. = b. 
l l l 

(36) 

Se, para cada problema auxiliar conseguirmos determinar uma base 

!i 
A , então para p=(p1 , p 2 , ... ,pq), teremos: 

( 3 7) 
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Denotando por J o conjunto das variáveis nao básicas, teremos ain 

da: 

CJ - AJ J = Po o - pA = ( 38) 

Desta forma ternos em P urna solução admissivel para o problemadual 

mas ainda não ternos caracterizada uma base dual admissivel. Para 

tanto, passaremos agora a procurar um conjunto de colunas não cha 

ves entre aquelas cujo Índice pertença ao conjunto J. De acordo 

com (15), ternos que p segue variações de p , desta forma garanti­
o 

-I mos que C = O permanecerá sempre válido. Nestas condições o pr~ 

blerna dual pode ser reescrito: 

Maximizar pobo + pb 

,Sujeita a p 0 A~ + pAJ_2 CJ ( 3 9) 

Substituindo (15) em ( 3 9) , ficamos com: 

Maximizar Po b o 

Sujeita a ~J < ~J Po o - (40) 

com b = b - AI (AI)-lb 
o o o 

( 41) 

~J = AJ - AI (AI)-lAJ 
o o o 

( 4 2) 

( 4 3) 

o problema prirnal associado ao problema dual definido por 

(40), é dado por: 
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- 29 -

( 4 4) 

Note-se a semelhança entre este problema e P.R. apresenta-

do em 

Seja N 

2. 2. 

A busca de uma base 

-L ~L ~L o c = Po = o 

tal que J = L + N, 

-N c = ~N - p 
o 

~N > O 
o 

~L 
o' gera um vetor Po tal que: 

( 4 5) 

então teremos: 

( 4 6) 

-I 
Como C = O, então P = (p

0
, p), com p definido em (15), constitui 

uma solução admissível para o problema dual e o conjunto das colu 

nas com índice em B = L @ I e um conjunto ordenado de m + m colu o 

nas linearmente independentes, que constituem uma base AB dual ad 

missível para o problema primal. 

A característica adicional de AB e que, por construção,po~ 

sui uma estrutura semelhante a (4). 

Otimização do problema dual: 

Seja x+ a solução básica, dual admissível, para o problema 

primal, correspondente ao vetor P+ corrente. Estes vetores guar-

dam entre si a seguinte relação: 
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Contudo as componentes de x+ podem ser positivas, negativas ou nu 

las e xN+ = o. 

Desta forma, trabalhando com as variáveis primais, quando 

B* N* encontrarmos uma base dual admissível tal que X ~ O e X = O 

* teremos encontrado a solução ótima X para o problema primal e o 

* vetor P correspondente, como solução ótima para o dual. 

Portanto, toda col~na (AB) P, com p ocupando a posição r em 

B, tal que (XB+) P seja negativa deverá deixar a base. 

Como no método primal, temos dois casos a considerar: 

Caso 1: r < m . 
o 

Para determinarmos a coluna que deve entrar na base, deve-

mos antecipadamente expressar a linha r de AN em termos da atual 

base: 

~N = 
o 

( 4 8) 

A coluna procurada e obtida através do seguinte coeficien-

te: 

e _ (CN) s 
Min 

- (CN) j (AN) j < o ( 4 9) = = s o r 
(AN) s 

o r 
jEN (AN) j 

o r 

-N Com C dada por (17) ~ 

Se (AN) ~ o, então o problema dual nao tem solução finita, 
o r 

o que significa dizer que o problema primal não apresenta solução 
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factivel. 

N s 
Caso contrário a coluna (A ) , com s E N deve entrar na ba 

se, provocando a atualização da base de trabalho, como no caso 1 

do método primal. 

Caso 2: r = m + r'. Temos então dois subcasos a estudar: 
o 

Sub-caso 2.1: (A-L) _L O r, r • 

Esta condição satisfeita significa que existe uma 

(AB)T, com TE L, que pode ser permutada com (AB)P~ 

coluna 

Como no sub-caso correspondente do método primal, devemos 

atualizar (~L)-l e (AI)-1 . 
o 

Tendo completada a permuta, recaimos no caso anterior. 

Sub-caso 2.2: (~L) , = O. 
r 

Sob esta condição temos que, obrigatoriamente, executar a 

troca direta com uma coluna não básica. A linha r de AN, expres-

sa em termos da base corrente e dada por: 

(50) 

Devemos observar que a coluna que vai entrar para a base 

pertence, necessariamente, ao mesmo sub-sistema da que vai deixar 

a base. 

Supondoque pE Ih' a coluna procurada e determinada através 

do coeficiente: 
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_ (CN) s - (CN) j -N j 
0 = = Min (A h) < o (51) 

s 
-Nh s -Nh j 

r• 

(A ) I jENh (A .) I r r 

Se 
-N 

(A h) 
r• > O, então o problema dual nao tem solução fi -

nita e o problema primal não tem solução factível. 

- . l ( N) s Caso contrar1o a co una A deve ser permutada co~ (AB)P 
I 

- h -1 provocando a atualizaçao de (A ) , como no método primal. 



CAPÍ'rULO III 

UM MÉTODO DUAL SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE PROGRAI1AÇÃO 

LINEAR COM VARIÁVEIS CANALIZADAS 

3.1 INTRODUÇÃO 

No capitulo anterior pudemos estudar os m~todos de resolu­

çao de problemas de programaçao linear aplic~veis ~ estrutura blo 

co-angular. Por~m, a aplicaçâo de tais m~todos s6 poder~ ser le­

vada a efeito quando as vari~veis do problema devam respeitar ap~ 

nas a restriçâo de nâo negatividade. 

Problemas semelhantes ao apresentado no Capitulo I têm 

suas vari~veis, ou parte delas, definidas em um intervalo de va -

riação. Por este motivo, estas vari~veis sâo chamadas de vari~ -

veis canalizadas. 

Assim, para resolvermos problemas deste tipo devemos dese~ 

volver uma especializaçâo do m~todo GGUB para atender ~s "restri 

çoes de canalizaçâo". 

Naturalmente esta especializaçâo do m~todo GGUB dever~ ba­

sear-se pelo caso mais simples de Programação Linear com variá -

veis canalizadas, ou seja, o caso em que a matriz de 

nao apresenta qualquer estrutura particular. 

restrições 

Mas, como mencionamos anteriormente, nâo conhecemos na li-

teratura trabalhos que tratem da resoluçâo de problemas de Progra 

mação Linear com vari~veis canalizadas pelo m~todo dual. Neste 
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capitulo, esquecemos temporariamente a estrutura bloco- angular e 

propomos um método dual simplex para problemas de programaçao 

linear com variáveis canalizadas. 

3.2 O MÉTODO 

O problema de minimizaç~o de uma funçâo linear sujeito a 

restrições lineares com variáveis "canalizadas", em sua forma pri 

mal, é definido por: 

minimizar C X 

(P) sujeito a AX = b 

dl < X ~ d 2 

Onde A é uma matriz de dimens~o m x n, C e um vetor- linha 

com n elementos, b é um vetor coluna com m elementos e X, d 1 e 

2 -d sao vetores-coluna com n elementos. 

Se P é o vetor das variáveis duais (multiplicadores de La-

grange), podemos ent~o definir a funç~o Lagrangeana e a 

dual para este problema: 

L(X,P) = CX + P(b - AX) 

~(P) = Min.{L(X,P)} 

O problema dual e, ent~o, dado por: 

(D) maximizar • (P) 

sujeito a P E ~m 

funç~o 

( 1) 

( 2) 
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Denotaremos por B ao conjunto dos Índices das colunas da ma 

m triz A que formam uma base do ~ e N ao seu complemento em rela-

çao ao espaço Euclidiano. 

B - - -Se A e a matriz basica, as restriçoes do problema (P) po-

dem ser escritas da seguinte forma: 

AB X 
B + AN XN = b 

'* XB = (AB)-1 b - (AB) -1 AN X 
N 

'* XB = b - AN XN 

+ + + - -Chamaremos X = [XB' XN] de soluçao basica de (P) se cada 

x., j8~ e colocado em seu limite inferior d~ ou em seu limite su 
J J 

2 
perior dj: 

( 3) 

para k = 1 ou k = 2. 

- J + d 2 t- X+ h d Se alem disto tivermos d~~ XB~ B' en ao e c ama a so-

lução básica factível de (P). 

segue: 

Dizemos que~x+ é uma solução básica degenerada de (P) se 

X+ = dl ou x: = d 2 para j E B. 
j j J j 

Dada uma base AB, a função dual pode ser reescrita como se 

,_ ~ ' ., . ...... .. 
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dl < X < dN2 
N- N 

Chamaremos P = cB(AB)-l de solução básica de (D). 

Fazendo ZB = PAB 

ZN PAN = CB A-N e = . 

temos que: 

<J>(P) = Pb + Min (CN - ZN) 
~ 

s/a dl 
B < X < B-

d2 
B 

dl 
N 

< X < 
N-

d2 
N 

( 4) 

( 5) 

( 6) 

( 7) 

Nestas condições podemos observar que o problema de mini-· 

mização acima independe das variáveis básicas, podendo estas as­

sumirem,na solução ótima, qualquer valor no intervalo [d~, d~]. 

Observamos ainda que, para j E N, teremos na solução Õti 

ma: 

X· = d~ se ZJ < cj 
J J 

X· = d? se ZJ> cj 
J J 

X. assume qualquer valor no intervalo [d~, d~] se Zj = cj. 
J J J 

* Portanto, uma solução X para (7), terá a seguinte forma: 



d~ = d~ se 
J J 

onde 

d~ = d~ se 
J J 

d~ = (d~ ou 
J J 

e 

Fig. 1 

Fig. 2 

Fig. 3 
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* "[:~-] "t[d~~~ d~]J X 

z5 < cJ (fig. 1) 

zj > cj (fig. 2) 

d~) se zj = cj (fig. 3) ' para 
J 

I 

·----~:a~2~.--~·· x. 
J J 

' 
I 

~--~~-·· d~~ 

j J 
X. 

J 

( 8) 

jE N 
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* A uma solução X definida como em (8), chamaremos solução 

MIN. Podemos então obter uma solução básica a partir de: 

( 9) 

Se, para o vetor P corrente, ou seja, para a matriz bási­

ca corrente, tivermos x; E [d~, d~] então a solução básica X+ se 

ra uma solução MIN. 

Neste caso x+ será factivel para (P) . Pela teoria da dua 

lidade, X+ será então solução ótima de (P) e de (D), e como nao 

temos "fosso" de dualidade: + ll>(P) =ex . 

Temos então definido um teste de otimalidade para um Méto 

do Simplex de resolução, tentaremos agora desenvolver seus pas-

sos intermediários na busca de uma solução. 

Assim, após o cálculo de uma solução básica através de 

(9), e tendo sido verificado que tal solução não é factivel para 

(P), devemos procurar uma nova solução básica que aumente ~(P). 

Para tanto, provocaremos uma perturbação em (P)pbtendo 

(10) 

Para Ô= (ô 1 , ó 2 , ... ,ôm), com os componentes ôi suficiente 

mente pequenos. 

Nestas condições, teremos: 

z 'B = (P + ô (A B) -l) A B = PA B + ô = zB + ô ( 11) 
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O valor de ~(P'), semelhantemente ao valor de ~(P) 

por (4), pode então ser obtido através de (lO), (ll) e (12): 

s/a 

ou ainda 

~ (P') 
. B 

= Pb + ób + Min {- ô X } 

< X -
N 

.{ N + Min (C 

(12) 

dado 

(13) 

Os valores das variáveis básicas que minimizam -ôXB, no 

l 2 intervalo [dB, dB], podem ser obtidos facilmente, verificando, pa 

ra cada jEB: 

se ô. > o . <=:> X. = d~ 
J J J 

se ô . < o c} X. = d~ 
J J J 

se ô . = o c} X. E[d\ d~] 
J J J J 

Assim, Min' { ÔXB } = -ôdk 
B 

dl < XB < d2 
B- - B 
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Para as varjáveis nao básicas, se considerarmos 6 sufi-

cientemente pequeno, de forma que o sinal de cada componente de 

.... 
CN - zN - ôAN = 2N _ ôAN (14) 

seja o mesmo que o sinal de cada componente correspondente de 

CN, então teremos: 

XN < d2 - N 

Portanto (13) pode ser reescrita: 

= 4>(P) + ô(x; - dk) 
B 

= 4>(P) + 1: cS. (x-f: - d~) 
jEB J J J 

(15) 

Esta Última equaçao nos mostra que podemos aumentar 4> (P) 

da seguinte forma: 

se X~ > d~ então fazemos ô . > O e neste caso teremos 
J J J 

jEB 

se X~ < d~ 
J J 

então fazemos cS . 
J 

< O e teremos X* 
j 

se d~ < X~ < d~ então fazemos o . = O. 
J J J J 

= dl 
• I 

J 
·EB J 

Suponhamos, então, que tenhamos uma variável Xt 

ocupando a posição r em B e tal que x; ~ 
procedimento simplex para solucionar (D). 

X* 
j 

= d2 
• I 

J 

com 
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Para tanto, fazemos ó = t (0,0, .. 0,1,0 1 ••• 1 0) == t.e 
r 

Nestas condições e a partir de (11) e (12) teremos: 

jEB e j-/:R-

Z'R, -· ZR. + t 

- ... 
Z'N = ZN + t.e .AN = ZN + t.AN 

r r 

( 14) : 

ê; j ;::: êj - t?. 
I j E N r 

(16) 

Sabemos ainda que a equaçao (15) ~erá válida enquanto o si 

nal de cada componente ê•N for igual ao sinal da respectiva compQ 

-N 
nente de C . Portanto podemos atribuir valores a t até que um 

dos custos relativos de ê•N se anule. 

O valor de t pode ser obtido a partir de (16) 1 porem temos 

dois casos a considerar: 

(a) 

onde 

* d2 XR. > t• Neste caso deveremos ter t > O. 

Calculamos então t = Min s 

t ;::: Min I êj l sl < 

I -· I jEN AJ 
r 

êj -
> o e Aj > o 

r 

t ;::: Min 

n~ r 
s2 

jEN 

êj -. 
< o e AJ < o r 
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(b) X+ 1 Neste caso deveremos ter t 
R. 

< dR.. < o. 

Calculamos então t = Max· {t , t } s s3 s4 

onde t = Max 

t~ ~ s3 
jEN 

êj 
..... 

> o e AJ < o r 

t = Max J êj 

~ s4 
I ;j jEN r 

êj < o e ;j > o 
r 

Com este procedimento, iremos alterar os custos relativos 

das variáveis não básicas, conforme (16): 

e em 

ê I j êj 
..... 

= - t AJ j E N s r 

especial para j = s C's = o 

Então a variável X deverá substituir a variável s 

Neste caso o novo custo relativo para X sera: 
R, 

-t s 

básica 

Com estas alterações teremos uma nova solução básica. 

Primeiramente devemos observar que, para jEN, j f s, con-

tinuaremos tendo x~+ = x: = X~ = d~ 
J J J J 

Temos ainda que X'+ = dk 
R. R. 
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Resta verificar os novos valores para as variáveis básica~ 

que podem ser obtidos a partir de (13) e sabendo-se que sofrerão 

uma alteração de bXB: 

- -N..:. {s} -
X'+ = X+ - bX = b - A . X - As (X - b ) B B B N~{s} s s 

assim concluimos que: 

mas a variação de x.Q. e conhecida: bX.Q, = x+ 
.Q, 

d~ , portanto, para 

a nova variável básica x.Q.: 

-
bX.Q, = -As bX = x+ 

r s .Q, 

o que nos leva a concluir que 

= 
d k x+ 

.Q, - .Q, 

Âs 
r 

segue-se que 

=dk 
dk - X+ 

X'+ .Q, .Q, 
-s s 

As 
r 

e - dk - x+ 
X'.+= x-1; A~ 

.Q, R, 
jEB ~ R, I e J J J J -As 

r 

Para que uma iteração do Simplex fique completada e carac-

terizada devemos efetuar a atualização da matriz básica, ou me-

lhor, da inversa da matriz básica. 
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Isto pode ser facilmente feito, executando-se o pivoteame~ 

to em torno do elemento As. 
r 



CAPÍTULO IV 

UM MÉTODO DUAL SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE PROGRAMAÇÃO LINEAR 

COM ESTRUTURA BLOCO-ANGULAR E VARIÁVEIS CANALIZADAS 

4.1 INTRODUÇÃO 

O método que aqui expomos resultou de adaptações da teoria 

exposta no Capitulo II e do método apresentado no capitulo ante -

rior. 

Trata-se, portanto, de uma especializaçâo do método GGUB 

para problemas de programação linear que apresentem a estrutura 

bloco-angular e tenham variáveis do tipo canalizadas. 

Optamos por trabalhar com a forma dual pelo fato da mesma 

apresentar maiores facilidades quanto a definiçâo de uma base ini 

cial, evitando uma Fase I no método de resoluçâo. Esta opçâo foi 

feita ainda por termos encontrado dificuldades na procura de bi -

bliografia que trate com a forma dual para problemas de programa­

çâo linear que apresentem variáveis canalizadas. 

4.2 O MÉTODO 

INICIALIZAÇÃO: 

Caracterizado um problema de programaçao linear que apre -

sente estrutura bloco-angular e variáveis canalizadas, devemos 

inicialmente escolher um conjunto B de colunas da matriz de res -

trições para compor uma matriz AB que tenha a propriedade de ser 
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regular e que possa assumir a seguinte forma: 

- • - - - -t- - - - - - - - - - - - - - - -

I 

L 

I 
A q 

o -----

I 
A q com B = LGH e I = 

A partir desta estrutura podemos obter (AB)-l a partir de 

I 
(A 2) -1 

• • • I 

I 
(A q) -1 (vide apêndice) , onde 

e 

Portanto, nosso trabalho fica reduzido à obtenção das in-

I i - -L - -
versas das matrizes A , ao calculo da matriz A (sera util a man 

termos para futuros cálculos) , ao cálculo de ~L (nossa 11 base de 
o 

trabalho 11
) e de sua inversa. 

Se denotarmos por N ao conjunto dos indices das variáveis 

nao básicas, o custo relativo é dado por ~N = cN- cB (AB)-l AN 
B -1 -Considerando-se a estrutura de (A ) , este calculo pode 

ser resumido a: ~N = CN- ~B AN onde ~B= (êL, ê 1 ) = (CL, CI) (AB)-l 

Nestas condiç6es teremos: 

Para maior eficiência na programaçao do método, podemos 
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associar o cálculo do custo relativo ao cálculo do valor de uma 

variável não básica. Desta forma, para cada JEN: 

~j = cj - ~B Aj 

Se ~j > o fazemos xj = d~ 
J 

( 1) 

Se ~j < o fazemos XJ = d~ 
J 

O valor das variáveis básicas e dado por: 

B -1 Lembrando mais uma vez a estrutura de (A ) , concluimos 

que 

( 2) 

substituindo (2) nesta Última equaçao, temos que: 

( 3) 

Os demais passos deste método serao baseados no método~ 

exposto anteriormente, e na seguinte estratégia: 

Etapa 1: aplicaremos o teste de otimalidade nas variáveis 
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nao chaves (conjunto L) e so passaremos a etapa seguinte se todas 

estas variáveis satisfizerem o critério de otimalidade. 

Etapa 2: aplicaremos o teste de otirnalidade nas variáveis 

chaves (conjunto I). Se todas satisfizerem o critério de otirnali 

dade sem que haja necessidade de se efetuar qualquer alteração na 

matriz básica, então ternos em mãos a solução ótima, caso centrá -

rio procuraremos colocar nas condições de otirnalidade o máximo de 

variáveis chaves que pudermos e em seguida retornamos a etapa 1 

para que o processo se repita. 

Etapa 1: Otimização das variáveis chaves 

O critério de otirnalidade e considerado satisfeito se, pa-

ra todo j E L, tivermos: d~ < Xj 
J 

< d~ 
J 

Urna variável XP, p E L, tal que xP > d 2 ou xP< d 1 ,deve dei 
p p 

xar a base. Suponhamos que xP ocupe a posição r < rn em B. o 

A variável que deverá ocupar seu lugar será a variável Xs, 

cujo índice s tenha correspondência com o Índice do coeficiente 

obtido 

ou 

por: 
t = Min · {t , 

s sl 

ts = Max· {t , 
s3 

para t = Min 
sl 

jEN 

t } se xP 
s2 

t } se xP 
s4 

êj > O Aj > O 
' r 

> d2 (k=2) 
p 

< dl (k~l) 
p 
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t = Min 1 ~: ( s2 
j8'1 r 

êj 
-. 

< o' AJ < o 
r 

t = Max H: t s3 
jEN r 

-. j cJ > o' A < o 
r 

t = Max J êj l 
s4 I ;j I jEN r 

êj 
-. 

< o' AJ >· o r 

-. -
cJ é dado por ( 1) e Aj pode ser facilmente obtido, se lem r 

brarmos que r <m : o 

onde 

Os custos relativos devem ser recalculados: 

ê•N = êN 

cs = o 

êP -t 
ês 

= =---s -As 
r 
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Também as variáveis abaixo terão seus valores recalculados: 

xP = dk 
p 

-
X'B= XB 

As 
!J.xP + --

As 
r 

xs xs L\xP 
= + ---

As 
r 

Finalmente, devemos atualizar os conjuntos L e N e a inve~ 

\J)sa da matriz básica, bastando para tanto atualizar 

2base de trabalho, através de pivoteamento: 

a inversa 

JS) 

0'­
~ 

-
(A L I) -1 = 

o 

com a. 
J 

MP(r,s) 

onde MP(r,s) = 

-As / As 
j r 

l I As 
r 

1------- 9-
, ' l 
' 

' 
a 
'r . ' 

' I 
a---------~ 

m l 
o 

j = l,2 ... ,m o 

j = r 

Etapa 2: Otimização das variáveis chaves. 

j f. r 

da 

Nesta etapa aplicamos o teste de otimalidade para toda va 

riável chave (Xj, jEI) para verificar se satisfaz: d~ < Xj 
J 

Suponhamos uma variável xP, pEI, tal que 

< d~. 
J 

ou 
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xP > d 1 . Esta variável deverá deixar a base. 
p 

Também aqui imitaremos os passos do GGUB, pois esta variá 

vel poderá deixar a base de duas formas: através de urna permuta 

çao com urna não chave ou diretamente com urna nao básica. 

Suponhamos, então, que xP ocupe a posição r = rn + r' em 
o 

B, e portanto, ocupando a posição r' em I. Desta forma pEih. 

Ternos então dois casos a considerar: 

T 
Neste caso a coluna A , que ocupa a posição t em B (t E Lh), 

é escolhida para fazermos urna permutação com a coluna AP, que ocu 

pa a posição r' em I (r' E.Ih). 

Isto nos leva ã atualizaç5es nos conjuntos L, I e na ma-

triz básica: 

I' 
(A h)-1 = 

I 
o:(A h)-1 

onde r" = r' - j e 

com G = 

com O:= 

j = 
h-1 

L 

i=l 

1. 

-L 
__ -_(_A_)--=r-' ____ --1__--!1> 1 in h a t 

1----o:. 
.... ' : J+l 

m. 
l 

' o:. 
, J+r" 
I ' 

. ' 
0:-.-----2-l 

J+ffih 

1 



- 52 -

k = 1, ••• , m
11 

k f; r" 

K=r" 

Caso 2: 

Neste caso uma variável nao básica X5 deverá ser permutada 

com xP . Este indice s ~ obtido em correspond~ncia com a obten-

çao do coeficiente t , dado por: s 

ou 

onde 

t = Min s 

t = Max s 

t = Min 
sl 

jEN 

êj > o, 

. {t 

. {t 

-Aj 
r' 

t = Max 
53 

jEN 

êj 
-. 

< o, AJ 
r' 

s , 
1 

t } s , 54 3 

j ~j ~ 
IAj 

r' 

> o 

J ~j ( 

'Aj r' 

> o 

cj e dado por 

lembrarmos que (~L ) 
r' 

( 1) 

= 0: 

se 

se 

ij = (A B) -1 Aj = (A B) -1 
r' r' r' 

(K = 2) 

xP < dp 
1 (K = 1) 

t = Min 1 ~j l 52 
jEN Aj l 

r' 

êj 
-. 

< O A J < o , 

t = Max 1 ~j l 54 
jEN Aj I 

r' 

êj > 
-. 

o, J o Ar•< 

pode ser facilmente obtido, se 

(:f-) = (AI)-1 
r' 

Aj j E N 
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Os custos relativos e os novos valores das variáveis bási-

cas e nao básicas devem ser recalculados de maneira análoga ao 

que foi apresentado na etapa 1. 

Devemos também atualizar os conjuntos I e N e a inversa da 

matriz básica, bastando para isto fazer a atualização a nível do 

(A ih I) -1 -- MP ( I ·r I s) 
I 

(A h)-1 

com MP(r' 1 s) = 

h-1 
para r" = r' - j e j = E 

i=l 

-

= m. 
l 

(A .. s I (A) s 
- 1 j+k j+r" 

a. k = ]+ 

1/ (A) s 
j+r" 

1-------a 
' . J+l 

' ' ' ' 
' a 
J+~" 

' ' 
' 

' a _________ . 1 

J+mh 

k = 11 ... 1mh k I= r" 

K=r" 



CAPÍTULO V 

UM PROGRAMA DE COMPUTADOR PARA PROGRAMAÇÃO DA PRODUÇÃO 

COM HORIZONTE DE QUATRO MESES 

5.1 INTRODUÇÃO 

Neste capítulo apresentamos a estrutura do programa de co~ 

putador desenvolvido para.solucionar o "problema de programação 

da produção com horizonte de quatro meses", exposto no Capítulo I. 

Este programa tem suas bases no "método dual-sirnplex para 

problemas de programação linear com estrutura bloco-angular e va 

riáveis canalizadas", exposto no capítulo anterior. 

Para um melhor aproveitamento do espaço de armazenagem de 

dados, fazemos uso de alguns recursos de programação, que serão a 

seguir apresentados. 

Este capítulo, por fim, reune urna série de informações ut! 

lizadas para a implementação e melhor entendimento da estrutura 

computacional. Para tanto, apresentamos ainda a descrição do 

programa através de um algorítrno sintético. 

5.2 ESTRUTURAS DE ARMAZENAMENTO 

A formulação matemática do problema de prograrnaçao da pro­

dução com horizonte de quatro meses, corno já pudemos observar no 

Capítulo I deste trabalho, nos conduz a urna "matriz tecnológica " 

do problema de rninirnização, que assume a seguinte forma: 
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~ ~ ~ 

~ ~ IN 

IN IN 
IA -I -I -I M M M +IM 

A -IM -IM -IM +IM 

A -I -I -I M M M +JM 

A submatriz Ik representa a matriz identidade de ordem k e 

a submatriz A corresponde â matriz de armazenamento dos tempos de 

produção. 

Para a aplicação do método de resolução, exposto no capít~ 

lo anterior, devemos "escolher" as colunas que comporao a matriz 

bâsica, formando dois conjuntos com os indices das mesmas: o con-

junto I, com os índices das colunas chaves da matriz básica, e o 

conjunto L, com os índices das colunas não chaves da matriz bási-

ca. Teremos ainda um outro conjunto, N, que armazena os índices 

das colunas da matriz não básica. 

A escolha das colunas que comporão a matriz básica deverão 
I. -

ser tais que as submatrizes A 1 e AL (vide estrutura da matriz bá o 

sica) deverão ser não singulares. 

Como exemplo, uma estrutura que satisfaz as condições ne-
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cessãrias para aplicaçâo do m6todo, e a seguinte: 

INININ IN 
< ~IN IN -~ 

r IN IN -IN 

t 
IM -I -I -I M M M 

IM A -I -I -I M M M 

A IM -IM -IM -IM 

A IM -IM -IM -IM 

Como jã pudemos observar esta estrutura apresenta grande 

esparsidade, em vista disso torna-se interessante a utilização de 

recursos de programaçâo em busca de urna melhor forma de armazena-

menta. 

Armazenamento das matrizes AL, AI e AN 

Em qualquer estãgio de processamento do método de resolu -

çao, e possível rearranjarmos as colunas destas matrizes, para me 

lhor visualizarmos a seguinte estrutura. 
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l 
'----ti-

Qualquer que seja a coluna que fixarmos, verifica-se que 

somente uma de suas quatro partições pode apresentar elementos nao 

nulos. 

Esta propriedade é suficiente para tomarmos uma primeira 

medida no sentido de economizar espaço de armazenamento: utilizar 

o tamanho de uma partição para armazenar tais colunas: 

I I I I I 

I. 
Por conveniência utilizaremos submatrizes A 1 para indi 

car que tal submatriz é caracteristica da partição i. Porém, o 

N 
e A , ou seja, e preferi-
N. 

mesmo não será aplicado às matrizes AL 
L. 

vel abolir o uso de submatrizes A 1 l e A , tratando as colunas dos 

conjuntos L e N da mesma forma. 

Porém isto nos obriga definir conjuntos L. e N. para arma-
l l 

zenar os indices das colunas dos conjuntos L e N pertencentes a 

partição i. 

Desta forma de tratamento, decorre que as demais estrutu -
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ras obedecerão também a caracterização de suas colunas para as 

partições definidas. 

Uma segunda medida para economizar espaço de armazenamento 

pode ser tomada ao observarmos que em uma determinada coluna pode 

mos ter a mesma representação de uma coluna da matriz dos tempos 

de produção, ou a representação de uma coluna da matriz identida­

de (positiva ou negativa), ou ainda uma coluna nula. 

Portanto podemos armazenar uma coluna utilizando a seguin­

te estrutura: 

1 

2 

3 

CÓDIGO 

ÍNDICE 

VALOR 

O código estabelecido na 1~ linha pode assumir os valores 

O ou 1: se CÓDIGO = O significa que a coluna em questão é uma co­

luna da matriz identidade (positiva ou negativa) ou é uma coluna 

nula. Para este caso, ÍNDICE indica a linha onde está armazenado 

o elemento não nulo da matriz identidade ou um zero se a coluna 

for nula. A informação armazenada em VALOR representa o elemento 

de interesse identificado pelo ÍNDICE. 

Se CÓDIGO = 1, consideramos apenas a informação da linha 2, 

pois significa que estamos diante de uma coluna da matriz dos tem 

pos de produção, identificada por ÍNDICE. 
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Armazenamento das matrizes AL o' 

Observamos que para uma dada coluna de qualquer uma destas 

matrizes podemos ter O, 1, 2 ou no mãximo 3 elementos nâo nulos. 

Desta forma, decidimos armazenar estas matrizes por colu -

nas, da seguinte forma: 

1 
CÓDIGO 

2 
ÍNDICE 

3 

4 

5 

6 VALOR 

7 

O código estabelecido na 1~ linha pode assumir os valores 

O (coluna nula) ou 1 (coluna com até 3 elementos nâo nulos) . 

Quando CÓDIGO = 1 passamos a considerar as informações das 

demais linhas: as linhas 2, 3, 4 informam o índice das linhas que 

apresentam elementos nao nulos, cujos valores estâo armazenados 

nas linhas 5, 6 e 7. Quando a coluna apresentar 1 ou 2 elementos 

nao nulos, os índices restantes podem apontar para elementos nu -· 

los. 

Quando CÓDIGO = O as demais informações podem ser ignora 

das, pois trata-se de uma coluna nula. 
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Armazenamento da Matriz dos Tempos de Produção 

Por apresentar grande esparsidade decidimos por armazenar 

esta matriz em formato linearizado. Para tornar isto possível fi 

zemos uso de três vetores: 

MAT = armazena os elementos nao nulos da matriz dos tempos 

de produção (por colunas) . 

POS = armazena os Índices das linhas dos elementos nao nu­

los da matriz dos tempos de produção, armazenados em 

MAT. 

TAM = armazena os Índices dos elementos do vetor MAT que 

são os primeiros elementos não nulos de cada coluna 

da matriz dos tempos de produção. 

Se desejarmos saber quantos elementos não nulos ocorrem na 

coluna J da matriz dos tempos de produção, basta calcularmos: 

TAM (J+l) - TAM (J) 

Isto nos obriga a definir uma posição adicional neste ve­

tor para que seja possível calcular a quantidade de elementos nao 

nulos existente na Última coluna da matriz dos tempos de produçã~ 

Armazenamento de Outras Estruturas 

As demais estruturas, próprias para o método de resolução, 

foram tratadas da forma tradicional, porém procuramos manter a 

compatibilidade com o armazenamento das matrizes anteriormente es 

tudadas. Portanto a recuperação de elementos das demais estrutu-
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ras, ser~ feita atrav~s dos conjuntos rle indices que caracterizam 

as partiçÕes existentes. 

5.3 O PROGRAMA 

Tendo em vista a metodologia e a forma de armazenamento an 

teriormente expostas, procuramos manter a notação dos capitulas 

anteriores e apresentar o programa em forma de algoritmo sintéti­

co para facilitar seu entendimento. 

Obviamente este algoritmo aplica-se ao caso particular em 

que nos fixamos para estudo, porém acreditamos que com pequenas 

alterações pode-se dar a ele aspectos que o torne aplicável em 

outras situações. 

O algoritmo que a seguir expomos nao se prende a qualquer 

regra mais rigida de semântica, nem tampouco a qualquer linguagem 

de programação. Utiliza, sim, um vocabulário que nos parece apr~ 

priado para a finalidade a que se propoe. 

Os passos assinalados por um asteristico, passarao por um 

refinamento, ou seja, serão posteriormente decompostos em niveis 

de detalhe que se caracterizam por conter instruções mais esclare 

cedoras. 

Além das etapas de inicialização (Al até AlO) e apresenta­

ção da solução (A67), o algoritmQ reune ainda duas etapas (Etapa 

l e Etapa 2) que interagem conforme a estratégia do método de re­

solução. 

Na Etapa l (All até A33) procura-se colocar as vari~veis 
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nao chaves em condições que sa~isfaçam o teste de otimalidade. 

Quando todas as variáveis chaves satisfizerem esta condi-

çao passa-se, então, à Etapa 2 (A34 até A66). 

A Etapa 2 procura colocar as variáveis chaves em condições 

que satisfaçam a otimalidade. Para tanto, nesta etapa pode - se 

lançar mão de dois recursos: a troca de variáveis chaves com nao 

chaves (caso 1: A41 até A45) ou a troca de variáveis chaves dire-

tamente com não básicas (caso 2: A47 até A63). 

Se as variáveis chaves satisfizerem a condição de otimali-

dade sem que para isto tenha havido alterações no conjunto de va-

riáveis não chaves, então teremos em mãos a solução do problema . 

Caso contrário retornamos à Etapa 1 e prosseguimos com o algorit-

mo conforme o já exposto. 

Em seguida apresentamos o algoritmo para solução do "pro -

blema de programação da produção com horizonte de quatro meses " 

baseado no ''método dual-simplex para problemas de programaçao li-

near com estrutura bloco-angular e variáveis canalizadas". 

Al. * Entrada dos dados 
I 

A2. * Cálculo de (A h)-1; h = 1 I • • • I 4 

A3. * Cálculo de ~L 

A4. * Cálculo de (~L)-1 
o 

AS. * Cálculo de 
-L c 

A6. * Cálculo de ~I 

A7. * Cálculo de 
-N 
c 

A8. * Cálculo de XN 



A9. * 

AlO. * 

All. 

Al2. 

Al3. 

Al4. 

Al5. 

Al6.* 

Al7. 

Al8. 

Al9. 

A20. 

A21. 

A22. 

A23. 

A24. 

A25.* 

A26.* 

A27.* 

A28. 

A29.* 

A30. 

A31. 
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Cálculo de XL 

Cálculo de XI 

FLAG + "FALSE" 

para 1 <h < 4 execute até o passo A32 em seguida va pa-

ra o passo A33 

para r E L11 execute até o passo A31 em seguida va para o 

passo A32 

Se d1 
< X < d

2 
va para o passo A31 r r - r 

FLAG + "TRUE" -
Cálculo de (AN) 

r 

Se X < dl v a para o passo A21 r r 

b.X + X d2 
r r r 

T = .Max· { T. = ~j/ s J 
jEN 

v a para o passo A23 

b.X + X - dl 
r r r -. 

e T. <O} 
J 

T = s 
Min · { T. = cJ; jEN e T. > O} 

J J 
~j + ~j T (~N) j 

s r 
~r + -T s 

Cálculo de (~N) s 

atualização de XL 

atualização de XI 

X + X + s s 

atualização 

atualização dos conjuntos L e N 

continue o estabelecido pelo passo Al3 



A32. 

A33. 

A34. 

A35. 

A36. 

A3 7. 

A38. 

A39. 

A40. 

A41. 

A42.* 

A43.* 

A44.* 

A45. 

A46. 

A47. 

A48.* 

A49. 

A50. 

A51. 

A52. 

A53. 
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continue o estabelecido pelo passo Al2 

Se FLAG = "TRUE" vá para o passo All 

para 1 < h < 4 execute até o passo A65 em seguida va pa-

ra o passo A66 

para r E Ih execute até o passo A64 em seguida va para o 

passo A65 

1 < d2 Se d <X r - r- r va para o passo A64 

para s E Lh execute até o passo A39 em seguida va para o 

passo A40 

Se (A-L) s _j_ O 41 F va para o passo A _ 
r 

continue o estabelecido pelo passo A37 

va para o passo A47 

FLAG + "TRUE" 

atualização de 

atualização 

atualização de iL 

atualização dos conjuntos I e L 

va para o passo A64 

FLAG + "TRUE" 
-

cálculo de (AN) 
r 

Se d 1 > X va para o passo A53 
r r 

ÕX + X d2 
r r r -

T = Max· { Tj = ~j/ ( AN) j jEN 
s r 

va para o passo A55 

ôX + X - dl 
r r r 

e T· 
J 

< o} 



A54. 

A55. 

A56. 

A57.* 

A58.* 

A59.* 

A60. 

A61. * 

A62.* 

A63. 

A64. 

A65. 

A66. 

A67.* 

A68. 
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T = Min { 
s - . - . 

cJ + cJ -

cr + -T 
s 

cálculo de (AN)s 

atualização de XL 

atualização de XI 

X + X + 6. X I (A N) s 
s s r r 

atualização de 

atualização de ~L 

jEN 

I 
(A h)-1 

atualização dos conjuntos I e N 

e rr o 

J 

continue o estabelecido pelo passo A35 

continue o estabelecido pelo passo A34 

Se FLAG = "TRUE" va para o passo All 

impressão dos resultados 

FIM 

>o} 

Passaremos, agora, à descrição das instruções do algorítmo 

que necessitam de maiores explicações. 

Al. Entrada de dados: 

Os dados necessários para o processamento das instruções 

do algorítmo sao: 

= conjuntos dos índices das colunas nao chaves, cha 

ves e nao básicas, respectivamente (h=l, ... ,4). 

LX, IX, NX = conjuntos das variáveis do problema original rela-

cionadas com as colunas nao chaves, chaves e nao 

básicas, respectivamente. 



I 
A h o , 

I 
A h 

I 
c h 

, 

, 
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AN = fornecidas por colunas, conforme o armazenamento ex 
o 

posto anteriormente. 

AN = fornecidas por colunas, conforme o armazenamento ex 

posto anteriormente. 

CN = vetores dos custos das variáveis relacionadas com 

as colunas nao chaves, chaves e nao básicas, respe~ 

tivamente. 

k k k dL, d1 , d = limitantes inferior (k=l) e superior (k=2) para os 
h N 

valores das variáveis relacionadas com as variáveis 

não chaves, chaves e não básicas, respectivamente. 

= "R.H.S" das restrições do problema exposto (h=l, ... ,4) 

TAM,POS,HAT = definem a matriz dos tempos de produção, conforme 

o armazenamento exposto anteriormente. 

I -
cálculo de (A h)-1 , AL, 

Estes cálculos poderão ser simplificados pela esco-
1h L 

lha conveniente das submatrizes A e A . o 

Considerando o exemplo exposto em 5.2, podemos fa -

zer: 
Ih 

A =I para h= 1, ... ,4 
m 

A~ (: :: :n~ 
I o o) 

n 

com esta escolha, teremos: 



(Aih)-1 - Aih 

~L = (AI)-1. 

(~L)-1 = (AL 
o o 

I 
como A = O, o 

- 67 -

para h= 1, ... ,4 

AL = AL 

_AI ~L)-1 
o 

segue-se que (A~) -l=(O O In) 
O I -I n n 

I -I O 
n n 

A
5

. cálculo de ~L 

A6. 

~L = (CL _ CI ~L) 

A estrutura bloco-angular nos permite simplificar este cálcu 

lo se considerarmos cada partição h: 

-L L 
C h = (C h 

-r 
cálculo de C 

I -L 
C h A h) 

~I = (CI _~L AI) (AI)-1 
o 

para h = 1, ... , 4 

considerando cada partição h podemos calcular 

-I 
c h 

I 
(A h)-1 para h= 1, ... ,4 

considerando ainda a forma de armazenamento de cada coluna de 

A1 teremos algumas facilidades adicionais. 
o 

A7. cálculo de ~N 
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considerando a forma de armazenamento.das matrizes AN e AN, 
o 

este cálculo fica simples se o fizermos separadamente para 

cada j E N: 

j E Nh' h=l, ... ,4 

cálculo de XN 

para cada j E N: X. = d~ se cêN) j > o 
J J 

X. = d~ se (~N) j < o 
J J 

cálculo de XL 

Por conveniªncia este cálculo pode ser feito por partes: 

* bi - AN XN 
A9.1 baux = 

* AI (AI)-1 A Caux = baux 9 . .2 o 

* bL AN XN 
A9.3 Caux = - - Caux 

o 

* XL (~L) -1 
A9.4 = caux o 

Cada um destes refinamentos tem seu cálculo simplificado pe-

la estrutura bloco-angular e a forma de armazenamento. 

A
9

_
1 

cálculo de baux = bi - AN xN 

considerando-se cada partição h e a forma de armazena­

N mento de A , temos: 

h Ih 
baux = b 

Nh 
X , h= 1, ... ,4. 
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cálculo de Caux = AI (AI)-l baux 
o 

Também este cálculo pode ser s i.mplif icado se conside -

rarmos cada partição em particular: 

h Aih (Aih)-1 h Caux = baux, h= 1, ... ,4 
o 

cálculo de Caux = bL - AN XN - Caux o 

Caux h L h Nh h h 1 f ••• '4 = b - A - Caux, = o 

- . L 
calculo de X = (~L)-l Caux 

o 

1, ... ,4. 

AlO. cálculo de XI 

XI = (AI)-1 (bi _ AN XN _ AL XL) 

Para maior facilidade, este cálculo pode ser particionado 

Considerando-se que já temos calculado baux = bi - AN XN 

(vide A9 . 1 ), temos: 

A~O.l Caux = baux - AL XL 

Estes refinamentos têm seu cálculo simplificado a partir de 

considerações da estrutura bloco-angular e da forma de arma-

zenamento. 

AlO.l cálculo de Caux = baux - AL XL 

considerando-se cada partição h, em particular, temos: 

h h Lh Lh 
C.. b A X aux = aux - h= 1, •.. ,4. 
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Também aqui ternos facilidades se considerarmos cada 

partição h: 

h Caux, h = 1, ... ,4. 

Neste cálculo, (AB)-l é a linha r da inversa da matriz bási 
r 

ca e AN é a matriz não básica. 

Corno estamos na etapa 1, ternos que r ~ rn
0 

rnensão da subrnatriz AL da matriz básica). o 

(onde rn 
o e a di -

Considerando a estrutura da inversa da matriz básica, pode-

mos escrever: 

Considerando cada elemento desta linha, este cálculo fica 

simplificado: 

para cada j E Nh, h = 1, •.• , 4. 

Aih (Aih)-1 É claro que o cálculo de pode ser feito separa 
o 

damente, ficando constante para cada partição h. 
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Como sabemos préviamente que sE Nhf ficamos simplesmente com: 

(1.\N) s (~L) -1 
N Ih (Aih)-1 

N 
= ( (A h) s A (A h) s) 

o o o o 

(AN) s 
I N L h 

(AN) s) = (A h) -1 ((A h) s -A o 

A26 _ Atualização de XL 

Os valores das variáveis nao chaves podem ser recalculados 

individualmente: 

+ • 11Xr f j E L. 

(~N) s 
r 

1 . - d I A
27

_ Atua 1zaçao e X 

Para recalcularmos os valores das variáveis chaves, podemos 

fazê-lo individualmente, desde que fique caracterizada a par 

tição a qual a variával pertence: 

I 
(X h) . 

J 

Ih 
+- (X ) j + 

N 
(A h)~ 

J 

(~N) s 
r 

A29 _ Atualização de (~~)-l 

!:J.X 
r 

, h = 1, ... ,4 

De acordo com o método de resolução exposto, podemos estabe-

lecer os seguintes cálculos: 

Os multiplicadores n. f j = 1f ••• ,m sao dados por 
J o 
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=1 

- (ÃN) ~ I (ÃN) s 
o J o r 

a. 
J 

1 I (1\N) s 
o r 

para j =I r 

para j == r 

Tendo estes valores, os elementos na nova matriz inversa da 

base de trabalho são dados por 

j ((~L)-l)j +a. ((~L)-l)j para i =f- r 
((~L) -1) ~ 

o 1 1 o r 
:::; 

o 1 
et ((~L)-l)j para i :::; r r o r 

Neste passo do algorítmo devemos atualizar a inversa da ma-

triz base de trabalho por termos aplicado o caso 1 da etapa 

2. 

De acordo com o método exposto a atualização desta matriz re 

sume-se em recalcular a linha s desta matriz, da 

forma: 

:::; 

I 
A

43
_ Atualização de (A h)-l 

j = 1' ... 'mo 

Sabendo-se que r pertence a partição h, para a 

seguinte 

atualização 

desta matriz podemos estabelecer os seguintes cálculos: 

Os multiplicadores etJ, J = l, ... ,mh são dados por 

"j= j -(~L)~ I (~L) s para j f. r 
J r 

1 I (~L) s para j = r 
r 
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Tendo estes valores, os elementos da nova matriz 
I 

(A h)-1 sao 

dados por 

para i 1- r 

para i = r 

A44 . Atualização de ~L 

Como a matriz (AI)-l foi atualizada somente a nível da par-

tição h, também esta matriz deverá ser atualizada desta for-

ma: 

~ 

A48 . cálculo de (AN)r 

O cálculo desta linha deve ser feito aproveitando-se o fato 

de estarmos no caso 2 da etapa 2, ou seja, utilizar a infor-

- (-L maçao que A ) 
r = o e r pertence a partição h. 

Nestas condições, temos que 

O referido cálculo e atualizações são feitos de forma seme -

lhante aos passos A25, A26 e A27 respectivamente, podendo 

portanto, fazerem parte de uma rotina. 



I 
A

61
. Atualização de (A h)-l 
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Sabendo-se que r pertence à partição h, para a atualização 

da referida matriz calculamos primeiramente os multiplicad~ 

j = l, ... ,mh 

-1 
-(~N)~ I (~N) ~ para j f; r 

(l. J 
J -

1 I (AN) s para j = r r 
I 

Tendo estes valores, os elementos da nova matriz h -1 -(A ) sao 

dados por 

(l 

r 

A
62

_ Atualização de ~L 

(l 

i 

É feita de forma semelhante ao passo A44 . 

A67 . Impressão dos Resultados 

para i f; r 

para i = r 

Os dados resultantes do processamento das instruções estão 

d 
.- . L I N armazena os nas var1ave1s X , X e X , que representam os 

valores das variáveis do problema proposto. Para associar-

mos estes valores às variáveis do problema original utiliza 

mos os conjuntos LX, IX e NX. 

Desta forma, a variável do problema original identificada 

L por (LX) . terá valor (X ) .• 
l l 



CAPÍTULO VI 

CONCLUSÕES 

Através do histórico da Programação Linear, podemos obser-

var que os métodos aplicáveis às mais diversas situações, surgi -

ram como extenções do Método Simplex Clássico, sob formas de esp~ 

cializações e particularizações. 

O método que néste trabalho apresentamos, com o objetivo 

de resolver problemas de Programação Linear que apresentem estru-

tura bloco-angular e variáveis canalizadas, é resultante da com-

binação de uma especialização e de uma particularização do Método 

Simplex Clássico. A primeira se aplica à problemas de Programa -

ção Linear que apresentem estrutura bloco-angular e a segunda se 

aplica à problemas de Programação Linear que apresentem variáveis 

canalizadas: 

~ÉTODO SIMPLEX CLÁSSICO 
especializações 

(Problemas de PL) 

particularizações 

MÉTODO SIMPLEX para 
aplicações em problemas 
de PL com variáveis ca­
nalizadas 

MÉTODO GGUB 

(Problemas de PL 
com estrutura 
bloco -angular) 

MÉTODO SIMPLEX para 
aplicações em problemas 
de PL com estrutura blo 
co-angular + variáveis 
canalizadas 
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Para que esta combinaçâo se tornassé possível fizemos uso 

do método G.G.U.D., que é aplicável à problemas de Programaçâo L! 

near que apresentem estrutura bloco-angular, devendo ser ressalta 

do o fato de termos usado a forma dual. 

Com a finalidade de prover a compatibilidade na forma de 

tratamento, apresentamos um Método Dual-Simplex para problemas de 

Programação Linear com variáveis canalizadas. 

A alternativa da forma dual, para concepçao do método pro­

posto, foi escolhida com vistas voltadas às facilidades computa 

cionais e pelo interesse de se seguir um caminho nâo usual. 

O desenvolvimento deste método vem possibilitar o uso mais 

racional do computador para problemas de Programaçâo Linear de 

grande porte que apresentem as características que aqui enfocamos. 

Os "ganhos computacionais'' se devem ao fato do método se 

incluir na categoria de "simplex revisado'' e ao tratamento especi 

fico dado aos conceitos básicos como soluçâo inicial, pivoteamen­

to e custos relativos. 

Uma análise mais cuidadosa do problema prático poderá au -

mentar ainda mais estes ganhos computacionais. Como exemplo dis­

to podemos tomar o contido no Capitulo V, onde através de uma pe­

quena análise da estrutura matemática do problema de programaçao 

da produçâo com horizonte de quatro meses, pudemos diminuir consi 

deravelmente o espaço necessário para armazenagem das informações 

e aumentar a rapidez nos cálculos intermediários. 

Uma possível continuaçâo deste trabalho seria a comparaçao 
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do método exposto com outros métodos aplicáveis à problemas de 

Programação Linear que apresentem as caracterlsticas de estrutu­

ra bloco-angular e variáveis canalizadas. Esta comparação pode-

ria se traduzir na forma mais concreta de se obter as 

de eficiência computacional. 

medidas 
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APt:NDICE 

CÁLCULO DA INVERSA DE MATRIZ BÁSICA 

No Capítulo II, com base nos resultados do Teorema 1, re-

escrevemos o problema bloco-angular para caracterizarmos dois sis 

temas: o Sistema de RestriçÕes Globais (reunindo a funç~o objeti-

vo e as restrições de acoplamento) e o Sistema de Restrições Lo-

cais. 

Em seguida efetuamos o pivotearnento interno no Sistema de 

Restrições Locais, colocando-o sob a forma canônica (RLC), para 

depois efetuarmos o pivotearnento externo no Sistema de Restrições 

Globais, definindo, então, o Problema Reduzido (PR): 

[ _êL _ _;_- ?. _)_ ê~-] XL 

~L ~ O : ~N XI = lU 
(PR) 

o . ' o 

XN 

[~L E = [ b J (RLC) 

q 
A subrnatriz E representa urna identidade de ordem E rni . 

i=l 

Como ~L é urna matriz n~o singular, podemos efetuar um pi­
o 

votearnento interno em (PR) e um pivotearnento externo em (RLC)corn 
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esta matriz, que tratamos por "base de trabalho". 

Após estas transformações, as restrições do problema blo-

co-angular assumiram a forma: 

- -1 -
E O (AL) AN 

0 o I 0 0 
----,-----J.-----·--- -----------

' 
o E : ~N _ ~L(~L)-l ~N 

o o 

I 
X 

b 
o 

A submatriz E representa uma identidade de ordem m . o o 

A nova disposição das restrições nos permite calcular fa-

cilmente os valores das variáveis básicas: 

=[-iL(iL)-l](AI)-l+iL(~L)-lAI(AI)-l][b J-[-~L(~L)-l:(AI)-l+~L(~L)-lAI(AI)-1] [_AA_N~-] ~ o' o o o o. o o 
-- . 

b 

Porém, da estrutura original, temos que: 
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Desta forma, deduzimos que a inversa de matriz básica , 
-1 

(AB) , d d e a a por: 

= 
... ---- ........... ---------- --·-- --- --·-···· ----·--------

' 

Assim, podemos verificar que nao precisamos trabalhar di 

retamente com a inversa da matriz básica, pois podemos obt~-la 
-L I. 

facilmente a partir das inversas de A
0 

e de A l ;i=l,2, ... ,q, de 

dimensões bem menores. 


