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RESUMO

Neste trabalho estudamos os aspectos geométricos dos grupos de Lie do ponto de vista da
geometria Riemanniana, geometria Hermitiana e geometria Kéahler, através das estruturas
geométricas invariantes associadas. Exploramos resultados relacionados as curvaturas da
variedade Riemanniana subjacente a um grupo de Lie através do estudo de sua algebra
de Lie correspondente. No contexto da geometria Hermitiana e geometria Kéahler, para
um caso concreto de grupo de Lie complexo, investigamos suas curvaturas seccionais
holomorfas e verificamos a existéncia de uma estrutura pseudo-Kahler invariante por sua
forma real compacta.
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ABSTRACT

In this dissertation, we study the geometric aspects of Lie groups from the viewpoint of
Riemannian geometry, Hermitian geometry, and Kéahler geometry through its associated
invariant geometric structures. We explore results related to curvatures of Riemannian
manifold underlying a Lie group by studying its corresponding Lie algebra. In the context
of Hermitian geometry and Kéahler geometry, for a complex Lie group case, we investigate
its holomorphic sectional curvatures and verify the existence of pseudo-Kahler structure
invariant for its compact real form.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os grupos de Lie representam o maior avanco no estudo da teoria de simetrias continuas
de objetos e estruturas matematicas, o que faz dos mesmos uma ferramenta indispensavel
no estudos de diversas dreas da matematica e fisica teérica. De acordo com Felix Klein [3],
os objetos de estudos em geometria sao as propriedades invariantes de figuras geométricas
sob a acao de grupos especificos de transformagoes. Por isso quando consideramos di-
ferentes grupos de transformacoes lidamos com diferentes tipos de geometria, tais como
geometria Euclidiana, geometria afim, ou geometria projetiva. Por exemplo, geometria
Euclidiana é o estudo das propriedades que permanecem invariantes sob a acao dos mo-
vimentos rigidos do plano (grupo Euclidiano).

Os grupos que Felix Klein utilizou para determinar esses diferentes tipos de geome-
tria foram desenvolvidos pelo matematico noruegués Sophus Lie. A teoria de Lie em seus
primérdios se preocupava com o estudo de simetrias de equacoes diferenciais, e técnicas de
integracao para esses sistemas. Sophus Lie chamava essas simetrias de ”grupo continuo”.
De fato, seu principal objetivo era desenvolver um andalogo a teoria de Galois para o es-
tudo das equacgoes diferenciais. Em termos da teoria de Galois, para uma solucao de uma
equagao polinomial por radicais existe um grupo finito associado. Correspondentemente,
para uma solugao por quadratura de equacao diferencial, estudado por Sophus Lie, existe
um grupo continuo associado, um grupo de Lie (ver [3]).

O termo "Grupo de Lie”é geralmente atribuido a Elie Cartan. Um grupo de Lie
¢ definido como sendo uma variedade diferencidavel munida de uma estrutura de grupo
compativel com a estrutura de variedade diferenciavel, no sentido de que o produto e a
aplicagao que leva um elemento no seu inverso sao diferenciaveis. Exemplos simples de



grupos de Lie sao os grupos de isometrias de R”, C" ou H". Esses grupos de isome-
trias sdo, respectivamente, o grupo ortonormal O(n), o grupo unitario U(n) e o grupo
simplético Sp(n).

Uma algebra g pode ser associada a cada grupo de Lie, esta algebra é chamada 4lgebra
de Lie. No inicio do desenvolvimento da teoria g era chamada ”grupo infinitesimal”. Um
teorema fundamental de Lie afirma que todo grupo de Lie (a menos de recobrimento
universal) é completamente determinado por sua dlgebra de Lie. Por isso, muitos dos
célculos relacionados aos grupos de Lie sdo reduzidos a problemas (frequentemente nao
triviais) estudados em g.

O estudo da geometria da variedade diferenciavel subjacente a um grupo de Lie é feito
através da geometria homogénea, onde objetos geométricos invariantes sao estudados

aproveitando-se as caracteristicas de simetria e homogeneidade encontradas nos grupos
de Lie.

O estudo dos aspectos geométricos de um grupo de Lie é marcado pelas caracteristicas
algébricas de sua algebra de Lie, j4 que a mesma se caracteriza como sendo o espago veto-
rial dos campos de vetores invariantes, a esquerda ou a direita, munido do produto dado
pelo colchete de campos de vetores, podendo ser identificada com o espago tangente no
elemento neutro do grupo. Desta forma a invariancia caracterisca dos grupos de Lie nos
permite explorar objetos nao lineares, relativos ao grupo de Lie, através do estudo de
objetos lineares relacionados com sua algebra de Lie.

Para ilustrar o que foi dito no pardgrafo acima citaremos dois exemplos que sao fontes
de pesquisa atualmente, a saber: Métricas de Einstein e fluxo de Ricci. Primeiramente,
lembrando que uma variedade Riemanniana (M, g) é do tipo Einstein se o seu tensor de
Ricci r(g) é proporcional a métrica g, isto é, se r(g) = Ag, para alguma constante A. No
caso de uma variedade Riemanniana em geral, encontrar uma métrica de Einstein é equi-
valente a solucionar uma equacao diferencial parcial nao linear. Ja no contexto invariante
dos grupos de Lie, o mesmo problema se reduz a um sistema algébrico nao linear (nao
trivial).

Em [4] é provada a existéncia de métricas de Einstein nao naturalmente redutiveis nos
grupos de Lie simples compactos SO(n) (n > 11), Sp(n) (n > 3), Es, Er7, e Eg, em [24]
sao estudadas questoes de existéncia e nao-existéncia de métricas de Einstein em solvma-
nifolds (variedades diferencidveis definida por um espago homogénio de um grupo de Lie
solivel por um subgrupo fechado).



Um outro campo de pesquisa bastante ativo atualmente em geometria diferencial é
o estudo das equacgoes do fluxo de Ricci, motivada principalmente pela solucao da con-
jectura de Poincaré apresentada por Grigori Perelman. Novamente, no contexto geral as
equacoes do fluxo de Ricci formam um sistema de equagoes diferenciais parciais. Ja no
contexto da geometria invariante as equacoes do fluxo de Ricci formam um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias, o que permite uma andlise qualitativa através da teoria
de sistemas dinamicos, ver por exemplo [11] para o caso da variedade de dimensao trés
SL(2,C). Em [42] encontramos um estudo dos Ricci solitons, que sao generalizagoes das
métricas Einstein, em duas classes de grupos de Lie nilpotentes, grupo de Heisenberg e
grupo das matrizes unitriangulares.

Além de serem utilizados como modelos construtivos para o desenvolvimento da geo-
metria, os grupos de Lie fornecem uma grande quantidade de exemplos e contra-exemplos
importantes para a teoria. Como exemplo podemos citar as Esferas de Berger, que sao
caracterizadas (identificando SU(2) naturalmente com S3) pela familia a 1-parametro de
variedades Riemannianas (S®, ¢;), onde cada g; define uma métrica SU(2)-invariante em
S3. Esta famfilia de variedades forneceu contra-exemplo para diversas conjecturas em ge-
ometria Riemanniana, ver [15], [36] e [41]. Outro exemplo interessante, no contexto da
geometria simplética e geometria Kéhler é a variedade Kodaira-Thurston (ver [35]), que
foi o primeiros exemplo de variedade simplética nao Kahler a ser descoberta.

Neste trabalho faremos um estudo das estruturas geométricas invariantes associadas
aos grupos de Lie reais, e exploraremos o caso concreto do grupo de Lie complexo SL(2, C)
seguindo os resultados da teoria da geometria Hermitiana e geometria Kahler. Procura-
mos fazer um estudo do grupo SL(2,C), do ponto de vista da geometria Hermitiana e da
geometria Kéhler, de maneira andloga ao trabalho feito em [38], no contexto da geometria
Riemanniana, para o grupo SL(2,R). O estudo da geometria Hermitiana em grupos de
Lie é uma area bastante ativa de pesquisas atuais, existem diversos trabalhos recentes
relativos a esta drea de pesquisa, ver por exemplo [1], [33], [10] e [27].

Nosso estudo geométrico dos grupos de Lie se inicia do ponto de vista da geometria
Riemanniana. Em [38] sdo exploradas as relagoes entre curvatura e outras propriedades
topoldgicas e geométricas através do estudo de um grupo de Lie arbitrario munido de
uma métrica Riemanniana invariante a esquerda, neste mesmo trabalho sao tratados os
problemas de se classificar todos os grupos de Lie que admitem métricas invariantes a
esquerda com curvatura Seccional ou de Ricci com sinal constante.

Em [38] também encontramos uma conjectura sobre a existéncia de métricas invarian-
tes a esquerda com curvatura de Ricci < 0 em SL(n,R) para n > 3, o que posteriormente
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foi comprovado com a construgao feita em [25] de métricas invariantes a esquerda em
SL(n,R), n > 3, com curvatura de Ricci estritamente negativa .

No capitulo 5 deste trabalho exploraremos os resultados encontrados em [38] estu-
dando a variedade Riemanniana subjacente a um grupo de Lie munido de uma métrica
invariante a esquerda. Exploraremos muitos resultados relacionados ao tensor de curva-
tura da conexao de Levi-Civita associada a métrica invariante a esquerda, e as relagoes
entre curvatura e outras propriedades topoldgicas e geométricas através do estudo das
curvaturas seccionais, curvatura de Ricci, curvatura escalar e propriedades algébricas da
algebra de Lie associada.

Nos capitulos 8 e 9 estudaremos as estruturas geométricas invariantes no grupo de
Lie complexo SL(2,C) utilizando a identificacao s[(2,C) = so(1,3), onde so(1,3) é a
algebra de Lie do grupo de Lorentz O(1, 3), conhecido na fisica teérica por representar as
simetrias do espaco de Minkowski. De fato, mostraremos que a componente conexa da
identidade do grupo de Lorentz O(1,3), denotada por SO*(1,3), tem com recobrimento
duplo o grupo SL(2,C), isto é, existe um homomorfismo ¢: SL(2,C) — SO™ (1, 3) tal que
ker(p) = {£I}.

No capitulo 8 investigaremos as curvaturas holomorfas e Jy-curvaturas de Ricci de
SL(2,C), onde JoX = iX, para todo X € sl(2,C). Através da decomposi¢ao de Cartan
de s0(1,3) e de caracteristicas algébricas da dlgebra de Lie so(1,3), fixada uma métrica
Hermitiana invariante & esquerda (., .) em SO (1, 3), obtivemos o seguinte resultado acerca
das curvaturas holomorfas de SL(2, C).

Proposicao I. Considerando a métrica Hermitiana invariante a esquerda ©*(.,.) em
sl(2,C) = su(2) @ s, temos

H(X)=K(X,JyX) >0, para todo X € su(2) e X € s,

No capitulo 9 estudaremos estruturas Kéhler no grupo de Lie SL(2, C), comprovando
o seguinte resultado

Proposigao I1. A variedade compleza SL(2,C) = (M5, Jy) ndo admite um métrica Kdihler
invariante o esquerda (.,.).

Posteriormente, utilizando a estrutura natural de variedade simplética do fibrado
cotangente T7(SO(3)) verificaremos a existéncia de uma estrutura pseudo-Kéhler em
SL(2, C) invariante por sua forma real compacta SU(2), isto é,



Teorema 1. FExiste uma 2-forma fechada w, compativel com a estrutura complexa J,
SO(3)-invariante, nao-degenerada que define uma estrutura pseudo-Kdhler em SO (1,3),
isto €, para campos Z, W

WZW) = w(JZ, W)+ iw(Z, W),

¢ uma estrutura pseudo-Kdihler, SO(3)-invariante em SO™ (1, 3).

Corolario I. Existe uma 2-forma fechada n nao-degenerada, compativel com Jy, SU(2)-
invariante que define uma estrutura pseudo-Kdhler em SL(2,C), isto €, para campos V,U

B(V,U) =n(JV,U) +in(V,U),

¢ uma estrutura pseudo-Kdhler, SU(2)-invariante em SL(2,C).

Os demais capitulos sao devotados ao estudo da teoria de grupos e algebras de Lie,
geometria Riemanniana, geometria (quase) Hermitiana e geometria Kahler.






CAPITULO 2

GRUPOS DE LIE E ALGEBRAS
DE LIE

Neste primeiro capitulo vamos explorar os resultados da teoria basica de grupos de Lie e
algebras de Lie. Nosso principal objetivo é estudar as relacoes entre grupos e algebras de
Lie, para posteriormente fazer uso desses resultados no estudo concreto da geometria dos
grupos de Lie. Comecamos com as defini¢oes basicas e exemplos. As principais referéncias
para os resultados deste capitulo sao [7] e [39)].

2.1 Definicoes e exemplos

Definicao 2.1 Um grupo de Lie G € definido como sendo uma variedade diferencidvel
munida de uma estrutura de grupo, de modo que a aplicacao G x G — G, definida por
(g,h) — gh™!, € diferencidvel (C™).

Denotando por e o elemento neutro de G, observamos que a aplicacdo g — ¢! é
diferencidvel, visto que a aplicagdio g — (e,g) — g~ ! é diferencidvel (C*°). Além
disso, a aplicacao (g,h) — gh de G x G — G é diferencidvel ji que a composigao
(g,h) = (g,h™') — gh é diferencidvel (C*).

Para g € G, as translacoes a esquerda L,: G — G e a direita Ry: G — G, sao definidas
respectivamente por Ly(h) = gh e Ry(h) = hg. Como as composicoes g — (h,g) — hg e
g — (g,h) — gh sao diferencidveis, segue que as translagoes sao aplicagoes diferencidveis.
Como LjoL,1 = ide DyoD,—1 = id, em ambos os casos as translacoes sao difeomorfismos,
além disso a aplicacao Cy, = Ly 0 R;-1 (conjugacao) também é um difeomorfismo.
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Exemplo 2.2 O espaco Fuclidiano R™ é um grupo de Lie com a soma de vetores.

Exemplo 2.3 Os conjunto dos nimeros complexos diferentes de zero C* formam um
grupo de Lie com a multiplicagao de nimeros complexos.

Exemplo 2.4 O circulo unitdrio S* C C* é um grupo de Lie com a multiplicagdo induzida
de C*

Exemplo 2.5 O produto cartesiano de grupos de Lie Gy X Gy com a multiplicacdao

(91792)(h17 h2) = (91h1792h2)7

e estrutura de variedade diferencidvel natural do produto cartesiano € um grupo de Lie.

Exemplo 2.6 O n-toro T" = S' x ... x S* (n € Z, n > 0) € grupo de Lie, pois é o
produto n vezes do grupo de Lie S'.

Exemplo 2.7 A variedade GL(n,R) das matrizes nao-singulares reais n X n € um grupo
de Lie com a multiplicacdo de matrizes.

Um elemento importante para o estudo dos grupos de Lie sao as algebras de Lie

Definicao 2.8 Uma dlgebra de Lie sobre R € um espago vetorial com um operador bilinear
[[]: 9 xg—g, tal que para todo XY, Z € g,

1. [X,Y]=-]Y, X]. (anti-comutatividade)
2. [X,Y], Z]+ Y, Z], X+ [[Z,X], Y] =0. (identidade de Jacobi)

Um operador bilinear satisfazendo as duas condicoes da definicao 2.8 é chamado colchete
de Lie. Como dito anteriormente, todo grupo de Lie estd intimamente ligado a uma algebra
de Lie, propriedades de um grupo de Lie podem ser examinadas através de um estudo da
sua algebra de Lie.

Exemplo 2.9 Um espago vetorial é uma dlgebra de Lie com todos os colchetes de Lie
1guUaLs a Zero.

Exemplo 2.10 O espago vetorial M,,(R) de todas as matrizes reais n X n € uma dlgebra
de Lie com o colchete de Lie dado pelo comutador

[A, B] = AB — BA.

Exemplo 2.11 Um espaco vetorial de dimensao 2 com base X,Y ¢é uma dlgebra de Lie
se definirmos o colchete de Lie por



(X, X]=[Y,Y]=0 e [X,Y]=Y,
estendendo por linearidade.

Exemplo 2.12 O espaco vetorial R® é uma dlgebra de Lie com o colchete dado pelo
produto vetorial [X,Y] = X x Y, para todo X,Y € R?

Vamos a partir de agora estabelecer como a um grupo de Lie se associa uma algebra de
Lie. Um campo vetorial X em um grupo de Lie G é invariante a esquerda (resp. a direita)
se para todo g € G tivermos

(Lg)« X = X oLy (respc. (Ry).X = X oR,y),
denotaremos por g o conjunto de todos os campos invariantes a esquerda.
Exemplo 2.13 Seja G = GL(n,R), os campos invariantes a esquerda sio da forma
X, = gXe, associados ao sistema % = gXe.
Temos o seguinte resultado (ver [39], pagina 85 para mais detalhes).

Proposicao 2.14 Seja G um grupo de Lie e g o conjunto dos seus campos invariantes a
esquerda.

1. g € um espago vetorial real, e a aplicagio ¢: g — T.(G), definida por ¢(X) = X,
¢ um isomorfismo de g com o espaco tangente T.(G) na identidade. Consequente-
mente, dim(g) = dim(7.(G)) = dim(G).

2. Campos invariantes a esquerda sao Suaves.
3. O colchete de campos invariantes a esquerda € um campo invariante a esquerda.

4. @ € uma dlgebra de Lie com o colchete de campos de vetores.

A proposigao 2.14 garante que para cada grupo de Lie G existe uma algebra de Lie
g associada e que a mesma se identifica com o espago tangente 7,.(G). Assim, definimos
a algebra de Lie de um grupo de Lie como sendo o conjunto dos campos invariantes a
esquerda, e alternativamente podemos ver a algebra de Lie de um grupo de Lie como o
espaco tangente a indentidade. Observamos que as construgoes para os campos invariantes
a direita sao feitas de modo analogo.

Exemplo 2.15 A reta real R € um grupo de Lie com a opera¢do adi¢ao. Os campos
invariantes sao os campos constantes da forma /\(%), com A € R. O colchete de dois
campos € sempre zero neste caso.

Exemplo 2.16 O conjunto das matrizes reais M,,(R) com o colchete [A, Bl = AB—BA é
a dlgebra de Lie do grupo de Lie GL(n,R), denotamos M, (R) por T.(GL(n,R)) = gl(n,R).



2.2 Homomorfismos

Consideremos G e H dois grupos de Lie, um homomorfismo ¢: G — H de grupos de Lie
¢ um homomorfismo de grupos abstratos que é diferencidavel. De modo analogo definimos
automorfismo e isomorfismo de grupos de Lie.

Observamos que para g € GG temos

poRy=Rygop e polLy=Lygoop.

Assim, Ly g 0o Ly = ¢. Pela regra da cadeia, se ¢ ¢ diferencidvel no elemento neutro
e € GG entao ¢ ¢ diferenciavel em g € G.

Considerando o fato de que os grupos de Lie sao estudados através de suas algebras
de Lie, o mesmo ocorre com os homomorfismos entre grupos de Lie, que sao estudados
através dos homomorfismos de algebras de Lie.

Sejam g e h algebras de Lie, uma aplicagao 6: g — b é um homomorfismo de algebras
de Lie se preserva os colchetes de Lie, isto é, 0[X,Y]| = [6X,0Y], para todo XY € g.
Dado um homomorfismo de grupos de Lie p: G — H, temos que ¢,: T.(G) — T.(H)
define uma transformacao linear entre as algebras de Lie g e h através da identificagao da
algebra de Lie com o espaco tangente a identidade.

Teorema 2.17 Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b respectivamente,
e seja ¢: G — H um homomorfismo de Grupos de Lie. Entdao

1. X e p.X sao p-relacionados, isto €, X, = 0. Xy, para g € G e X € g.
2. @y g — b € um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstragao. Segue em [39], pagina 90.

2.3 Subgrupos e subalgebras de Lie

Definicao 2.18 Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo. Entao, H é um subgrupo

de Lie de G se H ¢ uma subvariedade imersa de G tal que o produto H x H — H ¢
diferendiavel em relacao a estrutura intrinseca de H.

Seja g uma algebra de Lie. Um subespago h C g é chamado de subdlgebra se [X,Y] € b,
sempre que X,Y € h. Observamos que o colchete de Lie de g induz uma estrutura de
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algebra de Lie nas subdlgebras fazendo das mesmas dlgebras de Lie.

Se H é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, sua algebra de Lie h é uma
subdlgebra de Lie da algebra de Lie g de G, a verificacao disso segue do fato de que a
imersao de H em G é um homomorfismo de grupos de Lie e que a imagem de h pela
diferencial da imersao é uma subalgebra.

Exemplo 2.19 O grupo especial linear formado pelas matrizes de determinante 1
SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) =1},
¢ subgrupo de Lie de GL(n,R) com dlgebra de Lie denotado por
sl(n,R) ={X € gl(n,R) | tr(X) =0}
Exemplo 2.20 O grupo ortogonal formado pelas matrizes ortogonais
O(n) = O(n,R) = {4 € GL(n,R) | AAT = I},
¢ subgrupo de Lie de GL(n,R) com dlgebra de Lie denotado por
o(n) =o0(n,R)={X € gl(n,R) | X + XT =0}
Exemplo 2.21 O grupo especial ortogonal formado pelas matrizes ortogonais
SO(n) = SO(n,R) = {4 € GL(n,R) | AAT =1, det(A) =1},
¢ subgrupo de Lie de GL(n,R) com dlgebra de Lie denotado por
so(n) =s0(n,R) ={X € gl(n,R) | X + XT =0,tr(X) =0}

Existe uma correspondéncia biunivoca entre as subalgebras h da algebra de Lie g de
um grupo de Lie G e os subgrupos de Lie conexos H de G. Consideremos a seguinte
teorema

Teorema 2.22 Se G é um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e sejah C g uma subdlgebra.
Entao, existe um tunico subgrupo de Lie conexo H de G com dlgebra de Lie b

Demonstragao. Segue em [39], pagina 94.

Corolario 2.23 Eziste uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos conexos de um
grupo de Lie e as subdlgebras da sua dlgebra de Lie.
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2.4 Grupos de Lie simplesmente conexos

Nesta secao vamos estabelecer alguns resultados sobre grupos de Lie simplesmente cone-
xo0s. Antes disso vamos relembrar alguns conceitos importantes sobre recobrimento

e Seja X um espaco topoldgico conexo e localmente conexo por caminhos. Entao,
existe um recobrimento 7: X — X, que é simplesmente conexo. Esse recobrimento
¢ tinico a menos de homeomorfismo.

e No caso particular em que X =M é uma varledade diferenciavel conexa, seu reco-
brimento universal 7: M — M, nesse caso M é uma variedade diferenciavel e 7 é
um difeomorfismo local.

Consideremos agora G um grupo de Lie conexo. O grupo de Lie G tem um recobrimento
universal 7: G — G, o préximo teorema garante que G tem uma tnica estrutura dife-
renciavel e que m é uma aplicacao C'*° nao-singular, além disso, uma estrutura de grupo
de Lie pode ser induzida em G fazendo do mesmo um grupo de Lie e 7 um homomorfismo
de grupos de Lie.

Teorema 2.24 Todo grupo de Lie conexo G admite um recobrimento universal szmples—
mente conezo G que € um grupo de Lie de modo que a aplicacdao de recobrimento m: GG
¢ um homomorfismo de grupos de Lie.

Demonstragao. Segue em [39], pagina 100.

A proposicao seguinte é importante para os nossos propositos no capitulo 7

Proposicao 2.25 Sejam G e H grupos de Lie conexos, e seja p: G — H um homo-
morfismo de grupos de Lie. Entao, p é uma aplicagcao de recobrimento se, e somente se,

o T(G) = T.(H) € um isomorfismo.

Demonstracao. Segue em [39], pdgina 100.

O proéximo resultado estabelece uma ligacao entre os homomorfismos de algebras de
Lie de um grupos de Lie simplesmente em um grupo de Lie qualquer e homomorfismo dos
grupos de Lie subjacentes.

Teorema 2.26 Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b respectivamente e
com G simplesmente conexo. Seja v : g — b um homomorfismo. Entao, existe um unico
homomorfismo ¢: G — H tal que @, = .

Demonstracao. Segue em [39], pagina 101.
Corolario 2.27 Se G e H sao grupos de Lie simplesmente conexos com dlgebras de Lie

1somorfas, entao G e H sao isomorfos.
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2.5 Aplicagao exponencial

Definicao 2.28 Um homomorfismo ¢: R — G € um subgrupo a 1-parametro de G.

Definicao 2.29 Seja G um grupo de Lie, e seja g sua dlgebra de Lie. Consideremos
X € g. Entao

AL AX

¢ um homomorfismo da dlgebra de Lie R em g. Como (R, +) € grupo de Lie simplesmente

conexo, pelo teorema 2.26, eriste um unico homomorfismo
expy: R = G, tal que (expx).(AL) = AX.

Em outras palavras, t — expx (t) = exp(tX) é o unico subgrupo a 1-pardmetro de G cujo
vetor tangente em 0 é X.. Definimos a aplicacao exponencial por

exp: g = G, de modo que exp(X) = expy(1).

A seguinte proposicao nos fornece alguns resultados acerca da aplicacao exponencial
e dos fluxos associados aos campos invariantes.

Proposicao 2.30 Para a exponencial definida anteriormente valem os sequintes resulta-
dos

1. O grupo a 1-parametro de difeomorfismos X; associado a um campo invariante a
esquerda X € dado por

Xt = Rexpex), isto €, Xy(g) = gexp(tX), para todo g € G.

2. exp: g — G € de classe C™ e (exp).: To(g) — T(G) € a aplicagao identidade (com
a identificacio g = T.(G)), assim exp € um difeomorfismo de uma vizinhan¢a de
0 € g em uma vizinhanga de e € G.

3. Para todo X € g, e s,t € R,
exp(t + s)X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX),

isto €, os elementos do subgrupo {exp(tX) | t € R} comutam entre si.

4. Sejam XY € g. Entao, [X,Y] = 0 se, e somente se, exp(tX) exp(sY) = exp(sY) exp(tX),
para todo t,s € R.

Demonstragao. Segue em [39], pagina 103.
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Exemplo 2.31 Como visto no exemplo 2.13 os campos invariantes a esquerda em G =
GL(n,R) sao da forma X, = gX., associados ao sistema linear

dg

- = gX,
at 7
no espaco de matrizes. A solugao fundamental desse sistema € dada pela exponencial de

matrizes exp(Xe) = Y, 50 %, que € exatamente a aplica¢ao exponencial de GL(n,R).

Teorema 2.32 Seja ¢: H — G um homomorfismo, entao o sequinte diagrama é comu-
tativo:

ou seja p(exp X) = exp(p.X).
Demonstragao. Segue em [39], pagina 104.

Consideremos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.33 Seja G um grupo de Lie conexo e U C G uma vizinhang de e € G.
Entao

G=U,U",
onde U ={g1...9n | 9o €U, a=1,...,n}.

Demonstragao. Segue em [7], pagina 31.

A proposicao 2.33 nos permite estabelecer o seguinte resultado para grupos de Lie
CONexos

Proposicao 2.34 Seja G um grupo de Lie conexo e tome g € G. FEntdo, existem
Xi,..., X5 €g tal que

g =exp(Xy)...exp(X5y)

Demonstracao. A partir do item 2 da proposicao 2.30 , podemos tomar U C G
vizinhanca de e € G para qual exp: W — U é difeomorfismo, onde W C g é vizinhancga
de 0 € g, e da proposicao 2.33 temos o resultado. m
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2.6 Representacoes

Exploraremos agora um caso particular de homomorfismo de grupos de Lie. As repre-
sentagdes sdo homomorfismos em que o contradominio é o grupo linear GL(n, R), de ma-
neira mais geral podemos considerar uma representagao como sendo um homomorfismo
em que o contradominio é o grupo GL(V'), onde V' é um espaco vetorial de dimensao finita
e GL(V) é o grupo dos automorfismos lineares de V. Denotemos por p: G — GL(V) o
homomorfismo que define a represntacao de G em V. Para cada elemento g € G temos
p(g): V — V um isomorfismo linear.

Para uma representagao diferencidvel p: G — GL(V) de G em V' denotaremos por
gl(V') a algebra de Lie do grupo de Lie GL(V), que consiste em ser o espago das trans-
formacoes lineares V' — V com o colchete de Lie dado pelo comutador. Denotemos por
p«: 8 — gl(V) a diferencial na identidade da representagdo de G em V. Pelo teorema
2.32 temos a seguinte férmula que relaciona a representacao com sua diferencial na iden-
tidade

plexp(X)) = exp(p.X).
A exponencial do segundo menbro da equacao é a do grupo linear, portanto, pode ser

expressa como série de poténcias exemplo 2.31.

Existe uma representacao natural de um grupo de Lie G' em sua propria algebra de
Lie g. Para cada elemento g € G existe um automorfismo associado C,: G — G, definido
por Cy(z) = grg™*, z € G. Como Cy(e) = e temos (Cy).: g — g.

Obtemos assim uma representacdo g — (Cy). de G em g, observando que (Cy), o
(Ch)x = (Cyn)« € que (Cy).: g — g € isomorfismo linear.
Definicao 2.35 Definimos a representa¢io adjunta Ad: G — GL(g) de G em g por
Ad(g) = (Cg)s: g — @

Do teorema 2.32 temos a seguinte formula relacionando a representagao adjunta com
a conjugacao

gexp(X)g— = Cy(exp(X)) = exp(Ad(g)X)

Exemplo 2.36 Observamos que no caso de G = GL(n,R), para B € GL(n,R) e X €
gl(n,R) temos Ad(B)X = BXB™!.

Denotando por ad: g — gl(g) a diferencial da aplicacao Ad: G — GL(g) no elemento
neutro, temos a seguinte proposicao
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Proposicao 2.37 Seja G é um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e seja X,Y € g.
Entao

ad(X)Y = [X,Y].

Demonstragao. Segue em [39], pagina 115.

De acordo com o diagrama do teorema 2.32, para todo grupo de Lie G com &lgebra
de Lie g, temos

Ad(exp(X)) = exp(ad(X)Y),

para todo X,Y € g.

2.7 Subgrupos fechados

Nesta secao vamos estudar os subgrupos fechados de um grupo de Lie. Nosso principal
objetivo é explorar o teorema do subgrupo fechado de Cartan, que garante que todo sub-
grupo fechado de um grupo de Lie é de fato um subgrupo de Lie. Primeiramente, como
visto na proposicao 2.34 todo elemento de um grupo de Lie conexo pode ser escrito
como o produto de exponenciais de elementos de sua &algebra de Lie. Em outras pala-
vras, se G é conexo com algebra de Lie g, entdo G = (exp(g)), isto é, G é gerado por
exponenciais de elementos de sua algebra de Lie. Os resultados dessa sec¢ao podem ser
encontrados em [39] e [7].

Para um subgrupo de Lie G denotemos por Gy a componente conexa que contém o
elemento neutro e € G. Lembrando que um subgrupo H de um grupo G é normal se, e
somente se, H = gHg™!, para todo g € G, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.38 Denotando Go a componente conexa do elemento neutro de G. Entao,
Gy € subgrupo fechado e normal de G. Qualquer outra componente conexa é uma classe
lateral gGy = Gog. Reciprocamente, toda classe lateral gGo = Gogg € uma componente
conezxa.

Consideremos o seguintes resultados acerca do produto de exponenciais e colchetes.
Estes resultados sao fundamentais para o teorema do subgrupo fechado de Cartan.

Proposicao 2.39 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Para X,Y € g vale

[<

exp(X +Y) = lim,_ (exp(2) exp(L))"
Proposicao 2.40 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Para X,Y € g vale
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X Y =X =Y
n cn n

e n €

)7L2

As prosigoes 2.39 e 2.40 nos garantem o seguinte resultado

exp(—[X,Y]) = lim, o (ene

Proposicao 2.41 Seja G' um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se H C G € um
subgrupo fechado de G, entao temos que
e ={X €g| exp(tX) € H, Vt € R},
€ subdlgebra de Lie de g.
O préximo resultado é muito importante para o estudo dos subgrupos de Lie, esse

resultado nos permitira reconhecer um subgrupo de Lie a partir de caracteristicas to-
pologicas.

Teorema 2.42 Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie
com dlgebra de Lie by .
Seguem alguns exemplos gerais de subgrupos fechados de grupos de Lie.

Exemplo 2.43 Seja G um grupo de Lie, definimos o centralizador de g € G por

Z(g) ={r e G| xg=gr}.
Entao, Z(g) € fechado em G. De fato, como x € Z(g) se, e somente se, Cy(x) = grg™' =
x, isto €, Z(g) € o conjuto onde Cy; coincide com a aplicagdo identidade. Como G € espago
topolgico de Hausdorff Z(g) € conjunto fechado.

Exemplo 2.44 Seja G um grupo de Lie, consideremos o centro de G definido por
Z(G)={9€ G| gr=ug, VeeG}.
Entao Z(G) € subgrupo fechado de G. De fato, temos Z(G) = (\,eq Z(g), como visto

anteriormente cada Z(g) € fechado.

Exemplo 2.45 Os exemplos 2.19, 2.20 e 2.21 sdo exemplos de subgrupos fechados de
GL(n,R).

O teorema do subgrupo fechado nos permite estabelecer o seguinte resultado no con-
texto de homomorfismos

Teorema 2.46 Seja p: G — K um homomorfismo de grupos de Lie. Se denotarmos
H = ker(p) e h = ker(p,), entao H é um subgrupo de Lie fechado de G com dlgebra de
Lie b.

Demonstragao. Pela defini¢ao de ker(p) e como ¢ é uma aplicagdo continua, segue que
H é subgrupo fechado, e portanto subgrupo de Lie. Agora, X € g é elemento da algebra
de H se, e somente se, exp(tX) € H, para todo t € R, que ocorre se, e somente se,
p(exp(tX)) = e, para todo t € R. Esta tltima afirmacao é equivalente a exp(t.X) = e,
para todo t € R, isso acontece se, e somente se ¢, X = 0. Logo h = ker(p.) é a algebra
de Lie de H = ker(y). m
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2.8 Homomorfismos continuos

Nesta secao trataremos de alguns resultados relacionados a homomorfismos continuos.
Nosso principal objetivo é mostrar que homomorfismos continuos entre grupos de Lie sao
de fato diferenciaveis.

Um problema interessante na teoria de grupos de Lie é decidir quando um grupo
topoldgico conexo localmente Euclidiano admite uma estrutura diferenciavel que faz do
mesmo um grupo de Lie. Esse problema foi proposto por Hilbert e submetido ao Con-
gresso internacional de Matematica em 1900, e foi resolvido com uma resposta afirmativa
por Gleason junto com Montgomery e Zippen em 1952; detalhes em [28].

Esse primeiro resultado sera fundamental na demostracao do resultado principal desta
secao.

Teorema 2.47 Seja p: R — G um homomorfismo continuo da reta real R em um grupo
de Lie G. Entao, ¢ € diferencidvel (C™).

Demonstragao. Segue em [39], pagina 109.

Agora vamos estabelecer um resultado muito importante no contexto de homomorfismo
de grupos de Lie.

Teorema 2.48 Seja ¢: H — G um homomorfismo continuo de grupos de Lie. Entao ¢
¢ diferencidvel (C').

Demonstracao. Seja H grupo de Lie de dimensao n, fixemos Xi,..., X, base de b,
algebra de Lie de H. Consideremos a aplicagao ¢: R™ — H, definido por

Uty ... tn) = (exp(t1X7)) ... (exp(t,Xn))

¢ uma aplicacao C*, e nao-singular em 0 € R", logo, existe uma vizinhanca V' de 0 € R”
difeomorfa por ¢ com uma vizinhanga U de e € H. Como t, — @(exp(taXas)) é um
homomorfismo continuo de R com G, portanto é C*°(teorema 2.47). Assim @ o1 é
C*, e portanto ¢|y, que pode ser expressa por (¢ o) o ¢~ ty, é C*°. Como ¢l =
Ly oo Lg-1|gu, ¢ ¢ C® em todo H. m

Corolario 2.49 Um grupo topolégico localmente Euclidiano que satisfaz o sequndo axi-
oma de enumerabilidade admite apenas uma estrutura diferencidvel que faz do mesmo um
grupo de Lie.
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Demonstracao. A aplicacao identidade fornece um difeomorfismo entre duas quaisquer
estruturas diferencidveis. m

Neste trabalho nosso interesse estd apenas nas estruturas C*°. De acordo com [32],
podemos mostrar que o conjunto de estruturas C'*° contém uma estrutura analitica (as
funcoes de transicao waowﬁ_l, relacionadas aos mapas coordenados v, e 13, sdo analiticas).
Dentro deste contexto é possivel mostrar que todo homomorfismo continuo entre grupos
de Lie é analitico.

2.9 Variedades homogéneas e Acoes de Grupos

Vamos explorar agora os conceitos elementares das variedades homogeéneas, ou espacos ho-
mogeéneos, que tem um papél importante no estudo das variedades diferenciaveis. Comegamos
com o seguinte teorema.

Teorema 2.50 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, e seja G/H o con-
gunto das classes laterais {gH | g € G} mddulo H. Denotemos por m: G — G/H a
projecao natural w(g) = gH. Entdo G/H tem uma estrutura inica natural de variedade
diferencidvel tal que

1. ™ é submersao de classe C°.

2. Ezistem sec¢oes local suaves de G/H em G; isto é, se gH € G/H existe um vizi-
nhangca W de gH e uma aplicagao diferencidvel 7: W — G tal que wo 7 = 1d.

Demonstragao. Segue em [39], pagina 120.

Assim, definimos as variedades homogéneos da seguinte forma.

Definigao 2.51 Variedades da forma G/H, onde G é um grupo de Lie e H é um subgrupo
fechado de G, e variedades com uma tnica estrutura diferencidvel satisfazendo 1) e 2) do
teorema 2.50 sao chamadas variedades homogéneas.

Como no caso de aplicagoes continuas em relacao a topologia quociente, temos o
seguinte resultado para variedades homogéneas.

Proposicao 2.52 Uma fun¢ao f: G/H — M, entre uma variedade homogénea G/H e
uma variedade diferencidvel M, é diferencidvel se, e somente se, f om é diferenciavel.

Demonstracao. Se f é diferenciavel, pelo teorema 2.50, certamente f o 7w ¢é dife-
rencidvel. Agora, suponha que f o7 é diferencidvel. Para cada gH € G/H existe uma
vizinhanga W em G/H e uma secao 7: W — G diferencidvel (C*), tal que m o7 = id
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em W. Assim temos f | W = (f o m) o 7 diferenciavel, como W é uma vizinhanga de um
elemento arbitrario em G/H, temos f diferenciavel. m

Definiremos agora o conceito de agoes de grupos de Lie em variedades diferenciaveis.

Definigao 2.53 Seja M uma variedade diferencidavel e G um grupo de Lie. Uma ag¢ao
diferenciavel a direita de G em M ¢é uma aplicacao diferencidvel x: G x M — M, tal que
(9,x) = gxz, onde cada g € G define um difeomorfismo gx: M — M, de modo que

1. exx =, para todo x € M ;

2. (gh)xx = g% (h*x), para todo x € M e g,h € G.

Para facilitar a notacao denotamos a acao de um elemento g € G em x € M apenas
por gxr em vez de g % x, sem que haja confusao com o produto definido no grupo. De
modo anélogo podemos definir agao a direita M x G — M, com (x,g) — = * g = xg.

Dadas as condicoes da definicao 2.53 a variedade M é chamada de G-espago. Dize-
mos que GG age transitivamente em M se existe zg € M tal que g — gxy € uma aplicacao
sobrejetora de G em M. Definimos a 6rbita de um elemento x € M como sendo o con-
junto O(z) = {gz € M | g € G}, assim uma acao ¢é transitiva se existe zo € M tal que

Se M é um G-espago e xg € M,

H,, ={9€ G| grog=mo}

é subgrupo fechado de G, chamado subgrupo de isotropia de xy. Temos o seguinte resul-
tado relacionando acoes e variedades homogéneas.

Proposicao 2.54 Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel, de modo
que G age transitivamente em M. Dado xg € M, seja H,, o subgrupo de isotropia de x.
O mapa

6: G/H,, — M, definido por ¢(gHo) = g,
¢ difeomorfismo.

Demonstragao. Segue em [39], pagina 123.

Seguem alguns exemplos de agoes e variedades homogéneas.

Exemplo 2.55 Consideremos ey, ..., e, a base canonica do espaco R™. Definimos a a¢do
de GL(n,R) em R", de modo que
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geg = Y., Yapea, para todo g = (gop) € GL(n,R) ees, B=1,...,n.

Temos assim uma agdo de GL(n,R) em R".

Exemplo 2.56 Denotemos por (.,.) o produto interno canénico de R". Se g € O(n,R),
entio gg7 = I. Assim, se v € R"

(gv, gv) = (v, 99" v) = (v,0);

isto é, os elementos de O(n,R) preservam o comprimento dos vetores de R™. Podemos
entdo considerar a agao O(n,R) x S" 1 — S"7 1 esta acao é transitiva. Além disso,
tomando e; € S™! temos

H:{([l) ?4) |A€O(n—1,R)},

subgrupo de isotropia de ey € R"™. Temos a identifica¢ao natural de H,, com O(n —1,R).
Assim, pela proposig¢ao 2.54, O(n,R)/O(n —1,R) = S"1,

Exemplo 2.57 Por argumentos similares aos do exemplo anterior é possivel mostrar que
SO(n,R)/SO(n — 1,R) = Sn~1.

Exemplo 2.58 A variedade Grassmaniana real G, ,(R) dos p-planos em RPT? € o con-
gunto de todos os subespacos p-dimensionais de RPYY com estrutura de de variedade

construida da sequinte forma. Seja z',...,xPT9 o sistema de coordenadas natural em
RP*4 onde cada xF: RPY? — R € um mapa linear. Para cada conjunto de inteiros
a={ay,...,op} tal quel < oy < ... <y, <p+gq, seja U, o subconjunto de G, ,(R) for-
mado por todos os subespagos p-dimensionais S tal que x**|S, ..., x*|S sdo linearmente
independentes. Vamos definir um mapa pq: Uy — Mpyo(R) = RPL. Seja {ogi1, ..., 0pig}
o complemento de {on,...,op} em {1,...,p+ q} ordenado de maneira crescente. Como
para cada S € U,, o conjunto x*'|g,...,x*|s forma uma base para o espago dual S*,

podemos escrever
+k _ ¥4 k(. _
P g = 1:13l($l|5); k=1,...,q.

Definimos entio pq(S) = (sF) € Myug(R) = RPY, para cada S € U,. E ficil ver que
Vot Uy = My (R) =2 RP? € um sistema de coordenadas locais em G, 4(R) e que a familia
de (p+q) cartas (Uy, @o) formam um atlas, fazendo de G, ,(R) uma variedade diferencidvel

p
de dimensao pq.

O grupo GL(p + ¢, R) age em RPT? levando subespagos p-dimensionais em subespagos
p-dimensionais por isso pode ser considerado como um grupo de trasformacgoes agindo em
Gpq(R). Essa agdo é diferencidvel e transitiva. Se Sy denota o subespago p-dimensional
gerado pelos primeiros p vetores da base canonica de RPYY, o subgrupo de isotropia Hg,
de Sy € dado por
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Hs, = {(; I ) GGL(erq,R)},

onde 0 denota a matriz nula de ordem q x p. Por isso G,4(R) pode ser visto como o
espago quociente GL(p + q,R)/Hg, do grupo de Lie GL(p + q,R) pelo subgrupo de Lie
fechado Hg,.

Exemplo 2.59 Por argumentos similares ao que foi feito no exemplo anterior, podemos
mostrar que o grupo ortogonal O(p+q) age diferencialmente e transitivamente em G, ,(R),
assim podemos escrever G, ,(R) como o espaco quociente O(p + q)/O(p) x O(q), onde

ot <ot = { (¢ ) 14€00). Beow}

Como O(p+q)/O(p) x O(q) € compacta, seque que G, 4(R) também é variedade compacta.

Exemplo 2.60 A variedade Grassmaniana real Gy ,(R) € conhecida como espago proje-
tivo, e denotada por RP™. Como visto anteriormente RP™ € uma variedade homogénea.
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CAPITULO 3

GRUPOS DE LIE SEMI-SIMPLES

Neste capitulo estudaremos os grupos de Lie semi-simples. Na primeira secao vamos
explorar os conceitos e resultados elementares da teoria de algebras de Lie semi-simples.
Posteriormente estudaremos as formas reais de uma algebra de Lie semi-simples e a decom-
posicao de Cartan, tanto no nivel da algebra quanto no nivel do grupo de Lie associado.
As principais referéncias para os resultados desse capitulo sao [20] e [29].

3.1 Algebras de Lie semi-simples

Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita. Definimos recursivamente

g =g, gV =1Jg,g], g = [gkD, gtV

observando que para A, B C g, temos [A, B] = spang{[X,Y]| X € A, Y € B}. Obtemos
uma série decrescente

conhecida como série derivada de g. Cada elemento da série derivada é de fato uma

subalgebra de g, como podemos observar pela definicao dos elementos da série.

Uma algebra de Lie g é chamada solivel se g*) = 0, para algum k& € Z. Seguem
alguns exemplos de algebras soluveis.

aq *

Exemplo 3.1 A dlgebra de Lie de matrizes g = { . }, com o colchete dado

pelo comutador de matrizes.
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Exemplo 3.2 A dlgebra de Lie de matrizes g = { }, com o colchete dado
pelo comutador de matrizes.

Se i C g é um subespaco que satisfaz [X,Y] € i, para todo X € ge Y € i, dizemos
que i é um ideal de g. Pela definicao do quociente de espagos vetoriais, e considerando
i C g ideal, temos que o espago g/i é uma algebra de Lie com estrutura induzida de g
pela projegao canénica 7: g — g/i.

Como todo ideal é uma subdlgebra, podemos nos perguntar sobre a solubilidade dos
ideais de uma algebra, temos a seguinte proposicao acerca de ideais soltiveis de uma
algebra.

Proposicao 3.3 Sei € um ideal solivel de g e se g/i € solivel, entio g é solivel.

Demonstracao. Com a estrutura de algebra de Lie induzida de g em g/i a projegao
canodnica 7: g — g/i ¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie, suponha que (g/i)*) = 0 para
algum k € N. Temo que 7(g) = g/i = 7(g™) = (g/i)™, para todo n € N. Assim temos
m(g®) =0 = g® C1i, como i?¥) = 0, para algum [ € N, temos g*+!) = (gt C i) = 0,
e g soluvel. m

Esta proposicao nos permite estabelecer o seguinte resultado

Proposicao 3.4 Se g é uma dlgebra de Lie de dimensao finita, entao existe um unico
1deal v de g que contém todos os ideais soluveis de g.

Demonstracao. Primeiramente observamos que se i; e i sao dois ideais soluveis de g,
entao i; + iy ¢é ideal solivel. De fato, pelo teorema de isomorfismos temos

i +1a/ip X iy /i) Nig,

como i; é soluvel, iy /i; Ny é soluvel e dai que iy +1iy/is é solivel. Como iy é soluvel, pela
proposicao 3.3 segue que i; + iy € soliuvel.

Agora, denote por n a dimensao maxima dos ideais souveis de g e v um ideal soltuvel
com dim(r) = n. Seja i um ideal soluvel de g, pelo que foi visto acima, t + i é soluvel.
Pela maximalidade da dimensao dos ideais soliveis, temos dim(v + i) = dim(r), assim
i Ct+1iCr. Assim temos t ideal solivel que contém todos os ideais soltiveis de g. =
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O ideal soluvel v de uma algebra de Lie g que contém todos os outros ideais soliiveis
de g é chamado de radical soliivel, e muitas vezes é denotado por t = v(g).

A partir da construcao anterior do conceito de radical soliivel podemos definir as
algebras de Lie semi-simples da seguinte forma.

Definicao 3.5 Uma dlgebra de Lie g é chamada semi-simples se ndo possui nenhum ideal
soliwel, isto €, de v(g) = 0.

Um conceito importante para o estudo das algebras de Lie é o conceito de algebra
de Lie simples. Definimos o centro de uma algebra de Lie g como sendo o ideal

Z(g)={Xeg|[X,Y]=0,VY € g}.

Uma dlgebra de Lie g é abeliana se [g,g] = 0, isto é, se g = Z(g).

Definicao 3.6 Uma dlgebra de Lie € dita simples se ndo € abeliana e nao possui ideal
proprio nao-nulo.

Temos o seguinte resultado relacionado a algebras simples e dlgebras semi-simples

Proposicao 3.7 Em uma dlgebra de Lie simples [g,9] = g. Toda dlgebra de Lie simples
€ semi-stmples.

Demonstragao: Segue em [19], pagina 33.

Exemplo 3.8 Consideremos a dlgebra de Lie s1(2,R) do grupo de Lie SL(2,R). Fizamos
a sequinte base {X, H,Y'}, tal que

X:(O 1)7 H:(l 0)7 Y:(O O)}
00 0 -1 10
temos a sequinte relacao de colchete dado pelo comutador
[H,X]|=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]=H.
Tome Z = aX +bH + cY € sl(2,R), entdo
ad(X)Z = —2bX + cH, ad(X)?Z = —2cX.

Assim, se i C sl(2,R) € um ideal nao-nulo, tomando Z € i, pelo que foi visto acima
X ei, assim H = [X,Y] €1, Y = —3[H,Y] € i. Temos entio i = sl(2,R), concluindo
que sl(2,R) € simples, e portanto semi-simples.
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Uma ferramenta importante para o estudo das algebras de Lie semi-simples é a forma
de Cartan-Killing , que é definida da seguinte forma.

Definicao 3.9 Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. A forma de Cartan-Killing
de g € a forma bilinear simétrica definida por

K(X,Y) =tr(ad(X)ad(Y)), para X,Y € g.

A forma de Cartan-Killing nos permite estabelecer a seguinte caracterizagao das
algebras de Lie semi-simples.

Teorema 3.10 Uma dlgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se, a sua forma de
Cartan-Killing k € nao-degenerada.

Demonstragao: Segue em [19], pagina 50.

3.2 Formas reais e decomposicao de Cartan

Nesta secao vamos estabelecer alguns resultados acerca das algebras de Lie semi-simples
que utilizaremos posteriormente no capitulo 9, onde estudaremos a existéncia de estru-
tura pseudo-Kahler no grupo de Lie SL(2,C).

Até o momento estudamos resultados associados as dlgebras de Lie sobre o corpo dos
numeros reais. Para os capitulos posteriores sera importante o estudo das algebras de
Lie sobre o corpo dos niimeros complexos, tendo em vista que nosso estudo concreto sera
sobre um grupo de Lie com &algebra de Lie complexa.

Consideremos g uma algebra de Lie real, e denotemos por g€ sua complexificacdo, isto
é, g° = g ®r C. Uma algebra de Lie complexa nada mais é que um espaco vetorial sobre
C cujo colchete de Lie é bilinear sobre C. Nesta secao vamos estudar as formas reais de
uma algebra de Lie complexa.

Exemplo 3.11 O espac¢o vetorial complexo M, (C) de todas as matrizes com o colchete

de Lie dado pelo comutador de matrizes ¢ uma dlgebra de Lie complexa denotada por
gl(n,C).

Exemplo 3.12 O subespaco de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de
matrizes

sl(n,C) = {X € gl(n,C) | tr(X) = 0}
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Exemplo 3.13 O subespaco de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de
matrizes

u(n) = {X € gl(n,C) | X + X* =0}

Exemplo 3.14 O subespago de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de
matrizes

su(n) ={X € gl(n,C) | X + X* =0,tr(X) =0}

Definigao 3.15 Seja g uma dlgebra de Lie complexa, uma dlgebra de Lie real go € cha-
mada forma real de g se go ®r C = g.

Seja g é uma algebra de Lie sobre R e g© sua complexificacio. Como o traco de uma
transformacao permanece o mesmo ao se fazer uma extensao no corpo de escalares, temos
que a forma de Cartan-Killing de g© coincide com a forma de Cartan-Killing de g quando
restrita a g. Uma forma bilinear é ou nao degenerada se, e somente se, o determinante de
sua matriz é ou nao nulo em alguma base. Como uma base de g ¢ uma base de g© sobre
C, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.16 Uma dlgebra de Lie g real é semi-simples se, e somente se, sua com-
plezificacao g€ € semi-simples.

Demonstracao. Segue em [6], pagina 87.

O estudo das algebras de Lie semi-simples segue com sua classificagao que pode ser
encontrada em [6] e [17] entre outras referéncias. Para nossos objetivos seguimos nos
estudos de formas reais de dlgebras complexas.

Como corolario da proposigao 3.16 temos.

Corolario 3.17 Se g9 € a forma real de uma dlgebra de Lie complexa g, entdo gy €
semi-simples se, e somente se, g € semi-simples.

Uma algebra de Lie gy é chamada compacta se sua forma de Cartan-Killing é negativa
definida. Consideremos g uma algebra de Lie de matrizes sobre R fechada pela operagao
X — XT. Entdo gy é soma direta do conjunto das matrizes anti-simétricas t, com o
conjunto das matrizes simétricas po. A complexificacao g de gy = ty ® po é dada por

g = go D 1g0.

O espaco vetorial real uy = ty @ ipy é fechado pelo colchete dado pelo comutador de
matrizes e consiste da dlgebra das matrizes anti-Hermitianas (X* = —YT). A forma de

27



Cartan-Killing é negativa definida em uyg, isto é, uy é uma dlgebra de Lie compacta (ver
em [19], pagina 348). Denotando t = t5 e p = p§, podemos escrever g = t @ p. Temos
que complexificacao u§ é a algebra g, isto é, u§ = t @ p. A dlgebra uy é uma forma real
compacta de g.

De modo geral dada uma algebra de Lie complexa g uma forma real compacta é uma
algebra de Lie real compacta gg tal que g = go ®x C. Uma pergunta natural que aparece
é sobre a existéncia de formas reais compactas para algebras complexas, tendo em vista
que neste caso a forma de Cartan-Killing é nao-degenerada quando restrita a forma real
compacta. O préximo teorema nos fornece informagoes sobre a existéncia de formas reais
compactas para o caso semi-simples.

Teorema 3.18 Se g é uma dlgebra de Lie complexa semi-simples, entdo g admite uma
forma real compacta ugy

Demonstragao. Segue em [19], pagina 353.

Uma ferramenta importante no estudo das formas reais sao as involucoes. Conside-
remos V um espaco vetorial real e denotemos por VC sua complexificacao, os elementos
de V€ se escrevem da forma X + Y, com X,Y € V. Podemos definir a conjugacio
6: vt - v©

O(X +iY) = X —iY.

A aplicagdo 0 satisfaz 62 = 1 (involugdo) e 6(2zX) = zX, sendo linear apenas sobre os
reais (antilinear). Temos V = {X € V€ | §(X) = X }.

Definicao 3.19 Seja W um espaco vetorial complexo. Uma conjugacao em W € uma
transformacao antilinear 0: W — W, que € uma invilolugdo 6% = 1

Denotando por Wx a realificagao de W. Uma conjugacao em W nos fornece uma de-
composicao em autoespacos Wg = W7 & W_;, de modo que Wr = W, & iW;, portanto W
pode ser visto como o complexificado de W7 = {X € W | §(X) = X}. Assim, diferentes
conjugacoes de W nos fornecem diferentes maneiras de ver W como complexificagao de
um espago real, em outras palavras, existe uma correspondéncia biunivoca entre as con-
jugacoes de um espago vetorial complexo W e seus subespagos reais que se complexificam
em W.

Exploraremos os resultados associados as formas reais, e suas relativas conjugagoes, no
contexto das algebras de Lie semi-simples complexas. O proximo resultado nos fornece as
relacoes entre duas diferentes formas reais de uma algebra de Lie semi-simples complexas.
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Teorema 3.20 Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa, w uma forma real
compacta de g e gg uma forma real qualquer de g relacionada a uma conjugacao o. Entao,
existe um automorfismo ¢ de g tal que o comuta com a conjugacdo relacionada a forma
compacta ¢(u).

Demonstragao. Segue em [6], pagina 335.
Dentro das hipdteses do teorema 3.20, consideremos 7 a conjugacao associada a
forma real compacta u de g. O teorema 3.20 diz que, sem perda de generalidade,

podemos supor que o7 = 70, 0 que significa que gg € invariante por 7 e u é invariante por
o. Consideremos o seguinte resultado.

Proposicao 3.21 Sejam go e g1 duas formas reais de uma dlgebra de Lie complexa g e
0,01 suas respectivas conjugacoes tais que ooy = o10. Entao,

g1 = (g1 N go) D (g1 Nigo)-
Demonstragao. Segue em [6], pagina 334.
Sendo g uma algebra semi-simples complexa com forma real nao compacta gg e forma

real compacta u, denotando por 7 a conjugacao associada a u. Como gq é invariante por
T, sua restricao 7|y, = 6 é uma involucdo de gy que nos fornece uma decomposicao

go =t D po
conhecida como decomposicao de Cartan, onde t) = ggNu e po = go Niu, e além disso
[to, to] C to, [to,Po] C Po, [P0, Po] C to. (3.1)

Uma involugao de Cartan # em uma &algebra de Lie real semi-simples gy é uma
involucao , 62 = 1, de modo que g se decompoe em soma de autoespacos tg e py associados
a 1 e —1, respectivamente, tal que as relagoes de colchete (3.1) sao satisfeitas por tg e po.

O teorema 3.18 combinado com o teorema 3.20 nos fornecem o seguinte corolario

Corolario 3.22 Seja g uma dlgebra de Lie complexa semi-simples. FEntao, as tunicas
involugoes de Cartan de gr sdo as conjugacoes com respeito a formas reais compactas de

g.

Nosso interesse no estudo da decomposicao de Cartan esté voltado para o estudo dos
grupos de Lie com algebra de Lie semi-simples.

Definicao 3.23 Um grupo de Lie G € chamado semi-simples se sua dlgebra de Lie é
semi-simples.
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Dado um grupo de Lie semi-simples G' com algebra de Lie g. Pelos resultados ante-
riores sabemos que existe uma involugao de Cartan associada a g, e que quaisquer duas
involucdes estao relacionadas por um automorfismo de g®. Estabeleceremos um resultado
importante para os nosso propoésitos relacionados as decomposicoes de Cartan no nivel
dos grupos de Lie que integram as algebras de Lie semi-simples.

Teorema 3.24 Seja G um grupo de Lie semi-simples com dlgebra de Lie go e seja 6 uma
mvolugao de Cartan da dlgebra go, seja go = to @ po decomposicao de Cartan correspon-
dente. Denotemos por K o subgrupo de G' com dlgebra de Lie ty. Entdao

1. existe um automorfismo © de G com diferencial ©, =0, e © € tal que ©% =1,

2. 0 subgrupo de G fizado por © é K,

“o

a aplicagao K X pg — G tal que (k, X) — kexp(X) € difeomorfismo,

4. K € fechado,

&

. K contém o centro Z(G) de G,

D

. K € compacto se, e somente se, Z(G) € finito,

7. quando Z(G) € finito , K € subgrupo compacto mazimal de G.

Demonstragao. Segue em [19], pagina 362.
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CAPITULO 4

FIBRADOS E CONEXOES

Neste capitulo estabeleceremos a linguagem basica da teoria de fibrados. Nosso principal
objetivo é estudar resultados basicos da teoria de fibardos vetoriais associados e conexoes.
As principais referéncias para os resultados desse capitulo sao [20] e [29].

4.1 Fibrados

Iniciamos o estudo dos fibrados vetoriais definindo o conceito de fibrado principal, que
serd o elemento basico para introduzir os fibrados associados.

Definicao 4.1 Seja M uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma variedade
diferencidvel P € chamada de fibrado principal se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. G age livremente em P pela direita sem fizar pontos: (x,g9) € Px G —zg € P, e
se xg = x para algum x € P, entao g = e.

2. M € o espaco quociente de P pela relagao de equivaléncia: x ~ y < dg € G, tal que
y =xg. A projecao canonica w: P — M € diferencidvel.

3. P ¢é localmente trivial, isto €, para todo x € M existe uma vizinhanc¢a U tal que
7 (U) é isomorfo a U x G no sentido de que u € 71 (U) — (7(u), ¢p(u)) € U x G
¢ um isomorfismo diferencidvel, tal que ¢p(ug) = ¢(u)g para todo g € G.

Neste caso M é chamado de base de P, G é chamado de grupo estrutural, e deno-
taremos por P(M,G) o fibrado principal sobre M. Dado um grupo de Lie G e uma
varidedade diferenciavel M, podemos considerar o produto cartesiano M X G como um
fibrado principal sobre M definindo a acdo dd G em M x G por (z,h)g = (z, hg). Este
fibrado é chamado de fibrado trivial.
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Exemplo 4.2 (Fibrado das bases) Seja M uma variedade diferencidvel. Um referen-
cial linear w em x € M € um conjunto de vetores tangentes linearmente independentes
u = (Xy,...,X,) que formam uma base para o espago tangente T, M. Seja P o con-
Junto dos referenciais lineares em todos os pontos de M. Podemos determinar uma a¢ao
de GL(n,R) em P da sequinte forma: se g = (gop) € GL(n,R) e u = (Xi,...,X,))

¢ um referencial em x € M, entio ug = (>, 9a1Xas -1 2o JanXa), que € um outro
referencial no ponto x € M. Se u € um referencial linear em x, w(u) = x determina
uma projecio de P em M. Tomando coordenadas locais (z',...,2™) em um aberto U

de M, todo referencial uw € 7 Y(U) pode ser expresso da forma u = (Xy,...,X,), onde
Xp = ), 03050, onde (ang) € uma matriz nao-singular. Reciprocamente, toda matriz
nao-singular (ang) define um referencial u como visto anteriotmente. Tomando x',... "
e (aag) como coordenadas locais em 7= (U), podemos assim fazer de P uma variedade di-

ferenciavel. Podemos verificar que P € um fibrado principal sobre M com grupo estrutural
GL(n,R). Esse fibrado é chamado fibrado das bases, e denotado por P = L(M).

Seja P(M,G) um fibrado principal sobre M. Para cada x € M, 7~!(x) é uma subva-
riedade fechada de P que é difeomorfa a G chamada fibra sobre x. Para um elemento
arbitrario u € P, a fibra através de u ¢ a fibra sobre z = m(u).

Fibrado associado: Seja P(M,G) um fibrado principal. Consideremos F' uma varie-
dade diferencidvel na qual G age diferencialmente a esquerda: (g,&) — g€ € F. Construi-
remos o fibrado E(M, F, G, P) associado a P com fibra padrao F. Consideremos a agao de
G em P x F dada pela regra: (u,&) € Px F — (u,&)g = (ug, g '¢), para g € G. O grupo
G age diferencialmente pela direita em em P x F. Denotando por E o espago quociente
da relacao de equivaléncia induzida pela acao de G, onde as classes de equivaléncia sao
as Orbitas. A aplicacao que faz a correspondéncia de um elemento de E representado por
(u, &) com mp(u) (mp : a projegao candnica de P em M) define uma projegdo g de E em
M. A fibra 7' (z), € M, de E é o conjunto dos pontos representados pela classe (u, ),
onde u é um ponto arbitrario de P com wp(u) = z e £ percorre todo F.

Todo ponto € M tem uma vizinhanga U tal que 7, L(U) em P ¢ isomorfo ao produto
direto U x G (fibrado principal trivial). Segue que 7' (U) em E é o produto U x F. Pode-
mos entao introduzir uma estrutura de variedade diferenciavel em F, impondo a condi¢ao
de que ng(U ) seja uma subvariedade aberta de E que é isomorfa a variedade produto
U x F. A projecao g de E em M ¢é diferenciavel. O espago E é chamado de fibrado
sobre a base M, com fibra tipica F' e grupo estrutural GG, que é associado a P.

Cada elemento u € P pode ser considerado uma aplicacao biunivoca de F sobre a
fibra E, = n5'(x) de E, onde x = 7p(u) € M. Isto é, o elemento u associa a £ € F' a um
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elemento de E representado pela classe de (u, §), que denotamos por u€ € E. A aplicagao
u: F— B, C E é diferenciavel e satisfaz (ug)§ = u(g§).

Exemplo 4.3 (Fibrado tangente) Seja L(M,GL(n,R)) o fibrado de bases sobre M.
Considerando a agio natural GL(n,R) x R* — R", tal que para g = (gop) € GL(n,R)
e el,..., e, base canonica do espaco R™, temos geg = Y gap€a. Obtemos assim o fi-
brado associado E(M,R" GL(n,R),L(M)), onde cada elemento u € L(M) determina
um tsomorfismo u: R™ — EWMM)(U) = TﬂL( wM. O fibrado E € conhecido como fibrado

tangente, e denotado por E =TM.

M)

Exemplo 4.4 (Fibrado tensorial) Denotemos por TL(R™) o espago dos tensores do
tipo (r,s) sobre o espago vetorial R". Sendo GL(n,R) um grupo de transformagoes
de R™, podemos construir uma ac¢do a esquerda de GL(n,R) em TL(R"™), o que nos
possibilita construir um fibrado E com base M, fibra tipica TE(R™), grupo estrutural
GL(n,R) associado a L(M). Desta maneira temos para cada v € L(M) um isomor-
fismo w: TYR™) = Erp @) = To(TM)ry ), onde TE(T M)z, @) € 0 espago dos
tensores do tipo (r,s) sobre o espago vetorial Ty oM. Este fibrado é chamado fibrado
tensorial do tipo (r,s), e denotado por E = T5(TM).

Exemplo 4.5 Seja E(M, F,G, P) um fibrado associado a P, suponhamos que F' seja um
espago vetorial de dimensdo n. Neste caso o fibrado E(M, F,G, P) é chamado fibrado
vetorial, e seu posto é a dimensao de F. Se p: G — GL(F') é uma representa¢io de G,
de modo que p € homomrfismo de grupos de Lie, podemos definir uma acao G X F — F,
tal que (g,&) — p(g)€. Assim, obtemos o fibrado vetorial E, que € o espago das drbitas
da a¢do de G em P x F: (g, (u,§)) = (ug, p(9)€). Denotamos E = P x, F.

Definigao 4.6 Seja E(M, F,G, P) um fibrado vetorial de posto k e U um aberto de M.
Uma aplicagao diferenciavel o: U — E é chamada se¢cao de E se mg o o € a aplicacao
identidade de U. Se o ¢ uma aplicagao diferencidvel definida em toda variedade M e
satisfaz mg o 0 = idy;, onde idy; € a aplicacdo identidade de M, dizemos que o € uma
se¢ao global.

Denotemos o espago das segoes locais em U por I'y(E). Uma colegdo de segoes
o1, ... ,0% é chamado referencial em U se para todo p € U o conjunto {0y, ...,0%} é uma
base para E,. Um fibrado vetorial de posto k, E(M, F, G, P), é chamado trivial se existe
um referéncial definido globalmente, o4,...,0,: M — E. Neste caso temos £ = M x F.
Denotaremos por I'(E) o espago das se¢oes de E que sao definidas globalmente em M.

Exemplo 4.7 Um campo vetorial diferencidvel X definido em um aberto U de uma va-
riedade M € uma se¢do local do fibrado tangente TM, temos X € U'y(TM). Para o caso
de X ser difinido globalmente temos X € I'(T'M).
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4.2 Conexoes em fibrados vetoriais e curvatura

Comecamos com as noc¢oes de conexao e paralelismo no contexto de fibrados principais.

Defini¢ao 4.8 Definimos uma conexao I' em um fibrado principal P(M,G) como uma
escolha de subespacos tangentes (), em cada elemento uw € P que satisfaz as sequintes
condigoes:

1. T,P € a soma direta dos subespagos T,,0(u) e Q, isto €, T,,P = T,,0(u) ® Qu;

2. Denotando por Ry: P — P a aplicagao u — ug. Para todo g € G e u € P, temos

ng = (Rg)*QU)

3. Q, depende diferencialmente de u.

Dada uma conexao I' em P, chamamos @, de espaco horizontal em u € P e T,,0(u)
de espaco vertical em u € P. Assim, se X, € T, P temos a as componentes vertical
XY € T,,0(u) e horizontal X" € Q,,, de forma que X, = X? + X"

Definicao 4.9 Um levantamento de um campo X € I'(T'M) (ou I'y(T'M), onde U C
M € aberto) é um 1inico campo X* € I'(TP) (ou I'v-1)(T'P)) que € horizontal e que
cobre X, no sentido que mp, X* = X.

Paralelismo. Dada uma conexao I' em P, seja 7 = {x;,0 < ¢ < 1} uma curva (dife-
renciavel por partes) em M. Um levantamento horizontal de 7 é uma curva 7 = {u;}
em P, tal que mp(uy) = 2p e Uy € Qy,, 0 <t < 1. A curva 7" = {u;} é chamada curva
horizontal.

O préximo resultado € relativo a existénica de levantamentos horizontais de curvas em
uma variedade base M.

Proposicao 4.10 Seja 7 = {z;,0 < t < 1} uma curva em M e seja ug algum ponto de P
tal que m(ug) = xg. Entdo, existe um unico levantamento horizontal 7" = {u;,0 < t < 1}
que comega em ug.

Demonstragao: Segue em [20], pagina 69.

Seja 7 = {x;,0 < t < 1} uma curva diferencidvel em M e ug € P tal que mp(ug) = xo.
Considerando 7*(ug) o unico levantamento horizontal de 7 iniciado em wug, a aplicacdo
it w o (wey) — wpt(x), tal que ugy, — u; é chamada transporte paralelo ao

longo de 7|41 Como Ry7*(ug) é levantamento de 7 que comeca em wupg, temos que
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M (ug) = 71 (u)g, para todo g € G e u € P com wp(u) = 44 Segue que 777" é

isomorfismo diferenciavel da fibra de x;,j na fibra de z;.

um

A partir da idéia de conexao em fibrados principais definimos conexoes em fibrados
associados. Consideremos P(M, G) fibrado principal e E(M, F, G, P) um fibrado associ-
ado.

Definicao 4.11 Uma conexao em E € uma escolha de subespacos tangentes Q: e — @),
de dimensao n (= dim(M)) em E que satisfaz as sequintes condigoes:

1. T.E =T, Frpe) @ Qe, em cada ponto e € I;

2. Para uma curva diferencidvel por partes xy € M ligando x¢ a x1, existe uma curva
e; em E, com todos os vetores tangentes em Q.,, que comega em um ponto da fibra
E.,, com wg(e;) = x;. Além disso, e; define um isomorfismo entre as fibras E,, e
E.,, que depende diferencialmente por partes de t.

3. e = Q. € diferencidvel.

Existe uma ligagao entre as conexoes dos fibrados principais e as conexoes de seus
fibrados associados.

Proposicao 4.12 Existe uma corespondéncia biunivoca entre conexoes em P e conexoes
em E.

Demonstragao: Segue em [29], pagina 43.

Seja 7 = {x4,0 < t < 1} uma curva em M e u; seu levantamento horizontal em P,
tomando & em F tal que mg(uply) = o, definimos e, = u;éy € E. A curva horizontal
e; € F define um isomorfismo entre fibras TttJth Ee, = Eeys ugn€ — w, que também ¢

chamado transporte paralelo (denotado da mesma forma por 7/ ") ao longo de 7| ¢1)-

Consideremos agora P(M,G) um fibrado principal e p: G — GL(m,K) uma repre-
sentacao, onde K = R ou C. Como visto no exemplo 4.5, temos que E(M,K™ G, P) é
um fibrado vetorial associado a P, tendo em vista que existe uma agao a esquerda natural
de GL(m,K) em K™. Onde cada fibra n;'(z), com x € M, tem estrutura de espago
vetorial.

Seja I' uma conexao em P. Como visto acima I' define uma nocao de transporte
paralelo no fibrado E(M,K™ G, P). Seja 7 = {x;,0 < t < 1} uma curva diferencidvel
por partes em M e 7% = {u;} seu levantamento horizontal em P. Tomando uma se¢ao o
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em F definida ao longo de 7 e 2; um vetor tangente a 7 em x;. A derivada covariante
da secao o na direcao 2, é definida por

Ve, o) = lim 2 (1 (0 (een) — (), (4.1)

t+h
onde 7,7": E, e

z;. Temos V4, (0) € E,, para todo t e define uma segao de E ao longo de 7. A curva o(x;)

— E,, é o transporte paralelo da fibra F,, , ao longo de 7 de x;), para

t+h

é horizontal (ou paralela) se, e somente se, V, () = 0. Vemos que a derivada covariante
define uma nocao de espaco horizontal e paralelismo, isto é, pela proposicao 4.12 temos
que V determina completamente a conexao.

Seja X € T,M e o uma secao de F definida em uma vizinhanca de z € M. A
derivada covariante de o na direcao X pode ser definida da seguinte forma: consideremos
T ={x;,—e <t < e} uma curva em M tal que X = zy. Temos entao

Vx (o) = Vg (o),

observamos que V(o) é independente da escolha de 7. Se 0 € I'(E) e X € I'(TM), a
derivada covariante V(o) de o na diregdo X ¢é definida por

(Vx(0))(p) = Vx,(0). (4.2)
Temos a seguinte proposicao que nos fornece propriedades da derivada covariante.

Proposigao 4.13 Sejam XY € I'(TM), o, € I'(E) e f € C®(M) uma funcao dife-
renciavel de M com wvalores em R. Entao

1. Vxiy(0) = Vx (o) + Vy(0);
2. Vx(o+p) = Vx(o)+ Vx(p);
3. Vix(o) = fVx(o);

4. Vx(fo) = X(f)o + fVx(o).

Demonstragao: Segue em [20], pagina 114.

Agora estamos em condigoes de definir o conceito de curvatura de uma conexao.

Defini¢ao 4.14 Dada uma conexdo V em um fibrado vetorial E(M,K" G, P), definimos
a curvatura de V como sendo o tensor RV : T'(TM) x T'(TM) x T'(E) — T'(E), tal que

RV(X, Y)U = V[Xy}((f) — Vx(Vy(O')) + Vy(VX(U)>, (43)

com X,Y e (TM) ec € I'(E).
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Estabelecemos nesta secao a linguagem bésica associada a teoria de fibrados vetoriais.
Para os nossos propositos estaremos interessado em conexoes em fibrados associados ao
fibrado de bases L(M)(M,GL(n,R)), e sempre que falarmos em conexodes no fibrado
tangente T'M trabalharemos com a nocao de derivada covariante e seu tensor de curvatura

V:D(TM) x T(TM) = T(TM), RY:T(TM)x T(TM)x T(TM) — T(TM).
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CAPITULO 5

VARIEDADES RIEMANNIANAS

Neste capitulo vamos estudar as variedades Riemannianas e métricas invariantes em gru-
pos de Lie. Nosso objetivo é explorar alguns resultados relacionados as curvaturas em
grupos de Lie. Comegamos com um estudo sobre variedades Riemannianas e posterior-
mente aplicaremos muitos desses resultados no contexto dos grupos de Lie.

5.1 Métrica Riemanniana

Iniciamos introduzindo a nocao de produto interno e produto Hermitiano nas fibras de
um fibrado vetorial associado a um fibrado principal.

Definigao 5.1 Seja P(M,G) um fibrado principal e E = P x, K" (K = R ou C) um
fibrado wvetorial associado a P (ver exemplo 4.4). Uma métrica nas fibras de E é
uma correspondéncia g: p — gp, que associa a cada ponto p € M um produto interno
(no caso K = R) na fibra E,, de maneira que para o, € T'(E) temos gy(o(p), u(p))
que depende diferencialmente de p € M. Quando as fibras de E sao espacos vetoriais
complezos (K = C) para cada p € M temos g, produto Hermitiano em E,, de maneira

que para o, i € I'(E) temos gy(o(p), u(p)) = gp(1(p), o (p))-

O seguinte resultado garante a existéncia de métricas em uma certa classe de varieda-

des.

Proposicao 5.2 Se M ¢ uma variedade diferencidavel paracompacta, entao todo fibrado
vetorial E sobre M admite uma métrica nas fibras.

Demonstracao: Segue em [20], pagina 116.
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Trabalharemos sempre com variedades que sao paracompactas.

Definicao 5.3 Seja M uwma variedade de dimensao n e consideremos o fibrado E = TM
sobre M. Pela proposicao 5.2, M admite uma métrica nas fibras de TM que chamamos
de métrica Riemanniana. Toda métrica Riemanniana g define um produto interno em
cada estago tangente T, M , denotemos g(X,Y) para X,Y € T,M. O par (M, g) € chamado
de variedade Riemanniana.

Denotando por TM*® T M* o fibrado associado TY(T'M), temos g € T'(TM* QT M*).

Observacgao: De maneira mais geral do que definimos uma métrica nas fibras de um
fibrado vetorial £ sobre uma variedade M, podemos pensar na correspondéncia g: p — g,
de modo que g, seja apenas uma forma bilinear nao-degenerada de assinatura (p,q),
p+q = dim(E,), na fibra E,. Neste caso g é chamada pseudo-métrica, e no caso £ = TM
o par (M, g) é chamado de variedade pseudo-Riemanniana. No capitulo 9 vamos
construir uma estrutura relacionada a uma variedade (M, g) com g sendo uma pseudo-
métrica.

Exemplo 5.4 Consideremos o espaco Euclidiano R™ com a métrica Fuclidiana g, de

1

maneira que para coordenadas locais x*,...,x" temos

G(Ope, Ops) = Sap (Delta de Kronecker)

Exemplo 5.5 Seja f: M — N uma imersao de variedades diferencidveis. E considere-
mos h uma métrica em N, definimos uma métrica g induzida em M por f de modo que
9(X.,Y) = h(f. X, £.Y), para todo X,Y € T,M. Temos g = f*h

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, consideremos z', ..., 2" coordenadas locais
em U C M. Temos que {0;a} base de T,M para todo p € U e {dz*} base de T,M*.
Assim para todo p € U temos

g = Zgaﬁdxa ® dlﬁa (51)
a7ﬁ

onde go5 = ¢(Opa,0ps), com o, f =1,2,...,n.

5.2 Conexao Riemanniana e Curvatura

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se I' é uma conexao em L(M), temos uma
nogao de paralelismo através da derivada covariante V em E =TM e em E = T5(TM).
Consideremos os seguintes fatos:
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e Uma conexao V em E = TM induz uma conexao V* em E* tal que
(Vxw)(Y) = w(Vx(Y)) + X (w(Y))

e Uma conexao VF em E = T'M e uma conexdao V¥ em F, onde F' = TM ou TM*,

induz uma conexao VF®F em E ® F tal que
Vite® f) = (VRe)® [ +e® (VE/)
Temos o seguinte resultado para a derivacao covariante de tensores.

Proposigao 5.6 Seja K € I'(T5(T'M)) e V uma conexao em T'M, entdio
(Vx(K))(Xy,...,Xs) = Vx(K(Xq,...,X,)) — ZK<X1’ o, Vx(Xa), o, Xs), (5.2)
a=1

com Xy,..., X, € I'(TM).
Demonstracao: Segue em [20], pagina 124.

Como g € T(TM* @ TM*) = T'(TY(T'M)) podemos nos perguntar sobre V(g). O
seguinte resultado estabelece o conceito de conexao meétrica.

Definigao 5.7 Seja I' uma conexdo em L(M) e g uma métrica em M. A conexdo I' é
chamada conexdo métrica se V(g) = 0.

Dada uma conexao V no fibrado vetorial £ = T'M, sua torsao é definida por

onde X, Y € I'(T'M).

Dentre todas as conexoes métricas estamos interessados nas conexoes que tenham
torsao nula. O préximo teorema é conhecido como teorema fundamental da geometria
Riemanniana.

Teorema 5.8 Toda variedade Riemanniana (M, g) admite uma tinica conexdo V, tal que:
1. V é métrica (V(g) =0),

2. V tem torsao nula (Ty = 0).

41



Demonstragao: Segue em [20], pagina 158.

Esta conexao é chamada de conexao de Levi-Civita. Trabalharemos com variedades
Riemannianas e com a conexao de Levi-Civita associada a uma métrica fixada. Se V é
uma conexao métrica em (M, g) temos

XY, 2)) = Vx(9(Y, 2)) = 9(Vx(Y), Z) + (Y, Vx(Z)),

de onde obtemos a identidade de Koszul

29(Vx(Y), Z) = X(g(Y, 2))+Y (9(X, 2)) = Z(9(X, Y))+9([X, Y], Z)+9([2, X], Y ) =g([Y, Z], X)
(5.4)

O tensor de Riemann R de uma variedade Riemanniana (M, g) é definido através do

tensor de curvatura da conexao de Levi-Civita V da seguinte forma

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W), (5.5)

onde R denota a curvatura da conexao de Levi-Civita Ve X, Y, Z, W € I'(TM).

O seguinte resultado nos fornece informacoes e propriedades do tensor de curvatura
da conexao de Levi-Civita de uma variedade (M, g).

Proposicao 5.9 O tensor de curvatura de Riemann R da conexao de Levi-Civita
de uma variedade Riemanniana (M, g) satistafaz as sequintes propriedades:

1. O tensor R € anti-simétrico nos dois primeiros argumentos, isto €,
R(X,Y)=—R(Y,X), para todo X,Y € T,M, onde p € M;
2. R(X,Y) € anti-simétrico com respeito a g, isto €,
g(R(X,Y)Z,U)=—g(R(X,Y)U,Z), para X,Y,Z,U € T,M, onde p € M;

3. 9(R(X,Y)Z,U)=g(R(Z,U)X,Y), onde X,Y,Z, U € T,M, onde p € M;

4. (Identidade algébrica de Bianchi)
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;
5. (Identidade diferencial de Bianchi)
Vz(R)(X,Y)+ Vx(R)(Y,Z)+ Vy(R)(Z,X) =0.
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Demonstracao: Segue em [26], pagina 121.

Posteriormente vamos fazer os calculos das curvaturas seccionais de grupos de Lie.
A curvatura seccional de uma variedade Riemanniana é definida da seguinte forma.

Definicao 5.10 (dim(M) > 2). Dado um 2-plano o em T,M, e seja {X,Y} uma base
de 0. A curvatura seccional de o € definida por

O seguinte resultado nos fornece uma caracterizagao para curvatura constante.

Proposicao 5.11 A curvatura seccional de uma variedade Riemanniana (M, g) € cons-
tante k para qualquer 2-plano tangente em p € M se, e somente se, o tensor de curvatura
satisfaz

onde X,Y € T,M.

Demonntragao: Segue em [20], pagina 202.

Um outro conceito de curvatura é importante para o estudo da geometria das varie-
dades Riemannianas. O tensor de curvatura de Ricci ¢ definido da seguinte forma.

Definigao 5.12 O tensor de curvatura de Riccir de uma variedade Riemanniana (M, g)

€ definido como
r(X,Y)=tr(Z - R(X,2)Y), (5.7)

onde tr denota o trago da aplicagdo linear Z — R(X, Z)Y .

Note que o tensor de Ricci é simétrico (segue do fato da conexao de Levi-Civita ser
livre de torsao). Podemos ver r como um tensor 7: TM — T'M, de modo que

T(Xv Y) = g(f(X),Y),

é uma aplicagdo g-simétrica com autovalores puramente reais. A curvatura de Ricci na
dire¢do X ¢é dada por r(X).

A partir do tensor de curvatura de Ricci obtemos a curvatura escalar, que é definida
da seguinte maneira.

Definicao 5.13 A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M, g) é definida
pela fungao s = tr,(r) em M.
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5.3 Métricas Invariantes e curvaturas em Grupos de
Lie

Agora vamos explorar alguns resultados acerca das curvaturas dos grupos de Lie com
métricas invariantes. Nossa principal referéncia para os resultados desta se¢ao é [38].

Uma métrica ¢ em um grupo de Lie G é invariante a esquerda se para toda translacao
a esquerda L,: G = G

g((‘LP)*XJ (LP)*Y) = g(X, Y)J
para X, Y € I'(TG) e p € G.

Proposicao 5.14 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entao, existe uma
correspondéncia biunivoca entre os produtos internos em g e as métricas invariantes a
esquerda em G.

Demonstragao. Se g é uma métrica em G, temos que g. ¢ um produto interno em
g = T.G. Agora, consideremos (.,.) um produto interno em g e L,: G — G a translacao
a esquerda em G. Definimos a métrica invariante a esquerda da seguinte forma

9p(X,Y) = ((Lp-1). X, (Lp1).Y),

para todo X,Y € T,G. Assim, temos que g define uma métrica que é invariante por
translagoes a esquerda em G. Sendo assim podemos denotar uma métrica em G por (., .),
fazendo referéncia aos produtos internos de g m

Seja G um grupo de Lie com dalgebra de Lie g. Consideremos (.,.) uma métrica
invariante a esquerda e V a conexao de Levi-Civita associada. Como a algebra de Lie g
pode ser vista como o espago dos campos invariantes a esquerda, temos que

gp(‘Xp’Y;?) = <(Lp)*Xe> (Lp)*Ye> = <Xe,Ye>a

com X, Y campos invariantes a esquerda. Assim temos que a fungao f(p) = g,(X,.Y,) =
ge(Xe,Ye) = (X, Yo), segue que f é constante, portanto, Vz((X,Y)) = 0. Neste contexto
a formula de Koszul (5.4) fica da forma

2<VX(Y>’Z> = <[X7 Y]’Z> + <[ZaX]7Y> - <[Y> Z]7X>7 (58)

assim vemos que a conexao de Levi-Civita associada a uma métrica invariante a esquerda
fica completamente determinada pelo colchete de elementos da algebra de Lie. Fixando
uma base ortonormal {ey,...,e,} para g, temos entao
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lea,es] = >, Ckser, onde CFy = ([eq, €], €x).
Pela férmula de Koszul, no contexto invariante dos grupos de Lie obtemos
(Ve €8, €8) = %(C C'ﬁk+Ck ),
assim temos
Veats = 25, 3(Ch 5 — Chr+ C]f,a)ek
como exemplo, calculando a curvatura seccional do 2-plano ¢ gerado por {ey, e}, obtemos
K() = (50 (~Chy Ot )~ 1 (Chy— Ol + G (Cly 4 O~ CR) - Ch CRa). (5.9)
k

Exemplo 5.15 Um importante exemplo (nao trivial) de grupo de Lie neste contexto da
geometria invariante € o grupo SU(2) que se identifica de maneira natural com a esfera

S3, isto é,
SU(2) = {( _'; ;" ) € My(C) | |2] + w| = 1} e

A dlgebra de Lie su(2) de SU(2) € caracterizada por
e B+ iy
2) = R
a={( 5, "I Jasq e},

de modo que su(2) € gerada pelos vetores

o (F 0N (0 i (01
Yo = )7\ o0 ) L2110 )

A translacao a esquerda desses vetores nos fornecem, respectivamente, os sequintes campos
invariantes a esquerda X1, Xo e X3 que geram a dlgebra su(2), vista como o espago dos
campos invariantes a esquerda, de maneira que

(X1, Xo] = 2X3, [ X, X3] = 2X4, [ X5, X] = 2X,. (5.10)

Consideremos um parametro t > 0 e o referencial X1, Xo, X3 em SU(2). Definamos
entao a métrica invariante a esquerda g; em SU(2), de modo que os campos
El = %X17 E2 = X27 E3 = X37
sejam ortonormais. A partir das relagoes de colchetes (5.10), temos

2 2
[Ey, Ey] = ;E& [Ey, B3] = 2tEy, [Es, By] = ;Ez- (5.11)

Assim, pela formula 5.8, temos as sequintes expressoes para conexdao de Levi-Civita da
métrica invariante g
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Vg (F) = Vg (E) =V (E;) =0
Vi (Es) = %(2 —t3)FE3, Vg, (F3) = %(1&2 —2)Ey, Vg, (E3) =tFE;
Vg, (E) = —tE;, Vg, (E1) =tE,, Vg, (Ey) = —tE;.
Calculando as curvaturas seccionais nos elementos da base, obtemos
K(E\, Ey) =t*, K(Ey, E3) =t* ¢ K(Fy, E3) = 4 — 312,

Com a identificagio S* = SU(2), as variedades Riemannianas (S, g;) sao conhecidas

como esferas de Berger.

Proposicao 5.16 Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g. Se u € g € tal que
ad(u)* = —ad(u), entdo

K(u,v) >0,
para todo v € g, onde a igualdade ocorre se, e somente se, u € ortogonal a [v,g|.
Demonstragao. Seja {ej,...,e,}, uma base ortonormal para g. Temos
C’éfﬂ = ([eas €8], €x), onde o, B,k =1,2,... n.
Utilizando a férmula de Koszul (5.8), obtemos
Veses = 34 3(CF 5 = O+ Cf e
Como em (5.9), calculando a curvatura seccional do plano o gerado por {ej, es}, obtemos
K(0) = 32 (300%(=Cf + Cyy, + Cfy) — 3(Chy — Oy + CF) (O, + Cy — CFy) — CLCRy)

Agora, se u € g é tal que ad(u)* = —ad(u), e v € g é tal que {u,v} gera um 2-plano.
Podemos supor sem perda de generalidade que u e v sao ortonormais, tomando uma base
ortonormal {e; = u,e3 = v, ..., ey}, temos que a matriz (CL), satisfaz CL = —C1y, para
a,0=1,2,...,n. Assim, da expressao anterior, obtemos

K(u,v) = K(e1,e2) = >, 1(C3,)* > 0,

a igualdade ocorre quando ([eg, ex],e1) =0, para todo k=1,...,n. ®

Observamos que como tratamos da adjunta de um elemento de g o resultado anterior
depende da escolha da métrica invariante. Observando que se ad(u) = 0, entao ad(u)* =
—ad(u), com u € g. Temos o seguinte coroldrio.
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Corolario 5.17 Se u € g é um elemento central (u € Z(g)), entio a desigualdade
K(u,v) > 0 € satisfeita para todo v € g.

Um grupo de Lie pode admitir uma métrica que € invariante por translacoes a esquerda
e translagoes & direita, neste caso dizemos que a métrica é bi-invariante. Se (.,.) é uma
métrica bi-invariante em um grupo de Lie G com algebra de Lie g, temos que

(Ad(g9)X, Ad(9)Y) = (X,Y), (5.12)

para todo g € G e X,Y € g. Assim temos que a curva (Ad(exp(tZ))X, Ad(exp(tZ))Y) =
(X,Y), é constante. Calculando a derivada em ¢ = 0 obtemos

0= %h:o((z‘ld(eXp(tZ))X, Ad(exp(t2))Y)) = ([Z, X],Y) +([Z,Y], X) (5.13)

Considerando a conexao de Levi-Civita V associada a uma métrica bi-invariante, pela
identidade de Koszul (5.8) junto com (5.13), segue que

(Vx(Y), Z) = %qx, Y], Z) = Vi (V) = %[X, Y], (5.14)

Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 5.18 Seja G € um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se G admite uma
métrica bi-invariante, entao para X,Y,Z € g temos:

1. O tensor de curvatura é dado por

R(X,Y)Z = i[[X,Y],Z];

2. a curvatura seccional € dada por

K(X,Y) = LI YL I YD/ XY V) = (X, V)2

3. o tensor de curvatura de Ricci € dada por

HY) = 1 Sl e Ve,

onde {e,} € uma base ortonormal de g, além disso
. 1
FX) = 1 Sa1X ealea).
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Demonstracao. Segue diretamente da substituigdo da férmula da conexao (5.14) nas
formulas de curvatura. m

Como corolério imediato (item 2, proposigao 5.18) temos o seguinte resultado.

Corolario 5.19 Se G é um grupo de Lie com métrica bi-invariante, entio K(u,v) > 0,
para todo u,v € g.

Todo grupo de Lie compacto G admite um produto interno (.,.) na sua dlgebra de Lie
g tal que

<Ad(g)X7 Ad(g)Y> = <X7 Y>,

para todo X,Y € ge g € G (ver em [7], padgina 226). Assim, pelo corolario 5.19,
vemos que todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante com K > 0.
Consideremos o seguinte resultado.

Proposicao 5.20 Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. FEntao,
a forma de Cartan-Killing k de g € negativa semi-definida. Além disso, se X € g,
(X, X) =0 se, e somente se, X € Z(g).

Demonstragao: Segue em [7], pagina 227.

Assim, se G é um grupo compacto semi-simples, pelo teorema 3.10, temos que k é
nao-degenerada negativa-definida. Podemos definir um produto interno (.,.) em g por

(X,)Y)=—-kr(X,Y),
para todo X,Y € g.

Definicao 5.21 Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada variedade Einstein se
o ternsor de Ricci satisfaz a equagao r(X,Y) = cg(X,Y) para alguma constante c.

Temos o seguinte resultado para grupos de Lie semi-simples compactos.

Proposicao 5.22 Seja G um grupo de Lie semi-simples compacto com dlgebra de Lie g.
Para uma métrica bi-invariante em G temos

r(X,Y) = —%LIQ(X, Y), para todo X,Y € g.

Assim, G é uma variedade Einstein com respeito a métrica determinada pela forma de
Cartan-Killing.

Demonstracao. Fixando uma base ortonormal {e,} para g. Da expressao da forma de
Cartan-Killing e do item 3 da proposicao 5.18 obtemos
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RXY) = 20X Y o]l ea) = = 22, ([, €al, [X, a]) = —4r(X,Y),
logo r(X,Y) = —1k(X,Y). m

O resultado anterior nos mostra que a forma bilinear r independe da escolha da métrica
bi-invariante quando G é semi-simples e compacto.

Os grupos de Lie compactos sao exemplos de grupos que admitem métricas bi-invariantes
com curvatura K > 0, se pedirmos que K > 0 os exemplos de grupos que admitem
métricas inavriantes a esquerda com tal curvatura sao escassos. O préximo resultado
relata este fato.

Teorema 5.23 (Wallach [40]) O grupo SU(2), que consiste em ser o grupo das matrizes
unitdrias com determinante 1, € o unico grupo de Lie simplesmente conexo que admite
uma métrica invariante a esquerda com curvaturas seccionais estritamente positivas.

Definigao 5.24 Uma variedade Riemanniana (M,g) é chamada variedade flat, ou a

métrica g € chamada flat, se o tensor de curvatura Riemanniana € identicamente nulo
(R=0).

Um dos teoremas classicos de geometria Riemanniana garante que uma variedade
Riemanniana é flat se, e somente se, seu recobrimento universal é isométrico ao espaco
Euclidiano (ver [26], pdgina 206). Nosso préximo passo é estabelecer o critério para grupos
de Lie flat no contexto de métricas inavriantes a esquerda. Primeiramente estudaremos
alguns resultados relacionados a métricas bi-invariantes que utilizaremos posteriormente
na demonstracao de resultados sobre grupos de Lie flat.

Uma propriedade importante das métricas bi-invariantes é o nosso préximo resultado,
lembrando que uma algebra de Lie é simples se nao contém ideais préprios diferentes do
trivial 0.

Lema 5.25 Se g admite uma métrica bi-invariante, entao o complemento ortogonal com
relacao a métrica bi-invariante de ideais sao ideais. Por isso g pode ser expressa como
uma soma direta ortogonal de ideais simples.

Demonstragao. Seja i um ideal de g. Dado Y € g ortogonal a i, pela identidade (5.13)
segue que para todo Z € i temos

((X,Y],2) = =V, [X, Z]) = 0.
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Por isso temos g se decompde na soma direta de ideais i @ i+. Assim, por inducdo sobre
a dimensao finita de g temos o resultado. m

Se uma algebra de Lie g de um grupo de Lie GG se decompode como soma direta de
ideais simples i; & ... & i,, pela proposicao 2.25 podemos supor que o grupo de Lie
G é simplesmente conexo. O grupo de Lie simplesmente conexo que integra g pode ser
expresso pelo produto cartesiano de subgrupos normais Ny X ... X N, visto que para
k=1,...,s

Xei,egeG=gexp(X)g ! =exp(Ad(g)X),
e que além disso Ad(g): ix — ig, pois
Ad(exp(Z)) = exp(ad(Z)), para todo Z € g.
Para cada fator simplesmente conexo N; temos as seguintes possibilidades:

1. i, é ideal abeliano, por isso de dimensao 1, entao N, = R.

2. Se i é nado-comutativo temos que Z(ix) = 0, por isso Ny tem curvatura de Ricci
estritamente positiva. Pelo teorema de Myers (ver [26], pagina 201) segue que Ny, é
compacto.

Lema 5.26 Um grupo de Lie G admite uma métrica bi-invariante se, e somente se, é
1somorfo ao produto cartesiano de um grupo compacto por um grupo aditivo dado por um
espaco vetorial.

Demonstracao. Se G admite uma métrica bi-invariante, pelo que foi visto acima temos
que o o recobrimento universal de G de G se decompode como o produto cartesiano de
um subgrupo compacto H por um espago vetorial R” como grupo aditivo. O grupo G
pode ser visto como G JII (ver [7], pdgina 154), onde IT é um subgrupo discreto normal
contido no centro de G. Seja V' C R"™ o subespaco gerado pela imagem da projecao de I1
em R”. Entao, o grupo G pode ser escrito como o produto cartesiano do grupo compacto
(H x V)/II e o grupo adtivo V=,

Agora suponha que G seja escrito como o produto cartesiano entre um grupo compacto
e um grupo adtivo comutativo. Um grupo comutativo certamente admite uma métrica,
visto que a representacao adjunta de seus elementos ¢ trivial, e um grupo compacto admite
uma métrica bi-invariante (ver [7], pdgina 226). Assim obtemos uma métrica bi-invariante
emG. n

Quando consideramos métricas bi-invariantes em um grupo de Lie simples GG, onde a
algebra de Lie g de GG é simples, temos unicidade da métrica bi-invariante.
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Lema 5.27 Se g € a dlgebra de Lie de um grupo de Lie compacto simples G, entio G
admite uma unica métrica bi-invariante, a menos de multiplicacao por uma constante
positiva. Essa tal métrica tem necessariamente curvatura de Ricct constante.

Demonstracao. Seja (X,Y) uma métrica bi-invariante em g. Qualquer outra métrica
pode ser escrita como (A(X),Y), onde A: g — g é um operador auto-adjunto. Se su-
pormos que esta nova métrica é bi-invariante, entdo como ad(X)* = —ad(X) em ambas
as métricas, temos que ad(X) comuta com A, assim os subespagos invariantes de A sao
invariantes por ad(X), o que faz dos mesmos ideais de g. Como A é diagonalizavel e g é
simples, temos que A(X) = AX. Por isso a métrica bi-inavriante é inica a menos de uma
multiplicagao por uma constante positiva.

Como o tensor de Ricci r é uma forma bilinear nao degenerada e positiva-definida, da

relacao (X)) = (#(X), X) e do fato que 7 é auto-adjunta, por argumantes similares aos
que foram feitos anteriormente, temos

r(X) = (F(X), X) = A,

para todo elemento X € g, onde A > 0 é uma constante. m

Se fizermos um reescalonamento de uma métrica (X,Y) por uma constante positiva
a conexao de Levi-Civita, o tensor de curvatura de Riemann e a curvatura de Ricci
permanecem inalterados. Assim, dentro do contexto do lema anterior, podemos escolher
uma métrica de modo que (X, X) = r(X), isto é, com curvatura de Ricci igual a 1. Temos
entao o seguinte corolario.

Corolario 5.28 Um grupo de Lie cujo o recobrimento universal é compacto admite uma
métrica bi-invariante com curvatura de Ricci constante igual a 1.

Demonstracao. Notemos que se G é o recobrimento universal compacto, entao G se
decompode no produto cartesiano N7 x ... x N, de grupos simples. Cada fator simples da
decomposi¢ao admite uma tnica métrica bi-invariante com curvatura de Ricci igual a 1,
portanto a métrica produto induzida tem curvatura de Ricci igual a 1. =

Nosso proximo resultado mostra as condigoes para que um grupo de Lie com métrica
invariante a esquerda seja variedade flat.

Teorema 5.29 Um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda é flat se, e
somente se, sua dlgebra de Lie se decompoe em uma soma direta ortogonal b d u, onde b
¢ uma subdlgebra comutativa, u é um ideal comutativo, e além disso ad(X)* = —ad(X)
para todo X € b.

o1



Demonstracao. Seja G um grupo de Lie simplesmente conexo que admite uma métrica
invariante a esquerda que é flat. Olhando para a variedade subjacente a G, segue que G é
uma variedade Riemanniana isométrica ao espago Euclidiano. Se um subgrupo de G age
por translacoes a esquerda em G, obtemos entao uma ac¢ao associada de um grupo com-
pacto de isometrias no espaco Euclidiano. Uma ac¢ao por isometrias no espago Euclidiano
tem pontos fixos (ver [21], pagina 111), mas translagoes a esquerda ndo-tirviais em G nao
possuem pontos fixos. Logo, todo subgrupo compacto de G é trivial.

Considerando g com alguma métrica, a correspondéncia ¥: X — Vx determina uma
aplicacao linear de g em o(n), visto que

<VX<Y)7 Z> + <Y7 VX<Z)> - O, assim (VX)T = —VX
Se o tensor de curvatura ¢é identicamente nulo, temos
Vixy) = VxVy — VyVy,

assim a correspondéncia ¥ é um homomorfismo de algebras de Lie. O ntcleo ker(¥) = u
¢ um ideal, utilizando a identidade

(X, Y] = Vx(Y) - Vy(X),

segue que u é comutativo.

Seja b =ut. Para X € be Y € u a relacio
(X, Y] =Vx(Y) = Vy(X) = Vx(Y)

mostra que a aplicagao linear Vx leva o ideal u nele mesmo. Como (V)T = —Vx, segue
que Vx leva b = ut nele mesmo. Assim temos que b é uma subdlgebra de Lie. Como
u = ker(X), temos que b é levada em uma subélgebra de o(n). Como o(n) é a algebra de
Lie do grupo de Lie compacto O(n), que possui um métrica bi-invariante, temos que b
possui uma métrica bi-invariante. Assim, pelo lema 5.25, b se decompoe na soma direta
de ideais simples b; & ... & b,. Se nesta soma direta de ideais existir algum ideal by
que é nao-comutativo, o subgrupo correspondente N, é compacto. A inclusao b, C b C g
induz um homomorfismo nao-trivial N, — G. Como G nao admite subgrupo compacto di-
ferente do trivial, segue que by, é o ideal nulo. Assim temos que b é subédlgebra comutativa.

Agora observamos que para cada X € b temos que ad(X) é trivial em b, e quando
restrita a u temos que ad(X) = Vyx, que satisfaz (Vx)7 = —Vx. Assim temos que
ad(X)* = —ad(X) em g. Observamos que todos nossos resultados estdo no nivel da
algebra de Lie, assim podemos supor GG simplesmente conexo ja que a algebra de Lie de
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um grupo de Lie conexo é isomorfa a algebra do seu recobrimento universal. Assim temos
g = u® b, onde b é uma subalgebra comutativa, u é um ideal comutativo, e além disso
ad(X)* = —ad(X) para todo X € b.

Agora, suponha que g se decompde em soma direta ortogonal u@® b, onde u é um ideal
comutativo, b é uma subdalgebra comutativa, e que ad(X)* = —ad(X) para todo X € b.
Considerando as hipdteses e a identidade 5.8, para X cueY =Y +Y* Z =74+ Z%c g
temos

2AVx(Y), Z) = ([X,Y*], 2) + {[2°, X].Y*) = (([Y*, 2°], X) + (Y, 2], X)) = 0,

pois ad(W)* = —ad(W), para todo W € b. Assim Vx = 0, para todo X € u. Da
identidade [X,Y] = Vx(Y) + Vy(X), segue que Vx = ad(X), para todo X € b. Assim,
para X = XU+ X" Z =7+ 2Z° YW cg

R(X%,Y)Z =0e¢ R(X,Y)Z = R(X®,Y)Z",
como (R(X°,Y)Z* W) = (R(Z*,W)X"*,Y) = 0, segue da trilinearidade que o tensor de

curvatura R é nulo, logo GG ¢é variedade flat. m

Nosso ultimo resultado mostra que existem grupos de Lie com métricas invariantes a
esquerda que sao flat e nao-comutativos, embora todos tenham algebra de Lie soluvel.

Exemplo 5.30 Um exemplo simples de grupo de Lie nao-comutativo flat € o grupo dos
movimentos rigidos do espaco Fuclidiano R?, denotado por E(2). Sua dlgebra de Lie é
definida pelas sequintes equacgoes estruturais

[ElaE?)] = _E27 [E27 ES] = El7 [E17E2] = 0)

onde {Ey, Fy, E3} € uma base nao-abeliana. Equipando E(2) com a métrica determinada
pela matriz da forma

S O W»
=+~ O O

0
s
0
temos E(2) grupo de Lie flat ndo-comutativo.

Vamos agora explorar alguns resultados relacionados a grupos de Lie com curvatura
seccional nao-positiva (K < 0). Grupos de Lie que admitem uma métrica invariante a
esquerda com curvatura estritamente negativa sao estudados por Heintze em [16], de onde
podemos ver que a condi¢ao necessaria e suficiente de existéncia de uma tal métrica é que
g = [9,9] ® RX, para algum X € g tal que os autovalores de ad(X)|jgq tenham parte
real positiva. Segue por exemplo que nenhum produto cartesiano de grupos de Lie admite
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curvatura estritamente negativa.

Para o caso K < 0 temos a classificagao feita por Azecontt e Wilson em [5]. Um grupo
de Lie G é chamado unimodular se |det(Ad(g))| = 1, para todo g € G. Consideremos
o seguinte resultado qualitativo que pode ser encontrado em [38], pagina 298.

Teorema 5.31 Se um grupo de Lie conexo G admite uma métrica invariante a esquerda
com curvaturas seccionais K < 0, entao G é solivel (Lie(G) = g € solivel). Se G é
unimodular uma tal métrica com K <0 € de fato flat (K = 0).

Vamos agora explorar um exemplo especial de grupo de Lie com curvatura seccional
estritamente negativa

Exemplo 5.32 Suponhamos que g seja uma dlgebra de Lie com a propriedade de que o
colchete de Lie [X,Y] de dois elementos seja igual a uma combinagao linear de X e Y.
Assumindo que dim(g) > 2, temos entdao

X, Y] =U(X)Y — (V)X

onde l: g — R € linear, isto é, | € g*. De fato, fitando X € g, temos que ad(X) induz
uma aplica¢ao linear do espago vetorial quociente g/RX nele mesmo, com a propriedade
de que cada elemento de g/RX € levado em um mailtiplo dele mesmo. Da identidade
anterior seque

(X, Y] =U(X)Ymod(RX).
A fungao I(X) pode ser obtida considerando o sequinte fato
tr(ad(X)) = (n — 1)I(X),

o que mostra que de fato (X)) depende linearmente de X € g. De modo andlogo podemos
fazer o mesmo para 'Y € g fizado, de onde obtemos uma relagao entre X e Y que nos
fornece precisamente a formula [X,Y] = 1(X)Y —I(Y)X. Das relagoes de colchete seque
que o u = ker(l) é um ideal de g.

Escolhemos um elemento unitario ortogonal X € ut com relacio a um métrica inva-
riante a esquerda em g, denotando A = I(X) (podemos identificar A com a norma ||| ).
Da identidade de Koszul 5.8, para X € ut, Y =Y¥ 4 Y“l, Z=27"+2" ¢ g

2(Vx(Y), Z) = (X, Y], 2) + ([, X].Y) = (Y, Z], X),
= <[Yu7ZuJ_]>X> + <[Yul7Zu]7X> =0,
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assim temos Vx = 0 para X € u'. Da mesma identidade de Koszul 5.8 seque para
Weuw Y, Z g que

(Vw(Y), Z) = (Z)(W,Y) = IY)(W, Z) = I(X)(Z, X)(W,Y) = I(X)(Y, X)(W, Z)
= \(Z. X)(W,Y) — (Y, X)(W, Z)),
assim obtemos a sequinte expressio para W € u e Y € g
Vir(Y) = (W, Y)X — (Y, X)W).

Utilizando as expressoes para a conexao obtidas acima e a trilinearidade de R podemos
caleular R(U,V)Z para UV, Z € g, de onde obtemos

RUV)Z = N((V,Z)U — (U, Z)V) = =X2((U, Z)V — (V, Z)U),

pela proposigao 5.11 seque que K(U,V) = —)\%, onde U,V € g sdo ortonormais, em
outras palavras K = —\2.

Até o momento estudamos com mais atencao a curvatura seccional de grupos de Lie
com métricas invariantes a esquerda. Agora faremos um estudo das curvaturas de Ricci
para métricas invariantes a esquerda observando os resultados contrastantes entre curva-
tura seccional e curvatura de Ricci.

Comecamos por um critério para se obter dire¢coes com curvatura de Ricci positiva.

Proposicao 5.33 Se a transformagao linear ad(X) satisfaz ad(X)* = —ad(X), entdo
r(X) >0, onde a igualdade acontece se, e somente se, X € [g,g]*.

Demonstragao. Fixando uma base ortonormal {ey, ..., e,} para g, supondo que ad(X)* =
—ad(X), da proposi¢ao 5.16 segue que

r(X)=> J(R(X,eq)X,e0) =D, K(X,e,) > 0.

Se r(X) =0 = K(X,e,) =0, para @« = 1,...,n (segue da proposi¢ao 5.16), logo
X € [eq, 8], para todo a =1,...,n. Assim temos X € [g, g]*.

Se X € [g,g]t = X € [eq, g]t, paratodo a = 1,...,n, assim K (X, e,) = 0, para todo
a=1,...,n (proposi¢ao 5.16). Temos entao r(X)=0. =

Para o caso de métrica invariante a esquerda com curvatura de Ricci estritamente
positiva temos o seguinte teorema.
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Teorema 5.34 Um grupo de Lie conexo admite uma métrica invariante a esquerda com
curvatura de Ricci estritamente positiva se, e somente se, € compacto com grupo funda-
mental finito.

Demonstracgao. Se G admite uma métrica invariante a esquerda com curvatura de Ricci
estritamente positiva, pelo teorema de Myers (ver em [26], pagina 201) segue que G é com-
pacto com grupo fundamental finito. Agora, se G é compacto com grupo fundamental
finito, podemos escolher uma métrica em G que é bi-invariante tal que ad(X)* = —ad(X).
Como G tem grupo fundamental finito seu recobrimento universal G é compacto, visto
que G /II = G, onde II é subgrupo discreto isomorfo ao grupo fundamental de G. Obser-
vamos que como g se decompde em soma direta de ideais simples temos g = [g, g|, pois se
X € g, 9]t entao r(X) =0, logo X € Z(g) (ver item 3 da proposicao 5.18). Assim X
gera um ideal de dimensao 1 que da origem a um fator nao-compacto na decomposicao de
G (ver lema 5.25), o que contraria o fato de G ser compacto. Assim, pela proposicao
5.33 segue que G tem curvatura de Ricci estritamente positiva. m

Observamos que, de acordo com o corolario 5.28; o resultado anterior nos garante
que se GG é um grupo de Lie compacto com grupo fundamental finito, entao G admite uma
métrica bi-invariante com curvatura de Ricci constante igual a 1, em outras palavras, G
¢ variedade Einstein (definigao 5.21).

Estamos interessados em caracterizar os grupos de Lie com curvatura de Ricci > 0.
O proximo lema nos permitirda mostrar que um grupo de Lie conexo G com métrica
invariante a esquerda com curvatura de Ricci > 0 tem que ser necessariamente unimodular.
Consideremos entao o seguinte lema.

Lema 5.35 Se X € [g,g]*, entdo r(X) < 0, onde a igualdade ocorre quando ad(X)* =
—ad(X).

Demonstragao. Seja X € [g, g]*, denotando por u o complemento ortogonal do espaco
gerado por X, temos que [g,g9] C u, logo u é um ideal. Definimos L: u — u, tal que
L(Z) = [X, Z], para todo Z € u. Denotando por L* o adjunto de L, definamos S =
%(L + L*). Denotando por V a conexio de Levi-Civita em g e V a conexao de Levi-Civita
da métrica induzida de g em u. Da férmula de Koszul (5.8) obtemos as seguintes relagoes

para V
Ve(X)=0, Vx(Z)= %(L _ 17 (Z ew). (5.15)
Similarmente para Z € u, temos
Vz2(X)=-8(2), VzY)=VzY)+(S(2),Y)X (Y €u). (5.16)
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Consideremos 71, ..., Z,_1 base ortonormal que diagonaliza o operador S = S*, isto é,
S(Za) = AaZa-. A curvatura de Ricci na dire¢ao X é definida por

r(X) = S (R(X, Z)X, Z.)) = ¥, K(X, Z,),
para cada a = 1,...,n — 1, das expressoes para a conexao obtidas anteriormente, temos
K(X. Za) = (R(X, Z)X. Za)) = —(S(L(Za)), Za) + (A(L — L)S(Za), Za) = =2,

assim obtemos
FX) = = X0, A2 = —tr(52),

logo r(Z) <0, com igualdade se, e somente se, S =0 (L*=—L). m

Podemos caracterizar um grupo de Lie unimodular da seguinte maneira.

Lema 5.36 Um grupo de Lie conexo € unimodular se, e somente se, a transformac¢ao
linear ad(X) tem traco zero para todo elemento X na dlgebra de Lie associada.

Demonstracao. Se G é unimodular temos |det(Ad(g))| = 1, para todo g € G. Como
para todo X € g

det(Ad(exp(X)) = det(exp(ad(X))) = exp(tr(ad(X))),

segue que tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0 para todo X € g, da ex-
pressao anterior temos det(Ad(exp(X)) = 1. Como G é conexo, da proposi¢ao 2.33
segue o resultado. m

Uma élgebra de Lie que satisfaz tr(ad(X)) = 0 para todo elemento X ¢é chamada
algebra de Lie unimodular. Agora, para uma algebra de Lie arbitraria g. Através da
identidade de Jacobi

ad(X,Y] = ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X),

de onde vemos que ad[X,Y] tem trago zero. Assim, temos que X — tr(ad(X)) é um
homomorfismo de g para a &dlgebra de Lie abeliana R. Em particular o nticleo deste
homomorfismo contém [g, g], o que faz do mesmo um ideal, denotemos

u={X eg|tr(ad(X)) = 0},

chamado nicleo unimodular. Temos entao o seguinte resultado relacionado aos grupos
de Lie com métrica invariante a esquerda com curvatura de Ricci > 0.

Proposicao 5.37 Se um grupo de Lie G admite uma métrica invariante a esquerda com
todas as curvaturas de Ricci > 0, entao G € unimodular.
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Demonstragao. Suponha que G nao é unimodular. Entdao podemos escolher um ele-
mento ortonormal X € ut = {Z € g | tr(ad(Z)) = 0}, assim temos tr(ad(X)) # 0.
Assim, temos que ad(X)* # —ad(X), pelo lema 5.35 segue que r(X) < 0, o que contra-
diz a hipotese de que Ricci > 0. =

A proposicao 5.37 nos fornece uma condi¢ao sobre os grupos de Lie com métrica
invariante a esquerda com todas as curvaturas de Ricci > 0. Em [38] encontramos a
classificagao dos grupos de Lie de dimensao 3 contemplando todas as possibilidades de
sinais para curvatura de Ricci.

Os grupos SL(2,R) (grupo das matrizes 2 x 2 reais com determinante igual a 1) e
E(1,1) (grupo dos movimentos rigidos do espaco de Minkowski de dimensao 2) sao exem-
plos de grupos de Lie que admitem métrica invariante a esquerda nao-flat com curvatura
de Ricci < 0 (ver [38], pdginas 307-308), onde SL(2,R) ¢é grupo de Lie simples nao-
compacto e E(1,1) é solivel unimodular. Esses dois exemplos estao em contraste com as
informagoes do teorema 5.31 acerca de curvaturas seccionais, além disso o grupo F(1,1)
é um exemplo de que a reciproca da proposicao 5.37 nao é verdadeira.

Em [38] é colocado em questao a existéncia de métricas inavriantes a esquerda em
grupos de Lie simples de dimensoes mais altas com curvatura de Ricci < 0. Em [25]
encontramos a constru¢do de uma métrica em SL(n,R), n > 3, com curvatura de Ricci
estritamente negativa.

Vamos agora estabecer um resultado relacionado aos grupos de Lie com algebra de Lie
nilpotente, mais especificamente vamos obter uma versao para o teorema de Wolf (ver
[43]) sobre métricas com diregoes positivas e negativas de curvaturas de Ricci. Definimos a
sequéncia de ideais (série central descendente) por g° =g, g' = [g, 9], 6> = [g,9'],. . .,
g* = [g,g"!]. Uma algebra de Lie g é chamada nilpotente se g& = 0 para algum k € N.
Combinando a proposicao 5.33 com o lema 5.35 obtemos a seguinte resultado.

Teorema 5.38 Suponha que G seja um grupo de Lie com dlgebra de Lie nilpotente.
Entao, para alguma métrica invariante a esquerda em G existem direcoes em que a cur-
vatura de Ricci é estritamente positiva e diregoes que a curvatura de Ricci € estritamente
negativa.

Demonstracao. Sendo g nilpotente, existe k& € N tal que g&¥ = 0. Tomando X € gF~! #
0, temos X € Z(g) e X € [g, g], pela proposigao 5.33 segue que r(X) > 0. Observamos
agora que g nao pode se decompor da forma [g,g] & Z(g), visto que isto implica que
lg,9] = [9.[g,9]], 0 que estabilizaria a série central descendente. Assim, podemos tomar
Y € g que ¢ ortogonal a [g,g] e ndo pertence a Z(g). Como ad(Y’) é operador linear
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nilpotente ad(Y)" = 0, para algum n € N, e existe Z € g tal que ad(Y)"1Z # 0, em
particular temos ad(Y)Z # 0. Se ad(Y)* = —ad(Y), temos que

0= (ad(Y)*2Z,2Z) = +{ad(Y)""1Z,ad(Y)""1Z) # 0,

assim segue que ad(Y)* # —ad(Y). Temos Y € [g,g]* e ad(Y)* # —ad(Y), pelo lema
5.35 segue que r(Y) < 0. m

Vamos agora explorar alguns resultados relacionados a curvatura escalar de um grupo
de Lie com uma métrica invariante a esquerda. Fixando uma base ortonormal {e,} para
g, a curvatura escalar pode ser escrita como

s=..1(ey) = ZZKB K(eq,ep).

De acordo com FEliasson (ver [13]) toda variedade diferencidvel de dimensao > 3 admite
uma métrica com curvatura escalar estritamente negativa. Contudo, métricas com cur-
vatura escalar positiva nao existem sempre. Lembrando que um grupo de Lie solivel é
um grupo de Lie com algebra de Lie soliivel, para métricas invariantes a esquerda temos
o seguinte resultado.

Teorema 5.39 Se G € um grupo de Lie soluvel, entao toda métrica invariante a esquerda
em G € flat (teorema 5.29), ou tem curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstracao. Seja G grupo de Lie solivel com métrica invariante a esquerda. Como
g ¢é solivel temos que g ndo pode se decompor na da forma Z(g) @ [g, g, pois neste caso
teriamos g(') = g® o que estabizaria a série derivada. Assim, podemos tomar X € g
unitdrio tal que X ¢ Z(g) e X € [g,g]". Denotemos por u o complemento ortogonal
do espaco gerado por X, temos u ideal de codimensao 1. Considerando a aplicacao
linear L: u — u, tal que L: Z — [X, Z], e definamos S = (L + L*). De acordo com
a demonstragao do lema 5.35, da férmula de Koszul (5.8) obtemos relagoes (5.15) e
(5.16) para V. Denotando por K a curvatura seccional da conexao induzida em u, para
Z,W € u temos

K(ZW)=K(ZW)+(S(2),W)? —(S(Z), ZY{S(W),W).

Como S* = S, podemos escolher uma base ortonormal {Z,}, tal que S(Z,) = A\oZa.
Assim, para a # 3 temos

K(Zo, 23) = K(Za, Zg) — AaXs-
Como r(Z,) = tr(Z — R(Za, Z)Z,), segue que

"(Za) = K(Zoy X) + 3520 K(Zay Zg) — Matr(S) = = N2 +T7(Za) — Aatr(S),

29



onde 7 denota o tensor de Ricci da conexao induzida em u. Segue que
s=r(X)+>,r(Zs) = =2tx(5%) + 3, T(Za) — >, Aatr(S),
visto que r(X) = —tr(S?). Assim, denotando por 5 a curvatura escalar em u, obtemos
s = =2tr(S?) + Y., T(Za) — >, Aatr(S) = —2tr(S?) + 5 — tr(S5)2
Agora, por indugao sobre a dimensao de g, que é soluvel temos 5 < 0, segue que
s < —2tr(S?) — tr(9)% <0,

onde a igualdade ocorre se s =0 e S = 0. Vamos mostrar que se ambas as condi¢oes sao
satisfeitas (s = 0), entdo G é flat. Se S = 0 segue das férmulas (5.16) para V que

para Z,Y € u. Segue que para Z,Y, W €u
R(Z, Y)W = R(Z, Y)W,

com 5 = 0, por hipodtese de inducdo segue que R(Z, Y)W = R(Z,Y)W = 0, para todo
Z,Y, W € u. Utilizando novamente as identidades (5.16) obtidas para V, supondo S = 0
segue que Vz(X) = 0, para todo Z € g. Assim, temos que R(Z,Y)X = 0 para todo
Z,Y € g. Pela propriedade de simetria

(R(Z,Y)X,W) = (R(X,W)Z,Y),

segue que R(X, W) = 0 para todo W € g. Combinando estes fatos com a trilinearidade
de R(Z, Y)W, segue que R=0. m

No caso em que a algebra de Lie de um grupo de Lie G com métrica invariante a
esquerda é nilpotente vimos que existem direcoes de curvatura de Ricci estritamente po-
sitiva e estritamente negativa (teorema 5.38). No entanto, no caso de grupos de Lie
soliveis unimodulares nao necessariamente temos direcoes de curvatura de Ricci estri-
tamente positiva, um exemplo disso é o grupo E(1,1) (mais detalhes em [38]). Neste
contexto temos o seguinte corolario para o teorema 5.39.

Corolario 5.40 Se G € um grupo de Lie soluvel unimodular, entao toda métrica invari-
ante a esquerda € flat, ou tem curvatura seccional positiva e negativa.

Demonstragao. Se G é solivel, unimodular e nao ¢ flat, segue do teorema 5.31 que
existe curvatura seccional positiva em . Sendo G soluvel e nao-flat, pelo teorema 5.39
existe curvatura seccional negativa. m
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CAPITULO 6

GEOMETRIA QUASE
HERMITIANA E GEOMETRIA
KAHLER

Em geometria complexa o conceito de estrutura diferenciavel é na maioria das vezes
substituido pelo conceito de estrutura holomorfa. Dentro deste contexto, uma funcgao
holomorfa é certamente diferenciavel vista como funcao real, mas a o conceito de funcao
holomorfa exige um pouco mais de estrutura. Para se entender melhor a geometria com-
plexa estudaremos os conceitos da geometria quase complexa, isto é, estudaremos objetos
com hipdteses mais fracas do que no caso complexo.

No que segue, faremos um estudo da teoria basica de variedades quase complexas e
complexas explorando posteriormente os resultados no contexto de grupos de Lie comple-
xos. A principal referéncia para os resultados deste capitulo é [21].

6.1 Preliminares algébricas

Nesta secao estudaremos alguns resultados algébricos necessarios, no nivel de espacos

vetoriais, que posteriormente utilizaremos para o estudo dos espacos tangentes em varie-
dades.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao m, uma estrutura complexa em V é
um endomorfismo J de V tal que J?> = —I, onde I é o endomorfismo identidade de V.
Em um espago vetorial real V' com uma estrutura complexa J podemos introduzir uma
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multiplicagao por escalar complexo da seguinte maneira
(a+1ib)X =aX +bJX paratodo X € Vea,beR.

Essa estrutura de espago vetorial complexo induzida por J transforma V' em um espaco
vetorial complexo de dimensao 7. Nao ¢é dificil ver que m tem que ser par pois J 2=
e deg(det(J — AI)) = dimg(V).

De maneira reciproca, se V' é um espaco vetorial complexo de dimensao n podemos
definir um endomorfismo J em V tal que J: X — X, paratodo X € V. Se considerarmos
V' como espago vetorial real de dimensao 2n, entao J é estrutura complexa em V.

Proposicao 6.1 Seja J uma estrutura complera em um espaco vetorial real V' de di-
mensao 2n. Entao, existem elementos X1, Xo, ..., X, de V tal que {X1, Xo, ..., X,
JX1, JXs, ..., JX, } € uma base de V.

Consideremos agora o espago vetorial complexo C", onde Z € C" é tal que Z= (z,
, 2n). Podemos identificar C" com o espaco vetorial real R?", onde 2% = 2% +iy* k €

1,2, ..., n}, assim temos que (21, ..., 2,) se identifica com o elemento (z!, ..., 2", y',
q )
., y") de R?". A estrutura complexa Jy induzida por C* em R?*" é tal que
(:L‘l’ 9 x”’ y17 ) yn) % (_yl’ Y _yn7 'T"l? ) 'Tn)
para todo (z!, ..., 2", y', ..., y") € R*". Em termos da base candnica de R*" temos

que

0 -1
Jo = "
onde I,, denota a matriz identidade de ordem n.

Proposigao 6.2 Sejam J e J' estruturas complexas nos espacgos vetoriais reais V e V',
respectivamente. Considerando V' e V' espacos vetoriais complexos com multiplicacao por
escalar complexo induzida por J e J', respectivamente, seT: V. — V' é um mapa R-linear,
entao T € C-linear se, e somente se, J' o T =T o J.

A demonstracao desse fato segue da definicao da multiplicacdo por escalar complexo
induzida pelas estruturas complexas. A partir da proposicao anterior podemos identificar
o grupo GL(n,C) com o subgrupo do grupo GL(2n,R) dos elementos que comutam com

0 -1,
=5 )
A representacao de GL(n, C) em GL(2n, R), chamada de representacao real de GL(n, C),
¢ dada por
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A —-B

A+@B—>(B A

), com A, B € GL(n,R).

Através desta representacao podemos estabelecer o seguinte resultado sobre estruturas
complexas de R?"

Proposicao 6.3 FErxiste uma correspondécia biunivoca entre o conjunto das estruturas
complezas de R*™ e o espago homogéneo GL(2n,R)/GL(n,C); onde a classe representada
por um elemento S € GL(2n,R) € levada na estrutura compleza SJyS™', onde Jy € a
estrutura canénica de R*" induzida por C™.

Agora, seja V um espago vetorial real e V* o seu espago dual. Uma estrutura complexa
J em V induz uma estrutura complexa em V*, denotada também por J, de modo que:

(JX, X*) =(X,JX*) paratodo X € VeX*eV*

lembrando que (X, X*) = X*(X), para X € V e X* € V*.

Consideremos V' um espaco vetorial real m-dimensional e V® = V®@gC sua complexi-
ficacdo. Entdo, o espaco V pode ser visto como subespaco real de VC. De maneira geral,
podemos ver o espago dos tensores T%(V'), do tipo r-contravariante e s-covariante, como
um subespaco real do espaco TE(VC). A conjugaciao complexa em VC é definida pelo
endomorfismo real

Z=X+iY - Z=X—-4iY paraX,Y€eV.

A conjugacio complexa de VC pode ser estendida para T:(V®) de maneira natural.

Se V' é um espaco vetorial real 2n-dimensional com uma estrutura complexa J. Entao,
podemos estender a estrutura complexa a um endomorfismo de V°, ainda denotado por
J, satisfazendo a equacdo J? = —I. Assim, temos a decomposicio de V® na soma dos
autoespacos associados aos autovalores 2 e —: de J. Denotamos por

Vi = {Z € Ve | JZ =iZ}, Vol = {Z € |7 | JZ = —iZ}
os autoespacos associados a ¢ e —i, respectivamente.

Proposicao 6.4 Temos os sequintes resultados:
1. VYW ={X —iJX | X eV}, VM ={X+iJX|XeV}
2. V€ = ylogyol (soma direta como espago vetorial complexo).

3. A conjugacio complexa de VC define um isomorfismo linear real entre V10 e V01
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Demonstragao. O item (3) segue da defini¢io da conjugacao complexa em V<, e do fato
de que dimg V*? = dimg Vo' = 2n. O item (2) é consequécia da decomposicao de VC
como soma dos autoespacos associados aos autovalores ¢ e —i do endomorfismo complexo
J, corespondentes aos autoespacos V1Y e V%! respectivamente.

Vamos mostrar o caso V1 do item (1), j4 que as contas para o caso V%! seguem de modo
andlogo. Consideremos W = {X —iJX | X € V}, pela definigdo dos elementos de W
temos que W é um subespaco complexo de VC. Agora, temos que

Z7eVl&e JZ=iZ& —iJZl=0=7=%3Z—iJZ)

Se denotarmos Z = X +14Y, com X,Y € V| segue que

$(Z—iJZ)=3(X —iJX)+ LY —iJY) e W=V CW
Agora, para X € V, temos J(X —iJX) = JX —iJ?X = JX +iX = i(X —iJX) =
W C V0. Temos entdao V0 =W ={X —iJX | X €V} n

Observamos novamente que se considerarmos V* o espaco dual de V', uma estrutura
complexa J em V induz uma estrutura complexa em V*, que também denotamos por J.
Sendo V*C a complexificacdo de V*, com respeito aos autovalores i e —i de J, temos uma
decomposicao de V* em soma direta de autoespacos de J associados aos autovalores i e

—i
V€ =V 0®Vo1  (soma direta como espago vetorial complexo).
Proposicao 6.5 Da decomposi¢io V*C =V, ,®Vy 1, seque que
o Vig ={X*e V| (X X*)=0,VX € VO}

o Voo = {X*eV*C| (X, X*) =0,VX € V10}

Demonstracao. Mostraremos o caso Vj o, o caso V1 segue de modo analogo. Conside-
remos W = {X* € V*C | (X, X*) = 0,VX € V%'} pela definicio dos elementos de W,
segue que W um subespaco de V*C. Como (X, X*) = X*(X), para X € Ve X* € V*
= W é o anulador de V%! em V*C . Temos entao

dime W = dim¢e V*€ — dime VO = 2n — n = n.

Se 0 #£ Z* € Vig = {Z* € V*C | Jz* = iZ*} = (2,J2Z%) = (JZ*)(Z) = iZ*(Z),
VZ e VOl

Mas (Z,JZ*) = Z*(JZ) = —iZ NZ € VO = 272%(Z)=0,VZ e VO = Z* e W.
Assim temos que Vg € W, como dim¢ W = n = dim¢ Vi
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= Vip=W = {X* € V*C| (X, X*) =0,VX € VO'},

o caso V1 segue de modo analogo. m

Considerando as decomposicoes de VC e V*C associadas a uma estrutura complexa
J em V, temos que T%(VC) se decompde em soma direta de produtos de subespacos
identicos a V10 V%1 V) ;e Vj,. Estamos interessados em estudar a decomposi¢io da
dlgebra exterior /\ V*C. As dlgebras A\ Vio e A Vo1 podem ser consideradas subalgebras
de /\ V*€. Denotemos por A”? V*C o subespaco de A V*¢ gerado por elementos da forma
aAp,onde € A" Vige e A Vo, isto é,

APV = spanc{anB e AVC | ae NP Vig,B€ N Vo)

Temos a seguinte proposicao.

Proposigao 6.6 A algebra exterior \ V*C se decompoe da forma

AVE =30 0NV com NTVE =30 (ANPTVEE),

e a conjugagdo compleza de V*C, se estende a \ V*C de maneira natural, fornecendo um
isomorfismo linear real entre A\P?V*C e AP V€,

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte da proposicao segue das seguintes
observagcoes

° Zp+q:r(/\P7q V*(C) C /\7" V*C.

o Se{ay, ...,az,} ébasede V*C {a;, A...Aay, | 1<iy <...<i,<2n} ébase de
/\Tv*(C_

e Seae N'V*C coma=p3A--ApBr,onde B € VC =V, o@®Vo1, Yk € {1,...,r}
= O = ,1’0 + 6,2’1, ,1’0 eVipe 5,8’1 € Vou, Vk € {1,...,r}. Assim, temos que

51/\.../\57»:( %’0—1—5?’1)/\~--/\(ﬁrl’0+5?’1).
e Se 7, ’V,HEV*C, temos (n+y) A0 =nA0+~vyNG0.

Das observagoes e da bilinearidade do produto exterior vemos que é suficiente consi-
7y /*C
derar v € A\" V**, tal que

a=PBi A ABr= (B0 + B A A (BEO + 8O,
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da distributividade e bilinearidade do produto exterior, se « € > . .~ (A" V*C€)

5 NV Yy (APV0),sege que ATV = 35, (APV).

O isomorfismo entre AP V*C e AP V*C via conjugagao complexa de V*C, é uma
consequéncia do isomorfismo linear entre Vi e Vj; através da conjugagao de V*C. m

Considerando {«;} base do espago vetorial complexo V; o, temos que {@;} é base do
espaco Vp1 (via proposicao 6.4), assim temos que o conjunto dos elementos da forma
ag N Nag, Nagg N AN, 1 <dp < e-<dpy <me 1 < gy < -e < gy <on, formam
uma base para A\”? V*C sobre o corpo dos ntimeros complexos.

Definicao 6.7 Um produto interno Hermitiano em um espago wvetorial real com uma
estrutura complexa J € um produto interno h tal que

h(JX,JY)=h(X,Y), VX, Y € V. (6.1)
Segue que h(JX,X)=0,vVX e V.

Proposicao 6.8 Seja h um produto interno Hermitiano em um espaco vetorial real V
com uma estrutura complexa J. FEntdao, existem elementos Xi,..., X, em V, tal que
o conjunto {Xy,...,Xn, JX1,...,JX,} forma uma base ortonormal como respeito ao
produto interno h.

Se hy é o produto interno candnico do espaco R?", isto é, o produto interno para o
qual a base canonica do R** é ortonormal, entdo hy é um produto interno Hermitiano
com relagao a estrutura complexa canonica Jy. Assim, temos o seguinte resultado.

Proposicao 6.9 FEzxiste uma correspondéncia biunivoca natural entre os produtos internos
Hermitianos do espaco R*™, com respeito a estrutura canénica Jy, e o espaco homogéneo
GL(n,C)/U(n); a classe representada por um elemento S € GL(n,C) corresponde ao
produto interno h definido por

h(X,Y) = ho(SX,SY), VX,Y € R*™, (6.2)
onde ho € o produto interno canénico de R*".

Proposicao 6.10 Seja h um produto interno Hermitiano em um espaco vetorial real V
com uma estrutura complexa J. Entao, h pode ser estendido unicamente a uma forma
bilinear simétrica, denotada também por h, de VC, que satisfaz as sequintes condicdes

1. h(Z, W) =h(Z W), VZ,W € VC;
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2. h(Z,2)>0,YZ € VC;
3. hWZW)=0,VZ eV e W € VO,

Reciprocamente, toda forma bilinear simétrica h satisfazendo as condigoes 1,2 e 3 € na-
turalmente a estensao de um produto interno Hermitiano de V.

Demonstracao. O item (1) segue da bilinearidade sobre C da extensao. O item (2)
segue do seguinte fato:

Denotando Z = X + Y € VC, temos que Z = X — 7Y, assim
hZ,Z)=h(X +iY, X —iY) =h(X,X)+h(Y,Y) > 0se Z #0.

O item (3) é consequéncia de que se Z € V0 e W € V%! entdo podemos escrever
Z =X —iJX, para algum X € V. W =Y +4JY, para algum Y € V. Assim, temos
W=Y —iJY =

= (X —iJX,Y —iJY) = h(X,Y) —ih(X,JY) — ih(JX,Y) — h(JX,JY) = 0,
pois (X, JY) = —h(JX,Y) e h(JX,JY) = h(X,Y). =

Para cada produto Hermitiano h de V', com respeito a uma estrutura complexa .J,
associamos uma forma bilinear w € A*V*, definida da seguinte forma:

w(X,Y) = h(X,JY), VX,Y € V.

Da maneira que w foi definida, temos w(X,Y) = —w(Y, X), isto é, w é anti-simétrica.
E facil ver que w é invariante por J.

Como /\2 V* pode ser considerado como um subespaco de /\2 V*C. w pode ser vista
como um elemento de /\2 V*C isto é, w pode ser estendida unicamente a uma forma
bilinear anti-simétrica de V¢, que também denotamos por w. Das proposicoes 6.4, 6.5,
6.1, segue que

Proposigao 6.11 Seja w a forma bilinear anti-simétrica associada a um produto interno
Hermitiano h de V. Entao, w € /\1’1 V€,

Proposicao 6.12 Sejam h e w como na proposi¢ao (2.11), consideremos {Zy,...,Z,}
base de V'O sobre C e {¢',...,£"} sua base dual para V1. Denotando por

ho5 = W Zy, Zs), Yo, =1,...,n.
Entao
1. h,3 :m, Va,=1,...,n;

2. w=—2iY ", h,5 NEP.
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6.2 Variedades quase complexas

Nesta se¢ao estudaremos o conceito de variedade quase complexa (quase Hermitiana). O
principal objetivo é analisar as condi¢oes para que uma variedade quase complexa seja de
fato uma variedade complexa.

Definicao 6.13 Uma variedade complexa de dimensao n é uma variedade diferencidvel
real 2n-dimensional M, com atlas {(U,, ¢o)} que tem funcgoes de transi¢cao holomorfas.
O atlas de uma variedade complexa é chamado estrutura holomorfa em M.

Para compreender melhor as variedades complexas definiremos a nocao de variedade
quase complexa, e aplicaremos muitos dos conceitos vistos na secao anterior no espaco
tangente de uma variedade quase complexa.

Definicao 6.14 Uma estrutura quase complexa em uma variedade diferencidvel real M
¢ um tensor J € T(TM ® TM*), tal que J*> = —I, onde I denota o endomorfismo
identidade de T M. Uma variedade diferencidvel real com uma estrutura quase complexa
firada é chamada variedade quase compleza.

Proposicao 6.15 Toda variedade quase complexa tem dimensao par e € orientdvel.

Observamos que se M ¢é uma variedade complexa de dimencao n, entao podemos defi-
nir uma estrutura quase complexa na variedade real subjacente de dimensao 2n, utilizando
a estrutura holomorfa, da seguinte forma:

Seja (p,U) uma carta em p € M, temos ¢: U C M — C"* = R*. Como visto na
secao anterior C induz uma estrutura complexa Jy em R?", definimos J = ¢, o Jyop, em
U C M. Para ver que J esta bem definida em toda variedade M precisamos verificar o
que acontece na intersec¢ao de duas cartas. Seja (1, V') um outro sistema de coordenadas,
tal que U NV # (), consideremos a seguinte caracterizacao de funcao holomorfa.

Proposicao 6.16 Uma funcgao f: U C C* — C™, preserva as estruturas quase complexas
de C" e C™, isto é, f.oJ = Jo f, se, e somente se, f é holomorfa.

A partir desta proposicio, segue que (o 1), 0Jy = Jyo (Yo ), em p(UNV) =
J =9 ltoJyop, =1 toJyor, em UNYV, assim temos que .J associa a cada ponto
de M um automorfismo de seu espaco tangente, que satisfaz J? = —I = toda variedade
complexa é quase complexa.

Uma estrutura quase complexa J em uma variedade M é chamada estrutura complexa
se M ¢é a variedade real subjacente a uma variedade complexa que induz J através de sua
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estrutura holomorfa.

Sejam (M, J) e (M',J") variedades quase complexas. Uma funcao f: M — M’ é
chamada quase complexa se J' o f, = f, o J. Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.17 Sejam (M, J) e (M',J") variedades complexas. Uma func¢ao f: M —
M’ € holomorfa se, e somente se, f € quase complexa com rela¢ao as estruturas quase
complexas de M e M’'.

Demonstragao. Podemos tomar sistemas de coordenadas (U, ¢) em M e (V1) em M,
tal que f =1 o fop™: pU) CC"— (V) C C™ localmente. Assim, f é holomorfa <
f localmente satisfaz f. o Jy = Jjo fi, onde Jy e J| s@o as estruturas complexas canonicas
de C" e C™, respectivamente. Como podemos escrever as estruturas as estruturas quase
complexas de M e M’, respectivamente, localmente da forma J = p 1o Jyop, e J =
P o Jh o1, da expressao local de f segue o resultado. =

Exemplo 6.18 Em andlise complexa de funcoes de uma varidavel, uma fun¢ao compleza
f: C — C € holomorfa se satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann. Isto €, escrevendo
flz,y) = u(z,y) +iv(z,y), onde u,v: R? = R, dizemos que f é holomorfa se

O,u = 0yv e O0,v = —0yu.

0 —1

Denotand =
enotando por Jo (1 0

), a matriz que representa a multiplicacdao por i em

Ozu Oyu

R? = C, e a diferencial de f por df = [ Oyv Oy
T Yy

}, obtemos uma condicao equivalente

as equagoes de Cauchy-Riemann
Joodf =df oJy

se, e somente se, as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas. De maneira mais geral,
podemos estender este conceito para fungoes f: C™ — C", definindo para k inteiro

0 -1
<]2k:|: k:|7

Iy, 0

com respeito a identificacio natural R?* = CF, onde I, denota a matriz identidade de
ordem k. Dizemos que f é holomorfa se Jy, o df = df o Ja,.

Em particular, duas variedades complexas associadas a mesma variedade real sao
idénticas se as correspondentes estruturas quase complexas coincidem.
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Proposicao 6.19 Seja M uma variedade orientdvel de dimensdo 2n e L(M) o fibrado
de bases sobre M. Entao, o conjunto das estruturas quase complexas de M estd em cor-
respondéncia biunivoca com o conjunto das se¢oes do fibrado B = L(M)/GL(n,C) sobre
M, com fibra GL(2n,R)/GL(n,C), onde GL(n,C) € visto como subgrupo de GL(2n,R)

via representa¢ao real.

Estamos interessados em estudar quando uma variedade M com uma estrutura quase
complexa J é uma variedade real associada a uma variedade complexa, com J induzida
pela estrutura holomorfa, isto é, com J complexa. Para isso definimos a torsao de uma
estrutura quase complexa.

Definicao 6.20 Seja M uma variedade real de dimensao 2n e J uma estrutura quase
complexa definida em M. A torsao de J € o tensor do tipo (1,2) Ny, tal que

N;(X,Y)=2{[JX,JY] - [X,Y]| - J[X,JY] - J[JX,Y]} (6.1)
VX, Y e I(TM).
Tomando coordenadas locais z!, ..., 2*" em M, denotando X = 0,a ¢ Y = 9,5, temos

as componentes Niﬁ de N;, onde

2n
NE g =2 (JLOTs — JhouTk — Jf0uT) + Jf0sT}), (6.2)
=1
sendo Jj sao as componentes de J e 0, = 0, VI =1,2,...,2n.

Teorema 6.21 (Newlander-Nirenberg) Uma estrutura quase compleza J em uma va-
riedade M é uma estrutura complexa se, e somente se, J nao possui torsio (Nj = 0).

Vamos estudar agora resultados associados a algebra exterior associada as formas di-
ferenciaveis de uma variedade quase complexa. De fato, veremos que uma estrutura quase
complexa induz uma decomposicao na algebra exterior associada ao espacgo das formas
diferenciaveis. Denotemos por T ;CM o espaco tangente complexo em p € M, isto é, a
complexificagao do espaco tangente T,M. Seja A" (M) o espago das r-formas em M, de-
notemos por Ag(M) a complexificagdo de A"(M). Toda r-forma complexa w € A (M)
pode ser escrita de maneira inica como w’'+iw”, onde w’ e w” sdo r-formas (reais). Se deno-
tarmos por T;)CM * a complexificacao do espaco dual de T, M, uma r-forma complexa pode
ser vista como uma se¢ao do fibrado A\"(TCM*), isto é, w: p € M — w, € \"(T,*M*).

De modo mais geral, podemos definir o espaco dos campos tensoriais complexos so-
bre M como a complexificacao do espaco dos campos tensoriais reais. Operagoes como
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contragoes, conchetes, derivacao exterior, derivada de Lie, produtos internos, etc, podem
ser estendidas por linearidade para campos tensoriais complexos ou formas diferenciaveis
complexas.

Seja M uma variedade com uma estrutura quase complexa J, pela proposicao 6.4,
dadop e M
Cas — 1,0 0,1
TyM=T,"M& T, M, (6.3)
um vetor tangente complexo em p € M é do tipo (1,0) se pertence a Tpl’OM, e do tipo

(0,1) se pertence a T»' M.

Proposicao 6.22 Um campo vetorial complexo Z em uma variedade quase complexa M
¢ do tipo (1,0) (resp. (0,1)) & Z = X —iJX (resp. Z = X +iJX), para algum
X el(TM)

Pela proposigao 6.6 o espaco A\(M)c das formas diferenciais complexas de uma
variedade quase complexa M de dimensaoo 2n pode ser decomposto da forma:

ANM)e =32 g N (M)e = 3203y g A" (M)c).

Um elemento de A”9(M)¢ é chamado forma complexa de grau (p, q). Pela proposi¢ao
(2.5), uma 1-forma complexa w é de grau (1,0) (resp. (0,1)) se, e somente se, w(Z) =0

para todos os campos complexos Z do tipo (0,1) (resp. (1,0)). Se w',...,w™ é uma base
local para /\I’O(M)@, entao sua conjugacao complexa w',...,w™ é uma base local para

A (M) (via proposicio (2.4)). Os elementos da forma w/™ A ... Awir AT A ... AT,
I1<ji<--<jp<nel<k <-- <k, <n, formam uma base local para \"?(M)c.
Consequentemente, se w € A" (M)c, entdo w(Zy,...,Z,1,) = 0 para campos verotiais
complexos Zy, ..., Z,, tais que o nimero de campos do tipo (1,0) é maior do que p ou
o numero de vetores do tipo (0,1) é maior do que ¢g. Temos a seguinte proposigao

Proposigao 6.23 Se A" (M)c é o espago das formas complexas de grau (p,q) sobre uma
variedade quase complexa M, entao

AN () € AT B0 @ A AT (e © AT (M)

Segue agora um teorema que relaciona o estudo das formas complexas com o a inte-
grabilidade de estruturas quase complexas.

Teorema 6.24 Para uma variedade quase complexa M as sequintes condicoes sao equi-
valentes:

1. Se Z e W sdo campos complexos do tipo (1,0) , [Z, W] também € do tipo (1,0);
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2. Se Z e W sao campos complezxos do tipo (0,1) , [Z, W] também é do tipo (0,1);

3. Sewe NO(M)e = dwe N (M)ed A" (M)e.
Sew e N (M)e = dw e A (M)e & N> (M)g;

4. d(AN"Y(M)c) C /\pH’q(M)(c &) /\p’q+1(M)(C, para p,q=0,1,...,n;

5. A estrutura quase complexa J nao tem torsio (Nj = 0).

Consideremos uma estrutura quase complexa .JJ em uma variedade diferenciavel M,
supondo que N; = 0, pela equivaléncia de (4) e (5) do teorema 6.24 podemos decompor
o operador diferencial exterior, isto é, podemos definir 3: AP (M)c — A'7"(M)c e
: N"U(M)e — AP (M)¢, de modo que

dw = 0w + dw, Yw € \PY(M)c.

Como d? = 0, obtemos as seguintes relacoes
_2 J— J—
2 =0, 0 =0, 0od+000=0
Como aplicagao da teoria estudada até o momento exploraremos os conceitos béasicos
de grupos de Lie complexos e de variedades Grassmanianas complexas.

Exemplo 6.25 Um grupo de Lie complexo é uma variedade complexa de maneira que a
aplicacao (a,b) € G x G — ab™! € G € uma aplicagao holomorfa de G x G em G, onde
G x G € variedade complexa com a estrutura de variedade produto. Se G € um grupo de
Lie complezxo sua estrutura compleza J € invariante por Ly, Ry, Ad(g). Assim, se X € um
campo tnvariante a esquerda JX também é.

Vemos que se J € uma estrutura complexa em G, entao J. é uma estrutura complexa
na dlgebra de Lie g de G. Como J € invariante por Ad(g) seque que Joad(X) = ad(X)oJ,
assim temos g uma dlgebra de Lie compleza, que podemos denotar por g’ ou simplesmente
por g. Reciprocamente, se G é um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie compleza g,
podemos construir uma estrutura complexa invariante a esquerda J em G a partir da
estrutura complexa canénica Jy de g (JoX = iX, para todo X € g). Definamos para
ge G

Jg = (Lg)we 0 Joo (Lg‘l)*w

temos J € I'(TG @ TG*) uma estrutura complexa invariante a esquerda em G. Como
[JX,Y] = J[X,Y] para campos invariantes a esquerda, seque que Nyj(X,Y) = 0 para
campos invariantes a esquerda. Assim temos Ny = 0, logo G € variedade complexa. Como
Ry, L, preservam J (proposicao 6.16) segue que (a,b) € G x G — ab € G € aplicagio
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holomorfa. Como a diferencial de v: g — g~' comuta com J no elemento neutro e € G

seque que L preserva J, visto que (Ly)g = (Rg-1)se © (tx)e 0 (Ly=1)sg. Assim temos que G €
grupo de Lie complexo.

Exemplo 6.26 Uma variedade Grassmaniana compleza Gy 4(C) dos p-planos em CPT9
¢ o conjunto de todos os subespacos p-dimensionais de CPT9 com estrutura de variedade
compleza construida da sequinte forma. Seja z',...,2P"9 o sistema de coordenadas natural
em CPY4, onde cada z*: CP*9 — C é um mapa linear. Para cada conjunto de inteiros
a={a,....q} tal que 1 < oy < ... < oy < p+gq, seja U, o subconjunto de G, ,(C)
formado por todos os subespagos p-dimensionais S tal que z*'|s, ..., 2%?|s sao linearmente
independentes. Vamos definir um mapa pq: Uy — Mpyo(C) = CP1. Seja {ogpi1, ..., 0pig}
o complemento de {on,...,ap} em {1,...,p+ q} ordenado de maneira crescente. Como
para cada S € U,, o conjunto z*'|s,...,z%|s forma uma base para o espag¢o dual S*,
podemos escrever

PR g =3 sF(zs), k=1,...,q.

Definimos entio pa(S) = (sF) € Myug(C) = CP9, para cada S € U,. E facil ver que
Vo Uy = M,y (C) = CP2 € um sistema de coordenadas locais em G, 4(C) e que a familia
de (P17 cartas (Uy, o) formam wm atlas, fazendo de G, 4(C) uma variedade compleza

p
de dimensao pq.

Podemos utilizar um pouco da teoria de grupos de Lie para a sequinte construcao.
O grupo GL(p + q,C) age em CPT9 levando subespacos p-dimensionais em subespacos p-
dimensionais por isso pode ser considerado como um grupo de trasformacdes agindo em
G,4(C). Essa agao € holomorfa e transitiva. Se Sy denota o subespaco p-dimensional
gerado pelos primeiros p vetores da base canonica de CP*, o subgrupo de isotropia Hg,

i, ={( 5 1) ccLwrao)

onde 0 denota a matriz nula de ordem gxp. Por isso G, ,(C) pode ser visto como o espago

de Sy € dado por

quociente GL(p + q,C)/Hg, do grupo de Lie complezo GL(p + ¢, C) pelo subgrupo de Lie
fechado Hg,, além disso, a projecio natural GL(p + q,C) — G, ,(C) € holomorfa. Por
argumentos similares podemos mostrar que o grupo unitdrio U(p+q) age holomorficamente
e transitivamente em Gy, ,(C), assim podemos escrever G, ,(C) como o espago quociente

U(p+4q)/U(p) x U(q), onde

v v ={ (5 ) 14eu0). Bevaf.
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Como U(p + q) € compacto, seque que G, ,(C) também é compacto.

A wvariedade Grassmanniana Gy, (C) € conhecida como espago projetivo complexo, e
denotada por CP™.

6.3 Conexoes em variedades quase complexas

Nesta secao estudaremos as relagoes entre uma estrutura quase complexa e uma conexao
no fibrado dos referenciais lineares, o principal objetivo é relacionar a torsao da estrutura
quase complexa com a torsao de uma conexao.

Consideremos M uma variedade real de dimensao 2n com uma estrutura quase com-
plexa J e Jy a estrutura complexa canonica do espaco vetorial R*®, vamos construir o
fibrado de bases complexas C'(M) e estudar conexdes em C(M).

Um referencial complexo em p € M é um mapa linear nao singular u: R** — T, M tal
que uo Jy = Jowu. Dadop € M denotemos TpMJ 0 espaco tangente em p visto como
espaco vetorial complexo com a multiplicacao por escalar complexo induzida por J. Pela
proposicao 6.1 podemos ver um referencial complexo em p como uma aplicacao linear
nio singular u: C* — T,M”. Denotamos por C'(M) C L(M) o conjunto dos referenciais
complexos sobre M. O conjunto C'(M) é um subfibrado do fibrado principal L(M) com
grupo estrutural GL(n,C), o fibrado C'(M) é chamado de fibrado dos referenciais com-
plexos.

A prova de que C(M) é um fibrado principal é muito parecida com a prova de
que L(M) é um fibrado principal sobre M ( exemplo (5.2) em [20], pagina 55), ex-
ceto a construcao das trivializacoes locais de C'(M). Para construir as trivializagoes
locais para C'(M), consideremos z', ..., x*" coordenadas locais em U C M, vizinhanca
de po € U C M. Temos O,1,...,0,2n base de T,,M. Pela proposi¢ao 6.1, existem
X1 ..., X" elementos de T,, M, tal que X*',..., X" JX' ... JX" é base de T,,M, com
XP = Y 0 @apOpe, com B =1,2,...,n. Mudando a ordem se necessario, podemos supor
XP=0,, 8=1,2,...,n, pois (das) € Mapxn(R) tem posto n. Assim temos .1, ..., dpn
base de T,,M"” sobre C, para todo p € U.

Consideremos a base ey, ..., e, de C* = R*" como espaco vetorial complexo, dado um
referencial complexo u € C(M) em p € U, temos que

u(ej) = >0 ¢ijO0pi, com j=1,2...,n, c=(¢;) € GL(n,C),
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temos a correspondéncia u — (p,c) que fornece uma trivializacao local para C'(M).
Observamos que embora obtenhamos uma coberturas trivializante {U,} de M e fungoes
de transicao a5: Uy, N Uz — GL(n, C), essas fungdes em geral ndo sdo quase complexas.

Como C(M) é um subfibrado do fibrado principal dos referenciais lineares L(M) de
M, segue que cada estrutura quase complexa em M da origem a uma reducao do grupo
de estrutura GL(2n,R) de L(M) para GL(n,C).

Proposicao 6.27 Dada uma variedade real M de dimensao 2n, existe uma correspondéncia
biunivoca entre as estruturas quase complexas de M e as redugoes do grupo de estrutura

de L(M) para GL(n,C).

Sabemos que em uma variedade Riemanniana M com métrica g, uma conexao linear
[' é uma conexao métrica, isto é, I' é obtida de uma conexao no fibrado dos referenciais
ortonormais O(M) se, e somente se, g é paralela com respeito a I'. Temos uma construgao
analoga no caso de estruturas quase complexas.

Proposicao 6.28 Para uma conexao linear I' em uma variedade quase complexa M, as
sequintes condicoes sao equivalentes

1. T' é uma conexdo no fibrado dos referenciais complexos C'(M);

2. A estrutura quase complexa J € paralela com respeito a I'.

Demonstragao. (1) = (2): Considerando o fibrado associado TM” = E = C(M) x,C",
onde (p,C") é a representagao natural de GL(n,C). Seja 7 = {2y ; —¢ < t < &}
uma curva diferenciavel em M, e Y; um campo vetorial em M definido ao longo de 7.
Temos Y; = ;& € Ey, onde u, € C(M) é o levantamento horizontal de zy, {&} é curva
diferencidvel em R?*" = C" e E, = T,,M’ é a fibra em z;,. Considerando o transporte
paralelo Ttt+h2 Eiyy, — E;, como uso Jy = Jy, ouy, —e <t < g, temos que

t+h
7—t © J$t+h

(Y;ﬁJrh) = Jibt © TttJrh(Y;‘/+h) = vxt(‘]xz}/t) = Jlt (th<Y;§)),

onde V é a derivada covariante associada a conexao I'. Assim VJ =0

(2) = (1): Supondo J paralela com relagao a I', seja V a derivada covariante associ-
ada a I' em TM, isto é, V: I'(TM) x I'(TM) — I'(TM). Como J é paralela, V.J = 0,
podemos definir uma distribuigao horizontal em TM7 = E = C(M) x, C", via derivada
covariante. Existe uma correspondéncia biunivoca entre conexoes em E e conexoes em
C(M) (ver em [29], Capitulo 2, Segao 10), assim temos uma conexao em C'(M) que coin-
cide com I, pois toda curva horizontal em E = T'M’ é horizontal em TM. m
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Uma conexao linear (ou afim) é chamada quase complexa se satisfaz uma (ou ambas)
das condigoes da proposicao 6.28. Da teoria geral de conexdes, toda variedade (para-
compacta) quase complexa admite uma conexao afim quase complexa (ver [20], pagina
67). O teorema seguinte garante a existéncia de um tipo especial de conexao.

Teorema 6.29 Toda variedade quase complexa M admite uma conexao afim quase com-
plezxa, tal que sua torsao Tw € dada por

N, = 8T, (6.1)

onde Ny € a torsao da estrutura quase complexa J de M, e V é a derivada covariante da
CONETA0.

Demonstragao: Segue em [21], pagina 143.

Temos o seguinte corolario

Corolario 6.30 Uma variedade quase complexa M admite uma conexdo afim quase com-
plexa livre de torsao se, e somente se, sua estrutura quase complexa tem torsao nula.

6.4 Meétrica Hermitiana e métrica Kahler

Nesta secao vamos estudar o conceito de métrica Hermitiana e a 2-forma Kahler associada
a tal métrica, trataremos de suas relagoes com a integrabilidade e paralelismo da estrutura
quase complexa.

Definicao 6.31 Uma métrica Hermitiana em uma variedade quase complexa M €é uma
métrica Riemanniana g que € invariante pela estrutura quase complexa, no sentido de que

g(JX,JY)=g(X,Y) onde X,Y € T(TM).

Assim, uma métrica Hermitiana define um produto interno Hermitiano em cada espaco
tangente 7,,M com respeito a estrutura complexa definida por J,. Uma variedade quase
complexa M (resp. complexa) com uma métrica Hermitiana é chamada quase Hermitiana
(resp. Hermitiana)

Proposicao 6.32 Toda variedade quase complexa (paracompacta) admite uma métrica
Hermitiana.

A principio uma métrica Riemanniana esta definida apenas no fibrado tangente real
podendo ser estendida unicamente sobre C em todo T'M. Denotando também por g esta
extensao e por TCM a complexificacao fibra a fibra, pela proposicao 6.10, temos
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o o(Z,T) = g(Z, W), V2, W & T(TCM);
e g(Z,7Z) > 0, para todo vetor complexo Z # 0;

e g(Z,W) = 0, para todo campo vetorial Z do tipo (1,0) e todo campo vetorial W
do tipo (0,1).

Reciprocamente, todo tensor simétrico g satisfazendo as trés condigoes acima é natu-

ralmente a extensao de uma métrica Hermitiana de M.

Como foi visto na secao 6.1, associado a um produto interno Hermitiano em um
espaco vetorial V', temos uma forma bilinear anti-simétrica definida em V. De modo
analogo, podemos construir uma 2-forma em M, chamada 2-forma fundamental ou 2-
forma Kahler.

Definigcao 6.33 Seja M uma variedade quase Hermitiana com métrica g e estrutura
quase complexa J, definimos a 2-forma fundamental w em M por

w(X,Y) =g(X,JY),VX,Y € I(TM),

da invariancia de g, seque que w(JX,JY) =w(X,Y), VX, Y € I'(T'M).

Em geral uma estrutura quase complexa J associada a uma variedade quase Hermiti-
ana nao é paralela com relacao a conexao de Levi-Civita definida pela métrica Hermitiana.
A seguinte proposicao estabelece uma relacao entre as diferentes estruturas que definem
uma variedade quase Hermitiana.

Proposicao 6.34 Seja M uma variedade quase Hermitiana com estrutura quase com-
plexa J e métrica Hermitiana g. Seja w a 2-forma fundamental associada a g, Nj a
torsao de J eV a derivada covariante associada a conexao de Levi-Civita definida por g.
Entao, dados campos vetoriais X, Y, e Z em M, temos

49((Vx )Y, Z) = 6dw(X,JY,JZ) — 6dw(X,Y, Z) + g(N;(Y, Z), JX). (6.1)
Como aplicacao, temos o seguinte teorema

Teorema 6.35 Para uma variedade quase Hermitiana M com estrutura quase complexa
J e métrica Hermitiana g, as sequintes condigoes sao equivalentes

1. A conexdo de Levi-Civita definida por g € quase complexa (VJ = 0);

2. A estrutura quase complexa nao tem torsao (Ny =0) e a 2-forma fundamental w é

fechada (dw = 0).
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Como corolario imediato segue que

Corolario 6.36 Para uma variedade Hermitiana M, as sequintes condi¢oes sao equiva-
lentes

1. A conexdo de Levi-Civita é quase compleza (V.J =0);

2. A 2-forma fundamental w € fechada (dw = 0).

Uma métrica Hermitiana em uma variedade (quase) complexa é chamada métrica
(quase) Kéhler se a 2-forma fundamental é fechada. Uma variedade (quase) complexa
com uma métrica (quase) Kéhler é chamada variedade (quase) Kéhler.

Introduziremos agora o conceito de estrutura Hermitiana e estrutura Kahler. Primeiro
consideremos a seguinte definicao.

s

Defini¢ao 6.37 Uma estrutura Hermitiana em uma variedade quase complexa (M, J) é
0)

um produto Hermitiano H nas fibras de T M = TM que varia suavemente, associando
a cada p € M um produto Hermitiano Hy,: TM x TM — C*(M), satisfazendo

o [, é C-linear na primeira varidvel;

¢ HP(X7 Y) = HP(Y’ X),'

o H,(X,X)>0, para todo X # 0 (ndo-degenerado).

Dada uma estrutura Hermitiana H em (M, J) podemos fazer sua decomposigdo em parte
real e imagindria obtendo para X,Y € I'(T'M)

H(X,Y) = HEXHIEX) | XY HYX) — (X Y) + iw(X, Y),

21

onde h é uma forma bilinear simétrica positiva definida e w é uma forma bilinear anti-
simétrica. Temos o seguinte resultado.

Proposicao 6.38 Seja H uma estrutura Hermitiana em (M, J), denotando por Re(H) =
h ew=1Im(H) a parte real e imagindria de H, respectivamente, seque que

1. WJX,JY) = h(X,Y),
2. W(X,JY)=w(X,Y)

Demonstragao: Segue em [34], pagina 6.

Assim vemos que a partir de uma estrutura Hermitiana H obtemos uma métrica
hermitiana A tomando sua parte real Re(H) com 2-forma Kéahler w dada pela parte
imaginaria Im(H). De fato o conceito de métrica Hermitiana e estrutura Hermitiana sao
equivalentes, visto que se g é uma métrica Riemanniana qualquer em (M, J) podemos
definir a métrica Hermitiana
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WMX,Y) =g(X,Y)+ g(JX,JY),

obtendo assim a estrutura Hermitiana H(X,Y) = h(X,Y) +ih(X, JY).

Uma estrutura Hermitiana H em uma variedade quase complexa (complexa) (M, J) é
chamanda estrutura quase Kéhler (Kahler) se dw = 0. Na seg¢ao 9.3 vamos construir uma
estrutura pseudo-Kahler em uma variedade complexa. O nome pseudo-Kahler esté re-
lacionado com o fato de que a métrica Hermitiana associada é uma pseudo-métrica, neste
caso chamamos a 2-forma Kahler associada de forma pseudo-Kahler.

Seja (M, J) uma variedade coomplexa de dimensao n, (N;y = 0), e 2%,..., 2" coor-
denadas locais, onde z¢¥ = 2% + iy*, k = 1,...,n. Entdo, para dzF = dz* + idy* e
dz* = dx* — idy"*, tomamos

O = 5(Opr — i0yr), O = 2(Opr +i0p), k=1,...,n.

Segue que 0.1, ..., 0zn (vesp. Oz, ..., 0z) formam uma base para T, °M (resp. T"' M)
para todo p na vizinhanga coordenada, e dz!,... dz" (resp. dz',...,dz") formam uma
base local para \"*(M)c¢ (resp. A”'(M)e).

Fixemos a seguinte notagao para variedade complexa (M, J) com z', ..., 2" coordena-
das locais:

° Za: o, ZH:&Zav a:l,...,n.

Dada uma métrica Hermitiana g em M, podemos estender o produto interno Her-
mitiano em cada espacgo tangente 7,M/ a uma forma bilinear simétrica em T;,CM ,
ainda denotada por g, temos

e ga =9(Za,Zp), A,B=1,...,n,1,... 7.

® Jgup =0z =0, a=1,...,n,

e a matriz (g,5) ¢ uma matriz n x n ¢ uma matriz Hermitiana. Denotamos a métrica
g da seguinte forma

o ds* =237, 5 0,5d2% ® dz°.

Pela proposigao (2.12), a 2-forma fundamental é denotada da seguinte forma
o w=—-2i), 59,5d2" NdZ’.
Vamos agora explorar o exemplo de variedade Kahler definido por CP"
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Exemplo 6.39 Consideremos agora a Grassmaniana complexa Gy, (C) = CP", de acordo

com as construcao do exemplo 6.26, para todo o = 1,...,n+ 1 temos (U,, pa) carta
local, po: Uy, C CP®™ — C. Dado S € U,, S = spanc{v}, onde v € C"** — {0}, como
2|8 # 0 = 2%(v) # 0. Assim, denotando v =3 171 they, temos que

0a(S) = (&,..., B B0 B e C, S € U,

o ) pa 9 g

—~ . k
Denotemos por wh, ..., wg,...,wit" as coordenadas locais em U,, onde wh = & k =

1,....n+1ea=1,....,n+ 1. Agora, para um aberto coordenado U,, consideremos a
fungao fo: U C CP™ — C, definida por f, = Zii wrkw® . Entdo

Jo = fowlwhl, em U, N Us.
Agora, pelas sequintes observacoes:
o As fungies wP sio holomorfas em U, em particular sio holomorfas em U, N Ug;

e log f., = log fs+logw?w? = 9dlog f., = 00 1og f5 em U,NUs, pois Oy, Oz (log wiwh) =
0,l=1,....n+1, emU,NUp

podemos definir
w = —4i00log f, em U,.

Seque das observacgoes que w € uma 2-forma globalmente definida. Temos ainda w €
/\1’1((CP”)<C e dw=0, poisd= 0+ 0. Apartir de w, obtemos uma métrica

9(X.Y) =w(JX,Y)
Consideremos as coordenadas locais w, . .. ,t/u‘\gj, o w™em U,. Denotemos por hy =
log fo = log(>_, wkwk), temos
555 — wlawg

(14 340 whawh)?

omitindo o somatorio para nao carregar a notacao, Seque que

Oups Ot (hy) =

@

onde s,l=1,...,n,

w = —4i0y5 Ot (ha)dw, A dW,, = —2i(20, Ot (he))dw}, A di,,
logo gg = 20,505 (ha), onde s,l=1,...,n.

Assim, temos a expressao local

5sl — wlawg
(1 + Zk;éa wng)
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esta métrica € chamada métrica de Fubini-Study. Por construcao obtemos uma métrica
Kahler em CP™.

Seja (M, g,J) uma variedade quase Hermitiana. A partir do conceito de conexao
métrica associado a métrica Hermitiana g, que é uma métrica Riemanniana, e das cur-
vaturas associadas a tal conexao, podemos definir tensores em M que estao relacionados
com o tensor J.

Definicao 6.40 Seja (M, g, J) uma variedade quase Hermitiana. Dado X € T,M unitdrio,
definimos a curvatura seccional holomorfa na direcao X por

H(X) = K(X,JX),
onde K(X,JX) € a curvatura seccional do plano gerado por {X, JX}.

Podemos definir um novo tensor semelhante ao tensor de Ricci para uma variedade
quase complexa, que nos fornecerd o conceito de .J-curvatura de Ricci.

Definigao 6.41 Seja (M, J) uma variedade quase compleza. Definimos o tensor J-Ricci
J
r’ por

r(X,Y) = tr(Z — —J(R(Z,X)JY)),

onde X,Y,Z € T,M. Assim, a J-curvatura de Ricci na direcio X € T,M ¢é dada por
r/(X) =r(X, X).

J

Observamos que no caso Kéhler o tensor r” coincide com o tensor de Ricci, visto que

VJ = 0. De maneira analoga ao caso Riemanniano temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 6.42 Seja (M, J, g) uma variedade quase Hermitiana. Definimos a J-curvatura
escalar s/ = tr,(r’).

Neste trabalho faremos um estudo da curvatura holomorfa e J-curvatura de Ricci do
grupo de Lie complexo SL(2,C).
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CAPITULO 7

O RECOBRIMENTO DUPLO DE
SO™(1,3) POR SL(2,C)

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar o homomorfismo entre SL(2,C) e SO(1,3), a
partir disso utilizaremos a algebra de Lie so(1,3) e suas propriedades algébricas para
obter informagoes sobre as curvaturas. De fato, verificaremos que o grupo de Lie SL(2, C)
é recobrimento duplo da componente conexa SO*(1,3) do grupo de Lorentz O(1, 3).

7.1 O grupo de Lorentz SO"(1,n)

Nesta se¢do vamos estudar a estrutura do grupo de Lie SO (1, n), conhecido como grupo
de Lorentz restrito, e suas relagoes com a dlgebra de Lie so(1,n).
Consideremos a matriz I, , de ordem p x ¢ definida por

L 0
Ip,q:(op _J )7
q

onde I, e I, sao matrizes identidade de ordem p e ¢ respectivamente. Sendo n =p+¢, a
matriz I, , pode ser vista como matriz da forma bilinear simétrica em R"

p n
Bp7q((3717---7$n)7(?/1,~--,yn)) :Zmaya_ Z TpYyp (71)
a=1

B=p+1

com a forma quadratica associada

Qpa((z1,.. mn)) =D 22— > . (7.2)

B=p+1
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Quando temos p = 1 e ¢ = 3 a forma quadratica ()3 é conhecida como métrica de
Lorentz. Denotando X = (t,z,y, z) € R*, temos

Qus(X) =12 —a? 3 = 22

O espaco R* com a métrica de Lorentz é conhecido em Fisica como espago de Min-
kowski, e muitas vezes denotado por RS,
Consideremos O(p,q) C GL(n,R) o grupo de isometrias de R” = R com relagao a

Qp.q, isto é
O(p,q) = {A € GL(n,R) | ATI,,A=1,,},
temos o subgrupo de O(p, ¢) das isometrias de determinante 1, denotemos

SO(p,q) = {A € O(p,q) | det(A) = 1}.

Como Il = I, 4,segue que A € O(p, q) = I g = (AT, A)" = ATT, A= A", (A")" =

AT € O(p, q), assim vemos que O(p, q) é fechado para a transposicao.

Denotando por A, o vetor coluna correspondente a a-ésima coluna da matriz A €
O(p, q), o que basicamente diferencia SO(p, ¢) do conjunto das matizes ortonormais usual
¢ que podemos ter matrizes ortonormais com relacao a @,  tal que Q,,(4,) = —1. O
subgrupo SO(p, ¢) tem duas componentes conexas, denotemos por SO (p, ¢) = SO,(p, q)
a componente conexa do elemento neutro (identidade), considerando o casop=1eqg=n

1 0 -1 0
P ( 0 —Il,n ) € T 1,n ( 0 I, >7

temos O(1,n) escrito como unido disjunta de suas componentes conexas

e denotando

O(1,n) =SO™(1,n) U ApSO™(1,n) U ArSO*(1,n) J ApArSO™(1,n),
e temos a decomposigao de SO(1,n)
SO(1,n) = SO™(1,n) U ApArSO*(1,n),

vamos mostrar que de fato se A = (a;;) € SO (1,n), entao temos as; > 1.

A partir de agora trabalharemos apenas com o caso p = 1 e ¢ = n, e mais especifica-
mente com o grupo de Lie SO*(1,n) com algebra de Lie denotada por so(1,n), que é a
algebra de Lie de O(1,n). Tomando uma curva diferenciavel A: R — O(1,n) satisfazendo
A(0) = I. Pela definio de O(1,n), temos

A(t)TILnA(t) = Il,n = A(t)TILn = ]LTLA@)_l, YVt € R,

84



d
assim podemos obter o vetor tangente no elemento neutro calculando 7 A(t), segue

=0
que
d d T
LAy = -1 n(—‘ At) I
dt lt=o (t) b\ dt le=o 1) &,
d
resolvendo esta equacao obtemos 7 A(t) € T.(O(1,n)) = so(1,n), e a seguinte carac-
=0
terizacao
0 ul n T
so(l,n) = |lu e R" = M,1(R), D=—-D"}. (7.3)
u D
Denotando

t:{(g (1))) ID:—DT}, e pz{(S ST) |UERn:Mnx1(R)}a

obtemos a decomposi¢ao de Cartan so(1,n) = t @ p, onde t é uma subalgebra e p é
um subespaco vetorial. Em termos do automorfismo involutivo 0: so(1,n) — so(1,n),
6: A— —AT podemos escrever so(1,n) como soma de autoespacos de

t={Aecso(l,n) |0(A) =A} e p={Acso(l,n)|0(A) =—-A},
temos as seguintes relacoes para o colchete
LY Ct [tp]Cp, [pp] CH, (7.4)

a subalgebra t é isomorfa a dlgebra so(n), e o subespago p se identifica de maneira na-
tural com o R™. Pelo teorema 3.24, existe um difeomorfismo K x p — SO*(1,n) dado
por (k, X) — kexp(X), onde K = (exp(t)) = SO(n), o que nos fornece a decomposigao
SO*(1,n) = K exp(p).

Consideremos os seguintes fatos:
e Existem isomorfismos ®: SO(n) — K = (exp(t)) e o: R" — p, tal que

<1>(B)=<(1) %),VBESO(TL), e 0(1})2(2 ST),VUER";

e Como K = (exp(t)) e [t,p] C p, temos que Ad(k)p C p, Vk € K.

Assim, podemos definir a agao de K em p por (®(B), o (v)) — Ad(®(B))o(v) = ®(B)o(v)®(B)™! =
®(B)o(v)®(BT), pois B~' = BT. Temos

0 (Bu)h\

By 0 ) = o(Bv), (7.5)

Agora, dado A € SO*(1,n) = K exp(p), temos A = ®(B) exp(c(v)), com B € SO(n)
e v € R". Observe que exp: so(n) — SO(n) é sobrejetora (ver [14], pagina 24), assim

(®(B), 0(v)) = ®(B)o(v)(BT) = (

temos
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O(B) = P(exp(Z)) = exp(dP.Z), para algum Z € so(n).
Pela transitividade da agao de SO(n) em S™ ! existe g = ®(Q) € K, tal que
Ad(g)oer) = o(Qer) = o(-2).

Denotando o = ||v]|, temos A = ®(B) exp(Ad(g)o(aer)). Observamos agora que

cosh(a) senh(a) 0 ... 0
senh(a) cosh(a) :

exp(o(aey)) = 1
0 I

Segue que
A = (a;;) = ®(B) exp(Ad((Q))o(aer)) = 2(B)2(Q) exp(o(aer))2(QT),

CcOo1mo

2(510(Q) =250 = (o o ) e #@ = g ).

segue da expressao de exp(o(aer)) que a;; = cosh(a) > 1, temos a seguinte proposi¢ao
Proposigao 7.1 Todo elemento A = (a;;) € SO™(1,n) pode ser escrito da forma
A = (a;) = ®(BQ) exp(a(aer))®(Q), com ayy > 1, (7.6)

onde ®: SO(n) — K = (exp(t)) e o: R™ — p, sao isomorfismos tais que

@(B):((l) OB),VBESO(n), e 0(@)2(8 8T>,VUER”.

Demonstragao. Segue diretamente dos comentarios anteriores. m

7.2 O homomorfismo entre SL(2,C) e SO"(1, 3)

Nesta secao vamos construir um homomorfismo entre os grupos de Lie SL(2,C) e SO™ (1, 3),
o que nos fornecerd um isomorfismo sobre R entre as algebras de Lie sl(2,C) e so(1, 3).
Posteriormente vamos estudar a geometria da variedade complexa subjacente ao grupo
de Lie SL(2,C) utilizando esse isomorfismo entre dlgebras de Lie reais.
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O grupo de Lie SL(2,C) é recobrimento duplo de SO (1, 3) quando visto como grupo
de Lie real, isto ¢, existe um homomorfismo de grupos de Lie ¢: SL(2,C) — SO*(1,3)
sobrejetor, tal que SL(2,C)/Ker(e) ~ SO*(1,3), onde Ker(p) = {£I}. Vamos exibir
explicitamente este homomorfismo.

Consideremos o isomorfismo linear i entre o espago RY3 e H(2), espaco das matrizes
Hermitianas de ordem 2 x 2, definido por

y .
h:(t,x,y,z)—)( troy 22)7

y+iz t—x

cuja a inversa é

Rt <a b ) — 1(a+d, c+¢, i(c—c), a—d)

Pela definicao de h, Vv € R'3 h(v)* = h(v)T = h(v) (auto-adjunta). Agora, para

toda matriz A € SL(2,C), definamos [4: H(2) — H(2) por l4: S — ASA*, obtemos
assim uma agao de SL(2,C) em H(2), tal que (A, S) — [4(.S). Utilizando a bijecao linear
h, podemos definir o mapa w4 = holqsoh™': R'¥ — R A € SL(2,C). De fato, temos
uma agao de SL(2,C) em R, definida por (A, v) — w4 (v).

Proposigao 7.2 Para todo A € SL(2,C), temos que ps: RV — RY3 € isometria de
Q13-

Demonstragao. Dado v € R, temos Q1 3(v,v) = det(h(v)). Assim, dado A € SL(2,C)
segue que Q13(0a(v), pa(v)) = det((hopa)(v)), pela definicio de p4 e considerando que
det(A) = 1, temos

Q13(pa(v),pa(v)) = det(Ah(v)A*) = det(h(v)) = Q13(v,v).

Assim, ¢4 é isometria de ;3. =

Agora, dados A, B € SL(2,C) e S € H(2), temos
Lin(S) = (AB)S(AB)* = A(BSB*)A* = L4(BSB") = (Ly 0 15)(S),
segue que
wap=h"ltolspoh=h"tolpolgoh= pap=(htolsoh)(htolgoh)=ps0eg,
segue que Yap = a0 pp = @ é um homomorfismo. Além disso, ¢ é continuo por cons-

trucao.

Seja A € SL(2,C), pela decomposi¢cio de Schur existe uma matriz B (BB* = I), tal
que
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A:B(“ bl)B*,
0 a

tomando uma curva «a: [0,1] — C*, satisfazendo «(0) = 1 e a(l) = a, e uma curva
p:[0,1] — C, satisfazendo 5(0) = 0 e B(1) = b, obtemos uma curva em SL(2,C) definida
por

A(t)=B ( S‘(t) aﬁ(g)_l ) B,

de modo que A(0) = I e A(1) = A = SL(2,C) é conexo por caminnhos, e portanto

conexo. Assim, o homomorfismo ¢ leva SL(2,C) em um subgrupo conexo de SO™ (1, 3).

Nosso objetivo agora é mostrar que o homomorfismo ¢ é de fato sobrejetor e Ker(p) =

(£1}.

Proposigao 7.3 O homomorfismo, ¢: SL(2,C) — SO*(1,3), € sobrejetor e seu niicleo
¢ {I,~1I}.

Demonstragao. Pela proposicao 7.1 da segao anterior, o grupo SO* (1, 3) é gerado por
matrizes da forma

1 0
(0 P ), onde P € SO(3),

e matrizes da forma

cosh(a) senh(«)
senh(a) cosh(«)

o = O O
_ o O O

Assim, nosso trabalho é mostrar que os geradores possuem pré-imagem em SL(2, C). Para
matrizes geradoras do segundo tipo, os elementos da forma

€3 ()
0 e |

sao pré-imagem. Para matrizes do primeiro tipo, recordemos que o grupo dos quatérnions
unitdrios Sg, pode ser identificado com o grupo SU(2) das matrizes unitdrias especiais
através do mapa

a1+bi—|—cj—|—dk:—>( a-+ib C“d),

—c+1id a—1b
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com a,b,c,d € Rea?+b>+c?+d?>=1. A algebra dos quatérnions H, é a algebra real
das matrizes acima, sem a restricao a? + b*> + ¢ + d? = 1 e R? pode ser mergulhado em
H identificando seus elementos com os quatérnions puros, isto €, quando a = 0. Podemos

b c+1d . b d—1ic .
<—c+id —ib )_Z<d—|—ic —b )_th’b’d’c)’

onde h: R — H(2) é o isomorfismo linear definido anteriormente.

escrever

Assim, temos uma agao por isometrias de SU(2) = S3 em R® — H], (g, X) — ¢X7,
observando que se ¢ € SU(2) = S§ = ¢ = ¢!, onde § = al — bi — ¢j — dk para
q = al 4+ bi + ¢j + dk. Obtemos assim um homomorfismo sobrejetor p: SU(2) — SO(3)
com ker(p) = {I,—1}.

1 07
A pr—
Sendo ( 0P
R = H(2), existe g € SU(2) = S, ¢* = 7, tal que h ' (gh(X)g) = AX, VX € R!'? =
wg=h"tol,0oh = A= p ésobrejetora.

) uma isometria de R'3 que fixa a primeira coordenada, como

Suponha agora que ¢, = I = ¢gSg* = S, VS € R = H(2), em partidular para
S=1= gg*=1= geSU(2). Assim, gS = Sg para todo S € R'3 tomando

t+x 0
S =
( 0 t—x)’
comt+x #t—x = g édiagonal e unitaria = g ==+/. =

Obtemos assim um homomorfismo continuo, e portanto diferencidvel, ¢: SL(2,C) —
SO(1,3). Como ker(p) = {£I}, temos um isomorfismo ¢,: sl(2,C) — so(1,3). Em
termos dos geradores dos grupos SO(1,3) e SL(2,C), temos a seguinte correspondéncia
definida por ¢

cosh(0) senh(f) 0 0

(cosh(g) senh(g)) senh() cosh(6) 0 0
senh(£) cosh(%) 0 0 10 |

0 0 01

cosh(0) 0 senh(f) 0

cosh() isenh(%) 0 1 0 0
7 <—zsenh(g) cosh($%) )_> senh(0) 0 cosh(f) 0 |’

0 O 0 1
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cosh(f) 0 0 senh(0)

ez 0 0 10 0
o et )7 0 01 o0 |

senh(6) 0 0 cosh(0)

0 0
1 0 0 0
cos(%) —sen(%) 0 cos(@) 0 sen(0)
7 (sen(g) cos(%) ) “lo o 1 0 ’
0 —sen(f) 0 cos(f)

0 0 0
1 0 0
0 cos(f) —sen(d)
0 sen(f) cos(f)

o O O

Este homorfismo nos permitira estudar propriedades geométricas da variedade com-
plexa subjacente ao grupo de Lie SL(2,C), munida da estrutura complexa invariante
canodnica da élgebra de Lie sl(2,C).
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CAPITULO 8

CURVATURAS EM SL(2, C)

Nosso objetivo nesse capitulo é explorar os conceitos de curvatura holomorfa e Jy-curvatura
de Ricci no grupo de Lie SL(2, C), utilizando a identificagdo de sua dlgebra de Lie s((2,C)
com a algebra de Lie s0(1, 3) do grupo SO™ (1, 3). Comecamos estudando as caracterfsticas
algébricas da algebra de Lie s0(1, 3) e em seguida estudando a conexao de Levi-Civita de
uma métrica invariante a esquerda fixada.

8.1 Preliminares algébricas em so(1,3)

Como visto na se¢ao anterior, o grupo O(1,3) tem quatro componentes conexas, a com-
ponente conexa da identidade do grupo de Lorentz O(1,3), ¢ denotado por SO*(1,3),
assim temos que Lie(O(1,3)) = so(1,3), observando que

SO(1,3) ={A € O(1,3) | det(A) =1},
e que o grupo SO™(1,3) pode ser visto como
SO+(1,3) = {A = (aij) € 80(1,3) | a1 Z 1}

De acordo com (7.3), a dlgebra de Lie de SO™ (1, 3) é caracterizada da seguinte forma

0 u” 5 T
s0(1,3) = w D |ueR’, D=—-D"3,

assim, se A € so(1,3), entao

0 a b c
a O d e
A= b —d 0 f
c —e —f 0



onde a, b, ¢, d, e, f € R. Temos que SO (1,3) = (exp(s0(1,3))).

Como visto, SL(2, C) é recobrimento duplo de SO™ (1, 3), isto é, esxiste um homomor-
fismo de grupos de Lie ¢: SL(2,C) — SO (1, 3) sobrejetor, tal que SL(2,C)/Ker(p) =~
SO™(1,3), onde Ker(p) = {£I}. Assim, p,: 5[(2,C) — so0(1,3) é isomorfismo de dlgebras
de Lie, onde sl(2, C) é vista como &lgebra de Lie sobre R.

Tomando como base, sobre C, para sl(2, C)

temos a seguintes relagoes
(21, Zo| = Zs, (21, Z3) = Z, [Z, Z3] = Z1. (8.1)

Considerando o automorfismo Jy: sl(2,C) — sl(2,C), JoX = iX, VX € sl(2,C),
segue que {Zy, Za, Zs, JoZ1, JoZs, JoZ3,} forma uma base de sl(2,C) como &dlgebra de
Lie sobre R. Para obter as relagoes de colchetes para sl(2,C) como élgebra de Lie sobre
R, basta observar que

Jo[Zas Z5) = [J0Za, Z5) = [Zas JoZ5), Yo, € {1,2,3}. (8.2)

Os grupos SL(2,C) e SO*(1, 3) sdo conexos, cada gerador de SO™ (1, 3) se corresponde
através de ¢ com um gerador de SL(2,C). Do homomorfismo ¢: SL(2,C) — SO*(1,3)
segue que

O 1 0 O
0 1 1 0 0 O
R [(2 =F 1
© 2(1 0)65(,@)—> 0 0 0 0 1 €s0(1,3),
O 0 0 0
0O 0 0 0
0 —1 0O O 0 1
ol [(2 =F 1
© 2(1 0)65(,@)—> 0 0 0 0 » €50(1,3),
0O -1 0 0
O 0 0 1
1 0 O 0 0 0
R [(2 =F 1
@ 2(0 _1)65(,((3)—> 0 0 0 0 5 € 50(1,3),
1 0 0 0
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0 0 0 0
0 0 0 0 0
‘i3 [(2,C =F 1,3
¥ Q(Z >€5(a )—> 0 0 0 —1 4650(7)7
0 0 1 0
0 0 -1 0
0 —i 0 0 0 0
go*%(z )Es[(Q,(C)—> 1 0 o0 o = Fs € s0(1,3),
0 0 0 0
0 0 0 0
(i 0 0 0 -1 0
. , [(2,C = F, 1,3).
4 2(0—2>€5( 1o 1 0 o s €s0(1,3)
0 0 0 0

O conjunto {Ey, Es, E3, Fy, Fs, Fg} é uma base de so(1,3), sobre R. Para encontrar
as relagoes de colchetes de so(1,3), observamos que

[V, W] = [0 X, 0.Y] = o[ X, Y],VV, W € s0(1,3), (8.3)

onde X, Y€ sl(2,C). Calcularemos todas as constantes de estrutura de so(1,3) posteri-
ormente.

8.2 Meétricas invariantes e estrutura complexa em
SO™(1, 3)

Primeiramente observamos que SL(2,C) é uma variedade complexa e que Jy definido an-
teriormente esta relacionado com uma estrutura quase complexa invariante a esquerda
na variedade real subjacente a SL(2,C) que denotamos por M®, isto é, uma estrutura
complexa na algebra de Lie determina uma estrutura quase complexa no grupo de Lie
associado, e uma estrutura quase complexa em um grupo de Lie determina uma estrutura
complexa na dlgebra de Lie. No caso SL(2,C) temos Jy integravel.

Como vamos trabalhar com tensores invariantes a esquerda, os estudos se seguem no
nivel da algebra de Lie. Apartir do que foi estabelecido anteriormente, temos os seguintes
fatos:

e O automorfismo Jy: sl(2,C) — sl(2,C), JoX = iX com JZ = —I, define uma
estrutura complexa integravel em SL(2,C), visto como variedade real de dimensao
6, que denotaremos muitas vezes por M.
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e Do isomomorfismo ¢, : sl(2,C) — so(1, 3) segue que

1. P Z1 —)El, POy - Lo —)EQ, PO - Z3 —>E3.
2. Ox - J()Zl — F4, Px - JOZ2 — F5, Px - JOZ3 — F6.

Podemos definir J = ¢, o Jy o p;': s0(1,3) — s0(1,3), J2 = —I. Temos entdao que .J
como uma estrutura complexa em s0(1, 3), consequentemente temos uma estrutura quase
complexa invariante em SO™(1,3). A estrutura complexa J induzida por Jy é integravel
porque Jy é integravel e J o p, = @, o Jy. Além disso, temos que

Fy=JFE,, F5=JFE,, Fsz= JFE;. (8.1)
Podemos entao determinar as relagoes de colchetes de so(1,3) via
Jow.=p.0Jye By, By = FEs, [Ey, B3| = Ey, [Ey, E3| = E) (8.2)

Apartir da base {E), Ey, E3, JE,, JE,, JE5} definimos um produto interno em
50(1,3) que faz essa base ortonormal, isto é

(.,.):50(1,3) xs0(1,3) = R, (E,, Es) = (JE,, JEg) = 0ap- (8.3)

O produto interno (.,.) em so0(1,3) define uma métrica Hermitiana invariante a es-
querda em SO (1,3), consequentemente uma métrica invariante a esquerda em SL(2, C)
via pullback ¢*(.,.). Neste capitulo vamos estudar as curvaturas da métrica invariante
©*(.,.). Denotaremos sempre por ¢*(.,.) para enfatizar que este produto interno faz da
base dada pelos vetores e, = E,, a3 = JE,, o = 1,2,3, uma base ortonormal.

Através da identificacao de sl(2, C) com so(1, 3), podemos explorar as curvaturas holo-
morfas e Jy-curvaturas de Ricci de SL(2, C) da conexao de Levi-Civita associada a métrica
invariante a esquerda ¢*(.,.) (ver (8.3)), visto que essas entidades geométricas dependem
da estrutura da algebra de Lie.

8.3 Conexoes e curvaturas em SO™(1,3) e SL(2,C)

Seja V a conexao de Levi-Civita da métrica invariante associada ao produto interno
definido anteriormente em (8.3). Utilizando a férmula de Koszul

2<VXK Z> = <[X7 Y],Z> + <[ZvX]7Y> - <[Yv Z]>X>7

podemos entao determinar V através das constantes de estrutura da dlgebra de Lie so(1, 3)
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Para e, = E, e eqr3 = JE,, a € 1,2, 3, obtemos

1
(Ve,e8,61) = 5(02,,3 - Og,k + le,a) ) Cfi,g = ([ea, 5], x)- (8.1)
Assim temos ]
Venes = 5(0515 — 5+ Oy e (8.2)
k

Apartir das relagoes de colchete
(B, EBy] = B3, [Ey, B3] = B, [Es, B3] = By,

e utilizando o fato de que J[X,Y] = [JX,Y] = [X,JY], VX,Y € so(1,3), temos a
seguintes relagoes entre as constantes de estrutura,

k k k k
+1=Ck,= cag;?) =C gﬁ =—C¥ 35:3 (8.3)

«

onde k, o, B € {1,2,3}, com k # «, k # (3, a # 5,

_ k+3 _ k+3 _ vk _ ik

0= Coa+3,6+3 - Coz,ﬁ - Ca+3,ﬁ - Ca,ﬁ+37 (84)
_ (k+3 _ +3

0= Ca+3,a - g+3,k+3 - Cg,k+3 - Cg,oﬂ (85)

com k,a,8 € {1,2,3}. Lembrando que e, = E, e en13 = JE,, a € {1,2,3}, e
CL = (lesej] @), 1,3, € {1,...,6}.

Utilizando (8.3), (8.4), (8.5) e (8.2), obtemos as seguintes férmulas para a conexao

Proposicao 8.1 A conexdo de Levi-Civita V da métrica que faz da base {e,} (eq = Eq
e ears = JE,, a € {1,2,3}) uma base ortonormal satisfaz as sequintes equagoes

Venis€a = —Ve,€at3 = 0. (8.6)

Ve.es = %(Ogﬂ — O+ Cp)en = VE ger. (8.7)

Ve, €8+3 = %(Cﬁ}ig - C§+3,k+3 + Cifi:ia)ems = Vi}igekw- (8.8)
Ve,13€8 = %(szigﬁ - Cé‘ﬁg + le+3,oc+3)€k+3 = Vﬁii,ﬁem- (8.9)
Ve,13€8+3 = %(C§+3,5+3 - Cé“ig?k + le,zig)ek = V2+3,6+36k7 (8.10)

onde k,a, € {1,2,3}, comk # o, k # 3, a # 5. Observando que
1 o
VZ;J - §(Cllj - Ci+Cly) (8.11)
para i,j,l =1,2,...,6.
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Vamos agora estudar as curvaturas seccionais de SO™ (1, 3), posterioemente analisare-
mos as curvaturas holomorfas de SL(2, C). Lembrando que para dois vetores ortonormais
X,Y a curvatura seccional do plano gerado por {X,Y} é dada por

K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y), onde R(X,Y)=Vixy — [Vx.Vy],
A partir da decomposigao de Cartan de so(1,3) = t® p, como
p = spang{e, es, e5}, t = spang{es, ey, 6}, (8.12)

lembrando que e, = E, e eq13 = JE,, a € 1,2, 3, obtemos que Jt = p. Como o produto
interno foi fixado de modo que a base escolhida para so(1,3) seja ortonormal, temos que
ad(X)* = ad(X)T, para todo X € s0(1,3). Das relagdes de colchetes entre os elementos
da base, segue que

ad(u)* = ad(u)? = —ad(u), para todo u € t,
da Proposigao 5.16, temos que K (u,v) > 0, para todo u € t e v € s0(1, 3).

Utilizando as férmulas para conexao (8.7), (8.8), (8.9) temos os seguintes resultados
para o tensor de curvatura

R(eayeﬁ)e'y = 07 se Oé,ﬁ,’)/ S {1737 5}7 com « 7é 6705 7é e 6 7& v (813)

e além disso 7
R(eq,ep)eq = —4¢8 s¢ a,f €{1,3,5}, com o # . (8.14)

Tomando X,Y,Z € p. Denotando X = X%,, Y =YPege Z = Z"e., para facilitar a
notacao, de (8.13), (8.14), segue que

R(X%,,YPes) 20, = YPXZR(eq, e5)ea + XYPZPR(eq, e5)es

=YPX*Z*R(eq,ep)ea — XYPZPR(eg, e0)es = —2((X, Z)YPes — (Y, Z) X e,

= R(X,Y)Z =-1((X,Z2)Y = (Y, Z)X), para X,Y,Z € p.

Logo,

K(va) = _4117 VX7Y €p,
lembrando que p = spang{es, €3, e5}. Temos a seguinte proposigao
Proposicao 8.2 Considerando a decomposi¢io s0(1,3) =t @ p, obtemos
K(u,v) >0, seu € tewveso(l,3), (8.15)

K(u,v) <0, sewu,v € p. (8.16)
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Demonstracao. Segue diretamente dos comentarios anteriores. m

Lembrando que a curvatura holomorfa em um campo X € I'(M), com (M, J) vari-
edade quase-complexa, é definida por H(X) = K(X,JX). Utilizando a indentificagdo
s1(2,C) = s0(1,3)7, onde (a + ib)X = aX + bJX, VX € s0(1,3), do isomorfismo entre
5[(2,C) e s0(1,3), temos que t = @, (s5u(2)) e p = p.(s), onde s[(2,C) = su(2) ® s.

Fazendo o pullback da métrica (.,.) (ver (8.3)) de SO*(1,3), a proposigao 8.2 nos
dé informagoes da curvatura holomorfa para elementos em su(2) e elementos de s da
variedade complexa SL(2,C) = (M°, Jy).

Proposicao 8.3 Considerando a métrica Hermitiana invariante a esquerda ¢*(.,.) em
s[(2,C) = su(2) @ s, temos

H(X)=K(X,JoX) >0, para todo X € su(2) e X € s,

Demonstracao. Observando que Jt = p e Jp = t, da proposicao 8.2, e das identi-
ficagoes t = @, (su(2)) e p = p.(s), segue o resultado. =

Vamos agora estudar as Jo-curvaturas de Ricci de SL(2, C) através da identificagao de
s[(2,C) com so(1,3), visto que as expressoes da conexao de Levi-Civita da métrica ¢*(.,.)
dependem apenas das constantes de estrutura da algebra de Lie s[(2,C) que se corres-
pondem com as constantes de estrutura de so(1,3)7 através do isomorfismo ¢. Sendo
assim, nossos estudos se seguem na &lgebra de Lie so(1,3) com a estruturas complexa
J=p.0dyop;l.

Considerando a base ortonormal {e,}, onde e, = E, e €413 = E,i3 (ver (8.2)),
obtemos
r (X, X) == (JR(ea, X)JX, e0) = ¥ (R(ea, X)JX, Jea), (8.17)

para todo X € so0(1,3). Denotando X =) X,e,, temos

TJ(ZXB’ZXvev> = Y XsX,(R(ea,ep) ey, Jea). (8.18)
B Y

By
Considerando 7, 5,k € {1,2,3}, com i # j, i # k e j # k, utilizando as expressoes da
proposicao 8.1, temos

R(e;,ej)er = R(eits,ej)er = R(ei,eji3)er = R(e;,ej)epys =0
R(eiys, ejr3)er = R(e;, ej13)eprs = R(eiys, €j13)epss = 0.
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Assim a equagao 8.18 fica da forma

Z XX (R(ea,ep)J ey, Jeq) = ZXﬁX ea,eg)Jea,Jea>+ZX§<R(ea,eﬁ)Jeg,Jea>.

a,B,y a,B
(8.19)
Agora, se i,j € {1,2,3}, com i # j, temos
R(e;,ej)Je; = *ejy3, R(eirs,ej)Jeirs = xejys,
R(ei, eji3)Je; = xej, Rleys,ejiz)Jeis = *ej,
onde *¢; denota um multiplo escalar de e;, assim obtemos
Z Xﬁ (easep)Jep, Jeq) = Z Xérj(eﬁ, es), (8.20)
B

para todo X = )7, Xgeg. Considerando a base {¢,'e;} de sl(2,C), ortonormal com
relagdo a ¢*(.,.), temos o seguinte resultado

Proposicao 8.4 A Jy-curvatura de Ricci da métrica invariante & esquerda ¢*(.,.) de
SL(2,C) ¢ dada por
(X, X) =20 X5 (i e, o tep),
para todo X =7, Xpp, eg € sl(2,C).
Vamos agora determinar as expressoes para a J-curvatura de Ricci na diracao dos
elementos da base de so(1,3). Sejam ¢,j,k € {1,2,3}, com i # j, i # ke j # k,

utilizando as expressoes para a conexao de Levi-Civita da proposicao 8.1 e a definicao
do tensor de curvatura obtemos

R(e;, e;)Je; = (iuiﬁg) + VZJ_L% ;;;3_3>6i+37 (8.21)
Rleivs, ) Je; = (EVisjis + Viigiasin) i (8.22)

onde temos

i+3
; Viirs bara @< j
i+ _
i’/k]+3 =
i+3
—Viiys bara i > j
Z' . .
| Viysjis bara < j
2 —
TVjyajes =

,L' . .
—Vjisje3 Dara > .
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De maneira analoga obtemos

R(e, ej13)Jejs = (Fvihs; — viviim)eirs, (8.23)
R(eirs, ejrs)ejps = (Fviy — VsV, (8.24)

onde temos

i+3 S
Vi, para > j
i+3
TVkt35 =
i+3 .
— s, para i <.
i . .
vi; para i< j
i
Ty, =

—v;; para i>j.

Observamos que os sinais + e F surgem das relagoes de colchete de s0(1, 3), ja que para
i,j,k € {1,2,3}, com i # j, i # k e j # k, temos [e;, €;] = Ley, € [ei13,€j43] = —[e;, €j] =
Fer. Agora, considerando a correspondeéncia entre as dlgebras so(1,3) e sl(2,C), e consi-
derando as equagoes 8.21, 8.22, 8.23 e 8.24, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 8.5 Considerando a base {¢;'e;} de sl(2,C), ortonormal com relagao a
©*(.,.), para o, B,k € {1,2,3} temos

(g lep, 0l leg) = Z(i’/;?gf’g + Vﬁﬁg%‘zﬁs) - Z(iVl?Jrz,ms + V§+35+3ng)a (8.25)

a#pB ]
PP (o e prs, 01 eprs) = Y (FUptss — vEaviTa) — > (Evs — vE paviian),  (8.26)
ap a#f

observando que nessas somas em o para cada o € {1,2,3}\{B} temos k € {1,2,3}\{a, 5},
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CAPITULO 9

ESTRUTURA KAHLER EM SL(2, C)

Neste capitulo vamos estudar estruturas Kéhler no grupo de Lie SL(2,C). Comegamos
mostrando que o grupo de Lie SL(2,C), visto como variedade real M% com a estrutura
complexa invariante canonica Jy, nao é variedade Kéahler para nenhuma métrica Hermiti-
ana invariante a esquerda. Posteriormente provaremos que SL(2, C) admite uma estrutura
pseudo-Kéhler invariante pelo seu subgrupo compacto SU(2).

9.1 2-forma Kahler em SL(2,C)

Primeiramente vamos estudar a 2-forma Kahler associada a estrutura complexa J =
@« 0 Joo ;! Considerando e, = E,, ¢ eq13 = JE,, com a € {1,2,3}, temos {e}} base
dual de {e,}. Pela defini¢ao da 2-forma Kéahler w associada a uma métrica Hermitiana
invariante a esquerda (., .)

w(X,Y) = (X,JY), VX,Y € s0(1,3).

Em termos da base {e}}, temos a seguinte expressao para w

3

w= Zwaﬁwgez Nenis, (9.1)
a=1
onde Wy a13 = W(€q,€at+3) = —(€a,€a) = —1.

Calculando a diferencial exterior de w obtemos
3dCU(X7 Y, Z) = —(W([X, Y]7 Z) + W([Z, X]a Y) + w([YVv Z]7 X))7 (92)
pois, W((V,U)) =0= W(w(U,V)) =0, YW, V,U € so0(1,3). Temos entao

101



3dw(JX,Y, Z) = —(w([JX,Y], Z) + w([Z, JX],Y) + w(]Y, Z], X))
= _(<[X7 Y]7Z> + <[ZaX]7Y> - <[Y7 Z]7X>)'

Assim, pela férmula de Koszul ((5.8), se¢ao 5.3)
2
do(JX,Y, Z) = =% (VxY, 2) (9.3)

Observamos que a equagao (9.3) vale no contexto geral de um grupo de Lie G com
uma estrutura complexa invariante a esquerda J e métrica Hermitiana (.,.) invariante
a esquerda. Podemos entao estabelecer o seguintes resultados acerca de grupos de Lie
compactos e grupos de Lie semi-simples.

Proposicao 9.1 Seja G um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g e uma estrutura
complexa invariante a esquerda J. Se G admite uma métrica Kahler bi-invariante, entao
g ¢ abeliana.

Demonstragao. Suponhamos que G admita uma métrica Kahler bi-invariante. Consi-
deremos os seguintes fatos:

e Pela férmula de Koszul segue que
Vx = %ad(X), VX € g.

e Como N;=0=ad(X)oJ = Joad(X), VX € g, pela férmula (9.3) segue que para
todo X,Y,Z € g

dw(JX,Y,Z) = —%(VXY, 7Z) = —%(ad(X)Y, Z) = —%([X, Y], Z),

mas G é Kéhler (dw = 0) = ([X,Y],Z) =0, para todo X, Y ¢ Z em g. Tomando uma
base ortonormal com relagao a (.,.) podemos mostrar que g é abeliana. =

Proposicao 9.2 Seja G um grupo de Lie semi-simples com uma estrutura complexa in-
variante a esquerda J. Entao, G nao admite wuma métrica Kahler invariante a esquerda.

Demonstragao. Seja (.,.) uma métrica Hermitiana invariante a esquerda em G. Consi-
deremos w a 2-forma Kéhler associada. Se (.,.) é métrica Kéhler, temos que dw = 0, o
que implica que (.,.) é flat. Assim, de pelo teorema 5.29 segue que (.,.) nao pode ser
flat, pois G possui dlgebra de Lie semi-simples. m

Como o grupo SL(2,C) é um grupo de Lie semi-simples temos o seguinte resultado.

Corolério 9.3 A variedade compleza SL(2,C) = (M5, Jy) ndo admite um métrica Kdhler
invariante a esquerda (., .).
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9.2 Acgoes de SO(3) no fibrado T%(SO(3))

Nesta secao estudaremos alguns resultados preliminares acerca do fibrado cotangente
T*(SO(3)). Nosso objetivo é verificar o fato de que T*(SO(3)) é de fato uma variedade
complexa, através de sua identificagdo com p x SO(3) e da correspondeéncia p x SO(3) —
SO(1,3). Utilizaremos a todo tempo a identificagao de so(1,3) = t @ p complexificada
por J com sl(2,C), e além disso que p = Jt (ver 8.12, segao 8.3).

Considerando a identificagao de sl(2, C) com so(1,3)”, complexificada com a estrutura
complexa J = ¢, 0 Jyo ;! induzida da estrutura canonica .Jy de sl(2,C), podemos tomar
a decomposicao da algebra semi-simples real so(1, 3)

50(1,3) =u®d Ju,

onde u = t é obtida da decomposicao de Cartan de so(1,3), observando que podemos
ver a involucdo de Cartan como uma conjugacao 6: so(1,3)7 — so(1,3)”. E claro que
u ¢é invariante pela involucao 6, esse automorfismo é 1 em t e -1 em p, lembrando que
6(X) = —XT. Como duas conjugagoes em s0(1,3)” comutam entre si, temos que u ¢
invariante pela conjugacao natural de so(1,3)”, isto é X = X para X € u

A subdlgebra u é a forma real compacta de so(1,3)’ = sl(2,C) (ver [6], pagina 342)

(1) 19 {01 e}

temos Jp =t = s0(3). Assim temos u = s0(3)

como

Temos uma acdo natural de SO(3) x SO(3) em SO (1,3), (g1,92)r = qi7gy . A
dlgebra so0(1,3)” pode ser vista como a algebra dos campos invariantes & direita, consi-
derando a forma de Cartan-Killing x de so(1,3)”, podemos identificar 7*(SO(3)) com
Jt x SO(3), de modo que (JX,g) — a(x,g), onde ax,y ¢ 1-forma em g, tal que
ax,g)(Re)Y = k(X,)Y), VY € s0(3) = t. De maneira andloga, podemos utilizar a
métrica bi-invariante existente no grupo de Lie compacto SO(3) para trivializar o fibrado
T*(SO(3)), de modo que T*(SO(3)) = t x SO(3), e de maneira alternativa chegar na
identificagao T*(SO(3)) = Jt x SO(3).

Como Jt = p, temos a identificacdo de p x SO(3) com T*(SO(3)), a partir disso
podemos definir uma agao de SO(3) x SO(3) em p x SO(3) = T*(SO(3)), de modo que

(g1, 92)(JX, ) = (Ad(g1)(JX), gy ).
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Pelo item 3 do teorema 3.24, existe um difeomorfismo
f:p xSO(3) — SO(1,3), tal que (JX, g) — e/Xg,

a partir deste difeomorfismo, cada elemento Z € so(1,3) induz um campo em Jt x SO(3),
denotado por Z, tal que

Zixg = 7 (Lxg)-Z, (9.1)

chamados campos canénicos. Assim, tomando uma base para so0(1,3) obtemos campos
globalmente definidos da forma (9.1) que nao se anulam, segue que o fibrado tangente a
variedade T*(SO(3)) = Jt x SO(3) é trivial.

Proposicao 9.4 O fibrado cotangente T*(SO(3)) = Jt x SO(3) € uma variedade com-
pleza.

Demonstragao. Considerando a estrutura complexa invariante J induzida por SL(2, C)
em SO(1,3), via isomorfismo de algebras de Lie. Podemos definir

J(Z)x.g) = 7 (Lyuxg)ed Z, ¥Z € 50(1,3). (9.2)
Assim, temos que T*(SO(3)) é uma variedade complexa, com estrutura complexa .J. m

Observamos que a definicao de Z respeita a complexificacao s0(1,3)? = sl(2,C), de
modo que um elemento de Z € s0(1,3)’ define um campo complexo Z em T*(SO(3)).

9.3 Forma pseudo-Kihler SU(2)-invariante em

SL(2,C)

A partir dos resultados estabelecidos na secao anterior, o diagrama abaixo esquematiza
as idéias a serem trabalhadas nessa secao com o objetivo de construir uma estrutura
pseudo-Kéhler em SL(2,C). A principal referéncia para os resultados dessa sec¢ao é [9].

AH(SL(2, C))e =———— A" (SO™(1,3))c AHT*(SO(3)))e

f—l)*
T ™ 3

SL(2,C) ° S0*(1,3) -

7+(50(3))

Onde 7., a = 1,2, 3, sao as projecoes canonicas associadas as fibragoes.

Primeiramente, Para (JX, g) € T*(SO(3)) denotemos p = ¢/X. Definamos o operador
Ap:50(1,3)7 — s0(1,3)7, tal que 4, = (FAME)~1 ohservando que Ad(p) ndo possui
autovalor -1. De fato, temos a seguinte caracterizagao para Jt x SO(3)
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Jtx SO(3) ={(JX,9) | nm ¢ 0(ad(X)), n € Z},

onde o(ad(X)) é o conjunto dos autovalores (Espectro) de ad(X). Agora, considerando
que exp: Jt — G é ndo-singular quando ad(JX) nao possui autovalores do tipo 2nm, com
n € 7Z, e que o produto (exp(JX),g) — exp(JX)g é isomorfismo quando Ad(e’*) nao
possui autovalor -1 segue o resultado, mais detalhes em [9], pagina 599. Para o operador
A, temos o seguinte lema que utilizaremos posteriormente.

Lema 9.5 O operador A,, onde p = e’* | satisfaz a identidade
K(Z, AW = k(Ad(p) o A, Z, W)
Demonstracao. Denotando Z' = A,Z e W’ = A,W obtemos
K(Z, AJW) = k(B0 70 Wy = L(Z/, W) + L(Ad(p)Z', W),
K(Ad(p) o A, Z, W) = k(Ad(p)Z', (FE22 )W)
= 1k(Ad(p)Z',W') + Lk(Ad(p)Z', Ad(p)W').

Assim, da Ad-invariancia da forma de Cartan-Killing segue que o resultado. m

Consideremos agora a projecao canonica 7: T*(SO(3)) — SO(3), podemos definir uma
1-forma A em 7*(SO(3)), tal que para todo oo € T*(SO(3)) e v € T,,(T*(SO(3))), temos
Ao (V) = a(m) (ver [2], pdgina 202).

Temos p = d\ uma 2-forma fechada nao-degenerada definida em 7%(SO(3)) = Jt x
SO(3), obtemos assim uma estrutura de variedade simplética na variedade Jtx SO(3). Da
identificagao de T*(SO(3)) com J(t) x SO(3), dada uma curva (JX (t), g;) em J(t) x SO(3)
temos A(%|,_ (JX(t), g)) = w(X(0), & ‘tzogtgo’l). Considerando a agao de SO(3) x SO(3)

nos campos canonicos definida por (g, gg)Z = Ad(gs2)Z, pela Ad-invariancia de k segue

que A é invariante. Estamos interessados em calcular A(Z), sendo assim consideremos o
seguinte teorema que reune expressoes convenientes para curvas associadas ao campo Z.

Teorema 9.6 Seja (JX,g) € T*(SO(3)), com p = e’*, e seja Z € s0(1,3)”. Definimos
as sequintes curvas em T*(SO(3))

tAp0Ad(g)JIm(Z) ) , et(Ad(g)Z—ApoAd(g) JIm(Z))

Vix,gz: t — (log(pe 9),

0sx,g.2: t = (3(l0gysx (pge'?e g~ p), p(t) ' pge'?)),

onde logy, = log € a inversa local da aplica¢io exponencial numa vizinhanca de eV em
uma vizinhanga de W em so(1,3)7, e
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p(t) = exp(4 logy, x (pget?e~2 g7 1p)).

Entao temos %‘t:O’V = Z(JX’g), e d € a curva integral de Z iniciada em (JX,q).

Demonstragao. Segue em [9], pagina 600.

De acordo com [9] a curva v tem Z como vetor tangente em (JX,g) mas o mesmo

nio acontece em outros pontos da curva. Para (JX,g) € T*(SO(3)), com p = e/¥, e

Z € s0(1,3), pelo teorema 9.6 podemos escrever (t) = (JX (1), g;g), onde
(JX(t), gig) = (log(petAreAd@)}Tim(Z)) cH(Ad()Z~ApoAd(g)Tm(Z)) g
Considerando a identifica¢ao de T*(SO(3)) com Jt x SO(3), temos
2 0) (G ooV (1) = o) (R G |,_g90) = K(X(0), G| ,_90);
como ¥(0) = (JX, g), e além disso
W) = Zuxg o &l o0 = Ad(9)Z — Ay 0 Ad(g).JIm(Z),

temos

MZ)ix,g) = £(X, Ad(g9)Z — A, 0 Ad(g)JIm(Z)).
Obtemos o seguinte resultado.
Proposigao 9.7 Para todo (JX,g) € T*(SO(3)) e Z € s0(1,3)7,

A(Z)(sx.9) = KX, Ad(g)Re(Z)).

Demonstragao. Primeiramente observemos que Ad(p)X = X, visto que Ad(e’¥) =
e®(JX) " assim Ang = (”AQMX = X. Agora, pelo lema 9.5 temos

R(X, A, 0 Ad(g)TIm(2))) = r(Ad(p) 0 A,X, Ad(g)JIm(Z)),
como Ad(p) o A,X = X, temos
R(X, 4, 0 Ad(g)TIm(2))) = £(X, Ad(g) JIm(Z)).
Assim, segue que
R(X, Ad(g)Z — Ay 0 Ad(g)JIm(Z)) = k(X Ad(g)Re(Z)),

como queriamos mostrar m

Agora, novamente para (JX,g) € T*(SO(3)) denotemos p = e’*. Definamos o opera-
dor
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d
Fjx:s0(1,3)) — s0(1,3)7, tal que Fyx(Z) = 7l log(pe*?).

Pela pépria definigao temos Fyx = (log;x oL, )., consideremos o seguinte teorema.

Teorema 9.8 (ver [7], pdgina 185) Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Para
todo X € g seja (exp).x a diferencial do mapa exponencial em X . Entdo

(exp)ax = (Lex)s 0 302y ad(X).

Em particular, o mapa (exp).x € bijetor se, e somente se, o endomorfismo ad(X) nao

possui autovalores da forma 2nmi para n € N.
Em uma vizinhanga do elemento neutro, temos
I = (LpfloLp>* = (Lp)*_l o (exp).sx o (log,x oLy).

Como (L,); ' o (exp)esx: g — g (considerando a identificagao Tyxg = g), temos

o n

I = (Lp‘l © Lp)* = (Lp)le (eXp)*JX © 1OgJX OL 2 n T 1 JX)" o Fyx, (9.1)

O operador Fjx satisfaz a seguinte propriedade que utilizaremos posteriormente.

Lema 9.9 Seja (JX,g) € T*(SO(3)), denotemos p = e’*. O operador F;x satisfaz a
sequinte identidade

/i(X, FJXW) = K(X, W),
para todo W € so0(1,3)”.

Demonstracao. Primeiro observamos que pela definigdo de Fjx temos F;x(W) = W
sempre que [X, W] = 0. Denotando T = 3, %ad(Z)”, para todo Z € so(1,3)7,
pela associatividade de ad(JX) com relacao a forma de Cartan-Killing segue

R(T_x (W), Z2) = k(W, Tyx(Z)),
para todo W, Z € so0(1,3). Assim obtemos a seguinte igualdade
K(X, FyxW) = 6(T-yx o Fyx) X, FyxW) = k(X, (Tyx o Fyx)W),

como (por (9.1)) (Tyx o Fyx)W = W segue o resultado. m

Consideremos agora o mapa ¢: Jt x SO(3) — R, (JX,g) — x(X, X), temos que ¢ é
invariante com relagao a a¢ao de SO(3) x SO(3) em Jt x SO(3), ou seja

P((Ad(g1)(JX), gy ")) = K(Ad(91)(X), Ad(g1)(X)) = (X, X),
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para (g1,92) € SO(3) x SO(3) e (JX,z) € Jt x SO(3). Agora observamos que como
Jt x SO(3) é uma variedade complexa temos d = 0 + 9, onde 90 = —dd, pois d*> = 0.
Definindo d¢ = i(9 — ), temos dd¢ = 2i00 = —d°d. Temos d°¢(Z) = JZ(¢) = dp(JZ),
temos o seguinte resultado.

Teorema 9.10 Seja ¢: Jt x SO(3) — R, 0 mapa SO(3) x SO(3)-invariante definido por
o(JX,g) = k(X,X), entdo 2\ = d°¢.

Demonstragao. Calculando d¢ obtemos

AN Z)xg) = (JZ(0) 1x.9) = L|,_y0(Vsx.9.2)(t) =
2/1(_(]%‘73:0 log(petApoAd(g)JIm(JZ))7 X),

onde essa ultima igualdade segue da definicao de ¢ e do teorema 9.6. Assim da definicao
do operador Fjx e considerando que Im(JZ) = Re(Z), segue que

2/{(—J%‘t:0 log(petAreAd9)ImlI2)) | X') = 2k (F;x (A, o Ad(g)Re(Z)), X),
pelos lemas 9.5 e 9.9, temos
26(Fyx (Ap 0 Ad(g)Re(2)), X) = 2k(Ad(g)Re(2), X),

pela proposicao 9.7 temos 2k(Ad(g)Re(Z), X) = 2A(2)(JX,9). n

Temos o seguinte corolario.

Corolario 9.11 p=d\ = lddcgb = —i00¢. A 2-forma p = dX € J-invariante, w(JZ, JW) =
u(Z, W), para todo Z,W € so(1,3)”.

Demonstragdo. Como Jt x SO(3) é uma variedade complexa temos d = 0 + 9, onde
00 = —00, pois d> = 0. Definindo d° = (0 — 9), temos dd® = 2i00 = —d°d. Assim, do
teorema 9.10 segue que d\ = %ddcgb = —i00¢.

Vamos mostrar que dd®¢ é J-invariante. Primeiro observamos que se a é uma 1-forma
sobre uma variedade, temos a seguinte formula para diferencial exterior

da(X,Y) = X(a(Y)) = Y (X)) — ([ X, Y]). (9.2)
Assim, da formula para diferencial exterior e considerando que d°¢(Z) = JZ(¢), obtemos
dd°p(X,Y) = X(d°p(Y)) = Y (d°¢(X)) — d°¢([X, Y])
= X(dg(JY)) = Y (dg(J X)) — do(J[X,Y]),
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e por isso
dd°¢(JX,JY) = JX(dp(=Y)) — JY (dp(—X)) — do(J[JX, JY])
= —JX(dp(Y)) 4+ JY (dp(X)) + dp(J[X,Y]) = —ddp(X,Y) = dd°p(X,Y),

assim temos p = %ddc(b = —idd¢ J-invariante. m

O seguinte teorema nos fornece uma expressao para a 2-forma pu, que sera 1til na hora
de mostrar a invariancia por SU(2) da estrutura obtida em SL(2,C). Segue o resultado.

Teorema 9.12 Seja (JX,g) € T*(SO(3)) = Jt x SO(3), com p = e’*, temos
p(Z,W) = m(s(Ejx 0 Ad(9)Z, Ad(9)W)) = In(k(E;aag)-1xZ. W),
onde Ejx = Fyx 0o Ad(p)o A, e Z, W sdo campos candnicos em T*(SO(3)).

Demonstragao. A demonstracao deste fato segue de (9.6), (9.7), da férmula (9.2)
para diferencial exterior de 1-formas e de cédlculos utilizando as seguintes propriedades
adicionais satisfeitas pelos operadores Fjyx, A, e E;x:

o Ad(p)o A, =21 — A,

ad(JX) = Fyx o (I — Ad(p)™1);

Fjx oA, = Fyx o A,, e temos k((Fyx 0 A,)Z, W) = k(Z,(Fyx o A,)W), para
Z, W € so0(1,3)7;

° Ad(p)il oFjx = F_JX;
o K(Z,FyxW) =k(F_;xZ,W), para todo Z, W € so(1,3)”.

A demonstracao para estas propriedades podem ser encontradas em [9]. Faremos aqui
apenas a seguinte observagao: Para campos canonicos Z e W em T*(SO(3)), no ponto
(JX,g) € T*(SO(3)), denotando p = e’* temos

W(Z, W) gxg) = ANZ, W) (53,9 = ZONW)) (55,9 — WNZ)) (rx.9) — M Z, W] (sx.9)-

De acordo com [9], para cada fator do lado direito da ultima igualdade da equagao acima
temos

ZOW))xg) = —§5(Fix 0 Ay o Ad(p) ™' 0 Ad(g)(Z — Z), Ad(g)(W + V)
—5(Fyx o (I — Ad(p)™) o Ad(g)(22), Ad(g)(W + W),
~W(MZ)) = §£(Fyx o Ap o Ad(p) o Ad(g)(Z + Z), Ad(g)(W — W)
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+iR(Fyx 0 Ad(p) ™' o (I — Ad(p)) o Ad(g)(Z + Z), Ad(g)(2W)),
~MN([Z,W]) = $k(Fyx o (I — Ad(p)™") o Ad(g)(Z), Ad(g)WV)
+iR(Fyx o (I — Ad(p)™") o Ad(g)(Z), Ad(g)W),

somando esses termos e utilizando as propriedades adicionais citadas acima satisfeitas
pelos operadores Fjx, A, e E;x chegamos na expressao

W(Z, W) = Im(k(E,x o Ad(9)Z, Ad(g)W)) = I (k(Eaatg)-1xZ, W)),

os detalhes dos cédlculos omitidos aqui podem ser encontrados com detalhes em [9], pagina
605. m

Para uma variedade complexa, uma 2-forma fechada nao-degenerada, para qual a
estrutura complexa é uma isometria, fornece uma forma pseudo-Kahler. Assim, temos o
resultado

Teorema 9.13 y = d\ = %ddcqﬁ = —i00¢ ¢ uma 2-forma fechada ndo-degenerada
SO(3) x SO(3)-invariante, J-invariante em T*(SO(3)) = Jt x SO(3). Além disso, para
A, B € T,(T*(SO(3))), a € T*(SO(3)), temos

H(A,B) = n(JA, B) +iu(A, B),
uma estrutura pseudo-Kdhler em T*(SO(3)).

Observamos que a parte real de H, 7 , W — u(jZ , W), ¢ uma forma bilinear, nao-
degenerada, J-invariante (ndo necessariamente positiva definida) que determina uma
pseudo-métrica em T*(SO(3)), e a parte imaginéria de H é a prépria 2-forma p.

Para os campos canonicos (9.1), do teorema 9.12 temos a seguinte a seguinte ex-
pressao

Teorema 9.14 A estrutura pseudo-Kdhler associada a p se expressa da segquinte forma
nos campos canonicos

H(Z, W)(JX,Q) = k(E;x 0 Ad(9)Z, Ad(g)W) = k(Ejaqq)-1x Z, W),
onde (JX,g) € T*(SO(3)).

Consideremos s0(1,3) como algebra dos campos invariantes a esquerda, isto é, para
todo X € so(1,3) vale

X, =(Ly)«X, onde g € SO*(1,3) com X, = X.
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Definicao 9.15 Definimos a 2-forma w em SO (1,3), tal que
w(Zg, Wy) = M(f*_l(Lg)*Z7 f*_l(Lg)*W% (9:3)

onde f: Jt x SO(3) — SO*(1,3) € o difeomorfismo associado a decomposicio de Cartan
no nivel de grupo citado anteriormente.

Como cada elemento g € SO*(1,3) é da forma g = f(JX, k), com (JX,k) € Jt x
SO(3) = T*(SO(3)), segue que

W(an Wg) = M(Z, W)(JX,k:ﬁ (9.4)
para g = f(JX,k) € SO*(1,3).
Pela definicao 9.15 e corolario 9.11, temos a compatibilidade de w com a estrutura
complexa invariante J, induzida de SL(2,C), isto é, para g = f(JX, k) € SO™(1,3)
W(J Zgy IWG) = (T Z, IW) uxcay = 1(Z, W) sy = W(Zg, Wy).

Obtemos assim uma 2-forma fechada em SO™(1,3) que é J-invariante. Agora, dado
k € SO™(1,3), tal que k = £(0, k), assim

(2 Wi) = (2, W) o
pelo teorema 9.12
w(Zy, Wy,) = Im(k(Eq 0 Ad(k)Z, Ad(k)W)) = Im(k(Ad(k)Z, Ad(k)W)),
pois JX = 0= E;x = I. Como k(Ad(k)Z, Ad(k)W)) = (Z, W), temos

w(Zy, W) = Im(k(FEg o Ad(k)Z, Ad(k)W)) = w(Z., We)
= wW(Zy, Wi) = w(Ze, W,) = w(Z,W), com e = f(0,e) € SO (1, 3).

Temos o seguinte resultado

Teorema 9.16 Eziste uma 2-forma fechada w, compativel com a estrutura complexa J,
SO(3)-invariante, nao-degenerada que define uma estrutura pseudo-Kdhler em SO (1,3),
isto €, para campos Z, W

WZ,W) = w(JZ, W) +iw(Z,W),
¢ uma estrutura pseudo-Kdhler, SO(3)-invariante em SO™(1,3).

Através do homomorfismo ¢: SL(2,C) — SO™ (1, 3), construido no capitulo 7, pode-
mos transferir a forma pseudo-Kéhler de SO (1, 3) para SL(2, C) via pullback. Definimos
a 2-forma fechada n em SL(2,C), tal que
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n(Vy, Uy) = w(e.Vy, ¢.U,), para todo g € SL(2,C).

Considerando sl(2,C) como a algebra dos campos invariantes a esquerda, para cada V' €
51(2,C), temos um campo ¢, (L,).V = .V, em SO*(1,3), temos ainda que ¢,(L,).V =
(Ly(g))«psV. Como p,(su(2)) =t =s0(3), se g = e, com X € su(2), segue que

77(Vg7 Ug) = W(QO*VW @*Ug) = W((Lw(g))*@*va (Lw(g))*@*U%

para todo V,U € s[(2,C). Mas, ¢(g9) = p(e®) = ¥ € SO(3) = n(V,,U,) = n(V,U),
pois w é SO(3)-invariante. Como SU(2) = (exp(su(2))), segue que n é SU(2)-invariante.

Para ver que 1 é compativel com a estrutura complexa candnica .Jy, observamos que

1(JoVy: JoUy) = w((xdoVy), (92 JoUs))-

Como a estrutura induzida em SO™(1,3) é dada por J = ¢, o Jy o !, segue que
n(JoVy, JoUg) = n(Vy, Uy).

Dessas observacoes segue o corolario

Corolario 9.17 Existe uma 2-forma fechadan nao-degenerada, compativel com Jy, SU(2)-
invariante que define uma estrutura pseudo-Kdhler em SL(2,C), isto €, para campos V,U

B(V,U) =n(LV,U) +in(V,U),
¢ uma estrutura pseudo-Kdhler, SU(2)-invariante em SL(2,C).

A construcao desta estrutura pseudo-Kéahler através do pullback de estruturas geométricas
de T*(SO(3)) é semelhante a construcao feita em [22], onde se investigam as estruturas
hiperkahler no fibrado cotangente de grupos de Lie complexos.
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