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posśıvel a conclusão deste trabalho, em especial aos professores Luiz Antonio Barrera San

Martin e Lino Anderson da Silva Grama. Agradeço também ao CNPq, pelo apoio finan-

ceiro durante a duração do mestrado. Dedico este trabalhos a todas as pessoas que fazem

parte da minha vida.

vii



viii



RESUMO

Neste trabalho estudamos os aspectos geométricos dos grupos de Lie do ponto de vista da

geometria Riemanniana, geometria Hermitiana e geometria Kähler, através das estruturas

geométricas invariantes associadas. Exploramos resultados relacionados as curvaturas da

variedade Riemanniana subjacente a um grupo de Lie através do estudo de sua álgebra

de Lie correspondente. No contexto da geometria Hermitiana e geometria Kähler, para

um caso concreto de grupo de Lie complexo, investigamos suas curvaturas seccionais

holomorfas e verificamos a existência de uma estrutura pseudo-Kähler invariante por sua

forma real compacta.
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ABSTRACT

In this dissertation, we study the geometric aspects of Lie groups from the viewpoint of

Riemannian geometry, Hermitian geometry, and Kähler geometry through its associated

invariant geometric structures. We explore results related to curvatures of Riemannian

manifold underlying a Lie group by studying its corresponding Lie algebra. In the context

of Hermitian geometry and Kähler geometry, for a complex Lie group case, we investigate

its holomorphic sectional curvatures and verify the existence of pseudo-Kähler structure

invariant for its compact real form.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Os grupos de Lie representam o maior avanço no estudo da teoria de simetrias continuas

de objetos e estruturas matemáticas, o que faz dos mesmos uma ferramenta indispensável

no estudos de diversas áreas da matemática e f́ısica teórica. De acordo com Felix Klein [3],

os objetos de estudos em geometria são as propriedades invariantes de figuras geométricas

sob a ação de grupos espećıficos de transformações. Por isso quando consideramos di-

ferentes grupos de transformações lidamos com diferentes tipos de geometria, tais como

geometria Euclidiana, geometria afim, ou geometria projetiva. Por exemplo, geometria

Euclidiana é o estudo das propriedades que permanecem invariantes sob a ação dos mo-

vimentos ŕıgidos do plano (grupo Euclidiano).

Os grupos que Felix Klein utilizou para determinar esses diferentes tipos de geome-

tria foram desenvolvidos pelo matemático norueguês Sophus Lie. A teoria de Lie em seus

primórdios se preocupava com o estudo de simetrias de equações diferenciais, e técnicas de

integração para esses sistemas. Sophus Lie chamava essas simetrias de ”grupo cont́ınuo”.

De fato, seu principal objetivo era desenvolver um análogo a teoria de Galois para o es-

tudo das equações diferenciais. Em termos da teoria de Galois, para uma solução de uma

equação polinomial por radicais existe um grupo finito associado. Correspondentemente,

para uma solução por quadratura de equação diferencial, estudado por Sophus Lie, existe

um grupo cont́ınuo associado, um grupo de Lie (ver [3]).

O termo ”Grupo de Lie”é geralmente atribúıdo a Élie Cartan. Um grupo de Lie

é definido como sendo uma variedade diferenciável munida de uma estrutura de grupo

compat́ıvel com a estrutura de variedade diferenciável, no sentido de que o produto e a

aplicação que leva um elemento no seu inverso são diferenciáveis. Exemplos simples de
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grupos de Lie são os grupos de isometrias de Rn, Cn ou Hn. Esses grupos de isome-

trias são, respectivamente, o grupo ortonormal O(n), o grupo unitário U(n) e o grupo

simplético Sp(n).

Uma álgebra g pode ser associada a cada grupo de Lie, esta álgebra é chamada álgebra

de Lie. No inicio do desenvolvimento da teoria g era chamada ”grupo infinitesimal”. Um

teorema fundamental de Lie afirma que todo grupo de Lie (a menos de recobrimento

universal) é completamente determinado por sua álgebra de Lie. Por isso, muitos dos

cálculos relacionados aos grupos de Lie são reduzidos a problemas (frequentemente não

triviais) estudados em g.

O estudo da geometria da variedade diferenciável subjacente a um grupo de Lie é feito

através da geometria homogênea, onde objetos geométricos invariantes são estudados

aproveitando-se as caracteŕısticas de simetria e homogeneidade encontradas nos grupos

de Lie.

O estudo dos aspectos geométricos de um grupo de Lie é marcado pelas caracteŕısticas

algébricas de sua álgebra de Lie, já que a mesma se caracteriza como sendo o espaço veto-

rial dos campos de vetores invariantes, à esquerda ou à direita, munido do produto dado

pelo colchete de campos de vetores, podendo ser identificada com o espaço tangente no

elemento neutro do grupo. Desta forma a invariância caracteŕısca dos grupos de Lie nos

permite explorar objetos não lineares, relativos ao grupo de Lie, através do estudo de

objetos lineares relacionados com sua álgebra de Lie.

Para ilustrar o que foi dito no parágrafo acima citaremos dois exemplos que são fontes

de pesquisa atualmente, a saber: Métricas de Einstein e fluxo de Ricci. Primeiramente,

lembrando que uma variedade Riemanniana (M, g) é do tipo Einstein se o seu tensor de

Ricci r(g) é proporcional a métrica g, isto é, se r(g) = λg, para alguma constante λ. No

caso de uma variedade Riemanniana em geral, encontrar uma métrica de Einstein é equi-

valente a solucionar uma equação diferencial parcial não linear. Já no contexto invariante

dos grupos de Lie, o mesmo problema se reduz a um sistema algébrico não linear (não

trivial).

Em [4] é provada a existência de métricas de Einstein não naturalmente redut́ıveis nos

grupos de Lie simples compactos SO(n) (n ≥ 11), Sp(n) (n ≥ 3), E6, E7, e E8, em [24]

são estudadas questões de existência e não-existência de métricas de Einstein em solvma-

nifolds (variedades diferenciáveis definida por um espaço homogênio de um grupo de Lie

solúvel por um subgrupo fechado).

2



Um outro campo de pesquisa bastante ativo atualmente em geometria diferencial é

o estudo das equações do fluxo de Ricci, motivada principalmente pela solução da con-

jectura de Poincaré apresentada por Grigori Perelman. Novamente, no contexto geral as

equações do fluxo de Ricci formam um sistema de equações diferenciais parciais. Já no

contexto da geometria invariante as equações do fluxo de Ricci formam um sistema de

equações diferenciais ordinárias, o que permite uma análise qualitativa através da teoria

de sistemas dinâmicos, ver por exemplo [11] para o caso da variedade de dimensão três

SL(2,C). Em [42] encontramos um estudo dos Ricci solitons, que são generalizações das

métricas Einstein, em duas classes de grupos de Lie nilpotentes, grupo de Heisenberg e

grupo das matrizes unitriangulares.

Além de serem utilizados como modelos construtivos para o desenvolvimento da geo-

metria, os grupos de Lie fornecem uma grande quantidade de exemplos e contra-exemplos

importantes para a teoria. Como exemplo podemos citar as Esferas de Berger, que são

caracterizadas (identificando SU(2) naturalmente com S3) pela famı́lia a 1-parâmetro de

variedades Riemannianas (S3, gt), onde cada gt define uma métrica SU(2)-invariante em

S3. Esta famı́lia de variedades forneceu contra-exemplo para diversas conjecturas em ge-

ometria Riemanniana, ver [15], [36] e [41]. Outro exemplo interessante, no contexto da

geometria simplética e geometria Kähler é a variedade Kodaira-Thurston (ver [35]), que

foi o primeiros exemplo de variedade simplética não Kähler a ser descoberta.

Neste trabalho faremos um estudo das estruturas geométricas invariantes associadas

aos grupos de Lie reais, e exploraremos o caso concreto do grupo de Lie complexo SL(2,C)

seguindo os resultados da teoria da geometria Hermitiana e geometria Kähler. Procura-

mos fazer um estudo do grupo SL(2,C), do ponto de vista da geometria Hermitiana e da

geometria Kähler, de maneira análoga ao trabalho feito em [38], no contexto da geometria

Riemanniana, para o grupo SL(2,R). O estudo da geometria Hermitiana em grupos de

Lie é uma área bastante ativa de pesquisas atuais, existem diversos trabalhos recentes

relativos a esta área de pesquisa, ver por exemplo [1], [33], [10] e [27].

Nosso estudo geométrico dos grupos de Lie se inicia do ponto de vista da geometria

Riemanniana. Em [38] são exploradas as relações entre curvatura e outras propriedades

topológicas e geométricas através do estudo de um grupo de Lie arbitrário munido de

uma métrica Riemanniana invariante à esquerda, neste mesmo trabalho são tratados os

problemas de se classificar todos os grupos de Lie que admitem métricas invariantes à

esquerda com curvatura Seccional ou de Ricci com sinal constante.

Em [38] também encontramos uma conjectura sobre a existência de métricas invarian-

tes à esquerda com curvatura de Ricci < 0 em SL(n,R) para n ≥ 3, o que posteriormente
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foi comprovado com a construção feita em [25] de métricas invariantes à esquerda em

SL(n,R), n ≥ 3, com curvatura de Ricci estritamente negativa .

No caṕıtulo 5 deste trabalho exploraremos os resultados encontrados em [38] estu-

dando a variedade Riemanniana subjacente a um grupo de Lie munido de uma métrica

invariante à esquerda. Exploraremos muitos resultados relacionados ao tensor de curva-

tura da conexão de Levi-Civita associada a métrica invariante à esquerda, e as relações

entre curvatura e outras propriedades topológicas e geométricas através do estudo das

curvaturas seccionais, curvatura de Ricci, curvatura escalar e propriedades algébricas da

álgebra de Lie associada.

Nos caṕıtulos 8 e 9 estudaremos as estruturas geométricas invariantes no grupo de

Lie complexo SL(2,C) utilizando a identificação sl(2,C) ∼= so(1, 3), onde so(1, 3) é a

álgebra de Lie do grupo de Lorentz O(1, 3), conhecido na f́ısica teórica por representar as

simetrias do espaço de Minkowski. De fato, mostraremos que a componente conexa da

identidade do grupo de Lorentz O(1, 3), denotada por SO+(1, 3), tem com recobrimento

duplo o grupo SL(2,C), isto é, existe um homomorfismo ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3) tal que

ker(ϕ) = {±I}.

No caṕıtulo 8 investigaremos as curvaturas holomorfas e J0-curvaturas de Ricci de

SL(2,C), onde J0X = iX, para todo X ∈ sl(2,C). Através da decomposição de Cartan

de so(1, 3) e de caracteŕısticas algébricas da álgebra de Lie so(1, 3), fixada uma métrica

Hermitiana invariante à esquerda 〈., .〉 em SO+(1, 3), obtivemos o seguinte resultado acerca

das curvaturas holomorfas de SL(2,C).

Proposição I. Considerando a métrica Hermitiana invariante a esquerda ϕ∗〈., .〉 em

sl(2,C) = su(2)⊕ s, temos

H(X) = K(X, J0X) ≥ 0, para todo X ∈ su(2) e X ∈ s,

No caṕıtulo 9 estudaremos estruturas Kähler no grupo de Lie SL(2,C), comprovando

o seguinte resultado

Proposição II. A variedade complexa SL(2,C) = (M6, J0) não admite um métrica Kähler

invariante à esquerda 〈., .〉.

Posteriormente, utilizando a estrutura natural de variedade simplética do fibrado

cotangente T ∗(SO(3)) verificaremos a existência de uma estrutura pseudo-Kähler em

SL(2,C) invariante por sua forma real compacta SU(2), isto é,
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Teorema I. Existe uma 2-forma fechada ω, compat́ıvel com a estrutura complexa J ,

SO(3)-invariante, não-degenerada que define uma estrutura pseudo-Kähler em SO+(1, 3),

isto é, para campos Z,W

h(Z,W ) = ω(JZ,W ) + iω(Z,W ),

é uma estrutura pseudo-Kähler, SO(3)-invariante em SO+(1, 3).

Corolário I. Existe uma 2-forma fechada η não-degenerada, compat́ıvel com J0, SU(2)-

invariante que define uma estrutura pseudo-Kähler em SL(2,C), isto é, para campos V, U

B(V, U) = η(J0V, U) + iη(V, U),

é uma estrutura pseudo-Kähler, SU(2)-invariante em SL(2,C).

Os demais caṕıtulos são devotados ao estudo da teoria de grupos e álgebras de Lie,

geometria Riemanniana, geometria (quase) Hermitiana e geometria Kähler.
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CAPÍTULO 2

GRUPOS DE LIE E ÁLGEBRAS

DE LIE

Neste primeiro caṕıtulo vamos explorar os resultados da teoria básica de grupos de Lie e

álgebras de Lie. Nosso principal objetivo é estudar as relações entre grupos e álgebras de

Lie, para posteriormente fazer uso desses resultados no estudo concreto da geometria dos

grupos de Lie. Começamos com as definições básicas e exemplos. As principais referências

para os resultados deste caṕıtulo são [7] e [39].

2.1 Definições e exemplos

Definição 2.1 Um grupo de Lie G é definido como sendo uma variedade diferenciável

munida de uma estrutura de grupo, de modo que a aplicação G × G → G, definida por

(g, h) → gh−1, é diferenciável (C∞).

Denotando por e o elemento neutro de G, observamos que a aplicação g → g−1 é

diferenciável, visto que a aplicação g → (e, g) → g−1 é diferenciável (C∞). Além

disso, a aplicação (g, h) → gh de G × G → G é diferenciável já que a composição

(g, h) → (g, h−1) → gh é diferenciável (C∞).

Para g ∈ G, as translações à esquerda Lg : G→ G e à direita Rg : G→ G, são definidas

respectivamente por Lg(h) = gh e Rg(h) = hg. Como as composições g → (h, g) → hg e

g → (g, h) → gh são diferenciáveis, segue que as translações são aplicações diferenciáveis.

Como Lg◦Lg−1 = id eDg◦Dg−1 = id, em ambos os casos as translações são difeomorfismos,

além disso a aplicação Cg = Lg ◦Rg−1 (conjugação) também é um difeomorfismo.
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Exemplo 2.2 O espaço Euclidiano Rn é um grupo de Lie com a soma de vetores.

Exemplo 2.3 Os conjunto dos números complexos diferentes de zero C∗ formam um

grupo de Lie com a multiplicação de números complexos.

Exemplo 2.4 O ćırculo unitário S1 ⊂ C∗ é um grupo de Lie com a multiplicação induzida

de C∗

Exemplo 2.5 O produto cartesiano de grupos de Lie G1 ×G2 com a multiplicação

(g1, g2)(h1, h2) = (g1h1, g2h2),

e estrutura de variedade diferenciável natural do produto cartesiano é um grupo de Lie.

Exemplo 2.6 O n-toro T n = S1 × . . . × S1 (n ∈ Z, n > 0) é grupo de Lie, pois é o

produto n vezes do grupo de Lie S1.

Exemplo 2.7 A variedade GL(n,R) das matrizes não-singulares reais n×n é um grupo

de Lie com a multiplicação de matrizes.

Um elemento importante para o estudo dos grupos de Lie são as álgebras de Lie

Definição 2.8 Uma álgebra de Lie sobre R é um espaço vetorial com um operador bilinear

[, ] : g× g → g, tal que para todo X, Y, Z ∈ g,

1. [X, Y ] = −[Y,X]. (anti-comutatividade)

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0. (identidade de Jacobi)

Um operador bilinear satisfazendo as duas condições da definição 2.8 é chamado colchete

de Lie. Como dito anteriormente, todo grupo de Lie está intimamente ligado à uma álgebra

de Lie, propriedades de um grupo de Lie podem ser examinadas através de um estudo da

sua álgebra de Lie.

Exemplo 2.9 Um espaço vetorial é uma álgebra de Lie com todos os colchetes de Lie

iguais a zero.

Exemplo 2.10 O espaço vetorial Mn(R) de todas as matrizes reais n× n é uma álgebra

de Lie com o colchete de Lie dado pelo comutador

[A,B] = AB − BA.

Exemplo 2.11 Um espaço vetorial de dimensão 2 com base X, Y é uma álgebra de Lie

se definirmos o colchete de Lie por

8



[X,X] = [Y, Y ] = 0 e [X, Y ] = Y ,

estendendo por linearidade.

Exemplo 2.12 O espaço vetorial R3 é uma álgebra de Lie com o colchete dado pelo

produto vetorial [X, Y ] = X × Y , para todo X, Y ∈ R3

Vamos a partir de agora estabelecer como à um grupo de Lie se associa uma álgebra de

Lie. Um campo vetorial X em um grupo de Lie G é invariante à esquerda (resp. à direita)

se para todo g ∈ G tivermos

(Lg)∗X = X ◦ Lg (respc. (Rg)∗X = X ◦Rg),

denotaremos por g o conjunto de todos os campos invariantes à esquerda.

Exemplo 2.13 Seja G = GL(n,R), os campos invariantes à esquerda são da forma

Xg = gXe, associados ao sistema
dg

dt
= gXe.

Temos o seguinte resultado (ver [39], página 85 para mais detalhes).

Proposição 2.14 Seja G um grupo de Lie e g o conjunto dos seus campos invariantes à

esquerda.

1. g é um espaço vetorial real, e a aplicação φ : g → Te(G), definida por φ(X) = Xe

é um isomorfismo de g com o espaço tangente Te(G) na identidade. Consequente-

mente, dim(g) = dim(Te(G)) = dim(G).

2. Campos invariantes à esquerda são suaves.

3. O colchete de campos invariantes à esquerda é um campo invariante à esquerda.

4. g é uma álgebra de Lie com o colchete de campos de vetores.

A proposição 2.14 garante que para cada grupo de Lie G existe uma álgebra de Lie

g associada e que a mesma se identifica com o espaço tangente Te(G). Assim, definimos

a álgebra de Lie de um grupo de Lie como sendo o conjunto dos campos invariantes à

esquerda, e alternativamente podemos ver a álgebra de Lie de um grupo de Lie como o

espaço tangente à indentidade. Observamos que as construções para os campos invariantes

à direita são feitas de modo análogo.

Exemplo 2.15 A reta real R é um grupo de Lie com a operação adição. Os campos

invariantes são os campos constantes da forma λ( d
dt
), com λ ∈ R. O colchete de dois

campos é sempre zero neste caso.

Exemplo 2.16 O conjunto das matrizes reais Mn(R) com o colchete [A,B] = AB−BA é

a álgebra de Lie do grupo de Lie GL(n,R), denotamos Mn(R) por Te(GL(n,R)) = gl(n,R).
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2.2 Homomorfismos

Consideremos G e H dois grupos de Lie, um homomorfismo ϕ : G→ H de grupos de Lie

é um homomorfismo de grupos abstratos que é diferenciável. De modo análogo definimos

automorfismo e isomorfismo de grupos de Lie.

Observamos que para g ∈ G temos

ϕ ◦Rg = Rϕ(g) ◦ ϕ e ϕ ◦ Lg = Lϕ(g) ◦ ϕ.

Assim, Lϕ(g) ◦ϕ ◦Lg−1 = ϕ. Pela regra da cadeia, se ϕ é diferenciável no elemento neutro

e ∈ G então ϕ é diferenciável em g ∈ G.

Considerando o fato de que os grupos de Lie são estudados através de suas álgebras

de Lie, o mesmo ocorre com os homomorfismos entre grupos de Lie, que são estudados

através dos homomorfismos de álgebras de Lie.

Sejam g e h álgebras de Lie, uma aplicação θ : g → h é um homomorfismo de álgebras

de Lie se preserva os colchetes de Lie, isto é, θ[X, Y ] = [θX, θY ], para todo X, Y ∈ g.

Dado um homomorfismo de grupos de Lie ϕ : G → H, temos que ϕ∗ : Te(G) → Te(H)

define uma transformação linear entre as álgebras de Lie g e h através da identificação da

álgebra de Lie com o espaço tangente à identidade.

Teorema 2.17 Sejam G e H grupos de Lie com álgebras de Lie g e h respectivamente,

e seja ϕ : G→ H um homomorfismo de Grupos de Lie. Então

1. X e ϕ∗X são ϕ-relacionados, isto é, Xϕ(g) = ϕ∗Xg, para g ∈ G e X ∈ g.

2. ϕ∗ : g → h é um homomorfismo de álgebras de Lie.

Demonstração. Segue em [39], página 90.

2.3 Subgrupos e subálgebras de Lie

Definição 2.18 Seja G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo. Então, H é um subgrupo

de Lie de G se H é uma subvariedade imersa de G tal que o produto H × H → H é

diferendiavel em relação a estrutura intŕınseca de H.

Seja g uma álgebra de Lie. Um subespaço h ⊂ g é chamado de subálgebra se [X, Y ] ∈ h,

sempre que X, Y ∈ h. Observamos que o colchete de Lie de g induz uma estrutura de
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álgebra de Lie nas subálgebras fazendo das mesmas álgebras de Lie.

Se H é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, sua álgebra de Lie h é uma

subálgebra de Lie da álgebra de Lie g de G, a verificação disso segue do fato de que a

imersão de H em G é um homomorfismo de grupos de Lie e que a imagem de h pela

diferencial da imersão é uma subálgebra.

Exemplo 2.19 O grupo especial linear formado pelas matrizes de determinante 1

SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1},

é subgrupo de Lie de GL(n,R) com álgebra de Lie denotado por

sl(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | tr(X) = 0}

Exemplo 2.20 O grupo ortogonal formado pelas matrizes ortogonais

O(n) = O(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | AAT = I},

é subgrupo de Lie de GL(n,R) com álgebra de Lie denotado por

o(n) = o(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | X +XT = 0}

Exemplo 2.21 O grupo especial ortogonal formado pelas matrizes ortogonais

SO(n) = SO(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | AAT = I, det(A) = 1},

é subgrupo de Lie de GL(n,R) com álgebra de Lie denotado por

so(n) = so(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | X +XT = 0, tr(X) = 0}

Existe uma correspondência biuńıvoca entre as subálgebras h da álgebra de Lie g de

um grupo de Lie G e os subgrupos de Lie conexos H de G. Consideremos a seguinte

teorema

Teorema 2.22 Se G é um grupo de Lie com álgebra de Lie g e seja h ⊂ g uma subálgebra.

Então, existe um único subgrupo de Lie conexo H de G com álgebra de Lie h

Demonstração. Segue em [39], página 94.

Corolário 2.23 Existe uma correspondência biuńıvoca entre os subgrupos conexos de um

grupo de Lie e as subálgebras da sua álgebra de Lie.
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2.4 Grupos de Lie simplesmente conexos

Nesta seção vamos estabelecer alguns resultados sobre grupos de Lie simplesmente cone-

xos. Antes disso vamos relembrar alguns conceitos importantes sobre recobrimento

• Seja X um espaço topológico conexo e localmente conexo por caminhos. Então,

existe um recobrimento π : X̃ → X, que é simplesmente conexo. Esse recobrimento

é único a menos de homeomorfismo.

• No caso particular em que X = M é uma variedade diferenciável conexa, seu reco-

brimento universal π : M̃ → M , nesse caso M̃ , é uma variedade diferenciável e π é

um difeomorfismo local.

Consideremos agora G um grupo de Lie conexo. O grupo de Lie G tem um recobrimento

universal π : G̃ → G, o próximo teorema garante que G̃ tem uma única estrutura dife-

renciável e que π é uma aplicação C∞ não-singular, além disso, uma estrutura de grupo

de Lie pode ser induzida em G̃ fazendo do mesmo um grupo de Lie e π um homomorfismo

de grupos de Lie.

Teorema 2.24 Todo grupo de Lie conexo G admite um recobrimento universal simples-

mente conexo G̃ que é um grupo de Lie de modo que a aplicação de recobrimento π : G̃→ G

é um homomorfismo de grupos de Lie.

Demonstração. Segue em [39], página 100.

A proposição seguinte é importante para os nossos propósitos no caṕıtulo 7

Proposição 2.25 Sejam G e H grupos de Lie conexos, e seja ϕ : G → H um homo-

morfismo de grupos de Lie. Então, ϕ é uma aplicação de recobrimento se, e somente se,

ϕ∗ : Te(G) → Te(H) é um isomorfismo.

Demonstração. Segue em [39], página 100.

O próximo resultado estabelece uma ligação entre os homomorfismos de álgebras de

Lie de um grupos de Lie simplesmente em um grupo de Lie qualquer e homomorfismo dos

grupos de Lie subjacentes.

Teorema 2.26 Sejam G e H grupos de Lie com álgebras de Lie g e h respectivamente e

com G simplesmente conexo. Seja ψ : g → h um homomorfismo. Então, existe um único

homomorfismo ϕ : G→ H tal que ϕ∗ = ψ.

Demonstração. Segue em [39], página 101.

Corolário 2.27 Se G e H são grupos de Lie simplesmente conexos com álgebras de Lie

isomorfas, então G e H são isomorfos.
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2.5 Aplicação exponencial

Definição 2.28 Um homomorfismo ϕ : R → G é um subgrupo a 1-parâmetro de G.

Definição 2.29 Seja G um grupo de Lie, e seja g sua álgebra de Lie. Consideremos

X ∈ g. Então

λ d
dr

→ λX

é um homomorfismo da álgebra de Lie R em g. Como (R,+) é grupo de Lie simplesmente

conexo, pelo teorema 2.26, existe um único homomorfismo

expX : R → G, tal que (expX)∗(λ
d
dr
) = λX.

Em outras palavras, t→ expX(t) = exp(tX) é o único subgrupo a 1-parâmetro de G cujo

vetor tangente em 0 é Xe. Definimos a aplicação exponencial por

exp: g → G, de modo que exp(X) = expX(1).

A seguinte proposição nos fornece alguns resultados acerca da aplicação exponencial

e dos fluxos associados aos campos invariantes.

Proposição 2.30 Para a exponencial definida anteriormente valem os seguintes resulta-

dos

1. O grupo a 1-parâmetro de difeomorfismos Xt associado a um campo invariante à

esquerda X é dado por

Xt = Rexp(tX), isto é, Xt(g) = g exp(tX), para todo g ∈ G.

2. exp: g → G é de classe C∞ e (exp)∗ : T0(g) → Te(G) é a aplicação identidade (com

a identificação g = Te(G)), assim exp é um difeomorfismo de uma vizinhança de

0 ∈ g em uma vizinhança de e ∈ G.

3. Para todo X ∈ g, e s, t ∈ R,

exp(t+ s)X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX),

isto é, os elementos do subgrupo {exp(tX) | t ∈ R} comutam entre si.

4. Sejam X, Y ∈ g. Então, [X, Y ] = 0 se, e somente se, exp(tX) exp(sY ) = exp(sY ) exp(tX),

para todo t, s ∈ R.

Demonstração. Segue em [39], página 103.
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Exemplo 2.31 Como visto no exemplo 2.13 os campos invariantes à esquerda em G =

GL(n,R) são da forma Xg = gXe, associados ao sistema linear

dg

dt
= gXe

no espaço de matrizes. A solução fundamental desse sistema é dada pela exponencial de

matrizes exp(Xe) =
∑

n≥0
Xn

e

n!
, que é exatamente a aplicação exponencial de GL(n,R).

Teorema 2.32 Seja ϕ : H → G um homomorfismo, então o seguinte diagrama é comu-

tativo:

H
ϕ // G

h

exp

OO

ϕ∗ // g

exp

OO

ou seja ϕ(expX) = exp(ϕ∗X).

Demonstração. Segue em [39], página 104.

Consideremos a seguinte proposição

Proposição 2.33 Seja G um grupo de Lie conexo e U ⊂ G uma vizinhana̧ de e ∈ G.

Então

G =
⋃∞

n=1 U
n,

onde Un = {g1 . . . gn | gα ∈ U, α = 1, . . . , n}.

Demonstração. Segue em [7], página 31.

A proposição 2.33 nos permite estabelecer o seguinte resultado para grupos de Lie

conexos

Proposição 2.34 Seja G um grupo de Lie conexo e tome g ∈ G. Então, existem

X1, . . . , Xs ∈ g tal que

g = exp(X1) . . . exp(Xs)

Demonstração. A partir do item 2 da proposição 2.30 , podemos tomar U ⊂ G

vizinhança de e ∈ G para qual exp: W → U é difeomorfismo, onde W ⊂ g é vizinhança

de 0 ∈ g, e da proposição 2.33 temos o resultado.
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2.6 Representações

Exploraremos agora um caso particular de homomorfismo de grupos de Lie. As repre-

sentações são homomorfismos em que o contradomı́nio é o grupo linear GL(n,R), de ma-

neira mais geral podemos considerar uma representação como sendo um homomorfismo

em que o contradomı́nio é o grupo GL(V ), onde V é um espaço vetorial de dimensão finita

e GL(V ) é o grupo dos automorfismos lineares de V . Denotemos por ρ : G → GL(V ) o

homomorfismo que define a represntação de G em V . Para cada elemento g ∈ G temos

ρ(g) : V → V um isomorfismo linear.

Para uma representação diferenciável ρ : G → GL(V ) de G em V denotaremos por

gl(V ) a álgebra de Lie do grupo de Lie GL(V ), que consiste em ser o espaço das trans-

formações lineares V → V com o colchete de Lie dado pelo comutador. Denotemos por

ρ∗ : g → gl(V ) a diferencial na identidade da representação de G em V . Pelo teorema

2.32 temos a seguinte fórmula que relaciona a representação com sua diferencial na iden-

tidade

ρ(exp(X)) = exp(ρ∗X).

A exponencial do segundo menbro da equação é a do grupo linear, portanto, pode ser

expressa como série de potências exemplo 2.31.

Existe uma representação natural de um grupo de Lie G em sua própria álgebra de

Lie g. Para cada elemento g ∈ G existe um automorfismo associado Cg : G→ G, definido

por Cg(x) = gxg−1, x ∈ G. Como Cg(e) = e temos (Cg)∗ : g → g.

Obtemos assim uma representação g → (Cg)∗ de G em g, observando que (Cg)∗ ◦

(Ch)∗ = (Cgh)∗ e que (Cg)∗ : g → g é isomorfismo linear.

Definição 2.35 Definimos a representação adjunta Ad : G→ GL(g) de G em g por

Ad(g) = (Cg)∗ : g → g

Do teorema 2.32 temos a seguinte fórmula relacionando a representação adjunta com

a conjugação

g exp(X)g−1 = Cg(exp(X)) = exp(Ad(g)X)

Exemplo 2.36 Observamos que no caso de G = GL(n,R), para B ∈ GL(n,R) e X ∈

gl(n,R) temos Ad(B)X = BXB−1.

Denotando por ad : g → gl(g) a diferencial da aplicação Ad : G→ GL(g) no elemento

neutro, temos a seguinte proposição
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Proposição 2.37 Seja G é um grupo de Lie com álgebra de Lie g, e seja X, Y ∈ g.

Então

ad(X)Y = [X, Y ].

Demonstração. Segue em [39], página 115.

De acordo com o diagrama do teorema 2.32, para todo grupo de Lie G com álgebra

de Lie g, temos

Ad(exp(X)) = exp(ad(X)Y ),

para todo X, Y ∈ g.

2.7 Subgrupos fechados

Nesta seção vamos estudar os subgrupos fechados de um grupo de Lie. Nosso principal

objetivo é explorar o teorema do subgrupo fechado de Cartan, que garante que todo sub-

grupo fechado de um grupo de Lie é de fato um subgrupo de Lie. Primeiramente, como

visto na proposição 2.34 todo elemento de um grupo de Lie conexo pode ser escrito

como o produto de exponenciais de elementos de sua álgebra de Lie. Em outras pala-

vras, se G é conexo com álgebra de Lie g, então G = 〈exp(g)〉, isto é, G é gerado por

exponenciais de elementos de sua álgebra de Lie. Os resultados dessa secção podem ser

encontrados em [39] e [7].

Para um subgrupo de Lie G denotemos por G0 a componente conexa que contém o

elemento neutro e ∈ G. Lembrando que um subgrupo H de um grupo G é normal se, e

somente se, H = gHg−1, para todo g ∈ G, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.38 Denotando G0 a componente conexa do elemento neutro de G. Então,

G0 é subgrupo fechado e normal de G. Qualquer outra componente conexa é uma classe

lateral gG0 = G0g. Reciprocamente, toda classe lateral gG0 = G0g é uma componente

conexa.

Consideremos o seguintes resultados acerca do produto de exponenciais e colchetes.

Estes resultados são fundamentais para o teorema do subgrupo fechado de Cartan.

Proposição 2.39 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Para X, Y ∈ g vale

exp(X + Y ) = limn→∞(exp(X
n
) exp(Y

n
))n

Proposição 2.40 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Para X, Y ∈ g vale
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exp(−[X, Y ]) = limn→∞(e
X
n e

Y
n e

−X
n e

−Y
n )n

2

As prosições 2.39 e 2.40 nos garantem o seguinte resultado

Proposição 2.41 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Se H ⊂ G é um

subgrupo fechado de G, então temos que

hH = {X ∈ g | exp(tX) ∈ H, ∀t ∈ R},

é subálgebra de Lie de g.

O próximo resultado é muito importante para o estudo dos subgrupos de Lie, esse

resultado nos permitira reconhecer um subgrupo de Lie a partir de caracteristicas to-

pológicas.

Teorema 2.42 Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie

com álgebra de Lie hH .

Seguem alguns exemplos gerais de subgrupos fechados de grupos de Lie.

Exemplo 2.43 Seja G um grupo de Lie, definimos o centralizador de g ∈ G por

Z(g) = {x ∈ G | xg = gx}.

Então, Z(g) é fechado em G. De fato, como x ∈ Z(g) se, e somente se, Cg(x) = gxg−1 =

x, isto é, Z(g) é o conjuto onde Cg coincide com a aplicação identidade. Como G é espaço

topolgico de Hausdorff Z(g) é conjunto fechado.

Exemplo 2.44 Seja G um grupo de Lie, consideremos o centro de G definido por

Z(G) = {g ∈ G | gx = xg, ∀x ∈ G}.

Então Z(G) é subgrupo fechado de G. De fato, temos Z(G) =
⋂

g∈G Z(g), como visto

anteriormente cada Z(g) é fechado.

Exemplo 2.45 Os exemplos 2.19, 2.20 e 2.21 são exemplos de subgrupos fechados de

GL(n,R).

O teorema do subgrupo fechado nos permite estabelecer o seguinte resultado no con-

texto de homomorfismos

Teorema 2.46 Seja ϕ : G → K um homomorfismo de grupos de Lie. Se denotarmos

H = ker(ϕ) e h = ker(ϕ∗), então H é um subgrupo de Lie fechado de G com álgebra de

Lie h.

Demonstração. Pela definição de ker(ϕ) e como ϕ é uma aplicação cont́ınua, segue que

H é subgrupo fechado, e portanto subgrupo de Lie. Agora, X ∈ g é elemento da álgebra

de H se, e somente se, exp(tX) ∈ H, para todo t ∈ R, que ocorre se, e somente se,

ϕ(exp(tX)) = e, para todo t ∈ R. Esta última afirmação é equivalente a exp(tϕ∗X) = e,

para todo t ∈ R, isso acontece se, e somente se ϕ∗X = 0. Logo h = ker(ϕ∗) é a álgebra

de Lie de H = ker(ϕ).
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2.8 Homomorfismos cont́ınuos

Nesta seção trataremos de alguns resultados relacionados à homomorfismos cont́ınuos.

Nosso principal objetivo é mostrar que homomorfismos cont́ınuos entre grupos de Lie são

de fato diferenciáveis.

Um problema interessante na teoria de grupos de Lie é decidir quando um grupo

topológico conexo localmente Euclidiano admite uma estrutura diferenciável que faz do

mesmo um grupo de Lie. Esse problema foi proposto por Hilbert e submetido ao Con-

gresso internacional de Matemática em 1900, e foi resolvido com uma resposta afirmativa

por Gleason junto com Montgomery e Zippen em 1952; detalhes em [28].

Esse primeiro resultado será fundamental na demostração do resultado principal desta

seção.

Teorema 2.47 Seja ϕ : R → G um homomorfismo cont́ınuo da reta real R em um grupo

de Lie G. Então, ϕ é diferenciável (C∞).

Demonstração. Segue em [39], página 109.

Agora vamos estabelecer um resultado muito importante no contexto de homomorfismo

de grupos de Lie.

Teorema 2.48 Seja ϕ : H → G um homomorfismo cont́ınuo de grupos de Lie. Então ϕ

é diferenciável (C∞).

Demonstração. Seja H grupo de Lie de dimensão n, fixemos X1, . . . , Xn base de h,

álgebra de Lie de H. Consideremos a aplicação ψ : Rn → H, definido por

ψ(t1, . . . , tn) = (exp(t1X1)) . . . (exp(tnXn))

é uma aplicação C∞, e não-singular em 0 ∈ Rn, logo, existe uma vizinhança V de 0 ∈ Rn

difeomorfa por ψ com uma vizinhança U de e ∈ H. Como tα → ϕ(exp(tαXα)) é um

homomorfismo cont́ınuo de R com G, portanto é C∞(teorema 2.47). Assim ϕ ◦ ψ é

C∞, e portanto ϕ|U , que pode ser expressa por (ϕ ◦ ψ) ◦ ψ−1|U , é C
∞. Como ϕ|gU =

Lϕ(g) ◦ ϕ ◦ Lg−1 |gU , ϕ é C∞ em todo H.

Corolário 2.49 Um grupo topológico localmente Euclidiano que satisfaz o segundo axi-

oma de enumerabilidade admite apenas uma estrutura diferenciável que faz do mesmo um

grupo de Lie.
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Demonstração. A aplicação identidade fornece um difeomorfismo entre duas quaisquer

estruturas diferenciáveis.

Neste trabalho nosso interesse está apenas nas estruturas C∞. De acordo com [32],

podemos mostrar que o conjunto de estruturas C∞ contém uma estrutura anaĺıtica (as

funções de transição ψα◦ψ
−1
β , relacionadas aos mapas coordenados ψα e ψβ, são anaĺıticas).

Dentro deste contexto é posśıvel mostrar que todo homomorfismo cont́ınuo entre grupos

de Lie é anaĺıtico.

2.9 Variedades homogêneas e Ações de Grupos

Vamos explorar agora os conceitos elementares das variedades homogêneas, ou espaços ho-

mogêneos, que tem um papél importante no estudo das variedades diferenciáveis. Começamos

com o seguinte teorema.

Teorema 2.50 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, e seja G/H o con-

junto das classes laterais {gH | g ∈ G} módulo H. Denotemos por π : G → G/H a

projeção natural π(g) = gH. Então G/H tem uma estrutura única natural de variedade

diferenciável tal que

1. π é submersão de classe C∞.

2. Existem seções local suaves de G/H em G; isto é, se gH ∈ G/H existe um vizi-

nhança W de gH e uma aplicação diferenciável τ : W → G tal que π ◦ τ = id.

Demonstração. Segue em [39], página 120.

Assim, definimos as variedades homogêneos da seguinte forma.

Definição 2.51 Variedades da forma G/H, onde G é um grupo de Lie e H é um subgrupo

fechado de G, e variedades com uma única estrutura diferenciável satisfazendo 1) e 2) do

teorema 2.50 são chamadas variedades homogêneas.

Como no caso de aplicações cont́ınuas em relação à topologia quociente, temos o

seguinte resultado para variedades homogêneas.

Proposição 2.52 Uma função f : G/H → M , entre uma variedade homogênea G/H e

uma variedade diferenciável M , é diferenciável se, e somente se, f ◦ π é diferenciável.

Demonstração. Se f é diferenciável, pelo teorema 2.50, certamente f ◦ π é dife-

renciável. Agora, suponha que f ◦ π é diferenciável. Para cada gH ∈ G/H existe uma

vizinhança W em G/H e uma seção τ : W → G diferenciável (C∞), tal que π ◦ τ = id
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em W . Assim temos f | W = (f ◦ π) ◦ τ diferenciável, como W é uma vizinhança de um

elemento arbitrário em G/H, temos f diferenciável.

Definiremos agora o conceito de ações de grupos de Lie em variedades diferenciáveis.

Definição 2.53 Seja M uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Uma ação

diferenciável à direita de G em M é uma aplicação diferenciável ∗ : G×M →M , tal que

(g, x) → g ∗ x, onde cada g ∈ G define um difeomorfismo g∗ : M →M , de modo que

1. e ∗ x = x, para todo x ∈M ;

2. (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x), para todo x ∈M e g, h ∈ G.

Para facilitar a notação denotamos a ação de um elemento g ∈ G em x ∈ M apenas

por gx em vez de g ∗ x, sem que haja confusão com o produto definido no grupo. De

modo análogo podemos definir ação à direita M ×G→M , com (x, g) → x ∗ g = xg.

Dadas as condições da definição 2.53 a variedade M é chamada de G-espaço. Dize-

mos que G age transitivamente em M se existe x0 ∈M tal que g → gx0 é uma aplicação

sobrejetora de G em M . Definimos a órbita de um elemento x ∈ M como sendo o con-

junto O(x) = {gx ∈ M | g ∈ G}, assim uma ação é transitiva se existe x0 ∈ M tal que

O(x0) =M .

Se M é um G-espaço e x0 ∈M ,

Hx0 = {g ∈ G | gx0 = x0}

é subgrupo fechado de G, chamado subgrupo de isotropia de x0. Temos o seguinte resul-

tado relacionando ações e variedades homogêneas.

Proposição 2.54 Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável, de modo

que G age transitivamente em M . Dado x0 ∈M , seja Hx0 o subgrupo de isotropia de x0.

O mapa

φ : G/Hx0 →M , definido por φ(gH0) = gx0,

é difeomorfismo.

Demonstração. Segue em [39], página 123.

Seguem alguns exemplos de ações e variedades homogêneas.

Exemplo 2.55 Consideremos e1, . . . , en a base canônica do espaço Rn. Definimos a ação

de GL(n,R) em Rn, de modo que
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geβ =
∑

α gαβeα, para todo g = (gαβ) ∈ GL(n,R) e eβ, β = 1, . . . , n.

Temos assim uma ação de GL(n,R) em Rn.

Exemplo 2.56 Denotemos por 〈., .〉 o produto interno canônico de Rn. Se g ∈ O(n,R),

então ggT = I. Assim, se v ∈ Rn

〈gv, gv〉 = 〈v, ggTv〉 = 〈v, v〉;

isto é, os elementos de O(n,R) preservam o comprimento dos vetores de Rn. Podemos

entáo considerar a ação O(n,R) × Sn−1 → Sn−1, esta ação é transitiva. Além disso,

tomando e1 ∈ Sn−1 temos

He1 =

{(
1 0

0 A

)
| A ∈ O(n− 1,R)

}
,

subgrupo de isotropia de e1 ∈ Rn. Temos a identificação natural de He1 com O(n− 1,R).

Assim, pela proposição 2.54, O(n,R)/O(n− 1,R) ∼= Sn−1.

Exemplo 2.57 Por argumentos similares aos do exemplo anterior é posśıvel mostrar que

SO(n,R)/SO(n− 1,R) ∼= Sn−1.

Exemplo 2.58 A variedade Grassmaniana real Gp,q(R) dos p-planos em Rp+q é o con-

junto de todos os subespaços p-dimensionais de Rp+q com estrutura de de variedade

construida da seguinte forma. Seja x1, . . . , xp+q o sistema de coordenadas natural em

Rp+q, onde cada xk : Rp+q → R é um mapa linear. Para cada conjunto de inteiros

α = {α1, . . . , αp} tal que 1 ≤ α1 < . . . < αp ≤ p+q, seja Uα o subconjunto de Gp,q(R) for-

mado por todos os subespaços p-dimensionais S tal que xα1 |S, . . . , xαp |S são linearmente

independentes. Vamos definir um mapa ϕα : Uα → Mp×q(R) ∼= Rpq. Seja {αp+1, . . . , αp+q}

o complemento de {α1, . . . , αp} em {1, . . . , p + q} ordenado de maneira crescente. Como

para cada S ∈ Uα, o conjunto xα1 |S, . . . , x
αp |S forma uma base para o espaço dual S∗,

podemos escrever

xp+k|S =
∑p

l=1 s
k
l (x

αl |S), k = 1, . . . , q.

Definimos então ϕα(S) = (skl ) ∈ Mp×q(R) ∼= Rpq, para cada S ∈ Uα. É fácil ver que

ϕα : Uα → Mp×q(R) ∼= Rpq é um sistema de coordenadas locais em Gp,q(R) e que a famı́lia

de
(
p+q

p

)
cartas (Uα, ϕα) formam um atlas, fazendo de Gp,q(R) uma variedade diferenciável

de dimensão pq.

O grupo GL(p+ q,R) age em Rp+q levando subespaços p-dimensionais em subespaços

p-dimensionais por isso pode ser considerado como um grupo de trasformações agindo em

Gp,q(R). Essa ação é diferenciável e transitiva. Se S0 denota o subespaço p-dimensional

gerado pelos primeiros p vetores da base canônica de Rp+q, o subgrupo de isotropia HS0

de S0 é dado por
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HS0 =

{(
∗ ∗

0 ∗

)
∈ GL(p+ q,R)

}
,

onde 0 denota a matriz nula de ordem q × p. Por isso Gp,q(R) pode ser visto como o

espaço quociente GL(p + q,R)/HS0 do grupo de Lie GL(p + q,R) pelo subgrupo de Lie

fechado HS0.

Exemplo 2.59 Por argumentos similares ao que foi feito no exemplo anterior, podemos

mostrar que o grupo ortogonal O(p+q) age diferencialmente e transitivamente em Gp,q(R),

assim podemos escrever Gp,q(R) como o espaço quociente O(p+ q)/O(p)×O(q), onde

O(p)×O(q) =

{(
A 0

0 B

)
| A ∈ O(p), B ∈ O(q)

}
.

Como O(p+q)/O(p)×O(q) é compacta, segue que Gp,q(R) também é variedade compacta.

Exemplo 2.60 A variedade Grassmaniana real G1,n(R) é conhecida como espaço proje-

tivo, e denotada por RPn. Como visto anteriormente RPn é uma variedade homogênea.
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CAPÍTULO 3

GRUPOS DE LIE SEMI-SIMPLES

Neste caṕıtulo estudaremos os grupos de Lie semi-simples. Na primeira seção vamos

explorar os conceitos e resultados elementares da teoria de álgebras de Lie semi-simples.

Posteriormente estudaremos as formas reais de uma álgebra de Lie semi-simples e a decom-

posição de Cartan, tanto no ńıvel da álgebra quanto no ńıvel do grupo de Lie associado.

As principais referências para os resultados desse caṕıtulo são [20] e [29].

3.1 Álgebras de Lie semi-simples

Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. Definimos recursivamente

g(0) = g, g(1) = [g, g], g(k) = [g(k−1), g(k−1)],

observando que para A,B ⊆ g, temos [A,B] = spanR{[X, Y ] | X ∈ A, Y ∈ B}. Obtemos

uma série decrescente

g = g(0) ⊇ g(1) ⊇ g(2) ⊇ . . .

conhecida como série derivada de g. Cada elemento da série derivada é de fato uma

subálgebra de g, como podemos observar pela definição dos elementos da série.

Uma álgebra de Lie g é chamada solúvel se g(k) = 0, para algum k ∈ Z. Seguem

alguns exemplos de álgebras solúveis.

Exemplo 3.1 A álgebra de Lie de matrizes g = {




a1 ∗
. . .

0 an


}, com o colchete dado

pelo comutador de matrizes.
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Exemplo 3.2 A álgebra de Lie de matrizes g = {




0 ∗
. . .

0 0


}, com o colchete dado

pelo comutador de matrizes.

Se i ⊂ g é um subespaço que satisfaz [X, Y ] ∈ i, para todo X ∈ g e Y ∈ i, dizemos

que i é um ideal de g. Pela definição do quociente de espaços vetoriais, e considerando

i ⊂ g ideal, temos que o espaço g/i é uma álgebra de Lie com estrutura induzida de g

pela projeção canônica π : g → g/i.

Como todo ideal é uma subálgebra, podemos nos perguntar sobre a solubilidade dos

ideais de uma álgebra, temos a seguinte proposição acerca de ideais solúveis de uma

álgebra.

Proposição 3.3 Se i é um ideal solúvel de g e se g/i é solúvel, então g é solúvel.

Demonstração. Com a estrutura de álgebra de Lie induzida de g em g/i a projeção

canônica π : g → g/i é um homomorfismo de álgebras de Lie, suponha que (g/i)(k) = 0 para

algum k ∈ N. Temo que π(g) = g/i ⇒ π(g(n)) = (g/i)(n), para todo n ∈ N. Assim temos

π(g(k)) = 0 ⇒ g(k) ⊆ i, como i(l) = 0, para algum l ∈ N, temos g(k+l) = (g(k))l ⊆ i(l) = 0,

e g solúvel.

Esta proposição nos permite estabelecer o seguinte resultado

Proposição 3.4 Se g é uma álgebra de Lie de dimensão finita, então existe um único

ideal r de g que contém todos os ideais solúveis de g.

Demonstração. Primeiramente observamos que se i1 e i2 são dois ideais solúveis de g,

então i1 + i2 é ideal solúvel. De fato, pelo teorema de isomorfismos temos

i1 + i2/i2 ∼= i1/i1 ∩ i2,

como i1 é solúvel, i1/i1 ∩ i2 é solúvel e dáı que i1 + i2/i2 é solúvel. Como i2 é solúvel, pela

proposição 3.3 segue que i1 + i2 é solúvel.

Agora, denote por n a dimensão máxima dos ideais soúveis de g e r um ideal solúvel

com dim(r) = n. Seja i um ideal solúvel de g, pelo que foi visto acima, r + i é solúvel.

Pela maximalidade da dimensão dos ideais solúveis, temos dim(r + i) = dim(r), assim

i ⊂ r+ i ⊆ r. Assim temos r ideal solúvel que contém todos os ideais solúveis de g.
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O ideal solúvel r de uma álgebra de Lie g que contém todos os outros ideais solúveis

de g é chamado de radical solúvel, e muitas vezes é denotado por r = r(g).

A partir da construção anterior do conceito de radical solúvel podemos definir as

álgebras de Lie semi-simples da seguinte forma.

Definição 3.5 Uma álgebra de Lie g é chamada semi-simples se náo possui nenhum ideal

solúvel, isto é, de r(g) = 0.

Um conceito importante para o estudo das álgebras de Lie é o conceito de álgebra

de Lie simples. Definimos o centro de uma álgebra de Lie g como sendo o ideal

Z(g) = {X ∈ g | [X, Y ] = 0, ∀Y ∈ g}.

Uma álgebra de Lie g é abeliana se [g, g] = 0, isto é, se g = Z(g).

Definição 3.6 Uma álgebra de Lie é dita simples se náo é abeliana e não possui ideal

próprio não-nulo.

Temos o seguinte resultado relacionado à álgebras simples e álgebras semi-simples

Proposição 3.7 Em uma álgebra de Lie simples [g, g] = g. Toda álgebra de Lie simples

é semi-simples.

Demonstração: Segue em [19], página 33.

Exemplo 3.8 Consideremos a álgebra de Lie sl(2,R) do grupo de Lie SL(2,R). Fixamos

a seguinte base {X,H, Y }, tal que

X =

(
0 1

0 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)
, Y =

(
0 0

1 0

)
,

temos a seguinte relação de colchete dado pelo comutador

[H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y, [X, Y ] = H.

Tome Z = aX + bH + cY ∈ sl(2,R), então

ad(X)Z = −2bX + cH, ad(X)2Z = −2cX.

Assim, se i ⊆ sl(2,R) é um ideal não-nulo, tomando Z ∈ i, pelo que foi visto acima

X ∈ i, assim H = [X, Y ] ∈ i, Y = −1
2
[H, Y ] ∈ i. Temos então i = sl(2,R), concluindo

que sl(2,R) é simples, e portanto semi-simples.
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Uma ferramenta importante para o estudo das álgebras de Lie semi-simples é a forma

de Cartan-Killing , que é definida da seguinte forma.

Definição 3.9 Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. A forma de Cartan-Killing

de g é a forma bilinear simétrica definida por

κ(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )), para X, Y ∈ g.

A forma de Cartan-Killing nos permite estabelecer a seguinte caracterização das

álgebras de Lie semi-simples.

Teorema 3.10 Uma álgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se, a sua forma de

Cartan-Killing κ é não-degenerada.

Demonstração: Segue em [19], página 50.

3.2 Formas reais e decomposição de Cartan

Nesta seção vamos estabelecer alguns resultados acerca das álgebras de Lie semi-simples

que utilizaremos posteriormente no caṕıtulo 9, onde estudaremos a existência de estru-

tura pseudo-Kähler no grupo de Lie SL(2,C).

Até o momento estudamos resultados associados às álgebras de Lie sobre o corpo dos

números reais. Para os caṕıtulos posteriores será importante o estudo das álgebras de

Lie sobre o corpo dos números complexos, tendo em vista que nosso estudo concreto será

sobre um grupo de Lie com álgebra de Lie complexa.

Consideremos g uma álgebra de Lie real, e denotemos por gC sua complexificação, isto

é, gC = g⊗R C. Uma álgebra de Lie complexa nada mais é que um espaço vetorial sobre

C cujo colchete de Lie é bilinear sobre C. Nesta seção vamos estudar as formas reais de

uma álgebra de Lie complexa.

Exemplo 3.11 O espaço vetorial complexo Mn(C) de todas as matrizes com o colchete

de Lie dado pelo comutador de matrizes é uma álgebra de Lie complexa denotada por

gl(n,C).

Exemplo 3.12 O subespaço de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de

matrizes

sl(n,C) = {X ∈ gl(n,C) | tr(X) = 0}
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Exemplo 3.13 O subespaço de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de

matrizes

u(n) = {X ∈ gl(n,C) | X +X∗ = 0}

Exemplo 3.14 O subespaço de gl(n,C) com o colchete de Lie dado pelo comutador de

matrizes

su(n) = {X ∈ gl(n,C) | X +X∗ = 0, tr(X) = 0}

Definição 3.15 Seja g uma álgebra de Lie complexa, uma álgebra de Lie real g0 é cha-

mada forma real de g se g0 ⊗R C = g.

Seja g é uma álgebra de Lie sobre R e gC sua complexificação. Como o traço de uma

transformação permanece o mesmo ao se fazer uma extensão no corpo de escalares, temos

que a forma de Cartan-Killing de gC coincide com a forma de Cartan-Killing de g quando

restrita a g. Uma forma bilinear é ou não degenerada se, e somente se, o determinante de

sua matriz é ou não nulo em alguma base. Como uma base de g é uma base de gC sobre

C, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.16 Uma álgebra de Lie g real é semi-simples se, e somente se, sua com-

plexificação gC é semi-simples.

Demonstração. Segue em [6], página 87.

O estudo das álgebras de Lie semi-simples segue com sua classificação que pode ser

encontrada em [6] e [17] entre outras referências. Para nossos objetivos seguimos nos

estudos de formas reais de álgebras complexas.

Como corolário da proposição 3.16 temos.

Corolário 3.17 Se g0 é a forma real de uma álgebra de Lie complexa g, então g0 é

semi-simples se, e somente se, g é semi-simples.

Uma álgebra de Lie g0 é chamada compacta se sua forma de Cartan-Killing é negativa

definida. Consideremos g uma álgebra de Lie de matrizes sobre R fechada pela operação

X → XT . Então g0 é soma direta do conjunto das matrizes anti-simétricas t0 com o

conjunto das matrizes simétricas p0. A complexificação g de g0 = t0 ⊕ p0 é dada por

g = g0 ⊕ ig0.

O espaço vetorial real u0 = t0 ⊕ ip0 é fechado pelo colchete dado pelo comutador de

matrizes e consiste da álgebra das matrizes anti-Hermitianas (X∗ = −X
T
). A forma de
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Cartan-Killing é negativa definida em u0, isto é, u0 é uma álgebra de Lie compacta (ver

em [19], página 348). Denotando t = tC0 e p = pC0 , podemos escrever g = t ⊕ p. Temos

que complexificação uC0 é a álgebra g, isto é, uC0 = t ⊕ p. A álgebra u0 é uma forma real

compacta de g.

De modo geral dada uma álgebra de Lie complexa g uma forma real compacta é uma

álgebra de Lie real compacta g0 tal que g = g0 ⊗R C. Uma pergunta natural que aparece

é sobre a existência de formas reais compactas para álgebras complexas, tendo em vista

que neste caso a forma de Cartan-Killing é não-degenerada quando restrita a forma real

compacta. O próximo teorema nos fornece informações sobre a existência de formas reais

compactas para o caso semi-simples.

Teorema 3.18 Se g é uma álgebra de Lie complexa semi-simples, então g admite uma

forma real compacta u0

Demonstração. Segue em [19], página 353.

Uma ferramenta importante no estudo das formas reais são as involuções. Conside-

remos V um espaço vetorial real e denotemos por V C sua complexificação, os elementos

de V C se escrevem da forma X + iY , com X, Y ∈ V . Podemos definir a conjugação

θ : V C → V C

θ(X + iY ) = X − iY .

A aplicação θ satisfaz θ2 = 1 (involução) e θ(zX) = zX, sendo linear apenas sobre os

reais (antilinear). Temos V = {X ∈ V C | θ(X) = X}.

Definição 3.19 Seja W um espaço vetorial complexo. Uma conjugação em W é uma

transformação antilinear θ : W → W , que é uma invilolução θ2 = 1

Denotando por WR a realificação de W . Uma conjugação em W nos fornece uma de-

composição em autoespaços WR = W1⊕W−1, de modo que WR = W1⊕ iW1, portanto W

pode ser visto como o complexificado de W1 = {X ∈ W | θ(X) = X}. Assim, diferentes

conjugações de W nos fornecem diferentes maneiras de ver W como complexificação de

um espaço real, em outras palavras, existe uma correspondência biuńıvoca entre as con-

jugações de um espaço vetorial complexo W e seus subespaços reais que se complexificam

em W .

Exploraremos os resultados associados as formas reais, e suas relativas conjugações, no

contexto das álgebras de Lie semi-simples complexas. O próximo resultado nos fornece as

relações entre duas diferentes formas reais de uma álgebra de Lie semi-simples complexas.
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Teorema 3.20 Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples complexa, u uma forma real

compacta de g e g0 uma forma real qualquer de g relacionada à uma conjugação σ. Então,

existe um automorfismo φ de g tal que σ comuta com a conjugação relacionada a forma

compacta φ(u).

Demonstração. Segue em [6], página 335.

Dentro das hipóteses do teorema 3.20, consideremos τ a conjugação associada à

forma real compacta u de g. O teorema 3.20 diz que, sem perda de generalidade,

podemos supor que στ = τσ, o que significa que g0 é invariante por τ e u é invariante por

σ. Consideremos o seguinte resultado.

Proposição 3.21 Sejam g0 e g1 duas formas reais de uma álgebra de Lie complexa g e

σ, σ1 suas respectivas conjugações tais que σσ1 = σ1σ. Então,

g1 = (g1 ∩ g0)⊕ (g1 ∩ ig0).

Demonstração. Segue em [6], página 334.

Sendo g uma álgebra semi-simples complexa com forma real não compacta g0 e forma

real compacta u, denotando por τ a conjugação associada a u. Como g0 é invariante por

τ , sua restrição τ |g0 = θ é uma involução de g0 que nos fornece uma decomposição

g0 = t0 ⊕ p0

conhecida como decomposição de Cartan, onde t0 = g0∩ u e p0 = g0∩ iu, e além disso

[t0, t0] ⊂ t0, [t0, p0] ⊂ p0, [p0, p0] ⊂ t0. (3.1)

Uma involução de Cartan θ em uma álgebra de Lie real semi-simples g0 é uma

involução , θ2 = 1, de modo que g se decompõe em soma de autoespaços t0 e p0 associados

a 1 e −1, respectivamente, tal que as relações de colchete (3.1) são satisfeitas por t0 e p0.

O teorema 3.18 combinado com o teorema 3.20 nos fornecem o seguinte corolário

Corolário 3.22 Seja g uma álgebra de Lie complexa semi-simples. Então, as únicas

involuções de Cartan de gR são as conjugações com respeito a formas reais compactas de

g.

Nosso interesse no estudo da decomposição de Cartan está voltado para o estudo dos

grupos de Lie com álgebra de Lie semi-simples.

Definição 3.23 Um grupo de Lie G é chamado semi-simples se sua álgebra de Lie é

semi-simples.
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Dado um grupo de Lie semi-simples G com álgebra de Lie g. Pelos resultados ante-

riores sabemos que existe uma involução de Cartan associada a g, e que quaisquer duas

involuções estão relacionadas por um automorfismo de gC. Estabeleceremos um resultado

importante para os nosso propósitos relacionados as decomposições de Cartan no ńıvel

dos grupos de Lie que integram as álgebras de Lie semi-simples.

Teorema 3.24 Seja G um grupo de Lie semi-simples com álgebra de Lie g0 e seja θ uma

involução de Cartan da álgebra g0, seja g0 = t0 ⊕ p0 decomposição de Cartan correspon-

dente. Denotemos por K o subgrupo de G com álgebra de Lie t0. Então

1. existe um automorfismo Θ de G com diferencial Θ∗ = θ, e Θ é tal que Θ2 = 1,

2. o subgrupo de G fixado por Θ é K,

3. a aplicação K × p0 → G tal que (k,X) → k exp(X) é difeomorfismo,

4. K é fechado,

5. K contém o centro Z(G) de G,

6. K é compacto se, e somente se, Z(G) é finito,

7. quando Z(G) é finito , K é subgrupo compacto maximal de G.

Demonstração. Segue em [19], página 362.
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CAPÍTULO 4

FIBRADOS E CONEXÕES

Neste caṕıtulo estabeleceremos a linguagem básica da teoria de fibrados. Nosso principal

objetivo é estudar resultados básicos da teoria de fibardos vetoriais associados e conexões.

As principais referências para os resultados desse caṕıtulo são [20] e [29].

4.1 Fibrados

Iniciamos o estudo dos fibrados vetoriais definindo o conceito de fibrado principal, que

será o elemento básico para introduzir os fibrados associados.

Definição 4.1 SejaM uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Uma variedade

diferenciável P é chamada de fibrado principal se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G age livremente em P pela direita sem fixar pontos: (x, g) ∈ P × G → xg ∈ P , e

se xg = x para algum x ∈ P , então g = e.

2. M é o espaço quociente de P pela relação de equivalência: x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G, tal que

y = xg. A projeção canônica π : P →M é diferenciável.

3. P é localmente trivial, isto é, para todo x ∈ M existe uma vizinhança U tal que

π−1(U) é isomorfo a U ×G no sentido de que u ∈ π−1(U) → (π(u), φ(u)) ∈ U ×G

é um isomorfismo diferenciável, tal que φ(ug) = φ(u)g para todo g ∈ G.

Neste caso M é chamado de base de P , G é chamado de grupo estrutural, e deno-

taremos por P (M,G) o fibrado principal sobre M . Dado um grupo de Lie G e uma

varidedade diferenciável M , podemos considerar o produto cartesiano M × G como um

fibrado principal sobre M definindo a ação dd G em M × G por (x, h)g = (x, hg). Este

fibrado é chamado de fibrado trivial.
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Exemplo 4.2 (Fibrado das bases) Seja M uma variedade diferenciável. Um referen-

cial linear u em x ∈ M é um conjunto de vetores tangentes linearmente independentes

u = (X1, . . . , Xn) que formam uma base para o espaço tangente TxM . Seja P o con-

junto dos referenciais lineares em todos os pontos de M . Podemos determinar uma ação

de GL(n,R) em P da seguinte forma: se g = (gαβ) ∈ GL(n,R) e u = (X1, . . . , Xn))

é um referencial em x ∈ M , então ug = (
∑

α gα1Xα, . . . ,
∑

α gαnXα), que é um outro

referencial no ponto x ∈ M . Se u é um referencial linear em x, π(u) = x determina

uma projeção de P em M . Tomando coordenadas locais (x1, . . . , xn) em um aberto U

de M , todo referencial u ∈ π−1(U) pode ser expresso da forma u = (X1, . . . , Xn), onde

Xβ =
∑

α aαβ∂xα, onde (aαβ) é uma matriz não-singular. Reciprocamente, toda matriz

não-singular (aαβ) define um referencial u como visto anteriotmente. Tomando x1, . . . , xn

e (aαβ) como coordenadas locais em π−1(U), podemos assim fazer de P uma variedade di-

ferenciável. Podemos verificar que P é um fibrado principal sobre M com grupo estrutural

GL(n,R). Esse fibrado é chamado fibrado das bases, e denotado por P = L(M).

Seja P (M,G) um fibrado principal sobre M . Para cada x ∈M , π−1(x) é uma subva-

riedade fechada de P que é difeomorfa a G chamada fibra sobre x. Para um elemento

arbitrário u ∈ P , a fibra através de u é a fibra sobre x = π(u).

Fibrado associado: Seja P (M,G) um fibrado principal. Consideremos F uma varie-

dade diferenciável na qual G age diferencialmente à esquerda: (g, ξ) → gξ ∈ F . Construi-

remos o fibrado E(M,F,G, P ) associado a P com fibra padrão F . Consideremos a ação de

G em P ×F dada pela regra: (u, ξ) ∈ P ×F → (u, ξ)g = (ug, g−1ξ), para g ∈ G. O grupo

G age diferencialmente pela direita em em P × F . Denotando por E o espaço quociente

da relação de equivalência induzida pela ação de G, onde as classes de equivalência são

as órbitas. A aplicação que faz a correspondência de um elemento de E representado por

(u, ξ) com πP (u) (πP : a projeção canônica de P em M) define uma projeção πE de E em

M . A fibra π−1
E (x), x ∈M , de E é o conjunto dos pontos representados pela classe (u, ξ),

onde u é um ponto arbitrário de P com πP (u) = x e ξ percorre todo F .

Todo ponto x ∈M tem uma vizinhança U tal que π−1
p (U) em P é isomorfo ao produto

direto U×G (fibrado principal trivial). Segue que π−1
E (U) em E é o produto U×F . Pode-

mos então introduzir uma estrutura de variedade diferenciável em E, impondo a condição

de que π−1
E (U) seja uma subvariedade aberta de E que é isomorfa a variedade produto

U × F . A projeção πE de E em M é diferenciável. O espaço E é chamado de fibrado

sobre a base M , com fibra t́ıpica F e grupo estrutural G, que é associado a P .

Cada elemento u ∈ P pode ser considerado uma aplicação biuńıvoca de F sobre a

fibra Ex = π−1
E (x) de E, onde x = πP (u) ∈M . Isto é, o elemento u associa a ξ ∈ F a um
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elemento de E representado pela classe de (u, ξ), que denotamos por uξ ∈ E. A aplicação

u : F → EπP (u) ⊂ E é diferenciável e satisfaz (ug)ξ = u(gξ).

Exemplo 4.3 (Fibrado tangente) Seja L(M,GL(n,R)) o fibrado de bases sobre M .

Considerando a ação natural GL(n,R) × Rn → Rn, tal que para g = (gαβ) ∈ GL(n,R)

e e1, . . . , en base canônica do espaço Rn, temos geβ =
∑

α gαβeα. Obtemos assim o fi-

brado associado E(M,Rn,GL(n,R), L(M)), onde cada elemento u ∈ L(M) determina

um isomorfismo u : Rn → EπL(M)(u) = TπL(M)(u)M . O fibrado E é conhecido como fibrado

tangente, e denotado por E = TM .

Exemplo 4.4 (Fibrado tensorial) Denotemos por Tr

s
(Rn) o espaço dos tensores do

tipo (r, s) sobre o espaço vetorial Rn. Sendo GL(n,R) um grupo de transformações

de Rn, podemos construir uma ação à esquerda de GL(n,R) em Tr

s
(Rn), o que nos

possibilita construir um fibrado E com base M , fibra t́ıpica Tr

s
(Rn), grupo estrutural

GL(n,R) associado a L(M). Desta maneira temos para cada u ∈ L(M) um isomor-

fismo u : Tr

s
(Rn) → EπL(M)(u) = Tr

s
(TM)πL(M)(u), onde Tr

s
(TM)πL(M)(u) é o espaço dos

tensores do tipo (r, s) sobre o espaço vetorial TπL(M)(u)M . Este fibrado é chamado fibrado

tensorial do tipo (r, s), e denotado por E = Tr

s
(TM).

Exemplo 4.5 Seja E(M,F,G, P ) um fibrado associado a P , suponhamos que F seja um

espaço vetorial de dimensão n. Neste caso o fibrado E(M,F,G, P ) é chamado fibrado

vetorial, e seu posto é a dimensão de F . Se ρ : G→ GL(F ) é uma representação de G,

de modo que ρ é homomrfismo de grupos de Lie, podemos definir uma ação G× F → F ,

tal que (g, ξ) → ρ(g)ξ. Assim, obtemos o fibrado vetorial E, que é o espaço das órbitas

da ação de G em P × F : (g, (u, ξ)) → (ug, ρ(g)ξ). Denotamos E = P ×ρ F .

Definição 4.6 Seja E(M,F,G, P ) um fibrado vetorial de posto k e U um aberto de M .

Uma aplicação diferenciável σ : U → E é chamada seção de E se πE ◦ σ é a aplicação

identidade de U . Se σ é uma aplicação diferenciável definida em toda variedade M e

satisfaz πE ◦ σ = idM , onde idM é a aplicação identidade de M , dizemos que σ é uma

seção global.

Denotemos o espaço das seções locais em U por ΓU(E). Uma coleção de seções

σ1, . . . , σk é chamado referencial em U se para todo p ∈ U o conjunto {σ1, . . . , σk} é uma

base para Ep. Um fibrado vetorial de posto k, E(M,F,G, P ), é chamado trivial se existe

um referêncial definido globalmente, σ1, . . . , σk : M → E. Neste caso temos E = M × F .

Denotaremos por Γ(E) o espaço das seções de E que são definidas globalmente em M .

Exemplo 4.7 Um campo vetorial diferenciável X definido em um aberto U de uma va-

riedade M é uma seção local do fibrado tangente TM , temos X ∈ ΓU(TM). Para o caso

de X ser difinido globalmente temos X ∈ Γ(TM).
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4.2 Conexões em fibrados vetoriais e curvatura

Começamos com as noções de conexão e paralelismo no contexto de fibrados principais.

Definição 4.8 Definimos uma conexão Γ em um fibrado principal P (M,G) como uma

escolha de subespaços tangentes Qu em cada elemento u ∈ P que satisfaz as seguintes

condições:

1. TuP é a soma direta dos subespaços TuO(u) e Qu, isto é, TuP = TuO(u)⊕Qu;

2. Denotando por Rg : P → P a aplicação u → ug. Para todo g ∈ G e u ∈ P , temos

Qug = (Rg)∗Qu;

3. Qu depende diferencialmente de u.

Dada uma conexão Γ em P , chamamos Qu de espaço horizontal em u ∈ P e TuO(u)

de espaço vertical em u ∈ P . Assim, se Xu ∈ TuP temos a as componentes vertical

Xv
u ∈ TuO(u) e horizontal Xh

u ∈ Qu, de forma que Xu = Xv
u +Xh

u .

Definição 4.9 Um levantamento de um campo X ∈ Γ(TM) (ou ΓU(TM), onde U ⊂

M é aberto) é um único campo X∗ ∈ Γ(TP ) (ou Γπ−1(U)(TP )) que é horizontal e que

cobre X, no sentido que πP∗X
∗ = X.

Paralelismo. Dada uma conexão Γ em P , seja τ = {xt, 0 ≤ t ≤ 1} uma curva (dife-

renciável por partes) em M . Um levantamento horizontal de τ é uma curva τ ∗ = {ut}

em P , tal que πP (ut) = xt e u̇t ∈ Qut
, 0 ≤ t ≤ 1. A curva τ ∗ = {ut} é chamada curva

horizontal.

O próximo resultado é relativo a existênica de levantamentos horizontais de curvas em

uma variedade base M .

Proposição 4.10 Seja τ = {xt, 0 ≤ t ≤ 1} uma curva emM e seja u0 algum ponto de P

tal que π(u0) = x0. Então, existe um único levantamento horizontal τ ∗ = {ut, 0 ≤ t ≤ 1}

que começa em u0.

Demonstração: Segue em [20], página 69.

Seja τ = {xt, 0 ≤ t ≤ 1} uma curva diferenciável emM e u0 ∈ P tal que πP (u0) = x0.

Considerando τ ∗(u0) o único levantamento horizontal de τ iniciado em u0, a aplicação

τ t+h
t : π−1

P (xt+h) → π−1
P (xt), tal que ut+h → ut é chamada transporte paralelo ao

longo de τ |(t,t+h). Como Rgτ
∗(u0) é levantamento de τ que começa em u0g, temos que
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τ t+h
t (ug) = τ t+h

t (u)g, para todo g ∈ G e u ∈ P com πP (u) = xt+h. Segue que τ t+h
t é um

isomorfismo diferenciável da fibra de xt+h na fibra de xt.

A partir da idéia de conexão em fibrados principais definimos conexões em fibrados

associados. Consideremos P (M,G) fibrado principal e E(M,F,G, P ) um fibrado associ-

ado.

Definição 4.11 Uma conexão em E é uma escolha de subespaços tangentes Q : e → Qe

de dimensão n (= dim(M)) em E que satisfaz as seguintes condições:

1. TeE = TeFπE(e) ⊕Qe, em cada ponto e ∈ E;

2. Para uma curva diferenciável por partes xt ∈ M ligando x0 a x1, existe uma curva

et em E, com todos os vetores tangentes em Qet, que começa em um ponto da fibra

Ex0, com πE(et) = xt. Além disso, et define um isomorfismo entre as fibras Ex0 e

Ex1, que depende diferencialmente por partes de t.

3. e→ Qe é diferenciável.

Existe uma ligação entre as conexões dos fibrados principais e as conexões de seus

fibrados associados.

Proposição 4.12 Existe uma corespondência biuńıvoca entre conexões em P e conexões

em E.

Demonstração: Segue em [29], página 43.

Seja τ = {xt, 0 ≤ t ≤ 1} uma curva em M e ut seu levantamento horizontal em P ,

tomando ξ0 em F tal que πE(u0ξ0) = x0, definimos et = utξ0 ∈ E. A curva horizontal

et ∈ E define um isomorfismo entre fibras τ t+h
t : Ext+h

→ Ext
, ut+hξ → utξ, que também é

chamado transporte paralelo (denotado da mesma forma por τ t+h
t ) ao longo de τ |(t,t+h).

Consideremos agora P (M,G) um fibrado principal e ρ : G → GL(m,K) uma repre-

sentação, onde K = R ou C. Como visto no exemplo 4.5, temos que E(M,Km, G, P ) é

um fibrado vetorial associado a P , tendo em vista que existe uma ação à esquerda natural

de GL(m,K) em Km. Onde cada fibra π−1
E (x), com x ∈ M , tem estrutura de espaço

vetorial.

Seja Γ uma conexão em P . Como visto acima Γ define uma noção de transporte

paralelo no fibrado E(M,Km, G, P ). Seja τ = {xt, 0 ≤ t ≤ 1} uma curva diferenciável

por partes em M e τ ∗ = {ut} seu levantamento horizontal em P . Tomando uma seção σ
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em E definida ao longo de τ e ẋt um vetor tangente a τ em xt. A derivada covariante

da seção σ na direção ẋt é definida por

∇ẋt
(σ) = lim

h→0

1

h
[τ t+h

t (σ(xt+h))− σ(xt)], (4.1)

onde τ t+h
t : Ext+h

→ Ext
é o transporte paralelo da fibra Ext+h

ao longo de τ de xt+h para

xt. Temos ∇ẋt
(σ) ∈ Ext

para todo t e define uma seção de E ao longo de τ . A curva σ(xt)

é horizontal (ou paralela) se, e somente se, ∇ẋt
(σ) = 0. Vemos que a derivada covariante

define uma noção de espaço horizontal e paralelismo, isto é, pela proposição 4.12 temos

que ∇ determina completamente a conexão.

Seja X ∈ TxM e σ uma seção de E definida em uma vizinhança de x ∈ M . A

derivada covariante de σ na direção X pode ser definida da seguinte forma: consideremos

τ = {xt,−ε < t < ε} uma curva em M tal que X = ẋ0. Temos então

∇X(σ) = ∇ẋ0(σ),

observamos que ∇X(σ) é independente da escolha de τ . Se σ ∈ Γ(E) e X ∈ Γ(TM), a

derivada covariante ∇X(σ) de σ na direção X é definida por

(∇X(σ))(p) = ∇Xp
(σ). (4.2)

Temos a seguinte proposição que nos fornece propriedades da derivada covariante.

Proposição 4.13 Sejam X, Y ∈ Γ(TM), σ, µ ∈ Γ(E) e f ∈ C∞(M) uma função dife-

renciável de M com valores em R. Então

1. ∇X+Y (σ) = ∇X(σ) +∇Y (σ);

2. ∇X(σ + µ) = ∇X(σ) +∇X(µ);

3. ∇fX(σ) = f∇X(σ);

4. ∇X(fσ) = X(f)σ + f∇X(σ).

Demonstração: Segue em [20], página 114.

Agora estamos em condições de definir o conceito de curvatura de uma conexão.

Definição 4.14 Dada uma conexão ∇ em um fibrado vetorial E(M,Kn, G, P ), definimos

a curvatura de ∇ como sendo o tensor R∇ : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E), tal que

R∇(X, Y )σ = ∇[X,Y ](σ)−∇X(∇Y (σ)) +∇Y (∇X(σ)), (4.3)

com X, Y ∈ Γ(TM) e σ ∈ Γ(E).
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Estabelecemos nesta seção a linguagem básica associada a teoria de fibrados vetoriais.

Para os nossos propósitos estaremos interessado em conexões em fibrados associados ao

fibrado de bases L(M)(M,GL(n,R)), e sempre que falarmos em conexões no fibrado

tangente TM trabalharemos com a nocão de derivada covariante e seu tensor de curvatura

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM), R∇ : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM).
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CAPÍTULO 5

VARIEDADES RIEMANNIANAS

Neste caṕıtulo vamos estudar as variedades Riemannianas e métricas invariantes em gru-

pos de Lie. Nosso objetivo é explorar alguns resultados relacionados as curvaturas em

grupos de Lie. Começamos com um estudo sobre variedades Riemannianas e posterior-

mente aplicaremos muitos desses resultados no contexto dos grupos de Lie.

5.1 Métrica Riemanniana

Iniciamos introduzindo a noção de produto interno e produto Hermitiano nas fibras de

um fibrado vetorial associado a um fibrado principal.

Definição 5.1 Seja P (M,G) um fibrado principal e E = P ×ρ K
n (K = R ou C) um

fibrado vetorial associado a P (ver exemplo 4.4). Uma métrica nas fibras de E é

uma correspondência g : p → gp, que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno

(no caso K = R) na fibra Ep, de maneira que para σ, µ ∈ Γ(E) temos gp(σ(p), µ(p))

que depende diferencialmente de p ∈ M . Quando as fibras de E são espaços vetoriais

complexos (K = C) para cada p ∈ M temos gp produto Hermitiano em Ep, de maneira

que para σ, µ ∈ Γ(E) temos gp(σ(p), µ(p)) = gp(µ(p), σ(p)).

O seguinte resultado garante a existência de métricas em uma certa classe de varieda-

des.

Proposição 5.2 Se M é uma variedade diferenciável paracompacta, então todo fibrado

vetorial E sobre M admite uma métrica nas fibras.

Demonstração: Segue em [20], página 116.
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Trabalharemos sempre com variedades que são paracompactas.

Definição 5.3 Seja M uma variedade de dimensão n e consideremos o fibrado E = TM

sobre M . Pela proposição 5.2, M admite uma métrica nas fibras de TM que chamamos

de métrica Riemanniana. Toda métrica Riemanniana g define um produto interno em

cada estaço tangente TpM , denotemos g(X, Y ) para X, Y ∈ TpM . O par (M, g) é chamado

de variedade Riemanniana.

Denotando por TM∗⊗TM∗ o fibrado associado T0

2
(TM), temos g ∈ Γ(TM∗⊗TM∗).

Observação: De maneira mais geral do que definimos uma métrica nas fibras de um

fibrado vetorial E sobre uma variedadeM , podemos pensar na correspondência g : p→ gp
de modo que gp seja apenas uma forma bilinear não-degenerada de assinatura (p, q),

p+q = dim(Ep), na fibra Ep. Neste caso g é chamada pseudo-métrica, e no caso E = TM

o par (M, g) é chamado de variedade pseudo-Riemanniana. No caṕıtulo 9 vamos

construir uma estrutura relacionada a uma variedade (M, g) com g sendo uma pseudo-

métrica.

Exemplo 5.4 Consideremos o espaço Euclidiano Rn com a métrica Euclidiana g, de

maneira que para coordenadas locais x1, . . . , xn temos

g(∂xα , ∂xβ) = δαβ (Delta de Kronecker)

Exemplo 5.5 Seja f : M → N uma imersão de variedades diferenciáveis. E considere-

mos h uma métrica em N , definimos uma métrica g induzida em M por f de modo que

g(X, Y ) = h(f∗X, f∗Y ), para todo X, Y ∈ TpM . Temos g = f ∗h

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, consideremos x1, . . . , xn coordenadas locais

em U ⊂ M . Temos que {∂xα} base de TpM para todo p ∈ U e {dxα} base de TpM
∗.

Assim para todo p ∈ U temos

g =
∑

α,β

gαβdx
α ⊗ dxβ, (5.1)

onde gαβ = g(∂xα , ∂xβ), com α, β = 1, 2, . . . , n.

5.2 Conexão Riemanniana e Curvatura

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se Γ é uma conexão em L(M), temos uma

noção de paralelismo através da derivada covariante ∇ em E = TM e em E = Tr

s
(TM).

Consideremos os seguintes fatos:
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• Uma conexão ∇ em E = TM induz uma conexão ∇∗ em E∗ tal que

(∇∗
Xω)(Y ) = ω(∇X(Y )) +X(ω(Y ))

• Uma conexão ∇E em E = TM e uma conexão ∇F em F , onde F = TM ou TM∗,

induz uma conexão ∇E⊗F em E ⊗ F tal que

∇E⊗F
X (e⊗ f) = (∇E

Xe)⊗ f + e⊗ (∇F
Xf)

Temos o seguinte resultado para a derivação covariante de tensores.

Proposição 5.6 Seja K ∈ Γ(Tr

s
(TM)) e ∇ uma conexão em TM , então

(∇X(K))(X1, . . . , Xs) = ∇X(K(X1, . . . , Xs))−
s∑

α=1

K(X1, . . . ,∇X(Xα), . . . , Xs), (5.2)

com X1, . . . , Xs ∈ Γ(TM).

Demonstração: Segue em [20], página 124.

Como g ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗) = Γ(T0

2
(TM)) podemos nos perguntar sobre ∇(g). O

seguinte resultado estabelece o conceito de conexão métrica.

Definição 5.7 Seja Γ uma conexão em L(M) e g uma métrica em M . A conexão Γ é

chamada conexão métrica se ∇(g) = 0.

Dada uma conexão ∇ no fibrado vetorial E = TM , sua torsão é definida por

T∇(X, Y ) = ∇X(Y )−∇Y (X)− [X, Y ], (5.3)

onde X, Y ∈ Γ(TM).

Dentre todas as conexões métricas estamos interessados nas conexões que tenham

torsão nula. O próximo teorema é conhecido como teorema fundamental da geometria

Riemanniana.

Teorema 5.8 Toda variedade Riemanniana (M, g) admite uma única conexão ∇, tal que:

1. ∇ é métrica (∇(g) = 0),

2. ∇ tem torsão nula (T∇ = 0).
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Demonstração: Segue em [20], página 158.

Esta conexão é chamada de conexão de Levi-Civita. Trabalharemos com variedades

Riemannianas e com a conexão de Levi-Civita associada a uma métrica fixada. Se ∇ é

uma conexão métrica em (M, g) temos

X(g(Y, Z)) = ∇X(g(Y, Z)) = g(∇X(Y ), Z) + g(Y,∇X(Z)),

de onde obtemos a identidade de Koszul

2g(∇X(Y ), Z) = X(g(Y, Z))+Y (g(X,Z))−Z(g(X, Y ))+g([X, Y ], Z)+g([Z,X], Y )−g([Y, Z], X)

(5.4)

O tensor de Riemann R de uma variedade Riemanniana (M, g) é definido através do

tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita ∇ da seguinte forma

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ), (5.5)

onde R denota a curvatura da conexão de Levi-Civita ∇ e X, Y, Z,W ∈ Γ(TM).

O seguinte resultado nos fornece informações e propriedades do tensor de curvatura

da conexão de Levi-Civita de uma variedade (M, g).

Proposição 5.9 O tensor de curvatura de Riemann R da conexão de Levi-Civita

de uma variedade Riemanniana (M, g) satistafaz as seguintes propriedades:

1. O tensor R é anti-simétrico nos dois primeiros argumentos, isto é,

R(X, Y ) = −R(Y,X), para todo X, Y ∈ TpM , onde p ∈M ;

2. R(X, Y ) é anti-simétrico com respeito a g, isto é,

g(R(X, Y )Z,U) = −g(R(X, Y )U,Z), para X, Y, Z, U ∈ TpM , onde p ∈M ;

3. g(R(X, Y )Z,U) = g(R(Z,U)X, Y ), onde X, Y, Z, U ∈ TpM , onde p ∈M ;

4. (Identidade algébrica de Bianchi)

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

5. (Identidade diferencial de Bianchi)

∇Z(R)(X, Y ) +∇X(R)(Y, Z) +∇Y (R)(Z,X) = 0.
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Demonstração: Segue em [26], página 121.

Posteriormente vamos fazer os cálculos das curvaturas seccionais de grupos de Lie.

A curvatura seccional de uma variedade Riemanniana é definida da seguinte forma.

Definição 5.10 (dim(M) ≥ 2). Dado um 2-plano σ em TpM , e seja {X, Y } uma base

de σ. A curvatura seccional de σ é definida por

K(σ) = K(X, Y ) = g(R(X, Y )X, Y )/(g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2), (5.6)

O seguinte resultado nos fornece uma caracterização para curvatura constante.

Proposição 5.11 A curvatura seccional de uma variedade Riemanniana (M, g) é cons-

tante k para qualquer 2-plano tangente em p ∈M se, e somente se, o tensor de curvatura

satisfaz

R(X, Y )Z = k(g(X,Z)Y − g(Y, Z)X),

onde X, Y ∈ TpM .

Demonntração: Segue em [20], página 202.

Um outro conceito de curvatura é importante para o estudo da geometria das varie-

dades Riemannianas. O tensor de curvatura de Ricci é definido da seguinte forma.

Definição 5.12 O tensor de curvatura de Ricci r de uma variedade Riemanniana (M, g)

é definido como

r(X, Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ), (5.7)

onde tr denota o traço da aplicação linear Z → R(X,Z)Y .

Note que o tensor de Ricci é simétrico (segue do fato da conexão de Levi-Civita ser

livre de torsão). Podemos ver r como um tensor r̂ : TM → TM , de modo que

r(X, Y ) = g(r̂(X), Y ),

é uma aplicação g-simétrica com autovalores puramente reais. A curvatura de Ricci na

direção X é dada por r(X).

A partir do tensor de curvatura de Ricci obtemos a curvatura escalar, que é definida

da seguinte maneira.

Definição 5.13 A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana (M, g) é definida

pela função s = trg(r) em M .
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5.3 Métricas Invariantes e curvaturas em Grupos de

Lie

Agora vamos explorar alguns resultados acerca das curvaturas dos grupos de Lie com

métricas invariantes. Nossa principal referência para os resultados desta seção é [38].

Uma métrica g em um grupo de Lie G é invariante à esquerda se para toda translação

à esquerda Lp : G→ G

g((Lp)∗X, (Lp)∗Y ) = g(X, Y ),

para X, Y ∈ Γ(TG) e p ∈ G.

Proposição 5.14 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Então, existe uma

correspondência biuńıvoca entre os produtos internos em g e as métricas invariantes à

esquerda em G.

Demonstração. Se g é uma métrica em G, temos que ge é um produto interno em

g = TeG. Agora, consideremos 〈., .〉 um produto interno em g e Lg : G → G a translação

à esquerda em G. Definimos a métrica invariante à esquerda da seguinte forma

gp(X, Y ) = 〈(Lp−1)∗X, (Lp−1)∗Y 〉,

para todo X, Y ∈ TpG. Assim, temos que g define uma métrica que é invariante por

translações à esquerda em G. Sendo assim podemos denotar uma métrica em G por 〈., .〉,

fazendo referência aos produtos internos de g

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Consideremos 〈., .〉 uma métrica

invariante à esquerda e ∇ a conexão de Levi-Civita associada. Como a álgebra de Lie g

pode ser vista como o espaço dos campos invariantes à esquerda, temos que

gp(Xp, Yp) = 〈(Lp)∗Xe, (Lp)∗Ye〉 = 〈Xe, Ye〉,

com X, Y campos invariantes à esquerda. Assim temos que a função f(p) = gp(Xp, Yp) =

ge(Xe, Ye) = 〈Xe, Ye〉, segue que f é constante, portanto, ∇Z(〈X, Y 〉) = 0. Neste contexto

a fórmula de Koszul (5.4) fica da forma

2〈∇X(Y ), Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉, (5.8)

assim vemos que a conexão de Levi-Civita associada a uma métrica invariante á esquerda

fica completamente determinada pelo colchete de elementos da álgebra de Lie. Fixando

uma base ortonormal {e1, . . . , en} para g, temos então
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[eα, eβ] =
∑

k C
k
αβek, onde C

k
αβ = 〈[eα, eβ], ek〉.

Pela fórmula de Koszul, no contexto invariante dos grupos de Lie obtemos

〈∇eαeβ, ek〉 =
1
2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α),

assim temos

∇eαeβ =
∑

k
1
2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α)ek.

como exemplo, calculando a curvatura seccional do 2-plano σ gerado por {e1, e2}, obtemos

K(σ) =
∑

k

(
1

2
Ck

12(−C
k
12+C

1
2k+C

2
k1)−

1

4
(Ck

12−C
1
2k+C

2
k1)(C

k
12+C

1
2k−C

2
k1)−C

1
k1C

2
k2). (5.9)

Exemplo 5.15 Um importante exemplo (não trivial) de grupo de Lie neste contexto da

geometria invariante é o grupo SU(2) que se identifica de maneira natural com a esfera

S3, isto é,

SU(2) =

{(
z w

−w z

)
∈ M2(C)

∣∣ |z|+ |w| = 1

}
= S3.

A álgebra de Lie su(2) de SU(2) é caracterizada por

su(2) =

{(
iα β + iγ

−β + iγ −iα

) ∣∣ α, β, γ ∈ R

}
,

de modo que su(2) é gerada pelos vetores

e1 =

(
i 0

0 −i

)
, e2 =

(
0 i

i 0

)
, e3 =

(
0 1

−1 0

)
.

A translação à esquerda desses vetores nos fornecem, respectivamente, os seguintes campos

invariantes à esquerda X1, X2 e X3 que geram a álgebra su(2), vista como o espaço dos

campos invariantes à esquerda, de maneira que

[X1, X2] = 2X3, [X2, X3] = 2X1, [X3, X1] = 2X2. (5.10)

Consideremos um parâmetro t > 0 e o referencial X1, X2, X3 em SU(2). Definamos

então a métrica invariante à esquerda gt em SU(2), de modo que os campos

E1 =
1
t
X1, E2 = X2, E3 = X3,

sejam ortonormais. A partir das relações de colchetes (5.10), temos

[E1, E2] =
2

t
E3, [E2, E3] = 2tE1, [E3, E1] =

2

t
E2. (5.11)

Assim, pela fórmula 5.8, temos as seguintes expressões para conexão de Levi-Civita da

métrica invariante gt
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∇E1(E1) = ∇E2(E2) = ∇E3(E3) = 0

∇E1(E2) =
1
t
(2− t2)E3, ∇E1(E3) =

1
t
(t2 − 2)E2, ∇E2(E3) = tE1

∇E2(E1) = −tE3, ∇E3(E1) = tE2, ∇E3(E2) = −tE1.

Calculando as curvaturas seccionais nos elementos da base, obtemos

K(E1, E2) = t2, K(E1, E3) = t2 e K(E2, E3) = 4− 3t2.

Com a identificação S3 = SU(2), as variedades Riemannianas (S3, gt) são conhecidas

como esferas de Berger.

Proposição 5.16 Seja G um grupo de Lie, com álgebra de Lie g. Se u ∈ g é tal que

ad(u)∗ = −ad(u), então

K(u, v) ≥ 0,

para todo v ∈ g, onde a igualdade ocorre se, e somente se, u é ortogonal a [v, g].

Demonstração. Seja {e1, . . . , en}, uma base ortonormal para g. Temos

Ck
αβ = 〈[eα, eβ], ek〉, onde α, β, k = 1, 2, . . . , n.

Utilizando a fórmula de Koszul (5.8), obtemos

∇eαeβ =
∑

k
1
2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α)ek.

Como em (5.9), calculando a curvatura seccional do plano σ gerado por {e1, e2}, obtemos

K(σ) =
∑

k(
1
2
Ck

12(−C
k
12 + C1

2k + C2
k1)−

1
4
(Ck

12 − C1
2k + C2

k1)(C
k
12 + C1

2k − C2
k1)− C1

k1C
2
k2)

Agora, se u ∈ g é tal que ad(u)∗ = −ad(u), e v ∈ g é tal que {u, v} gera um 2-plano.

Podemos supor sem perda de generalidade que u e v são ortonormais, tomando uma base

ortonormal {e1 = u, e2 = v, . . . , en}, temos que a matriz (Cβ
1α), satisfaz C

β
1α = −Cα

1β, para

α, β = 1, 2, . . . , n. Assim, da expressão anterior, obtemos

K(u, v) = K(e1, e2) =
∑

k
1
4
(C1

2k)
2 ≥ 0,

a igualdade ocorre quando 〈[e2, ek], e1〉 = 0, para todo k = 1, . . . , n.

Observamos que como tratamos da adjunta de um elemento de g o resultado anterior

depende da escolha da métrica invariante. Observando que se ad(u) = 0, então ad(u)∗ =

−ad(u), com u ∈ g. Temos o seguinte corolário.
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Corolário 5.17 Se u ∈ g é um elemento central (u ∈ Z(g)), então a desigualdade

K(u, v) ≥ 0 é satisfeita para todo v ∈ g.

Um grupo de Lie pode admitir uma métrica que é invariante por translações à esquerda

e translações à direita, neste caso dizemos que a métrica é bi-invariante. Se 〈., .〉 é uma

métrica bi-invariante em um grupo de Lie G com álgebra de Lie g, temos que

〈Ad(g)X,Ad(g)Y 〉 = 〈X, Y 〉, (5.12)

para todo g ∈ G e X, Y ∈ g. Assim temos que a curva 〈Ad(exp(tZ))X,Ad(exp(tZ))Y 〉 =

〈X, Y 〉, é constante. Calculando a derivada em t = 0 obtemos

0 =
d

dt
|t=0(〈Ad(exp(tZ))X,Ad(exp(tZ))Y 〉) = 〈[Z,X], Y 〉+ 〈[Z, Y ], X〉 (5.13)

Considerando a conexão de Levi-Civita ∇ associada a uma métrica bi-invariante, pela

identidade de Koszul (5.8) junto com (5.13), segue que

〈∇X(Y ), Z〉 =
1

2
〈[X, Y ], Z〉 ⇒ ∇X(Y ) =

1

2
[X, Y ]. (5.14)

Temos a seguinte proposição.

Proposição 5.18 Seja G é um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Se G admite uma

métrica bi-invariante, então para X, Y, Z ∈ g temos:

1. O tensor de curvatura é dado por

R(X, Y )Z =
1

4
[[X, Y ], Z];

2. a curvatura seccional é dada por

K(X, Y ) =
1

4
〈[X, Y ], [X, Y ]〉/〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2;

3. o tensor de curvatura de Ricci é dada por

r(X, Y ) =
1

4

∑
α〈[X, eα], [Y.eα]〉,

onde {eα} é uma base ortonormal de g, além disso

r̂(X) = −
1

4

∑
α[[X, eα]eα].
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Demonstração. Segue diretamente da substituição da fórmula da conexão (5.14) nas

fórmulas de curvatura.

Como corolário imediato (item 2, proposição 5.18) temos o seguinte resultado.

Corolário 5.19 Se G é um grupo de Lie com métrica bi-invariante, então K(u, v) ≥ 0,

para todo u, v ∈ g.

Todo grupo de Lie compacto G admite um produto interno 〈., .〉 na sua álgebra de Lie

g tal que

〈Ad(g)X,Ad(g)Y 〉 = 〈X, Y 〉,

para todo X, Y ∈ g e g ∈ G (ver em [7], página 226). Assim, pelo corolário 5.19,

vemos que todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante com K ≥ 0.

Consideremos o seguinte resultado.

Proposição 5.20 Seja G um grupo de Lie compacto com álgebra de Lie g. Então,

a forma de Cartan-Killing κ de g é negativa semi-definida. Além disso, se X ∈ g,

κ(X,X) = 0 se, e somente se, X ∈ Z(g).

Demonstração: Segue em [7], página 227.

Assim, se G é um grupo compacto semi-simples, pelo teorema 3.10, temos que κ é

não-degenerada negativa-definida. Podemos definir um produto interno 〈., .〉 em g por

〈X, Y 〉 = −κ(X, Y ),

para todo X, Y ∈ g.

Definição 5.21 Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada variedade Einstein se

o ternsor de Ricci satisfaz a equação r(X, Y ) = cg(X, Y ) para alguma constante c.

Temos o seguinte resultado para grupos de Lie semi-simples compactos.

Proposição 5.22 Seja G um grupo de Lie semi-simples compacto com álgebra de Lie g.

Para uma métrica bi-invariante em G temos

r(X, Y ) = −1
4
κ(X, Y ), para todo X, Y ∈ g.

Assim, G é uma variedade Einstein com respeito a métrica determinada pela forma de

Cartan-Killing.

Demonstração. Fixando uma base ortonormal {eα} para g. Da expressão da forma de

Cartan-Killing e do item 3 da proposição 5.18 obtemos
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κ(X, Y ) =
∑

α〈[X, [Y, eα]], eα〉 = −
∑

α〈[Y, eα], [X, eα]〉 = −4r(X, Y ),

logo r(X, Y ) = −1
4
κ(X, Y ).

O resultado anterior nos mostra que a forma bilinear r independe da escolha da métrica

bi-invariante quando G é semi-simples e compacto.

Os grupos de Lie compactos são exemplos de grupos que admitem métricas bi-invariantes

com curvatura K ≥ 0, se pedirmos que K > 0 os exemplos de grupos que admitem

métricas inavriantes à esquerda com tal curvatura são escassos. O próximo resultado

relata este fato.

Teorema 5.23 (Wallach [40]) O grupo SU(2), que consiste em ser o grupo das matrizes

unitárias com determinante 1, é o único grupo de Lie simplesmente conexo que admite

uma métrica invariante à esquerda com curvaturas seccionais estritamente positivas.

Definição 5.24 Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada variedade flat, ou a

métrica g é chamada flat, se o tensor de curvatura Riemanniana é identicamente nulo

(R ≡ 0).

Um dos teoremas clássicos de geometria Riemanniana garante que uma variedade

Riemanniana é flat se, e somente se, seu recobrimento universal é isométrico ao espaço

Euclidiano (ver [26], página 206). Nosso próximo passo é estabelecer o critério para grupos

de Lie flat no contexto de métricas inavriantes à esquerda. Primeiramente estudaremos

alguns resultados relacionados a métricas bi-invariantes que utilizaremos posteriormente

na demonstração de resultados sobre grupos de Lie flat.

Uma propriedade importante das métricas bi-invariantes é o nosso próximo resultado,

lembrando que uma álgebra de Lie é simples se não contém ideais próprios diferentes do

trivial 0.

Lema 5.25 Se g admite uma métrica bi-invariante, então o complemento ortogonal com

relação a métrica bi-invariante de ideais são ideais. Por isso g pode ser expressa como

uma soma direta ortogonal de ideais simples.

Demonstração. Seja i um ideal de g. Dado Y ∈ g ortogonal a i, pela identidade (5.13)

segue que para todo Z ∈ i temos

〈[X, Y ], Z〉 = −〈Y, [X,Z]〉 = 0.
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Por isso temos g se decompõe na soma direta de ideais i⊕ i⊥. Assim, por indução sobre

a dimensão finita de g temos o resultado.

Se uma álgebra de Lie g de um grupo de Lie G se decompõe como soma direta de

ideais simples i1 ⊕ . . . ⊕ is, pela proposição 2.25 podemos supor que o grupo de Lie

G é simplesmente conexo. O grupo de Lie simplesmente conexo que integra g pode ser

expresso pelo produto cartesiano de subgrupos normais N1 × . . . × Ns, visto que para

k = 1, . . . , s

X ∈ ik e g ∈ G⇒ g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X),

e que além disso Ad(g) : ik → ik, pois

Ad(exp(Z)) = exp(ad(Z)), para todo Z ∈ g.

Para cada fator simplesmente conexo Ni temos as seguintes possibilidades:

1. ik é ideal abeliano, por isso de dimensão 1, então Nk
∼= R.

2. Se i é não-comutativo temos que Z(ik) = 0, por isso Nk tem curvatura de Ricci

estritamente positiva. Pelo teorema de Myers (ver [26], página 201) segue que Nk é

compacto.

Lema 5.26 Um grupo de Lie G admite uma métrica bi-invariante se, e somente se, é

isomorfo ao produto cartesiano de um grupo compacto por um grupo aditivo dado por um

espaço vetorial.

Demonstração. Se G admite uma métrica bi-invariante, pelo que foi visto acima temos

que o o recobrimento universal de G̃ de G se decompõe como o produto cartesiano de

um subgrupo compacto H por um espaço vetorial Rn como grupo aditivo. O grupo G

pode ser visto como G̃/Π (ver [7], página 154), onde Π é um subgrupo discreto normal

contido no centro de G. Seja V ⊂ Rn o subespaço gerado pela imagem da projeção de Π

em Rn. Então, o grupo G pode ser escrito como o produto cartesiano do grupo compacto

(H × V )/Π e o grupo adtivo V ⊥.

Agora suponha que G seja escrito como o produto cartesiano entre um grupo compacto

e um grupo adtivo comutativo. Um grupo comutativo certamente admite uma métrica,

visto que a representação adjunta de seus elementos é trivial, e um grupo compacto admite

uma métrica bi-invariante (ver [7], página 226). Assim obtemos uma métrica bi-invariante

em G.

Quando consideramos métricas bi-invariantes em um grupo de Lie simples G, onde a

álgebra de Lie g de G é simples, temos unicidade da métrica bi-invariante.
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Lema 5.27 Se g é a álgebra de Lie de um grupo de Lie compacto simples G, então G

admite uma única métrica bi-invariante, a menos de multiplicação por uma constante

positiva. Essa tal métrica tem necessariamente curvatura de Ricci constante.

Demonstração. Seja 〈X, Y 〉 uma métrica bi-invariante em g. Qualquer outra métrica

pode ser escrita como 〈A(X), Y 〉, onde A : g → g é um operador auto-adjunto. Se su-

pormos que esta nova métrica é bi-invariante, então como ad(X)∗ = −ad(X) em ambas

as métricas, temos que ad(X) comuta com A, assim os subespaços invariantes de A são

invariantes por ad(X), o que faz dos mesmos ideais de g. Como A é diagonalizável e g é

simples, temos que A(X) = λX. Por isso a métrica bi-inavriante é única a menos de uma

multiplicação por uma constante positiva.

Como o tensor de Ricci r é uma forma bilinear não degenerada e positiva-definida, da

relação r(X) = 〈r̂(X), X〉 e do fato que r̂ é auto-adjunta, por argumantes similares aos

que foram feitos anteriormente, temos

r(X) = 〈r̂(X), X〉 = λ,

para todo elemento X ∈ g, onde λ > 0 é uma constante.

Se fizermos um reescalonamento de uma métrica 〈X, Y 〉 por uma constante positiva

a conexão de Levi-Civita, o tensor de curvatura de Riemann e a curvatura de Ricci

permanecem inalterados. Assim, dentro do contexto do lema anterior, podemos escolher

uma métrica de modo que 〈X,X〉 = r(X), isto é, com curvatura de Ricci igual a 1. Temos

então o seguinte corolário.

Corolário 5.28 Um grupo de Lie cujo o recobrimento universal é compacto admite uma

métrica bi-invariante com curvatura de Ricci constante igual a 1.

Demonstração. Notemos que se G̃ é o recobrimento universal compacto, então G̃ se

decompõe no produto cartesiano N1 × . . .×Ns de grupos simples. Cada fator simples da

decomposição admite uma única métrica bi-invariante com curvatura de Ricci igual a 1,

portanto a métrica produto induzida tem curvatura de Ricci igual a 1.

Nosso próximo resultado mostra as condições para que um grupo de Lie com métrica

invariante à esquerda seja variedade flat.

Teorema 5.29 Um grupo de Lie com uma métrica invariante à esquerda é flat se, e

somente se, sua álgebra de Lie se decompõe em uma soma direta ortogonal b⊕ u, onde b

é uma subálgebra comutativa, u é um ideal comutativo, e além disso ad(X)∗ = −ad(X)

para todo X ∈ b.
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Demonstração. Seja G um grupo de Lie simplesmente conexo que admite uma métrica

invariante à esquerda que é flat. Olhando para a variedade subjacente a G, segue que G é

uma variedade Riemanniana isométrica ao espaço Euclidiano. Se um subgrupo de G age

por translações à esquerda em G, obtemos então uma ação associada de um grupo com-

pacto de isometrias no espaço Euclidiano. Uma ação por isometrias no espaço Euclidiano

tem pontos fixos (ver [21], página 111), mas translações à esquerda não-tirviais em G não

possuem pontos fixos. Logo, todo subgrupo compacto de G é trivial.

Considerando g com alguma métrica, a correspondência Σ: X → ∇X determina uma

aplicação linear de g em o(n), visto que

〈∇X(Y ), Z〉+ 〈Y,∇X(Z)〉 = 0, assim (∇X)
T = −∇X .

Se o tensor de curvatura é identicamente nulo, temos

∇[X,Y ] = ∇X∇Y −∇Y∇X ,

assim a correspondência Σ é um homomorfismo de álgebras de Lie. O núcleo ker(Σ) = u

é um ideal, utilizando a identidade

[X, Y ] = ∇X(Y )−∇Y (X),

segue que u é comutativo.

Seja b = u⊥. Para X ∈ b e Y ∈ u a relação

[X, Y ] = ∇X(Y )−∇Y (X) = ∇X(Y )

mostra que a aplicação linear ∇X leva o ideal u nele mesmo. Como (∇X)
T = −∇X , segue

que ∇X leva b = u⊥ nele mesmo. Assim temos que b é uma subálgebra de Lie. Como

u = ker(Σ), temos que b é levada em uma subálgebra de o(n). Como o(n) é a álgebra de

Lie do grupo de Lie compacto O(n), que possui um métrica bi-invariante, temos que b

possui uma métrica bi-invariante. Assim, pelo lema 5.25, b se decompõe na soma direta

de ideais simples b1 ⊕ . . . ⊕ bs. Se nesta soma direta de ideais existir algum ideal bk
que é não-comutativo, o subgrupo correspondente Nk é compacto. A inclusão bk ⊂ b ⊂ g

induz um homomorfismo não-trivial Nk → G. Como G não admite subgrupo compacto di-

ferente do trivial, segue que bk é o ideal nulo. Assim temos que b é subálgebra comutativa.

Agora observamos que para cada X ∈ b temos que ad(X) é trivial em b, e quando

restrita a u temos que ad(X) = ∇X , que satisfaz (∇X)
T = −∇X . Assim temos que

ad(X)∗ = −ad(X) em g. Observamos que todos nossos resultados estão no ńıvel da

álgebra de Lie, assim podemos supor G simplesmente conexo já que a álgebra de Lie de
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um grupo de Lie conexo é isomorfa a álgebra do seu recobrimento universal. Assim temos

g = u ⊕ b, onde b é uma subálgebra comutativa, u é um ideal comutativo, e além disso

ad(X)∗ = −ad(X) para todo X ∈ b.

Agora, suponha que g se decompõe em soma direta ortogonal u⊕b, onde u é um ideal

comutativo, b é uma subálgebra comutativa, e que ad(X)∗ = −ad(X) para todo X ∈ b.

Considerando as hipóteses e a identidade 5.8, para X ∈ u e Y = Y u+Y b, Z = Zu+Zb ∈ g

temos

2〈∇X(Y ), Z〉 = 〈[X, Y b], Zu〉+ 〈[Zb, X], Y u〉 − (〈[Y u, Zb], X〉+ 〈[Y b, Zu], X〉) = 0,

pois ad(W )∗ = −ad(W ), para todo W ∈ b. Assim ∇X = 0, para todo X ∈ u. Da

identidade [X, Y ] = ∇X(Y ) +∇Y (X), segue que ∇X = ad(X), para todo X ∈ b. Assim,

para X = Xu +Xb, Z = Zu + Zb, Y,W ∈ g

R(Xu, Y )Z = 0 e R(X, Y )Z = R(Xb, Y )Zu,

como 〈R(Xb, Y )Zu,W 〉 = 〈R(Zu,W )Xb, Y 〉 = 0, segue da trilinearidade que o tensor de

curvatura R é nulo, logo G é variedade flat.

Nosso último resultado mostra que existem grupos de Lie com métricas invariantes à

esquerda que são flat e não-comutativos, embora todos tenham álgebra de Lie solúvel.

Exemplo 5.30 Um exemplo simples de grupo de Lie não-comutativo flat é o grupo dos

movimentos ŕıgidos do espaço Euclidiano R2, denotado por E(2). Sua álgebra de Lie é

definida pelas seguintes equações estruturais

[E1, E3] = −E2, [E2, E3] = E1, [E1, E2] = 0,

onde {E1, E2, E3} é uma base não-abeliana. Equipando E(2) com a métrica determinada

pela matriz da forma




s 0 0

0 s 0

0 0 t


,

temos E(2) grupo de Lie flat não-comutativo.

Vamos agora explorar alguns resultados relacionados a grupos de Lie com curvatura

seccional não-positiva (K ≤ 0). Grupos de Lie que admitem uma métrica invariante à

esquerda com curvatura estritamente negativa são estudados por Heintze em [16], de onde

podemos ver que a condição necessária e suficiente de existência de uma tal métrica é que

g = [g, g] ⊕ RX, para algum X ∈ g tal que os autovalores de ad(X)|[g,g] tenham parte

real positiva. Segue por exemplo que nenhum produto cartesiano de grupos de Lie admite
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curvatura estritamente negativa.

Para o caso K ≤ 0 temos a classificação feita por Azecontt e Wilson em [5]. Um grupo

de Lie G é chamado unimodular se | det(Ad(g))| = 1, para todo g ∈ G. Consideremos

o seguinte resultado qualitativo que pode ser encontrado em [38], página 298.

Teorema 5.31 Se um grupo de Lie conexo G admite uma métrica invariante à esquerda

com curvaturas seccionais K ≤ 0, então G é solúvel (Lie(G) = g é solúvel). Se G é

unimodular uma tal métrica com K ≤ 0 é de fato flat (K ≡ 0).

Vamos agora explorar um exemplo especial de grupo de Lie com curvatura seccional

estritamente negativa

Exemplo 5.32 Suponhamos que g seja uma álgebra de Lie com a propriedade de que o

colchete de Lie [X, Y ] de dois elementos seja igual a uma combinação linear de X e Y .

Assumindo que dim(g) ≥ 2, temos então

[X, Y ] = l(X)Y − l(Y )X

onde l : g → R é linear, isto é, l ∈ g∗. De fato, fixando X ∈ g, temos que ad(X) induz

uma aplicação linear do espaço vetorial quociente g/RX nele mesmo, com a propriedade

de que cada elemento de g/RX é levado em um múltiplo dele mesmo. Da identidade

anterior segue

[X, Y ] ≡ l(X)Y mod(RX).

A função l(X) pode ser obtida considerando o seguinte fato

tr(ad(X)) = (n− 1)l(X),

o que mostra que de fato l(X) depende linearmente de X ∈ g. De modo análogo podemos

fazer o mesmo para Y ∈ g fixado, de onde obtemos uma relação entre X e Y que nos

fornece precisamente a fórmula [X, Y ] = l(X)Y − l(Y )X. Das relações de colchete segue

que o u = ker(l) é um ideal de g.

Escolhemos um elemento unitario ortogonal X ∈ u⊥ com relação a um métrica inva-

riante à esquerda em g, denotando λ = l(X) (podemos identificar λ com a norma ‖l‖).

Da identidade de Koszul 5.8, para X ∈ u⊥, Y = Y u + Y u⊥ , Z = Zu + Zu⊥ ∈ g

2〈∇X(Y ), Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉,

= 〈[Y u, Zu⊥ ], X〉+ 〈[Y u⊥ , Zu], X〉 = 0,
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assim temos ∇X = 0 para X ∈ u⊥. Da mesma identidade de Koszul 5.8 segue para

W ∈ u, Y, Z ∈ g que

〈∇W (Y ), Z〉 = l(Z)〈W,Y 〉 − l(Y )〈W,Z〉 = l(X)〈Z,X〉〈W,Y 〉 − l(X)〈Y,X〉〈W,Z〉

= λ(〈Z,X〉〈W,Y 〉 − 〈Y,X〉〈W,Z〉),

assim obtemos a seguinte expressão para W ∈ u e Y ∈ g

∇W (Y ) = λ(〈W,Y 〉X − 〈Y,X〉W ).

Utilizando as expressões para a conexão obtidas acima e a trilinearidade de R podemos

calcular R(U, V )Z para U, V, Z ∈ g, de onde obtemos

R(U, V )Z = λ2(〈V, Z〉U − 〈U,Z〉V ) = −λ2(〈U,Z〉V − 〈V, Z〉U),

pela proposição 5.11 segue que K(U, V ) = −λ2, onde U, V ∈ g são ortonormais, em

outras palavras K ≡ −λ2.

Até o momento estudamos com mais atenção a curvatura seccional de grupos de Lie

com métricas invariantes à esquerda. Agora faremos um estudo das curvaturas de Ricci

para métricas invariantes à esquerda observando os resultados contrastantes entre curva-

tura seccional e curvatura de Ricci.

Começamos por um critério para se obter direções com curvatura de Ricci positiva.

Proposição 5.33 Se a transformação linear ad(X) satisfaz ad(X)∗ = −ad(X), então

r(X) ≥ 0, onde a igualdade acontece se, e somente se, X ∈ [g, g]⊥.

Demonstração. Fixando uma base ortonormal {e1, . . . , en} para g, supondo que ad(X)∗ =

−ad(X), da proposição 5.16 segue que

r(X) =
∑

α〈R(X, eα)X, eα〉 =
∑

αK(X, eα) ≥ 0.

Se r(X) = 0 ⇒ K(X, eα) = 0, para α = 1, . . . , n (segue da proposição 5.16), logo

X ∈ [eα, g]
⊥, para todo α = 1, . . . , n. Assim temos X ∈ [g, g]⊥.

Se X ∈ [g, g]⊥ ⇒ X ∈ [eα, g]
⊥, para todo α = 1, . . . , n, assim K(X, eα) = 0, para todo

α = 1, . . . , n (proposição 5.16). Temos então r(X) = 0.

Para o caso de métrica invariante à esquerda com curvatura de Ricci estritamente

positiva temos o seguinte teorema.
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Teorema 5.34 Um grupo de Lie conexo admite uma métrica invariante à esquerda com

curvatura de Ricci estritamente positiva se, e somente se, é compacto com grupo funda-

mental finito.

Demonstração. Se G admite uma métrica invariante à esquerda com curvatura de Ricci

estritamente positiva, pelo teorema de Myers (ver em [26], página 201) segue que G é com-

pacto com grupo fundamental finito. Agora, se G é compacto com grupo fundamental

finito, podemos escolher uma métrica em G que é bi-invariante tal que ad(X)∗ = −ad(X).

Como G tem grupo fundamental finito seu recobrimento universal G̃ é compacto, visto

que G̃/Π = G, onde Π é subgrupo discreto isomorfo ao grupo fundamental de G. Obser-

vamos que como g se decompõe em soma direta de ideais simples temos g = [g, g], pois se

X ∈ [g, g]⊥, então r(X) = 0, logo X ∈ Z(g) (ver item 3 da proposição 5.18). Assim X

gera um ideal de dimensão 1 que dá origem a um fator não-compacto na decomposição de

G̃ (ver lema 5.25), o que contraria o fato de G̃ ser compacto. Assim, pela proposição

5.33 segue que G tem curvatura de Ricci estritamente positiva.

Observamos que, de acordo com o corolário 5.28, o resultado anterior nos garante

que se G é um grupo de Lie compacto com grupo fundamental finito, então G admite uma

métrica bi-invariante com curvatura de Ricci constante igual a 1, em outras palavras, G

é variedade Einstein (definição 5.21).

Estamos interessados em caracterizar os grupos de Lie com curvatura de Ricci ≥ 0.

O próximo lema nos permitirá mostrar que um grupo de Lie conexo G com métrica

invariante à esquerda com curvatura de Ricci≥ 0 tem que ser necessáriamente unimodular.

Consideremos então o seguinte lema.

Lema 5.35 Se X ∈ [g, g]⊥, então r(X) ≤ 0, onde a igualdade ocorre quando ad(X)∗ =

−ad(X).

Demonstração. Seja X ∈ [g, g]⊥, denotando por u o complemento ortogonal do espaço

gerado por X, temos que [g, g] ⊂ u, logo u é um ideal. Definimos L : u → u, tal que

L(Z) = [X,Z], para todo Z ∈ u. Denotando por L∗ o adjunto de L, definamos S =
1
2
(L+L∗). Denotando por ∇ a conexão de Levi-Civita em g e ∇ a conexão de Levi-Civita

da métrica induzida de g em u. Da fórmula de Koszul (5.8) obtemos as seguintes relações

para ∇

∇X(X) = 0, ∇X(Z) =
1

2
(L− L∗)Z (Z ∈ u). (5.15)

Similarmente para Z ∈ u, temos

∇Z(X) = −S(Z), ∇Z(Y ) = ∇Z(Y ) + 〈S(Z), Y 〉X (Y ∈ u). (5.16)
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Consideremos Z1, . . . , Zn−1 base ortonormal que diagonaliza o operador S = S∗, isto é,

S(Zα) = λαZα. A curvatura de Ricci na direção X é definida por

r(X) =
∑

α〈R(X,Zα)X,Zα)〉 =
∑

αK(X,Zα),

para cada α = 1, . . . , n− 1, das expressões para a conexão obtidas anteriormente, temos

K(X,Zα) = 〈R(X,Zα)X,Zα)〉 = −〈S(L(Zα)), Zα〉+ 〈1
2
(L− L∗)S(Zα), Zα〉 = −λ2α,

assim obtemos

r(X) = −
∑

α λ
2
α = −tr(S2),

logo r(Z) ≤ 0, com igualdade se, e somente se, S = 0 (L∗ = −L).

Podemos caracterizar um grupo de Lie unimodular da seguinte maneira.

Lema 5.36 Um grupo de Lie conexo é unimodular se, e somente se, a transformação

linear ad(X) tem traço zero para todo elemento X na álgebra de Lie associada.

Demonstração. Se G é unimodular temos | det(Ad(g))| = 1, para todo g ∈ G. Como

para todo X ∈ g

det(Ad(exp(X)) = det(exp(ad(X))) = exp(tr(ad(X))),

segue que tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0 para todo X ∈ g, da ex-

pressão anterior temos det(Ad(exp(X)) = 1. Como G é conexo, da proposição 2.33

segue o resultado.

Uma álgebra de Lie que satisfaz tr(ad(X)) = 0 para todo elemento X é chamada

álgebra de Lie unimodular. Agora, para uma álgebra de Lie arbitrária g. Através da

identidade de Jacobi

ad[X, Y ] = ad(X)ad(Y )− ad(Y )ad(X),

de onde vemos que ad[X, Y ] tem traço zero. Assim, temos que X → tr(ad(X)) é um

homomorfismo de g para a álgebra de Lie abeliana R. Em particular o núcleo deste

homomorfismo contém [g, g], o que faz do mesmo um ideal, denotemos

u = {X ∈ g | tr(ad(X)) = 0},

chamado núcleo unimodular. Temos então o seguinte resultado relacionado aos grupos

de Lie com métrica invariante à esquerda com curvatura de Ricci ≥ 0.

Proposição 5.37 Se um grupo de Lie G admite uma métrica invariante à esquerda com

todas as curvaturas de Ricci ≥ 0, então G é unimodular.
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Demonstração. Suponha que G não é unimodular. Então podemos escolher um ele-

mento ortonormal X ∈ u⊥ = {Z ∈ g | tr(ad(Z)) = 0}⊥, assim temos tr(ad(X)) 6= 0.

Assim, temos que ad(X)∗ 6= −ad(X), pelo lema 5.35 segue que r(X) < 0, o que contra-

diz a hipótese de que Ricci ≥ 0.

A proposição 5.37 nos fornece uma condição sobre os grupos de Lie com métrica

invariante à esquerda com todas as curvaturas de Ricci ≥ 0. Em [38] encontramos a

classificação dos grupos de Lie de dimensão 3 contemplando todas as possibilidades de

sinais para curvatura de Ricci.

Os grupos SL(2,R) (grupo das matrizes 2 × 2 reais com determinante igual a 1) e

E(1, 1) (grupo dos movimentos ŕıgidos do espaço de Minkowski de dimensão 2) são exem-

plos de grupos de Lie que admitem métrica invariante à esquerda não-flat com curvatura

de Ricci ≤ 0 (ver [38], páginas 307-308), onde SL(2,R) é grupo de Lie simples não-

compacto e E(1, 1) é solúvel unimodular. Esses dois exemplos estão em contraste com as

informações do teorema 5.31 acerca de curvaturas seccionais, além disso o grupo E(1, 1)

é um exemplo de que a reciproca da proposição 5.37 não é verdadeira.

Em [38] é colocado em questão a existência de métricas inavriantes à esquerda em

grupos de Lie simples de dimensões mais altas com curvatura de Ricci ≤ 0. Em [25]

encontramos a construção de uma métrica em SL(n,R), n ≥ 3, com curvatura de Ricci

estritamente negativa.

Vamos agora estabecer um resultado relacionado aos grupos de Lie com álgebra de Lie

nilpotente, mais especificamente vamos obter uma versão para o teorema de Wolf (ver

[43]) sobre métricas com direções positivas e negativas de curvaturas de Ricci. Definimos a

sequência de ideais (série central descendente) por g0 = g, g1 = [g, g], g2 = [g, g1],. . .,

gk = [g, gk−1]. Uma álgebra de Lie g é chamada nilpotente se gk = 0 para algum k ∈ N.

Combinando a proposição 5.33 com o lema 5.35 obtemos a seguinte resultado.

Teorema 5.38 Suponha que G seja um grupo de Lie com álgebra de Lie nilpotente.

Então, para alguma métrica invariante à esquerda em G existem direções em que a cur-

vatura de Ricci é estritamente positiva e direções que a curvatura de Ricci é estritamente

negativa.

Demonstração. Sendo g nilpotente, existe k ∈ N tal que gk = 0. Tomando X ∈ gk−1 6=

0, temos X ∈ Z(g) e X ∈ [g, g], pela proposição 5.33 segue que r(X) > 0. Observamos

agora que g não pode se decompor da forma [g, g] ⊕ Z(g), visto que isto implica que

[g, g] = [g, [g, g]], o que estabilizaria a série central descendente. Assim, podemos tomar

Y ∈ g que é ortogonal a [g, g] e não pertence a Z(g). Como ad(Y ) é operador linear
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nilpotente ad(Y )n = 0, para algum n ∈ N, e existe Z ∈ g tal que ad(Y )n−1Z 6= 0, em

particular temos ad(Y )Z 6= 0. Se ad(Y )∗ = −ad(Y ), temos que

0 = 〈ad(Y )2n−2Z,Z〉 = ±〈ad(Y )n−1Z, ad(Y )n−1Z〉 6= 0,

assim segue que ad(Y )∗ 6= −ad(Y ). Temos Y ∈ [g, g]⊥ e ad(Y )∗ 6= −ad(Y ), pelo lema

5.35 segue que r(Y ) < 0.

Vamos agora explorar alguns resultados relacionados a curvatura escalar de um grupo

de Lie com uma métrica invariante à esquerda. Fixando uma base ortonormal {eα} para

g, a curvatura escalar pode ser escrita como

s =
∑

α r(eα) = 2
∑

α<β K(eα, eβ).

De acordo com Eliasson (ver [13]) toda variedade diferenciável de dimensão ≥ 3 admite

uma métrica com curvatura escalar estritamente negativa. Contudo, métricas com cur-

vatura escalar positiva não existem sempre. Lembrando que um grupo de Lie solúvel é

um grupo de Lie com álgebra de Lie solúvel, para métricas invariantes à esquerda temos

o seguinte resultado.

Teorema 5.39 Se G é um grupo de Lie solúvel, então toda métrica invariante à esquerda

em G é flat (teorema 5.29), ou tem curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstração. Seja G grupo de Lie solúvel com métrica invariante à esquerda. Como

g é solúvel temos que g não pode se decompor na da forma Z(g)⊕ [g, g], pois neste caso

teriamos g(1) = g(2) o que estabizaria a série derivada. Assim, podemos tomar X ∈ g

unitário tal que X /∈ Z(g) e X ∈ [g, g]⊥. Denotemos por u o complemento ortogonal

do espaço gerado por X, temos u ideal de codimensão 1. Considerando a aplicação

linear L : u → u, tal que L : Z → [X,Z], e definamos S = 1
2
(L + L∗). De acordo com

a demonstração do lema 5.35, da fórmula de Koszul (5.8) obtemos relações (5.15) e

(5.16) para ∇. Denotando por K a curvatura seccional da conexão induzida em u, para

Z,W ∈ u temos

K(Z,W ) = K(Z,W ) + 〈S(Z),W 〉2 − 〈S(Z), Z〉〈S(W ),W 〉.

Como S∗ = S, podemos escolher uma base ortonormal {Zα}, tal que S(Zα) = λαZα.

Assim, para α 6= β temos

K(Zα, Zβ) = K(Zα, Zβ)− λαλβ.

Como r(Zα) = tr(Z → R(Zα, Z)Zα), segue que

r(Zα) = K(Zα, X) +
∑

β 6=αK(Zα, Zβ)− λαtr(S) = −λ2α + r(Zα)− λαtr(S),
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onde r denota o tensor de Ricci da conexão induzida em u. Segue que

s = r(X) +
∑

α r(Zα) = −2tr(S2) +
∑

α r(Zα)−
∑

α λαtr(S),

visto que r(X) = −tr(S2). Assim, denotando por s a curvatura escalar em u, obtemos

s = −2tr(S2) +
∑

α r(Zα)−
∑

α λαtr(S) = −2tr(S2) + s− tr(S)2.

Agora, por indução sobre a dimensão de g, que é solúvel temos s ≤ 0, segue que

s ≤ −2tr(S2)− tr(S)2 ≤ 0,

onde a igualdade ocorre se s = 0 e S = 0. Vamos mostrar que se ambas as condições são

satisfeitas (s = 0), então G é flat. Se S = 0 segue das fórmulas (5.16) para ∇ que

∇Z(Y ) = ∇Z(Y ),

para Z, Y ∈ u. Segue que para Z, Y,W ∈ u

R(Z, Y )W = R(Z, Y )W ,

com s = 0, por hipoótese de indução segue que R(Z, Y )W = R(Z, Y )W = 0, para todo

Z, Y,W ∈ u. Utilizando novamente as identidades (5.16) obtidas para ∇, supondo S = 0

segue que ∇Z(X) = 0, para todo Z ∈ g. Assim, temos que R(Z, Y )X = 0 para todo

Z, Y ∈ g. Pela propriedade de simetria

〈R(Z, Y )X,W 〉 = 〈R(X,W )Z, Y 〉,

segue que R(X,W ) = 0 para todo W ∈ g. Combinando estes fatos com a trilinearidade

de R(Z, Y )W , segue que R ≡ 0.

No caso em que a álgebra de Lie de um grupo de Lie G com métrica invariante à

esquerda é nilpotente vimos que existem direções de curvatura de Ricci estritamente po-

sitiva e estritamente negativa (teorema 5.38). No entanto, no caso de grupos de Lie

solúveis unimodulares não necessáriamente temos direções de curvatura de Ricci estri-

tamente positiva, um exemplo disso é o grupo E(1, 1) (mais detalhes em [38]). Neste

contexto temos o seguinte corolário para o teorema 5.39.

Corolário 5.40 Se G é um grupo de Lie solúvel unimodular, então toda métrica invari-

ante à esquerda é flat, ou tem curvatura seccional positiva e negativa.

Demonstração. Se G é solúvel, unimodular e não é flat, segue do teorema 5.31 que

existe curvatura seccional positiva em G. Sendo G solúvel e não-flat, pelo teorema 5.39

existe curvatura seccional negativa.
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CAPÍTULO 6

GEOMETRIA QUASE

HERMITIANA E GEOMETRIA

KÄHLER

Em geometria complexa o conceito de estrutura diferenciável é na maioria das vezes

substitúıdo pelo conceito de estrutura holomorfa. Dentro deste contexto, uma função

holomorfa é certamente diferenciável vista como função real, mas a o conceito de função

holomorfa exige um pouco mais de estrutura. Para se entender melhor a geometria com-

plexa estudaremos os conceitos da geometria quase complexa, isto é, estudaremos objetos

com hipóteses mais fracas do que no caso complexo.

No que segue, faremos um estudo da teoria básica de variedades quase complexas e

complexas explorando posteriormente os resultados no contexto de grupos de Lie comple-

xos. A principal referência para os resultados deste caṕıtulo é [21].

6.1 Preliminares algébricas

Nesta seção estudaremos alguns resultados algébricos necessários, no ńıvel de espaços

vetoriais, que posteriormente utilizaremos para o estudo dos espaços tangentes em varie-

dades.

Seja V um espaço vetorial real de dimensão m, uma estrutura complexa em V é

um endomorfismo J de V tal que J2 = −I, onde I é o endomorfismo identidade de V .

Em um espaço vetorial real V com uma estrutura complexa J podemos introduzir uma
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multiplicação por escalar complexo da seguinte maneira

(a+ ib)X = aX + bJX para todo X ∈ V e a, b ∈ R.

Essa estrutura de espaço vetorial complexo induzida por J transforma V em um espaço

vetorial complexo de dimensão m
2
. Não é dif́ıcil ver que m tem que ser par pois J2 = −I

e deg(det(J − λI)) = dimR(V ).

De maneira reciproca, se V é um espaço vetorial complexo de dimensão n podemos

definir um endomorfismo J em V tal que J : X → iX, para todoX ∈ V . Se considerarmos

V como espaço vetorial real de dimensão 2n, então J é estrutura complexa em V .

Proposição 6.1 Seja J uma estrutura complexa em um espaço vetorial real V de di-

mensão 2n. Então, existem elementos X1, X2, . . . , Xn de V tal que {X1, X2, . . . , Xn,

JX1, JX2, . . . , JXn } é uma base de V .

Consideremos agora o espaço vetorial complexo Cn, onde Z ∈ Cn é tal que Z= (z1,

. . . , zn). Podemos identificar Cn com o espaço vetorial real R2n, onde zk = xk + iyk, k ∈

{1, 2, . . . , n}, assim temos que (z1, . . . , zn) se identifica com o elemento (x1, . . ., xn, y1,

. . ., yn) de R2n. A estrutura complexa J0 induzida por Cn em R2n é tal que

(x1, . . ., xn, y1, . . ., yn) → (-y1, . . ., -yn, x1, . . ., xn)

para todo (x1, . . ., xn, y1, . . ., yn) ∈ R2n. Em termos da base canônica de R2n temos

que

J0 =

(
0 −In
In 0

)

onde In denota a matriz identidade de ordem n.

Proposição 6.2 Sejam J e J ′ estruturas complexas nos espaços vetoriais reais V e V ′,

respectivamente. Considerando V e V ′ espaços vetoriais complexos com multiplicação por

escalar complexo induzida por J e J ′, respectivamente, se T : V → V ′ é um mapa R-linear,

então T é C-linear se, e somente se, J ′ ◦ T = T ◦ J .

A demonstração desse fato segue da definição da multiplicação por escalar complexo

induzida pelas estruturas complexas. A partir da proposição anterior podemos identificar

o grupo GL(n,C) com o subgrupo do grupo GL(2n,R) dos elementos que comutam com

J0 =

(
0 −In
In 0

)

A representação de GL(n,C) em GL(2n,R), chamada de representação real de GL(n,C),

é dada por
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A+ iB →

(
A −B

B A

)
, com A,B ∈ GL(n,R).

Através desta representação podemos estabelecer o seguinte resultado sobre estruturas

complexas de R2n

Proposição 6.3 Existe uma correspondêcia biuńıvoca entre o conjunto das estruturas

complexas de R2n e o espaço homogêneo GL(2n,R)/GL(n,C); onde a classe representada

por um elemento S ∈ GL(2n,R) é levada na estrutura complexa SJ0S
−1, onde J0 é a

estrutura canônica de R2n induzida por Cn.

Agora, seja V um espaço vetorial real e V ∗ o seu espaço dual. Uma estrutura complexa

J em V induz uma estrutura complexa em V ∗, denotada também por J , de modo que:

〈JX,X∗〉 = 〈X, JX∗〉 para todo X ∈ V e X∗ ∈ V ∗

lembrando que 〈X,X∗〉 = X∗(X), para X ∈ V e X∗ ∈ V ∗.

Consideremos V um espaço vetorial real m-dimensional e V C = V⊗RC sua complexi-

ficação. Então, o espaço V pode ser visto como subespaço real de V C. De maneira geral,

podemos ver o espaço dos tensores Tr

s
(V ), do tipo r-contravariante e s-covariante, como

um subespaço real do espaço Tr

s
(V C). A conjugação complexa em V C é definida pelo

endomorfismo real

Z = X + iY → Z = X − iY para X, Y ∈ V .

A conjugação complexa de V C pode ser estendida para Tr

s
(V C) de maneira natural.

Se V é um espaço vetorial real 2n-dimensional com uma estrutura complexa J . Então,

podemos estender a estrutura complexa a um endomorfismo de V C, ainda denotado por

J , satisfazendo a equação J2 = −I. Assim, temos a decomposição de V C na soma dos

autoespaços associados aos autovalores i e −i de J . Denotamos por

V 1,0 = {Z ∈ V C | JZ = iZ}, V 0,1 = {Z ∈ V C | JZ = −iZ}

os autoespaços associados a i e −i, respectivamente.

Proposição 6.4 Temos os seguintes resultados:

1. V 1,0 = {X − iJX | X ∈ V }, V 0,1 = {X + iJX | X ∈ V }.

2. V C = V 1,0⊕V 0,1 (soma direta como espaço vetorial complexo).

3. A conjugação complexa de V C define um isomorfismo linear real entre V 1,0 e V 0,1.
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Demonstração. O item (3) segue da definição da conjugação complexa em V C, e do fato

de que dimR V
1,0 = dimR V

0,1 = 2n. O item (2) é consequêcia da decomposição de V C

como soma dos autoespaços associados aos autovalores i e −i do endomorfismo complexo

J , corespondentes aos autoespaços V 1,0 e V 0,1, respectivamente.

Vamos mostrar o caso V 1,0 do item (1), já que as contas para o caso V 0,1 seguem de modo

análogo. Consideremos W = {X − iJX | X ∈ V }, pela definição dos elementos de W

temos que W é um subespaço complexo de V C. Agora, temos que

Z ∈ V 1,0 ⇔ JZ = iZ ⇔ −iJZ = Z ⇒ Z = 1
2
(Z − iJZ)

Se denotarmos Z = X + iY , com X, Y ∈ V , segue que

1
2
(Z − iJZ) = 1

2
(X − iJX) + i

2
(Y − iJY ) ∈ W ⇒ V 1,0 ⊆ W

Agora, para X ∈ V , temos J(X − iJX) = JX − iJ2X = JX + iX = i(X − iJX) ⇒

W ⊆ V 1,0. Temos então V 1,0 = W = {X − iJX | X ∈ V }.

Observamos novamente que se considerarmos V ∗ o espaço dual de V , uma estrutura

complexa J em V induz uma estrutura complexa em V ∗, que também denotamos por J .

Sendo V ∗C a complexificação de V ∗, com respeito aos autovalores i e −i de J , temos uma

decomposição de V ∗ em soma direta de autoespaços de J associados aos autovalores i e

−i

V ∗C = V1,0⊕V0,1 (soma direta como espaço vetorial complexo).

Proposição 6.5 Da decomposição V ∗C = V1,0⊕V0,1, segue que

• V1,0 = {X∗ ∈ V ∗C | 〈X,X∗〉 = 0, ∀X ∈ V 0,1}

• V0,1 = {X∗ ∈ V ∗C | 〈X,X∗〉 = 0, ∀X ∈ V 1,0}

Demonstração. Mostraremos o caso V1,0, o caso V0,1 segue de modo análogo. Conside-

remos W = {X∗ ∈ V ∗C | 〈X,X∗〉 = 0, ∀X ∈ V 0,1}, pela definição dos elementos de W ,

segue que W um subespaço de V ∗C. Como 〈X,X∗〉 = X∗(X), para X ∈ V e X∗ ∈ V ∗

⇒ W é o anulador de V 0,1 em V ∗C . Temos então

dimCW = dimC V
∗C − dimC V

0,1 = 2n− n = n.

Se 0 6= Z∗ ∈ V1,0 = {Z∗ ∈ V ∗C | JZ∗ = iZ∗} ⇒ 〈Z, JZ∗〉 = (JZ∗)(Z) = iZ∗(Z),

∀Z ∈ V 0,1.

Mas 〈Z, JZ∗〉 = Z∗(JZ) = −iZ, ∀Z ∈ V 0,1 ⇒ 2Z∗(Z) = 0, ∀Z ∈ V 0,1 ⇒ Z∗ ∈ W .

Assim temos que V1,0 ⊆ W , como dimCW = n = dimC V1,0
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⇒ V1,0 = W = {X∗ ∈ V ∗C | 〈X,X∗〉 = 0, ∀X ∈ V 0,1},

o caso V0,1 segue de modo análogo.

Considerando as decomposições de V C e V ∗C associadas a uma estrutura complexa

J em V , temos que Tr

s
(V C) se decompõe em soma direta de produtos de subespaços

identicos a V 1,0, V 0,1, V1,0 e V0,1. Estamos interessados em estudar a decomposição da

álgebra exterior
∧
V ∗C. As álgebras

∧
V1,0 e

∧
V0,1 podem ser consideradas subálgebras

de
∧
V ∗C. Denotemos por

∧p,q V ∗C o subespaço de
∧
V ∗C gerado por elementos da forma

α ∧ β, onde α ∈
∧p V1,0 e β ∈

∧q V0,1, isto é,

∧p,q V ∗C = spanC{α ∧ β ∈
∧
V ∗C | α ∈

∧p V1,0, β ∈
∧q V0,1}.

Temos a seguinte proposição.

Proposição 6.6 A algebra exterior
∧
V ∗C se decompõe da forma

∧
V ∗C =

∑n

r=0(
∧r V ∗C) com

∧r V ∗C =
∑

p+q=r(
∧p,q V ∗C),

e a conjugação complexa de V ∗C, se estende a
∧
V ∗C de maneira natural, fornecendo um

isomorfismo linear real entre
∧p,q V ∗C e

∧q,p V ∗C.

Demonstração. A demonstração da primeira parte da proposição segue das seguintes

observações

•
∑

p+q=r(
∧p,q V ∗C) ⊆

∧r V ∗C.

• Se {α1, . . . , α2n} é base de V ∗C, {αi1 ∧ . . . ∧ αir | 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ 2n} é base de∧r V ∗C.

• Se α ∈
∧r V ∗C, com α = β1 ∧ · · · ∧ βr, onde βk ∈ V ∗C = V1,0⊕V0,1, ∀k ∈ {1, . . . , r}

⇒ βk = β1,0
k + β0,1

k , β1,0
k ∈ V1,0 e β0,1

k ∈ V0,1, ∀k ∈ {1, . . . , r}. Assim, temos que

β1 ∧ · · · ∧ βr = (β1,0
1 + β0,1

1 ) ∧ · · · ∧ (β1,0
r + β0,1

r ).

• Se η, γ, θ ∈ V ∗C, temos (η + γ) ∧ θ = η ∧ θ + γ ∧ θ.

Das observações e da bilinearidade do produto exterior vemos que é suficiente consi-

derar α ∈
∧r V ∗C, tal que

α = β1 ∧ · · · ∧ βr = (β1,0
1 + β0,1

1 ) ∧ · · · ∧ (β1,0
r + β0,1

r ),
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da distributividade e bilinearidade do produto exterior, se α ∈
∑

p+q=r(
∧p,q V ∗C)

⇒
∧r V ∗C ⊆

∑
p+q=r(

∧p,q V ∗C), segue que
∧r V ∗C =

∑
p+q=r(

∧p,q V ∗C).

O isomorfismo entre
∧p,q V ∗C e

∧q,p V ∗C, via conjugação complexa de V ∗C, é uma

consequência do isomorfismo linear entre V1,0 e V0,1 através da conjugação de V ∗C.

Considerando {αi} base do espaço vetorial complexo V1,0, temos que {αi} é base do

espaço V0,1 (via proposição 6.4), assim temos que o conjunto dos elementos da forma

αi1 ∧ . . . ∧ αip ∧ αj1 ∧ . . . ∧ αjq , 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n e 1 ≤ j1 < · · · < jq ≤ n, formam

uma base para
∧p,q V ∗C sobre o corpo dos números complexos.

Definição 6.7 Um produto interno Hermitiano em um espaço vetorial real com uma

estrutura complexa J é um produto interno h tal que

h(JX, JY ) = h(X, Y ), ∀X, Y ∈ V. (6.1)

Segue que h(JX,X) = 0, ∀X ∈ V .

Proposição 6.8 Seja h um produto interno Hermitiano em um espaço vetorial real V

com uma estrutura complexa J . Então, existem elementos X1, . . . , Xn em V , tal que

o conjunto {X1, . . . , Xn, JX1, . . . , JXn} forma uma base ortonormal como respeito ao

produto interno h.

Se h0 é o produto interno canônico do espaço R2n, isto é, o produto interno para o

qual a base canônica do R2n é ortonormal, então h0 é um produto interno Hermitiano

com relação a estrutura complexa canônica J0. Assim, temos o seguinte resultado.

Proposição 6.9 Existe uma correspondência biuńıvoca natural entre os produtos internos

Hermitianos do espaço R2n, com respeito a estrutura canônica J0, e o espaço homogêneo

GL(n,C)/U(n); a classe representada por um elemento S ∈ GL(n,C) corresponde ao

produto interno h definido por

h(X, Y ) = h0(SX, SY ), ∀X, Y ∈ R2n, (6.2)

onde h0 é o produto interno canônico de R2n.

Proposição 6.10 Seja h um produto interno Hermitiano em um espaço vetorial real V

com uma estrutura complexa J . Então, h pode ser estendido unicamente a uma forma

bilinear simétrica, denotada também por h, de V C, que satisfaz as seguintes condições

1. h(Z,W ) = h(Z,W ), ∀Z,W ∈ V C;
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2. h(Z,Z) > 0, ∀Z ∈ V C;

3. h(Z,W ) = 0, ∀Z ∈ V 1,0 e W ∈ V 0,1.

Reciprocamente, toda forma bilinear simétrica h satisfazendo as condições 1,2 e 3 é na-

turalmente a estensão de um produto interno Hermitiano de V .

Demonstração. O item (1) segue da bilinearidade sobre C da extensão. O item (2)

segue do seguinte fato:

Denotando Z = X + iY ∈ V C, temos que Z = X − iY , assim

h(Z,Z) = h(X + iY,X − iY ) = h(X,X) + h(Y, Y ) > 0 se Z 6= 0.

O item (3) é consequência de que se Z ∈ V 1,0 e W ∈ V 0,1, então podemos escrever

Z = X − iJX, para algum X ∈ V , W = Y + iJY , para algum Y ∈ V . Assim, temos

W = Y − iJY ⇒

⇒ h(X − iJX, Y − iJY ) = h(X, Y )− ih(X, JY )− ih(JX, Y )− h(JX, JY ) = 0,

pois h(X, JY ) = −h(JX, Y ) e h(JX, JY ) = h(X, Y ).

Para cada produto Hermitiano h de V , com respeito a uma estrutura complexa J ,

associamos uma forma bilinear ω ∈
∧2 V ∗, definida da seguinte forma:

ω(X, Y ) = h(X, JY ), ∀X, Y ∈ V .

Da maneira que ω foi definida, temos ω(X, Y ) = −ω(Y,X), isto é, ω é anti-simétrica.

É fácil ver que ω é invariante por J .

Como
∧2 V ∗ pode ser considerado como um subespaço de

∧2 V ∗C, ω pode ser vista

como um elemento de
∧2 V ∗C, isto é, ω pode ser estendida unicamente a uma forma

bilinear anti-simétrica de V C, que também denotamos por ω. Das proposições 6.4, 6.5,

6.1, segue que

Proposição 6.11 Seja ω a forma bilinear anti-simétrica associada a um produto interno

Hermitiano h de V . Então, ω ∈
∧1,1 V ∗C.

Proposição 6.12 Sejam h e ω como na proposição (2.11), consideremos {Z1, . . . , Zn}

base de V 1,0 sobre C e {ξ1, . . . , ξn} sua base dual para V1,0. Denotando por

hα,β = h(Zα, Zβ), ∀α, β = 1, . . . , n.

Então

1. hα,β = hβ,α, ∀α, β = 1, . . . , n;

2. ω = −2i
∑n

α,β=1 hα,βξ
α ∧ ξβ.
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6.2 Variedades quase complexas

Nesta seção estudaremos o conceito de variedade quase complexa (quase Hermitiana). O

principal objetivo é analisar as condições para que uma variedade quase complexa seja de

fato uma variedade complexa.

Definição 6.13 Uma variedade complexa de dimensão n é uma variedade diferenciável

real 2n-dimensional M , com atlas {(Uα, φα)} que tem funções de transição holomorfas.

O atlas de uma variedade complexa é chamado estrutura holomorfa em M .

Para compreender melhor as variedades complexas definiremos a noção de variedade

quase complexa, e aplicaremos muitos dos conceitos vistos na seção anterior no espaço

tangente de uma variedade quase complexa.

Definição 6.14 Uma estrutura quase complexa em uma variedade diferenciável real M

é um tensor J ∈ Γ(TM ⊗ TM∗), tal que J2 = −I, onde I denota o endomorfismo

identidade de TM . Uma variedade diferenciável real com uma estrutura quase complexa

fixada é chamada variedade quase complexa.

Proposição 6.15 Toda variedade quase complexa tem dimensão par e é orientável.

Observamos que se M é uma variedade complexa de dimenção n, então podemos defi-

nir uma estrutura quase complexa na variedade real subjacente de dimensão 2n, utilizando

a estrutura holomorfa, da seguinte forma:

Seja (ϕ,U) uma carta em p ∈ M , temos ϕ : U ⊂ M → Cn = R2n. Como visto na

seção anterior C induz uma estrutura complexa J0 em R2n, definimos J = ϕ−1
∗ ◦J0 ◦ϕ∗ em

U ⊂ M . Para ver que J esta bem definida em toda variedade M precisamos verificar o

que acontece na intersecção de duas cartas. Seja (ψ, V ) um outro sistema de coordenadas,

tal que U ∩ V 6= ∅, consideremos a seguinte caracterização de função holomorfa.

Proposição 6.16 Uma função f : U ⊂ Cn → Cm, preserva as estruturas quase complexas

de Cn e Cm, isto é, f∗ ◦ J = J ◦ f∗ se, e somente se, f é holomorfa.

A partir desta proposição, segue que (ψ ◦ϕ−1)∗ ◦ J0 = J0 ◦ (ψ ◦ϕ−1)∗ em ϕ(U ∩ V ) ⇒

J = ϕ−1
∗ ◦ J0 ◦ ϕ∗ = ψ−1

∗ ◦ J0 ◦ ψ∗ em U ∩ V , assim temos que J associa a cada ponto

de M um automorfismo de seu espaço tangente, que satisfaz J2 = −I ⇒ toda variedade

complexa é quase complexa.

Uma estrutura quase complexa J em uma variedadeM é chamada estrutura complexa

se M é a variedade real subjacente a uma variedade complexa que induz J através de sua
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estrutura holomorfa.

Sejam (M,J) e (M ′, J ′) variedades quase complexas. Uma função f : M → M ′ é

chamada quase complexa se J ′ ◦ f∗ = f∗ ◦ J . Temos a seguinte proposição.

Proposição 6.17 Sejam (M,J) e (M ′, J ′) variedades complexas. Uma função f : M →

M ′ é holomorfa se, e somente se, f é quase complexa com relação as estruturas quase

complexas de M e M ′.

Demonstração. Podemos tomar sistemas de coordenadas (U, ϕ) em M e (V, ψ) em M ′,

tal que f = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Cn → ψ(V ) ⊂ Cm localmente. Assim, f é holomorfa ⇔

f localmente satisfaz f∗ ◦J0 = J ′
0 ◦ f∗, onde J0 e J

′
0 são as estruturas complexas canônicas

de Cn e Cm, respectivamente. Como podemos escrever as estruturas as estruturas quase

complexas de M e M ′, respectivamente, localmente da forma J = ϕ−1
∗ ◦ J0 ◦ ϕ∗ e J ′ =

ψ−1
∗ ◦ J ′

0 ◦ ψ∗, da expressão local de f segue o resultado.

Exemplo 6.18 Em análise complexa de funções de uma variável, uma função complexa

f : C → C é holomorfa se satisfaz as equações de Cauchy-Riemann. Isto é, escrevendo

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y), onde u, v : R2 → R, dizemos que f é holomorfa se

∂xu = ∂yv e ∂xv = −∂yu.

Denotando por J2 =

(
0 −1

1 0

)
, a matriz que representa a multiplicação por i em

R2 = C, e a diferencial de f por df =

[
∂xu ∂yu

∂xv ∂yv

]
, obtemos uma condição equivalente

as equações de Cauchy-Riemann

J2 ◦ df = df ◦ J2

se, e somente se, as equações de Cauchy-Riemann são satisfeitas. De maneira mais geral,

podemos estender este conceito para funções f : Cm → Cn, definindo para k inteiro

J2k =

[
0 −Ik
Ik 0

]
,

com respeito a identificação natural R2k = Ck, onde Ik denota a matriz identidade de

ordem k. Dizemos que f é holomorfa se J2n ◦ df = df ◦ J2m.

Em particular, duas variedades complexas associadas a mesma variedade real são

idênticas se as correspondentes estruturas quase complexas coincidem.

69



Proposição 6.19 Seja M uma variedade orientável de dimensão 2n e L(M) o fibrado

de bases sobre M . Então, o conjunto das estruturas quase complexas de M está em cor-

respondência biuńıvoca com o conjunto das seções do fibrado B = L(M)/GL(n,C) sobre

M , com fibra GL(2n,R)/GL(n,C), onde GL(n,C) é visto como subgrupo de GL(2n,R)

via representação real.

Estamos interessados em estudar quando uma variedade M com uma estrutura quase

complexa J é uma variedade real associada a uma variedade complexa, com J induzida

pela estrutura holomorfa, isto é, com J complexa. Para isso definimos a torsão de uma

estrutura quase complexa.

Definição 6.20 Seja M uma variedade real de dimensão 2n e J uma estrutura quase

complexa definida em M . A torsão de J é o tensor do tipo (1, 2) NJ , tal que

NJ(X, Y ) = 2{[JX, JY ]− [X, Y ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]} (6.1)

∀X, Y ∈ Γ(TM).

Tomando coordenadas locais x1, . . . , x2n em M , denotando X = ∂xα e Y = ∂xβ , temos

as componentes Nk
α,β de NJ , onde

Nk
α,β = 2

2n∑

l=1

(J l
α∂lJ

k
β − J l

β∂lJ
k
α − Jk

l ∂αJ
β
l + Jk

l ∂βJ
α
l ), (6.2)

sendo J i
j são as componentes de J e ∂l = ∂xl , ∀l = 1, 2, . . . , 2n.

Teorema 6.21 (Newlander-Nirenberg) Uma estrutura quase complexa J em uma va-

riedade M é uma estrutura complexa se, e somente se, J não possui torsão (NJ ≡ 0).

Vamos estudar agora resultados associados a álgebra exterior associada as formas di-

ferenciáveis de uma variedade quase complexa. De fato, veremos que uma estrutura quase

complexa induz uma decomposição na álgebra exterior associada ao espaço das formas

diferenciáveis. Denotemos por TC
p M o espaço tangente complexo em p ∈ M , isto é, a

complexificação do espaço tangente TpM . Seja
∧r(M) o espaço das r-formas em M , de-

notemos por
∧r

C(M) a complexificação de
∧r(M). Toda r-forma complexa ω ∈

∧r

C(M)

pode ser escrita de maneira única como ω′+iω′′, onde ω′ e ω′′ são r-formas (reais). Se deno-

tarmos por TC
p M

∗ a complexificação do espaço dual de TpM , uma r-forma complexa pode

ser vista como uma seção do fibrado
∧r(TCM∗), isto é, ω : p ∈M → ωp ∈

∧r(TC
p M

∗).

De modo mais geral, podemos definir o espaço dos campos tensoriais complexos so-

bre M como a complexificação do espaço dos campos tensoriais reais. Operações como
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contrações, conchetes, derivação exterior, derivada de Lie, produtos internos, etc, podem

ser estendidas por linearidade para campos tensoriais complexos ou formas diferenciaveis

complexas.

Seja M uma variedade com uma estrutura quase complexa J , pela proposição 6.4,

dado p ∈M

TC
p M = T 1,0

p M ⊕ T 0,1
p M, (6.3)

um vetor tangente complexo em p ∈ M é do tipo (1, 0) se pertence a T 1,0
p M , e do tipo

(0, 1) se pertence a T 0,1
p M .

Proposição 6.22 Um campo vetorial complexo Z em uma variedade quase complexa M

é do tipo (1, 0) (resp. (0, 1)) ⇔ Z = X − iJX (resp. Z = X + iJX), para algum

X ∈ Γ(TM)

Pela proposição 6.6 o espaço
∧
(M)C das formas diferenciais complexas de uma

variedade quase complexa M de dimensãoo 2n pode ser decomposto da forma:

∧
(M)C =

∑n

r=0

∧r(M)C =
∑n

r=0(
∑

p+q=r

∧p,q(M)C).

Um elemento de
∧p,q(M)C é chamado forma complexa de grau (p, q). Pela proposição

(2.5), uma 1-forma complexa ω é de grau (1, 0) (resp. (0, 1)) se, e somente se, ω(Z) = 0

para todos os campos complexos Z do tipo (0, 1) (resp. (1, 0)). Se ω1, . . . , ωn é uma base

local para
∧1,0(M)C, então sua conjugação complexa ω1, . . . , ωn é uma base local para∧0,1(M)C (via proposição (2.4)). Os elementos da forma ωj1 ∧ . . . ∧ ωjp ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkq ,

1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n e 1 ≤ k1 < · · · < kq ≤ n, formam uma base local para
∧p,q(M)C.

Consequentemente, se ω ∈
∧p,q(M)C, então ω(Z1, . . . , Zp+q) = 0 para campos verotiais

complexos Z1, . . . , Zp+q tais que o número de campos do tipo (1, 0) é maior do que p ou

o número de vetores do tipo (0, 1) é maior do que q. Temos a seguinte proposição

Proposição 6.23 Se
∧p,q(M)C é o espaço das formas complexas de grau (p, q) sobre uma

variedade quase complexa M , então

d(
∧p,q(M)C) ⊂

∧p+2,q−1(M)C ⊕
∧p+1,q(M)C ⊕

∧p,q+1(M)C ⊕
∧p−1,q+2(M)C.

Segue agora um teorema que relaciona o estudo das formas complexas com o a inte-

grabilidade de estruturas quase complexas.

Teorema 6.24 Para uma variedade quase complexa M as seguintes condições são equi-

valentes:

1. Se Z e W são campos complexos do tipo (1, 0) , [Z,W ] também é do tipo (1, 0);
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2. Se Z e W são campos complexos do tipo (0, 1) , [Z,W ] também é do tipo (0, 1);

3. Se ω ∈
∧1,0(M)C ⇒ dω ∈

∧2,0(M)C ⊕
∧1,1(M)C.

Se ω ∈
∧0,1(M)C ⇒ dω ∈

∧1,1(M)C ⊕
∧0,2(M)C;

4. d(
∧p,q(M)C) ⊂

∧p+1,q(M)C ⊕
∧p,q+1(M)C, para p, q = 0, 1, . . . , n;

5. A estrutura quase complexa J não tem torsão (NJ ≡ 0).

Consideremos uma estrutura quase complexa J em uma variedade diferenciável M ,

supondo que NJ ≡ 0, pela equivalência de (4) e (5) do teorema 6.24 podemos decompor

o operador diferencial exterior, isto é, podemos definir ∂ :
∧p,q(M)C →

∧p+1,q(M)C e

∂ :
∧p,q(M)C →

∧p,q+1(M)C, de modo que

dω = ∂ω + ∂ω, ∀ω ∈
∧p,q(M)C.

Como d2 = 0, obtemos as seguintes relações

∂2 = 0, ∂
2
= 0, ∂ ◦ ∂ + ∂ ◦ ∂ = 0

Como aplicação da teoria estudada até o momento exploraremos os conceitos básicos

de grupos de Lie complexos e de variedades Grassmanianas complexas.

Exemplo 6.25 Um grupo de Lie complexo é uma variedade complexa de maneira que a

aplicação (a, b) ∈ G × G → ab−1 ∈ G é uma aplicação holomorfa de G × G em G, onde

G× G é variedade complexa com a estrutura de variedade produto. Se G é um grupo de

Lie complexo sua estrutura complexa J é invariante por Lg, Rg, Ad(g). Assim, se X é um

campo invariante à esquerda JX também é.

Vemos que se J é uma estrutura complexa em G, então Je é uma estrutura complexa

na álgebra de Lie g de G. Como J é invariante por Ad(g) segue que J◦ad(X) = ad(X)◦J ,

assim temos g uma álgebra de Lie complexa, que podemos denotar por gJ ou simplesmente

por g. Reciprocamente, se G é um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie complexa g,

podemos construir uma estrutura complexa invariante à esquerda J em G a partir da

estrutura complexa canônica J0 de g (J0X = iX, para todo X ∈ g). Definamos para

g ∈ G

Jg = (Lg)∗e ◦ J0 ◦ (Lg−1)∗g,

temos J ∈ Γ(TG ⊗ TG∗) uma estrutura complexa invariante à esquerda em G. Como

[JX, Y ] = J [X, Y ] para campos invariantes à esquerda, segue que NJ(X, Y ) = 0 para

campos invariantes à esquerda. Assim temos NJ = 0, logo G é variedade complexa. Como

Rg, Lg preservam J (proposição 6.16) segue que (a, b) ∈ G × G → ab ∈ G é aplicação
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holomorfa. Como a diferencial de ι : g → g−1 comuta com J no elemento neutro e ∈ G

segue que ι preserva J , visto que (ι∗)g = (Rg−1)∗e ◦ (ι∗)e ◦ (Lg−1)∗g. Assim temos que G é

grupo de Lie complexo.

Exemplo 6.26 Uma variedade Grassmaniana complexa Gp,q(C) dos p-planos em Cp+q

é o conjunto de todos os subespaços p-dimensionais de Cp+q com estrutura de variedade

complexa constrúıda da seguinte forma. Seja z1, . . . , zp+q o sistema de coordenadas natural

em Cp+q, onde cada zk : Cp+q → C é um mapa linear. Para cada conjunto de inteiros

α = {α1, . . . , αp} tal que 1 ≤ α1 < . . . < αp ≤ p + q, seja Uα o subconjunto de Gp,q(C)

formado por todos os subespaços p-dimensionais S tal que zα1 |S, . . . , z
αp |S são linearmente

independentes. Vamos definir um mapa ϕα : Uα → Mp×q(C) ∼= Cpq. Seja {αp+1, . . . , αp+q}

o complemento de {α1, . . . , αp} em {1, . . . , p + q} ordenado de maneira crescente. Como

para cada S ∈ Uα, o conjunto zα1 |S, . . . , z
αp |S forma uma base para o espaço dual S∗,

podemos escrever

zp+k|S =
∑p

l=1 s
k
l (z

αl |S), k = 1, . . . , q.

Definimos então ϕα(S) = (skl ) ∈ Mp×q(C) ∼= Cpq, para cada S ∈ Uα. É fácil ver que

ϕα : Uα → Mp×q(C) ∼= Cpq é um sistema de coordenadas locais em Gp,q(C) e que a famı́lia

de
(
p+q

p

)
cartas (Uα, ϕα) formam um atlas, fazendo de Gp,q(C) uma variedade complexa

de dimensão pq.

Podemos utilizar um pouco da teoria de grupos de Lie para a seguinte construção.

O grupo GL(p + q,C) age em Cp+q levando subespaços p-dimensionais em subespaços p-

dimensionais por isso pode ser considerado como um grupo de trasformações agindo em

Gp,q(C). Essa ação é holomorfa e transitiva. Se S0 denota o subespaço p-dimensional

gerado pelos primeiros p vetores da base canônica de Cp+q, o subgrupo de isotropia HS0

de S0 é dado por

HS0 =

{(
∗ ∗

0 ∗

)
∈ GL(p+ q,C)

}
,

onde 0 denota a matriz nula de ordem q×p. Por isso Gp,q(C) pode ser visto como o espaço

quociente GL(p+ q,C)/HS0 do grupo de Lie complexo GL(p+ q,C) pelo subgrupo de Lie

fechado HS0, além disso, a projeção natural GL(p + q,C) → Gp,q(C) é holomorfa. Por

argumentos similares podemos mostrar que o grupo unitário U(p+q) age holomorficamente

e transitivamente em Gp,q(C), assim podemos escrever Gp,q(C) como o espaço quociente

U(p+ q)/U(p)× U(q), onde

U(p)× U(q) =

{(
A 0

0 B

)
| A ∈ U(p), B ∈ U(q)

}
.
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Como U(p+ q) é compacto, segue que Gp,q(C) também é compacto.

A variedade Grassmanniana G1,n(C) é conhecida como espaço projetivo complexo, e

denotada por CPn.

6.3 Conexões em variedades quase complexas

Nesta seção estudaremos as relações entre uma estrutura quase complexa e uma conexão

no fibrado dos referenciais lineares, o principal objetivo é relacionar a torsão da estrutura

quase complexa com a torsão de uma conexão.

Consideremos M uma variedade real de dimensão 2n com uma estrutura quase com-

plexa J e J0 a estrutura complexa canônica do espaço vetorial R2n, vamos construir o

fibrado de bases complexas C(M) e estudar conexões em C(M).

Um referencial complexo em p ∈M é um mapa linear não singular u : R2n → TpM tal

que u ◦ J0 = J ◦ u. Dado p ∈ M denotemos TpM
J o espaço tangente em p visto como

espaço vetorial complexo com a multiplicação por escalar complexo induzida por J . Pela

proposição 6.1 podemos ver um referencial complexo em p como uma aplicação linear

não singular u : Cn → TpM
J . Denotamos por C(M) ⊂ L(M) o conjunto dos referenciais

complexos sobre M . O conjunto C(M) é um subfibrado do fibrado principal L(M) com

grupo estrutural GL(n,C), o fibrado C(M) é chamado de fibrado dos referenciais com-

plexos.

A prova de que C(M) é um fibrado principal é muito parecida com a prova de

que L(M) é um fibrado principal sobre M ( exemplo (5.2) em [20], página 55), ex-

ceto a construção das trivializações locais de C(M). Para construir as trivializações

locais para C(M), consideremos x1, . . . , x2n coordenadas locais em U ⊂ M , vizinhança

de p0 ∈ U ⊂ M . Temos ∂x1 , . . . , ∂x2n base de Tp0M . Pela proposição 6.1, existem

X1, . . . , Xn elementos de Tp0M , tal que X1, . . . , Xn, JX1, . . . , JXn é base de Tp0M , com

Xβ =
∑

α aαβ∂xα , com β = 1, 2, . . . , n. Mudando a ordem se necessário, podemos supor

Xβ = ∂xβ , β = 1, 2, . . . , n, pois (aαβ) ∈ M2n×n(R) tem posto n. Assim temos ∂x1 , . . . , ∂xn

base de TpM
J sobre C, para todo p ∈ U .

Consideremos a base e1, . . . , en de Cn = R2n como espaço vetorial complexo, dado um

referencial complexo u ∈ C(M) em p ∈ U , temos que

u(ej) =
∑n

i=1 cij∂xi , com j = 1, 2, . . . , n, c = (cij) ∈ GL(n,C),
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temos a correspondência u → (p, c) que fornece uma trivialização local para C(M).

Observamos que embora obtenhamos uma coberturas trivializante {Uα} de M e funções

de transição ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,C), essas funções em geral não são quase complexas.

Como C(M) é um subfibrado do fibrado principal dos referenciais lineares L(M) de

M , segue que cada estrutura quase complexa em M dá origem a uma redução do grupo

de estrutura GL(2n,R) de L(M) para GL(n,C).

Proposição 6.27 Dada uma variedade realM de dimensão 2n, existe uma correspondência

biuńıvoca entre as estruturas quase complexas de M e as reduções do grupo de estrutura

de L(M) para GL(n,C).

Sabemos que em uma variedade Riemanniana M com métrica g, uma conexão linear

Γ é uma conexão métrica, isto é, Γ é obtida de uma conexão no fibrado dos referenciais

ortonormais O(M) se, e somente se, g é paralela com respeito a Γ. Temos uma construção

análoga no caso de estruturas quase complexas.

Proposição 6.28 Para uma conexão linear Γ em uma variedade quase complexa M , as

seguintes condições são equivalentes

1. Γ é uma conexão no fibrado dos referenciais complexos C(M);

2. A estrutura quase complexa J é paralela com respeito a Γ.

Demonstração. (1) ⇒ (2): Considerando o fibrado associado TMJ = E = C(M)×ρC
n,

onde (ρ,Cn) é a representação natural de GL(n,C). Seja τ = {xt ; −ε < t < ε}

uma curva diferenciável em M , e Yt um campo vetorial em M definido ao longo de τ .

Temos Yt = utξt ∈ Et, onde ut ∈ C(M) é o levantamento horizontal de xt, {ξt} é curva

diferenciável em R2n = Cn e Et = Txt
MJ é a fibra em xt. Considerando o transporte

paralelo τ t+h
t : Et+h → Et, como ut ◦ J0 = Jxt

◦ ut, −ε < t < ε, temos que

τ t+h
t ◦ Jxt+h

(Yt+h) = Jxt
◦ τ t+h

t (Yt+h) ⇒ ∇ẋt
(Jxt

Yt) = Jxt
(∇ẋt

(Yt)),

onde ∇ é a derivada covariante associada a conexão Γ. Assim ∇J = 0

(2) ⇒ (1): Supondo J paralela com relação a Γ, seja ∇ a derivada covariante associ-

ada a Γ em TM , isto é, ∇ : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM). Como J é paralela, ∇J = 0,

podemos definir uma distribuição horizontal em TMJ = E = C(M)×ρ C
n, via derivada

covariante. Existe uma correspondência biuńıvoca entre conexões em E e conexões em

C(M) (ver em [29], Caṕıtulo 2, Seção 10), assim temos uma conexão em C(M) que coin-

cide com Γ, pois toda curva horizontal em E = TMJ é horizontal em TM .
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Uma conexão linear (ou afim) é chamada quase complexa se satisfaz uma (ou ambas)

das condições da proposição 6.28. Da teoria geral de conexões, toda variedade (para-

compacta) quase complexa admite uma conexão afim quase complexa (ver [20], página

67). O teorema seguinte garante a existência de um tipo especial de conexão.

Teorema 6.29 Toda variedade quase complexa M admite uma conexão afim quase com-

plexa, tal que sua torsão T∇ é dada por

NJ = 8T∇, (6.1)

onde NJ é a torsão da estrutura quase complexa J de M , e ∇ é a derivada covariante da

conexão.

Demonstração: Segue em [21], página 143.

Temos o seguinte corolário

Corolário 6.30 Uma variedade quase complexa M admite uma conexão afim quase com-

plexa livre de torsão se, e somente se, sua estrutura quase complexa tem torsão nula.

6.4 Métrica Hermitiana e métrica Kähler

Nesta seção vamos estudar o conceito de métrica Hermitiana e a 2-forma Kähler associada

a tal métrica, trataremos de suas relações com a integrabilidade e paralelismo da estrutura

quase complexa.

Definição 6.31 Uma métrica Hermitiana em uma variedade quase complexa M é uma

métrica Riemanniana g que é invariante pela estrutura quase complexa, no sentido de que

g(JX, JY ) = g(X, Y ) onde X, Y ∈ Γ(TM).

Assim, uma métrica Hermitiana define um produto interno Hermitiano em cada espaço

tangente TpM com respeito a estrutura complexa definida por Jp. Uma variedade quase

complexaM (resp. complexa) com uma métrica Hermitiana é chamada quase Hermitiana

(resp. Hermitiana)

Proposição 6.32 Toda variedade quase complexa (paracompacta) admite uma métrica

Hermitiana.

A prinćıpio uma métrica Riemanniana está definida apenas no fibrado tangente real

podendo ser estendida unicamente sobre C em todo TM . Denotando também por g esta

extensão e por TCM a complexificação fibra a fibra, pela proposição 6.10, temos
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• g(Z,W ) = g(Z,W ), ∀Z,W ∈ Γ(TCM);

• g(Z,Z) > 0, para todo vetor complexo Z 6= 0;

• g(Z,W ) = 0, para todo campo vetorial Z do tipo (1, 0) e todo campo vetorial W

do tipo (0, 1).

Reciprocamente, todo tensor simétrico g satisfazendo as três condições acima é natu-

ralmente a extensão de uma métrica Hermitiana de M .

Como foi visto na seção 6.1, associado a um produto interno Hermitiano em um

espaço vetorial V , temos uma forma bilinear anti-simétrica definida em V . De modo

análogo, podemos construir uma 2-forma em M , chamada 2-forma fundamental ou 2-

forma Kähler.

Definição 6.33 Seja M uma variedade quase Hermitiana com métrica g e estrutura

quase complexa J , definimos a 2-forma fundamental ω em M por

ω(X, Y ) = g(X, JY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM),

da invariância de g, segue que ω(JX, JY ) = ω(X, Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Em geral uma estrutura quase complexa J associada a uma variedade quase Hermiti-

ana não é paralela com relação a conexão de Levi-Civita definida pela métrica Hermitiana.

A seguinte proposição estabelece uma relação entre as diferentes estruturas que definem

uma variedade quase Hermitiana.

Proposição 6.34 Seja M uma variedade quase Hermitiana com estrutura quase com-

plexa J e métrica Hermitiana g. Seja ω a 2-forma fundamental associada a g, NJ a

torsão de J e ∇ a derivada covariante associada a conexão de Levi-Civita definida por g.

Então, dados campos vetoriais X, Y , e Z em M , temos

4g((∇XJ)Y, Z) = 6dω(X, JY, JZ)− 6dω(X, Y, Z) + g(NJ(Y, Z), JX). (6.1)

Como aplicação, temos o seguinte teorema

Teorema 6.35 Para uma variedade quase Hermitiana M com estrutura quase complexa

J e métrica Hermitiana g, as seguintes condições são equivalentes

1. A conexão de Levi-Civita definida por g é quase complexa (∇J ≡ 0);

2. A estrutura quase complexa não tem torsão (NJ ≡ 0) e a 2-forma fundamental ω é

fechada (dω ≡ 0).
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Como corolário imediato segue que

Corolário 6.36 Para uma variedade Hermitiana M , as seguintes condições são equiva-

lentes

1. A conexão de Levi-Civita é quase complexa (∇J ≡ 0);

2. A 2-forma fundamental ω é fechada (dω ≡ 0).

Uma métrica Hermitiana em uma variedade (quase) complexa é chamada métrica

(quase) Kähler se a 2-forma fundamental é fechada. Uma variedade (quase) complexa

com uma métrica (quase) Kähler é chamada variedade (quase) Kähler.

Introduziremos agora o conceito de estrutura Hermitiana e estrutura Kähler. Primeiro

consideremos a seguinte definição.

Definição 6.37 Uma estrutura Hermitiana em uma variedade quase complexa (M,J) é

um produto Hermitiano H nas fibras de T (1,0)M = TM que varia suavemente, associando

a cada p ∈M um produto Hermitiano Hp : TM × TM → C∞(M), satisfazendo

• Hp é C-linear na primeira variável;

• Hp(X, Y ) = Hp(Y,X);

• Hp(X,X) > 0, para todo X 6= 0 (não-degenerado).

Dada uma estrutura Hermitiana H em (M,J) podemos fazer sua decomposição em parte

real e imaginária obtendo para X, Y ∈ Γ(TM)

H(X, Y ) = (H(X,Y )+H(Y,X))
2

+ i (H(X,Y )−H(Y,X))
2i

= h(X, Y ) + iω(X, Y ),

onde h é uma forma bilinear simétrica positiva definida e ω é uma forma bilinear anti-

simétrica. Temos o seguinte resultado.

Proposição 6.38 Seja H uma estrutura Hermitiana em (M,J), denotando por Re(H) =

h e ω = Im(H) a parte real e imaginária de H, respectivamente, segue que

1. h(JX, JY ) = h(X, Y ),

2. h(X, JY ) = ω(X, Y )

Demonstração: Segue em [34], página 6.

Assim vemos que a partir de uma estrutura Hermitiana H obtemos uma métrica

hermitiana h tomando sua parte real Re(H) com 2-forma Kähler ω dada pela parte

imaginária Im(H). De fato o conceito de métrica Hermitiana e estrutura Hermitiana são

equivalentes, visto que se g é uma métrica Riemanniana qualquer em (M,J) podemos

definir a métrica Hermitiana

78



h(X, Y ) = g(X, Y ) + g(JX, JY ),

obtendo assim a estrutura Hermitiana H(X, Y ) = h(X, Y ) + ih(X, JY ).

Uma estrutura Hermitiana H em uma variedade quase complexa (complexa) (M,J) é

chamanda estrutura quase Kähler (Kähler) se dω = 0. Na seção 9.3 vamos construir uma

estrutura pseudo-Kähler em uma variedade complexa. O nome pseudo-Kähler está re-

lacionado com o fato de que a métrica Hermitiana associada é uma pseudo-métrica, neste

caso chamamos a 2-forma Kähler associada de forma pseudo-Kähler.

Seja (M,J) uma variedade coomplexa de dimensão n, (NJ ≡ 0), e z1, . . . , zn coor-

denadas locais, onde zk = xk + iyk, k = 1, . . . , n. Então, para dzk = dxk + idyk e

dzk = dxk − idyk, tomamos

∂zk = 1
2
(∂xk − i∂yk), ∂zk = 1

2
(∂xk + i∂yk), k = 1, . . . , n.

Segue que ∂z1 , . . . , ∂zn (resp. ∂z1 , . . . , ∂zn) formam uma base para T 1,0
p M (resp. T 0,1

p M)

para todo p na vizinhança coordenada, e dz1, . . . , dzn (resp. dz1, . . . , dzn) formam uma

base local para
∧1,0(M)C (resp.

∧0,1(M)C).

Fixemos a seguinte notação para variedade complexa (M,J) com z1, . . . , zn coordena-

das locais:

• Zα = ∂zα , Zα = ∂zα , α = 1, . . . , n.

Dada uma métrica Hermitiana g em M , podemos estender o produto interno Her-

mitiano em cada espaço tangente TpM a uma forma bilinear simétrica em TC
p M ,

ainda denotada por g, temos

• gAB = g(ZA, ZB), A,B = 1, . . . , n, 1, . . . , n.

• gαβ = gαβ = 0, α = 1, . . . , n,

e a matriz (gαβ) é uma matriz n×n é uma matriz Hermitiana. Denotamos a métrica

g da seguinte forma

• ds2 = 2
∑

α,β gαβdz
α ⊗ dzβ.

Pela proposição (2.12), a 2-forma fundamental é denotada da seguinte forma

• ω = −2i
∑

α,β gαβdz
α ∧ dzβ.

Vamos agora explorar o exemplo de variedade Kähler definido por CP n
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Exemplo 6.39 Consideremos agora a Grassmaniana complexa G1,n(C) = CPn, de acordo

com as construção do exemplo 6.26, para todo α = 1, . . . , n + 1 temos (Uα, ϕα) carta

local, ϕα : Uα ⊂ CPn → C. Dado S ∈ Uα, S = spanC{v}, onde v ∈ Cn+1 − {0}, como

zα|S 6= 0 ⇒ zα(v) 6= 0. Assim, denotando v =
∑n+1

k=1 t
kek, temos que

ϕα(S) = ( t
1

tα
, . . . , t

α−1

tα
, t

α+1

tα
, . . . , t

n+1

tα
) ∈ Cn+1, S ∈ Uα.

Denotemos por w1
α, . . . , ŵ

α
α, . . . , w

n+1
α as coordenadas locais em Uα, onde w

k
α = tk

tα
, k =

1, . . . , n + 1 e α = 1, . . . , n + 1. Agora, para um aberto coordenado Uα, consideremos a

função fα : U ⊂ CP n → C, definida por fα =
∑n+1

k=1 w
k
αw

k
α. Então

fα = fβw
β
αw

β
α, em Uα ∩ Uβ.

Agora, pelas seguintes observações:

• As funções wβ
α são holomorfas em Uα em particular são holomorfas em Uα ∩ Uβ;

• log fα = log fβ+logwβ
αw

β
α ⇒ ∂∂ log fα = ∂∂ log fβ em Uα∩Uβ, pois ∂wl

α
∂wl

α
(logwβ

αw
β
α) =

0, l = 1, . . . , n+ 1, em Uα ∩ Uβ

podemos definir

ω = −4i∂∂ log fα em Uα.

Segue das observações que ω é uma 2-forma globalmente definida. Temos ainda ω ∈∧1,1(CP n)C e dω = 0, pois d = ∂ + ∂. Apartir de ω, obtemos uma métrica

g(X, Y ) = ω(JX, Y )

Consideremos as coordenadas locais w1
α, . . . , ŵ

α
α, . . . , w

n+1
α em Uα. Denotemos por hα =

log fα = log(
∑

k w
k
αw

k
α), temos

∂ws
α
∂wl

α
(hα) =

δsl − wl
αw

s
α

(1 +
∑

k 6=αw
k
αw

k
α)

2
, onde s, l = 1, . . . , n,

omitindo o somatório para não carregar a notação, segue que

ω = −4i∂ws
α
∂wl

α
(hα)dw

s
α ∧ dwl

α = −2i(2∂ws
α
∂wl

α
(hα))dw

s
α ∧ dwl

α,

logo gsl = 2∂ws
α
∂wl

α
(hα), onde s, l = 1, . . . , n.

Assim, temos a expressão local

ds2 = 4
δsl − wl

αw
s
α

(1 +
∑

k 6=αw
k
αw

k
α)

2
dws

α ⊗ dwl
α,
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esta métrica é chamada métrica de Fubini-Study. Por construção obtemos uma métrica

Kähler em CPn.

Seja (M, g, J) uma variedade quase Hermitiana. A partir do conceito de conexão

métrica associado a métrica Hermitiana g, que é uma métrica Riemanniana, e das cur-

vaturas associadas a tal conexão, podemos definir tensores em M que estão relacionados

com o tensor J .

Definição 6.40 Seja (M, g, J) uma variedade quase Hermitiana. Dado X ∈ TpM unitário,

definimos a curvatura seccional holomorfa na direção X por

H(X) = K(X, JX),

onde K(X, JX) é a curvatura seccional do plano gerado por {X, JX}.

Podemos definir um novo tensor semelhante ao tensor de Ricci para uma variedade

quase complexa, que nos fornecerá o conceito de J-curvatura de Ricci.

Definição 6.41 Seja (M,J) uma variedade quase complexa. Definimos o tensor J-Ricci

rJ por

rJ(X, Y ) = tr(Z → −J(R(Z,X)JY )),

onde X, Y, Z ∈ TpM . Assim, a J-curvatura de Ricci na direção X ∈ TpM é dada por

rJ(X) = rJ(X,X).

Observamos que no caso Kähler o tensor rJ coincide com o tensor de Ricci, visto que

∇J ≡ 0. De maneira análoga ao caso Riemanniano temos a seguinte definição.

Definição 6.42 Seja (M,J, g) uma variedade quase Hermitiana. Definimos a J-curvatura

escalar sJ = trg(r
J).

Neste trabalho faremos um estudo da curvatura holomorfa e J-curvatura de Ricci do

grupo de Lie complexo SL(2,C).
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CAPÍTULO 7

O RECOBRIMENTO DUPLO DE

SO+(1, 3) POR SL(2,C)

Nosso objetivo nesse caṕıtulo é estudar o homomorfismo entre SL(2,C) e SO(1, 3), a

partir disso utilizaremos a álgebra de Lie so(1, 3) e suas propriedades álgébricas para

obter informações sobre as curvaturas. De fato, verificaremos que o grupo de Lie SL(2,C)

é recobrimento duplo da componente conexa SO+(1, 3) do grupo de Lorentz O(1, 3).

7.1 O grupo de Lorentz SO+(1, n)

Nesta seção vamos estudar a estrutura do grupo de Lie SO+(1, n), conhecido como grupo

de Lorentz restrito, e suas relações com a álgebra de Lie so(1, n).

Consideremos a matriz Ip,q de ordem p× q definida por

Ip,q =

(
Ip 0

0 −Iq

)
,

onde Ip e Iq são matrizes identidade de ordem p e q respectivamente. Sendo n = p+ q, a

matriz Ip,q pode ser vista como matriz da forma bilinear simétrica em Rn

Bp,q((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

p∑

α=1

xαyα −
n∑

β=p+1

xβyβ (7.1)

com a forma quadrática associada

Qp,q((x1, . . . , xn)) =

p∑

α=1

x2α −
n∑

β=p+1

x2β. (7.2)
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Quando temos p = 1 e q = 3 a forma quadrática Q1,3 é conhecida como métrica de

Lorentz. Denotando X = (t, x, y, z) ∈ R4, temos

Q1,3(X) = t2 − x2 − y2 − z2.

O espaço R4 com a métrica de Lorentz é conhecido em F́ısica como espaço de Min-

kowski, e muitas vezes denotado por R1,3.

Consideremos O(p, q) ⊂ GL(n,R) o grupo de isometrias de Rn = Rp,q com relação a

Qp,q, isto é

O(p, q) = {A ∈ GL(n,R) | AT Ip,qA = Ip,q},

temos o subgrupo de O(p, q) das isometrias de determinante 1, denotemos

SO(p, q) = {A ∈ O(p, q) | det(A) = 1}.

Como ITp,q = Ip,q, segue queA ∈ O(p, q)⇒ Ip,q = (AT Ip,qA)
T = AT Ip,qA = AT Ip,q(A

T )T ⇒

AT ∈ O(p, q), assim vemos que O(p, q) é fechado para a transposição.

Denotando por Aα o vetor coluna correspondente a α-ésima coluna da matriz A ∈

O(p, q), o que básicamente diferencia SO(p, q) do conjunto das matizes ortonormais usual

é que podemos ter matrizes ortonormais com relação a Qp,q tal que Qp,q(Aα) = −1. O

subgrupo SO(p, q) tem duas componentes conexas, denotemos por SO+(p, q) = SOo(p, q)

a componente conexa do elemento neutro (identidade), considerando o caso p = 1 e q = n

e denotando

ΛP =

(
1 0

0 −I1,n

)
e ΛT = −I1,n =

(
−1 0

0 In

)
,

temos O(1, n) escrito como união disjunta de suas componentes conexas

O(1, n) = SO+(1, n)
⋃

ΛPSO
+(1, n)

⋃
ΛTSO

+(1, n)
⋃

ΛPΛTSO
+(1, n),

e temos a decomposição de SO(1, n)

SO(1, n) = SO+(1, n)
⋃

ΛPΛTSO
+(1, n),

vamos mostrar que de fato se A = (aij) ∈ SO+(1, n), então temos a11 ≥ 1.

A partir de agora trabalharemos apenas com o caso p = 1 e q = n, e mais especifica-

mente com o grupo de Lie SO+(1, n) com álgebra de Lie denotada por so(1, n), que é a

álgebra de Lie de O(1, n). Tomando uma curva diferenciável A : R → O(1, n) satisfazendo

A(0) = I. Pela definio de O(1, n), temos

A(t)T I1,nA(t) = I1,n ⇒ A(t)T I1,n = I1,nA(t)
−1, ∀t ∈ R,
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assim podemos obter o vetor tangente no elemento neutro calculando
d

dt

∣∣∣
t=0
A(t), segue

que

d

dt

∣∣∣
t=0
A(t) = −I1,n

( d
dt

∣∣∣
t=0
A(t)

)T
I1,n,

resolvendo esta equação obtemos
d

dt

∣∣∣
t=0
A(t) ∈ Te(O(1, n)) = so(1, n), e a seguinte carac-

terização

so(1, n) =

{(
0 uT

u D

)
| u ∈ Rn =Mn×1(R) , D = −DT

}
. (7.3)

Denotando

t =

{(
0 0

0 D

)
| D = −DT

}
, e p =

{(
0 uT

u 0

)
| u ∈ Rn =Mn×1(R)

}
,

obtemos a decomposição de Cartan so(1, n) = t ⊕ p, onde t é uma subalgebra e p é

um subespaço vetorial. Em termos do automorfismo involutivo θ : so(1, n) → so(1, n),

θ : A→ −AT , podemos escrever so(1, n) como soma de autoespaços de θ

t = {A ∈ so(1, n) | θ(A) = A} e p = {A ∈ so(1, n) | θ(A) = −A},

temos as seguintes relações para o colchete

[t, t] ⊆ t, [t, p] ⊆ p, [p, p] ⊆ t, (7.4)

a subalgebra t é isomorfa a álgebra so(n), e o subespaço p se identifica de maneira na-

tural com o Rn. Pelo teorema 3.24, existe um difeomorfismo K × p → SO+(1, n) dado

por (k,X) → k exp(X), onde K = 〈exp(t)〉 = SO(n), o que nos fornece a decomposição

SO+(1, n) = K exp(p).

Consideremos os seguintes fatos:

• Existem isomorfismos Φ: SO(n) → K = 〈exp(t)〉 e σ : Rn → p, tal que

Φ(B) =

(
1 0

0 B

)
, ∀B ∈ SO(n), e σ(v) =

(
0 vT

v 0

)
, ∀v ∈ Rn;

• Como K = 〈exp(t)〉 e [t, p] ⊆ p, temos que Ad(k)p ⊆ p, ∀k ∈ K.

Assim, podemos definir a ação deK em p por (Φ(B), σ(v)) → Ad(Φ(B))σ(v) = Φ(B)σ(v)Φ(B)−1 =

Φ(B)σ(v)Φ(BT ), pois B−1 = BT . Temos

(Φ(B), σ(v)) → Φ(B)σ(v)Φ(BT ) =

(
0 (Bv)T

Bv 0

)
= σ(Bv), (7.5)

Agora, dado A ∈ SO+(1, n) = K exp(p), temos A = Φ(B) exp(σ(v)), com B ∈ SO(n)

e v ∈ Rn. Observe que exp: so(n) → SO(n) é sobrejetora (ver [14], página 24), assim

temos
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Φ(B) = Φ(exp(Z)) = exp(dΦeZ), para algum Z ∈ so(n).

Pela transitividade da ação de SO(n) em Sn−1, existe g = Φ(Q) ∈ K, tal que

Ad(g)σ(e1) = σ(Qe1) = σ( v
||v||

).

Denotando α = ||v||, temos A = Φ(B) exp(Ad(g)σ(αe1)). Observamos agora que

exp(σ(αe1)) =




cosh(α) senh(α) 0 . . . 0

senh(α) cosh(α)
...

0 1
...

. . .
...

0 . . . . . . 1



.

Segue que

A = (aij) = Φ(B) exp(Ad(Φ(Q))σ(αe1)) = Φ(B)Φ(Q) exp(σ(αe1))Φ(Q
T ),

como

Φ(B)Φ(Q) = Φ(BQ) =

(
1 0

0 BQ

)
, e Φ(QT ) =

(
1 0

0 QT

)
,

segue da expressão de exp(σ(αe1)) que a11 = cosh(α) ≥ 1, temos a seguinte proposição

Proposição 7.1 Todo elemento A = (aij) ∈ SO+(1, n) pode ser escrito da forma

A = (aij) = Φ(BQ) exp(σ(αe1))Φ(Q
T ), com a11 ≥ 1, (7.6)

onde Φ: SO(n) → K = 〈exp(t)〉 e σ : Rn → p, são isomorfismos tais que

Φ(B) =

(
1 0

0 B

)
, ∀B ∈ SO(n), e σ(v) =

(
0 vT

v 0

)
, ∀v ∈ Rn.

Demonstração. Segue diretamente dos comentários anteriores.

7.2 O homomorfismo entre SL(2,C) e SO+(1, 3)

Nesta seção vamos construir um homomorfismo entre os grupos de Lie SL(2,C) e SO+(1, 3),

o que nos fornecerá um isomorfismo sobre R entre as álgebras de Lie sl(2,C) e so(1, 3).

Posteriormente vamos estudar a geometria da variedade complexa subjacente ao grupo

de Lie SL(2,C) utilizando esse isomorfismo entre álgebras de Lie reais.
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O grupo de Lie SL(2,C) é recobrimento duplo de SO+(1, 3) quando visto como grupo

de Lie real, isto é, existe um homomorfismo de grupos de Lie ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3)

sobrejetor, tal que SL(2,C)/Ker(ϕ) ≃ SO+(1, 3), onde Ker(ϕ) = {±I}. Vamos exibir

expĺıcitamente este homomorfismo.

Consideremos o isomorfismo linear h entre o espaço R1,3 e H(2), espaço das matrizes

Hermitianas de ordem 2× 2, definido por

h : (t, x, y, z) →

(
t+ x y − iz

y + iz t− x

)
,

cuja a inversa é

h−1 :

(
a b

c d

)
→ 1

2
(a+ d, c+ c̄, i(c̄− c), a− d)

Pela definição de h, ∀v ∈ R1,3, h(v)∗ = h(v)
T
= h(v) (auto-adjunta). Agora, para

toda matriz A ∈ SL(2,C), definamos lA : H(2) → H(2) por lA : S → ASA∗, obtemos

assim uma ação de SL(2,C) em H(2), tal que (A, S) → lA(S). Utilizando a bijeção linear

h, podemos definir o mapa ϕA = h ◦ lA ◦ h−1 : R1,3 → R1,3, A ∈ SL(2,C). De fato, temos

uma ação de SL(2,C) em R1,3, definida por (A, v) → ϕA(v).

Proposição 7.2 Para todo A ∈ SL(2,C), temos que ϕA : R
1,3 → R1,3 é isometria de

Q1,3.

Demonstração. Dado v ∈ R1,3, temos Q1,3(v, v) = det(h(v)). Assim, dado A ∈ SL(2,C)

segue que Q1,3(ϕA(v), ϕA(v)) = det((h ◦ϕA)(v)), pela definição de ϕA e considerando que

det(A) = 1, temos

Q1,3(ϕA(v), ϕA(v)) = det(Ah(v)A∗) = det(h(v)) = Q1,3(v, v).

Assim, ϕA é isometria de Q1,3.

Agora, dados A,B ∈ SL(2,C) e S ∈ H(2), temos

lAB(S) = (AB)S(AB)∗ = A(BSB∗)A∗ = lA(BSB
∗) = (lA ◦ lB)(S),

segue que

ϕAB = h−1 ◦ lAB ◦ h = h−1 ◦ lA ◦ lB ◦ h⇒ ϕAB = (h−1 ◦ lA ◦ h)(h−1 ◦ lB ◦ h) = ϕA ◦ ϕB,

segue que ϕAB = ϕA ◦ ϕB ⇒ ϕ é um homomorfismo. Além disso, ϕ é cont́ınuo por cons-

trução.

Seja A ∈ SL(2,C), pela decomposição de Schur existe uma matriz B (BB∗ = I), tal

que
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A = B

(
a b

0 a−1

)
B∗,

tomando uma curva α : [0, 1] → C∗, satisfazendo α(0) = 1 e α(1) = a, e uma curva

β : [0, 1] → C, satisfazendo β(0) = 0 e β(1) = b, obtemos uma curva em SL(2,C) definida

por

Λ(t) = B

(
α(t) β(t)

0 α(t)−1

)
B∗,

de modo que Λ(0) = I e Λ(1) = A ⇒ SL(2,C) é conexo por caminnhos, e portanto

conexo. Assim, o homomorfismo ϕ leva SL(2,C) em um subgrupo conexo de SO+(1, 3).

Nosso objetivo agora é mostrar que o homomorfismo ϕ é de fato sobrejetor e Ker(ϕ) =

{±I}.

Proposição 7.3 O homomorfismo, ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3), é sobrejetor e seu núcleo

é {I,−I}.

Demonstração. Pela proposição 7.1 da seção anterior, o grupo SO+(1, 3) é gerado por

matrizes da forma
(

1 0

0 P

)
, onde P ∈ SO(3),

e matrizes da forma



cosh(α) senh(α) 0 0

senh(α) cosh(α) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


.

Assim, nosso trabalho é mostrar que os geradores possuem pré-imagem em SL(2,C). Para

matrizes geradoras do segundo tipo, os elementos da forma
(
e

1
2
α 0

0 e−
1
2
α

)
,

são pré-imagem. Para matrizes do primeiro tipo, recordemos que o grupo dos quatérnions

unitários S3
H, pode ser identificado com o grupo SU(2) das matrizes unitárias especiais

através do mapa

a1 + bi+ cj + dk →

(
a+ ib c+ id

−c+ id a− ib

)
,

88



com a, b, c, d ∈ R e a2 + b2 + c2 + d2 = 1. A álgebra dos quatérnions H, é a algebra real

das matrizes acima, sem a restrição a2 + b2 + c2 + d2 = 1 e R3 pode ser mergulhado em

H identificando seus elementos com os quatérnions puros, isto é, quando a = 0. Podemos

escrever
(

ib c+ id

−c+ id −ib

)
= i

(
b d− ic

d+ ic −b

)
= ih(0, b, d, c),

onde h : R1,3 → H(2) é o isomorfismo linear definido anteriormente.

Assim, temos uma ação por isometrias de SU(2) = S3
H em R3 →֒ H, (g,X) → gXg,

observando que se q ∈ SU(2) = S3
H ⇒ q = q−1, onde q = a1 − bi − cj − dk para

q = a1 + bi + cj + dk. Obtemos assim um homomorfismo sobrejetor ρ : SU(2) → SO(3)

com ker(ρ) = {I,−I}.

Sendo A =

(
1 0T

0 P

)
uma isometria de R1,3 que fixa a primeira coordenada, como

R1,3 = H(2), existe g ∈ SU(2) = S3
H, g

∗ = g, tal que h−1(gh(X)g) = AX, ∀X ∈ R1,3 ⇒

ϕg = h−1 ◦ lg ◦ h = A⇒ ϕ é sobrejetora.

Suponha agora que ϕg = I ⇒ gSg∗ = S, ∀S ∈ R1,3 = H(2), em partidular para

S = I ⇒ gg∗ = I ⇒ g ∈ SU(2). Assim, gS = Sg para todo S ∈ R1,3, tomando

S =

(
t+ x 0

0 t− x

)
,

com t+ x 6= t− x⇒ g é diagonal e unitária ⇒ g = ±I.

Obtemos assim um homomorfismo cont́ınuo, e portanto diferenciável, ϕ : SL(2,C) →

SO(1, 3). Como ker(ϕ) = {±I}, temos um isomorfismo ϕ∗ : sl(2,C) → so(1, 3). Em

termos dos geradores dos grupos SO(1, 3) e SL(2,C), temos a seguinte correspondência

definida por ϕ

ϕ :

(
cosh( θ

2
) senh( θ

2
)

senh( θ
2
) cosh( θ

2
)

)
→




cosh(θ) senh(θ) 0 0

senh(θ) cosh(θ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


,

ϕ :

(
cosh( θ

2
) isenh( θ

2
)

−isenh( θ
2
) cosh( θ

2
)

)
→




cosh(θ) 0 senh(θ) 0

0 1 0 0

senh(θ) 0 cosh(θ) 0

0 0 0 1


,
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ϕ :

(
e

θ
2 0

0 e−
θ
2

)
→




cosh(θ) 0 0 senh(θ)

0 1 0 0

0 0 1 0

senh(θ) 0 0 cosh(θ)


,

ϕ :

(
e

iθ
2 0

0 e−
iθ
2

)
→




1 0 0 0

0 cos(θ) −sen(θ) 0

0 sen(θ) cos(θ) 0

0 0 0 1


,

ϕ :

(
cos( θ

2
) −sen( θ

2
)

sen( θ
2
) cos( θ

2
)

)
→




1 0 0 0

0 cos(θ) 0 sen(θ)

0 0 1 0

0 −sen(θ) 0 cos(θ)


,

ϕ :

(
cos( θ

2
) isen( θ

2
)

isen( θ
2
) cos( θ

2
)

)
→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 cos(θ) −sen(θ)

0 0 sen(θ) cos(θ)


.

Este homorfismo nos permitirá estudar propriedades geométricas da variedade com-

plexa subjacente ao grupo de Lie SL(2,C), munida da estrutura complexa invariante

canônica da álgebra de Lie sl(2,C).
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CAPÍTULO 8

CURVATURAS EM SL(2,C)

Nosso objetivo nesse caṕıtulo é explorar os conceitos de curvatura holomorfa e J0-curvatura

de Ricci no grupo de Lie SL(2,C), utilizando a identificação de sua álgebra de Lie sl(2,C)

com a álgebra de Lie so(1, 3) do grupo SO+(1, 3). Começamos estudando as caracteŕısticas

algébricas da álgebra de Lie so(1, 3) e em seguida estudando a conexão de Levi-Civita de

uma métrica invariante à esquerda fixada.

8.1 Preliminares algébricas em so(1, 3)

Como visto na seção anterior, o grupo O(1, 3) tem quatro componentes conexas, a com-

ponente conexa da identidade do grupo de Lorentz O(1, 3)o é denotado por SO+(1, 3),

assim temos que Lie(O(1, 3)) = so(1, 3), observando que

SO(1, 3) = {A ∈ O(1, 3) | det(A) = 1},

e que o grupo SO+(1, 3) pode ser visto como

SO+(1, 3) = {A = (aij) ∈ SO(1, 3) | a11 ≥ 1}.

De acordo com (7.3), a álgebra de Lie de SO+(1, 3) é caracterizada da seguinte forma

so(1, 3) =

{(
0 uT

u D

)
| u ∈ R3 , D = −DT

}
,

assim, se A ∈ so(1, 3), então

A =




0 a b c

a 0 d e

b −d 0 f

c −e −f 0



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onde a, b, c, d, e, f ∈ R. Temos que SO+(1, 3) = 〈exp(so(1, 3))〉.

Como visto, SL(2,C) é recobrimento duplo de SO+(1, 3), isto é, esxiste um homomor-

fismo de grupos de Lie ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3) sobrejetor, tal que SL(2,C)/Ker(ϕ) ≃

SO+(1, 3), ondeKer(ϕ) = {±I}. Assim, ϕ∗ : sl(2,C) → so(1, 3) é isomorfismo de álgebras

de Lie, onde sl(2,C) é vista como álgebra de Lie sobre R.

Tomando como base, sobre C, para sl(2,C)

Z1 =
1
2

(
0 1

1 0

)
, Z2 =

1
2

(
0 −1

1 0

)
, Z3 =

1
2

(
1 0

0 −1

)
,

temos a seguintes relações

[Z1, Z2] = Z3, [Z1, Z3] = Z2, [Z2, Z3] = Z1. (8.1)

Considerando o automorfismo J0 : sl(2,C) → sl(2,C), J0X = iX, ∀X ∈ sl(2,C),

segue que {Z1, Z2, Z3, J0Z1, J0Z2, J0Z3, } forma uma base de sl(2,C) como álgebra de

Lie sobre R. Para obter as relações de colchetes para sl(2,C) como álgebra de Lie sobre

R, basta observar que

J0[Zα, Zβ] = [J0Zα, Zβ] = [Zα, J0Zβ], ∀α, β ∈ {1, 2, 3}. (8.2)

Os grupos SL(2,C) e SO+(1, 3) são conexos, cada gerador de SO+(1, 3) se corresponde

através de ϕ com um gerador de SL(2,C). Do homomorfismo ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3)

segue que

ϕ∗ :
1
2

(
0 1

1 0

)
∈ sl(2,C) →




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 = E1 ∈ so(1, 3),

ϕ∗ :
1
2

(
0 −1

1 0

)
∈ sl(2,C) →




0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0


 = E2 ∈ so(1, 3),

ϕ∗ :
1
2

(
1 0

0 −1

)
∈ sl(2,C) →




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


 = E3 ∈ so(1, 3),
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ϕ∗ :
1
2

(
0 i

i 0

)
∈ sl(2,C) →




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


 = F4 ∈ so(1, 3),

ϕ∗ :
1
2

(
0 −i

i 0

)
∈ sl(2,C) →




0 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0


 = F5 ∈ so(1, 3),

ϕ∗ :
1
2

(
i 0

0 −i

)
∈ sl(2,C) →




0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0


 = F6 ∈ so(1, 3).

O conjunto {E1, E2, E3, F4, F5, F6} é uma base de so(1, 3), sobre R. Para encontrar

as relações de colchetes de so(1, 3), observamos que

[V,W ] = [ϕ∗X,ϕ∗Y ] = ϕ∗[X, Y ], ∀V,W ∈ so(1, 3), (8.3)

onde X, Y ∈ sl(2,C). Calcularemos todas as constantes de estrutura de so(1, 3) posteri-

ormente.

8.2 Métricas invariantes e estrutura complexa em

SO+(1, 3)

Primeiramente observamos que SL(2,C) é uma variedade complexa e que J0 definido an-

teriormente esta relacionado com uma estrutura quase complexa invariante a esquerda

na variedade real subjacente a SL(2,C) que denotamos por M6, isto é, uma estrutura

complexa na álgebra de Lie determina uma estrutura quase complexa no grupo de Lie

associado, e uma estrutura quase complexa em um grupo de Lie determina uma estrutura

complexa na álgebra de Lie. No caso SL(2,C) temos J0 integrável.

Como vamos trabalhar com tensores invariantes a esquerda, os estudos se seguem no

ńıvel da álgebra de Lie. Apartir do que foi estabelecido anteriormente, temos os seguintes

fatos:

• O automorfismo J0 : sl(2,C) → sl(2,C), J0X = iX com J2
0 = −I, define uma

estrutura complexa integrável em SL(2,C), visto como variedade real de dimensão

6, que denotaremos muitas vezes por M6.
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• Do isomomorfismo ϕ∗ : sl(2,C) → so(1, 3) segue que

1. ϕ∗ : Z1 → E1, ϕ∗ : Z2 → E2, ϕ∗ : Z3 → E3.

2. ϕ∗ : J0Z1 → F4, ϕ∗ : J0Z2 → F5, ϕ∗ : J0Z3 → F6.

Podemos definir J = ϕ∗ ◦ J0 ◦ ϕ
−1
∗ : so(1, 3) → so(1, 3), J2 = −I. Temos então que J

como uma estrutura complexa em so(1, 3), consequentemente temos uma estrutura quase

complexa invariante em SO+(1, 3). A estrutura complexa J induzida por J0 é integrável

porque J0 é integrável e J ◦ ϕ∗ = ϕ∗ ◦ J0. Além disso, temos que

F4 = JE1, F5 = JE2, F6 = JE3. (8.1)

Podemos então determinar as relações de colchetes de so(1, 3) via

J ◦ ϕ∗ = ϕ∗ ◦ J0 e [E1, E2] = E3, [E1, E3] = E2, [E2, E3] = E1 (8.2)

Apartir da base {E1, E2, E3, JE1, JE2, JE3} definimos um produto interno em

so(1, 3) que faz essa base ortonormal, isto é

〈., .〉 : so(1, 3)× so(1, 3) → R, 〈Eα, Eβ〉 = 〈JEα, JEβ〉 = δαβ. (8.3)

O produto interno 〈., .〉 em so(1, 3) define uma métrica Hermitiana invariante a es-

querda em SO+(1, 3), consequentemente uma métrica invariante a esquerda em SL(2,C)

via pullback ϕ∗〈., .〉. Neste caṕıtulo vamos estudar as curvaturas da métrica invariante

ϕ∗〈., .〉. Denotaremos sempre por ϕ∗〈., .〉 para enfatizar que este produto interno faz da

base dada pelos vetores eα = Eα, eα+3 = JEα, α = 1, 2, 3, uma base ortonormal.

Através da identificação de sl(2,C) com so(1, 3), podemos explorar as curvaturas holo-

morfas e J0-curvaturas de Ricci de SL(2,C) da conexão de Levi-Civita associada a métrica

invariante a esquerda ϕ∗〈., .〉 (ver (8.3)), visto que essas entidades geométricas dependem

da estrutura da álgebra de Lie.

8.3 Conexões e curvaturas em SO+(1, 3) e SL(2,C)

Seja ∇ a conexão de Levi-Civita da métrica invariante associada ao produto interno

definido anteriormente em (8.3). Utilizando a fórmula de Koszul

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉,

podemos então determinar∇ através das constantes de estrutura da álgebra de Lie so(1, 3)
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Para eα = Eα e eα+3 = JEα, α ∈ 1, 2, 3, obtemos

〈∇eαeβ, ek〉 =
1

2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α) , C
k
α,β = 〈[eα, eβ], ek〉. (8.1)

Assim temos

∇eαeβ =
∑

k

1

2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α)ek. (8.2)

Apartir das relações de colchete

[E1, E2] = E3, [E1, E3] = E2, [E2, E3] = E1,

e utilizando o fato de que J [X, Y ] = [JX, Y ] = [X, JY ], ∀X, Y ∈ so(1, 3), temos a

seguintes relações entre as constantes de estrutura,

± 1 = Ck
α,β = Ck+3

α,β+3 = Ck+3
α+3,β = −Ck

α+3,β+3, (8.3)

onde k, α, β ∈ {1, 2, 3}, com k 6= α, k 6= β, α 6= β,

0 = Ck+3
α+3,β+3 = Ck+3

α,β = Ck
α+3,β = Ck

α,β+3, (8.4)

0 = Ck+3
α+3,α = Cα

α+3,k+3 = Cα+3
α,k+3 = Cα

α,α, (8.5)

com k, α, β ∈ {1, 2, 3}. Lembrando que eα = Eα e eα+3 = JEα, α ∈ {1, 2, 3}, e

C l
i,j = 〈[ei, ej], el〉, i, i, l ∈ {1, . . . , 6}.

Utilizando (8.3), (8.4), (8.5) e (8.2), obtemos as seguintes fórmulas para a conexão

Proposição 8.1 A conexão de Levi-Civita ∇ da métrica que faz da base {eα} (eα = Eα

e eα+3 = JEα, α ∈ {1, 2, 3}) uma base ortonormal satisfaz as seguintes equações

∇eα+3eα = −∇eαeα+3 = 0. (8.6)

∇eαeβ =
1

2
(Ck

α,β − Cα
β,k + Cβ

k,α)ek = νkα,βek. (8.7)

∇eαeβ+3 =
1

2
(Ck+3

α,β+3 − Cα
β+3,k+3 + Cβ+3

k+3,α)ek+3 = νk+3
α,β+3ek+3. (8.8)

∇eα+3eβ =
1

2
(Ck+3

α+3,β − Cα+3
β,k+3 + Cβ

k+3,α+3)ek+3 = νk+3
α+3,βek+3. (8.9)

∇eα+3eβ+3 =
1

2
(Ck

α+3,β+3 − Cα+3
β+3,k + Cβ+3

k,α+3)ek = νkα+3,β+3ek, (8.10)

onde k, α, β ∈ {1, 2, 3}, com k 6= α, k 6= β, α 6= β. Observando que

ν li,j =
1

2
(C l

i,j − C i
j,l + Cj

l,i) (8.11)

para i, j, l = 1, 2, . . . , 6.
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Vamos agora estudar as curvaturas seccionais de SO+(1, 3), posterioemente analisare-

mos as curvaturas holomorfas de SL(2,C). Lembrando que para dois vetores ortonormais

X, Y a curvatura seccional do plano gerado por {X, Y } é dada por

K(X, Y ) = 〈R(X, Y )X, Y 〉, onde R(X, Y ) = ∇[X,Y ] − [∇X ,∇Y ],

A partir da decomposição de Cartan de so(1, 3) = t⊕ p, como

p = spanR{e1, e3, e5}, t = spanR{e2, e4, e6}, (8.12)

lembrando que eα = Eα e eα+3 = JEα, α ∈ 1, 2, 3, obtemos que Jt = p. Como o produto

interno foi fixado de modo que a base escolhida para so(1, 3) seja ortonormal, temos que

ad(X)∗ = ad(X)T , para todo X ∈ so(1, 3). Das relações de colchetes entre os elementos

da base, segue que

ad(u)∗ = ad(u)T = −ad(u), para todo u ∈ t,

da Proposição 5.16, temos que K(u, v) ≥ 0, para todo u ∈ t e v ∈ so(1, 3).

Utilizando as fórmulas para conexão (8.7), (8.8), (8.9) temos os seguintes resultados

para o tensor de curvatura

R(eα, eβ)eγ = 0, se α, β, γ ∈ {1, 3, 5}, com α 6= β, α 6= γ, β 6= γ, (8.13)

e além disso

R(eα, eβ)eα = −
7

4
eβ, se α, β ∈ {1, 3, 5}, com α 6= β. (8.14)

Tomando X, Y, Z ∈ p. Denotando X = Xαeα, Y = Y βeβ e Z = Zγeγ, para facilitar a

notação, de (8.13), (8.14), segue que

R(Xαeα, Y
βeβ)Z

γeγ = Y βXαZαR(eα, eβ)eα +XαY βZβR(eα, eβ)eβ

= Y βXαZαR(eα, eβ)eα −XαY βZβR(eβ, eα)eβ = −13
8
(〈X,Z〉Y βeβ − 〈Y, Z〉Xαeα

⇒ R(X, Y )Z = −7
4
(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X), para X, Y, Z ∈ p.

Logo,

K(X, Y ) = −7
4
, ∀X, Y ∈ p,

lembrando que p = spanR{e1, e3, e5}. Temos a seguinte proposição

Proposição 8.2 Considerando a decomposição so(1, 3) = t⊕ p, obtemos

K(u, v) ≥ 0, se u ∈ t e v ∈ so(1, 3), (8.15)

K(u, v) < 0, se u, v ∈ p. (8.16)
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Demonstração. Segue diretamente dos comentários anteriores.

Lembrando que a curvatura holomorfa em um campo X ∈ Γ(M), com (M,J) vari-

edade quase-complexa, é definida por H(X) = K(X, JX). Utilizando a indentificação

sl(2,C) = so(1, 3)J , onde (a + ib)X = aX + bJX, ∀X ∈ so(1, 3), do isomorfismo entre

sl(2,C) e so(1, 3), temos que t = ϕ∗(su(2)) e p = ϕ∗(s), onde sl(2,C) = su(2)⊕ s.

Fazendo o pullback da métrica 〈., .〉 (ver (8.3)) de SO+(1, 3), a proposição 8.2 nos

dá informações da curvatura holomorfa para elementos em su(2) e elementos de s da

variedade complexa SL(2,C) = (M6, J0).

Proposição 8.3 Considerando a métrica Hermitiana invariante a esquerda ϕ∗〈., .〉 em

sl(2,C) = su(2)⊕ s, temos

H(X) = K(X, J0X) ≥ 0, para todo X ∈ su(2) e X ∈ s,

Demonstração. Observando que Jt = p e Jp = t, da proposição 8.2, e das identi-

ficações t = ϕ∗(su(2)) e p = ϕ∗(s), segue o resultado.

Vamos agora estudar as J0-curvaturas de Ricci de SL(2,C) através da identificação de

sl(2,C) com so(1, 3), visto que as expressões da conexão de Levi-Civita da métrica ϕ∗〈., .〉

dependem apenas das constantes de estrutura da álgebra de Lie sl(2,C) que se corres-

pondem com as constantes de estrutura de so(1, 3)J através do isomorfismo ϕ. Sendo

assim, nossos estudos se seguem na álgebra de Lie so(1, 3) com a estruturas complexa

J = ϕ∗ ◦ J0 ◦ ϕ
−1
∗ .

Considerando a base ortonormal {eα}, onde eα = Eα e eα+3 = Eα+3 (ver (8.2)),

obtemos

rJ(X,X) = −
∑

α

〈JR(eα, X)JX, eα〉 =
∑

α

〈R(eα, X)JX, Jeα〉, (8.17)

para todo X ∈ so(1, 3). Denotando X =
∑

αXαeα, temos

rJ
(∑

β

Xβ,
∑

γ

Xγeγ

)
=
∑

α,β,γ

XβXγ〈R(eα, eβ)Jeγ, Jeα〉. (8.18)

Considerando i, j, k ∈ {1, 2, 3}, com i 6= j, i 6= k e j 6= k, utilizando as expressões da

proposição 8.1, temos

R(ei, ej)ek = R(ei+3, ej)ek = R(ei, ej+3)ek = R(ei, ej)ek+3 = 0

R(ei+3, ej+3)ek = R(ei, ej+3)ek+3 = R(ei+3, ej+3)ek+3 = 0.
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Assim a equação 8.18 fica da forma

∑

α,β,γ

XβXγ〈R(eα, eβ)Jeγ, Jeα〉 =
∑

α,β

XβXα〈R(eα, eβ)Jeα, Jeα〉+
∑

α,β

X2
β〈R(eα, eβ)Jeβ, Jeα〉.

(8.19)

Agora, se i, j ∈ {1, 2, 3}, com i 6= j, temos

R(ei, ej)Jei = ∗ej+3, R(ei+3, ej)Jei+3 = ∗ej+3,

R(ei, ej+3)Jei = ∗ej, R(ei+3, ej+3)Jei+3 = ∗ej,

onde ∗el denota um múltiplo escalar de el, assim obtemos

rJ(X,X) =
∑

α,β

X2
β〈R(eα, eβ)Jeβ, Jeα〉 =

∑

β

X2
βr

J(eβ, eβ), (8.20)

para todo X =
∑

β Xβeβ. Considerando a base {ϕ−1
∗ ei} de sl(2,C), ortonormal com

relação a ϕ∗〈., .〉, temos o seguinte resultado

Proposição 8.4 A J0-curvatura de Ricci da métrica invariante à esquerda ϕ∗〈., .〉 de

SL(2,C) é dada por

rJ0(X,X) =
∑

β X
2
βr

J0(ϕ−1
∗ eβ, ϕ

−1
∗ eβ),

para todo X =
∑

β Xβϕ
−1
∗ eβ ∈ sl(2,C).

Vamos agora determinar as expressões para a J-curvatura de Ricci na diração dos

elementos da base de so(1, 3). Sejam i, j, k ∈ {1, 2, 3}, com i 6= j, i 6= k e j 6= k,

utilizando as expressões para a conexão de Levi-Civita da proposição 8.1 e a definição

do tensor de curvatura obtemos

R(ei, ej)Jej = (±νi+3
kj+3 + νk+3

ij+3ν
i+3
jk+3)ei+3, (8.21)

R(ei+3, ej)Jej = (±νik+3j+3 + νki+3j+3ν
i
jk)ei, (8.22)

onde temos

±νi+3
kj+3 =





νi+3
kj+3 para i < j

−νi+3
kj+3 para i > j.

±νik+3j+3 =





νik+3j+3 para i < j

−νik+3j+3 para i > j.
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De maneira análoga obtemos

R(ei, ej+3)Jej+3 = (∓νi+3
k+3j − νkijν

i+3
j+3k)ei+3, (8.23)

R(ei+3, ej+3)Jej+3 = (±νikj − νki+3jν
i
j+3k)ei, (8.24)

onde temos

∓νi+3
k+3j =





νi+3
k+3j para i > j

−νi+3
k+3j para i < j.

±νikj =





νikj para i < j

−νikj para i > j.

Observamos que os sinais ± e ∓ surgem das relações de colchete de so(1, 3), já que para

i, j, k ∈ {1, 2, 3}, com i 6= j, i 6= k e j 6= k, temos [ei, ej] = ±ek e [ei+3, ej+3] = −[ei, ej] =

∓ek. Agora, considerando a correspondência entre as álgebras so(1, 3) e sl(2,C), e consi-

derando as equações 8.21, 8.22, 8.23 e 8.24, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 8.5 Considerando a base {ϕ−1
∗ ei} de sl(2,C), ortonormal com relação a

ϕ∗〈., .〉, para α, β, k ∈ {1, 2, 3} temos

rJ0(ϕ−1
∗ eβ, ϕ

−1
∗ eβ) =

∑

α 6=β

(±να+3
kβ+3 + νk+3

αβ+3ν
α+3
βk+3) −

∑

α 6=β

(±ναk+3β+3 + νkα+3β+3ν
α
βk), (8.25)

rJ0(ϕ−1
∗ eβ+3, ϕ

−1
∗ eβ+3) =

∑

α 6=β

(∓να+3
k+3β − νkαβν

α+3
β+3k)−

∑

α 6=β

(±ναkβ − νkα+3βν
α
β+3k), (8.26)

observando que nessas somas em α para cada α ∈ {1, 2, 3}\{β} temos k ∈ {1, 2, 3}\{α, β},
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CAPÍTULO 9

ESTRUTURA KÄHLER EM SL(2,C)

Neste caṕıtulo vamos estudar estruturas Kähler no grupo de Lie SL(2,C). Começamos

mostrando que o grupo de Lie SL(2,C), visto como variedade real M6 com a estrutura

complexa invariante canônica J0, não é variedade Kähler para nenhuma métrica Hermiti-

ana invariante à esquerda. Posteriormente provaremos que SL(2,C) admite uma estrutura

pseudo-Kähler invariante pelo seu subgrupo compacto SU(2).

9.1 2-forma Kähler em SL(2,C)

Primeiramente vamos estudar a 2-forma Kähler associada a estrutura complexa J =

ϕ∗ ◦ J0 ◦ ϕ
−1
∗ . Considerando eα = Eα, e eα+3 = JEα, com α ∈ {1, 2, 3}, temos {e∗α} base

dual de {eα}. Pela definição da 2-forma Kähler ω associada a uma métrica Hermitiana

invariante à esquerda 〈., .〉

ω(X, Y ) = 〈X, JY 〉, ∀X, Y ∈ so(1, 3).

Em termos da base {e∗α}, temos a seguinte expressão para ω

ω =
3∑

α=1

ωα,α+3e
∗
α ∧ e∗α+3, (9.1)

onde ωα,α+3 = ω(eα, eα+3) = −〈eα, eα〉 = −1.

Calculando a diferencial exterior de ω obtemos

3dω(X, Y, Z) = −(ω([X, Y ], Z) + ω([Z,X], Y ) + ω([Y, Z], X)), (9.2)

pois, W (〈V, U〉) = 0 ⇒ W (ω(U, V )) = 0, ∀W,V, U ∈ so(1, 3). Temos então
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3dω(JX, Y, Z) = −(ω([JX, Y ], Z) + ω([Z, JX], Y ) + ω([Y, Z], JX))

= −(〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉).

Assim, pela fórmula de Koszul ((5.8), seção 5.3)

dω(JX, Y, Z) = −
2

3
〈∇XY, Z〉. (9.3)

Observamos que a equação (9.3) vale no contexto geral de um grupo de Lie G com

uma estrutura complexa invariante à esquerda J e métrica Hermitiana 〈., .〉 invariante

à esquerda. Podemos então estabelecer o seguintes resultados acerca de grupos de Lie

compactos e grupos de Lie semi-simples.

Proposição 9.1 Seja G um grupo de Lie compacto com álgebra de Lie g e uma estrutura

complexa invariante a esquerda J . Se G admite uma métrica Kähler bi-invariante, então

g é abeliana.

Demonstração. Suponhamos que G admita uma métrica Kähler bi-invariante. Consi-

deremos os seguintes fatos:

• Pela fórmula de Koszul segue que

∇X = 1
2
ad(X), ∀X ∈ g.

• Como NJ ≡ 0 ⇒ ad(X) ◦J = J ◦ad(X), ∀X ∈ g, pela fórmula (9.3) segue que para

todo X, Y, Z ∈ g

dω(JX, Y, Z) = −2
3
〈∇XY, Z〉 = −1

3
〈ad(X)Y, Z〉 = −1

3
〈[X, Y ], Z〉,

mas G é Kähler (dω = 0) ⇒ 〈[X, Y ], Z〉 = 0, para todo X, Y e Z em g. Tomando uma

base ortonormal com relação a 〈., .〉 podemos mostrar que g é abeliana.

Proposição 9.2 Seja G um grupo de Lie semi-simples com uma estrutura complexa in-

variante à esquerda J . Então, G não admite uma métrica Kähler invariante à esquerda.

Demonstração. Seja 〈., .〉 uma métrica Hermitiana invariante à esquerda em G. Consi-

deremos ω a 2-forma Kähler associada. Se 〈., .〉 é métrica Kähler, temos que dω = 0, o

que implica que 〈., .〉 é flat. Assim, de pelo teorema 5.29 segue que 〈., .〉 não pode ser

flat, pois G possui álgebra de Lie semi-simples.

Como o grupo SL(2,C) é um grupo de Lie semi-simples temos o seguinte resultado.

Corolário 9.3 A variedade complexa SL(2,C) = (M6, J0) não admite um métrica Kähler

invariante à esquerda 〈., .〉.
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9.2 Ações de SO(3) no fibrado T ∗(SO(3))

Nesta seção estudaremos alguns resultados preliminares acerca do fibrado cotangente

T ∗(SO(3)). Nosso objetivo é verificar o fato de que T ∗(SO(3)) é de fato uma variedade

complexa, através de sua identificação com p× SO(3) e da correspondência p× SO(3) →

SO(1, 3). Utilizaremos a todo tempo a identificação de so(1, 3) = t ⊕ p complexificada

por J com sl(2,C), e além disso que p = Jt (ver 8.12, seção 8.3).

Considerando a identificação de sl(2,C) com so(1, 3)J , complexificada com a estrutura

complexa J = ϕ∗ ◦J0 ◦ϕ
−1
∗ induzida da estrutura canônica J0 de sl(2,C), podemos tomar

a decomposição da álgebra semi-simples real so(1, 3)

so(1, 3) = u⊕ Ju,

onde u = t é obtida da decomposição de Cartan de so(1, 3), observando que podemos

ver a involução de Cartan como uma conjugação θ : so(1, 3)J → so(1, 3)J . É claro que

u é invariante pela involução θ, esse automorfismo é 1 em t e -1 em p, lembrando que

θ(X) = −XT . Como duas conjugações em so(1, 3)J comutam entre si, temos que u é

invariante pela conjugação natural de so(1, 3)J , isto é X = X para X ∈ u

A subálgebra u é a forma real compacta de so(1, 3)J = sl(2,C) (ver [6], página 342)

como

t =

{(
0 0

0 D

)
| D = −DT

}
, e p =

{(
0 uT

u 0

)
| u ∈ R3 =M3×1(R)

}
,

temos Jp = t = so(3). Assim temos u = so(3)

Temos uma ação natural de SO(3) × SO(3) em SO+(1, 3), (g1, g2)x = g1xg
−1
2 . A

álgebra so(1, 3)J pode ser vista como a álgebra dos campos invariantes à direita, consi-

derando a forma de Cartan-Killing κ de so(1, 3)J , podemos identificar T ∗(SO(3)) com

Jt × SO(3), de modo que (JX, g) → α(JX,g), onde α(JX,g) é 1-forma em g, tal que

α(JX,g)(Rg)∗Y = κ(X, Y ), ∀Y ∈ so(3) = t. De maneira análoga, podemos utilizar a

métrica bi-invariante existente no grupo de Lie compacto SO(3) para trivializar o fibrado

T ∗(SO(3)), de modo que T ∗(SO(3)) = t × SO(3), e de maneira alternativa chegar na

identificação T ∗(SO(3)) = Jt× SO(3).

Como Jt = p, temos a identificação de p × SO(3) com T ∗(SO(3)), a partir disso

podemos definir uma ação de SO(3)× SO(3) em p× SO(3) = T ∗(SO(3)), de modo que

(g1, g2)(JX, x) → (Ad(g1)(JX), g1xg
−1
2 ).

103



Pelo item 3 do teorema 3.24, existe um difeomorfismo

f : p× SO(3) → SO(1, 3), tal que (JX, g) → eJXg,

a partir deste difeomorfismo, cada elemento Z ∈ so(1, 3) induz um campo em Jt×SO(3),

denotado por Z̃, tal que

Z̃(JX,g) = f−1
∗ (Lf(JX,g))∗Z, (9.1)

chamados campos canônicos. Assim, tomando uma base para so(1, 3) obtemos campos

globalmente definidos da forma (9.1) que não se anulam, segue que o fibrado tangente a

variedade T ∗(SO(3)) = Jt× SO(3) é trivial.

Proposição 9.4 O fibrado cotangente T ∗(SO(3)) = Jt × SO(3) é uma variedade com-

plexa.

Demonstração. Considerando a estrutura complexa invariante J induzida por SL(2,C)

em SO(1, 3), via isomorfismo de álgebras de Lie. Podemos definir

J̃(Z̃)(JX,g) = f−1
∗ (Lf(JX,g))∗JZ, ∀Z ∈ so(1, 3). (9.2)

Assim, temos que T ∗(SO(3)) é uma variedade complexa, com estrutura complexa J̃ .

Observamos que a definição de Z̃ respeita a complexificação so(1, 3)J = sl(2,C), de

modo que um elemento de Z ∈ so(1, 3)J define um campo complexo Z̃ em T ∗(SO(3)).

9.3 Forma pseudo-Kähler SU(2)-invariante em

SL(2,C)

A partir dos resultados estabelecidos na seção anterior, o diagrama abaixo esquematiza

as idéias a serem trabalhadas nessa seção com o objetivo de construir uma estrutura

pseudo-Kähler em SL(2,C). A principal referência para os resultados dessa seção é [9].

∧1,1(SL(2,C))C

π1

��

∧1,1(SO+(1, 3))C
ϕ∗

oo

π2

��

∧1,1(T ∗(SO(3)))C
(f−1)∗

oo

π3

��
SL(2,C)

ϕ // SO+(1, 3)
f−1

// T ∗(SO(3))

Onde πα, α = 1, 2, 3, são as projeções canônicas associadas às fibrações.

Primeiramente, Para (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)) denotemos p = eJX . Definamos o operador

Ap : so(1, 3)
J → so(1, 3)J , tal que Ap = ( I+Ad(p)

2
)−1, observando que Ad(p) não possui

autovalor -1. De fato, temos a seguinte caracterização para Jt× SO(3)
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Jt× SO(3) = {(JX, g) | nπ /∈ σ(ad(X)), n ∈ Z},

onde σ(ad(X)) é o conjunto dos autovalores (Espectro) de ad(X). Agora, considerando

que exp: Jt → G é não-singular quando ad(JX) não possui autovalores do tipo 2nπ, com

n ∈ Z, e que o produto (exp(JX), g) → exp(JX)g é isomorfismo quando Ad(eJX) não

possui autovalor -1 segue o resultado, mais detalhes em [9], página 599. Para o operador

Ap temos o seguinte lema que utilizaremos posteriormente.

Lema 9.5 O operador Ap, onde p = eJX , satisfaz a identidade

κ(Z,ApW ) = κ(Ad(p) ◦ ApZ,W )

Demonstração. Denotando Z ′ = ApZ e W ′ = ApW obtemos

κ(Z,ApW ) = κ(( I+Ad(p)
2

)Z ′,W ′) = 1
2
κ(Z ′,W ′) + 1

2
κ(Ad(p)Z ′,W ′),

κ(Ad(p) ◦ ApZ,W ) = κ(Ad(p)Z ′, ( I+Ad(p)
2

)W ′)

= 1
2
κ(Ad(p)Z ′,W ′) + 1

2
κ(Ad(p)Z ′, Ad(p)W ′).

Assim, da Ad-invariância da forma de Cartan-Killing segue que o resultado.

Consideremos agora a projeção canônica π : T ∗(SO(3)) → SO(3), podemos definir uma

1-forma λ em T ∗(SO(3)), tal que para todo α ∈ T ∗(SO(3)) e v ∈ Tα(T
∗(SO(3))), temos

λα(v) = α(π∗v) (ver [2], página 202).

Temos µ = dλ uma 2-forma fechada não-degenerada definida em T ∗(SO(3)) = Jt ×

SO(3), obtemos assim uma estrutura de variedade simplética na variedade Jt×SO(3). Da

identificação de T ∗(SO(3)) com J(t)×SO(3), dada uma curva (JX(t), gt) em J(t)×SO(3)

temos λ( d
dt

∣∣
t=o

(JX(t), gt)) = κ(X(0), d
dt

∣∣
t=0
gtg

−1
0 ). Considerando a ação de SO(3)×SO(3)

nos campos canônicos definida por (g1, g2)Z̃ = ˜Ad(g2)Z, pela Ad-invariância de κ segue

que λ é invariante. Estamos interessados em calcular λ(Z̃), sendo assim consideremos o

seguinte teorema que reune expressões convenientes para curvas associadas ao campo Z̃.

Teorema 9.6 Seja (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)), com p = eJX , e seja Z ∈ so(1, 3)J . Definimos

as seguintes curvas em T ∗(SO(3))

γJX,g,Z : t→ (log(petAp◦Ad(g)JIm(Z)), et(Ad(g)Z−Ap◦Ad(g)JIm(Z))g),

δJX,g,Z : t→ (1
2
(log2JX(pge

tZe−tZg−1p), p(t)−1pgetZ)),

onde logW = log é a inversa local da aplicação exponencial numa vizinhança de eW em

uma vizinhança de W em so(1, 3)J , e
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p(t) = exp(1
2
log2JX(pge

tZe−tZg−1p)).

Então temos d
dt

∣∣
t=0
γ = Z̃(JX,g), e δ é a curva integral de Z̃ iniciada em (JX, g).

Demonstração. Segue em [9], página 600.

De acordo com [9] a curva γ tem Z̃ como vetor tangente em (JX, g) mas o mesmo

não acontece em outros pontos da curva. Para (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)), com p = eJX , e

Z ∈ so(1, 3)J , pelo teorema 9.6 podemos escrever γ(t) = (JX(t), gtg), onde

(JX(t), gtg) = (log(petAp◦Ad(g)JIm(Z)), et(Ad(g)Z−Ap◦Ad(g)JIm(Z))g).

Considerando a identificação de T ∗(SO(3)) com Jt× SO(3), temos

λγ(0)(
d
dt

∣∣
t=0
γ(t)) = αγ(0)((Rg)∗

d
dt

∣∣
t=0
gt) = κ(X(0), d

dt

∣∣
t=0
gt),

como γ(0) = (JX, g), e além disso

d
dt

∣∣
t=0
γ(t) = Z̃(JX,g) e d

dt

∣∣
t=0
gt = Ad(g)Z − Ap ◦ Ad(g)JIm(Z),

temos

λ(Z̃)(JX,g) = κ(X,Ad(g)Z − Ap ◦ Ad(g)JIm(Z)).

Obtemos o seguinte resultado.

Proposição 9.7 Para todo (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)) e Z ∈ so(1, 3)J ,

λ(Z̃)(JX,g) = κ(X,Ad(g)Re(Z)).

Demonstração. Primeiramente observemos que Ad(p)X = X, visto que Ad(eJX) =

ead(JX), assim A−1
p X = (I+Ad(p))

2
X = X. Agora, pelo lema 9.5 temos

κ(X,Ap ◦ Ad(g)JIm(Z))) = κ(Ad(p) ◦ ApX,Ad(g)JIm(Z)),

como Ad(p) ◦ ApX = X, temos

κ(X,Ap ◦ Ad(g)JIm(Z))) = κ(X,Ad(g)JIm(Z))).

Assim, segue que

κ(X,Ad(g)Z − Ap ◦ Ad(g)JIm(Z)) = κ(X,Ad(g)Re(Z)),

como queriamos mostrar

Agora, novamente para (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)) denotemos p = eJX . Definamos o opera-

dor
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FJX : so(1, 3)J → so(1, 3)J , tal que FJX(Z) =
d

ds

∣∣∣
s=0

log(pesZ).

Pela pópria definição temos FJX = (logJX ◦Lp)∗, consideremos o seguinte teorema.

Teorema 9.8 (ver [7], página 185) Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Para

todo X ∈ g seja (exp)∗X a diferencial do mapa exponencial em X. Então

(exp)∗X = (LeX )∗ ◦
∑∞

n=0
(−1)n

(n+1)!
ad(X)n.

Em particular, o mapa (exp)∗X é bijetor se, e somente se, o endomorfismo ad(X) não

possui autovalores da forma 2nπi para n ∈ N.

Em uma vizinhança do elemento neutro, temos

I = (Lp−1◦Lp
)∗ = (Lp)

−1
∗ ◦ (exp)∗JX ◦ (logJX ◦Lp).

Como (Lp)
−1
∗ ◦ (exp)∗JX : g → g (considerando a identificação TJXg ∼= g), temos

I = (Lp−1 ◦ Lp)∗ = (Lp)
−1
∗ ◦ (exp)∗JX ◦ (logJX ◦Lp) =

∞∑

n=0

(−1)n

(n+ 1)!
ad(JX)n ◦ FJX , (9.1)

O operador FJX satisfaz a seguinte propriedade que utilizaremos posteriormente.

Lema 9.9 Seja (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)), denotemos p = eJX . O operador FJX satisfaz a

seguinte identidade

κ(X,FJXW ) = κ(X,W ),

para todo W ∈ so(1, 3)J .

Demonstração. Primeiro observamos que pela definição de FJX temos FJX(W ) = W

sempre que [X,W ] = 0. Denotando TZ =
∑∞

n=0
(−1)n

(n+1)!
ad(Z)n, para todo Z ∈ so(1, 3)J ,

pela associatividade de ad(JX) com relação a forma de Cartan-Killing segue

κ(T−JX(W ), Z) = κ(W,TJX(Z)),

para todo W,Z ∈ so(1, 3). Assim obtemos a seguinte igualdade

κ(X,FJXW ) = κ((T−JX ◦ F−JX)X,FJXW ) = κ(X, (TJX ◦ FJX)W ),

como (por (9.1)) (TJX ◦ FJX)W = W segue o resultado.

Consideremos agora o mapa φ : Jt × SO(3) → R, (JX, g) → κ(X,X), temos que φ é

invariante com relação a ação de SO(3)× SO(3) em Jt× SO(3), ou seja

φ((Ad(g1)(JX), g1xg
−1
2 )) = κ(Ad(g1)(X), Ad(g1)(X)) = κ(X,X),
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para (g1, g2) ∈ SO(3) × SO(3) e (JX, x) ∈ Jt × SO(3). Agora observamos que como

Jt × SO(3) é uma variedade complexa temos d = ∂ + ∂, onde ∂∂ = −∂∂, pois d2 = 0.

Definindo dc = i(∂ − ∂), temos ddc = 2i∂∂ = −dcd. Temos dcφ(Z̃) = J̃ Z̃(φ) = dφ(J̃ Z̃),

temos o seguinte resultado.

Teorema 9.10 Seja φ : Jt× SO(3) → R, o mapa SO(3)× SO(3)-invariante definido por

φ(JX, g) = κ(X,X), então 2λ = dcφ.

Demonstração. Calculando dcφ obtemos

dcφ(Z̃)(JX,g) = (J̃ Z̃(φ))(JX,g) =
d
dt

∣∣
t=0
φ(γJX,g,JZ)(t) =

2κ(−J d
dt

∣∣
t=0

log(petAp◦Ad(g)JIm(JZ)), X),

onde essa última igualdade segue da definição de φ e do teorema 9.6. Assim da definição

do operador FJX e considerando que Im(JZ) = Re(Z), segue que

2κ(−J d
dt

∣∣
t=0

log(petAp◦Ad(g)JIm(JZ)), X) = 2κ(FJX(Ap ◦ Ad(g)Re(Z)), X),

pelos lemas 9.5 e 9.9, temos

2κ(FJX(Ap ◦ Ad(g)Re(Z)), X) = 2κ(Ad(g)Re(Z), X),

pela proposição 9.7 temos 2κ(Ad(g)Re(Z), X) = 2λ(Z̃)(JX,g).

Temos o seguinte corolário.

Corolário 9.11 µ = dλ = 1
2
ddcφ = −i∂∂φ. A 2-forma µ = dλ é J̃-invariante, µ(J̃ Z̃, J̃W̃ ) =

µ(Z̃, W̃ ), para todo Z,W ∈ so(1, 3)J .

Demonstração. Como Jt × SO(3) é uma variedade complexa temos d = ∂ + ∂, onde

∂∂ = −∂∂, pois d2 = 0. Definindo dc = i(∂ − ∂), temos ddc = 2i∂∂ = −dcd. Assim, do

teorema 9.10 segue que dλ = 1
2
ddcφ = −i∂∂φ.

Vamos mostrar que ddcφ é J̃-invariante. Primeiro observamos que se α é uma 1-forma

sobre uma variedade, temos a seguinte fórmula para diferencial exterior

dα(X, Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X, Y ]). (9.2)

Assim, da formula para diferencial exterior e considerando que dcφ(Z̃) = J̃ Z̃(φ), obtemos

ddcφ(X, Y ) = X(dcφ(Y ))− Y (dcφ(X))− dcφ([X, Y ])

= X(dφ(J̃Y ))− Y (dφ(J̃X))− dφ(J̃ [X, Y ]),
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e por isso

ddcφ(J̃X, J̃Y ) = J̃X(dφ(−Y ))− J̃Y (dφ(−X))− dφ(J̃ [J̃X, J̃Y ])

= −J̃X(dφ(Y )) + J̃Y (dφ(X)) + dφ(J̃ [X, Y ]) = −dcdφ(X, Y ) = ddcφ(X, Y ),

assim temos µ = 1
2
ddcφ = −i∂∂φ J̃-invariante.

O seguinte teorema nos fornece uma expressão para a 2-forma µ, que será útil na hora

de mostrar a invariância por SU(2) da estrutura obtida em SL(2,C). Segue o resultado.

Teorema 9.12 Seja (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)) = Jt× SO(3), com p = eJX , temos

µ(Z̃, W̃ ) = Im(κ(EJX ◦ Ad(g)Z,Ad(g)W )) = Im(κ(EJAd(g)−1XZ,W )),

onde EJX = FJX ◦ Ad(p) ◦ Ap, e Z̃, W̃ são campos canônicos em T ∗(SO(3)).

Demonstração. A demonstração deste fato segue de (9.6), (9.7), da fórmula (9.2)

para diferencial exterior de 1-formas e de cálculos utilizando as seguintes propriedades

adicionais satisfeitas pelos operadores FJX , Ap e EJX :

• Ad(p) ◦ Ap = 2I − Ap;

• ad(JX) = FJX ◦ (I − Ad(p)−1);

• FJX ◦ Ap = FJX ◦ Ap, e temos κ((FJX ◦ Ap)Z,W ) = κ(Z, (FJX ◦ Ap)W ), para

Z,W ∈ so(1, 3)J ;

• Ad(p)−1 ◦ FJX = F−JX ;

• κ(Z, FJXW ) = κ(F−JXZ,W ), para todo Z,W ∈ so(1, 3)J .

A demonstração para estas propriedades podem ser encontradas em [9]. Faremos aqui

apenas a seguinte observação: Para campos canônicos Z̃ e W̃ em T ∗(SO(3)), no ponto

(JX, g) ∈ T ∗(SO(3)), denotando p = eJX , temos

µ(Z̃, W̃ )(JX,g) = dλ(Z̃, W̃ )(JX,g) = Z̃(λ(W̃ ))(JX,g) − W̃ (λ(Z̃))(JX,g) − λ([Z̃, W̃ ])(JX,g).

De acordo com [9], para cada fator do lado direito da última igualdade da equação acima

temos

Z̃(λ(W̃ ))(JX,g) = − i
4
κ(FJX ◦ Ap ◦ Ad(p)

−1 ◦ Ad(g)(Z − Z), Ad(g)(W +W ))

− i
4
κ(FJX ◦ (I − Ad(p)−1) ◦ Ad(g)(2Z), Ad(g)(W +W )),

−W̃ (λ(Z̃)) = i
4
κ(FJX ◦ Ap ◦ Ad(p) ◦ Ad(g)(Z + Z), Ad(g)(W −W ))
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+ i
4
κ(FJX ◦ Ad(p)−1 ◦ (I − Ad(p)) ◦ Ad(g)(Z + Z̃), Ad(g)(2W )),

−λ([Z̃, W̃ ]) = i
4
κ(FJX ◦ (I − Ad(p)−1) ◦ Ad(g)(Z), Ad(g)W )

+ i
4
κ(FJX ◦ (I − Ad(p)−1) ◦ Ad(g)(Z̃), Ad(g)W̃ ),

somando esses termos e utilizando as propriedades adicionais citadas acima satisfeitas

pelos operadores FJX , Ap e EJX chegamos na expressão

µ(Z̃, W̃ ) = Im(κ(EJX ◦ Ad(g)Z,Ad(g)W )) = Im(κ(EJAd(g)−1XZ,W )),

os detalhes dos cálculos omitidos aqui podem ser encontrados com detalhes em [9], página

605.

Para uma variedade complexa, uma 2-forma fechada não-degenerada, para qual a

estrutura complexa é uma isometria, fornece uma forma pseudo-Kähler. Assim, temos o

resultado

Teorema 9.13 µ = dλ = 1
2
ddcφ = −i∂∂φ é uma 2-forma fechada não-degenerada

SO(3) × SO(3)-invariante, J̃-invariante em T ∗(SO(3)) = Jt × SO(3). Além disso, para

A,B ∈ Tα(T
∗(SO(3))), α ∈ T ∗(SO(3)), temos

H(A,B) = µ(J̃A,B) + iµ(A,B),

uma estrutura pseudo-Kähler em T ∗(SO(3)).

Observamos que a parte real de H, Z̃, W̃ → µ(J̃ Z̃, W̃ ), é uma forma bilinear, não-

degenerada, J̃-invariante (não necessáriamente positiva definida) que determina uma

pseudo-métrica em T ∗(SO(3)), e a parte imaginária de H é a própria 2-forma µ.

Para os campos canônicos (9.1), do teorema 9.12 temos a seguinte a seguinte ex-

pressão

Teorema 9.14 A estrutura pseudo-Kähler associada a µ se expressa da seguinte forma

nos campos canônicos

H(Z̃, W̃ )(JX,g) = κ(EJX ◦ Ad(g)Z,Ad(g)W ) = κ(EJAd(g)−1XZ,W ),

onde (JX, g) ∈ T ∗(SO(3)).

Consideremos so(1, 3) como álgebra dos campos invariantes a esquerda, isto é, para

todo X ∈ so(1, 3) vale

Xg = (Lg)∗X, onde g ∈ SO+(1, 3) com Xe = X.
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Definição 9.15 Definimos a 2-forma ω em SO+(1, 3), tal que

ω(Zg,Wg) = µ(f−1
∗ (Lg)∗Z, f

−1
∗ (Lg)∗W ), (9.3)

onde f : Jt× SO(3) → SO+(1, 3) é o difeomorfismo associado a decomposição de Cartan

no ńıvel de grupo citado anteriormente.

Como cada elemento g ∈ SO+(1, 3) é da forma g = f(JX, k), com (JX, k) ∈ Jt ×

SO(3) = T ∗(SO(3)), segue que

ω(Zg,Wg) = µ(Z̃, W̃ )(JX,k), (9.4)

para g = f(JX, k) ∈ SO+(1, 3).

Pela definição 9.15 e corolário 9.11, temos a compatibilidade de ω com a estrutura

complexa invariante J , induzida de SL(2,C), isto é, para g = f(JX, k) ∈ SO+(1, 3)

ω(JZg, JWg) = µ(J̃ Z̃, J̃W̃ )(JX,k) = µ(Z̃, W̃ )(JX,k) = ω(Zg,Wg).

Obtemos assim uma 2-forma fechada em SO+(1, 3) que é J-invariante. Agora, dado

k ∈ SO+(1, 3), tal que k = f(0, k), assim

ω(Zk,Wk) = µ(Z̃, W̃ )(0,k),

pelo teorema 9.12

ω(Zk,Wk) = Im(κ(E0 ◦ Ad(k)Z,Ad(k)W )) = Im(κ(Ad(k)Z,Ad(k)W )),

pois JX = 0 ⇒ EJX = I. Como κ(Ad(k)Z,Ad(k)W )) = κ(Z,W ), temos

ω(Zk,Wk) = Im(κ(E0 ◦ Ad(k)Z,Ad(k)W )) = ω(Ze,We)

⇒ ω(Zk,Wk) = ω(Ze,We) = ω(Z,W ), com e = f(0, e) ∈ SO+(1, 3).

Temos o seguinte resultado

Teorema 9.16 Existe uma 2-forma fechada ω, compat́ıvel com a estrutura complexa J ,

SO(3)-invariante, não-degenerada que define uma estrutura pseudo-Kähler em SO+(1, 3),

isto é, para campos Z,W

h(Z,W ) = ω(JZ,W ) + iω(Z,W ),

é uma estrutura pseudo-Kähler, SO(3)-invariante em SO+(1, 3).

Através do homomorfismo ϕ : SL(2,C) → SO+(1, 3), constrúıdo no caṕıtulo 7, pode-

mos transferir a forma pseudo-Kähler de SO+(1, 3) para SL(2,C) via pullback. Definimos

a 2-forma fechada η em SL(2,C), tal que
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η(Vg, Ug) = ω(ϕ∗Vg, ϕ∗Ug), para todo g ∈ SL(2,C).

Considerando sl(2,C) como a álgebra dos campos invariantes a esquerda, para cada V ∈

sl(2,C), temos um campo ϕ∗(Lg)∗V = ϕ∗Vg em SO+(1, 3), temos ainda que ϕ∗(Lg)∗V =

(Lϕ(g))∗ϕ∗V . Como ϕ∗(su(2)) = t = so(3), se g = eX , com X ∈ su(2), segue que

η(Vg, Ug) = ω(ϕ∗Vg, ϕ∗Ug) = ω((Lϕ(g))∗ϕ∗V, (Lϕ(g))∗ϕ∗U),

para todo V, U ∈ sl(2,C). Mas, ϕ(g) = ϕ(eX) = eϕ∗X ∈ SO(3) ⇒ η(Vg, Ug) = η(V, U),

pois ω é SO(3)-invariante. Como SU(2) = 〈exp(su(2))〉, segue que η é SU(2)-invariante.

Para ver que η é compat́ıvel com a estrutura complexa canônica J0, observamos que

η(J0Vg, J0Ug) = ω((ϕ∗J0Vg), (ϕ∗J0Ug)).

Como a estrutura induzida em SO+(1, 3) é dada por J = ϕ∗ ◦ J0 ◦ ϕ−1
∗ , segue que

η(J0Vg, J0Ug) = η(Vg, Ug).

Dessas observações segue o corolário

Corolário 9.17 Existe uma 2-forma fechada η não-degenerada, compat́ıvel com J0, SU(2)-

invariante que define uma estrutura pseudo-Kähler em SL(2,C), isto é, para campos V, U

B(V, U) = η(J0V, U) + iη(V, U),

é uma estrutura pseudo-Kähler, SU(2)-invariante em SL(2,C).

A construção desta estrutura pseudo-Kähler através do pullback de estruturas geométricas

de T ∗(SO(3)) é semelhante a construção feita em [22], onde se investigam as estruturas

hiperkahler no fibrado cotangente de grupos de Lie complexos.
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