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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese aplicaremos a chamada Grupo-Anélise ao estudo de equagoes
diferenciais e a obtengao das suas solugoes exatas. A Grupo-Andlise (Group
Analysis) constitui-se na utilizagao da teoria dos Grupos Continuos de Trans-
formacoes na resolucao de problemas de Analise ou Equagoes Diferenciais e
¢ um método geralmente conhecido de descricao das simetrias dos modelos
matemadticos continuos. Essa abordagem é baseada na Teoria dos Grupos
Continuos de Transformacoes desenvolvido por Sophus Lie no fim do século
XIX e é, grosso modo, uma reuniao de idéias algébricas e geométricas com
idéias de anélise. O desenvolvimento intensivo da teoria dos grupos continuos
levou a criagao de uma nova vertente em Matematica: a Teoria dos Grupos e
das Algebras de Lie. Desde o infcio, os propositos de Lie eram os da criagao
de uma teoria completa sobre a integragao de equagoes diferenciais, mas todo
o seu trabalho, nos problemas de integracao, acabou sendo basicamente es-
quecido. Supoe-se que isso tenha sido causado pelo fato que seus métodos de
integracao desenvolvidos nao consistiam uma ferramenta matematica univer-
sal, no sentido que nem todos os sistemas de equacoes diferenciais possuiam
grupos nao triviais de transformacoes. Uma discussao sobre essa questao
pode ser encontrada em [25].

Posteriormente, o enfoque dado por Lie as equacoes diferenciais foi uti-
lizado por pesquisadores mais voltados as aplicacoes, uma vez que os modelos
usados em Fisica e Mecanica possuem, via de regra, simetrias bésicas de-
scritas por grupos de transformacoes. O conhecimento de tais grupos revela
consideraveis informacoes para o estudo do modelo matematico. Em particu-
lar, uma propriedade do grupo de transformagoes de um sistema de equagoes
diferenciais torna possivel distinguir classes de solucoes invariantes pela acao
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do grupo. A descoberta desses invariantes, além de ser um problema mais
simples de se resolver do que o de achar uma solugao geral, permite obter
novas solugoes a partir das ja conhecidas. Essa circunstancia adquire uma
importancia especial no estudo dos modelos nao lineares onde cada solucao
exata desempenha um papel relevante e onde os métodos da Grupo-Analise
atuam tao bem como efetivamente para os problemas lineares. Observa-
se ainda que, em contraste com os métodos tradicionais, estes nao usam
a linearizagao do modelo original. Acredita-se que a ampla pesquisa das
propriedades de grupos no conjunto dos modelos da Fisica-Matemética de-
senvolvidos na década de 1960 esta relacionada com essas circunstancias.

Contrariamente ao que se poderia pensar, a Grupo-Anélise nao se esgota
pelos seus métodos de construcao de solugoes especiais de um sistema de
equagoes diferenciais. Ja desde o inicio do século passado a conexao das
simetrias de um modelo matematico com leis de conservagao achou uma
formulagao construtiva na forma dos Teoremas de Nother. Como leis de
conservacao, na maioria das vezes, sao bases para a construcao de modelos
matematicos, os teoremas de Nother apontam para o papel fundamental que
as simetrias tém al. Destaca-se, a bem da verdade, que a consideracao das
simetrias foi fundamental e decisiva na criacao da Mecanica Quantica, na
teoria das particulas elementares e em outras dreas.

O problema que serd o principal objeto de estudo nesta tese se resume da
seguinte maneira:

Ph. Clement, D. de Figueiredo e E.Mitidieri introduziram, no funda-
mental artigo Quasilinear Elliptic Equations with Critical Exponents, [7], a
seguinte classe de equacoes diferenciais ordinarias quaselineares:

—(2y'|Py) =27 f(y) ,

onde a, 3 e v sdo numeros reais, z > 0, y = y(z) e f é uma fungado nao neg-
ativa. Nele os autores abordam tais equacoes usando técnicas variacionais,
e, entre outros resultados, obtiveram, em alguns casos, férmulas explicitas
para suas solugoes exatas. Fazem suposicoes basicas de relagoes entre os
parametros «, 3 e v para decidirem sobre a existéncia ou a nao existéncia de
solucoes quando essas relagoes sao, ou nao sao, verificadas.

Nesta tese abordamos a mesma classe de equagoes diferenciais acima
citada e, sob a otica das Simetrias de Lie, e em particular das que sao Sime-
trias de Nother dessas equacoes, justificamos a validade das relacoes entre os
parametros, por eles utilizadas, na obtengao das solugoes exatas das referidas



equacoes. Nesse sentido estabelecemos uma relacao entre as equacgoes difer-
enciais nao-lineares envolvendo expoentes criticos e suas simetrias de Nother.
Este € o principal resultado da tese. A concretizacao dessa relacao esta apre-
sentada nos capitulos a seguir. Acreditamos que tal relacao vale em contexto
mais geral do que o aqui considerado.

No capitulo 2 abordaremos o Problema de Liouville-Gelfand, caso parti-
cular do supra mencionado, que consiste em achar as solucoes de

—Au = X' em (),
u = 0 sobre 0,
u > 0 em (2,

considerando €2 a bola aberta no RY com centro na origem, raio R e onde \ é
um parametro real. Nele responderemos as indagacoes que surgem, natural-
mente, da relagao existente entre os parametros e a natureza do problema.

No cap{tulo 3, a generalizacao proposta sera analisada pela mesma metodo-
logia do capitulo 2 para quando as equagoes forem quaselineares, 3 Z# 0, com
f (z) geral e para o caso especifico f (x) = A\yP, sendo p um niimero positivo.
Apés os calculos das simetrias e da analise das que sao de Nother obtemos
os teoremas que fornecem um caminho para a obtencao das solugoes exatas,
inclusive para o caso semilinear, 5 =0, e f (z) geral.

No Capftulo 4 iremos provar um teorema, conjectura proposta por E. Mi-
tidieri, sobre a forma que as simetrias de um sistema de equacoes diferenciais
de Lane-Emden assumem. Como metodologia usaremos uma generalizagao,
para sistemas, do processo de obtencao das simetrias, quando elas existem.

No apéndice A sao apresentados alguns elementos basicos da Teoria de
Lie, relagoes que permitem o calculo das simetrias, tanto para as equagoes
como para o sistema, além de um exemplo da aplicacao do método com todos
os detalhes: desde a obtencao das simetrias, das mudancas de variaveis até
a solucao exata da equacao.

No apéndice B apresentamos o Lema de Lagrange, usado para o calculo
das simetrias de Nother.

Mais detalhes introdutérios sobre os assuntos a serem abordados serao
dados nos inicios de cada capftulo.

Devemos ressaltar que estaremos chamando as Simetrias de pontos de
Lie, ou ainda Simetrias pontuais de Lie, (Lie point Symmetries), de, sim-
plesmente, Simetrias de Lie durante todo o desenvolvimento desse trabalho.

Em conclusao gostarfamos de destacar que, apesar de a Grupo-Analise ter
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sido muito til na resolucao de uma grande variedade de problemas, inclusive
os acima propostos, outros problemas mais recentes da Fisica-Matemética
apresentaram, por essa metodologia, uma série de questoes que nao encon-
travam solucao dentro da Teoria de Lie. Outras transformacoes, mais gerais
que aquelas de carater pontual, e que preservavam equacoes diferenciais,
foram encontradas. Para uma melhor iteracdo com essas outras simetrias

vide [30].



Capitulo 2

O Problema de
Liouville-Gelfand

2.1 Introducao

Considere 2 a bola aberta no RV com centro na origem e raio R. O problema
de achar as solugoes de

—Au = Xe* em(Q,
u = 0 sobre 09, (2.1)
u > 0 em (2,

onde A é um parametro real, é chamado de O Problema de Liouville-Gelfand.
Ele foi estudado por Liouville [17] que achou solugdes explfcitas em dimensao
N =1, e também, no caso N = 2, a solugao geral de(2.1) em termos de uma
fungdo harmonica arbitréria. Posteriormente Bratu [5] achou duas solugoes
explicitas de (2.1) quando 0 < XA < 2/R? e N = 2. O resultado significativo
seguinte foi obtido por Gelfand em [10] que considerou, entre outras coisas, o
problema de auto ignicao térmica de uma mistura ativa de gases no plano e
em vasos cilindricos e esféricos. Em particular, quando N = 3, ele pesquisou
os valores de A\ para os quais o problema tinha uma solucao e estudou a
multiplicidade de tais solucoes.

Pode-se notar que se A < 0 ou se A > \*, para uma certa constante pos-
itiva A\*, nao hé solucdo para o problema (2.1). Ainda mais, pelo conhecido
resultado devido a Gidas, Ni e Nirenberg, se uma solucao existe, entao ela
deve ter simetria radial. Desse modo o problema em questao pode ser re-

9



10 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE LIOUVILLE-GELFAND

duzido ao caso da solucao da equagao diferencial ordinaria abaixo

( N -1
y" - y =Xe¥ em (0,R),
T
v (0)=y(R)=0. (22)
(y>0em [0,R) |,

onde x > 0 é norma Euclidiana de um vetor no RY e y = y (x) é uma funcio
radial em 2. Posto dessa forma, o problema se torna mais abordavel e sugere
uma das possiveis generalizagoes do Problema de Liouville-Gelfand, a saber:
existe uma classe de operadores radiais quase lineares dados por

/
Ly =— (:v“ Iy’lﬁy’> 7 (2.3)

considerados em [7] e, em cuja defini¢ao, os parametros «, 3 e vy sdo nimeros
reais que safisfazem algumas relagoes que serao especificadas brevemente.
Observa-se ainda que esta classe contém os seguintes operadores que agem
sobre funcoes radiais definidas em (2 :

1) Operador de Laplace se a =y=N -1, 5 =0;
2) Operador p—Laplace se a =y=N -1, =p— 2;
3) Operador k—Hessianose « = N —k ,vy=N—-1,=k—1.

Clement, de Figueiredo e Mitidieri propuseram, em [7], a seguinte gene-
ralizacao de (2.2) em termos de L :

( /
- (xa |y’|ﬁy’> =A"e¥ em (0,R) ,

y (0)=y(R)=0, (2.4)

[ y>0em [0,R),

onde
a—0F—-1=0, >—-1, v>—1. (2.5)

Eles acharam a constante A\* acima mencionada, provaram que existe uma
tnica solugao de (2.4) quando A = \* e que existem exatamente duas solugoes
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se 0 < A < A*. Mais ainda, usando o método das primeiras integrais, deter-
minaram as formas explicitas dessas solucoes.

A relagdo a = [ + 1 foi essencialmente usada em [7]. Ela corresponde
ao caso chamado Caso de Pohozaev-Trudinger e esta relacionada com a
perda da compacidade do tipo exponencial de certos mergulhos. Neste
capftulo pretende-se responder as indagacoes que naturalmente podem apare-
cer quanto a relacao entre a condicao @ = 3 4+ 1 e a natureza do problema
(2.4), clarificar o contexto em que ela aparece e responder porqué foi pos-
sivel achar as solucoes explicitamente. Para esse propodsito o problema sera
abordado sob o ponto de vista da Teoria das Simetrias de pontos de Lie para
equagoes diferenciais .

A estratégia a ser adotada sera a seguinte: calcular o Grupo de Simetrias
ou, simplesmente, as Simetrias de Lie de (2.4),Teoremas 2.1 e 2.2. Depois
disso buscar, entre elas, aquelas que sao Simetrias de Nother. Com isso
provamos o principal resultado desse capftulo, o Teorema 2.6, que afirma
que uma Simetria de Lie do problema (2.4) é uma Simetria de Nother se,
e somente se, a = [+ 1. De posse da Simetria de Nother determina-se
uma das primeiras integrais usadas em [7] e da qual imediatamente se obtém
as solucoes da equacao diferencial desejada sem o uso de outras primeiras
integrais. Nesse sentido mostramos que as solugoes explfcitas podem ser
obtidas por técnicas envolvendo simetrias e que os varios teoremas estao
relacionados nos casos dos expoentes criticos.

Nos pardgrafos 2.2 e 2.3 serao calculadas as simetrias de (2.4) nos casos
G # 0e [ = 0, quaselinear e semilinear respectivamente. No paragrafo
2.4, de acordo com as Simetrias de Nother, serao encontradas uma primeira
integral e depois a solugao exata. Finalmente, em 2.5, é feita uma breve
discussao sobre o caso particular N = 2.

Os resultados deste capitulo foram publicados em [2].

2.2 As Simetrias de Lie: caso quasilinear

Vamos calcular as Simetrias de Lie de (2.4) com as condigoes

6>—-1,08#0evy>—1. (2.6)
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Recordando que as Simetrias de Lie sao determinadas pelos seus geradores
infinitesimais
ox

precisamos calcular as fungoes  := £ (x,y) e n := n(z,y) que as definem.
Para tanto reescrevemos a equagao (2.4) na forma

Xzf(x,y)ng??(w,y)a%’ (2.7)

" a Yy A

Y :_ﬁ—l-l;_ﬁ—l—lxv_a |y/|*ﬁey =w(z,y,y). (2.8)

Observe-se que a solucao de (2.4), se existir, deve satisfazer v/ < 0 em (0, R),
conforme [7]. Substituindo

o « y/ _)\("}/—O{) y—a—=1| 11—B y
We = ) T |y| e,
B+1x B+1
A a8
w, = _5—1‘1:& ly/| " e? e
1 A 5
Wy = - J Ty e
g+1x p[+1

na identidade (4.11),[30], pagina 28, ou (A.47), que determina as Simetrias
de Lie de uma equagao diferencial de segunda ordem, obtemos

6i1 %Jrnxﬁy’ [% %—ﬁ é+2nxy—§m]+
I By =26 =y G T e
+Hy' [P Aa7 e, + %6 + %& ZH e+
—!y’!‘ﬁ“%ﬂ‘“eyéy = 0. (2.9)

Como as fungoes & e n nao dependem de 3/, todos os coeficientes das poténcias
de 3’ devem ser identicamente nulos. Uma vez que § > —1, 8 #0e vy # 0,
igualando a zero o coeficiente de |y'|~?~! implica que

7737:0
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e assim 7 é fungao apenas da varidvel y, que serd denotada por

n:=b(y). (2.10)

Para obter as informacoes relevantes sobre £ devemos ser um pouco mais
cautelosos. Como > —1e 8 # 0 segue que —F+1# 3, —f+1# 2e
—0 + 1 # 1. Entretanto é possivel o caso —( + 1 = 0. Com isso temos entao
dois casos : f#1e =1.

(i)Sef#1,—-F+1%#0e,umavez que A #0e [+ 3 #0, igualando
o coeficiente de |y/|7?*1 a zero obtemos que

fy:()

e, portanto, ¢ é uma funcao s6 de x, denotada por

E=al(x). (2.11)
(ii) Seja agora § = 1. O termo livre da identidade (2.9)se transforma em
%& + Noe — 2027 %YE, = =2 a7 %Y,
x

uma vez que 7 é funcao apenas da variavel y. O lado direito da igualdade
acima deve ser nulo e isso ocorre quando, e apenas quando,

fyzo,

pois A # 0. Mais uma vez conclui-se que ¢ é uma fungao s6 de x . Dessas
duas possibilidades temos sempre que

E=al(x).

Usando agora que £ = a(x) en =b(y) , o coeficiente de 3’ 2 se transforma em
1yy € seu anulamento impoe que 7 seja linear em y. Assim, para constantes
reais A e B,

n:=b(y) = Ay + B. (2.12)

Agora, explorando mais uma vez as formas de £ e de 7, calculando suas
derivadas e as substituindo no coeficiente de |y/| ™", o qual também deve se
anular, resulta que

A=0,n= B = const. (2.13)
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e que
(ﬁ+md+«wwn%+3:0. (2.14)

Para finalizar, o anulamento do coeficiente de y’ nos fornece a equacao de
Euler seguinte

a’ — a + a=0 2.15
RS (2.15)
cuja equagcao indicial é
« «
mm—1)————m+——=0 2.16
( ) g+1 +1 (2.16)
que tem duas raizes:
mi = 1
e
o«
2 = 311

Assim temos véarios casos a serem considerados :

I.) m; = ms = 1. Essa condigao diz que a equagao indicial tem raiz dupla
se, e somente se, a = (3 4+ 1. Note que esta é a primeira vez que a relacao
a — 3 —1 =0 aparece. Neste caso a equacao de Euler(2.15) acima tem por
solugao

a(x)=cx+crlne (2.17)

cujas constantes c¢; e co devem ainda ser determinadas. Para tanto, substi-
tuindo a (x) acima na equacao (2.14) vamos obter

B+2)(aa+c)+(y—a)aa+B+e(f+2+v—a)lnz=0.

Mas f+24+v—a=a+1+vy—a =1+~ > 0. Portanto co = 0 e, portanto,
B B

B42+7-—a  y+41°

C1 =

Com isso concluimos, neste caso, que

v+1 .
(2.18)
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IL.) my # mg, ou seja, a # 3+ 1. Como agora as raizes indiciais sdo
distintas, a equagao de Euler correspondente (2.15)tem por solugao
o

a(x) =cx+ coxP+ 1, (2.19)

I1.1.) Suponha, primeiramente que §+ 2+ v — « = 0 . Entao a solucao
geral de (2.14) serd dada por

a(r) =cr— rlnx (2.20)

B+2

que, sendo comparada com a outra forma possivel para a (z), determina

£ =cx,
(2.21)
n=0,
it Lindt a 41
visto que, por hipétese, mqy = :
que, p p 2 3+1
I1.2.) Seja agora 5+2+~v—a # 0. Neste caso a solugao geral de (2.14)
é N
- B
a(x) =cx p+2____ =2 5
B+2+v—a
e que, confrontada com (2.14), fornece:
v —a «
B —
= gt P2 g =crt ezl 2.22
e (1) = eyt e (2.22)

I1.2.1.) Se também tivermos « + v + By = 0, em adigdo a II.2), da
igualdade (2.22) acima, decorrerd

a
B
= g toeabtl
n = B.
I1.2.2.) Se, por outro lado, a« +v+ 8y #0e S+ 2+ v — a # 0, entao
B
= 0,
B+2+y—a

n = B.
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Em resumo, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja [ # 0. Entdao o Grupo de Simetrias de Lie de (2.4) é
gerado por

0 0
X = e g
& (2,y) 5 +n(z,y) oy
onde
I) se =03 +1 entio
¢ = c
- _ e
Tt (2.23)
no= ¢
IT.1) sea#pB+1efB+2+~5—a=0 entio
{=cu,
(2.24)
n=0;
I1.2.1) sea#[B+1,08+2+yv—a#0eca+~v+ [y =0 entao
a
c 6+1
= —————1+Cx ,
¢ B+2+7—a (2.25)
no= ¢
I1.2.2) sea#[B+1,0+24+y—a#0ea+y+ [y #0 entdo
c
£ = g
9 _
fr2+y-a (2.26)
no= ¢

onde ¢ e C sdo constantes arbitrarias.
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2.3 As Simetrias de Lie: caso semilinear

No paragrafo anterior foram calculadas as Simetrias de Lie de (2.4) supondo
que 3 # 0. Essa condicao foi essencialmente usada para concluir que 7, = 0.
Agora iremos calcular as simetrias supondo que

B =0equey>—1. (2.27)

Para tanto procederemos como antes, iniciando por escrever a equacao difer-
encial correspondente na forma

y' = —gy' — "% = w(x,y,y) (2.28)
T

depois substituir w e suas derivadas na identidade (4.11) [30] , pagina 28,0u
(A.47), para obter a seguinte identidade:

a a
0 = (—Ey’ —Ax7%Y) (n, — 28, — 3&,Y) — [;y’ — (v —a) A" teY|E+

_%)[nz + (TIy - fz)y/ - gyy, 2] + Nex + +

— (=A%) n — (
+(277xy - ga:x)y/ + (nyy - 2§a:y)y, 2 — gyyy/ 3 )

ou ainda, organizando os coeficientes das varias derivadas de v,

(v — )

0 = [(—Aareer)(, — 26 — =

o

6+ BN, — € 2y — Eunly' (2:29)

2a
+(77yy — 28y + ?fy)y/ ? - gyyy/ 5
Igualando &, a zero, pois é o coeficiente de y' 3, concluimos que

E=a(z)+h(z)y . (2.30)

dh
Calculando &, = h(x) =h e &, =h', onde b/ = o © substituindo em
T

2c0
Myy — ngy + ?fy =0 s (2'31)
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concluimos que
h
n = (h’ — ?a) v +b(x)y+c(x) (2.32)

e, portanto, as equagoes que determinarao £ e ) sugerem, para eles, polinomios
em y cujos coeficientes, que sao também funcoes da variavel x, devem ainda
ser determinados. Desse modo substituindo no coeficiente de 3’ os € e n pro-
postos pelas respectivas equacoes, bem como suas correspondentes derivadas,
e igualando-o a zero obtemos:

T 2

/
[Sh” 4 (h—o‘> ~ Zhy gh’} Y+ —a" — Sa+ Za + 3haa7 % = 0
xXr xXr xXr

o que implica que h = 0 e, consequentemente, esta equacao acima se reduz a

a a
2b'—a”——2a—|——a’:0.
x x

Analogamente, o anulamento do termo livre implica que b = 0. Logo

E=a(x) en=c(x) .

Derivando essas fungoes e as substituindo nos coeficientes, agora reduzidos,
obtemos as novas equacoes diferenciais abaixo, mais simples, que determi-
narao completamente as funcoes £ e 1 em termos das suas solugoes:

ny—zgm—w;o‘)@rn = 0<:>a’+(7;a)ia——g (2.33)

%&g + 3 7%, — %5 + 2y — & = 0 —d" + %a' - %a =0
& 2%d" —ard +aa=0 (2.34)
& + %c’ =0 (2.35)

Esta 1ltima equacao linear homogénea admite dois tipos de solucoes que
dependem de a:
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Al) paraa =1, c(z) =c;Inz + cy;
A2) para a # 1, c(z) = ;217 + ¢, onde ¢ e ¢y sdo constantes arbitrarias.
Olhando agora para a Equacao de Euler, sua equacao indicial
m(m-—1)—am+a=0

tem por raizes
mq = 1

mo =
e, com isso, mais uma vez, temos dois casos a considerar:
a.i) a =1, ouseja, m =1 éraiz dupla, a(x) = kix + kyxlnx e
a.ii) a # 1, entao a () = kix + koz® | onde ky e ky sdo também constantes

arbitrarias.

Fazendo as combinagoes correspondentes A.1)«— a.i.) e A.2)«—a.ii.) e
levando em consideragao que as fungoes tém ainda que satisfazer a equacao

— 1
gyl c

2 2
concluimos o seguinte teorema :

Teorema 2.2 Seja f = 0. Entdo o Grupo de Simetrias de Lie de (2.4) é
gerado por

0 0

onde

I.1) se a =1 entdo

2
& = — a T+ = ( x—xlnx),
v+1 y+1\v+1

n = c+clnx;

(2.36)
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I1.1) sea# 1 e~y # —a entdo

é“:_—

I112) sea#1,v=—a entao

C1
§ = —————x+ cx”,
2(a— 1
(0 —1) (2.37)

n = ci.
Aqui ¢, c1 e cg sao constantes arbitrarias.
Para o operador de Laplace temos os seguintes corolarios:

Corolario 2.3 Sejaa=v=N —1e N > 3. Entao
¢ = 5
(2.38)
n = c.
Corolario 2.4 Seja N =2 ea =~ =1. Entao

£ = _% gy+%(x—a:1na:),
(2.39)

n = c+clnw.

2.4 As Simetrias de Nother

Nesta secgao vamos estudar as simetrias de Nother de problema (2.4) primeira-
mente mostrando que ele tem uma estrutura variacional. De fato vale o
seguinte lema:

Lema 2.5 A equacio em (2.4) é uma equacao de Euler-Lagrange do fun-
cional

Jlyl = /0 L(z,y,y)dx,
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onde a funcao de Lagrange L = L (x,y,y") € dada por

1
L(z,y,y) = it 2!17a |y’|5+2 — \z7ev.

Demonstragio: Seja 7 € C'[0, R] uma funcéo continua tal que 7 (0) = 0
e n(R) =0 . Para fazermos a variacao do funcional

R
1 118+2
J Iyl = g —\x7e¥ ) da,
Y] /0<6+2$ Y| xe)iv

consideramos a funcao

R
1 2
= J [y +en) = “ly + e |7 —AW*S’?)d,
g () ly + en] /0(5+2x |y +en/| x7e T

e calculamos sua derivada

d R R
gk = d_gj [y +en] = m/o (B+2)z™ |y + 877/|BJrl n'dx — )\/0 eV ndy

R R
= —/ |y +enf [Py de — )\/ eV ndx
0 0

Agora com ¢ =0 ,

g'(0) = Ly ly + en]

R R
= —/ 2 |y 1P o de — )\/ 2V eVndx
de 0 0

e integrando por partes a primeira das integrais do lado direito, temos

e=0

JO) = Lilyten

|, 118+1 R R ol 18 A/
= —{2%|y/| n‘o - (—I Y| y> ndx} +
e=0 0

R
—)\/ xVeYndr .
0

Dadas as condigoes 3 (0) = 0, n(0) =0 e n(R) = 0 e como tal derivada deve
ser nula, condi¢ao necessaria para a existéncia de extremo, resulta que

R /
[ () = xerne <o,
0
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para toda funcao n com as caracteristicas descritas. Entdao o Lema de La-
grange (vide Apéndice B) implica que

!/
(a:a ]y'[6+1> —A7e? =0

/
(xa |y’|ﬁ+1> = \z7e?,
o que, levando em consideragao que |y'| = —y/, demonstra o desejado. U

Vamos agora considerar os casos I ) e 11.2.2) do Teorema 2.1. As corres-
pondentes férmulas para seus geradores infinitesimais podem ser escritas de
modo tnico por

6 = —77,
K (2.40)

n = =a¢
onde k = 4247 —a em ambos os casos, visto que , para I ) temos o = +1

e, portanto, k = v + 1, como aparece na sua definicao. Entao o gerador de
tal simetria
x 0 0

X:_E%—i_@_y

tem sua primeira extensao
x 0 o y 0
+—+ .
kox Oy koY

De acordo com [30], pagina 98, X serd uma uma simetria de Nother se a
seguinte relacao )
XL+ (AL =A(V (z,y))

for verificada, onde

Calculando
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temos

. 1 « 1 v o1
XL+ (A L=—(1- — /P (1L =2 ) 2e
(49 k( G2 6+2)x|m FR)TC

Portanto X L + (A€) L serd a derivada total de uma funcio s6 das varidveis
x e y se, e somente se,

o} I f+l—-a

SR R B

Assim concluimos que X é uma simetria de Nother se, e somente se, o« = G+1.
Os outros casos no Teorema 2.1 podem ser tratados de modo analogo. Esse
argumento também ¢é aplicado aos casos do Teorema 2.4, que trata de quando
G = 0. Assim, se § = 0 a simetria de Lie é uma simetria de Nother se, e
somente se, « = 1 e co = 0. Note que mais uma vez a relacao o = 3+ 1 vale.
Desse modo, o seguinte teorema resume as consideragoes acima:

Teorema 2.6 Uma simetria de Lie do problema (2.4) é uma simetria de
Ndéther se, e somente se, « = 3+ 1.

Realmente a simetria de Nother é variacional uma vez que se « = 3+ 1
entao k =7+ 1e

0 que acarreta em

XL+ (AS) L =0.

De agora em diante iremos supor que a = 3+ 1 .
Assim podemos aplicar o Teorema de Nother (vide [30], pagina 98 ), que
garante, neste caso, uma primeira integral da forma

0 oL
/ /
= — )=
¢ (2,9, Y) f(yé%/ > 9y
tal que A
Xop=0.
Usando o = 41, || = —y' (veja [7]), obtemos a forma explicita dessa
primeira integral
(e )\ [0}
¢ (z,y,y) =— - 2ty T2 vty g ly'|* = const,

(a+1)(y+1) v+ 1

(2.41)
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onde y é uma solugao da (2.4). Comoa=0+1>0,a+1>0ev+1>0,
por continuidade segue que ¢ = 0. Portanto

(g, y) = az® Ty | = (a+ 1) (v + D)2 [y + A+ 1) 27 e = 0.

(2.42)
Note que esta primeira integral é exatamente igual aquela que aparece em
[7]. Explicitando y em (2.42) como func¢do de x e de y' e substituindo na
equagao (2.8)

ooy A

= — Z y—a |, /|8 Y. /

Y

obtemos a equacao de Bernoulli em ¢/

—a+11
(y/)/ — Y - Ey/+y12

que pode ser facilmente resolvida e que tem por solucao

(07

Ve e,
(a+1)(y+1) 2

y=—(a+1)In|¢ —

Da condigao de fronteira y (R) = 0 obtemos

N Ot
0 = T o
i (Api)
1 «
o = (a+ 1)ln%,
(Assi)
onde /i1 2 sa0 as raizes de
\L/a gOD/
H(,u) ::mﬂ(a+1)/a_ﬂ+1:()em: @ TSR
(a+1)(v+1)
As solugoes de (2.8) podem ser representadas da seguinte forma:
1 a+1
1)se 0 <A<\ = L entao existem duas solucoes
(a4 1)RH!

1 o (Nl 2)1/a (v+1) /e
r)=—(a+1)ln + : x ;
Y12 ( ) ( ) <M1,2 (Oé + 1)(7 + 1)(a+1)/&
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2.) se A = \* entao existe apenas uma solucao dada por

1 o (uo)l/a (+1)/a
Yo (33) = - (04 + 1) In|—+ arn/a L )

po (a4 1)(y+1)

onde iy é a unica solugao de H (u) =0 ;
3.) se A <0 ouse A >\ nao existem solugoes.

Concluimos essa seccao com as seguintes observagoes:
i.) Obtivemos as solugoes encontradas em [7] apenas aplicando os métodos
variacionais e simetrias. Nao precisamos usar outra primeira integral

. (e—y<z>/<a+1))

Y= dr

que, de fato, corresponde a uma simetria dinamica .

ii.) Uma vez que nosso problema possui um Lagrangiano, como se nota
através do Lema 2.5, usando o método sugerido em [30], pagina 118, podemos
tentar achar uma primeira integral do tipo

1
T A@ W+ By T+ Cay)y + D) |

Apo6s os célculos necesséarios obtemos que C (z,y) = 0 e que

(a) se « = 4 1, entdo a primeira integral obtida é a ¢ dada acima, é
claro!,

(b)sea#p[+1ea+~y+ [y =0, entao

2P L Ae? = 5 = const

¢ uma primeira integral para o caso 11.2.1), do Teorema 2.1, que pode ser
integrado diretamente. Este e outros casos para os quais a # [ + 1 serdo
tratados mais adiante com mais detalhes.

iii.) Se @ = #+ 1 a simetria assume a forma (2.40). Por procedimentos
usuais, (veja [24, 30] ), encontramos a seguinte mudanca de varidveis :

Yy = vV+cCS,
(2.43)

xr = e_cs/(7+1)
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Como X1 = 0, a equacdo (2.42) admite (2.40) como simetria como de-
termina [30], pdgina 100. Portanto usando a mudanga (2.43) em (2.42), esta
se tranforma em

(()é+ 1)Ca+1
(’7 + l)oc-i-l

a+1

—(a+ 1)+ + A e’ =0, (2.44)

alv' + ¢l

d
ondev:v(s)ev’:—v :
s
Se N =2, =0ea=+v=1, aequagao (2.44) pode ser facilmente
resolvida, como sera visto na seccao a seguir.

2.5 0O Caso N =2

Sophus Lie agrupou completamente as equagoes diferenciais lineares de se-
gunda ordem no caso N = 2 em [19] e, em [20], ele classificou as equagoes
diferenciais parciais da forma wu,, ., = f (u).

Ugqzy = f (u) .

Para completar plenamente a presente seccao, daremos a seguir os detalhes
para a solucao do Problema de Liouvill-Gelfand bidimensional. Em partic-
ular nés englobamos as solugoes encontradas em [5]. Veja também [7]. Na
realidade esta é uma terceira forma de obter as solugoes de Bratu - por um
procedimento baseado na Teoria de Lie.

Substituindo o« = v = 1 na equagao (2.44) obtemos

2

(0 + )2 —2c(v/ +¢) + )x%e” =0 (2.45)
e assim
dv c?
LR ) 2.4
s 2= 7€ (2.46)

Esta ultima equagao também pode ser obtida fazendo a mudanca de va-
ridveis sugerida (2.43) na equagao de Liouville resultante quando o =y =1

Y

1
y//+_y/ — _\eY
s

que se tranforma em
" )\02 v
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e da qual também d4 origem a (2.42). Maiores detalhes estdo no apéndice.
Através dos métodos usuais de integracao do Célculo, a equagao (2.46)

resulta em
N | 4 A2
C c — ev
2

onde C' é uma constante arbitraria e, é 6bvio, supomos ¢ > 0. Fazendo a
volta as variaveis originais x e y, finalmente obtemos

In

—cs+C, (2.48)

81
AeY = ————— 2.49
(1 a7 24
onde p é uma constante positiva arbitraria.
Essa equagao e a condigao de fronteira y (R) = 0 impoe, necessariamente,
que
M2 4 2(AR? — 4)pu + AR* = 0. (2.50)

A solucgao dessa equacao quadratica é dada por

4= AR? % \/(AR? — 4)° + AR2
Hi2 = h . (2.51)

O discriminante em(2.47) é 16 — 8AR?. Assim:

2
(i)se 0 < A< A* = T2 existem duas solucoes;
(i) se A = \*, existe apenas uma solugao;
(iii) se A > A*, nao existe solucao.
No primeiro caso as solu¢oes do Problema de Liouville-Gelfand bidimen-
sional sao:

8
Y12 (x) =1n < /&12) —2In (,u1,2 + x2) )

2
Quando A = \* = 2 entao

() = —2m (L4 2
P =22 T oRe
¢ a unica solucao.

Para finalizar, gostariamos de observar que poderia ser interessante com-
parar estas solugoes com algumas das solugoes numeéricas, ja conhecidas, do
Problema de Liouville-Gelfand.
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Capitulo 3

Sobre o Problema QQuaselinear
Geral

3.1 Introducao

Ph. Clement, D. de Figueiredo and E.Mitidieri introduziram, no funda-
mental artigo [7], a seguinte classe de equagoes diferenciais ordindrias quase-
lineares:

— (Y |y) = 27 f(y), (3.1)

onde «, 3 e v s@o nimeros reais, x > 0, y = y(x) e f é uma funcdo nao
negativa. As relacoes entre esses parametros serao especificadas abaixo.
E imprescindivel destacar os casos particulares a seguir:

1.) A equagao (3.1) é a forma radial das equagoes diferenciais parciais
contendo:

- o operador de Laplace no RN sea=v= N — 1,3 = 0;

- o operador p—Laplace R¥N sea =v=N —1,3=p — 2;

- o operador k—Hessian RN if a = N —k,y=N -1, =k — 1.

2.) A equagao (3.1) coma=v=N—1,8=0¢ f(y) = \e¥ constitui o
Problema Liouville-Gelfand.

3.) A Equacdo de Lane-Emden generalizada do primeiro tipo (ou de

29
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primeira espécie):
& .
y// + ;y/ + ﬁxuflyn _ O, (32)

pode ser obtida de (3.1) tomando 5 =0, o = &, f(y) = By, ey =a+v—1.
A equagao (3.2) com & = 2 é a Equacao de Emden-Fowler, e se, além disso,
v =1, (3.2) é a equacao proposta por Lane e estudada detalhadamente por
Emden.

Essa equacdo e seus casos particulares aparecem em astrofisica, mecanica,
relatividade geral, varias teorias de gravitacao, fisica atomica e mecanica
quantica.

4.) A Equacdo de Lane-Emden generalizada do segundo tipo (ou de
segunda espécie):

Y+ Sy + Ba e =0, (3.3)
5.) A Equaca@o de Boltzmann
—(zy) = x> Aike MY (3.4)
=1

que é utilizada em um grande nimero de aplicagoes, em particular, no estudo
biofisico do DNA modelado como uma espiral sobre um cilindro.
A equagdo (3.1) é considerada para z € (0,R), 0 < R < oo, com as
condicoes
y'(0)=0,y(R) =0, (3.5)

e onde sao buscadas solugoes positivas.

Em [7] vérios resultados de existéncia e de nao existéncia sdo provados us-
ando técnicas variacionais, a Identidade de Pohozaev, o método de primeiras
integrais, etc. Sob esse aspecto, existem dois casos a serem considerados:
o caso de Sobolev e o caso de Pohozaev-Trudinger a respeito da perda de
compacidade de certos mergulhos entre os espacos de fungoes aos quais as
possiveis solucoes pertencem e dependendo do comportamento da nio lin-
earidade de f(y). Para a equacdo (3.1) o caso de Sobolev corresponde a
hipétese

a—F-1>0¢e f(y) =N, (3.6)
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enquanto que f(y) = Ae¥ no caso Pohozaev-Trudinger
a=[+1. (3.7)

Se as esquacoes estivessem expressas em termos de operadores de Laplace,
ambos os casos estariam relacionados com os casos excepcionais do Teorema
de Sobolev. Observamos que para o caso de Sobolev, os expoentes criticos
associados a (3.1) foram determinados em [7]. Seus valores sao dados por

. (y+D(B+2)
=TT (3.8)

Entre outros resultados em [7], foram obtidas algumas férmulas explicitas
para as solugoes do problema (3.1), com as condigdes (3.5). E natural sur-
girem as seguintes perguntas: Qual é a relagao entre as condigoes (3.6) (3.7)
e a natureza da equagao (3.1)?7 Em que contexto elas aparecem? Qual é o
papel do expoente critico? Além disso, por que foi possivel achar as solugdes
exatas?

No capftulo 2 essas perguntas foram respondidas para o caso particu-
lar que tratava do problema Liouville-Gelfand, ou equivalentemente, o caso
Pohozaev-Trudinger (3.7). A abordagem de tal questdao foi feita através
das Simetrias de Lie das equagoes diferenciais, metodologia encontrada em
24, 30]. No presente capitulo serdo usados os mesmos procedimentos de
antes: primeiramente serdo obtidas as simetrias de pontos de Lie de (3.1) -
Teoremas 3.1, 3.2 e 3.6. Posteriormente serao analisadas as que sao simetrias
de Noéther. Para o caso de Sobolev (3.6) provamos o principal resultado,
Teorema 3.4, que se resume em: Uma simetria de pontos de Lie do problema
(3.1) com condigoes (3.5) em (0,00) e (3.6) ¢ uma simetria de Nother se, e
somente se, p + 1 ¢ igual ao expoente Crftico(??). Entao, com a ajuda da
simetria de Nother, achamos uma das integrais primeiras usada em [7], de
onde imediatamente se obtem a solugao -Teorema 3.5- a funcao de Bliss, sem
o uso de, mais uma vez, nenhuma outra primeira integral. Esse tipo de abor-
dagem do problema permite obter, como casos particulares, os resultados do
capftulo anterior. Desse modo mostramos que as solucoes exatas podem ser
obtidas por técnicas de simetrias.

Em resumo, podemos dizer que o principal objetivo deste capftulo é inter-
relacionar uma grande classe de equagoes diferenciais quaselineares de se-
gunda ordem envolvendo expoentes criticos e as simetrias de Nother: de
fato, as simetrias de tais equacoes sao variacionais e podem ser usadas para
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obter as suas solucoes exatas. Conjecturamos que essa propriedade deve ser
valida em contextos mais gerais.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: no segundo pardgrafo serao
obtidas as simetrias de Lie da equacao (3.1) no caso quaselinear para uma
funcao f(y) geral. No seguinte sera calculado o grupo das simetrias de
Lie de (3.1) com a fungao particular f(y) = A\y? e § # 0. No pardgrafo
4 estudaremos as respectivas simetrias de Nother, achamos uma primeira
integral e, a seguir, a solugao exata. Posteriormente, paragrafo 5, sao obtidas
as simetrias do problema para o caso semilinear. No paragrafo 6 alguns casos
particulares e aplicacoes sao considerados e, finalmente, o paragrafo 7 contém
observagoes finais e comentarios.

Os resultados deste capitulo se encontram em [3)].

3.2 Simetrias de Lie: caso quaselinear com
f(y) geral

Neste paragrafo vamos calcular as simetrias de Lie para o caso quaselinear
B # 0 com funcao geral f(y). Para os nossos propdsitos f serd sempre uma
funcao diferenciavel e

B>—1, 840, f(y)>0. (3.9)

Nao custa relembrar que uma transformacao de pontos é uma simetria
de uma equagao diferencial se ela leva solucoes dessa equacao em outras
solugoes da mesma equacao diferencial. Também é determinada pelo seu
gerador infinitesimal

0 0

cuja extensao ou prolongamento de primeira ordem é dado por

. 0 0

X =6— — [
§8$+n0y+n6y”

onde

N =n.+my—&)Y — &Y
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e os subscritos correspondem as derivadas parciais. Lembramos ainda que
muitas vezes, por abuso de linguagem, nos referiremos a uma ‘simetria’
querendo dizer seu gerador infinitesimal X.

Para facilitar a compreensao, iremos repetir as férmulas usadas no capftulo
2 e lembrar que a equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem da forma

Y =w(z,y,y) (3.10)

admite um grupo de simetrias de Lie, ou simplesmente simetrias de Lie, com
gerador X se, e somente se,

W(ny — 28, — 3y/§y) — wel —wyn — wy [771 + (77y - £x>y/ - éyya]

Nez + ?/(2771:1/ - fzx) + ylz(nyy - 25903/) - ylggyy =0, (3'11)

([30], pagina 28, ou(A.47)).
Escrevendo a equagao (3.1) na forma

n_ @ y/ x’ -8
v = ) = (312)

observamos, mais uma vez, que a solugao de (3.1), (3.5), se existir, deve
satisfazer ¢y < 0, conforme ([7]).
Usando w definida em (3.12), calculando suas derivadas

¢ Y02 pmayya gy,

wx:ﬁ+1x2+ﬂ+l
x'}/
_ -8
Wy ﬁ+1| Y77 (y),
a 1 G ol =G
wy = — 2y 77 ()

B+1x B+1

e as substituindo em (3.11), obtemos a seguinte identidade:

a 1 ;
Naz + m—nx [m—gz m—g + 200y — Eua) Y+
20 & o 5
"‘[ =+ Nyy — 25961/] — &yy- y/3 + ——a"" f( )m«!y'! oy

B+1 x g+1
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H_ﬁ+1ﬁﬁV@X%—9@)+%i%f%w?ﬂwf+ﬁ+1ﬁﬂq%wn+
_ﬁf— 1$’y—0‘f(y)(77y - 5x)],|y/|—ﬁ _ %xv—af(y)gy'w/rﬁ—i—l. (3.13)

Como ¢ e n nao dependem de 9/, igualando a zero os coeficientes das
poténcias de ¢’ na equagao (3.13) acima, obtemos um conjunto de equagoes
diferenciais parciais lineares mais simples e que determinarao, completa-
mente, as simetrias.

Sendo f > —1,  # 0 e f > 0, igualando a zero o coeficiente de
|y/| 7P~ resulta que

Portanto 1 é uma funcao somente da variavel y e que serd denotada por :
n="b(y). (3.15)

Como f>—-1ef3#0,segueque —G+1#3, —f+1#2e—-[F+1+#1.
Se 3 # 1, entdo igualando a zero o coeficiente de |y'|7#*! temos que

& =0, (3.16)
¢ é uma funcao apenas de = e que serda denotada por:

¢ = a(x). (3.17)

Vé-se facilmente que se, # = 1, também se chega a mesma conclusao. Dai
que por (3.15), (3.17) e pelo anulamento do coeficiente de 3’ 2, concluimos
que

n=>bly) = Ay + B, (3.18)

onde A e B sao constantes.
Além disso, pelo anulamento do coeficiente de y’, obtemos a seguinte
equagao de Euler:

A la/—l— o} 1a—
O+ 1x B+1x2

0. (3.19)

Finalmente a substituicio de (3.17) e de (3.18) no coeficiente |y'|~", o
qual também deve se anular, implica que

v—admzjﬁ+DﬂwA—f%wMy+Bf

(8 +2)d'(z) + i)

(3.20)
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Convém observar que estamos usando ' para denotar a derivada ordindaria
das funcoes com relacao as suas respectivas variaveis, para nao carregar de-
mais a notagao. Também deve-se notar que o lado esquerdo de (3.20) é uma
funcao apenas de x, enquanto que o lado direito é uma funcao de y somente.
Dessa forma, ambos os lados devem ser iguais a uma constante k. Conse-
quentemente teremos as seguintes duas relagoes importantes envolvendo os
coeficientes das simetrias desejadas:

,ooy—al ok
a +—(ﬁ+2)ga—m (3.21)
B+ fW)A—=f'(y)(Ay+ B) = kf(y). (3.22)

Dessa forma provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Sejam 0 # 0, 8 > —1 e f > 0. Entao o grupo de simetrias
de Lie de (3.1) € gerado por

0 9]
X = a(a:)a—x + (Ay + B)a—y,

onde a fungao a(x) e as constantes A e B satisfazem

=0
ﬁ+1xa+ﬂ—|—1m2a ’

o+ vy—a 1l k

Br2)z'  B+2
B+ fw)A—f'(y)(Ay + B) = kf(y)

para alguma constante k.

A equagao (3.22) é uma equagao diferencial de primeira ordem com re-
speito a f. Ela serd usada para verificar ou determinar todas as fungoes
f para as quais existem simetrias de Lie nao triviais. Entretanto nao ire-
mos resolvé-la. Ao invéz disso, no préximo paragrafo iremos propor funcoes
especificas e entdo calcular suas simetrias explicitamente.
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3.3 Simetrias de Lie para f(y) = \y”

Neste pardgrafo serd considerada a equagao (3.1) com o seguinte lado
direito
fy) =2,
para y > 0. Aqui A > 0 é uma constante, p ¢ um ndmero positivo e 8 # 0,
g > —1.
Continuando os calculos iniciados na secgao anterior, substituimos f(y) =
AyP em (3.22)e obtemos:

[(B+1—p)A—k|y’ —pBy"~' =0. (3.23)

Assim B = 0. Entao devemos considerar dois casos: p# +1ep=0(+1.
(i) Se p # B+ 1, como B = 0 ,temos k = (6 + 1 — p)A. Portanto, pelo
Teorema 3.1, as simetrias de Lie sao determinadas por:

0 0
X = a(z) = + Ay~

onde a funcao a(x) deve satisfazer
" 1, a 1

/ '7_051 _(ﬂ+1_p)A
a + —-a=——"""".
(B+2)x B+2
A anadlise direta da solucao geral das duas equacoes acima, cujos detalhes
omitimos para nao tornar a leitura cansativa, nos levam a varios casos que

estao resumidos no seguinte teorema:

Teorema 3.2 Seja 0 #0, 3> —1ep+# B+ 1. entao o grupo de simetrias
de Lie de (3.1) com f(y) = A\yP € gerado por

0

0

onde
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I)ysea=p0+1ley—a++2=0,isto é v= —1, entdo
& = cr+c Inx,
n = Ay

Il)sea=0+1ley—a+[F+2+#0, entao

¢ = S0P gy
v+1
n = Ay;

Il)sea#p+1,v—a+F+2=0, entdo
£ = cx,
n =0

IVysea#0+1,y—a++2#0ea+vy+ [y =0, entdo

o
_ B+1-pB+1) , 311
C T TGea-a TN
n = Ay

V)sea#fB+1,y—a+5+2#0ea+v+ [y #0, entdo

f+1-p
= ——— A
3 y—a+B+2 ©

n = Ay

Aqui ¢, ¢, o, A e C sao constantes arbitrérias.

37

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(ii) se p =0+ 1, entdo B = k = 0 é o que resulta de(3.23). Neste caso

temos a equacgao de autovalor

@y 1°y) = A"y,

(3.29)
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ou equivalentemente

"o o y/ A xv_a|y,|_5yﬁ+l

S RS , (3.30)

Y

que foi considerada em [7].

O teorema abaixo é obtido da andlise das solugoes gerais das equagoes(3.19)
e (3.21) com B =k = 0.

Teorema 3.3 Seja 3 #0, 8> —1ep=[0F+1. entdo o grupo de simetrias
de Lie de (3.1), onde f(y) = \y?* € gerado por

0 0
X:£8_x+778_y’

onde

I)sea=pF+1ley—a+F+2=0,ouseja, y=—1, entao

§ = cu,
(3.31)
n = Ay
Il)sea=0+1ley—a+[F+2+#0, entao
§ =0,
(3.32)
n = Ay
IIl)sea#p+1,vy—a+f+2=0, entdao
§ = c,
(3.33)
n = Ay
IVysea#f+1,yv—a++2#0ea+vy+ [y =0, entdo
a
— B+1 _ o=
§ Cx Ca™7, (3.34)

n = Ay;
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Vysea#pB+1,y—a+8+2#0ea+vy+ Py #0, entdo

(3.35)

Aqui ¢, A e C' sao constantes arbitrarias.

Uma vez que o objetivo desse trabalho é esclarecer os resultados de [7]
do ponto de vista da Teoria das Simetrias de Lie, vamos impor agora, aos
parametros, as mesmas condig¢oes usadas naquele artigo. A saber: nesta e na
préxima seccao iremos supor que

340, B>—1, a—B—1>0, (3.36)

b+1<p<qg —1, (3.37)

onde o expoente critico

. (y+1D(B+2)
=51 (3.38)

Veja [7].

Corolario 3.4 Se (3.36) e (3.37) valem, entdo as simetrias de (3.1) com
fy) = Ay? sao determinadas por (3.28)

Demonstragio: E facil ver que (3.36), (3.37) e (3.38) implicam v — « +
B+2>0ea+v+p[y #0. Assim estamos no quinto caso do Teorema 3.2. [J

Observagao: A condicao y—a+(+2 > 0 é necessaria para a existéncia de
uma soluca@o positiva do nosso problema (veja [7] e as referéncias 14 citadas).
Olhando para o caso p = 3 + 1, as hipoteses basicas sao

B>-1, a—B-1>0, y>-1, y—a+1>0 (3.39)

e a condicao v — a + 3+ 2 > 0 é necessdria para a existéncia de solucoes
positivas da equagao de autovalor (3.29). Vide [7]. As desigualdades v —
a+1>0ef>—1(veja(3.39)) implicam que temos a desigualdade estrita
vy—a+ F+2>0. O caso eliminado v — a + 3 4+ 2 = 0 aparenta ser bem
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interessante uma vez que permite reduzir (3.29) a uma equacao diferencial de
primeira ordem que nao contém a variavel independente. Isso pode ser obtido
por mudancas de varidveis sugeridas pela simetria [30]. Nossa hipétese é que
a equagao resultante, que é do tipo de Equacao de Abel, pode ser resolvida
explicitamente.

Concluimos este paragrafo observando que as condigdes (3.39) implicam
que as simetrias de Lie de (3.29) sdo como em (3.35).

3.4 As Simetrias de Nother

Na secgao anterior determinamos as simetrias de Lie da equacao quase-
linear

v a Yy A

b+1x ([B+1

onde B # 0, 8 > —1ep # f+1, Corolario 3.4. Agora vamos determinar quais
delas sao simetrias de Nother. A existéncia de tais simetrias ird nos permitir
resolver completamente a equacao diferencial. Antes de tudo observamos que
ela tem uma estrutura variacional:

A equagao (3.40) é a equagao de Euler-Lagrange do funcional

y Y| PyP, (3.40)

R
Jlyl = /0 L(z,y,y) dx,

onde a func¢do de Lagrange L = L(x,y,y’) correspondente é dada por

1
_2xa‘y/‘6+2 A x”yp“.

Lx77/:
(z,y,9) En P

A demonstracao deste Lema é andloga a demonstracao do Lema 2.5, no
Capitulo 2.

O gerador X da simetria (3.28) tem seu prolongamento, ou extensao,
dado por

B+1—p x@ 0 (1_ B+1—p ) , 0
y—a+ [+ 2 y@y"
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Para verificar se X determina ou nao uma simetria de Nother precisamos
checar a relagao seguinte, conforme comentado anteriormente no capitulo 2,

ou (veja [30], p. 98, (10.27):
XL+ (AL = A(V (z,y)),
onde, agora
A= 2 + ’g + g—
- Ox Y Jy gay’

g denota o lado direito (3.40). Efetuando os devidos calculos obtemos:

5 _(1_BHLI=pP)BH1=a)) o 542
e O e p r e ) Kl

(B+1—p)(y+1) v, pHl
_AC+Y7—Q+B+%@+D>$y '

Portanto X L+(A¢)L é uma derivada total de uma fun¢ao dependendo apenas
de x e de y se, e somente se,

B+1-p)(f+1—-a)

(v—a+p+2)(6+2)

o que é equivalente a

_(yrHB+2)
p= o — —1=q 1.

Concluimos entao que X é uma simetria de Nother se, e somente se,
_ *
p=q — 1.

Teorema 3.5 Uma simetria de Lie da equagdo (3.40) € uma simetria de
Nother se, e somente se, p+ 1 € igual ao expoente critico.

Neste caso

(B+1-p+1)
1+ =0,
(y—a+B+2)(p+1)
o que implica que XL+ (A¢)L = 0 e, portanto, que a simetria de Nother é
variacional.
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Vamos supor entao que p = ¢* — 1. Assim, pelo Teorema de Nother ([30],
pégina 99), existe uma primeira integral da forma

0L oL
sb—f(ya—y,—L)—na—y,

tal que X ¢ = 0. Com isso obtemos a seguinte primeira integral:

51 f;i Ty P = atyly |
sempre que y for uma solugdo da equagao (3.40). Observamos que esta
primeira integral é, a menos de uma constante, aquela obtida em[7], pdgina
154, e que 14 foi denotada por . Com isso, explicitando A\z?~%y? ! em
(3.41) como funcao de = e de y' e depois substituindo na equagao (3.40)
vemos que Yy’ deve satisfazer a seguinte equagao diferencial

?:ﬁ“y‘f =0 (3.41)
/Y

,,:(’}/—Oé—l—l)l, 7_‘_1 l/2
B+1 «x a—F3-1 yy
cuja solucao, representada abaixo, pode ser obtida facilmente por meio da
substituicao ¢y’ = wy como os livros-texto sugerem e que ¢ devido a Lie

[8], usando métodos de simetrias. Nesse sentido, este resultado reafirma o
seguinte teorema [7]:

Teorema 3.6 O problema

—(@y|Py) = X aryT ! (0, 00),
y(0) =yo >0, ¥/(0)=0, (3.42)

y >0 [0, 00),

tem uma unica solucao

ye(x) = (30 + koz®) 7, (3.43)
onde
y—a+pB+2
 a—-pB-1"
Y- a+ 342
-1
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ko =

ﬁ‘i‘l )\yOU 1/(8+1)
a—p3-1 (7—!—1) ’

Note-se que, para dominios limitados Q c RN e para a equagao

N +2
—Au = ulN -2

em {2, a Identidade de Pohozaev implica a nao existéncia de solugoes positivas
do problema de Dirichlet. Porém, para solugoes radiais positivas num inter-
valo finito (0, R), vé-se imediatamente que a solugao geral y (z) da equacao
deve ter forma semelhante & equaco (3.43) e, dai, é claro que y (R) = 0 é
impossfvel. Para evitar esse problema, a seguinte equacao é considerada num
dominio finito O

—Au= X1+ ku)”

com condigoes de fronterira de Dirichlet. Esse problema com k = 1 foi tratado
em [9] com A, p e Q variados, onde mais resultados e referéncias podem ser
encontrados. Sua variante radial

(mNﬁly')/ + AN f (y) =0em (0,1)

foi completamente estudada em [21]. Em particular para

f)=0+ky)" e f(y)=Ne?

foram obtidas férmulas explicitas para as solugoes exatas.

Observamos ainda que a funcao y, é a fungao de Bliss ,vide [7]. Ela
aparece em varios contextos e sua importancia é devido ao fato de que a
igualdade na Inequacdo de Sobolev é verificada pela fungao de Bliss (com
a=v=N-1, 8 =0), e, de fato, ela produz a melhor constante de
Sobolev. O principio bésico de tais consideragoes é que a prova do Teorema
de Sobolev pode ser reduzida a funcoes radiais e para essas funcoes se tem a
disposi¢ao a Inequacao de Bliss, que, por sua vez, tem natureza variacional.
Uma generaliza¢ao da Inequagao de Bliss foi feita em [7], onde podem ser
encontrados maiores detalhes sobre o assunto.
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3.5 As Simetrias de Lie no caso semilinear

Se 3 =0 a condigao (3.1) se torna semilinear:
"o o8 / Y-« 44
y'= g = (). (3.44)

Podemos supor, sem perda de generalidade que a funcao f nao seja linear.
De fato: se f(y) = Ay entao (3.44) se torna uma equacao linear do tipo de
Bessel. Se v — a+ 2 > 0 sua solugao geral é dada por

y(x) =212 61 J acs (3) 4 &Y a1 ()],
Y-«

y—a+2

onde
2/\1.('yfo¢+2)/2
r=——
y—a+2
J(.) e Y(.) sao as fungoes de Bessel de primeiro e segundo tipo, veja [29]. Se
v —a+2 =0 entdo (3.44) é uma Equacao de Euler cuja solugao pode ser
facilmente achada.

Por isso estamos supondo que
a>1, y—a+2>0, f>0. (3.45)

No célculo das simetrias de Lie para o caso quasilinear, no paragrafo 3.2,
usamos essencialmente a condigao § # 0 para concluir que £ é uma fungao
s6 de x e n é uma funcao de y somente. A situagao a seguir, ou seja, o0 caso
em que 3 = 0, é ligeiramente diferente. Apesar disso obtemos ainda que

§ = a(x)

n=b(z)y + h(z)

pelo anulamento dos coeficientes de 33, 4/2, ¥/ na identidade que determina as
simetrias e pelo fato de estarmos supondo que , agora, f nao é uma funcao
linear. Entao vamos nos restringir ao caso f(y) = Ay?. Para nao tornar
mais cansativa a leitura desse trabalho serao omitidos os detalhes, por sinal
analogos aos demais casos, e serd apresentado o resultado obtido:
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Teorema 3.7 Seja p > 1 e p # 2. FEntao o grupo de simetrias de Lie da
equacao

y' = @ Yy — X %yP (3.46)
x
€ gerado por
0 0
X=(—+n—
£8x+n8y’
onde
—2a+3
I.)sep# w, entao
a—1
l1—p
5 - ’7—CY+2 I
(3.47)
n = Ay
v —2a +
I1.)sep= ] , entao
— 1_p 2—a
&= v—a+2 +(1—a)2x ’
(3.48)
D
— (A4
Ui (A+7—)

onde A e D sao constantes arbitrarias.

Observacgao: O caso p = 2 deve ser considerado em separado. Ele requer
o uso de certas técnicas que nao contribuem substancialmente para clarificar
a situacao. por essa razao nao sera discutido aquf. Porém ele foi completa-
mente estudado (vide [12, 17]).

Corolario 3.8 Uma simetria de Lie da equacao (3.46) € uma simetria de
Nother se, e somente se,

_ 2y—a+3

- a—-1 7

Neste caso
2

a—1 (3.49)
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Demonstragao: Em analogia com a prova do Teorema 3.6, ¢ claro que a
simetria de Nother corresponde a D = 0 no Teorema 3.8, e

2(’)/—1-1)_1:27—@—1-3
a—1 a—1

(3.50)

De fato, esse valor obtido para p é tal que

v —2a+ 3
a—1

p#

Y

pois, caso contrario, se tem uma contradigao nas constantes usadas em (3.45).
Assim, substituindo (3.50) em (3.47) resulta (3.49). O

Esse resultado sera usado na proxima secgao.

3.6 Aplicacoes

Nesta seccao obtemos como casos particulares de nossa abordagem da
equagao(3.1) alguns resultados correspondendo as vérias aplicagoes. Para
maiores detalhes vide [1, 6, 12, 13, 16, 17, 18, 28, 7, 2].

3.6.1 O Problema de Liouville-Gelfand

No Capftulo 2 mostramos que as solucoes exatas podem ser determinadas
por técnicas de simetrias. Apesar de parecer 6bvio, agora podemos facilmente
reforcar esse resultado de um ponto de vista geral.

Para inicio tomemos 3 # 0. Substituindo f(y) = Ae¥ na equacio (3.22)

obtemos que A = 0 e k = —B. assim a funcao £ que aparece no gerador
da simetria é determinado pela equacao (3.19) e pela equacao(3.21) com
k = —B, enquanto n = —B. Numa répida olhada no capitulo 2 podemos

ver que as simetrias de pontos de Lie la encontradas sao determinadas pelo
mesmo conjunto de condigoes e assim proceder exatamente como la para
obter as simetrias de Nother e portanto as solugoes. Se 5 = 0 a conclusao é
a mesma.
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Para outros resultados recentes relativos ao Problemas Liouville-Gelfand
vide[28], e outras referéncias em [7].

Para concluir essa subsec¢ao mencionamos que a Equacao de Lane-Emden
generalizada de segundo tipo (3.3):

o ~
y//+ Ey,—i-ﬁxl/_l@ny =0 ’

que descreve uma isoterma de esferas gasosas, consideradas em modelagem
estelar, pode ser reduzida a equacao de Liouville

o+ S At =0
T

através da mudanga a =a, A=0n,v=vy—a+1e z=ny.

3.6.2 Sobre a Equacgao de Boltzmann

Podemos também generalizar a Equagao de Boltzmann (3.4) em termos
do operador quaselinear que aparece em (3.1), a saber

—(@ |’y = 2 (Ake™™ + ppe ), (3.51)

onde A e y sao nimeros positivos e, por simplicidade, usaremos m = 2 no lado
direito de (3.4). Pelo mesmo procedimento da secgao anterior, usando f(y) =
Mke™ ¥ + upe~PY. obtemos, apdés muitos calculos, os seguintes resultados:

Proposigao 3.9 Seja 5 # 0. Entdo o grupo de simetrias de Lie é gerado
por

onde:

[)sek#pe
l)sea=0F+1ley=—1,entao

§ = cx,
(3.52)
n =0;
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2)sea=pF+1e~v#—1,entdo temos a simetria trivial

£=0,
(3.53)
n=70;
3)sea#f+1l,y—a+8+2=0,ea+vy+ [y #0, entdo
§ = cx,
(3.54)
n=70;
4)ysea#pB+1,y—a+0+2#0ea+y+ fy=0,entao
!
= 6—{_1: -
E=cx cx™7, (3.55)
n=0.
b)sea#f+1,y—a+B+2#0ea+vy+ Py #0, entdo a simetria é
trivial:
£=0,
n=0

II.) se k = p , entao
l.)sea=0F+1ey=—1, entdo

= Ax + Bxlnz,
p+2 (3.56)
n=B;
2)sea=pF+1evy#—1, entao
k
§= 1
v+ (3.57)
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3)sea#f+1l,y—a+B+2=0ea+y+ [y #0, entdo

§ = cw,
(3.58)
n=0;
4)sea# B+, y—a++2#0ea+y+ Gy =0, entao
a
B+1 k
E=cx + ————Bu,
Y—a+f+2 (3.59)
n=D0D.
b)sea#fB+1l,y—a+8+2#0ea+vy+ Py #0, entdo
k
. — T
y—a+B+2 (3.60)
n=A.

Aqui ¢, A e B sao constantes arbitrarias.

Proposigao 3.10 Seja 3 =0, vy —a+2 >0 ea > 1. Entio o grupo de
simetria de Lie de

—(z%y') = a7 (Ake™™ + ppe™)

¢ gerado por

onde

I.) se k # p , entdo nao existem simetrias nao triviais.

II)sek=pe
1.) a =1, as simetrias sdo determinadas por
— k 2 1
£—ﬁ(01—ﬁ02)x+ 102.7) nwr,

(3.61)

n=c +clnz;
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2.) se a # 1, entao

(3.62)

Aqui ¢, ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

Concluindo: se k # p entao nao existem simetrias de lie nao triviais nos
casos que interessam; se kK = p entao a equagao se torna

—(@°y'1%y) = k(A + p)are”™
e pela mudanga de variaveis
v=—ky, A=—k"*2\+p),
ela se transforma em uma equagao de Liouville
— (') = Aae,

para a qual as simetrias podem ser calculadas conforme ja visto anterior-
mente.

3.6.3 Sobre a Equacao de Lane-Emden generalizada

A Equacao de Lane-Emden generalizada de primeito tipo (3.2):
y// + %y/ +Bm”_1y" — O,

seus casos particulares e varias generalizacoes tém sido exaustivamente estu-
dadas. Por exemplo, existem centenas de artigos cientificos contendo o nome
de Emden, conforme se pode constatar numa répida busca na Internet [23].

Vamos comentar apenas dois artigos, que do nosso ponto de vista, contém
resultados substanciais e importantes. Em [12], Goenner e Havas discutem
as propriedades da Equacao de Lane-Emden generalizada de primeiro tipo
e descrevem de modo sistematico suas solucoes exatas. Em outro artigo
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mais recente, [13], Goenner pesquisa as simetrias dessa equagao e explica
porque foi possfvel obter as solucoes exatas apenas para valores particulares
dos parametros. Neste trabalho temos notado que as simetrias de Nother
desempenham um papel fundamental na obtencao das solucoes exatas da
equacao diferencial considerada envolvendo expoentes criticos. A condicio

_(tnE+2) L
P= T —l=q¢ -1

obtida no pardgrafo 3.4, mas que também vale para o caso semilinear (i.e.
[ =0) equagao (3.2), ¢é lida

u=n(a@a—1)—a-—1,

que é a mesma que aparece em [12]. Entdo o resultado a seguir é uma
consequencia imediata do corolario 3.9.

Proposicao 3.11 A Fquacao de Lane-Emden

P
vy y> =0 (3.63)

y(0)=1, ¥'(0)=0

tem uma unica solucao positiva dada por

yo = (14 22/3)7/2.

Demonstragao: Apenas tome yp = 1, a =y =2, =0e X =1 no
Teorema 3.7, entao 0 =2 e ¢* — 1 = 5. Il

Para o operador de Laplace em RY, o expoente critico vale

e _N+2
O N
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se N > 3. Em dimensao 3 ele é igual a 5. Portanto temos uma simetria
de Néther e, por essa razao, foi possivel chegar até a sua solugao. O uso do
Teorema de Nother tem uma vantagem: nao é preciso usar a transformagao

— t
r = e,

v—a+2 (3.64)
y = x 170 2

a fim de resolver a equacao diferencial. Essa mudanca de varidveis sugerida
por (3.64), onde p é uma constante arbitraria, pode ser facilmente obtida na
abordagem via simetrias de pontos de Lie por procedimentos padrao solucio-
nando a equacao da érbita

&dy —ndr =0

(veja [30, 8]). Essa é uma Transformagao de Emden e temos observado que
ela é proveniente, de modo natural, de consideragoes sobre as simetrias dentro
da Teoria de Lie de Grupos de Transformacoes.

O Teorema de Noéther foi aplicado a Equacao de Lane-Emden (3.63) em
[22], pdginas 52 - 54, onde apenas uma primeira integral foi obtida, mas nao
a sua solucao. Entretanto esperamos que a abordagem dada no presente
trabalho venha trazer boas idéias para o estudo de situagoes mais gerais.
Em particular, os fundamentos das simetrias de pontos de Lie explicam os
conhecidos Teoremas de Homologia [6] e propriedades relacionadas.

3.7 Comentarios e observacoes finais

1.) Nestes dois Capitulos usamos as condicoes 3/'(0) = 0 e /(z) < 0 para
x > 0 ([7]). As condigbes iniciais y(0) = yo > 0 e 3/(0) = 0 sdo naturais e
fisicamente interessantes. Além disso: a condicao 3’ < 0 é de interesse em
Astrofisica [6].

2.) No pardgrafo 4 e também no capftulo 2 expressamos ¥y , na primeira
integral obtida, como uma funcao de x e ¢/, e, entdo, o substituimos na
correspondente equacao. Desse modo uma nova equacao para 3’ foi obtida.
Neste capftulo, a correspondente equacao diferencial se tornou homogénea
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com respeito a (y,y’), enquanto a do capitulo 2 era de Bernoulli. Em ambos
os casos a solucao foi obtida facilmente. Esse método lembra o tratamento
classico dado as equagoes de Lagrange e de Clairaut. Entretanto, até onde
vai nosso conhecimento, sua aplicacao concreta e sua utilidade nao foram, e
nem tém sido, previamente enfatizadas.

3.) Poderiam ter sido consideradas equagoes diferenciais ordindrias semi-
lineares de segunda ordem mais gerais, como, por exemplo,

y' +al@)y’ + B(x)f(y) =0,

e calculados os seus grupos de simetria. O resultados indicam que somente
para escolhas especiais de f, a saber, se f é uma constante, uma fungao linear
de y, poténcias de y e exponenciais de y, existem simetrias de pontos de Lie
nao triviais. O procedimento é o mesmo que o utilizado neste trabalho onde
lidamos com os casos a(z) = a/x e B(x) = 27~* Para f(y) = y", a(z) e
B(x) gerais isso foi feito em[1].

4.) Nao foram tratados alguns casos interessantes que surgiram durante
os calculos das simetrias de pontos de Lie. A razao é que o principal escopo
deste trabalho era a andlise e as condi¢oes impostas aos parametros que os op-
eradores basicos como Laplaciano, p—Laplaciano e k—Hessiano, satisfaziam
(7).

5.) Também foram usadas estritamente as simetrias de pontos de Lie da
equagao(3.1)e seus casos particulares. Pode ser muito produtivo buscar sime-
trias mais gerais, como as simetrias dinamicas, por exemplo, e as primeiras
integrais correspondentes a elas.

6.) Os resultados obtidos aquf poderiam ser considerados como um teste
para os programas computacionais que calculam simetrias de equagoes difer-
enciais e suas solugoes exatas.
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Capitulo 4

O Sistema de Lane-Emden

4.1 Introducao

O Sistema de Lane-Emden é constituido pelas duas equagoes semilineares
abaixo
—Au =9,
(4.1)
—Av = uP,
para x € R™ com n > 3 inteiro e p e ¢ niimeros positivos.
Este sistema pode ser considerado como uma extensao natural da equacao

de Lane-Emden
AO+ 6P =0

em R" e a qual, se sabe, tem solugoes positivas se, e somente se, p for maior
do que ou igual ao expoente de Sébolev (n + 2) / (n — 2).

Em[27] J. Serrin e H. Zou apresentaram um resultado andlogo para o
sistema (4.1). A saber: se (p, ¢) estiver sobre ou acima do ramo, no primeiro

quadrante, da hipérbole critica
n no
p+1+q+1_
o sistema de Lane-Emden tem uma infinidade de solugoes radiais positivas
que tendem a zero quando |x| tende ao infinito. Num trabalho precedente
[26], esses autores estabeleceram as seguintes condigoes suficientes para a
nao-existéncia de solugdes: o sistema (4.1) nao admite solugdo nao trivial
com as componentes sendo fungoes nao negativas, (vide [26]), quando

n— 2

(4.2)

Y

0<pg<1

95



o6 CAPITULO 4. O SISTEMA DE LANE-EMDEN

ou
pg > 1

2(p+1) 2(q+1)}
l—pg ' 1-pg "~
Vale a pena mencionar dois casos particulares. No primeiro caso consi-
deramos o sistema (4.1) com p = ¢q. Temos entao a seguinte proposigao:

n — 2 < max{

Proposigao 4.1 Se (u,v) € C3(R") x CZ2(R") for solugdo positiva de (4.1)
isto é: u>0ev >0, comp=gq entdou=0v .

Demonstragao: Multiplicando as equagoes do sistema
—Au =P,
—Av = uP,
por u — v e integrando por partes em todo o R", obtemos
[ Vu- (Vu—Vov)= [vP(u—v),
[ Vv (Vu—Vv)= [u(u—0).

Subtraindo agora uma equacao da outra temos

0 < /]Vu—Vvl /( —uf) (u—v) =

- /(u—v) (VP PP v W)

Notando que (u — v)* > 0 e que (V"= + vP~2u + ... + vu’~2 + uP~") > 0 pois
tanto u como v sdo positivas, pelo confronto |Vu — Vv|2 = 0, o que d&
Vu = Vv em R" e, portanto, dadas as condigoes (u,v) € C3(R") x CZ(R"),
U =". U

Concluimos entao que, neste caso, o sistema se reduz a uma equacao de
Lane-Emden da forma
—Au =uP,
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que é bem estudada na literatura. A equacao radial correspondente foi

também analisada no capftulo 3 deste trabalho. A hipé6tese de que (p,p)

. ., ‘,. . n—+ 2 3
esteja na hipérbole critica nos leva a concluir que p = - g —1¢éo
/”L —

expoente critico para o operador de Laplace em R" e que também foi tratado
no capitulo 3.

O segundo caso se refere a ¢ = 1. E facil ver que (p,1) pertence a
. 7. n+ 7. ~
hipérbole critica se, e somente se, p = i o expoente critico da Equagao

n J—

Bi-harmonica

Ay = uP

ao qual o sistema se reduz. Porisso doravante vamos considerar as condigoes
n>3,p#q,pg>1 (4.3)

Resultados de existéncia e unicidade de solugdes do sistema (4.1), chamadas
de estados basicos (ground states), foram obtidos em [14] e [31]. Foi mostrado
que estas sao fungoes radiais, isto é, fungoes de t = |z|, e entao o estudo dos
estados basicos se reduz ao seguinte sistema

(. n—1.

U+ u+v? = 0,

i+ 2 livw =, (4:4)
| @ (0) =9(0) =lim; oo u (t) = lim, v () =0,

u
onde 1 = —, etc.
dt

No préximo pardgrafo calculamos as simetrias de Lie do sistema (4.4)
e, em seguida, no pardgrafo 4.2 mostraremos que as simetrias de No6ther
correspondem ao caso em que (p, q) pertence a hipérbole critica (4.2).

Os resultados obtidos neste capitulo se encontram em [4].
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4.2 Calculo das Simetrias
Escrevemos o Sistema de Lane-Emden na seguinte forma

n—1
i = — ; uw—v! = w(v,u,t)

n—1
i o= - ; v—uP = w?(u,0,t).

Para achar suas simetrias

0 0 0
XZS(@“W)&*‘# (tvuﬂ])%—{—nz(tuav) %7

vamos iniciar calculando as derivadas parciais de w® , a = 1, 2:

n—1. "

1 _ ) 0l — a1l O
Wi =0 uyw, =0;w,=—qul™" ;w, = ; ;wy, =10
n—1 n—1
2 _ S22 ap-l. 2 L2 .2
Wi= g VW= swh, =05 w5, =0;wy = ;

Substituindo-as na primeira das duas equagoes de (A.45), para a = 1, temos:

¢ (”; 1u) + 72 (—qut) + (4.5)

o (_n;lu_vq) (Er+Euu+EL0) +
RN A

+£ uuu?’ + 25 uvu2'i} + 5 UUQ‘“'}Q + 25 tuiLQ + 26 tvz'“} +

- (nluuu2 + znluvuv + 7711)11?.]2) + gttu - 2771tuu - 2771tv’0 - 77ltt =0.
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Juntando os termos comuns, esta identidade é reescrita por

1
"t—qu B (4.6)
n J—

t
n—1, . . 1
— / U+Uq (25t+35uu+2€vv_nu)+

1
(n's + nhi+ 0l — €4t — €0 — € b)) +

—1
— (n — 0+ up) (it — 1) + & uul® 4 2€ o °0 + € pptd® + 26 0% +

+2¢ 00 — 0t it — 20t a0 — 0t 0% 4+ € i — 2L 0 — 2nY 0 — 0, = 0.

Os coeficientes das poténcias de ordem 3 da expressao acima devem ser iden-
ticamente nulos. Assim

Ewn =0=E&(t,u,v) =a(t,v)u+b(tv).
Tomando as derivadas parciais de £ com relacao a v
fv = ayu+ by, ) gvv = Ayl + gvv

e do fato que &,, = 0 temos que, necessariamente, a,, = 0 e b,, = 0. Ou
seja: as fungoes a e b sao lineares em v, e serao assumidas da forma

= o (t)v+ b (1)

b

as (t) v+ Pa (t)
e o candidato a & (¢,u,v), agora, se reescreve como sendo
E(t,u,v) = [an () v+ B (t)]u+ ag (t) v+ Ba (1)

Mas ainda temos que &,, = 0. Dos calculos das novas derivadas parciais e do
anulamento de &,, temos que a; (t) = 0 e a expressao de £ assume a forma,
ainda nao definitiva, porém mais simples

E(t,u,v) =01 () u—+ag(t)v+ Gz (t).
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Para nao sobrecarregar demais a notacao, as fungoes coeficientes de £ serao
renomeadas por

E(t,u,v) = a(t)u+b(t)v+c(t)
= au+bv+c

sempre lembrando que, ainda, a = a(t), b = b(t) e ¢ = ¢(t). Substituindo
em (4.6) as correspondentes derivadas parciais deste “novo” £, obtemos um
polinomio em u e ©. Os respectivos coeficientes das poténcias 42, uv e >
devem se anular e fornecem as seguintes equacoes diferenciais:

o T v 2a -l = 0,
DL TR S S
Mo = 0,
ou ainda
M = —28Sat2a:= £ (1),
N = —n;16+25:=9(t),
Ny = 0.

Desta tltima relagao temos n' = A(t,u)v + B (t,u).
nt, = A, = g(t), a expressao para A é A(t,u) = g(t)u + g(t). Desse
modo

' =(gt)u+dt)v+ B(tu).

Tomando mais uma vez as suas derivadas, e as substituindo na relacao ante-

rior temos

U2

B(tw) = f (1) 5 +h(0)ut k()

e uma expressao mais refinada para o coeficiente n da simetria que estamos
buscando:

u2

M =g @uw+d @+ (1)

Fh(t)u+k(t).
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Com o anulamento de tais coeficientes a equagao (4.6) fica mais reduzida
ainda: é um polinomio cujo coeficiente de 7, ao ser igualado a zero, nos da:

n—1
t2

-1 .
(au+bv+c)—n (au+bv+c'>+

—3av? — buP + du +bv +é—2nY, = 0

€ que Se reescreve

1 1 . -1 1. .
("ﬁ a—"2 c'wﬂi—-zf’:)w(”t2 b—— b+b—%)v+

1 —1 :

(et e e —2h) — 3av? — bu? = 0.
t2 t

Como p # 1 e q # 1, da identidade acima temos que a = b = 0. Note que

dessa forma, pela definicao de f e g, f = g = 0 e sobra apenas a equagao

diferencial a ser resolvida:

1 -1 .
ch—”té+é—%:0 (4.7)

Com isso

E(t,bu,v) = a)ut+bt)v+c(t) =c(t)

n' (t,iu,v) = dt)v+h(t)u+ k()

h sendo dada pela equagao (4.7).
Olhando agora para o coeficiente de v,

—2b? — 2, =0=17n', =0=2n', =d=0= d= const.
J& o termo livre é

n—1 .
—q v = =y — 207 =0

ou ainda

qifv?! = _nT (hu + k) + hv? + duf — hu — k — 207 (4.8)

1. . S
= _(nt h+h)u—|—(h—2é)vq—(nt k:—l—k:)—i—dup.
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Olhando agora para a segunda equacao do sistema (A.45) com a = 2, lem-
brando que £ = ¢(t), ela fica reduzida & seguinte expressao:

—1
v+n' (—pur) — nT (0% + 0+ 0’0 — ¢v) + (4.9)

-1 -1 —1
—2(—nt Q'J—up)c'—l—(nt u+vq)n2u+<"t 1)+up)nlv+

Como os coeficientes de w2, w0 e ©* devem se anular, temos
N =0=1n% =M (t,v) =n*= M (t,v)u+ N (t,).
Como n?, = 0, temos que M (t,v) = M (t) e, pelo fato de também n? = 0,
N, = K (t) e, portanto, N (t) = K (t)v + L (t). Assim
=M@t u+ K ({t)v+ L) (4.10)

como poderia se ter notado devido a semelhanca entre as duas equacoes do
sistema. Substituindo n? na equagao(4.8) chegamos na seguinte identidade:

—1. . 1. .
—(nthﬁh>u+M—2@W—<ﬁt k+@>+mw—

= ' (Mu+ Kv+ L)

de onde tiramos o conjunto de equacoes:

1. .
D by h=o,
(4.11)
h —2¢=qK,
1. .
P vk =o,
(4.12)

d=0eM=0e L =0.

Tudo isso nos define uma melhor forma para os coeficientes da simetria
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A esta altura, a referida segunda equacao do sistema esta reduzida a

-1 n—1..

n—1.
cv +

n
C—5 U= pntuP! — Tn% — 2¢uP —

PP 4+ éb — 2050 — 0% = 0

e que, apds a substituicao de n', se conclui que k = 0, resultando, dessa
forma, n' = h (t) u. Igualando os coeficientes de ¥ e de u a zero temos ainda
as relagoes

1 1
”tQ c—"t Eté—2m2, =0 (4.13)
ou 1 1
”tQ C_nt ¢+ ié—2K =0, (4.14)
—ph — 2+ K = 0; (4.15)
entao
E=c(t),
nt=h(t)u,
n* =K (t)v.

Para ver a relacao entre essas fungoes coeficientes comegamos primeiramente
notando que as equagoes (4.7, 4.11,4.12) juntamente com (4.13, 4.14, 4.15)
formam um conjunto que deve ser resolvido aos pares nas equacgoes semel-
hantes:

(n—1 n—1 n—1 n—1

e — 4 ¢—2h =0, S — ¢4 ¢—2K =0,
h—2¢—qK =0, e —ph —2¢+ K =0,
| —hri=0, | krk=o
Assim de I I ‘
¢ T ¢+¢é—2h =0,
n—1 n—1

c— ; é+é—2K =0
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se tem que h— K =0. Logo
h(t) = K (t) + Ko,
onde K é uma costante qualquer.
De
h—2¢—qK =0,
—ph—2c+ K =0

resulta que

K—-ph = h—qK =
K—p(K+K0) = (K+K0)—C]K:>

K(g—p) = (1+p)Ko

e como g # p temos que

1
K = ﬂKO = const.
q—0p
e assim 14 m
h = —pKo + Ky = —qKU = const.
q—0p q—0p

Como ainda restam
h—2¢—qK =0,

—ph — 2+ K =0,

da resolucao desse sistema resulta

2(1
1 —pg
¢ 2(1
K= 20+,
1 —pq
Note-se ainda que
92 (g —
ho k= 2P e

1 —pq
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Seja agora
Ko (1—
A= o ( pQ).
2(¢—p)
Entao
substituindo ¢ e ¢ em, por exemplo, (4.14) chegamos a conclusao de que
K; =0 e, finalmente

(c(t) = At,
2(1
ni =200,
1 —pq
2(1
K= 21ED)
\ 1 —pq
Logo, a simetria do sistema ¢é dada por
€ (t,u,v) = At,
2(1+q)
1
n (t,u,v) = — Au,
(tu,0) = —— ”
2(1
n* (t,u,v) = —( +7) Av.
L—qp

Com isso, provamos o seguinte

Teorema 4.2 Sen >3 epq > 1, p # q, as simetrias do Sistema de Lane-
Emdem sao geradas por

L0 2(0+q , 0  2(1+4p), 0

onde A € uma constante qualquer.

4.3 As Simetrias de Nother do Sistema

Vamos agora determinar quais as relagoes entre os parametros que definem
as simetrias de Lie que também sao simetrias de Nother do sistema. Como
anteriormente, essas equacoes tém estrutura variacional:
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Lema 4.3 O sistema de Lane-Emden € constituido de equacgoes de Fuler-
Lagrange do funcional

1
J (u,v) :/ L (u,v,a,v,t)dt
o
onde a fun¢ao de Lagrange correspondente €
tn—l tn_l

L (u,v,1,0,t) = "t — ——uPtt — 0t
p+1 qg+1

Demonstragao: A primeira equagao de Euler do sistema é escrita como
sendo

d d oL 0L
iy R
dt dt 0t Ou
Calculando as derivadas:
d
pm (") = (=" wP) =0 " — (n— 1) "0+ t" P =0,
ou seja
. n—1,
- — U =uP.

Analogamente, para a segunda equacao

d doL 0L
_Li)_Lv:__.__: y
dt dt 0v  Ov 0
se tem
. n—1,
—i — =7,
o que conclui a demonstracao do Lema. U

Teorema 4.4 Considere o sistema de Lane-Emden dado pelas duas equagoes

semilineares
. n—1,.
u = - u — v?
t

. n—1,
U= — v —uP,
t
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onde u e v sao funcgoes diferencidveis det. Sen >3 epqg > 1, p # q, uma

simetria J 2(1+q) 0 2(1+p) 0
q p

2 TV A — 2 T A

ot 1—gqgp “au 1—gqp Uc%

¢ simetria de Nother se, e somente se,

X =At

_(p+1)(g+1)

n
e 4.16
;- e, (1.16)
isto €, se o ponto (p,q) estiver sobre a hiperbole critica
n n
—+ =n—2.
p+1 qg+1
Demonstragao:  Conforme procedimento adotado nos capftulos prece-

dentes, vamos determinar as relacoes entre os parametros para que a simetria
seja de Nother. Para isso comecamos calculando o prolongamento do gerador
infinitesimal

0 2 (1+4q) i 2(1+p) , O

Notamos ainda que os coeficientes do primeiro prologamento, ou extensao,
sao dados de forma andloga aos anteriores por

o dp o ,d
T=a  Tar
. _— - , 2(1+¢)
Assim, para simplificar a notacao e os calculos, denotando por B = 1—A
—qp
2 (1
e por C = MA, obtemos que ' = (B — A)d e que n* = (C' — A) v, de
—qp
modo que o campo prolongado ¢é escrito da seguinte forma:

0 0 0 6 8

Lembrando ainda que o operador

0
A=
e

“(¢',d':1)

dqe e’
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neste caso, se reduz a

A= i 0 00 20
ot ou ov o o

e com
i n—1,. .
w=— ; u— vi,
n—1
w? = — ; U —uP,
A=A,

vamos verificar a condicao
XL+ (AE)L = AV,

vide[30], pagina 98, (10.27), para se ter simetrias de Nother. (Acima V =
V (u,v,t)). Célculos simples mostram que

XL+ (AL = [(n—1)A+B+C— A" Yao+

B+t — (o ) et
p+1 qg+1

O lado direito dessa igualdade é a derivada total de uma funcao s6 de u,v e
t se, e somente se,

(n—1)A+B+C—-A=0,

0 que ¢é equivalente a

2 1 2 1
Pq +2q + A+pQ+ P+

nA +
1 —pq 1 —pq

A=0,

isto é
2(p+1)(g+1)

pg—1
visto que, como estamos considerando simetrias nao triviais, A # 0. Agora
¢ facil ver que essa relacao obtida é equivalente a

n n

-+ —
p+1 qg+1

Isso conclui a demonstracao. O
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Observagao. Se
2(p+1)(¢+1)

pq—1
entao
1
By 2t 2@+,
p+1 1 —pq pqg—1
e
2 1 2 1
cp g2t 204D,
q+1 1 —pq pqg—1

Isso demonstra o seguinte:

Corolario 4.5 A simetria de Nother do sistema de Lane Emden é simetria
variacional.

Esse resultado serd utilizado no proximo paragrafo.

4.4 Uma primeira integral

Neste paragrafo vamos supor, entao, que o par de parametros (p, q) esté sobre
a hipérbole critica (4.2).

O Teorema de Nother, [30], pagina 99, implica que se £0/dt +n*0/dq¢* +
n%0/0¢* é o gerador de uma simetria de Nother, entao

o=E[¢"L g — L] =L g +V (¢',1)

¢ uma primeira integral que satisfaz Xy = 0.
Isso se traduz, neste caso, por

o=CE[ul 4 +9L s — L) —n'L 4 —n°L, (4.17)

uma vez que nossa simetria é variacional e, portanto, V = 0.
Considerando a funcao de Lagrange correspondente

tn—l tn—l

p+1 Uqul
p+1 qg+1
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tomando os coeficientes da simetria de Nother obtida:

;

E(t,u,v) = At,
2(1
nt (t,u,v) = 1(_——;3)1414 = _T: 1Au, (por (4.16)),
2(1+p) n
2
t = —F = — .
7 (t,u,v) - Av q+1Av, (por (4.16)),

calculando as correspondentes derivadas parciais de L, as respectivas sub-
stituigdes em (4.17) e uma simples computagao nos determina a primeira

integral
n 1 n 1 uPtt o atl
U + ————ud + —iw + + =
p+1t g+1t p+1 qg+1
Esta equacao acima determina o paraboldide invariante usado por J. Hulshof
e R. van der Vorst em [14], pagina 2427.
E nossa intencao é continuar trabalhando com o objetivo de ter a res-
olucao exata do sistema. Para esse fim, a primeira integral obtida acima seréa
usada.

0.



Apeéendice A

Observacoes sobre o
procedimento geral

A.1 Introducao

O objetivo deste apéndice é apresentar, de maneira elementar, uma breve
introducao a Teoria de Lie dos grupos a um parametro e sua aplicagao as
solucoes de equacoes diferenciais invariantes pela acao de tais grupos. Esta
exposicao segue muito préxima as que podem ser encontradas em [8], numa
versao mais cldssica e em [30], num tratamento mais pratico e moderno.

A.2 Grupo de Transformacoes

Considere o conjunto de tranformacoes a um parametro

ry = (b(x,y,a),
(A1)

n = 1/1(%97@);

cada uma sendo determinada por algum valor do parametro a, e onde ¢ e
1 sao fungoes continuas das varidveis. Porisso, comecando com um valor
ap e variando continuamente o parametro a, o efeito das correspondentes
transformacoes em z e y serd o de tranformé-los também de forma continua,
gerando o que é conhecido como trajetéria, ou 6rbita, do ponto (z,y) pela
acao do grupo e, como se sabe, todos os pontos desse caminho possuem a

71
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mesma trajetoria e que o parametro pode aparecer de muitas formas dife-
rentes na definicao das equagoes que definem um tal grupo. Aquf usaremos
o parametro de modo que, inicialmente, ay e, posterirmente ¢t = 0, denote a
transformacao do grupo que corresponde a da identidade.

A.3 Tranformacoes Infinitesimais

Da continuidade das fungoes que definem (A.1) , uma variac¢ao infinitesimal
da no parame-tro acarreta em variagoes também infinitesimais nas varidveis
x e y que estao representadas pelo Teorema de Taylor

0
xr = ¢(x7y7a0)+ (8_3)@0 6a+"'7

(A.2)
vy = Y(z,y,a0) + (g—f)ao da + ...

Observando que ¢ (z,y,a9) = = e que ¥ (z,y,a9) = y, as mudandcas em
x e y sao estimadas em

r—x = 0r = (@) da—+ ...,
da ),

(A.3)
0
h—y = 0y = (_TP) oa+ ...
da J .

onde os termos de ordem superior sao denotados pelas reticéncias. Uma

9¢
vez que ag estd fixado, as Unicas varidaveis que permanecem em ( e
ao

da

0
( w) sao x e y. Logo podemos escreve-las na forma
ao

da
0
<£>ao = &(z,y),

(g—f)% = n(z,9).

(A.4)
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e a transformagao (A.3)sendo reescrita por

dxr = &(x,y)da+ ..,
(A.5)
by = n(z,y)da+ ...

As poténcias de ordem mais altas podem ser desprezadas desde que & ou n nao
sejam identicamente nulas (i.6: para todos os valores de = e y) ou infinitas.
Neste caso as transformagoes (A.1) produzindo uma variacdo infinitesimal
nas variaveis sao dadas por

ox = ¢ (ZL‘, y) oa,
(A.6)
by = n(z,y)da.

e que serdao chamadas de transformagoes infinitesimais (associadas ao grupo
definido por (A.1). Para casos patolégicos envolvendo £ e/ou n vide [§].

A.4 Simbolo da Transformacao Infinitesimal.

Na transformacao dada em (A.6) usamos a letra grega § para expressar a
derivada parcial com relagao ao parametro a. Também serd utilizada para
denotar o valor que as diferenciais das novas variaveis assumem quando a =
ag. Assim

_ _ (9 _ (9
ox = &(x,y)da = (8a)a05a_(8a)ao5a’

_ _ o _ Oy
oy = n(r,y)da = (%>a05a—<%)ao5a.

Se f (x,y) é uma funcao analitica qualquer das varidveis z e Yy, o efeito de uma
tranformagao infinitesimal sobre ela é modificé-la para f (z + {da,y + nda),
cuja expansao em série de Taylor é a seguinte:

(A7)

f(x+&a,y+noa) = f(z,y) + (5%4—7]2—5) oa+ ... (A.8)

ou

of 0
Sf = (ga—ima—‘;) Sa+ ... (A.9)
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Lie introduziu o simbolo U f , conveniente e pratico, para o coeficiente de da
na equacao acima, definindo assim o operador:

0

0

Note-se ainda que
of = (Uf) da—+ ..,
0
Uf = (i) ,onde fi:= f(x1,11),

Jda
Ur = (eUy=n.

Uma vez que sempre se pode escrever U f quando se conhece a transformacao
infinitesimal (A.2), e, reciprocamente, (A.2) é conhecido quando U f é dada,
U f é usada para representar (A.2) e, assim, abusando da linguagem, se dizer
a transformacao infinitesimal U f no lugar de a tranformacao representada

por Uf.

A.5 Grupo Gerado por uma Transformacao
Infinitesimal

Na subsecgao 2 foi dada uma forma de se obter a tranformacao infinitesimal
de um dado grupo de transformacoes. Nesta iremos ver como a recfproca se
processa: dada uma transformacao infinitesimal como determinar as trans-
formacoes finitas que determinam o grupo correspondente.
A transformacao infinitesimal
of | of

Uf .—é’ax +nay (A.11)
leva o ponto (z,y) num ponto vizinho ( = + & (z,y) ét,y + n(x,y)dot), onde
agora t esta sendo usado como parametro e t = 0 é o valor do parametro
que define a tranformacao identidade. Essa acao transforma o ponto inicial
(x,y) no ponto (z1,y;) e assim sucessivamente constituindo um caminho de
pontos que ¢é exatamente a curva integral do sistema de equagoes diferenciais

dx
dtl = g('rluyl)v
(A.12)
dyr
>, 77($17?/1)a

dt
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ou, equivalentemente,

dx, . dy: . @
{ A = = (A.13)

:L‘hyl) 77(551791) 1
e que passa pelo ponto (x,y), onde z; se reduz a = e y; a y quando ¢t = 0.
Os dois primeiros termos de (A.13) sao independentes de ¢t e formam uma
equacao diferencial cuja solucao pode ser escrita na forma

u (x1,y1) = const. = u (z,y) (A.14)

com a condicao inicial x1 = x e y; = y quando t = 0. Essa é a equacao da
trajetdria correspondente ao ponto (z,y). Explicitando em u (z1,4;) = c uma
das varidveis em fungao da outra , por exemplo x1 = w (y1, ¢), e substituindo
em 7 0 x; por w , a equagao diferencial resultante
d dt
i =@ (A.15)
T](w (ylac) 7y1) 1
pode ser resolvida por uma quadratura e, finalmente, substituindo ¢ por seus
valores em termos de x; e y;, essa solugao toma a forma

v (zq,y1) —t = const. = v (x,y). (A.16)
Segue, entao, que as equagoes

u(ry,y) = u(z,y),
(A.17)

U(xbyl) - U<I7y)+t7

determinam z; e y; como aquelas solugoes de (A.12) ou de (A.13) com as
condigoes iniciais x1 = x e y; = y quando ¢t = 0. Facilmente se pode mostrar
que elas determinam um grupo local a um parametro de transformagoes como
o desejado no inicio.

Uma outra maneira de se obter o grupo gerado por uma transformacao
infinitesimal serd apresentada agora e que depende das consideracoes a seguir:

Seja Uf :=¢ 8_f + ng— uma transformacao infinitesimal dada. Sabemos
Y

ox

que as tranformacoes finitas do grupo gerado por ela tem a forma

ry = ¢(x7y7t)7
(A.18)

(I ¢($ay,t)7
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can = (5) .

n(z,y) = (Z_f)t:o

e que podem ser obtidas através da expansao em Férmula de Taylor em t,
sem a necessidade de integracao.

Como a acao de qualquer transformagao de (A.18) sobre um ponto (z,y) o
leva ao ponto (z1,¥), ela também transformard f (z,y) em f (z1,y;) onde f
é uma funcio analitica qualquer, e sendo f (x1,y1) dependente de t, podemos
calcular sua expansao pelo Teorema de Maclaurin:

_ N 0% fi

fi = filz,m) e = f(zy).

Denotando também

onde

(A.19)

onde

de modo que

(€)i=o = &, (M=o = 7,
(Uifi)eg = US,

segue se, pela Regra da Cadeia, que

df1 of _

BT U,fi e, portanto, (E)&:O = Uf
e

?fH 0

(Ui f1) =U(Uf) = U?fy

o2 ot
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Ainda mais

0’ fi B -
(8752),:_0 = UUf) = U,

Analogamente

Bf
( at;) - UUWUf) = VY
t=0
e assim sucessivamente. Portanto a acao de qualquer transformagao finita do
grupo de transformacgoes sobre uma funcao analitica f é dada pela expansao
t? t3
fi = f‘|‘(Uf)t+(U2f)§+(U3f)§—|—,_, = eth. (A.Ql)

Em particular

t2

v, = eVr = x—l—(Ua:)t—l—(U%)g—l—...,
' (A.22)
t2

y = eVy = y+(Uy)t+(U2y)§+....

Nota se também que as equagoes dadas em (A.22) definem claramente um
grupo de transformagoes no parametro ¢.

A.6 Invariantes

Uma funcdo f(z,y) é invariante pela agdo de um grupo se ela é deixada
inalterada por todas as transformacoes do grupo, isto é :

feny) = [fley)

Escrevendo a equagao (A.21) na forma

t? t3

fi—f=UHt+ (U2f)5+(U3f)§+..., (A.23)
para que f (z1,y1) = f (x,y) para todos os valores de x e y e seus correspon-
dentes 1 e y; nos quais eles sao transformados por todas as transformagcoes
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do grupo, ou seja, para todos os valores de t, é condicao necessaria e sufici-
ente que o lado direito da equagao(A.23) seja identicamente nulo para todos
os valores de x e y. Em particular deve-se ter, necessariamente,

af 9
Uf = ga—i +ig =0 (A.24)

Como Uf = (U(Uf)) e UM f = (U (U™ Vf)), a condigio (A.24) também

sera suficiente. Isso nos leva ao seguinte teorema:

Teorema A.1 A condigao necessaria e suficiente para que uma funcao f (x,y)
seja invariante pela agao do grupo U f é que Uf = 0.

Assim para se determinar se uma determinada fungao f (x,y) é invariante
por Uf devemos verificar se (A.24) é satisfeita ou, de modo equivalente,
verificar se f é solugao do correspondente sistema de equagoes diferenciais
abaixo

o __dy _ & (A.25)
{(zy)  nlzy) 0
E sabido que, se u (z,y) = const é a solugao da equagao
v _ _dy (A.26)

E(xyy)  n(x,y)

entao a solugao geral de (A.24) é

f=F(u)

onde F' é uma funcao analitica qualquer de u.

Conforme visto na seccao 4, a equagao diferencial que da as trajetérias
de um grupo ¢ obtida da tranformacao infinitesimal do mesmo. Desse modo,
com as notacoes acima,

dv  &(z,y) &

A solucdo geral de (A.27) u(z,y) = const é a equacdo da familia de
trajetorias. Como w é uma funcao invariante pelo grupo Uf , segue que
a equacao de uma trajetéria é obtida igualando-se um invariante a uma
constante. Essa propriedade é uma caracteristica de um invariante. Portanto

dy _n(z,y) n (A.27)
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se igualando uma fun¢ao a uma constante isso resultar numa equagao de uma
trajetéria, entao essa funcao, de fato, é um invariante.

Ha outras formas em que a equacao de uma trajetéria pode aparecer.
Videl[8].

Se f (z,y) = 0 for uma equagao invariante entao fi (x1, ;) deve se anular
para todos os valores de x; e y; nos quais os valores de x e y, que satisfazem a
equagao f (z,y) = 0, sdo transformados pela agao do grupo. Como podemos
reescrever (A.23) na forma

t2 t3
fi(z,y) = f(zy) +(USf) t+ (UQf) 51 + (Ugf) 30 + oy (A.28)
se o lado direito dessa igualdade tiver de ser nulo sempre que f(x,y) se
anular, para todos os valores de t, é necessario e suficiente que cada um dos
demais coeficientes também seja nulo. Em particular, é necesséario que

Uf =0 sempre que f(x,y) =0

ou seja, sempre que f (z,y) for um fator de U f. Aqui estamos supondo que
f nao possua fatores repetidos.(Vide[24]). Assim se f (z,y) for um fator de
U f podemos decompor U f em

Uf :w(a:,y)f(a:,y)

calcular

Uf=UUf)=Uwf+wUf = (Uw+uw?) f

que também contem f como um fator. Analogamente se mostra que todo
coeficiente em (A.28) também tem f como fator sempre que U f tiver e que,
se

U'f =0 (zy) f(z,y), entdo U f = (Uo+0°) f.

Desse modo podemos concluir que o anulamento de U f sempre que f (z,y)
se anula é uma condigdo necessaria e suficiente para que f(z,y) = 0 seja
uma equagao invariante. No caso de Uf = 0 para todos os valores de
r e y a condicao acima é plenamente verificada, como ja se sabia pela
condi¢ao(A.24). Assim, nao sé f (z,y) = 0 é uma trajetéria como também
f (z,y) = qualquerconst, neste caso, o seré.

A discussao acima pode ser resumida no seguinte:
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Teorema A.2 A condi¢ao necessdaria e suficiente para que f (x,y) =0 seja
invariante pelo grupo Uf é que Uf = 0 para todos os valores de x e de y
para os quais f(x,y) = 0, supondo-se que f (x,y) nao tenha fatores repeti-
dos. Pontos que satisfazem as duas equagoes & (z,y) =0 e n(x,y) = 0 sao
invariantes pela agdo do grupo. Se & (x,y) = 0 e n(x,y) = 0 sempre que
f(z,y) =0, essa curva é composta de pontos invariantes e nao serd consi-
derada incluida nas drbitas do grupo. Nos outros casos, f(x,y) =0 € uma
trajetdria. Se Uf = 0 para todos os valores de x e de y, f(x,y) é um in-
variante e f (x,y) =k, onde k € uma constante qualquer ( incusive zero ), é
uma trajetoria.

A.7 Familia de Curvas Invariantes

Uma familia de curvas é dita invariante por um grupo se toda transformagao
finita do grupo leva uma curva dessa familia em outra da mesma familia .
Restringindo apenas as familias de curvas a um parametro definidas por

flay)=c,

ela sera invariante se

f(mhyl) = f[¢(x,y,t) 7w(xay7t)] ::W($,y,t) = C/

é a equacao da mesma familia de curvas, quaisquer que sejam t , ¢ e ¢
constantes arbitrarias.

E sabido que uma equacao envolvendo uma constante arbitraria e que
define uma familia a um parametro é igualmente determinada por uma tnica
equacao diferencial de primeira ordem para a qual a equacao envolvendo
a constante arbitraria é a solugdo geral. Porisso para que f(z,y) = c e
w(z,y,t) = ¢ definam a mesma familia elas devem ser solucdes da mesma
equacao diferencial de primeira ordem

/

af of ow ow
—dr+ —dy=0e —dr+ —dy = 0.
8xx+8yy e@xx+8yy
Para isso é necessario e suficiente que
of of
dr Oy _
det aw aw =0

dr Oy
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Mas essa é uma condicao necessaria e suficiente para que w seja uma funcao
de f. Logo

w=F(f)
e usando a expansao(A.28)

t2 3
f,y) = f(o,y)+Uf)t+ (U2f) 1 + (USf) o7 T
vemos que f (x1,y;) serd uma funcdo de f (z,y), para todos os valores de t,
se, e somente se, cada coeficiente do lado direito da expansao também for.
Em particular Uf = p(f). Dai

U2f = U (Uf) = U (u(f)) = d“d—jf)Uf _ d“d—jf)u ()

que também é funcao de f. Analogamente ao que se fez acima, as poténcias
U™f também serao fungoes de f . Desse modo Uf = u(f) é condigao
necessdria e suficiente para que a familia de curvas f (z,y) = cseja invariante
pela acao do grupo U.

Um caso especial deve ser ressaltado: se Uf = 0 para todos os valores
dez ey, f(x,y) = ¢ é uma familia de trajetérias, cada uma invariante e
portanto a familia é. Essa particular familia é caracterizada pelo fato que
sua equacao diferencial é

ndx — &dy = 0.

Para se determinar todas as familias de curvas invariantes pela agao de um

dado grupo U f ,vide [8] .

A.8 Mudanca de Variaveis e Variaveis Canodnicas

A forma das transformacoes de um grupo depende da escolha das variaveis
sobre as quais ele atua.

A introducao de novas variaveis em uma transformacao envolve o seguinte
processo:

Para achar o efeito da mudanca de variaveis

x =F(z,y) ey =G(z,vy) (A.29)
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nas transformacoes finitas do grupo

rr = gb(a:,y,a),

(A.30)
Y1 = ¢ (I7 Y, a) ’
notando que (A.29) tem associada
X1:F (zlayl) € ylzg(l'layl>7 (Agl)

x, y, x1e yidevem ser eliminadas nas equagoes (A.29), (A.30) e (A.31) e as
duas relagoes, que dai resultam, serem resolvidas em x; e y;. Na pratica o
que se faz é resolver (A.29) e (A.31) em z,y, x1€ y; e substituir o resultado em
(A.30). Em geral esse processo é longo e tedioso. Por outro lado o processo
de se determinar a nova forma das transformagoes infinitesimais é muito mais
simples.
Lembrando que o primeiro coeficiente de uma transformagao infinitesimal
ox ox
é definido por £ (z,y) = Sa <8_1) e considerando a notagao acima para
a a
a
a mudanca de coordenadas

B 0x, B ox; [ 0xq ox; [ 0z B ox ox
§xy) = (%)ao_ oz (8a)a0+ y (8a>a0_§8x+n8y

e, portanto,

§(x,y) = Ux,
temos, analogamente,
n(x,y)="Uy.
Assim a nova transformagao infinitesimal tem a seguinte forma:
of of
U =Ux—+Uy=— A.32
floxy) = Us+ Uyl (4.32)

onde Ux e Uy sao expressos em termos x e y por meio de (A.29).

E sempre possfvel, teoricamente, e muitas vezes, na pratica, achar as
mudancas de varidveis que reduzem um dado grupo de transformagoes a
uma forma desejada e conveniente. Assim, para se ter o grupo na forma

0 0
Uf =gt 402l
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qualquer par de solucoes linearmente independentes de

0 0
Ux = £y gty g = ExY),
(A.33)
0 0
Uy = &y gt nley) g = n6ey),

deve ser tomada como as novas variaveis x e y. Em particular, para reduzir
o grupo a um grupo de translagoes na dire¢ao do eixo dos y, em cujas no-

vas coordenadas o grupo teria a forma Uf := oy © 8 equagoes a serem
Yy
integradas sao
ox ox
z,Y) —+nx,y) — = 0
o) gty g

(A.34)

Jy dy

A primeira dessas equagoes é a mesma que (A.24), de modo que x pode
ser escolhida como qualquer invariante do grupo, digamos u (z,y). Um tal
invariante também é conhecido por primeira integral. A segunda equacao
é, pelo Método de Lagrange, equivalente ao sistema de equacoes diferenciais
ordinérias

dr dy dy
& 1
conforme também achado anteriormente. Usando o fato que u (z,y) = ¢ é
de d
solugao de ? = —y, y pode ser obtido por quadraturas. De acordo com Lie,
n
0
um grupo ¢ dito estar na forma canonica quando ele tem gerador U f = a—f .
Y

As variaveis que o reduzem a essa forma sao chamadas coordenadas canonicas.

Todo grupo pode ser reduzido a forma canonica Uf = Para isso é

a_y .

preciso apenas resolver a equacdo diferencial de primeira ordem
dr  dy
& 1

e sequir como especificado acima.
Convém notar que demos acima um tratamento cléssico a intoducao a
Teoria de Lie, aos moldes do tratamento dado a ela no inicio do século XX
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e para duas varidveis apenas. Pode-se, de modo natural, estender todas as
consideragoes feitas acima aos grupos uniparamétricos de varias variaveis,
inclusive usando abordagens mais modernas: a linguagem e notacoes de Var-
iedades Diferencidveis. Vide [S], [O]. No préximo pardgrafo iremos explicitar
a forma que as condigoes de invariancia assumem quando se tem quatro
varidveis, particularmente as que estao no contexto desejado = , vy , v’ e 3.

A.9 Segunda Extensao de um Grupo

As transformacoes das varidveis = e y levam consigo uma transformacgao nas
varias derivadas de y com relacao a x. Desse modo a transformacao de pontos

Ty = ¢([B,y),

Yy = w<x7y)7

assim chamada pois transforma o ponto (x,y) no ponto (x1,%;) e bem como
os véarios pontos da curva F' (x,y) = 0 em pontos correspondentes de outra
curva Fy (z1,y1) = 0, carrega consigo a variagao

8_¢ + a_wyl
W=D Wy y)
dl‘l : 1 @ N % ) . ' I
ox 8yy
e esta, por sua vez,
0 0 0
dut XXy —X,y”
ﬂ — y// — ax 8y ay — (,()(,’L' y y/ y//)
an TV T g TR
or Oy
Desse modo a transformacao
( I = ¢ (CB7 y) )
n = w (SC, 3/) )

/

v = x(z,u.9),

7

\ yl = w(xayay/ay”) )
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nas variaveis x, y,y’ e 3", proveniente da transformacao de pontos é chamada

Sequnda Extensao, ou Sequndo Prolongamento, da Transformagcdo de Pontos.
Comecando com um grupo a um parametro de transformagoes do plano

(A.1), vé-se claramente que as correspondentes transformagoes estendidas

(5(71 = ¢($ay»a),

n = ¢(l’>yaa),
(A.35)

/

yl - X(xvyaylaa)a

Ly = w(ryy,ya),

constituem também um grupo local a um parametro nas varidveis x,y,y’ e
y" e que é chamado Segunda Extensao do Grupo (A.1). Escrevendo-o como
o simbolo da transformacao infinitesimal da segunda extensao do grupo

of of  ,of L of

Uf_€_+ a_+ a/ T]ay,,?

(A.36)

onde como ja explorado anteriormente

ox oy
£i= 5o’ ba
e agora
;. 0y 6 [(dy\ _
T T s T sa\dr ) T
) )

_ %(dy)_dycs—a (dx)
dx (dx)?
oy ox

A gy
dx dz dx

considerando que os operadores § e d comutam e que

0 0 oy B ox
Sa (de) = (8xdx1>a0 (d%)ao de = d(éa)
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e, analogamente,

)
5, (dy) = dn
/ d77 ,df 877 877 85 / 85 /2
e e ) 05 — 224/ A.
T Vs T or + oy Ox Y 8yy (A-37)
De maneira semelhante obtemos
72 5y” 0 d_y/ o o d_77' _ //% o
o Sa  da\dx) T dx dv
on o, (o 95 O )\ ,
=+ = — = . A.
ox + 8yy + ((’3y’ ox 8yy Y (A.38)

A agao das transformagoes((A.1) nas varidveis z e y impoe uma acao das
transformagoes estendidas correspondentes (A.35) sobre a equagao diferencial

[ (z,y,y,y") =0.

Ela serd invariante pela acao do grupo estendido se somente se U”f =
sempre que f (z,y,y',y") =0 . Assim, como antes,
) L i

" a
Uf_g a+ 8/ nay//_

é equivalente ao sistema de equacoes diferenciais

de  dy dy’ B dy" (A.39)
E(xyy)  nxy) 0 (xyy) 0 (xyy,y") '

Duas das solugbes u (z,y) = const, que também é chamada de invariante ,e
u (z,y,y") = const , denominada de primeiro invariante, podem ser obtidas
pela forma descrita acima . Para se ter a terceira solugao u” (z,y,y,y") =
const ,ou um segundo invariante, o processo ¢ mais trabalhoso. Porém Lie,
vide[8], pagina 88, deu um método muito engenhoso para se obter uma forma
para u” (z,y,y’,y"), sem ser necessaria qualquer integracao adicional, desde
que as u (z,y) = const e u' (z,y,y’) = const sejam conhecidas. O método
estd resumido no teorema a seguir:

Teorema A.3 Se f(x,y,y,y") = 0 € uma equagdo diferencial de sequnda
ordem invariante pela agao do grupo U f e se u (x,y) = const € um invariante
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eu (x,y,y’) = const € um primeiro invariante de U f, a introdu¢do das novas
varidaveis
x=u(z,y) ey =u'(2,9,9)
reduz a equacgao diferencial a forma
dy
— =F(x
o = L (xY)
que € de primeira ordem.

Como consequéncia desse teorema temos as mudancas de coordenadas,
aquelas cléssicas, sugeridas para as equagoes diferenciais de segunda ordem

[y 9 y") =0 ;
Tomando, por exemplo, o caso U f = a—f
Yy

e as equagoes (A.39) correspondentes tomam a forma (classicamente usada
em [8]),

,E=0,np=1,temosn=1n"=0,

de dy dy dy’
0 1 0 0
e, portanto, u := x , v’ := ' e v” := y”. Desse modo a equacao mais geral

0
que fica invariante pela acao de U f = By é f(zx,y,y")=00uy” =F(x,y).
Y

Ela é caracterizada pela auséncia de y. Note que a mudanca de variaveis
sugerida pelo teorema x = x e y = ¢/ reduz a equacao original a

dy
2 _F _
dx <X7 Y)

Este é exatamente o método ensinado nos cursos de Calculo. Outros casos,
também devido a esse teorema de Lie, podem ser encontrados em ([8]).

Esperamos que esse conteudo apresentado sobre a Teoria de Lie tenha
sido suficiente para uma compreensao da metodologia adotada para achar as
mudancas de coordenadas nos resultados acima.

A.10 Simetrias de Lie de uma equacao difer-
encial

Achar (as) simetrias de pontos de Lie de uma equagao diferencial

H (z,y,9,..y" ", y") =0 (A.40)
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significa achar a solucdo geral € (z,y) e n (x,y) da condigao de simetria (3.44)
[30]. Serd suposta a condi¢do de regularidade para(A.40) a fim de que o
método seja aplicado e, como muitas equacoes diferenciais aparecem natu-
ralmente como equacoes lineares na mais alta derivada, as hipéteses para ela
é que ela seja explicitada por

y(n) = W (Z’, Y, yl, y(n—l)) .

Isso é equivalente a hipotese usada anteriormente : ‘ nao possui fatores repeti-

Y

dos .
Devido a (3.39), vide [30], a condi¢ao de simetria se reduz a

0 0 0 0
Xw = — — 4 .. (n=1) = p) A 41
onde i)
N dntT o dE
(1) — — D= A .42
" = v (A.42)

Neste caso o y™ aparecendo somente em n(™ deve ser substituido por w.

Observacao: a expressao geral de n(? acima pode ser obtida generalizando
(A.38) acima ou da seguinte maneira: considerando as expansoes em Série
de Taylor abaixo

T = z+el(r,y)+...=v+e(Xz)+ ..,

g = y+enlxz,y)+..=y+e(Xy)+ ...,
g = y ey y)+.. =y +e(Xy)+ ..,
g(n) = y(n) + 6/’7(”)(1‘7 y7 y/7 e y(n)) _|_ .= y(n) _'_ 6(Xy(n)) + e

onde n, 7/, ..., ™ sao definidas por

/

v 7(n)
L S ,
[ e |._

Tomando as respectivas diferenciais dz, dgj, dif,... e dj™ e usando as
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defini¢oes correspondentes temos

Y - d_zg _dytednt ...y +e(dn/dx) +..
di — dr+edé+ .. 14e(dE/dx)+ ...

dn d§
/ /
- Y €<dx ydx) o

_ b dgh 4o edn™D) 4

~/

dr dx + edé + ...
_ y(n) + 5(d77(n71)/d113) + ... _ ) L dn(nil) _ (”)%
1+ e(dé/dx) + ... dr 7 dr)

A condicao (A.41) é, de fato, uma equagao diferencial para as fungdes &
e n e que é linear em ambas as fungoes. Ainda mais, como essa condi¢ao
deve ser satisfeita identicamente em todas as suas variaveis z, y, v/, ...,y ™,
e lembrando que as fungoes £ e n dependem apenas de z e y, ela sera desdo-
brada em muitas outras equagoes diferenciais parciais cujas solugoes ( pos-
sivelmente triviais) podem ser facilmente achadas. Porisso o inicio se faz
escrevendo (A.41) em detalhes. Entao evidenciando-se, por exemplo, to-
dos os termos da mais alta derivada y™~ 1, estes formardo seu coeficiente
que devera ser tomado identicamente igual a zero; isso usualmente fornece
varias equagoes diferenciais parciais simples. Essas, uma vez resolvidas por
simples quadraturas , devem se jogadas nos termos coeficientes da derivada
y™=2) | procedendo como no passo anterior e assim por diante. Mesmo que
a primeira vista o procedimento pareca complicado, simplesmente , siga em
frente. Quando as simetrias existem, elas podem ser facilmente determi-
nadas. Deve se observar que, em muitos casos, poderd acontecer de nao
haver simetria alguma.

Ha duas importantes excessoes para essa otimista visao do problema. Sao
elas: as equacoes diferenciais de primeira ordem e a equacao diferencial linear
geral.

A.10.1 Simetrias de um sistema de equacgoes diferen-
ciais

Sistemas de equacoes diferenciais de segunda ordem ocorrem com muita

frequéncia em mecanica classica. Porisso vamos mudar a notacao, passando a
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usar aquela adotada naquele contexto, de modo que ¢ serd agora uma variavel
independente, e as coordenadas generalizadas ¢® como variaveis dependentes
e ainda usaremos ¢ para denotar dq®/dt. O sistema de equagoes diferenci-
ais de segunda ordem (equagoes de movimento) que vamos considerar serd
descrito por

G=w"(q¢".¢",t) ,a,i=1,..,N. (A.43)
No caso de uma equagao diferencial de ordem n, que pode ser denotada por
[30]

H(z,y,y,..y"™) =0
ou
y "W =w(z,y,y, .y )

e que tem associada a ela o operador diferencial parcial

0 9, 0 0
Af=(—d4y—dy'—twv— | f=
f (ax+yay+y 8y’+ way(n_l))f 0,

sabemos que a equacao diferencial admite uma simetria de Lie com gerador

0 0 0 0
— - — 4= (n)
X =¢&z,y) 5 +n(z,y) 5 +1 o7 + ..+ ok

ox oy
onde 7™ é dada por (A.42), se XH = 0 (modH = 0), ou equivalentemente,
X,A] = \A

vale, vide [30], pardgrafo 3.3. Por analogia ao tratamento dado & essa equagao
diferencial, podemos associar ao sistema de equacoes diferenciais(A.43) uma
equacao diferencial parcial linear que é completamente equivalente a ele. Essa
equacao é

8 -a a a Y 8 _
Af_ <§+q aqa+w (Q7q7t) a(ja)f_(L

e onde a somatoria esta correspondendo a repeticao do indice a. Ela admite
2N solugoes funcionalmente independentes

[0}

0% =" (¢*, 4", 1)

que sao as primeiras integrais do sistema (A.43). Uma prova dessa equivaléncia
pode ser encontrada em [30], paginas 93-95.
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Com relagao ao operador A , a maioria dos resultados vélidos para uma
equagao diferencial de segunda ordem pode ser generalizada para sistemas de
equagoes difernciais de segunda ordem, levando em consideracao que, neste
caso uma transformacao de pontos é uma transformacao injetora das variaveis
q*,t e o gerador infinitesimal de um grupo de tranformacoes é dado por

X = 5(qz>t)§ + Ua(qu t) aqa'

As equagoes diferenciais que definem o sistema (A.43) admitem simetrias
geradas por X e por sua extensdo, ou prolongamento,

a( i i a
+n%(¢', 4", 1)

. -0 N,
X = €(d',0) 5 +1'(d ) 3

ot dq®

se, analogamente ao caso de uma equagao,
[X,A} —)\A (A.44)

vale. [30] sugere uma simplica¢do dos cédlculos para a obtengao na deter-
minagao dos coeficientes do prolongamento de X: a componente 0/0t de
(A.44) é

dg
¢ dt
e as demais componentes sao
o _ A dE
T=a T

A parte essencial da condigao de simetria estd na 0/0¢*—componente de
(A.44), a saber
d§

X = Ap® — % —
w n wdt

que, por extenso, usando 0, = 00J/0t , O. = 903/9¢°, é:

a

a a .c . b c &u
0 = &w%+n'wh+h+dn’. —¢*¢ — 4% €c)8—q.b+ (A.45)
2w (€4 + ¢°€) +w’ (%€p — %) + 4" ¢°dE e +

+26°G°C 10 — 54" + ¢ € w — 24" — 1'%
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Esta equagao (A.45) generaliza (A.47), que estd contida como um caso espe-
cial e que foi demais utilizada, como condicao e referéncia, neste trabalho.
Ela serve para determinar as funcoes componentes &(q',t) e n%(¢%,t) do ger-
ador infinitesimal X quando as w®, equagoes que definem o sistema, sao
dadas. As N equagoes obtidas sao identidades em ¢ , ¢* e ¢' e, como £(¢',t)
e n%(q",t) nao dependem de ¢’ , irdo se decompor em muitas mais equagoes,
mais simples, e, eventualmente, tornar a integracao possivel.

A.11 Equacao diferencial de segunda ordem.

Para uma equacao diferencial de segunda ordem 3" = w (x,y,y’) a condigao
de simetria (A.41) se reduz a

0 0 0
X = —_— —_— ,— — " . A46
w (§8x+n8y+nﬁy)w n (A.46)
Usando o fato que [30],equagoes 2.40, 2.41,
0= ety =&)Y — &y?
0= e+ (2n2y — ae)y + (Myy — 2€xy)y/2 +

_’fyyy/ S+ (my — 26 — 352;3/)3//

e onde nesta tultima equagao substitui-se y” por w, a condi¢do (A.46) se
transforma em

0 = wlny =28 —3§Y) — we§ —wyn + (A.47)
—Wy [nx + (ny - gﬂc)y/ - gyy/ 2] + Nex +

+(27796y - fm)y/ + (77yy - 259074)3// 2 - éyyyl °

Dessa equagao diferencial devem-se determinar &(z,y) e n(x,y). Como ob-
servado anteriormente, ela é uma identidade em z,y e ' e, lembrando que
¢ e n nao dependem de ¥/, serd, entao,decomposta em varias equacoes, de
acordo com as diferentes dependéncias de suas partes sobre 7.
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A.12 Aplicacao do procedimento

Durante o desenvolvimento dos capitulos 2 e 3, muitas passagens na obtencao
das simetrias, e até mesmo na resolugao das equagoes diferenciais, foram
suprimidas para nao cansar a leitura e nao desviar a atencao para o essen-
cial com detalhes demasiadamente técnicos de célculo diferencial e integral.
Porém, para efeito de exemplo de completude do procedimento, todas as
passagens serao agora registradas para equagao de Liouville no caso bidi-
mensional

1
V' =w(z,y,y)=——y — ¥ . (A.48)
x

Aqui temos

1 1
we (@, y,y1) = Fy’,wy (,9,9) = =X’ ewy (z,y,y) = -

Substituindo esses valores em(A.47) se tem
1 / Yy / 1 /
0 = (=¥ = Ae")(n, — 26 = 3&Y) — (Y)E+ (A.49)

—%)[nm +(ny— &)y — &Y' 7+

—(=Ae’)n — (
1z + (20ay — Eaa)y' + (Nyy — 2€a:y)y/ 2 - fyyy/ ’
ou mais simplificadamente

1
0 = [_)\ey (ny - 2€z - 77) + ;7790 + 773595] + (A50)

1 1
+(E§x - ;5 + 3)‘6y£y + 277xy - gxac)y, +

2
"’(;gy + My — 25wy)y, - gyyy/ 5

Igualando o coeficiente de y' 3 a zero deve-se ter &, = 0, cuja simples inte-
gracao fornece

fx,y) =a(x)y+B(x) . (A.51)
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Tomando agora o coeficiente de 3/ ? e o igualando a zero, tem-se

2
0= Egy +77yy - 25903/ .

Porém, como
gy = (I) € é.xy = gy;v =a (ZE) (A52)

a equagao(A.52) se torna

2
0=— — 2
Ioﬁ—nyy «Q

ou, equivalentemente
Nyy = 20/ — —2a
v T

Isso implica em
2
ny = (20" = —a)y +7(z)
e, finalmente, que

n(e,y) = (o = 0l + )y +0(z) (453

Note-se que as equagdes proponentes acima sugerem que &(z,y) e 1 (z,y)
sejam polinomios em y, de modo que as partes de(A.50), ainda a serem de-
terminadas, irao se decompor em mais equacoes correspondentes as diferentes
poténcias de y que aparecerao. Também para a determinacao das funcoes
a(z) , B(x) , v(x) e 6(x), doravante denotadas apenas por «, 3, v e d , o
procedimento de identificagao de seus coeficientes a zero ird continuar sendo
aplicado. Entao, com essas novas propostas, igualando o coeficiente do ¢ a
Zero tem-se

1 1
Calculando as correspondentes derivadas parciais e substituindo em (A.54)

ela se transforma em

1 1
(ay + B) + 3Xe¥(a) + 2(2(a’ — ;a)'y +v)—a"y—p3"=0

1 ! /
—(@y+ 5~ —

ou no polinémio em y

Oy sares + 27 = 7]+ 30" 3(2)ly =0,
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que identificado a zero determina o sistema

(E)’—FQW’—H’ = —3alev,
x
a
307 —3(%y = 0
o - 3(%) ,

que, para ter solu¢ao como fungoes de x, deverao impor que o = a(z) = 0,
pois o lado esquerdo da primeira equacao é funcao s6 de x enquanto o lado
direito é de x e de y. Isso faz com que se tenha que redefinir as fungoes
coeficientes por expressoes mais simples

§(x,y) = 0 ()

n(z,y) =v(x)y + d(v)
bem como o sistema, que passa agora a ter apenas uma equagao

08 127~ 8 = 0o =g Dy en=g-)ta =
1@ = 5~ te.

Porém, independentemente da férmula explfcita para 7y, olhando para o termo
independente de y em (A.50) e tomando-o identicamente nulo, resulta

1
—Ae? (ny — 28 —n) + et = 06
1
—Ae (v = 20" = (yy +0) + —(Yy + )+ +0" = 0
1 1
AeV(—y + 20"+ ) + (;6’ +0")] + (Ne¥y + Efy’ +9y = 0

e que com cada coeficiente sendo igualado a zero fornece o sistema
(

1
Aty +—y +9" =0,

S Ae¥(—y+ 20"+ 4§) =0,

1
-0+ =0.
x



96APENDICE A. OBSERVACOES SOBRE O PROCEDIMENTO GERAL

Pelos argumentos ja expostos acima, a primeira equagao impoe que v =
~v(z) = 0. Isso o reduz a
20"+ 0 =0,

1
-0 446" =0.
e

Da segunda equacao se tem d(x) = co+c¢p Inx e, que substituido na primeira,
fornece, por simples quadratura

1
Blx) = —écl(a:lnx —x)— 562 +c3 =

1
= ——qrlnzx+ =(c; — c)r + cs.
2 2
Note que para essa fungao [ ficar compativel com a condicao v (z) =0 é
necessario que a constante cz seja igual a zero e que a constante ¢ na defini¢ao
de 7y seja igual a —}101. Com isso, finalmente, se conclui que os coeficientes
procurados sao:
Dessa forma a equacao diferencial

i

1
y' =w(z,y,y) = —Ey’ — Ae?

fica invariante pela agao dos grupos finitos que tém por geradores infinitesi-
mais o campo

1 1 0 0
X = [—§clx1na: + 5(01 - 02):16]% +[ci1Inz + Cg]a_y .
Note-se que tais campos podem ser reescritos em termos de uma base {v; , 15}
onde 5 5
- B
v = 2x8x+8y>
vy = Co[—3(xIne — 2)] = + Inw—

Ox oy

Esses dois campos de vetores formam uma &algebra de Lie de dimensao 2, nao
abeliana, solivel, e [vy, 1] = %lul.
Para achar as tranformacoes finitas e assim determinar os grupos de

Lie que deixam invariantes a equacao diferencial, é preciso integrar tais
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campos. Por [30] basta conhecer uma simetria. Entao tomando o campo

0 0
v = c(—%xa— + 8_)’ ou fazendo ¢, = 0 a simetria geral X fica reduzida a
Z Y
1 0 0 c 0 0
X=cl——2——+ —)= ——x— -
g 2" * ay) 2" O * c@y ’
cujos novos coeficientes & (z,) = —gx e 77 (x,y) = ¢ continuardo a ser de-

notados pelas mesmas letras £ e n de antes. Com esse novo par de funcoes
é possivel determinar novas coordenadas (s,t) onde s = s (z,y), t = t(x,y)
que se ajustem ao grupo de gerador

0 0 0
X—fa—x—FT}a—y—%

e, para garantir isso, elas devem, obviamente, satisfazer

0s 0s
X<S) :stg<x7y)%+77(xay>a_y:17

X (t):= Xt zg(x,y)%—kn(x,y)@ =0.

x

Geometricamente, achar as solugoes s (x,y) e t (z,y) desse sistema significa

introduzir coordenadas que tém as orbitas ¢ = const, do grupo, junto com

as linhas coordenadas s = const. Claramente s(z,y) nao é univocamente

determinada ou fixada pela primeira equagao: uma tranformacao do tipo

5= s+ s, (t) também é possivel, ou seja, a origem de s pode ser escolhida,

arbitrariamente, sobre cada érbita.Analogamente, nem t é univocamente de-

terminada pela segunda equacao do sistema, uma vez que uma mudanca do
forma # = f (t) é sempre possivel.

ot ot
Para resolver Xt = & (z,y) =— + n(z,y) =— = 0, observa-se que sobre

ox dy
cada érbita t = const, a equacao
ot ot
dt = —dr+ —dy =0
oz " - dy 4
¢ verificada e que, junto com
ot ot
Xt=&—+n—,
éax n&y
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Lo
m_amey_(()y

podem ser eliminados fornecendo, pelo Método de Lagrange, [8], pdgina 250,
a equacao diferencial de primeira ordem

§(z,y)dy —n(x,y)de =0

e onde agora t é a constante de integracao que ira aparecer na solugao desta.
No caso em questao, deve-se resolver a equagao

—gxdy +(—c)dz =0,

que por uma integragao direta, ou simples quadratura, se obtém y = —2In z+
t. Note que a solucdo esta na forma y = y (x,t) e que isso da as orbitas, cada
uma identificada pelo seu valor de t e porisso, por inversao, pode-se obter

t=t(z,y)=y+2Inz.

Por sua vez, a primeira equagao do sistema

0s 0s

¢ equivalente, ainda pelo Método de Lagrange, a resolver, substituindo y

por y (z,t)
dx ds

(e, yle,t) 1

0 que é o mesmo que, por uma simples integracao obter

s(x,t) = _—2de —2clnx + k.
cx
Conforme foi observado acima, s nao é univocamente determinado. Sempre
se pode adicionar a ela uma funcao de t. Porisso neste caso considera-se,
por simplicidade, a constante k = 0 e ela passa a ser expressa por s (z,t) =
—2clnz.
Juntando agora essas duas equacoes se tem:

t=y+2Inz, y =1+ cs,

2

s=——1Inx
c r=e 2.
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Observe que essa mudanca de coordenadas é a mesma sugerida na equagao
2.42. Nestas novas coordenadas

oy dy
—Zdt + =Zds ol ol s
@: r_ Ot ds  _ ldt + cds :_232ﬁ—262:—262(t/+0)
dz Y &Edt a'L‘d c ¢S c ds c
ot +% 5 —5¢ 2 ds
dt
onde t' = —. Por outro lado
ds
0y’ oy’ oy’
2y rdtt Shds+ Shar 5
0 375 88 875/ o cst//+ (t/—l— )
dt =0T e, By A e
ot 0s

No novo referencial determinado pelas mudancas acim a equacao diferencial

y/l — _ly/ . )\ey
s
se transforma em
4 2 1 2 il
gecst”—FE(t/—FC)—F g?ez (t/+c>:_)\et+cs
e 2

onde, apos simplificagoes, se reduz a

' = _ZCQ et .

Para resolver essa equagao de 2* ordem, com a auséncia da variavel s,
dp dpdt dp
considera-se p =t', logo t" = — = —— = p— . Assim
p=tres ds _ dtds Lt

dp  —X\* , —\c?
p% = e’ = pdp =

A etdt =

2 2 2
D -t , kK 9 Act
_— = —_ :k/‘——

Ty T Ty ety 2 ¢




100APENDICE A. OBSERVACOES SOBRE O PROCEDIMENTO GERAL

Ac? Ac?
e considerando k& > Tet, pode-se explicitar p = 1/ k — Tet. Como p =
d_ e N
i — “5-¢!, separando-se as varidveis recai-se em

pYex \/E

2
1 \/’“‘%Cet‘\/%
=ds= —=1In v = s + const
\/k—Tcet—i-\/E

Voltando as variaveis de origem x e y tem-se a solucao na forma implicita

2
1 \/k—%xey—\/%

—1In = _—lnx—l—const
k A2 c
vk \/k—Tcxey—l—\/E

Observe que fazendo a identificacdo vk = ¢ obtemos exatamente a equacio
(2.48).

Finalmente, esperamos que o detalhamento dado acima tenha sido efi-
ciente para a ilustrar como as simetrias de Lie de uma equacao diferencial,
quando existem, podem ajudar a achar as solugoes exatas da mesma. Para
aqueles que se interessarem em mais detalhes sobre o método, recomendamos
as leituras de [8], para uma visdo cldssica e rica em exemplos, e de [24, 30],
para abordagens mais modernas e com variadas aplicagoes a muitas outras
equacoes diferenciais.




Apeéendice B
O Lema de Lagrange

Neste apéndice iremos explicitar alguns dos resultados que foram utilizados
no decorrer desta tese para deixar o leitor informado corretamente quanto ao
teor da referéncia. O Lema de Lagrange que foi usado para ajudar na busca
das simetrias de Nother possui o seguinte enunciado:

Lema B.1 Considere f uma fun¢do continua no intervalo [xo,z1]. Seja n
uma fungdao continuamente diferencidvel em [xo,x1] e que se anula nos ex-
tremos, n(xo) = n(r1) =0 . estas condigoes, se

/w:If(r)n(r)d:cZO

para qualquer fungao n com as caracteristicas descritas, entao f =0 .

Demonstragao: Suponha o contrario,ou seja que f nao seja identicamente
nula. Entao existe um ponto ¢ no intervalo aberto (¢, z1) tal que, sem perda
de generalidade, podemos supor f(c¢) > 0. Entdo, pela continuidade da f
existe uma vizinhanga de ¢ onde f permanece estritamente positiva. Sejam
&1 e & dois pontos quaisque dessa vizinhanga com & < &.

Consideremos agora a funcao

0 se x ¢ (&,%)
Mo (z) =
(z—&)° (2 —&)° se 2 € (&,%)
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Como zy < & < & < z7 temos claramente que 7 () satisfaz as condigoes
do lema, logo

1 &1
o:/ f@m@de= [ f@)n(x)da

o
pois a funcao ny (z) = 0 para x € [xg, &1 U[&, x1]. Mas f(z) > 0eny(x) >0
em (&1,&) e as integrais acima nos dao uma contradi¢ao. Portanto f nao

¢é positiva. de mesma forma mostra-se que f nao pode ser negativa. Logo

f=0o. U
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