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PREFÁCIO -
Ueota CtiGser·tação ap:reserrliamos aJ..gumas rec1uçõeo de 01"W-~.r·ndo.:r:<t~B 

li.ne&es e de l:nat--rizes a formas normais ot.:.. cm'lÔn:!.caa o f:l.. nenoB çtt'!.e 

eono u:m. JY-":lL:!.eiro ·teorer::u1 ele denom.pon:l.ção ãe 

, 1" .. . "''"' 1 " ' 1 O];JGZ'av.o:.r :1.!1et..'..l· .1: se;JD.· c.t~ona ..... J..zave o 

O cap:Íiru.lo II:í: i:irata de El.at:c.izes ou.jo8 eleJ~.e:trl:ioc sê.o pol:i.nÔn'!.:h ;;:1 

C..e JS.[X] (a:ne]. dos polinômios :na in.deter:minada X)" A iDl:Dor"'jjaJ:;.t~ t;ool~:.:.<--,. 

dos divisores ela~eni;ares é tra.-"..;ado.:; visa.r...c1o a:c·limf..,.J.a l'!G ~;;=tl;j~t'1:i1D :r·ç 

rlesta d:l''.\G&:rtação ~ rréto<lOB Cte obte:ação ã.e ditiSO:'l"'e\'2'. ele?JCD.tD;t"cw e.â.~) 

mos êsee asp:Í'hllo com 11m. ori -~ério ~ sev.elJ.l9.11ça 

Cm!"oJ.á.,;.io9 r;:ue usuremos no cap:ii?..:ü.o IVo 

O oap!tru.c llT é ce~1tra.l. nesta disser·Gação,. :tfêle ob·i;euns ::nêtoCl.ou 

e ca;n,Ôn:J.{.l:8. de ~lordenrr inda:pendentes 

ção da !!!B..tr:l:!i ~.nvers!vel a~ ·tal que 

c1e JoY."ã.a.n -t;ag1JêlTI são irre:tadoao 

entre 

C··l A.C 

si o Métod.os de dr.::d:;8r...::;:l:<.Ja. , 

esteja na :fo:rm,_q oau.Ôn.i<·s 

Qm~·ro expressar a.g_u.i :meus sinceros a,gradeoimento8 s:.o~· ~:.c:.w ::.-~:1_.:> 

G8B t'Jc fl.TB~78' ô.e. Vl7ICA11."P <! os quais d:!.ret;a OU.. indir'et...qw_ente i!1.G :tn:--'?J:,.: :.;.-:: 

n.io-.:z'r~ 110.. cvr:tfecyão d\;!ei.;a disaerta.ç.ão.., Uln. especial a&;ra.decir.::.er:i.;c c.o 

?.L'o:f.., D-'..c.., Jt;t"J"'fl€" llfiaclwilo C!a1':'li.oso g_U9 ~eu e f'êz boas F.r'v_gesi/ôeD <I?. 



Teixeira:? quo :mo abriu e.s _portas paro. oo .. Gtldoa 

bos mito fizera.'1l :por mim e por 1m..:dt:oo de :m.el..-"'.f:f e;olr::GE'>S'f (::_1.::2~~~ cien""' 

-GifioaLle:nt&r corao grru1dss ho:;.ne:ns tle ciência ç[tle são:!' Qu.er ~.:.:uno exem,.,. 

pios rm~us de oeres lm.manos-1> paro. coD. ·t;t.Hlo o :Qara com tocloe, .. 

l1.[1'rOLl.oç.of,l o.in.da.ll' ao Di.re~r.ozo en ~erc!cic c1o L>IECG:i' 1-'ro:f,, D:O.'o;. I7"t'' 1 
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J'ld:-RSQUISITOJ -
i'rêstoe co.p:!tl..U.o , vamos introduzir alt:,uns co.ucei tos r;.ue podem 

-ascapar em um pri7lleiro curso de Ált;:;eb-ca Linear, curao êsne qu.e SG 

torna como pré-requi3it;o -para esta disserta7ão.,. 

l"l RESULTADOS INICIAI~ 

Sejam V e W K-espaços vetoriais (K é wn corpo comutativo) -

de dimensões finitas n em, res_>ectiv·:t:~lente .. Uma J!RANS~,OR?rAgão T 

de lJ em W é u.·:ta corr:;,apondênoia que as:>ocia a cada ve bar v de V 1lll 

único veto r Tv rle W. 

Uma -~r'l!lsformação L de V e:n ,y diz-se T,RANSFO<<Mi\!;(ÃO LIII.:>All -

se a ~eguinte condi~ão fôr aati~faita: 

~x,yrV, 'l>aéK-, L(ax+y) ; aLx + Ly " 

Pode-se vel."'ifica.r, f'àcil:ilente, que edta condição é equtvaJ.ea 

te às Geguintes condi.çÕes; 

i) V:x,yEV9L(x.y) ~Lx i·Ly 

ii) ll'x•V, v:a•K~ L(ax) ; 3.Lx 

Ademais, vale para tôda tr~sforma~ão linear as sesulutes 

propriedades: 

Lo :o 

' 

" v ) ~ i i 

Uma transforma7ão linear L de V em V denomina-se OJ?E,lA1JOR T,:f: 

~ sôbre V .. Nesta disse1:•taçã.o t nos limi taramos ao es t:u.clo ri e ope

radores lineares s8bre um espaço vetorial V de dimensão finita~ 

EJCE:IPLO ,"& 

Seja V"'"' K-e3paço vetorial de dimensão finita. n(arbitrárJ.o) 

Fixemos a em K. Definimos; 

Lv ; av , v:v~v. 

Então. L é um operador linear sôbre Vq De fato, L associa a 

cada v de v o único vetor a v de V e ~x,y~V,ibEK, L(bx+y) = 

= a(bx•y) ~ b(ax) + ay = bLx -<- Ly, 

Nôote exomplo 1, se tomarmos a ; 1 (a~o) te.-:~.os que ~ 



lf.veV, Lv ~ 1 v·~ v (Lv; ov =o). 

Denota:J.OO :po!" I{ou O) êste oy;racíor linear sÔbre V o I(ou O) 

denooina-se OPxUlADOil IDBWi'IDAllE 011 JDEllfi!CO (ou OP~RADOR JJ11l:&) c'.e 

Dada U:':la base ordenada ~ =1e1 ~ , ..... ,en J de V a n-ve·!iores ar-

bitrários fl'" .... ~f de ~'f' exist.e 11I1 único opsrador linear. r~ n 

sÔbre V, tal que, 

(ver [6J) 
Sendo :r.J v.-.r::1 oper.·J.c;_or line;,;;,r aÔbr_, V, cada f., r i ;;;::1 ~ .. ~ .. ,n, é llill. 

~ 

Ye~~or de \" que se expressr:1. de modo Úrüco come combinação linea:t~ 0.~ 

base orden:'!da 63- "'"' { e1 , .... ~o: en} o Seja •. 

f'j ~ a1 j e1 + f,.2 j e 2 -t ..... ..,-:-a:t.j en; j=l, ..... ;n.,. 

Os ele::~.ont;os a,ij, :i. fi j = l, ~., .. .,n forme~Zf. uv1a matriz (aij] nxn, que d~ 

n8müla:Jos MATRH 2Q Q?.El).~D,Q!J. Jild!.!')AR Ji. ,'J&:;~ H >lli!<l!.f.!'l f, .i.lkd.i?. dJ. 
tJ 

Tal ::1atriz é de;::lot:~.da por m ou por 

i,j ::;; 1,2, o ... ,!l .. 

Assi-:rr sendo.. fixada (ru.~bi trarta.::tente) uma b:J.se o:rdenada "'/~ v() 

de V, todo operij.rior li:1ear· L c.Sbre V :Lete:cm.in.e. uraa Ú.nica ~.::m.t:r•iz 

hre 

) ) 

com. elc:uentos em K.., Rec:l:pr,)oam.onte P tôda. rn.atri.z 

K, de-Ger.J.i~a. um. 1.tnico o per 1dor linear L p d:;.do por! 
n n n . 

L ; J,ej = L,, a.J·"; , x =L b.,e., e Lx =L b, fj , 
J i ::;;-l J. - i~~ ._!,. ... j =:1 J ~ 

pr .. d.emos descrever operadores lil:;_e.:.;,res c:tro. 
' 

Vt~z de ma:t;rj .. zes ~ e na trizes os tnstru.:~entos para. o estudo 

üporadores J..:Lneares .. 

Para o operador lineaJ. .. L de e~.cemplos 1, t3!rl.OS que, relativa---

:merl te a g,ualquer base orden:-~da ( ~ ~ { e1 , • ., .. , en} ~ 

Le .; a e.: ~ i ""' 1 :r .... " ,n 11 

i ·' 

logo 



a o o " 
() 

[L J o 
~ 

a o o • o (matrtz nxn) 

% o o o • ,, 
o o o • • a 

Em particular, a illé.t triz do oparflior j~dê;:,ttico I, e do oper·:;,;1.oi' 

nulo O, relativamente à ~v.al.quer base ordenada de V, são a matriz 

identidade E e a .• 1::..triz n12l~1 O {de ordem n) respactiv::ll'nente. I<>to 

• e, 
1 o ':> <I " o o o • • • o 
o 1 ••• o o o • • • o 

e [o] ~ o "' 
#! •• • • • • • 

o o o • • • 

• delta de Kronacker, e o Ob3erva-se que 

e matriz nula (ve-t;or nul.o e escalar zero), não h.á perigO de c:onfu-
a n 

são. Ainda de (1), temos que ae x ~ L.. bj e. e Lx "'L:., c; e1 , 
;i~1 . J i=1 -

então; n 
c 1 =Z. aij ej '·i ;1'""''n, 

j=1 
ou, em notação matrici~l; 

cl ~1 ~2 • • . ~1 rb1 
c2 .. 21 .. 22 " • o .. 2n b2 

= 

I ' • • • • • • I : • • • • • • • I 
1 cn! .. ,.,]. a • , . 

"'n·~J 
l b 

n2 1 n 
L J L 

Oonc1uimos assim q_ue; 

Sendo [L ]d} ' as coux"denadas do ve·tor 

da. coluna i de J:.D, i = 1~2,. ... ,,n,. :ih r out:·o 

I,e., 

" 
sãc. o!f elcmor.toB 

l01do, a t ,.. ... 
:!"3.!lD1 or:maça.;) 

d'iS coor·.lenadas de X para as LX (na mesma base orden8,da wj 7 •JllYO.;b, 

linhas de ,0 • 

3en.do operadores líne:.J.res ·;~,;-:-ansfomações (ou fm1qÕes) de V' 

eu v, é n:J:t;ur::~J. que se defina a.. aU.iqão ;;>.:::L+ T , de opero.doras linc.ê. 

rcs 1 e o produto 1" ;;:; ').. L;; de um ope:t""a.dor linaar pol"' L'.m ezocaJ..ar f P03t, 

to a p.:m.to ·~1.o 0.om.fnio V~ dejrur. 1 ~1 ~ opGraéLor~;;; lineares sÔb:>:-o V e 



Define--r;e: 

Sx;;;:Lx-+Tx • 

iPàcilme.nte se ':'ETifica qu.n 3 e P são OlJeradorcs lineares aôbra V., 

Gha.mam.os d d.e SO~.iA dos o:po:radores lin::mres L e i" e P de PHODUTO do 

TJ p0lo escalar ..,À..., 

Denotare;;·to3 por o conj.un.:t o ele todos os oper2dores linG[::;, 

res L ao'bre V. Com a aô.i:;ilo ( + ) e pl- :>duto por escalar (. ) , defini 
- -

{.0(:-),+ J K,.} é um K-espaço vc-

-t;orj_~.l ·1e di·ti.ens3:o n 2 (ver [6] ), denc::-dnado ~SPAQO VZ:rORIAL DOS Q-. 

A composição ele doi3 oper2d.ores lineares L e T sôbre V, m~s-

sa ordem, é a t:..'dnsformaç2.o M da V em V t definida por: 

.,. ' 
.. :;;· -3.~) + a1 X v:- - " ~-i" E r _z:-·- 1..ml - . .... . " 

~\)j 1 1\0!iJ.:t.O [!,r'b5. ti'ti.J."'iO 

V." !.,-, ' J '-' 
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do ao polinÔmio p(X), poni!o-oe: 

· 1 I) - I L Lr (.,. " O) 1h 1 -- a
0 

_ + a1 + .. ~ ,. + a:r-- .u -" ~ 

Anàloc;ament(', o polinômio na matl>iz A,assooiado ao polinômio p(X) 

• e dado por: 

Obse!'Va-se que é possível Jefini:r-se outras :funqÕes na ;!ln.t::riz i\. 1 

tais co~o, exp~ A, sen A, otc~ 

Sen<lo p e 9.9 poUnômios de K[x] , e= p"' '1o era; P·'le, então têm-

se que: 

s(L) ; p(L)+ 't9(L) a m(L) ; p(I..i. 'b(L), 

Segue c1a.í, que: 

urt:.a base ,a V' P os vetores Le1 ,QOQ,Len 

g_v.al de"otSJ~os por L(V). A itiru L(1r) 

V através de L, o 

~(L} chruua:cemos POSTO ou Q§..;:, 

fvE i,f! IN :;:::; o} é' um. snbosp:?.!{O 

de V~ deno.ruing,do NlicLZO ou. ~A.Q.Q l!];[.Q elo operador linear L, A 

O.:i.m N{L) ,.,. '))(L) :le:'lOJ:::J.j.na--.:::e LTQ&~~~- de L" Pocle-oe ·veri:ficcr que* 

~(L)+ -)(L) • ;li~ V ,, n, 

Finalj.zam.os eGta secção~ com. ux~ resultado importante. ~~ejam 

~) •" {e 1 :!'·"'~~"~en1 e àf '"" l ~~ 1 , .. ,,,f1:.) bases ordenadas ae V., Sej~ 

O a 11J..'3.t:t"iz que _:;J.Ucla a. bas~~ rJB para a bese lfj ... Então, :para todo 

operador linear L sôbre • 
V~ tem-se que: 

(ver [6] ), 

1. 2 o Por,n!llluo J,!fl!I1!0 -- ______ __,.. 

Sajo. V um K-espa.90 v-~torial de dimsnsão finita n?._l" Seja jj 

um operador linear sôbro V., B.xis-t~ algt.:U."l :;!OliuÔI.'ti.os não nulo,. f 

em K [X], tal que f(L) = O '? 

Como ci·ta;nos em 1.1 t d.im. ~(V) ~ n2 ~ asslm. sendo os operado --
:.:-es 
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a I+ aJ 
o " ~ o ' 

onrJ e :a. e a todos os coeficientes a ..-- "' são nuJ_os. Ba- l-"'+..o o' c;,)_~ ...... ,.._ 2 ~ -0. 

,, n 
<. 

f(K) = a + a 1 X+ •• ,+a 2 X-o. e teremos o.ue f(L) ~ O 
o n 

f n2.o é o polinS.Jllio nu.loa- Isto respan-J.e SJ.firm_;.ti-v-:.unente 8. pGrg'\}_/.!.tn 

proposta ... 

Qu:.JJ.ldO :f{L) ::: O, diz-~-0 que o cper: ... d.or ltnea.r L 8 iJl', ,!4.:1.º c.n 

:rJolinÔmio f de X [X]., 

8eja 'e) o conjunto de totlos 0:3 )OlinÔaio::.' de K [X]:.- dos qu9.:C.G 

L ê zero~ Já vimos que t 
7 ":1 • ... • ..., 

e COU rE"HJ. f.O..t...J-nOill:tOS UO.O nulo''., 
,,. . ] 

:f:i.cnrsmos CJ.Ue cD e u.:v:;. ideal de K [X o;. 

i) lJ; f, g E(') =9 f(L) = g(L) =O . • 
f(L) + g(L) =o+ o= o~ (f+ g)E O· 

f(I,)h(L) = O h(L) ii) \! :f'Eí5 e Th.eK[Xj, 

Sendo 3 um itleal do K [X] , ~ r$ um. ideal principal (ver te.Q_ 

rem.a 1 il.e A. 3) • 3eja m o polinômio ,_mi tário de K [x] que gera 3 ~ 
isto é, todo polinÔmio de t) é um mÚltiplo de m.. Demorwtrou-;Je 

aasim o seguinte teorema: 

"Seje. L(L?O) um opere.dor linear sôbrc V. 

linÔmio m em K[X)t tal que: 

::;xiste 11JJl Ü:nico ~JI)a, ........ _ .......... _ 

1.. m é l}..nit•:Írio, isto é, seu 
ow·,,..,lv.\'<.1 

coeficiente O! (c oeficie!::tt:e 

t61111o de .'ila i. o r .g.Tau) é 1 .. 

2. m é o polinôroo de o.enozo grau 1 

sor (le qual._~uer outro poli.nÔmío de K[.XJ, q_1;m tem L por z.;;rol!, 

TíÍ?HT.iO - do ope7.'ndor linear L .. Jb~r:ra-·;e c~·ú.e o yo1inÔ1tio cf:nillio 

·•(T'O) c• • 
j.! ur ' n.·~-0 e 

i~ ., . 
u. ... c 

c :t"·:::, 
•• •> 

i" • '· ~ ·' 
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c(o(\T), temos'·"'-" f(A) =O ue, e sõmer;:e f3e, f(L) ; O, onde A: [1] 
<@ 

para ·1lguma base orden:c.Mla. c-ª ·j-~ V.:. dejn m o lJolinôm.i.o unitário, C.o -
'J;m'lor grau~ tendo .i cort-o 'i.'rr zero (iat .~ á, m(A) = O) e dividinrlo 

,.... . . t t ... ema·.:. assm: o :mgu~n e eorar.w..; 

~R 

11 Um opel'<.!.dor J.inea.r I, sôbre V e sua 

y_ualque.r base ordenada r/?J 1le V, possu.em o 

matriz [L]d), rel::!tiva 

" mesmo polinômio mínimo. 

' a 

3eja L um. apGr~J.dor J.inear sôbre VJ e H U1!l subespaço de V" ·;i' 
·•-" 

alara que o conjunto; 

L(W) ~f v€ V:3 "iE \V: JJ.• ~· t} , 
é um subevspaco ;1.~ V, denominado .D/lAG __ ,;u do subespaco 1V através de .. -~·- .. 
L .. Diz-se que v.m oubeepaqo W de V é .I;fl!Alti.~ITTE, rel:J.tiva,nente a 1 

(ou é ~g~), ae L(Wl(wil i:~rt;o é, a .trr..agem de todo vetor de 

W, atr:tvés de Lç pertence e. W .. 

/r.") 
"· '~ . ' são invari:..:.n tes rela ti v::::!e~Q. 

te a qualquer o:per .~,c1or linear sôbre V,, O :nesmo ::tcontece com o nú.-

cleo de L, 

E.;C.i.::.T.PLO .4. 
~·-- --· 

:l.) 

j . ' .J. ) 

E-espaço doe te!'llos orüenaios de mlmeroe 

oa tri Yi~-tis., <o> e V 

n ;;.~t~~.:o d.e rcrtaçã.o { t.uJ5 dimens.J: mlttl.) 

o plan•J ::;;:: r:;;enrlic-:,.üar e~o e:f.:x:o d;:; rotação e qt:te par.ilsa pela 

O ,,,;'"'"~'"' n~.,· dJ. ··'e'''ll. '"'"'""1., -""'-b~~< ,, .... ' •. w. • .l.<.- '-'.l..u::i- ;~ 

3an.à.o W un t:HJ..bespaqc de TJ' Ir-invario.nte, é natu.ral que Ir ind..n 

rJ,i!W ~ L ·rJ 

" " 

dsf'inido :por~ 



A essé OJ!G1'2.dor line u•, d.e'Jlo'ttt\ra.~s R~~1.BN!Q de L a W., Diz-se que 

111 é o oper 'dor INDUZIDO em W por L. Da prÓpria d~jfini~ão de ~ , 

vê-se que, em t;eral ~ J I~~ já que cam.o transforma.çõGs (funções) -

êles possuem diferentes domín:ios .. 

Seja W um subespaço L-invariante de V, Seja \w1 , ••• ,wr1 uma 

base ordenada de VI~ a qual completa.mos, for.:tando uma base ordenada 

rf3 = {w1 , .... ,wr~<. v1 , .. ~ .. ,yu-r} de V .. Então, tem.os; 

Lwi =Iw''1i =a.il wl + .a,i2W2+ .. -oo+ :t.ir\Vr' i =l, 2 '"'""'r.., 

Loso, 

"Seja W um ~;ubes9aço de V invariante r-elativamente à L.,. En-

tato ~ para todo :s>olinômio f de K [1t] e ~odo vetor w e. W, têm-se que: 

(3) 

Ds.no,"Jtração ~ 

Usu.lldo-se (2) edfato à.e '}Ue Lw .:;_ w, para todo w E W,. vem qu.e: 

J~~w = L:l (I,ww) ~ L;1 (:r;,v) -- L(Lw) ; L'l,, 

.ú.l1a1o[>1:m.ente 1 ou. een.do maior preciso j· u.Ja_1J.à.o-se indw;?ão, conclui

se que r~w ; Lrw, 'Ir " il 

Dasa_-a q:u.e ao i(:ualdad.er~ act.~:n.a, podem ser mlJ.ltiplicados por el~men

toB de K e acU.cio!:l.a.d?.B rr.e;:ubro a nembrof obtêm-se (3 ). 

V!SW,. Por (3), t.%10S quê f'(L) (w)EW, !>"-"""-todo w~W, ioto 6, w e 

T3 O.l:b1I.'!A 
~"~~~~-

-, 
.;, 

"Seja W um subospaço de •r t I-· ... invarJ.&LY!te .. 
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h i .POL11'10MIO CARACfERf5TIOO. -· ' 

.:;a, pre.3e~1te secç..~o, .:-m.bespaços L-invari~tes de dir.1ensão u.m 

Jeja li tu:1 sUbespaço 1;nidl.:_le:n;3ir tHl de V cerada pelo vetor 

v J. O, isto é, 

w :; (v) = {a v : a E K .• 

~ cl:1.ro que UJ'I.a condiç&o nAce:...3Liria c .. m .. ficiente, yara qv.e W seja 

L-inv&.riG.J.''1:t:e, é (],Ue: 

\j:y E W , 3 ) '~ K : 1y ~ 'À y o 

Jiz::nn.os Q1W um vetor v ): o de V é um AUTOVETOR de L, se v satis---
faz à relação. 

L y :::;::_ Â v, 

Â d.e K, O t":f:lCttlar Â denuL.ri.n.a.-se J-!.Ul'•JV.-;.LOR de 1J., -
02tras denominações para autovalores são: valores caracteria -

·ticos, raízes cur:J..cterí.:;ticfi!,e, raizes latentes, valores próprios 9 

valores espec"'~r. '.is, e te:~ 

Hes"l:;a dis1ertação, usar<.!]lOS '-lS nomenclaturas "autovalores" e nval.Q. 

~ é um .::n:rtov-'_clor de L .. 

(J~-':\I)é um oper~dor linear não injetor. 

~ o, onde k ; f 11 e J3 4 umn base 
" ~á;) 

orclenada (e..r -
hi_trária) pré-fixada de V1t,, 

Dmt1on:3trar;ão, 

Sendo ~\ v_.:,)_ auto,.ro.lor d9 L, e:.-·-tste um ·vetor v /: o, ta.l que 

LY '\ = /\V o· [L -1-I)v = o. 
-~ntão L- 'Â I não ' e l.nj ';or lOiS .,. ;. o e (L-'ÂI)v = (L- 'Â I) o ; o. 

-~ - ~ o r, e.~..e e UU\ ·~iperador li.near nao i:ttYe:;s, 



3.=;}1. - -
ã.et(tO -À [r] ) ~ cle'G(~ .• '),E) = o. 

13 

Considere~;ws o si3t'3m.a ele nquayões lineara3 homogêneas: 

(,(9- 'À1:) [x] =o, 

onde [xJ é a =triz coluna (nxJ.), fo: 01ada pelas coordenadas de U1ll 

~;·etcr v, n.a b2.8e orüen~1da !j, pré-:f.'· .rada. 

Co.n1o do-c; { 4- ÂE) ;..:: Ot o si~ri:;em r:cim.a tem uma solução [X] 
•• não triYi"-1, .Pelo ioomorfiamo entre 9(V) e ~':n(K), têm-se que: 

" ' loeo A e 1-'.m :J.ut;ov.::J..o.c à.e .I .. 

,, ~· ' .. T _f' O; 

V, o operc1dor l.inear L· .. Â I 

~-?\E o forç 

.. 
e 

.0(~Gsc f~;:to e do ·::;eore:n?. anterior, po •emos colocai· a se~v.inte del:'i-· 

D:1 i!.Ul\JVALOR de A ti um os. calar Â. de _ .. , tal que a _;t:l:Griz (A-,._ E) 
~~-

,, 
e 

singulal ... , i.sso á, tel que det(A-?d!!) =O .. 

Ilo:r.·m~f.!1os a JJ.~Griz JJ~~-A, cujos ,;;lem.entos· são polinÔmio de K[?(]~c\ 

Zi..:z:r1.. Consideremos o _-polinômio: 

x-all -a12 • ' • -aln 

-a,.,-
~~L 

X-o.22 • • o -a2n 

( 4) c(X)=dot(XE-.1.) • • • ' • • 
, • ' ' ' • 

~a ' Ii . .:_ -an2 • • ' X-ann 

dcc,clo por ( 4), 

Como det(Y~-A) =O ae, ~ some-- te ·e, det(A-XE) ;; q vem que ÂEK 6 

1il-r1 e.ui;uv0'.1or de A se 'I s nç;men ·.~ so i' c(\) = o, isto é, ·~. é 11iJl 21e:ro 
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do poli..."lÔmio caracter.:í.atico c Ue A.. I :;go, o :proôle:rJ.a de se dete:~ni -· 
nal" t::odos os au-tovo..lore:J G.e t.uw-J. m.atr~z A, reduz-se ao problemn de 

r; e encon trn.r tôdas a.s raízes do polin.Smio oaract;e:rístico de A .. 

~unndo dim V = 1.,2,3 ou 4 (vereuos " 3e{;uir g_ua gr(c) = d:i.m V) e

Xis"l:;em fórmulas envolvendo radicais, que nos determinam as raízes 

da ·ªqUAÇJiO GAilAC2~afanCA de A: 

c (X)= det (XE - A) = O , 

Tal não é o caso, para n ::, 5 ; pois não axis'iie fór,rrulas s:er1.is, 

ra se resQJ .ver aq_uações de grau n z 5 .. Existem mé·bodo::;; n.:v.mérioos, 

·))a:t:"a obtenção de raízes (ou apro:d.lllagâo do raízes), da eqtt-"l:;ão 

o (X) :;;: o~ Infelizraente, não temos eu_paço nessa dis~1erta~ão, d:t~po 

nível ao deaenvolvir2.ento de tais mét(:•<wa nu.rn.Óriooo,. 

Da definição de determinante de tuna matriz qv.adr1da, têm-se 

qu.a: 

(5) o(X) = det(XE-A) ~ 

" =~--.' 
11, ••• ,;_, 

onde 
se 1 = ;j 

se 1 f- j 
~ é o delta de ICronecker 

sn(i1 ,i2, •• ,,in) ' sinal da pel'illutação: e e o 

( ~1 
2 " • • n \ 

I 
12 • • • i J 

n 

A soma do lado direito de (5), possui uma ~Úlica p~?c0la do b~U n, 

que oco:c:rs qu.as.-,.do a pe.l.";:tuta-;ão acima .9 a identidade 1 :isto é, 

1
1 

;;" 1, .... ",in :o::. n .. Nêsse caso 1 obtemos a _parcela: 

(X-a,
1

) ••• (X-a .. ) = i?" + r(X), onde o pol.:L'lÔmio r(X:j tem gccau me··· 
.... .i.TQ 

:i.1or ou igual à (n-1) .. 
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Demonstração. 

3ejam A e B ~triz de ~(K), semelhantes, Isto é, existe uma 

matriz C invereivel em ~(K), tal que: 

B = a-l A C. 

Usando-3e propriedades de deterrain :ntes e o fa·to de qua a matriz 

.xE comuta com qualquer matriz nxn, vem que: 

det(JCE-B) - det(JCE-e-1Ac) = det(c-1xsc-e-1Aci = 

= da~ (c-1 (JCS-A)ll) = det c-l dat(XEl-A) det C ; det(JCE-A). 

c.,qota. ... 

Com base no Último resultado d.e 1 .. 1 e nessa ~ro;,o::Ji~~:;,o 2., d.Q_ 

fine-se o POL!ll~ CARACTER!3rrco do operador linear L, como sen

do o polinÔmio característico de un1.a das m.:ttrizes que reprGsanta Lt , 

rela-~ivamente à alg'IJ.ma base orden..:J.da de '!. Da ;aesm.a forma q_u.e p::?.J:'a 

matrizes • ~E K E-) um autovalor de L ae r e sõ:n.ente se, '>-t é um zero 

do polinômio oara.c·teristico (c (X) - <i.et (XI-L)) de L. Sendo gT(o )~.,_, 

sabe-se que c(X~ não tem maia do que n ra!zos. Logo L n~o pode ter 

mais do que n-aatovalores .. ConclU.iin.Os ainda da proposição 2, qu.e -

sendo L e T, operadoreJ lineares sôbre V t representáveis ~or ma trá." 

zes 3emenv:m:tes ~ en·tão êles têm. idênticos )Olinômios caracteristi .... 

coa,. 

Uin corpo F, diz-se ALG~BRICA;,:ENTE !fCHAQQ. se todo polinômio 

f de F [X] com gr{f) ~ l, pudel" ser colocado na forma: 

onde a, a1 , a 2 t> ,, ...... 1, ar f.lão elementos de F ~ e n1 , n 2 r .. * .. '~·- são :tn-. 

teir<J·S posi t:ivoú ... 

r.Tui tas CnJ.J~ras con.Uições t podem ser usadas para oe di~~er q_t::e 

um corpo F á algàb.ricamente fechado~ Po1• exeinpJ:.o, se IJara todo f 

de 1!, [X] com gr{f) 2! 1 t exi_ste u.m '-3SCalar ) .. em F 1 qno é uu Zêrc 

de ft isto á, tal que f(íl= G .. 

O Corpo IR dos n"I.ÍI:leros reais 

pois f (X) ~ x_2 ·> l. é 1llll polinÔmio 
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existe i em lRJO t,,~l q_ue f(") == r...2 +l ·= 0., 0 teorema func1;.;w:J.taJ. da 

"Séja V ttr:l e apago vetorial ds -~'.::Un.ansõ.o finita n ~ 1, sôbro 

um corpo algebricamente fechado 11'.. .-i!nt:ão, to à. o operador linon.r L 

sÔbre V, posilu ... t no m!nimo um. D.utove·J;_.;;;:· (e um autov~-~lor )u. 

00 monG tra ~ ão .. 

Como dim V =nz l , temos que c~·{c) 2: l, onde c é o polinÔmio 

car!?.cter:ls·tico do opar.1dor linear L~ 3endo 1:!, a.lgabrioauente fech:':'·.do 

existe um. Â em i1 tal que, c(Ãj ;;:; o., En·!ião,. "" é um c.u·to-... , .. '.lor íle 

L .. TJoco L poosu.t pelo menos um au:tova~o.r a um autovetor~ 

J:... Sendo -~ mil espaço vatoriD~ aôhr'e um corpo K, :rillo n.lcehricamen 

te fechado, pode ocorrer que um opers.doz• li.near L sÔbre V, não ·t;e

nha. nenhum. auto·,r:dor em K (ou au:tov~tor (·lm V) .. Conaidere;nos o .IR-e_;~ 

t . 1 líl2 a • L . 'i •b m2 ' · paço va or~a. " '-'eJa o ope1•a.n.o.r .1.. near eo re . 1 cu.._~a m:1trl.z 

' ·~ ~ -·-~,-, P- ' a;, , rol::tti-.Jam.ente a base ordenada c ..• nvtl:L~..-... t:7 ~ l''i ; 

, J,. • .:. 

[o. 1 I 
/{_; - [~J - I 

o _I J$ -.L 

o poli..»Ômio oar :oter!:;ti~}o d.e L (ou . /,) c ., "' e: \,,!,. 

c(X) ~ det(XE -· ,<'b) ; .K2 ·r 1 , 

que não tem raiz em .m" conaequenteiJ.Gnte, L não poseu.i nenhum aut;.Q_ 

valo1• em líl (ou autovetor em m2 ). 

,g_" A demonstração do teorsma 5, p~;omanece válida, pare.. a restri. 

ção de I, a um subespaço inva:ria..'"lte rle V, relativam..<~nte à. L.:. 

.l" í3aja v f. O 1llll r.1utoYetor de L .. .. ~nt;ão pa.ra todo /.A E K1 ;-c/.. O: ;:; 

'\..'"<ator )1 v te.mb"'·)·m é um autc•vetor de L,. ralativo ao .m.e-9111.0 au·!;o·,."'alo:r~ 

De fato, su:ponl1G.i!lOs qua Lv ;:'.i~y~ lago L~uv) ~ J!!1v ~-,; 1 vt(/\-,,..} : .. ~ "Â~y)., 

É o '3Ubaspaço cere.do por v·(.(v)) 11 que dc~ve s.n~ lovaclo ow. üC.n!3id.era-

estar 



u.seociadoa doia ou. -r.atds ::tut:cvetoras :<:.··.nea.rmente inô.ependentese 

.4... Sena.o Â U'11 a.utov:J.lor de L, o ~.:~nju..""l.to dos av.-!:;ovetores de I: 

o vet,.,_. nu.lc-r é v..m sube.apaço 

Para. verificarmos ·t~.:tl f·:_ to t leu!.bram.o:J que por definição, v é um a.:s, 

tovetor de L corres Jondente à Â ou v =:; O ae, 6 sômeute se, v é 

(S) (,0 .. ÃE) [x] : [o], 

oncle ~= [L] e i3 é Ul1l8. base ordenada~ pré-fixada. de V, [x] é a matr1.E 
03 

n x 1 dqs cooi'c1~nadaa de v na. base /3 te) [o] 6 a matriz nula n x 1 .. 

O conjunto das solv.qões tlo ;:dstem.a -5.'.1 13 ua-;:ões lineares homogêneos 

( 6 L. forma. l21ll sube.JJ!a:;c Ystnrial ele "l., De f::r'co' sejam X e r ~olu

gô~~ de {6), então: 

>.) (~-?U;:) (Juy) = (k-");E) [x] + (k -'ÀE) (y) = (o] • 

1i) l;aeK, (AJ-'\E) [a. x) = C0-?..:i'l) (x) a= [o] a= (o), 

Seé;.ue ainda daÍ CJ.Ue a di·1ensão do subespaço de :1.utovetores -

(junt~ente com o vetor nulo) associados ao autovalor ~de L á ~ 

menos a car"cterística da matriz (~-'?\E); ou equivalentemente da 

ma triz ( 1. E - f:.?). 

3endo Â um autovalor de L, o operildor linear ?-.I - L ~-· é 

injetor. Ao núcleo do operador linear ')..I - L, denominamos Z:.3PACO 

PRóPRIO ou !Jll'OESPAeO corr.os )Ondente ao autovalor 1., o qual de

notamos por v_,_. A dimensão do autoespago v_,_ (subespaço de V), d.2, 

nominamoe 1WL}l2LI~ Cj!J~·,g·:rRIC~ de ?\. Como 1U - L não é inj_fl 

tor, existe um vetor v f. O em N(11I- L), logo a multiplicidade -

geométrica de Â é ~ 1. O subespaço de autovetores associados ao 

autovalor ~ de:' L, juntamente com o vetOl" nulo, é justamente o es

paço próprio correspondente à. 11. Logo, sua dimensão (a mu.l tiplici 

dada gêomé·trica de f.. ) é n menoa a ceracter:!stica de ~ • Observa-

se ainda, que a mal tiplic.tdade gao,<Ótrica da Â é igual ao maior 

nUmero de a.utoi. .. atores linearmente indepen0.entes corr.espondentes ao 

autova.J.or. À .. 



.'3uponhrun.o~':J g.tte o polinÔmio oax•.:::.cterí~tico c(X) = det(l:I - L}, 

da um opel'<"J.dor ::.inear :c, possa sar :f."::;;to:r:cl.do na 

r a. 
o(X) = 11' (X-\> 1 

, 
i=l 

com '-i F f..j se i /< j e ~· ••• ,ar i!'l.teiroe extritamente positivos 

(isto semprs é posaível qu·mdo V á um e3paço vetorial sôbre um cor -
po F, algdbric~~ente fechado)~ 

Cho:m'l.!:los iJUL':UPLIOIDADE ALGi!BiiiCA da autovalor ~i , ao inteiro 

a
1

, J. ; 1,2, •• .,r • O conjunto ti (L) dos autovalores de L, denomi

na-"89 ESJ?.ECTRUll! de L~ -- --
~2. 

Sejam V= :m2 , /62 ~{e 1 = (()';.,_, Ó12 l, i =1,2} a base ca-

nônica d~ :a2 e L o oparadox• lin<>ar "ôbre IR2 dado por: 
ro 61 

. ~=[L] = I I 
113 tL 1J 

2:nt5:o, o polinÔ;ri.o cax··wterístico de IJ é: 

o(.X:} = det = X(X-1) - 6 ~ 1. -X- 6 = (X+2)(X- 3). 
-1 X-1 l

~x -;;J ~ 

J,ogo os"'"~ . de L (zeros d.e o(X)) são 3 e - 2. A multipl1 

cidade algébrics do •1utovalor 3 (ou-2) é 1. 

Desde que c(3) = O, datO E - Í:,) = O e a caracter:í3tica da 

matriz (3 E - ~) é menor que 2. Como dat[3] = 3, a oruoaoteristioa 

à.e (3 E - Jb>.;iEntão, a multiplioià.e.de geométrica do o.utovalor 3 • e 

2 - 1 = 1, isto é, o autovspaço associado ao autovallDl' 3 é ""rado 

por um auto\."eto.:- 1e 1~ corre:sponden.1;,-.; ao autovalor 3. Procuremos -

um t;al &;utove·tcr .. 

[; 
,. 

H-. o 

í~[xJ I ). ' e ;;; ! 
' 8.,-., L c, 



que~-

c uüa 

r -
I 6 3.._, I 
1<;,+;\:1 
t.:•'- ~-j 

soJ..u··~fto não , 

., _,_ 

aJ 
' .. ! ç;.2J 

v 

H .•. ( ?~ ~ 
'3 - '-'-'l ' 

, 
., 

. 
(/,1 ~ 2a~ I 

"--.:--~ ---,pO 

' l6_J. ~ 2a~"~ 
\ ~ 

2 e'~ 
.. :, "' o 

'· -2 

e r::. raultiplicid-1.de geol!létrica do autmralor -2 é 1 .. Hêeaê caso 

E:CE!<iPLO: 6 

Seja L wn operador linear sôbre ~, cuja ~~triz relativa 

base canônica JJ~h ; <óur s12' 8";ul• i = 1,2,3} é 

i; ~ 
1 

~] ; (L] • 1 

él3 o 

' a 

A .ilu.l ti.Plicidg.cle -'·Ü5~bi'i•J:?. 

f .. , ~· 

\ " ~ ·"" 
r ., 
- -,· I 
t_··~ 

... _ .. _.,,-._ .... ·! .. ·.··.'·- · .. ·:·.· ,_:; •··· --- -<" r,-~ ~. ·; 1 -~ .. , .. :.~--,,·~~'';--·-""·' 

·'- -~- . ,_, 

-:·tl j 

"· I c~ l 
)::~ j 

-· 

r o l 
'loi~-" 

L O J 
, 



~·1 
~ ,, " l"as 001'hu.çoaa 

por: 

do exe_:npJ.o 6, 

o 
1 
(l 

se~~:~. T o operador linear dado 

2 
c(X) ; de'•(XE - 'r) ~ (X-1) (X-2). 

t(T) • jJ.,2}, A multiplicido.dc algébrico. do lUtovalor 1 8 2 e do 

:u:üovalor 2 é 1 ~ 

Os .:..u.to .. reto:res de T associados ao a:utovalor 1 1 são determin:.:dos po1· ~ 

Logo e1 ; (l,O,·J) e e 2 - (0,1,0) são autovetores de T associados ao 

>lUt·Jvalo:r l.. O aapaço prÓprio a.ssoo~.a.do ao au·tova.lor 1 J 
v
1 

= < (l,o,o), (O,l,O)>. 

N'os exem:plos 6 e '7 temos dois op3raa.ores lineal~es com JTI.03m.os 

pol~.nôm.ios cry.r::JJ!ter:ís ticos) lvgo mesmo e.apect:r.u.ra e as _mul tiplicicl.?._ 

de.:. ::.lgé'brica~'} :ie cacla autovalor ·t;a.-'111H!m iguais 11 ma.j_o êles s&ro di f e -
não aiio somellli"•.ntea (m.oerbraremos üwo_, no e-

l'BOlEMA 6 
--~·-- -

"Soja L lttll operador linear sÔb.Pe 'f, as paço 1."etorial s5hre t'IJL', 

-:::or:co F e.lgêb::;."L~?.m.entg fechado .. 3a.:je. '"À 'Ul!l a.utova1o:r à.e :Gt> com Illl:.tl~-

-~~ · .,,-. ic' l•:j.u..,_ -::.·tJ].:b~i •a a e ltJ._., .. .J.. ,..,_.( <-U.<:;I c<o. t::•c:! .!. • C ..,. .tu...l..tj.pli cidr1.de gr~ométrica. g .. 

3eja 

:CJOi.s 



f;J, .. )h e flu- 1..,, , .. , .•. f! 'q" 
\ .!.. b 

( ~' ! -I } f\0-

-· . 

L 

~18-

- ~- - -
o 

' 
onde O é a ·natriz nula {n-g)xg. De f<:;to, ;Jendo {e1 , .... {ieg} uma bas.:~ 

para o núcleo N do opel•a<lor linaa1• \ 'À I-J,), temos que; 

(')..I-L) "i ~ O - Lei = 'Âe1 , ; = 1,2, ••• ,g • 
• De (7), vii-H que o polinÔmio oaraotar:!stico de L, i<:; to é, 

det(ÂE-.1!7), tem (X-'-l como fator no mínimo g-vêzes (o desenvolvime:s. 

to do det·ermina..'?.te por Laplace, g-vêzee, sempre pala primeira colu

na, mostra ê.:; :;e fato) .. Então, da defj niçã.o de :nu..l tiplicidade algébZ'.i 

ca, ~· ~.tem-se que g i a .. 

8b::;e.r-vamos ';!Ufl no exeru.tllo 6, ocorreu. tS <a~' ga.ra o ::"LUtcvalor L. 

1 

ti...:r. t;or=' C. o i e 

ConsiderA~l08 uma combinação linear a:::•bitrária. d.O!-J ·:etc:-res 

v 1 1 .... ., .. J".,,, 9 -- .. 
I O ' (V) 



r 

a. v 4 ,_ ~ 

JJ (.>::' J a ~i. 
l. ==1 

; o 

T 
J.JVi " -L, 

;i.=l 

r 
c.'Â Lv =I:_. 

J i i i=l 

-----~··-~·-·~·---•- -----~-----~--•W•-·""--~•-·••-•··--»a•-•~--------·~•------- .. •--,."-
J --~----~--·~---~----~·"'----------- -------~-. -~-------------------------

' 
J7r-1 (!i-1 a. 7 .) ~ 
! .u i~t J. l. 
'• 

(10) A onr'!o A ~ 

• 
• 
' 
• 
~r-l 

2 

• 

: I 
:>-r-1 i 

r J 

se i. J j 1 :i.o.::,., det A f 0 1 i3bo é~ A é in-

r ~l v, -1 r a. l -oJ V- ' 
L ! ' 

-'-I i .c 

' (;" . .) ":I, I I 6.? v., ! o 
I '· .. c . 

" i • I • • I..,~,.,. vi o, ;~_ .. ,l," •" ,.1· ,, 
i - a_, .. 

' ,, I -· ... 
I • • i 
' I i ' I '·' V' I I é.\.·,"' ''iF_,,, v· I - .r J o di • ' • I - ·' 

t ~::lOS Clt.l.e 

··-' . 

' 
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l 
11 ·~wJ.ndo Wit or)erador linear L nêbre V (dim V=n. 1 finita) po:xnti 

n-a.u.tovalores Cto:l.s ·à. dois distintos, oG autovetores corres::mndentcf:i f 

TEORT~SlA 8 ---
• au~ov~lorea di3tintos dois a dois , 

de mu operador linenr L sôbra V e 

"1 '2 in. 
e l ~~ ~ 1 : o ,. ...... f! ... , i ;:;: 1,2, ..... ,r, 

"l:t:i!.J. :~e..:nília de :::.u:l:iovetox·es de L, linearmente independentes, asaoc,;ta. 

dos à 'Â . .. Ent[Io, a família Ue todoE os autovetores; 
]. 

(ll) ~11 
o " 

< • 

2.tl~ 
1re ,_ 

ê' lineaME'nl te ii'lde pen.den te" 

Demonstração. 

i.st;o 

,, ., ) 
\-'·"-

Considere~<os trnla combinagão linear nula dos vetores (11), 

' e ; 

'<).u.srem.os mostrar q_ue aij .=: O~ :L ; 1~' .. ~.,r e j = 1, ••• ,n1 . Seja., 

n; 
eij Ãi ; ~ aij 

j =1 

0l1.t5o x1 é t.1JD. v-eto.i:' do eapaço prÓprio correspondente ao auto,ralor 

:roia: 

;jr:\ q,ue (Âi I-:!J} 0i;j .::: O .. Connequente, xi ::: O ou xi é um autovetor 
,.., 
J \_; ;) 

i = 1 ~ ••• , s , s 5 r ~ .Pelo teorema 7, -

'"" o, pois \," .. -~, '\
3 

são distintos dois :}, 



1' 

do:i.s, por hipÓte3e. De (12) ven1 2., x1 " O , portanto nenhum x1 é 
i~J. 

dif\:~rente él.e O, isto é 1 

1,2, •• ,r. 

Per hipótese ei.l, é um.s. famÍlia linearro.ente indepen-

dente, loe;o t·~n:.os que 

a. =-~o, i ;;: l, ... ,,.r e 
~j 

j.;;:l, ••• ,ni 

c.q.d~ 

A correspondente consequência d&sse teorema, é o seguinte C.Q. 

.. ~ . 
!"OI. 'J.!:']. O : 

C020LÁ!liO ii_ 

"Sejam 'Ã1 , Â
2

, ••• ,Âr todos o3 autovalores de L dia tintos 

dol.s à àois e 

eil i= 1,2, ••• ,r , 

a família de 12_~ os autovetores linearmente independentes da L, 

asGociados ·ao autovalor "Ã1 ~ tais Cfl..1e 

nl + n2 + ••• + nr n n (no"!liJn v) • .!:ntão, 

ã tuna. base orUenada de Y" _, 

l~ossa. px-éxima. meta, é a dem.o.nst:ração do importante teorema 

d ~ 1-r~""'.: I·'·o~-O.,.vlel' 
v -"'-""'•J. "' -'".1. "'"eJ .. <) 

LEI.~t... _1 -· 
"Oonsi.deremos um polinÔmio f de K[X] e uma matri.: A de I"t.(K), 

ta:.i.o que~ 

(13) 
{

l(X) ~ 

f(X)E ~ (XE- A) tP(.l() , 

• • + Sm.-1 X+ 9m 

.. -r f, .. ' ~ l • 
on~.e {O ~,.n., e u.rr•_ po inomic na J.ndete:~:-minada X, cujos coeficientes 

I!! "' .... c 1 o m-



Demonstração. 

Daa hipót~sea, vem que; -

(14) (XE - A) (.Ó(X) = ACm-l + (ACm_2 - Cm_1 ) X + 

+ (AO • - C 
2

) X2 -t, • , - C 1f' , m-..l m- o 

De (13) e 

r ACm-l ~ Bm_ E 

(14), obtám-se o ae&<ünte sistema' 

I ACm-2 -

I ACm-3 

(15) ) • • 

l ~ ~ " 
• 

• 

0m-l 
; 

0m-2 "' 
• > • 
• • • 

1.0
0 

- c1 = a1 E 

l- Co = ao E 

"m-l E 

am-2 E 

' • • • 
• • • , 
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1/iuJ. tip1icandó-se as equações de (15) à est!Uerda, respecti.va

men·te, por E, A, A 2,. •• ,Am (ver (16)) e adicionando-se as equações 

resultantes, membro à membro, obtemo3 no primeiro ~enbro a matriz 

nula O e no segundo obtém-se f(A) :"mE+ sm__1 A+ •• ,+a
0 

Am , ia

to êf 

f(A) = O , como queriám.oa demonstrar. 

(TEOREJo!A JlJ;; HA.r.!II.TON-CAXLEY). ·-- --
"Seja c o pQ1inÔmio característico de uma matriz A <'e L\,(K) 

(ott dr· operador linear L). Então, 

c(A) = O (ou cíLI = O)" 

Da:mons tração~ 

Seja A uma matriz de li\,_ (X) e seja c seu polinômio cal'o.cterÍ§. 

tiGo. Seja -&;(X) a a.djtmta clássica da matri" XiS-A. Os alenentos -

de fk.(x) ~ FJão os complementos algébricos d9. :aatriz XE-A, lG·go eão 



{ uJro. u1r.o. demon:Jtl'\:qão Jesaa propriedade, ver [8] pag, 186); vem 

(l:l) {XE-A) G(X:) & det(.l!E-A), E " c(X:). E. 

De (17), com base no lema 1, conclui-se que ~(A) " O, o que 

:Oe, difinição de polinÔmio m!n.i.m.o de um. ope1"8.do1• linear L cÔ·~ 

1:--:::'e V (te Jrema 1 de 1, 2), podemo e reentmciar o teorema de Hamil toa 

-Ca~rley, pondo-se ; 

10 0 polinôm...i.o mínimo do oper·~dor linear L, é um divisor do ·oc --
l:LnÓNio oaracter:f::d:;ica. de L" " 

Como uma con3equência do teorema de l.Ia.m.il ton-Caulay r obtere-· 

.'ilf;S no::n_0 prÓxi1''1.0 teorema: 

"Os zeros doa po~inÕmios m.ín:im.o a característico, de todo o-

Demú:3ntrn.çãO .. 

Obse~õs inicialmente, que se o polinômio car.1cteristico c 

r,.ão ti"i..-oT ner...hum zero em K, o polinÔmio mínimo m tambêln não tem ze -
roa em 1\:.. De fato, seja "ÀEK 'W11 zero de m. Como m divide c (teore

mt::. de F...e,: :d.l ton-Cayley),. têm-se que ; 

c(X) "' 'lo(.iC)m(X:} =* cl?.)"' '1j1\)m(~) ~ 'b(fl}. O; O 

Ist•c ó, ~A sondo zero de t1 será também de a. 

>:!uponlJ.alilOS agora que 1\é.K é um zero de o. Então, Âé Uill auto

·v>l:t.c.:c de IJ~ ít3to é, existe um vetor v) O em V, tal que Lv nÀv .. 

V&;P.os r,1.ootra.r que para todo polinÔmio f de K [;{] , f'(}J ê um autova-., 

1c;:r de oc.:-.zl,._~a.do:t' linear .f(L} .. ele faton 

X"c; "'T, LV "' v, L2v "'L(Lv) "'J,(~v) •. , ~Lv ~ ~2, , 

-~ -, .... ~-. .c· 1' ~-.- 1. . ... , •••. ~, v 4 ..... "' x • t-'·~,. 0 ~ 0 ,, ........ 
-'""~'t"<-- ~"'~ .. ·. \·'".; -~ ~o' .::.J.L; •• "'"'" ,. =e ~ ·:::>!::~. .......... <:::; ~ 

5"\T;~V =- (<:te+ a1 Â ":~ •'·I' ~ + ~~ ··"* )v ~ i'('À)•r~ 



. .., ' . ... d f'- ' o f 'Á ) ' J~m :p:-:tr"GJ..CV-!.!lr, cen o t..u J ;:;; t \11 e um m.:ttovd.lor do operador n"Lt-

lo, logo é o t'hH.w.lar.o. Ass1m. sondo, no caso eB q_v.e f =. m,. te:-:_ws qt:.e 

m{IJ) ""' O •3 r:~±f L'l(Í\) .:=: O .. O gue fr,.3monst:ra o teorew.& ~ 

JnJoLEO DO OPE.RADOR LINEAR f(L) , _.,.. _____ _,_ 

Tr•ataromas aqui~ de uma cl:.:;.sce 03f:O cial do aubcspaços inva--

rinn-t;es d3 V ... 3eja L 1.:un o:peraúor linear sôbre V e f E K[X] .. O con--

junto; 

(13) N(f) ~ {vev: f(L)v =o}, 

é o núcleo do oper:J.dor linoar f(L), que como sabemos,. é um. subesp~ 

ço 1ratoria.l de ~r .. 

Sejam, f(L) e g(L) polinômios no operador liry_ear L, &3socia

doe aos polinÔ.mioo f e g de K[.X:]" Então, sabemos de 1 .. 1 que:: 

(19) f(L) g(L) = g(L) f'(L) , 

De (19) com g(X) =X, para todo v EN(f), vem: 

f(L) [LvJ ~ [f{L)Lj v~ [Lf(LJ] v= L[f(LJv:l = J, O~ O ; 

o q_u.e demons·i;rcl o segt:dnto Iema ; 

'tO núcleo N(f) do operador linear f(L) sôbre V, é :i.nv-aría.nte 

l ~ ' com re açao a J.,ll o 

~claro que o subespaço N(f) de V, depende do particular po ... 

lJ.nôm.i.o f de K[x]" A seguir estuó.aremos as relações entre nÚcleos 

de diferen·\ies polinômios et:l L .. 

~l 

"Sejam f e g polinômio da K[X], tais q_ua, g divitle f, 

para todo oper~ador. linsar L sôbr.e V, têm-se ; 

(20) N(g)( H(f) " . 

f(L) '"'"h (I.~) c(L,L Seja YE 11(g), en·!;ã.o g(JJ) v ;; O e 

f'(L) v ~ ji>(l>) g(L)] v ~ h(L) [g(L) v] ~ ll(L) O ~ O ., 

' e: 
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d d t • l' ... . " ../.... t d 1 o me- .. o en re ea:~es po ::t.:o.om.J.os .. J:ol'lila.o, para ·o o operador · inc:1.r 

têm-se: 

(21.) lli<l) ~ 11(f 1 JIHI(f~l n .,1"\N(f J " • 
" r 

Sendo d o m .. d .. c.. de f 1 , f,..._ t. .. ,. ;: t fr ~~ temos qu.e d dj.v1de cada 
. < 

um dêCJDOS polinÔmios o Consequentem.antc, pelo lG~na 3, ter:tos u.e: 

(22) 

Por outro l·:1do, sendo do m~cl.c., de f 1 -t2 ...... ,fr' exj_ste:w. )Olinô:nios 

(ver teorena ~~de A.,,+) g1 ,g2 , ... .,,gr de. K [x:J, t;;:~ie -··ue: 

Da.:t,. vem qua ; 

(23) 

" d-l:.,g.r1 , 
i=l ~ 

r 
d( J,j ~ L gi(L) fi(L) o 

i=l 

Para cada v E N(:f1 ) f1 ... (\ N(fr) , 

f,{Il} ..., =-o, i ~ l,2,., .. .,1!r e d.e (23), obtemos: 
l 

' isto e " 

r f. (L) (v ).J ·- o • 
L ~ .. 

D9 {22) c (24) conclu.ir.ao~ &.. d.(-;nona/al"agão do lema" 

ç "· .: D"'' i' .. '""' "' .. • o ,f .. , noli:!J.Ô:ID.iOS 1"01-''l ttVU!!lel1te 'Ylr·1.?;J.QS •."lO '·"·"oi -·\/~ ··1 r "'-- .• • .:;:' .1.' .< •·. ..:.. 



Pala defini';ão de polinÔmio lll.Ínimo m de um operador linear L 

da v·, sobemos que H(m) = V. 3Gg<J.e do lema 4, o prÓximo lema: 

L~r:~ 6 --
11Sejam TJ um. op~rador linear qu.3..lquer de v e m Si;í)U pol5.n.Ômio 

mínimo .. Se,j:J.m f um polj.nÔrn.io qualquer de K [x] ~e d o m.doc .. entre f 

e m. .. Então, " N(d) " N(f) • 

Observamos que o lema 6, é uma C•.lnaequência j~mediata lo lama 

4, Vi o to que niiase caso !<(f) é Ulll 3Ubespaço de v ; N (m)' is·óo e' 
N(f)f'lN(m) = N(:f) = N(d). O le!Qn 6, noa pe:rmitirã restringir n<>s

sas considerações aos divisore0 do polinômio m.:Úümot já que o caso 

geral pocla ser reã.uzido à êsse" 

"Seja L um operador linear da V e m aeu polinÔmio mínimo,. S.:! 

jam :f,gEK[X], tais 'J.Ue: 

1) :r divide m 

ii) g divide f a gr(g) < gr(f), isto é, g é U!ll divisor próprio 

de f. 

1!ntão, N{g) ~ um subespaço prÓprio de jJ(f}, isto J, 

dim N(g) < dim N(f)". 

Demonstre.çãoe~ 

J?elo lema 3, N(g) ( t<(f). Resta mostrar que existe um vetor 

em N(f) que não pertence a !<(g). Da hipÓtese i), exist;e 11lll b. e!4 

K[X], to.l que: 

(25) m "f.h 

Da. hipó'aese :1.1) existe r 6 K [x] , t•J. que 1 gr(r) > 1 e 

l ' (''") que . evau.a ~:m. ~., ~ 

m~rgh, gr (r) z 1 , 

Logo .P :: g h é um d:l vinor prÓprio de m., isto S, gr(p) < g'.!"(m)., Da 

p(L) :-;;;; e(J,) h (1,) não G o operador nulo de V,. Assim sendo, ex:tstr:l 

palo !8011!)2 l.Wl \rçt'tl)r vf:V, tal quH 

p(L) {"1') ~ gÇJ~) [h(L) (\T)J f 0 ~h(I,) ("7) ~ Ntg) ., 



Entretanto, de (25), têm-se: 

f(L) [ll(L) (vfl = m(ú) (vi -O =?ll(L) (v) e N(f) , 

o que demona·Gra o teorerr,a .. 

Erocm. .. .s-c.rc:;mos remover agora a h.1.p6tese i) do teorema ll .. Se

ja do m .. lLC., entre f em.., .JUando d:l, N(d) =<o> .. N·v entunto, se 

gr(d) ~ l~ o polinômio constante o : l ~ um divisor de d. e 

gr(c) < gr(d) • .<el.o teore!lW. 11, <O>= N(c) é tutl subespaço p:::-óp1'io 

de N(d)t istc (,~t cl:i.m N{d)) Oil' J!Or outr-o lado 1 elo lc.m~ 6., têm-se 

lií(f) ::.:: 11T{d),. o que de11onstra o .Jecw.inte toore'l.a: 

TjS ORE\.14. _12 _,_,.,._.._ 

11 Seja m o poJJ.n•.lnio mínimo '=':.e um oper::v.!or linee.:;:• L sôb:r·e V .. 

3eja f UJ"Il polinômio qu.'1lquer de K[X) e d o m .. cL.c .. entr:'3 :f e m~ 

Jlrrtão, dim N(f) >O. ao, e somente se, gr(d) ::>O "· 

TEORElf.t!. .U 
ltSoja. m o polinômio mínimo~ de 'l1in operador linear L sôbrc: V., 

Seja fE.!t[X] um divisor qualquer de m, tal que :f é, unitário .. En

tão, f é o polinômio 11.dnimo do operadol."'" line;"'J.r Lw-" res·Grição d.c L 
" 

ao subespaço W ~ N(:f' )"" 

Demonstr"lção ... 

Palo lem •. ·1. 2, w,:::: N(f') é I:-irrvaria.nte .. Daí, pelo teorema 2 de 

1 .. 3, w é f(L)-invari3.Ilte .. Eor (3) da proposição 1 de 1~3 1 têm·-se 

qu.e para todo v 11: N(f), 

f(J'w) (v) = f(L) (v) ; O, 

is·t;o é, ~v é um zero de f. 3eje. m ~ o polinÔmio mínimo de L.tl., t:intão ~ 

do teorenl2. 1 de 1 .. 2, sendo f(Lw} ;::;; O , vem que m' di~T:tde f: .. Ademai,:;; 1 

;<v<;lJ(f)=? m'{L) (v) • m"(J:wl (v) ~O. 

Logo N{m 1
) não 4 um subespaço prÓpr:io de H(fL e pelo teoren.r: 11~ 

m' não _:p0de ter g.ca.u ir.enor qu.e o de f., 8endo f c m0 , unii;á::•ios, ê.o 

ni.<no de N{f ) .. 
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CAPtTULO II - FORliiAS ~~RIAl'fGiJLAR ll DIAGQ}!AL -----•••w• · ·--. w.,.,___,_,_ . 

,2_.,.! 1rrT ~PJEM: o 

Para. en.tendermoa ".2. que in ô1Iila. forma canônica ou nar:nal ~ :f''J.I'!i 

moa uso do conceito de relação de equivalência (ver B~l)~ 

Diz-aa que a matriz A é~ à matriz B,Ae r; •::m J,!n(K) 

se, e sOmente se, existe uma matriz inversível C ele I~\t(K:), ·tal que: 

B ~ c-l A C, 

Essa. é um.s. relação de equ.i~tn.l.ên.cia. no conju..n.to ITln (K). de fa-

to, 

(i) Reflo::<i va ___ ... 
(H) Simétrica --- . -1 .. Seja B ~ C A c, m~1tiplicando-se a direita por 

C-l • d c bt e ~ eequer ,a por Y o ·emoa: 

c B c-1 = A - (c'"'1 )-1 .13 c-1 .. 

{iii) ~r~,s~tiY,~ ~eja B ~ c-1 A C e D ; F-1 B F, logo 

D = F-l (c-lA C) F = (C F)-l A (C F) • 

Outra re.le:.ção de equivalS:acia no conjmrto da~ matrizes qlli:1dr;:~ 

das de or.d.em n}" com elementos no oor.po K, é daO.a pala. relação de ::n;~ 

trizes "assocJ.adas~' .. Diz-se que as ma-trizes A e B de m (K)~ são n 

Para u.me. Lixada. relação de +:~q_uivalê:noi.a. ent:r-e ma triz qu.a.flr~ 

das de O:i."dem n, uma !)~ ~ ou. Qâ!'!Q~!.Q! 0 u.m.a matri:e; de tipo 

especial, e.scol.i:rlda em cada cls.SB9 de equ.:Lva.lêno:i.a.o Em m.ntemr:Ítica~ 

os tâ1mos 1'carJi':::licoa, f'requent6rn.cnte ~'li&nif'J.a~,;m 1 :at.:;;.nder'~ em algum 

sen.tid.o particular., Um.a forma normal, é uma forma at~mde:r.• p2.ra re-

preaentCJ.r uma classe de elem.en·tos equivalentes. As seguintes cond:i -
quadradas de <>rclem n(l! (K)): 

;:]. 
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r'l3oàvelme·rtte direto~ encontrar a forma normal da classe de e···ui-

valência contendo a matriz A, 

2.. O métofio fleve. conduzir-nos U. uma única .formo. norntal .. -
Veremos ue para algumas Uas formas uaspeciais" ue obtere-

mos, a oondi~ão 2~ ou lo não aerá totalmente satisfeita~ êor - --
exem&üo, se a forma especial é uma "matriz diae;ona.l 11 (aqUi !." po

de não aer possível.,. para algumas matrizes A)t não nos 9reocu-pare

moe com a ordem dos e1ementoa diagonais .. 

.?ara estude,rmos um O;Jerador linear L aôbre um K- es~)a-?o ve-

totial v, de dimensão finita, procuraramoa uma base ordenada de V, 

relati,ra.-a_ante à qual, a matriz ·u;:_. re:>resenta L seja n mais si.m-

(ver B, 2): 

v :.~. 'fl' 1 o w· 2 ü> ..... " a v;\:'~ 

onde cada w
1 

é um. subespayo L- inv~riante d.e 1 .. Assim teremos de

com JOsto L em uma soma direta: 

e sabendo o com;Jort"J.mento das ";)a::"·tesn r~ii # ..... .,. ~ ~ ,, ,. J.'L-w 1' saberemos 
l 1' 

o Comportamento de IJ .. 

Nêsse oapitu.lo II veremos as primeiras formas especJ.ais~nue 

são bastante simples e por isso mesmo mUito úteis .. Aliás, é nêsse 

capÍtulo -ue estudaremos a forma diagonal(r.ue não é canônica,pois 

não satisfaz nem. !" nem g~. L. a mais sim.Jles das formn.a especiais 

de um Oh)erador l:inear ou de uma m.rJ.triz~ Inf'elizmente, não é todo 

operador linear r: ..... e pode ser colocacio nessa fOJ .. '"ID.B. especial 9 isto é~ 

a condi·:;ão !t; f :1ue deve ser sati3feita ne.. sele?ão de 'U.!!la. forma 

normP!., não se verifica .. O mesmo acontece para a forma. trianf;ular~ 

• 



2 •. 2., --
.üiz-;;>e ·uc umxt mo.tri3 A d.e ~ (K) 

f"'n o 00. o 
I I "21 

a22"'oo> o 

' • ........ ou A~· I • • ••• • 

• • ! 
' . • • •• • 

Lo o l "''nl an2· """ 
I a J 

nn 

As matrizes ).dentidacle 2; H nula 0~ 
~ 

S~l.O ·triancJüa:r·as su.peri )I' 

' . f .. ) ~·' t . 1 , . ~ . .., \ e J..n erJ.or ., .toaa ma r~z .x.!.. e vrJ..Eill[,I.L.t..ar,. 

Vamos nos preoc\.tpar apen1.s com a forma trianc;ular superior~. 

existe um.a base ordenada f!J de V~ t.'ll gu.e t ~ [L1 tem a forma 
~-

3tucnha:nos, ue L seja trianéíllável e seja e t'- base ortlena-

da ã.e V r t2-l 1::.e : 

a.ll a12 ••• a a.ln ln·-1 

l o a22 ... a2n-l a2n 

4= (L) - o • ... o • 
IJ o o • an-l a ... n-1 n-1 n 

'-o o ... o an n 

. ~·GãO ~ o polinÕmio caraCte:FístiÕo de L é 



Isto é, c é v.m .oroduto de fatores lineares .. 

2>::.ra se verificar- (1), basta deee:.~·.volver o rlet·3l"llinruTte 

c (K)"' det (X:E ···<Í>> por La.pPace sempre através da primeira coluna, 

(n-1 )-vêzaa. Acabamos de mostrar •JUe: 

( 2) 11 sendo L t~;.t. a.ngu~r!vel, então seu polinômio característico é 

um produto de fatores lineares d~; K [x] 11 

A recíproca de (2) é váliêta ... Para demonstrarmos tal resulta

do, usaremos noções de espa·~os "'-'"12't,::t-riaia quociente:3, r;.ue descl"eve-

mos no a=JÔnUice '2 .. 4.-

T~OR :IEA L 

nsuponhamos ,.. .. Ue O polinÔmiO caracterÚ~ticO C do O Qeraclor 

linear L sôbre V ( dim V ; n z 1), ae fatora em um produto de poli

nômios lineares em K [.x] .. Então" existe uma base ordenada á?; de V f 

relativamente à qual, L é !"'epreaen.tado por uma matriz na. forma tri-

angular .. ~' 

Observajão~ Como gr (o) ~ n ~ 1, se K for um coroo algàbricamente 

fechado ( :~or exemplo, se K = C) r en·tão c se :f a t<.lra no ~roduto de 

)Olinômioa lineares em K [.r) , .r;>ar."J. todo L" N.::iase ca;;;o, todo ope

rador linear é tr'iangulável~ 

Dem.onatra.-;;ão., 

Vamos usar indu.yão sObre a dimensão de V"' 

(;.) ··.uando d:lm V ~ l, 9ara q_ua.lquer liE~se ordenada IJ de V, a matriz 

[L].I$ é l x 1, lc.go esta na forma triangular. 

(ii) su-ponhamos que dim V :;;; n .,. 1 e ~1ue o ·teorema. vale para eupa'?os 

vetoriais de dimensão n-1" 2or hipÓtese, o polinômio oaractarísti

co c de L, pode s~r fatorado na f'orma (1)., i~::.to é, ~l é um zero de 

c. Logo ~é u~ 3Utov~lor de LQ 
"l 

Jeja c1 um autovetor dB JJ associadc à au·-deja ,,v ;,;;: t:e1? .~ subespa.?'' 

de V ger:::tdo )O.Y' o
1

., Coill.O 131 :;/::- G ( pois é um o:ntovE~tor ) e 

:::::a,
J.J. 
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di!il V :::: r}im. V - dim ~~ "" n ~ 1; 

d ( 3 ' " um o,"·"·· rarlor l.'n 6 ar· -L -··,· .. e :,::;,j_n a , VG!' uecramu 3, d9 13.;. ) r .b j.nd.uz './~ ... '"" v'·-· 

De sele 'ue, c se Í'e.to.ro. no .9roduto de ~;oli.u.õm.ios li:rne:res ~ o mesmo 

ocorre com m.. I..r:;o também. ocoi•re, cor'1. os _:1olinômios característico 

isto é P exie-ce u!l".a base ordena.Lla de V tal 

que: 

t' e; - a22 ~ .... 

• " 
t 93 ~ a32 e2 + a33 e3 

(3} 

1 
• • • • • • 

• • • • • 

y; - -en - a 2 €.2 + an3 e, +. • • + ann en • n. _, 

pertencer.:t as classes de equ.ivalênc:la ê2 , e3 r • • :res,Jecti-

V'J..mente .. ~ntio (ver teorema 2 de Bo3).. ·temos (!US 

o • ('} e uu:;ao a.e j ~ 

-
' ~ ~ e . nf 

vem (llJ.e 

-

é u.ma base ordenada de V 9 :Ua i- ésim.a 

G.> - a ..... 
<.. 1.5 e 3 - '" a ,. - ai i 

(1 e. -:;;-~-~e? 
:t 1.1~ -

.. . - < e1 7 ,. isto é, 

, .. + , i :::;; 1, ...... 1- n., 

rs .. l1 
, 

r~- ., • a~n '--"12 • • , 
! ---- .!..) 

I 
() 32' [i,2] • B-:.;.1 I ~ ~ 

rr.~l -- I l-·d J 1:7 " • • 
,Jó 

• • < • • " I 
L o ) a ~='·rEl 

I 
~ 



TSJR:S11A -· 
A do KC (K)s se fatora no orodvJ;o d.o !!Olinôm.ioa lineares em n - -

K [x] .. &"'1t:ão , A é semel:i1ante a 1.1l:18. lr.l-Sttriz triangvJ.ar~ isto é, 

existe uma .matrü!. ÚT'tGrSÍi.n~l C ern. ~- (IC), tal nue c-1 AC é tr:ian~ 
·' 

gu.lar'' .. 

• • • o 1 
n_~ 

uma base ordcnadft de V~ ro-

a r.=1JC-Ü a matriz [r,]a ~la '·· 1 J' 'f' e Tí:t•:laU[.U a.r,. a v~r:r. l.Ca-
(/() 

n.os em (1) r ':'rUe os elementos diagonaj_s de ;l:p são necessi!lriaL"1o::nte 

os valores característicos de Ih 

?ara cada i = lor 2f ..... t u se;ja 

( 4) e.) 
J.. ' 
_:;:elos 

~ • a-o d · v· 1 , _,_,.,,,, .uno;·: 1.m i=. ,.., 

da de V~ Ademais~ Vi ( \-rl ,. .1. 

e2, 

- 1 ' 

vetores 

• 
• ' " 1 e um.a n 

' • , ' .n-lfl 

isto é~ v i é U.lll 3Ubespa']O de vi: -1- ]_ c. Logo os subsp:.t:;Ol3 

base ordem:.~-

' ' t v1 'P V 2 , .. , .. ,. Vn 1 ., da-:lo3 poJ.-. (4-), f'on.rw..m l.UlJJ). cade:1.8. ascen-

dente de subspo. -;os de V.. .\inà.a .::1ais, caüa suOO )a -;o de (4) é L-invG-

rian te 1 pois ' J. 

L: 
j = 1 

• 
J. 
~. 

ej ==4r. x = L 
' j ; 1 

= 

.Sendo ..7~ 
-~ triangular, as cordenadas de L e j ne. base o:rden.ada !J- 9 são 

t:tis ··ue aj+l ::: a.j+ 2 :::;. ., ~ 

e v. ( v< , j = 1 , 2, 
J -

• • • ' i' o -+- L V .Ue 1'll08 vrfi. CjUC X E- i,, 

Seja V UJ:~. K-espo:~o vetorial d.e dim.en.ªão finj.ta. n ~ 1 e L um 

O.)erador l:i.near de V'~ DenoL'lin8.-~se LEOUE de L( em V)., à uma cadeia 

de mLtespaçoo 

t "'t1 , V 2 ~ ., "' .. 9 V n} de V 11 t<:~.is ,-:ue S' para cada 



(i) Vi é Ulll 3Ubo')a)O <le v·i+l 

(ii) V1 é L- invariante 

(iii) d:l.m vi =i 

~~or uma. BA~3E ASS OG IADA a. um le u;.~ 
__ .. __ _ 

Í V 1 , V 2 , • • " • V n} , entenílo -so unt.a baJ:e ordenadr;, 

o • 

d!ldo. Da fato, seja v1 -:;;: ( e1 ) , 3ntão axtend:a-se a baae ordenada 

h1 ~~~ vl ' uma base orde:.:--!.ada h· 6 2} de v2, segu_i..riex-' a a 

tende-se h· e2\ a uma base ordenada {e1 , e2' ' 8 3l de v_,, 
~ 

e por 

indu~ão, obtém-se uma base ordenada {el' e2' • • • • en) de vn = v, 
a r·ual é, Õb\tia..m.ente associada ao le--;_ue dado c 

Do teorema 1~ e do descrito acima, obtemos o seguinte corolá~· 

rio: 

COHOLÁRIO lo ---
11 Supon.h.c.'\ID.os 1ue o 90lj,nÔ.mio característico c do o_:3erador l.i.

nea.!• L sõb,:-e V ( dim V '= n :;. 1 ) se fator-a em ttt.1 ,)rod.u.to de. ;?Olin5~~ 

mias llneares em K [x:] c Sntão, aXi;rte um lG_'lUe de L em V 11
" 

Pelo teorea:1 1, exierte Ulill"i 1)a.se ordene. à a 

Basta agora, considerw..m.oa 

M (K) ~ isi;o é 
n 

A+D 

V t tal c,ua 

.~ .. .,e.) 
'· 

.. " "' r JJ.., 



on"le c . . 
~J 

0+0 

bk'': , gu.e.ro.mos most~t.":::.r "U0 
o 

qu~n:'io i :> j . 8ejn i> j, cJ:J:ido, 

r: H 

" "13 v..l2 

"22 a23 

A ; o o a33 

• • 

• • • 

o o o 

então 

o 

• ,, 

• • 

o o 

·''""';te, -~ "t1e 
"'·' -· ç~, • 

n, ~ 

• > • ... 11 

• • • " ~n 
• • • [;;,,, ' .)li ' 

i • • • • 
I 

• • • • I 
I 

• • • p I """11ll _I ' 

• • • l • • • 

. ' 

I 
I • • 

• • • ~}....... r 
.UJ\ j 

.~ 

1'"!1"'"~..., ,:.&; .· •. · .••. -•••.•..• ·•. < .• ':-< • ........ v,, -r:.. 

-- 8 

[
. ., .. . 
1.;-1 .:j 

·'- ,J 

•' 
~:, i:;;,-.>j,.),;,7.(~-~A.1CJ.~--~ •"!-:' .:·.:_ 17.~3.<::-:•- ;r::.;,"i.C.i. ';~· -~: 

o, 



all ' a22 • • • • ' ann ' 

r r A também é tria.n€,1llar com 8JJ.to1.ra: .. oros a11 

ra um inteiro r .~1 .. 

• 
p:toesen·te exemplo, +lustra ês.se f;a.·Go .. 

3e~ia a- matriz /p s,)bre o cfJrpo [l_"-í. ( úos números: :r.e9.is) 11 

I tl 9 
I 
'o I . 2 

~ ~ l 4 6 

Lo o 

-9 

o 

-4 

o 

Ol 
21 

' ; 
o; 

i 
~ J 
.J - ·' 

representado lU!l Oi.Jerador li:n.e~:,r L 

' • /) f ,,.. i.' 
eancmJ.ca ú;? = 1\?.:L ::: \ o :tl ,. o 12 , 

.. 
DO~X'6 

c~ ::::: 
·Oi3 I' ( .• ,-1_ . :t . 

,-~- ci-:poi'~rit:tt~_:i..o· t::a.xoac·tSrísi.;ico de L .é; 

c (~) = (X-2 )3 (X-)) -~-

-" .- --
/;f' LxJ 
~IJ r Li 

) .. (JLX..i . i 

AB8iril. os a.u.tovclor-as de L s3o 2 e:~ .J .. 

CO'!i'-0 : 

i 
L 

- ij: x;., 
·' 

( {x] 

1 
I 

) 
1 :t ; l, 2' 3' 4'} fi 
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l:lxl + 9"2 - 9x3 =2"2 

2x2 
_, 2x = 2x2 <*> ' 4 

4x1 + 6:g;2 - 4"3 = 2x3 

l 3x4 = 2x4 

OO(>O um autovotor de r, associado. ao autov'>lor 2 ( as coorde-
. 

nâ.d~S dêsse au·~oiratpr ni b'lSG ordenada" ®-11 é unia solu;.âo não tr,iVi8) .. , 

do si tema (>,f) ) é f 1 = ( O, 1, 1, O ). Foi'lllemos , a seguir, uma.base 

ordenada hj, .·i118J."u.er de /R4 , cttjo primeiro elemento 6 f 1 •. Seja, 

>'Oi' e>;emp1o, ' . 

oj: .. { (o, 1, 1;" j , ( 1, o, o, o ),(o, 1, o, o,),(o, o, 0,11} 

A matr13. ·"'Ue muda a base O?J!Õnica ~ para a base ordenada 6j , . é 

o J. o o 

1 o ' o ~ 

A " 1 o o o 
o o o 1 -

Lor;o, [L] = A-1 [L] A = A-1.,4:; 1!. • DepOis 
ij ~-

<le feitos os cá.lculoe, vem. ue:-

r: 4 6 :l 8 9 

[L~ =C 1 ~A= /o -A. -4 2 I 
Lo o o 3_j 

- - - T. ~ L induz o o:,:,erador line&r L em V • O vetor g
2 

:::;: 3 -i2 __ 2 x-
3 

autovetor associado ao auto--ralor 2 4e L • Lacolhemoa uma base ·pal"a 

IX 4 , cuj.os doia prime ires ve·to.res são 

f 2 e ,;2 = ( 3,-2, o, o J = 3 (1,. r;,o,o )- 2(o, 1, o, o ), 

<lígaJii.OBl 

J6"' {co, 1, 1, o), ( 3,-2, c:, o,), (o, e, 1, o), (o, o, o, 1)} • 



A fi'-' triz B ··ue muda a 'be,se iff para a ba;>e ;)& e: 

~1 

o 
B ; O 

o -'· ol 
3 o OI 

-2 -;L oi 
o o li -

[Lj;J& .. [L] B , e da{ a a 

df 
Logo, 

sim;>lic:ldade des·te exenl,J10, e, m.atr:i.z [1]~ já é trian[Ular, 

r2 o -6 2--i 

B-1 
I 

[IJ "' [L) B ~ o 2 -3 OI 
6{, óf 

l: o . ' -2 I ,_ 

o o 3 

Se;j?J:m, vl .. < (0,1, 1, o )) ' v 2 
/ L, ' 0),(3,-2, o)) ~ ' (o, _,' o, , 

v"" ~ -· ({o, 1, 1, O), (3,-2, o, O), (' ' o, ., .._, o)) e 

v4 ~ (((), 1, l, O), (3,-2, o, O)' ( t !1" o, 1, O}, (o, o, o, l )) 

f v_ , v 
\ J~ 2 

é un lc c, vJil de 

L ( ·em JR 4 ) e a basa 0,1,1, 0), (3 ,-2, O, O), (O, 0,1, O), (O, o, 0,1 f 
à. e 4 ' 1/? ,. e uma base assoc:iada ao ler ·~w .. 

'· c 

• BSBGG .,,.,-. ·'""C.-~1"'1. O' E"i-""o -~,_.,,,_,.,. -'~''"'l··"e··r· OIJ"'T''~ ·"'nr '.··i:nno.:o-·· '-1_v .... t~.~ .. li.! .• .-!• • ..... ~. ~ .:''-·-·""'-' L'·""··~...... v-c"'<J.c, -<""- "''~-'- .w 

r:-~ue: 

.,_. ~f ' 
<· H \ rj r 

do o pez·aúcn." 1:tnea:t.~ h (I:) ) 
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' 
Soja W .= N (f1 )t 1'1 (f2 )+-: •• +N (f:r)' o sq.bspa~o de V, con·· 

aisttndo dos v~torea da forma- (5). 

Como f 1 divide h , i = 1,2,. , , , r, ~elo lema 3 de 1;5, tem-se 

que N (f1 ) (!. N (h) , i = 1,2, ••• , r • Seja v um vetor arbitrário 

de w, isto é, v é da forma. {5) e oQmo c.adà .,,_., ,,_-,;:. 
~- . --·- .; 

vi €' N (fi) i 11 (h) , v1 <= N (h), i = 1,2, ••• , r. 

Sendo N (h) 1,l.1)l subespaço .de V, v €' N(h). Provamos assim ·que . 
w t n (h). 

Resta-n<>s mostra:!:' que N (h) (1·· W. 

Como h é um~Úl~iplo comum de r1 , ••• ,· fr, 

temos ryue• 

(6) h - fi pi • i = 1' 2, • • • , i' • 

onda p1 é um pou.-,&nio de. K [x]. • 

Afirmamos :;•ua os polinômios ~. • .. • • -~r que aparecem '*m 

(6), s~o relativamente primos, 

Casn -~trário, ~las teriS:ln um divisor comum, di,gamos d ~otn-

{!;r ( d ') >o. Da:í, · !1,, !b• , • , , .d~ 
.. d d 

ser:i,am oolil:l.Ômios . de 

K [X J a ter-$e-ia: 

h = (. Pi) f. , i = 1,2, ••• , r , 
d d I· 

' contrário • o FJUe e a d f' . -a l.nl.:;.:ao ele m.m.c., pois 

* 
' um m'Ú.l. ·!;iplo comlllll de ' [x J (~) < gr (h) e 

h .K gr e 
(i "' ' 

fl' • • ~ ' fr ~ 

Sendo os polinômios y1 , p2 , o ... , Pr , relativQJD.ent.e primos, 

o m.d,c. entre êles é o polinômio cottstente a - 1. Logo, pelo teo

rema 2. de A.4-~ existeu r );:"~linômios &1 , g2 , •• " , B';r, • 

tais que; 



Da{ o operador 11nerar g1 (L) P1 (L)-i- ••• + 15r (L) pr (L) 6 

o Operf;dor Unidade I de V, iaim é, pera todo -, e V, ·têm-se 1 

(7) I v =v,<=gJ. (L) [P2 (L) (!i;j)]+ ••• +-gr (LJ[~l' (L) (vJ], 

Em _part:J,muar, se v f. !! (h), t<rem.os ue h (L)(v) " o, e de 

(6) v~m ",ue f 1 . (L) [1'1 (LHt•) J = O, i ;. 1,2, · •• , , r, ou sGja 
. _-!>i:K, 

p.~ (L) (v) E!i\l''(l!(f
1
),' .i = l,2, •• .,r. 

l. ~ •. 

Pelo lema 2 de 1,5, cada subespaço N (t'1 ) é invariante com respei

to à L, logo.p!)lo,t~orêllta 3 de 1,3, cada um dos subespaços N(:f
1

) é 

g (L)- invaria.lltes. Ooneer,uentemente, o vetor 

,. gi(L) [P1 (L) (v~ & N(f1 ) ,.e pol:' (7), ',,êm-se que para todo 

v~ N(b.), v é da forma' (5), log-o estr: em W, isto é, N(h)\:l;>w, 

aomo ":uer~araOs demonstrar. 

Iiaa hipóteses do teorema 2 acina, canside_rero.os. o Caso no 

· qual os polinômios 

teremos ctue_ · o ·m .. m .. c' .. entrE:! êle:J será o polin6:mios 

Afirmamos .u.e n'êsse caso, todo. vetor de V tem uma ·ónica re ... --
(il) ::::: o, com v, E N{:f. ) 5 en:t;ão J_ J. 

v1 ~ o, i = 1, 2, ,. •-•, rç ·É claro oue (a) é eqtüvalente 8" 

(9) ~i-~- "'~l- ,. ... - v;~ .. l- "~' . .,.i,rJ.- '!'•"' -"r" .i :;:::J.,., •• "r 
(quando i ~ l ( ou. i = r), considerá-se 

v1 .':J. O ( Otl. vi+':!! "' O ) • Sej"• 

p . .:.-~ :;;;;: r 1 ,-...... f::-l <t fiT1 -..... fr • i;;; 1,2, ..... ,~:. .. , :tst;o ~5 r; é o 
. l. J::i. 

m.m.c. entre cs polinômios· 

oonatizntc .A::: 1, poia- os golil1Ômioa :e1 ,. .. ~,.,f~ são p:r~n10s drJis à 

dois. Do lema i.~ ã.e 1.5, ve:rlt: 



Oomo v1 E l'!(f1 ), pelo teorema 2, o veto1• do lado ,u,oJ'to 

do (9), )Ol'tenca à li(p1 ), :i.sto é, ""i ~O. 

Su;>on.ha.Inos agora, ,-ue um vetor V6 V r:.tlém da re-present~.~§'.o 

(S), GJOSsa :Jer -expl."euao na formo.: 

v' /.).·., .. • • rl'e 

Subtraindo-se membro à membro e asa. ar·ua.qão de (5) t obúém-

-se: 

( v1 - vj_ ) + ( v2 - v2 )+ ••• t (v r -v~ ) " O , 

onde ( v1 - vl } "' ri(r1 ), Essa equaç:io está na forma (6) , logo 

vi- ri= o ou vi= vj_ 1 i.:;; 1, ••• 'r, o t"''U.e-:demonstra a 

afirmativa ·ue fizemos. 

Provamos aoaim o. seguinte teorema: 

·uqru~ ...h 
n 3eja.m 21 , t 2 , .... t fr ,ppJ:inômios dois à d'oie primos 

em K (~) _e h o m.m.c. entre êesés polinômios. 

Então, para todo operador linear L aôbre V, têm-se cue: 

N (h) ~ N (f1 ) ® N (r2 ) ® ... $ N (f r) , 

isto é, N (h) é a soma dir'<!ta dos subeapa?OS N (f1 ), ... ,N (f r)'~ 

Observamos que ao encontrarmos um polinÔmio (qualquer) 

f da K [ICJ , tal que N (f) ; V, o teorema 3 nos dá uma 

"~!o .. ompoaicão.. ~ .y 2 ~ §$LlD.!!. direte, ~ sv.bea.pe.-yoe ~-~varia-• 
te e rt .. · Em parttcular, sabemos que o polinômio m.inimo· m de L 

é tal que, m (L) = o, logo N (m) ~ v. Fatoremos o polinômio m 

em X: [X] , agrupando os fatol.~es irreJut.íveis iguais, isto é, 

al a2 ar 
(10) m " \ .o ••• '1, ·' t~ "• 

~ r 

onda "".:.é um inteiro extritamante positivo e g1 'f '1, j ge i I j. 

Sendo m.·ú.nitário, podemos ter oade.. Q , j.::;; 1,2 ..... ,r, tambám 
f? i 

tmit;áriO ( Vel.~ teorema. 9 do 1~.:;). ;jejam, V1 1 V2 • """' Vl' OW 

núcleos dos operadores linaa.rJB, 



.. ~.;. :.::"" 
c , 

(~2 (L)] "2 k '" t~ i 1 '-"•] 

l% 
. 

:&) 
. . . 

(ll) Á ' J ' • ' ' . • ' ' 
J. 

:r.e1pectivo..."l!l.~.nto • .i5ntão,pelo ·teorelJ.l9. 3, V = N (m) é o. .:1oma dir~a ... 

i;B. de !J'2!US aubeapa.çoS Vl , V2 ' • •• 1 V r (I 

Su·yonh~mos ·ue dim vi= ni ' i a 1,2t ··~ f r a seja 

i1 ~i2 ' a ' <;I . . . ' uma base para cada ClUbes-paço Vi • 

:~nt.'io ( ver tooremá 1 de B. 2) , o conjunto de todos os vetores 

básicos .. 1ara cada. V i , isto á, 

. . ' f •• , 

2n2 rl rn,.} , e , ••• ,e ••• ,e 

é uma base ordenada de v e 

dim V :;;·:n = n1 1" n 2 4- • • <~ + nr • 

Obteremos a seplir, a matriz . [L]~ = ;0. 
Lambra.m.o.t! r;ue as colunas de ltJ são oa com.9onentea dos vetores 

L a 1k f na ba~a (J. • 

Fixemos um índice 
está em vi. pois vi 
i1 l.ll. 

e , •• ~. e 1 bass de 

i1 

r 11 in1 i E- l1,2, ••• , r}. Oadfi vetor L e , ••• ,L a 
é invariante relativamente A L, e sendo 

Vi , cada vetor 

i1 
L e ' .... 12 ini 

r e , •• • ,e , é uma combinar;ão lineaJ.• de e 

digamos: 
ik 

(12) L e 
(i) il i2 c;. r in. 

e 2 ,K~l, ••• ,ni. " a]. e j( 

De · (12), vê-se 

e -+ •• .,+a k 
ni 

que as coordenada~ de L eilt,. 

e base ordenada (11)' são tais que ; as primeiras . 

com raspei to 

n1 + n 2 . + •• , + n1 _1 ( <J.Uando i ~ 1, coloca-se n
0 

~ O ) coordenadas 

de L e1k. são nulas, as seguintes são af~l, aáil, ... , a! 1 ~ , e 
i 

as rasta:DifJS ni+l + n1 ,._ 2 t ..... t nr ( quando i = r, coloce.-se 

nr., 1 = O ) ·!;v.nlbGm são nulas • 
i1 i2 

Então,as cooriienadas dos vetores L e . , L e ... . . . in1 L e , entram . 

na i"o~.m.a..JâO da. matriz /p, com um. "bloco" ouadrado da forma :-
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; a (j.) a(i) 
• • • a(:!.) 

1 >11 12 lni 
I I 

I I 

J a (i} (i) a (i) I. 

1 21 a22 • • • 2n;. 
(13) 

' • • • • • • 
I 
I 
I • • • • • • 
I ai,:!.) l ~~i a (i) 

n12 • • • c ~· 11; 
• :l :l ·-

o qnal denotmaos por. ·,;Ç.(i) , e qu" si.tua-·se da (n1+n2 + • .,+uj.-l•l)

éaima linha e coluna, até a (n1+n2 '"': .. •• t n1 )-és·.ima li.Ilha e coluna 

de k . Lo~o, a diagonal do bloeo (13) faz parte do. diagonal de 4 • 
i -vu.rL1.r de l ~ r, obtemos r dêssea blocos, 

1'{l)p(2). 
dfJ , 0\.P ' ••• 

. (r) . , 4 drc:~. forma (13 ), os quais apn.re'Cem ao 

longo da di~gonal ele ~ , sendo que. fora dêBses blocos, aparecem 

o.. penas zeros,_ portu.n:to -'cêm-se-o: 
-}p (1) 

o .... o 

(1'>)/p: o to'2! .• o l 
I 

cada 

• • ••• • 
I 

• • ••• 
;, (r) j lo o ••• o J 

~tem a for..rlJ?- de blocoo, desde q~1e se ln:'lierpr.ete Em. (14), 

~(i) com.o tuna matJ:'j_z n. x n. 
J. 2 

G os ·o represGu-~am matr:tzes 
o 

:C"ctangularíis _n.uls.so Logo ;..{p é a "soma direta tl ( Ye:L .. D.2) das ma
l 

·i;rizea ~{ 1 ) ,.(;,(2 ) , ... , J!f(r) e à.enota-->Oe JlOl': 

1" ~ J, (1) m .o(2) {[\ . ffi o(r.l 
" '"H W ~~p W"'""Ç0(/0 ~ 

Constàerem.os agora o operador -linear L (J.) 7 restri ~ão êi.e :r .. 

, A ma:t;r:i.r< d.a L(i), relat1vame.nte à basG 
in. 

a 1 de v1 , tem por colunas a::; coordenadas doe 



il 12 
vatoras L e .u e ' ' .... ' in1 L ,. :rele.ti vamen te à. base 

il i2 tni 
e • () 

' •• " t a • De (12) a.nn.t""iz dt1 L(i) procv;mda, á o 

bloco (13) ::considera..'"ldo <;omo uma ma-t;riz, ou_ soja r é .a ma.trir.; 

o(p(i) , i .; 1,2, .... , r .. 

'1~ 13·.-,.-- G. o ve,orcma a. e .,.. o), 
, ' . ' _.{ se c po.!.:~.nonuo !lU.ni:mo esta 

mínimo do ..z';, (i ) é 

,i:;;:l,2, ... ' 
Hesumiremos agora~ os resul"taJo obt:i.do3 e1ll. um ·t-eort:ma: pa-

ra fn.cili ta.r fu:turas referências:-

-' 'í'"'lR''I' D~ --":l""t,-.,,,·)o 'I' x" --,--I-f'--11' ) t _.u,, '..:S1• t!._ ~>. .u.::..·-.-.J::L.. J ,}-,,\_,! ..c·,_d __ _l,,,;.j ~l. ---......,. --- ~- ... ..-----
11 Seja I• 1lDl operador. linear sôbrü u.m. K- espaço .uetorial 

V, de dimene.eyão f:t.nite. n ~1. Seja m o polinÔmio mín.im.o de L , 

tal que : 
a 2 

.. ~2 -..... "'~ 
~r- ' 

onda os ~- são polinÔnüos de 
J. 

K [xJ ' d "r • v 1rre UL.il.V01.Sp 

e dois à dois dizt:intos, 0 os a- oão lT:ÍID:~ror;; inteiros extrit:arJen
A 

te pooitivos. Seja V. o núcleo do OflHl'aüor linea:t": 
'-

·; ' .. 

E.n-Gão; 

2. - Cz,da V. . 2. G .L~ in-variante e 

Escolhida 

·vara :!. - 1,2, . ~ .. ' :r, os •;-otores: 

u ln1 """' ') :rJ. 
\a 

c.:~. ,.._,n? 

~ ~ ' ... ' e ' e , .... ~ e - ' ..... ~ e ' .. ~ , 
formam uma base de VQ 

~c·;:j,r l 
e sr 

i• Sendo· L(i) o OP(H'ador lin:aar induzido por L e:w. Vi,- i"""l,2,o .... .,r~ 

o polinÔJJú.o mí;,u.mo de L (i) é ?,:i 



Uê$te ~:x:em:glo. ,procitrarG:mos .aqlara:t." oa conceitos e rosultadoa 

obt:l,élos. Seja 1! = :0<3 ; espaço 'lretor;l.al dos tiil'lllos .ordenados de nli

meros rea:J.s. 8eja, 

~ .. {ai ~ (õil , r;'i2 • si3 ), i; 1,2,3} a base canônica de 

v, 3eja L o operador linear sôbre v, cuja watriz ~ relati'lr&mente 

à bas.tl canônica é; 

[ 

o. 

-2 

-4 

2 

5 

8 

-ll .,2 

-3 . 

Um cálculo élireto no e moet1•a que .!f 2 
"" , isto é, 4 é um · 

zero do polinÔmio 

miQ núnimo m <l.e ot'p 
p (X) = f ~- X de IR.[x] • Bn·tão 1 o polinô., 

, ~ um di~~or da p em IR [i: J • ~ogo m(X) é 

3;,..1, Jtou f- X, Sendo x-1 e X polinôm:t.os minimos d.as matrizes 

unidade e. n~a, respecti'lramente, segue-se que 

m . (X) "' x2 - X = (X-1) 1 Jl:~ AJsim sendo, m. está na forJ!la (lO), o~ 

h \X) ~ X-,1, g2 (X) = Jt e aJ. = a2 = 1, 

Procuraremos a~ora.os aubespac;os v1 = I! \t~) 

o V:? = l! <&2 J ; núcleos doa operadores J.iuaa.ros, 

~l (L) = L-,I e ~ 2 (L) = r,, respeetivamQnte, 09 subespaço v1 , g_ue 

coMis·ue de to \los os 'lr~toree v E V, tais qua (r,...,I )(v) =O, isto é, 

t v = v, tem dimensão 2, Da fa~o. a caracteristica da matriz 

11 -,(f é 1, então d1m V~ " 2. An.àlogamente, conclui-:ee que dilll V2 d, 
. 1l 121 

,.'';f~',f<í~HAsaim senà.o 1 nl, =2 G n2 = 1 ! Considerqmos fe , e. J 

uma basq o:rde:nada do vl e { e 21} 1l!1W. basa de v? i .?e+o ·teorema 

. 4·, ii;em J.•, ~~{e 11 , e12 , e 21} é t1;lla baae oo.•denada de V. 

Pa~a sec.reverm.~s a ma·triz "'~* de L,. ·rela·~tvamcmte à base ord.e:na.da 

1.1 (1) - ' ~u- , Qb:3ervam.os r:~.ue o. operacl!'lr ~i:;:uJ.a:t' J. , restri;ao êe L a vl,. 

.é o o garu<ic:n;> unidad'l .de 1! 1 , logo sua ma tl"'lz 4 (l), rale. ti vamente 



11 12} rl qu.alquer base ordenada ( e eru . .oarticul-ar, à base r e , e 

de Vl , é a matriz identidade liC Ordom 2, isto é 

ol 
1 J • 

1'(2) d ' <:f ,. o opera(.~.or, linear - (2 \ ( J ) lJ .. JJU .O , 

res,trição de L &. V 2 ,_ é a matr).7. n·~t.a de ordem 1. Então, a m.a:G:<:>iz 

. .:lff, '-'10-e: 

17\ 'io) w c<.o ~G-

r-"~(ll·o, 
I "'"' : , 

~ 1-----+---·--1 
L 0 :~(2) _j 

Agora,. podamos d.escrevcr o operador linear L, 

sim'9les.· Seja v :; a1 e11 + a2_ e12 + a3 a21 , então 

L v ~ ( a1 , a2, O ), poia: 

o :l [ all r "1·1 
' "21 I ~ 

oJ 
I a2 

-o. J La3" ' 

1 

o 

donde coclu.imos quo :Ct é UTI!a projeção do 

. { ll 12} geradO pGloz vqr.ores e ~ e ~ 

"1 
e.ontém o terceiro ve·~or hás:Leo a~-. 

--------------~------~· 

A .J?ORM.A DIAG>)liAL 
..._., -- ~--- .. ---·--

sob i}U.B.is 

FOR11A ---- DIAGONAL , se 1._1:1- :·:'a caêa :i i =- i ? r. ~-~-- _._. -~" ••• , ... , ff ... :>-"'' 
i ., 

89 i :::-:: j 

I -ií (J:OJ.d.G 
t:' 1) i !; ·; a. j - ,. u ; Be ~, J.j ' ' ' ,. • 

~. ·' -~< .• "-

r.... "' · ""~ i"'·'·o e' '""'] ' a..-~, ... .,.~ ~~'. J ,. • C'(.J~ '; 
L • ~ n 



~ o • • • o 
o a2 • • • o 

• • • • • • = [a.l..; a2 , ~ • o P a.n] . 
• • • • • • 

o o • • anJ 

Diz-se GUG ~ ope:t~dor linear j!..! sôbre V, é DIAGJN.'l.LI:~ .. {VZ:ú 
-·--~_.._......, __ 

de L, 

O nona, operador diagoxw.Jizáve~;_, ~...-em do f&:t8 de que se 

~utovato~e::;t d.e I .. : d:tgaJII.ca t)Ue L c i -- ~i e i ~" :l = 1,.2, .. ~. ,n, 

então 

(15) [L]~ = [Â1 , ~ 2 ....... , ·Àn] " 

isto é, L é representado _po1• uu.a rr:.at:r.•iz dia.gov..al, relativa:w.el:l.te 

informa que uma condi:ão 

do:ls à dois • .'l.\Têsse caso 1 além. (.le cobo.....,.,...,.,. nu·· r ,!. ,~ •• - ---_r. ...... l·l•'•'' ..... ,;, .. "', ..-c... '-'~-:<U.V;::> -.. V I \-:l "'••~6V••·•<..C.-.,,_:,;,ç•, ~;<.-.f 

autovalores .. 

A condição aej_ma~ 

"eJ'a· _.::qago·,,~:-7.·: .. "''-.l""«->.,1., :t?", r ''·"·.r .• ..,, <_.·.··.o r.Je- .,._ o:: " ...... ,,--·--a~r. • ,;; ....... ,""O ''11to ..., ~.~...... ..~~ .... .J<JC.<>V\.'•~- -li ''"'''-'---- -· '"" .u A ... ,. ~.,t.<.l. ,... v ••L .. L··'-'- ""'-. -

valor de L é). e • 

dessa 

TEOlBl'.1A 5 
--·,...,.-~,,,_,....._._. 

. ~ -~ ~.·• H''J.a.:.. SO!J])Q ll;TI COI'p0 _ -: 



1~ t é d&agonalizável. 

2, O polinômio mínimo :m. de L, 20de sal' fatorado nn. forma. 

m (X) ; ( X: - f. 1 ) ( X - ?-'!< ) ,. • (X - )-r) , 

onde para cada .. :!." 1,2, ... , :.:, \ 1 2F e Â1 F'\ se i I j. 

3., Para cada i = 1,2" .... __ ,r, }\1 é um autoval-or· de L,. a a multi-

plic,;,gãde algébrica de 'lli é j,@.al a mu.l tiplici{li,\de geomé·b·J.ca 

de Âi • 

!.:. Pars. cada 1\1 t i :.:;;;]_,2, .... .,, r, o núoleo do o.~erador linear 
- .2, ·. 

( L - \!} .. · -·· r., da cou-~ido no núcleo do operador linear :--'Y- ·1:. · .,., .. , . . 
L - À:1. r. 
2..~ _de;jo. v um e.u.1;ove·l:ior Cl.e :&, associado ao autovalor ), "' 3n·t;ão, 

não existe nenhtllll vetor w em 'T, ·<;al •lUa ( L- (.1 I ) W ; v. 

6. Existe um· ;l,n:teirO r exi;ri'i:;a.mante :positivo, r-escalare:s dis-

e operadores linea-

res inver.sívei;:t - E ..l!il.,'2t•••f ''.": ta.is n.ue :. . r ' 
r 

(i) L ; ·I: 'À. .Ej •. 
j;l J 

r 

(H) I ; L: E 
j;l :j. 

(iii) ]' -'j o 

De:m.or1stra ~ão. 

1. => 2 .. - --
/fJ ~ \"1 ' e?•···•"n} 
de L. Isto é; 

(16) I; "'- ; Á, :t ~ 

.,~ -.l. f •<::; 
j. 11 

de :r.r • forJ:'l_,_q,d:~ po:r vetores caracteriErticos 

., l.,i 1" i ;;: 1~2t•••t:·'!,o 

Sabemoo _que cadLI. Âi i t;::n.e. :t•a.i.õ do pol:i.uÔ:ndo caraoter:fstico 

Çíe L, pois 



;,'n" 4 ~o '4 ... f..:.;<, ' li d.5.vide m, pois Âi é um zero de a, i=11 2, ••• , n. 

Suponhamos que em (15) , ex:tatcm r esc~la.res distintq!J 'Âi • 

.3en perQ.a de generalidade, podemos f'>Upo-los ?\
1 

, Ã
2 

, .... 11 Âr 

f~Peo~~aena-se a base J3-, se neoessál .. io ) • i:3eja~ 

Como cada fi d.i yj_de m., temos qu.e g 

Como. 

(X)= b:-Ã1 )(X -'í-2 ) ••• (JC- \.). 

tamb/m d:tvide Ill, poi:G r ,s n • 

fi (L) ( ai ) = (L-\ I ) e. 
~ 

= o, 

g (L) leva a" ... , i = 1,2, ..... _,. n ' no .. retor mulo f. I~ a verdade usamos 

fato de ' H.U.tOV0t'Ol"' a.aeociado • \· também Q que se e e um a k 

f
1 

(L) ek = O, o que é 6bv.i.o, Asr;im sendo, g (T,) • o, logo o po-
, VA<w 

linéiDiõVffi de 1, di. vide go Desde qu.a m dilrid.e g e g r.J.i;ride ml' e 

ainda m e g sen.Uo uni t:i:riosf segue--se que m~ g. O qus mos·b:-ca a 

validada de Í• 

Como, 

m(X) =(X- \ 1 )( Z.- ?-..2 ), •• (;;:- Âr)' ;)-,1 ? f..j se i f. j, cada 

Âi ~; um autov·3tor d0 .Lo 2Blo i;eo:rena da D0c:oEtpG5:i.·;ilo .l>:riiL.ária. 

(teorema 4 de 2.3.), temos; 

••• 

ondo se 
_, (X) ~ X - ~i '· . ,_ ' '· - 1,2, ...... , r ' ·l;omoo 

Vi~Ker ( <' 
""i 

.. J \ 
\ J I ) = .f v 

'- E v • L v- = ~j:v} • 
j_sto associado :-l 'l1 .• ~ A:.i.r·.•ie.~' f:,?:c:Jj,};l-:l.Q.a 'O.!l1a 

:Ln. ~ :.r. 
1 f.) 1. J ~fi1>2_ \f i J 8 (l!):p(lj_çã.:) c~) d.O teo-base 

r). 

~·""~' e 

(1'7) n1 t n 2 + •• ~ + n,. ~ '1, 

Ou 'l_A· -qr1 a Y"l r;;: ·-~ ·.,.), .J..J' --.,1.;c..t --'lail~ 
L~- v.-'...l.o ~j_ _, '""" !J[__._u~l-~·.._ .·.l.L ~·'"•' 



(13) 
r::·) -~1 ~ca2 + 
1 >•o.r:\.~t.Ln de Jj 

\(b) 1~ ni $ 

(H) e 

' (l ,J 'I . ' rema ~- ~ v.G --'--"'4i~ 

:..1." 
A 

·;. 
''.i~ 

oorc<J3rin 2 de J •.. t;., 

esta 

c, 

L-'), I )r.:.. vJ ''L· ·. - •\ ... ' 
" -lo i 

n \ :.'u.i 5 c 

) 

~- :i. 

- . ' -''.J..:.:;:1rrv 

i' I ' . 

-..~r -J·eo~"'"-··;;, F 
•• \. <J -- ..:;., ·'"·· -J 

n =. 
l' 

on:':::re :.:n e 

·\ ... ,,2 n J. 

• 

e ~:x:lo 

g., T.to 

Su.pon.h2nos que m tenha um.. zeX"O ·f. ~ de mu...l tiplicidatle 2 t isto 

o. 

g (1) ~ 1 (L) ( ,. ' / ,o;<> 
•:~ J ... c.·- (n)' 

Assim send.o, oxist:e u.:1l "'reto.r n2.~l :c:oLLn :.:: 0J!i. V,, tal fJ.V.G- ~ 

g(L)z;i 
~ 

..... )' ·:. \ .. \ ·'·• .. (:r~~ .. /; :r;··- (,.,' "". (Y \ {,-,) - ,., 
~-·, • '-'" .. -1: ,;, -~ _, 

.. , f..- - -- .-
,~- •• -.r . j"' ' ,_ .. 



Q,ue v =g(L) (z) .~.(L-: ?li) w contrariando~. Consequ.ente•t~~" não tem 

ra.iz de nnütiplioidade maior que 1, isto .$, 

m(X) k (X-Â1 ) ••• (X-:Àr)' \f. Âj se ··•, i j. j , 

Definimos os polinÔmios pi de F [XJ , pon.do-ae: 

m(X).a (X-\) p1 (X), i "1,2, ••• ,r, 

Zntiio,. P{Âj) ~ O 

definido por: 

se, e sõ:m.ento se, j.ij • Conside!"f,1'moa o polinÔmio p 

r 
(19) p(X) = l - z: 

i=l 

para â ~ 1 1_2, ••• ,~, isto é, p ten_p~r raízes "Â1 , 'Ã 2 !f••·~ Âr, logo 

p IÓ um mÚltiplo de m(X) ~ (X-~ 1 Hx-?- 2 ) ••• (X-\), da{ p(L) ~o. Como 

Ç(m) ., r ~ g:r(p), da defi11ição de polinômio mín:J:mo, conclu:J:mos que 

p 6 o polinÔmio identicam~nte nulo. Logo, para todo opere.dor linear 
• 

T aâbra V, :{l(T) • O. Em particular, de (19) vem g_ua: 

(20) 
r 
6 [P; (I. i) J 
i=l . -

DGfin:l.mos, para cada i :4; 1,2, .... ,r , 

-1 
(21) Ei = [_pi O;;.l] PjY,l • 

Como g:r{pi)~ (r-1)< gr(m), E1 f. o. De (20) e (21) vem: 

(ii) 

AindB.s 

r 
I; E. = I • 
i=l :t 

m(L) = (L-\1I) pi(l.,) 

o do ( ii)" ·í;e1J.m-; que : 

(i) 
r 

"L 
~1 

= o, logo 

" 



-1 
E1 3j ~ (pi(~ 1 ). pj('-jl] pi(I,) pj(L) ~ 

-1 
= [P1 (Âi) pj(Âj)J h(L) m(L) , 

onde ll(L) é o produto dos r-2 operadores J.ine,,>re3 L- \I , onde kl:i e 

k).j • Logo: 

(iii) 

6 .. =>1 .. - -
Ii!o3tr'.1re:nos que para um vetor v qu::.lquer de tr, E i v (i-1,2, ... ,.,r) 

é um autóvetDr de L assooia.dc à. ~i ou é nul.o .. 

(iii)'X 2 ...,w i l\ v (JfJ " 
- "i 

Na igualdade (~), usamos o fato Ef = E1 (isto é, cada E1 é ide~ 

potente ou uma -vrojeção), vamos mostral .. Ôsse fa·to .. De (ii), 
r 

I ;::: E Ej" aplicando-se Ei a es~a i.e:tw.l.dade e usando (iil L vem ':J.Ue 9 

j=l 
r .,..,2 

E i - ?= Ej E. ~ _,, -. ,, 
J=l ' ... 

Pa.r·a. :m.oztrarmoa L.. ~ '!Jasta !!l.Ost;rarmos que 

ceram V.. S9ja v t ~y, qu.aJ.u~uer~ Então, v~ r v (,!~) 

r 
~ 1: (E v),;~ e já -.rimos que Ej ·;1: B cutov~7·,;:}r 

j4 j 

de L a.ssoci-·:.J.o à 1\. ou é o •ro\~c";.l· r;_u1o.:· 
l 

os c.lv:tove·iiores de L, 
r 
(L~ E.)v ~ 
;j=l J 

Destas condições ou m.".i tér.i~')S a.ç:; diacc:calização, de::d:;s.camoc os 

l:,_ e .. h ~ para maior facili•.'i..Ldc f!.e cálculos .. \4Uanto à con(iição .ê..t .. 

"' .• · -· "' b. - J (L lizavel s0, e ao;-nc:t:""Ge se, -~' e ur,_1s com 1n2.y::.o .tnear ~-; 

um conju.nto -~ E.:} 
• 

(~- El ~O se j ~ J. 
l. ; 

z· 
'"' SU27.·E~:LI:f'. 1 1'AR.:!i!:' ·li ::: ): "•·"-·""""-=-.. .... ,.___ .... ,.-, .:r .. 

J ·~·'· 
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te os autovalores distin·tos do~~.3 ~:., dois de L, como se pode ver na 

demonat;ra~ão da Última et:1.pa do tf'orcma5. 

Ademais, E1 é a proje73.o sôbx-e o tl.lxtoespaço 

autovaJ.or ~i • A decomposição, 

r 
L ; L: \ E. ' j;l J 

v?. , 
i 

é mui tas vêzes denominada _FORL.b\ ;~J .. ?3Gr lU\L de L,. u.-- _, 

asaociado ao 

Jeja A uma ma·triz éle I:~ (X)c Lliz-se q_ua A é D.!AGOI1ALI~AV.EL 

em 1( se 9 e sOmente se~ A é semelhantB. a unta matriz diagonal~ Isto 

é)A é diagonalizável em K ae 1 c aõmer;.te se~ existe uma matriz in

versível c em~ (K), tal que c-1 A C é uma matriz diagonal. 

3eja L o O;}erador line:...tr 3ê:·,re z:l1,; cuja matriz relativamen

te á base oanÔnj_ca ~ j,~ ~ claro qu.e dizer que A é diagonalizável, 

é equivalente a se dizer que L é diaganalizávelo Sabamos ainda do 

teorema 2 de 1~2r que o polinÔmio mínim~ de L e de A, coincidamo 

11 !.futatis-mutatis'~ 
/ -obtem-se uma versao J?ara matrizes do teorema de 

diagonaliza~ão ( teorema 5, acima )4 

SIQMPLO .2. 
uma mesma matriz ( ou oge~~ctor Linear ) pode ser diagonali

zê.vel em um. corpo e não o ser em ttm. 01J.tro~~ Consideremos, por exem-

;üo, a ma triz : 

A. = 

.. " I' ·x 'l o2: '- 1 ' i a t' 1 cujo polinomio w.nimo e ml ·•"' A -. ,, 9318 e =e .v. :~.ve em e 

que em C [x] adorl te a fe1:rlri~gqê:o m(X) ; (X+ i ) (X-i) ., Logo , 

A não é diagonal::tzã'rGl em !R 
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cupar com a ordem) cvmo elemr-.1n~-as d.iagonais, sr:rnclo q_v.e cada auto-

valor figura em :O, tm tas vê;:;es qv.::lnto for sua mul tiglicidade a.l-

c;ébricm. ou. geomót~"ic::!., 11 0:1'" outro l é!.d.o, pods-se g_uerer encontrar 

( ' - ,-1 vel C, de f,\,_ )C 1 ~ tru. que D -· ...... A0 •. .?ara. tas.Lto, seja T o o::mra-

dor lj_near sôhre J.tl ., cuja ma·i;:r::i.ií relo:!:iivamente à bo.iJ0 ca.."'lÔn.ica 

• i -
\~ -· - A.. Sendo A 

diu.gona.ltz~fV'el T também o é"' f:~.i'ltão existe uma base ordenada 

Jf' de Jr"'ll. , f'ol~~nada por autove-~:;or-os de T ~ 

nal )._ Seja 

(D é d.iago-

a matriz mudança Ca ·oase ordenada J3 ya:r.a a base qf' o 

Então P as col1mas de C são as coordenadas dos autoveto~ .. e~ da ba

se 9rdeno.da 6}= , l"~üo.:tivam.en·te à "hase ce.nônica /3 'JI! respectivamen-

te. E temos: 

D = [<r]& 
isto ' o ' e, e 

E)CE!!EJ..Q 6 

Seja 

= c-l 

uma lU.atriz 

L Ti@ c = 

diagoual:i.zadol'a 

o 
o 
o 

c-1 AC 9 

pw:·a A, 

Veri:fic~.oa se A é di&-gona.lizável, e se fort~ a:tLcontraremos 

uma matriz diagonal semelhante à A, bem como uma matriz diagona-

lizadora c, ,ara A~ 

O poJ.inÔm.io oe,xoe.cterís·Gi.:::o de .t~, é l!: 

o 
~ t -, \ --- ,-.~::_, 
... -,-"·! -- ..{'_ 

o 
., ,_ 

o 2 

,-·- ) ,, 



A mul.ti9lici<bde algébrica de ·},1 = O é 2 e de 112 = 5 é lo Do · 

teorema 6 de lo 4, vem que a mul. tiglicidade geométrica de 111 = O 

é l ou 2 e de ~ 2 = 5 é 1. Pela con.Ji?ão l· do teorema 5 dessa 

seo~ão ( na versão :para matrizes ) , A será. diagona.lizável se~ e 

sOmente se, a multiplicidade geométrica de Â1 ~ O for 2o Calcu

lemos os autoveto1-.es linearmente :L"'lde_penden-tes aasociados à "1 :ooQ, 

Como 

1 

A [x) =[_: 
o 

o 

o 

então 1. é um autovalor de A se, e sémente se, 

xl 2x3 - Ãx1 

(I) o = Ãx2 

-2x1 + IJ.x3 = h3 

Sabemos "1 =o ' autovalor de A, q_ue e = 
em (I) ( 1-= 111 = O), v.em; 

que substituindo 

.Pcrtant;o, dois é'.utü't1"e·t;ores Jj.n.ea..vm.e!!.te indepe:n.G.entes e.ssocia

clos :), "f.J. = o~. cão : (2~0,.1) o ( 0,.1,.,0). Logo o autoesp9.gO asso-

ciarJ.o à 

< ( 2,o,1), ( o,J..,oi > , 
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r: 
o 

01 E [o o 

:J ou D2=[: 
o 

:J) D = o :Jou~~: 5 o 

o o o 

1famos encontrar uma matri.z u, diagonalizadora para A,. 

Precisamos determinar um antove·i;or associado à \ = 5o Em (I), 

fazemos i~ '/1 2 = 5, obtemos' 

{
"3 ~ - 2"1 

5 x 2 ~ 0, logo VI), = < ( l,0,-2)) 
2 

Pelo coro1árü' 2 de L4 ,~ c'J= \(2,0,1),(0,1,0),(1,0,-2)} 
,ô 

orden."lda de 1\ e pelo r;u-e ":"~bservamos antes dâsse 

o ll 12 l ol 
[~ 

, 
/ ~ 

/ I 
1 (';! \uc ~·o o 1 1 ou c2 = o 

I 1 I 
o -2J L1 -2 oJ ' " 

:] ~ 
o J 

' uma nG:~riz dic~bonalizadcr·a para '\.. e 

Verif'iquerr.os por en.:em.plo, que Dl - c-1 - 1 AC1 • 

r: 
o ll 

I 
~-1 ' = 1 J ~2 I logo "l 3' oJ 5 ' 

r 2 
() , -, 

r 
1 o -2 l (' 1 

:J 
- I 

c:;-1 ' i ' A01 = 1 

l~ 
o -2 I o o o I 

l:~ 
n 

" v 
··- J. oJ 4J I 

5 L-2 o -2 

r 2 o " - rn 5 o-1 r o o o Ol .J, l 
• I 

I o] ro 
l: I lo o I =l =1 o -2 o lo 25 o = o 5 o = :0., , 

~ ' I I ~-

I ' >· ·'·· 
I ' o Lo c o .! LO -10 o j o o o ()-·' 



-;;; X"E!J?LO l 
~ .... ---·-

r: 
2 -~ ~ . I 

Seja B o -
2 I 

-2 .3.., 

O pol:inômio característico de R á c(K)= X(X-2}2• 

A~ mv.l tj_:plioidad.e8: a.lg::51n•icas e geométriot.~ do autovalor. (,1 ==O é 

1, A multiplicidade a.l,s;;<lbl'ica ilo autovalor 112 = 2 é 2. Como, 

( 2E-B) [x] Oll seja. o siste!!la: 

r 
"'l -2x.2 -;- x3 = o {:: ; - X 

t 
3 

~-~· 
-2x1 + 2x., -2x3 = o .. o, 

<; 

\ - xl + 2x2 
.,_ x, ~ o 

" 
vem qwj VA :=:: < (J.,0,-1.) > , lore:o a m">J.ltir;licidade geo.w.étrica ds 

.~2 

/i 2 é .1 e B não é tJ.iaSOl13~iz<ive1. 

motiva a. oo-,.tinuacV:c tie n.csso oS-'jjudo sôbre 
' 

I 2 l Ol 
• ' ,J = ' C! 2 o i 
• nl ' (í. o ~ v .J 

EXEUPLO 8 .. -----

.., ... N"" _,..,.,.,.,.,.,.,, _,, __ .. ,.,,,,..,.._ 



CJA:i'1TUW III -

El.1 T.'!.ilTrtiZ'ES ?0I11JOT:!I.I\IS • - --- --- --. --
é u.:!Ila IDG.triz 

onde oadrl oi.emento a., (?,J ~ um IJOlinÕm:io na 
J..i{ ·-

indet ermins.dn. ~ , 

é, E:i_k(?\) f. K[Ã], onde K é um co:rpo .. D:5_z-eo 

pol:'mocü.al A('>.), 

A 
o 

• 

~e n '7'"'-7'_ o (;""""'"'~- t}Q r c 1..;..,., ... om4c r"ln ~-""' ]
0 

o "" .,...., D~U.<.A •. jJ ·-~·'-·'"' U!..t.. u.v .. ><"0:~ ····' 

Qe 

••• 

G 1.:ii1P-

·"' ~ ,.,,, *' 
"'"ll\,;.J; ...,_1 

r ., ) ,_ ' • 
• • 

- r-.-.\ 
O"G:L".C: <~-- \~· 1 

. -.!•. 

~ .,.,·"'-·-•- 11'" ., -·-r ;'fl"i O - . --- v . .:. . .J:--~'--'··~ 

.!,._ 
.L 

• 

~ ... 

a ,. G .. • • • 

:1, • -· .:. ? 2 ,. 

.. 

,.x_ .. ' ,. 

. ., 

••• 

' ' 

·',[!LO 

o, 

-i'" f, .. "' 

-·, ': . 

alto 

{ ,~ -~ 
. ' 

'-"'.·,-._.1:. 

isto 

,_ 



i 

• 
,_ __ _ 

<O _ ,_ -· 

' 

{ 'b) 

cie 

·; ~---! ~- ' 1' _. [, 
'" . . -- ' ___ , 
~--~-~ ,, -.... ~. 

.. 

N -v_,,-, 
'·"'-' 

-~- :'·"'"~-~·:; __ -:;e.:; 

3-Ô .. ;_ .._;.r:J. 

• • 
• • 

• ... 
• ... 
o ... 

li ~ 
~ -- / 
o 

• 

• 
o 

;]_:_ t 

• 
•• 
• 

.. .. .. 
••• 

(' ) '-. ' 
.n ·'\'.'", ' -·- . ~ .' 

"]·' " •_:_·_c· 

,1 "·'>· ': 
•' ~\' '/ 

.• 
~-,~-o~_i_a[·. 

ol 
o ! 
. l 
J }(i) 
. 1 
J . .j 

•1T:~J.·:;·_,_, 

1:1:-:i'.J.i', 

. .!,. .. : ,., .. 

-')r-~:':_' ' , (i-:;;:-

• 

: ... :-

c_r;_i .. _ ... -- . __ , .. _., 

• . -
,. \ 
;\_. 

-~---

"-' 
.., / _..., ' 
-- \ :~; ~ 

.• 

r-,~,;,~/. 
' ! .-.... . 

.v 

A,}_) 

··-- ---~:. :1 

--.:_'!..· •. ,. 

: .,,. , __ ,' , _ 

---, -

·i,-_. .-·(-";, 
,_ '.f'< 

• • 
• 

(. ·'· 
• • • • 

• 
• • 
• • 

.r&.,' 
;. ...... l'·,; 

• • • 
o 

• 
•• 
• 

• 

;:-; --,_~=- :-.·.· 

.'\~. _\, -.:·. ·:· ·:\?. 

. .' '• ' '·I ,•. . : '' ' 
t ·~-_--!' l-'" 

... .. 
·' 

1.-··, 

---~-~ 

'-'. 

-· ,---

·---·· 

. ' ; 

·• 

., __ , .• f' ,, 
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• 

• • • • 
• • <:';tk(~) .. .. "'ik(?.) .. 

• • . ::.{~) • • - • 
lE~-

• 
•• à_i]··(;l.) • • • • a .. (1>.) +e>.jk('-) 

v·• :u~ . 
• • • • 

1 

..I 
J 

r.. • • -. • r • 
-:?. .• (?,) •• !" • • -J -~ 

• • 
~ "'t' 0-.~~ \/ ; l -&:.n/;;\) •• 

I U''· 

(o) l 
;r . 

• • • • • 
~~J_l}~) .. -----'?-! •• 

[ .. 
-i4- J.. 

•,J.if 
• • 
' ( ;;\) 

..l 
! 

l 0,,_(~) +<;> .. ('À) .. .. J • 
-~-'-

J.!t . t • • ' • 
I 
~ 

cc,~-; '1-- \ .. j .,__,;,_ 

• • 

B :c::TI' 1::7;)1'1' I. .. t1 ~i 'DIRT.::ITL' ----- --
-· 2 •. • '·-1 2 .. --J..' . ' ••• ,,_~ ~ ,1\_- " ,. .... :r v' 

pondo-FJe :-

~ ' !Jul·ii:l.J:<'.:tcagão üe iJ.WD. ccJ.una Q.ttalQlle:r. &e .A(?J, ·ooz- m:t eacn.lo.r .. 
C ~,.,g,.., .,....lL" O ·'o r-o-· •. -.>f,' 1<.·, , .u.~o-~ .... ,.. __ L , ... ~ v ... 

-~Li9ão 2. U!IIJ!t. col:unn. ~~-o A(?..), éte _outra 

pl~cada- :por tun -poli~côm:to :f{?\) llc 1<(";\1. 

m!lt,Izes s1 e 

dero. D -, 

1 
e 
• 

·o 
• 

(t) l 
~::-~::~ 

; :: ~- :: ; J(.;ü 'l2 = 
• •G O' t<t • 

o ... o ,. 1 

1 o ... 
~ ·1 H 

.. .... 
0 _O -• .-

.. ~ ... 
• . " 

o •• 

(].) 
o 
0 

• 
1 

• 
o 

colLmn de A(?t-), multi:-

• • !') 

.. 0 . ;. . 
•• 0 .. . 
.. 0 

.. . . 
, • 1 I 

' -

(i) 

.w 

·-



-GJ •... 

;··r.~.'!' " 
~-~~ 

11 O c1e1•cl·!'J:lnaJTi:iEl ê!e tun.a matriz · olementG.J.• 1 é co~~.:.::d;an·0.r:'; (L:-:-:. ~ t :; JJ 

), ) e ·nP. o nt'.1o" • 

D::;r..m.onstração · .. 

É 6l.:rvio qLte t1et; 

~ tl.Gt T = 1., 
2 

o. 

Psx<.l.. · G
2

, (J.es~~1.VDJ.:"I'FG_...;~JO o tle·~ermi:ae.nte 1~0z- Ta.place, s~;-§tmdo 

• A ' a· 1Jrime~ linll:O· ~ repetidas vc:zeG ~ e:be obte:,:-E.OEl :-

c • o f(',\) .. o , 
" 0 ~- • • .. o 1 o .. o 

• .... • ;;:I. • 
l<-( -1.) :i.+j:f( },) 

e ~ 1 ••• ~ 
0 .... ]. •• o "' dG'Jj • • • ''"" • =il. 
• •• • •• • o o o 

··~ 
1 

o o.:·· o •• l o o o .. o 

o.q,.d .. 

Do lema 1 1 oo:o.cllli.."rlos q~e cade. operaç~o slem.entap B e.O('j_U6t"d.U 

_ (ou à ilireHa), poestli uma ope:ra.Qão :i.nver'"''·• que é ta.mbêm w,a OJ,lo-

ra.gão ele.mentaJ:' ;t osg_u.oráa. (01J~ à d5.reita.). 

Duas ma>"ri""e po.linomiais m X :P, A( I).) a B(').), âenomii:Jam-a":

{ 1) EÇ\UJ\f AIENTRS ·A_ JiSC[[JEFJJA .. _.._., . .,. ~ . - ..... _____ .... ,.. 
(2) ·rou.PiAI.:Rr~:P.l'"'.tS -~- TIIHEITA, 
---~---·-

qUJ'-t,do 

:tini. to de ;-

( l) o-psi·açõea 

(3) P.QUI\f} ... LEI'JTES, 
~-,--

~lem.entfirea 1-.. EGQtJEl'J).A ~ 
. - -

( 2) o:per.aq0es elemeht-ares À P.,;J;.FJE;TT~, 

( 3) O:Pexações elementares .l l'~SSfUB~Q.~ ! A. 

3.2 ~YO:&i':IAS G.P:MJ:N:fGt\:3 J)E 1,,...l'!fNl?RIZBS .. - '"--. ..-. _..,.,., .... ~,-- ........... ·--"" ---~-·-

D --,~-"'A - .J..tu!rJ;.L li 

Inic1.Eú.rtJ.en·i:s c1:rt~:r_'~-ct:ol; uma :f.orn'!e. oa:J:lÔ;nica ~~ iliDf:t "-rí!St?iz de 

@-~1::1t1 :n.., A(Í\) ""[~ik{/t)l., :·\.=1,~,.~,1~. e lr:-!l,2 1 ••• ,p, 

,_ 
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q_ue quondo m-.p, oerEt a EQ}.fetl TRI.Ali':!UT.;R .. 

Su:ponh~·-ws que os elemento,s ('!)OlinÔmioe) da primeira colUllll. 

de A(?t), não oejam todo o nulos( o~<.so contrário, ?D-csa.mos à se:"?l-ntta 

colt~ no }"rocet:lLue:nto que errhU.':J.Of.! o;JtnbelecenC.o) ~ Entre oa a.
11 

(~), 

i :::o: lw2~ ~ ... ,I!l, :fixenoo o de ~:1enor erau ai 1 (~) e através c1e troca. 
o 

entre lJ..nhao <k A(?-), o colocanoo na poBiçil:o (1,1) dn <utriz A(?.) 

(a. voai~·ão (i.,k)l' é na linha i e coluna. k)" A Oe{!t1.i2', c1i7idimos 

cada ai!(:>.l: i=2, ••• ,m por a.
1 1 (?>,), ~.>eja :-

o 
!l.il('JI) ··· 'l.il(:.\)a:i. 1 (~) + ril(!l\), onde ril(,_) =o ou er(r11)( 

o 
( er(ai 1), 
,, ' . o 'i . ' ' ' ' . -~~ . 1 t ' . n. oe{?,Ulr-~ ::.:.ct c2ona-se a. pri.me.-.t"a .t.J.nnn, a li.tl.LI.G 1 r:nL~ ·iJ?_,_J..cac1e. por 

qi 1 ('Ã}~ i :o:: 2,~><l'tl',n, Caso ri
1

(?\)::; o~ i =2, .. ~,,r:l_, Ótimo .. ~O'l:rlt1-se 

lilG'D03 

= "·· ll\l e roc;somoe 
-'-o 

entre o c "il (:À) o rle 

coluna~ CaGo contrário~ es-

colocaY!los na l)Osição 

Obtém-se asst.l!l~ na ~!'JO-

oição (1~1) da mn.triz equ.ivv.len.te à_ m:1querdo. à A(?\), um DOltnÔmio 

üe arau uenor que o ···;t"O;u U.e a
1 1 (:\), Repete-se êcte ?Jroceder, até 

0 

que oo elementos das posiçõeo {i~l)f i= 2,o•~,fl, sejam todos nulos~ 

o 'lUO certanonte acontecer&, ;>ols o c;rau de A(').) é n, :finito. 

l'aooa.oos a sei].u.tr, " ~.e/}'11lli}a coluna. Ao elemento. ":b(?\) apli

cao.os o mefJtllo procedi::J.ento a.oira~~' para. aa linhas 2 ,.3, ~ ~ ~ ,m .. Aoa.

b:JJ::J.os ~or ob-Ler OG elementos c1[lO ;1oaiçÕeo ( i,2), i=3~ .... ,m, nulos o 

Obser\."'2..-se aim1a gue com. êGte prooeaimanto, a. prir.leira coluna per-

manece in.!.lterada, Seje, b""
2
(í\) o eler:tento . . ~ 

Últilili~ matriz, Caso 1>
22

().) f o, cliv:i.dimos 

1>22 (~), obte>D.Os •-

da posição (2,2) élesta 

o elemeiltc a]_
2

(].,) por 

Sendo r
12

(,._) '"'" o, 6tim.o, CaGo ~orri·;!"á:i::-io!, ~diciona-se à p:l":i.meira 

li:rili.a, a segt~da nnü:ti·DJ.icada ~~ox- -q
32

(í\) .. Obte1!los na -posição 

( 1,:2), r J.2 {i\) ft .Acsim, o e1om.er~_to { 1~2) é 1.denticament.e nulo o~ tem 

/j.>:'El;U .CJ.ell07' QE8 O grau dG 1:1
22 

(?,) • l'm pari:ioular, Se ?,'( b
22

) =O, 0 

elemento (1!'2) ssrá ílUla .. A:!..nda. e;:-rl;a. ú1·1;il1'l.B. oneraçã'J elementar à 

, 
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esquerda~ que utilizamos, não u,l taxou a IJ."t"ilaeira coluna~ pois o ele . ., 

manto (2,1) é nulo, 

Continuando com êete 1<roc~eder, rnD.is preciam1cnrGe por :indução 

cÔbre m, reduz:i.ll>.oe a ?.-matriz A(?.), 

do.., na oeguinte ]'0ill.I!I.. CL~!OIITCA s-

' . a. V..D.o.. S'l:ta GÇLUivnlente a enc;uer-
• 

bll.(;l\) bl2(?.) ... bb(:!l) o o !1 b1p(?<) 

o b22 ( 1-l o"'" b2m(?.) ... b2p(?l) 

' • "' • ••• • 
(2) • ' ••• ' . " ' (cc,DO r.c{p), 

o o • • • b (?\) 
l!lQ " . bLlp(?l) 

ou 

bll (:\) b12(?.) ••• b1p(~) 

o 022(;>.) ... b2p(?\) 
o o '' ' b3P(:;'\) 

' • ... • 
( 3) • ' ':C-I' • (caso p~ m), 

0 o ~ o ~ 1l (?,) 
:pp 

l: 
o ' ' . o 

• .; ,, "' • 
o <> (J ,, o • 

' ~ 
Ge:!ldo :m = ir;,·Go • A( ?I) Q)..ladraõ.a de orâ.oi:J. n (p)' a for>.:JU p, 0:: 

canônica ao.ima obtida~ será a. TRiiU~GTJLAR ~;UJ?miOR ., Aco.b&lOG de 

clew.on::rtro.r o segu.inte teoreae. :-

TEOF.E1TA 1"' 

"Uma :11-~.;;,.iz A(~)= [aik(?.l], i= 1,2, ... ,me k = 1,2, ••• ,p, de 

grau n( :f.ini to), rode serJ:p."':'a ser colocada na ;forma canôn:!.ca ( 2) ou 

( 3), através de operações elementa.roa à eoCJ.uerda,. Sendo c1u.e, os po-. 

linÔ!il.ios o1 /?.), ... ,r';j-l j(),) têm o;:raÚ menor oue o o;:rau do bjj(Â), 

qM.nélo bjj(')..) f o, ou 8ão ·codos n1.1los, quando bjj(;l.) ~ cte ;lo, 
-i-2" ...... ~nsmpl" <)- •\ll.lt<> .. l>~ ,,_..,_~+ l. 9 '],<I 

'·'1 ' ., .- b. :f. "'- , -
~~La O[i&n.Gll"t;e ~ p-c.().<:;:;,:•:ta.:r ... os o ·r.er u.rna. ·or-re. Cé\non:wa \ r1ue m:n.•J.a 

TlUAITG1J1AR :i:NI!'}~).1:LOR 11 C:k"l ·;u:::(.J ~" eqv.:'i."'.rál.en·ljc c:~ 6.:il"eitv. il A(~)!' utili~~ 
-~---~~ ~-...-..-.--~- . . . 
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Como w~ aylicação da fo~~ canônica do teore~ 1• mostrara

mos qu.e o.o oeallintes condiçÕesf Gão e·~uivalentes :-

k As IiL'ltr:!.zeo polinomiais m" p, A(~) o B(?\), sêío eguivalenten à 
eSQ.LlGX'da.~ 

& Existe una rruJ.t:riz poli.V!o:m:ic-1 nx m, P(?\), com deteminru'lte cons

tante ( indey.en<lente de ?l) e n5.c m:!.lo, tal 0ue :-

B(?\) ~ t'(:;\) A().). 

SenClo 

elemm~ta.res 

B(?l) 

-_}h l_o le~" 1 
v -.' 

--se s '~l ( 1 , 
P( ?-) r- S "-' (?\) S r- 1 

e obtemos .~. ~ poio ; 

o, :-1 o, i :;: 
:J. r 

det P(?.) = det s(r)('X) aet s<r·-l)(~) "" 

&~l .. 

" I bll(;;.,) 

o ... 
I'·) o 

bl2(?\) 

b2,,(·Ã) 

o 

' 
o 

Cl o., 

b}.ll\ ( ?.) l 
b2m(;?>..) i 

o"'·' <> 

~'"" bmm.(~}J i> 

Tom..'9r-

~ f(_," 
1 c.: 

:t=. ~ 

Como ciot I'(~) = c I o " ~'- 11:.1 ·t:r·iz ( 4·) fo:t. obtiüa.r 

do-se à. esquezoda, :P(?,.) por mn.tt.zes el.e:o.e:nte~res~ cujoa (lete:t~ULt:;:-~m:r:Jes 

são con8tant-es e :n.ão nu.1GB ( lena ?. ) t o d.Ediexm_,.!B.!lt-G d.rc rmtrtz ( 4) 
., - ,, ·- t ' é co:rill·tante e 112.0 n' .. '-.LO.. .1s o e, 

s· _psei=lo 
:'ilr - <I 

· ··. to se :í. ;! k Q 

;~da l:lc!.b.a i de ( 4 i uor (operação e: 
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menta.r à eequ.erd~)~ pe.I'C1 i= 11l'2~.,coo~m, reduzinoo (4) à natriz uni"'"' 

dádo concT~av:tG E, AcJoj""• P(1.) é equi:\Tolonte 8, eo<j,nerda, à nai,;riz u-

11idat1o E .. Logo, 

ou :Joju,I'(~ ~ uu produto de \"!IJ D.ÚI.lcro finito ü.e oatriZ~Go olomen-

' ' " -Guren a eor~Uerua O COf.J.O ~ ..... 

terJ.Oo s.ue D( ')J c A(~) oão oqu·0.valenteo à ervu.el"à.a., 

Oboe:t"'Vm:.:Oo <J.UO l"'.l/':1 clenon.Ttí'a']Õ.O Clu Cg)Iivo.lÕncis:. .k ~ g.-'!., ae

[rJ.Onatrou-oe tm::ibén c_;_ue ~--

CORO:::.í'IliO h 
"TÔdo. ~ootriz QUnú1."LLÜct r(,.) OOI2 üeter..:dn::~rte conatrmte e não nulo~ 

podo oe1 ... e8Cl"i"'Go coao o yrodu-to üo un rui..·1.ero ~ini to de n::.·~·Grisea olo

nentm"'eo ô. eaqu.erêi.e}' o 

t cinro (1'1..1& l)Oder:!o.uo:J ·)btor reS"..iltadoo a.ru:íloGOG ·fcJ:::'.:'.. IL~Jw.""izeo 

eç_u.ivnlenteo Õ. \lireito. OU mtJ•izGD 6\:UiVc"J.lenteSn Tode-130 ao;:-.!in, dar 

a~ oe,;uinteo fol'illDAõ e~lte:matiYm'l, pa.:m CJ.Ue ar. 7\-r,ntrizer.; !•(?.) e D(~.) 

sejru:J. :-

' h Gq_uivnlenteo a es~.ue:r"dü~· 

&. oc:.uivalan·t:0G õ. 'Iirei ta, 

~ equivalentast 

se exintirGn -ootrizes J:'{") cQ(~) ,quaétrac1.o.z de ordens ü e j_}? reG:tJCC..-J 

tivawe:n"te~ e cJlil doterr.Jiuantea oonotai!tGEl e não n.uJ.oG taic QUe z .... 

h B(?l) ; P(?..) A(;.\) 

~ B(:~) ; A(:),) Q(;\) 

l., B(?,) ; PC\) A(';\) Ç,(")' 

res:pect:i.v-&an.onte,. 

Seja:; 

vma. " ~"-""''" '10 ;,-....... !..·.~ .! • .<-, ( • 
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~-matriz A(~) são mi!.os, A(?J jt( está numa forma bem aimp1eo, IÍ 

nula, Suponhmaos que A().) pose <a <üementos não nulos. Pode-:-oe supor 

que a 11 (~)-! o e gr(~) ,gr(.,,.i.k)' se aik(?\) ;ti o, i=1,2, ••• ,m e 

k=1,2, ••• ,p. Pois se tal não cJorrer, co1ocomoo na posição (1,1), 

= e1enento não nulo do rxmo:r JTUU .de A( 11), o. través de troca en.

tre 1inh.."~ ou co1u:nno, Conaidc·enos a seGuir, o quociente de cada 

elemento ai1 ().), i=2,.,,,u" e,lk(::\),k: 2,3, ••• ,p, por a 11 (~. 

(5) 
Ju11(?1.l ~ c:u('Ã) "n<'-l + r 11(;>.), ri1(~)"' o ou. gr(r11J<gr(a11), 

l alk(~) ~ qlk(:\) a 11 (~) + rJJr('?,l, rlk(?.) = o ou gr(r11<>< gr(a11). 

Cano todoo oo polinÔ:úoc r 11 ("-) e rlk(?l.) em (5) são nulos, 

Ót:ino. Adini tanoo que um dos r.> e tos, digamos r lk ( '->, não o$ identi

o=nte nulo. A<ticionanos e, coluna k
0

, a primeir!l coluna mltiplica

da lXlr -qlk (~), dado por (5). Com esta operação elementar, o resto 
o 

r li< (?I), ocupará a posição (l,k
0
). Trooa...oe ao colunas 1 e k

0
, :fa... 

zen8o com que rll< ().), de (ll'EIIl menor que o flT9U de ~ 1 (~), ocupe a 
o 

pooição (1,1), Repetimos o procedimento, at' que todos os restos 

oejGJ!l nulos, o que cortamen·oc oco=ará, pois o grau de A(?,) é n, 

finita, Depois c1ue todos os :rotoo são nulos, adiciona-se O. linha i 

( a coluno, k), a. p.'t"imsira l:J.nra (coluna) r:nlltiplicada por. -qil(~) 

( -q1k(?,)), i= 2, •• ,,m (k=2,.,,.p), dados por (5). Obtemos assim 

.a21(") ~ ... = "-' ('-l = o ( a.,~()l) = ••• "' a1 (71) = oJ, Isto é, che-= .. r.. p 
gaiJ.os à segui.n·te :Dat:rizi er1.v..ivale:ute à A(") :-

llll (?.) (} o ••• o (j l 
.O b,2 (?,) b~ > (?>.) o •• b2p('?.) I 

~ "J 
• • • .. . • 
• • • O,:, C> O • 
o b ~(;.) bm3('Ã) • • • bmp(~) J • IJG 

Caso algum bik(')>.):;; i~"' 2S'oo .. ,m e k = 2 9 •..o ,pç não seja divi"'' 

s:Ível por ·~ 11 ( ~), adiciona-se $, primeira col=, a colur.a que tem 

1;;.m to.1 elem.e:nii'J :lli~o di v:.'~s:Í Yol :po2·· ÍJll ( ~)., Poc1eraos com o p.rooodim.ento 

anteriór ( g·travtis ü.o divistio do ·tal eleE.ento por b
11 

(~),etc) su

bstituir o e:u,mento 1:>
11 

( ~) por u,- poli:i1Õmio de grau menor qae o grau 
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do grau de A(?\) é n, finito, a. redugi'.io do 

do ele,..on·i;o ""' 1JOoüç:O:o (1,1), não poO.e continum- indefinidamente. 

Asr::.lim,. êtopo:i.s do :>Iii. x::úme2~o :fi:cJ.:t-co êl.e opera.çõeo elemont;E:l.res, otd;emos 

o. J\-n-9-... Griz A(~~) lJU :fon_,_a :-

j:l().) o ••• o l \) "2_J~) 0,-y,l'cl ••• 
-~~ -L> I (6) ' ,., " lt • l: • "(! 11 • J o ec) •; "'e "mp (~) ' m~ --

ODÜ0 toCJ.oo O'" " clmJ.ontno . _ .. , ("-'·' i ·-·· 
.-.J:: 

2,~,,.,m I:: ·:~ ~o 
~ 

di-é = (k\0 .:.! .. ~.,~~ 

,, . ..; P ·f :r a ·1 !"" -"-....,Y' ,.., li\)' 
~ ··'-'-' "'·~-.) }!"'- ""1 \f\ " 

0u.so tmi.üs oo oJ.G:c.T n:~o:-::- -!:il-:·i·\) = o, ó'tir:wo Csr.so COl'ltrér~lO, con-

o.s li:D . .hcw 2 , 

2 
' ••• 6) :f.'Ol."!la :-

r "-1 <?I) 
' - • • • o ••• :l "', .. c 1> .. <• o 

' -' ~ .. • • •• • 
(7) o ' ,. . ... • 

" .. -'· ("J ••• o ,., 
' • 

o () 

o -~ .. .,. o ... o I 
"(>o() ••• • I ~"" 

a ••• o ' o -· 

~~~·ml.o~::tos ~:Jtt;)02., -~}).O 01::1 ( ·?) ~ CL'-::;_ .. ,~ Li ( ;>t) !'! i- ::: l, 2., .... ,. 

lZ.:~~:l·;;:)~~·:to~ bGDtt:-:!.':.':10 ~~~'<~.:<_ ~:. :J.".iJO 11{-_It:~j ,_.-;_Cru' r;-:1dg lir:J12. 

n e v.o colunan 

' 1 ••. e um :ço_L'I'lor:uo 

:i. dG { 7) :por co:o.-

1tG.Yl.:ic~:d:;en cm.::ctatl"i:í813 :·l;J.o i}.:L'"'.i3 (r·ac{rn:-ocoi3 om. Kr C.o coeficion·(;e à.::.-

!i1i.D.zm.-~e üe a.{~) ) " 7ê--sa -;~o ( 7), 0.u-:;. ~ é a Sillf~iTJ;;li:f.Q.~fQ! do A(~ 1 

'· 012 (;.;(;";·i.:;_, 8 (~ e:. Ol";loF!. (3--_:: H• S.i•:,;-2 fT.lb{.<;, ;,0l"ro:Í0.1..SJ:.rteit as A(.,,)'· ll2-io rmJ_o.:. 
'- -~~ 

A(;Ã) • Acaba.moe üo 

TJ?,QSll_;~l,_ 
,_.,_,,. ..... , .... -



Vam.os obtm .... e:. f'o:rna canôrica diagona.J., p...'1.1'o. o. ').-mo.i;riz :-

r ~À~ 4~ :?Â-1 -4,.+1 1', :+:L , 2 -4 ~ 

A(:i>) ; I , 3 ->t-41?-1 9 X+"' -lo :k'--2 -7?, l -lo -7 'Ã-4 9 • 

l) (:L( c)) ( ou [í( c)] ) siolíiica g,uG muJ:,ipJ.ice.nos o. linha (co-

lmm) i nol' c ;i o, cE:K. 

2) (i(p(?l)l+h) ( oc: [i.(r('-l)+h] 

". . ( 1 ) . (") . .. .. ' ..r-t.l"!llil. co :une n.ft ll _f'\, :'1\U..t:G:tpJ.::..ce.c.o 

) sign].f'ioa gue adioion.oaoo à 
pela linha (coluna) i, 

3) ~i,(;) ( cu. (i 11 h1 ) ir.t.d:l.ca a t-roca.1 que é tun. ntÚuer? finito 

de opul'<J.gÕao êla-mfuli;aros~ e11tre as linhas (colunas) i e ho 
~ 

-2 ":\ • 1 -.!. 

(2(-:>.)+:l) "+5 3 ?. .c,. 
[3(-2)+1] 

A(')>.) I .... ........._,. .. -2 o " ~ ,........_. -J .. 

(•'(-,Y)+3) L -lo -·r 1. ' 9 
(3(,.)+4] 

,_LJ· 

.~ o À -l ··Â+l o ~ -1 -í\+1 ' 
I ;:...· 3 2 .:2}d·4 (2(2l+·4i 'À+l 3 2 211-~· Hl-.l 

,.,J 
-1 

_.....__ 
-1 o o o o o o 

~2~.-2 0 

" • '}t. ... !!. -"i~ .< -l • (\ o -1 ~1 .. , #- ,., •• , ..... , •• , + •. •" . ', .. _ ~ 

c··'-~-\ r • , .. Â+J. l j\--L)+.!.i o A . .. 
('''')<2'• I '),-;.:.!.. •• . 2'11·'1 ~(2l'!c 

.. )\ '· • J I ·' o ~ Â + }-:·' 

.~ 0 
,, 

~ i (\ ~--l. o 

( J(~,)+'i \ L (J ·-.I. o x . -:-..L ., 

N~:l 
?. ;?-:-1 ?\3+J. 

., 
o o o o 

~ 
l!·f?\)•1' Ã<·l 3~+2'>.-1 3 () 'l:X '" .. o C! .: +..:::r;" .. '· '· ... ~ ... / ·-· o ' o { <·( 3)+2) o o ' o -~f. -.c 

In -J. o o . ·:l -l o o 
L" 



(1( -3~+1)+4] 

(z<-n] 
~ 

[3(-lil 

o 

o 

o 

r o 
I :\+1 

I o 
l 
l. o 

r , 'I ! -· 
lo 
' I 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

l 

( '· 

o 

o 

o 

l 

o 

o 

o 

o o 

1 o 

o o J 

lr , . -.. I 1,;:; 

1
- ·.· ,.. __ , .. 

' J 

o 

o 

~- "'2 
2i' -2'l +2:\-2 

r('•) o O(") ----i1. ~ ·r"\jl' 

o 

o 

o 

o 

l 

o 

o 

o 

o 

o 

'.i?+J. 

~+'?..2 
2 

;f\ +1 

~+1 

., 

l 
I 
I o -

quaõ.radao ê.l.c ordem 3, com 

C .-.• ~ ..... _.;~~·.·.",··.'."iT>_,,_ ·.•.· _1_'1 .• ". •. ) ( n-,.-, (._ .. e.< '; ·,.- .. '-"!A"' r:!('\"""' :\-• .-.::;;E~ C' C·)Ofl; i',..,"'' 1~ ,, ........ .,._.,..,00 •'O .L" oco·ft • .,. ~- ,_-.~ f•, , ~ - , '1. .v · •.. c, • ., :.;>.;.U::~ .. v;; v .,.,., .!0 "' .... ~~'·'·'~~ '"''-"··· Uc-> .1..: v ~"-

c.:;_.-~D•.) 

., ') 

o I ''( 1\' 1' <,.)- ,+ .. ; 

,., ~ 
I 

'A+~'·· ' ~ 

J o ( 3(}\-1)+2) 
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(1,3) 2 o "'+1 o o l ,_3+J. A./ 2 
D(?-.)' o ;À(~ ·:-1) o ;~ 

(~,31 
i<~+J)j o o o 

o 

o o 

l'm'o. obtermos P(~), efotuenoG ill1 mtri"' identidaüe a L1eanu oeçuênci..'1 

ão onerações elementares à osc"uGrda UGadaa na obtonç~ de D(~) • 

:1 
(3(-' '~ )+l) 

.... 
1 o I 1 

I 
o 1 ~ l: o o ( 3(•)-.--J.)+2 1.! 

o 

l 

o 

2 
-Ã 

~1 

1 

(1,3) o o 1 

rv o l ?,-1 = P(?\), 

1 o -i 
.A.n.ê.loc;amonto, l"ID.r·a a obtenção de:~ matriz Q(~), cfetuanoo DO. r.u:rGriz 

•• cl. - 1 < ' 1" .• ic1ontidc.üo a ne:::rn sec:uenc:La e operagoeo e enenl.o.reo a U.l.l"'a~·ua, 

usadas na obtenção de D(~). 

[: 

r~ 
G 

=r: 
!_:L 

o 

:] [1.(2)+2) r 2 
., (2,3) 1 -1 --< 

1 /'\..! o 1 o rv o o 

o (i.(-1)+~ ... o o 1 o 1 

A tftu.l.o O. e . "'. "' VOTJ.XJ.CO.ÇC.O, Jlostraxenos CJ.U.0 

D(?;) = P( 1.) A(:>,.) C;.(")' 

01 ,.1 o. 

o l 

r*+~ ~-'* 
3 2 

1 "À-1 2 ?\ -2 .X +2~-2 

~+il 

r~:: .. ~>l 2 '•')..2 2 o -:X -~ -
~+1 J 
~+1 

o 1 

., i'!._, 
- I'; -

o .. ,ç 
-1 

. i-j ;>.+ 
' ~ 

.._:j ');<! li 1 -,f\+ ~ ... ,.\"''-

);+1. 

o 

,_,,..2 -·) 
.~l' ~ +J. 

o 

'~+?\ o 

o o 

o 

o " D(?\) • 

2 

1 c Q(~). 

o 

de fato :-

1 -1 2 

o o 1 

o 1 o 

= 



det T(?,) ~ 

l f 1\ \ 
L\,AJ, 

o 

o 

i 1 
I 

o 

o 

o 1 

-l Oc 

! (:'Lo:oc) 
o J. 

1 o 

"() (-~~-
• (l \ ·' 

c' _._ .. 

-n~o i3Zl a]:t.ç.::-e ::a.. :;)o :tu:~~::- f 

mos que .:~ ( ·:>,) 

lie A('/\), 

( 

= 

' 
o I 

' 

(-l)3+1 lo 1 
I j_ ~-1 

-l ;!: o .. 

1=-1/o. 

( ·~ ouJ..) 

concJJ.t:i.-



:~i,r:1.~~.o ~., :VL(?..) 

·, I ( -·;,.) .... ,_' ~ .. _,,,. 

L. 

' (A\ J;,' .1\J ~ 
,-'\ _ 

''!-"'w' O, ~• -, ··,·.~ .. '."',·,· •• ~. li\!,,;'. ;J .. -") ;.~. '.:.' J.:;:_E 

-~:.:,_~:c r:-'J ::,:,\_\).)r ~:: 
--~ 

::.:·.o{"~;_:o,z:LE,QiJ il( ~\} c. 

(l_·l 

( ;':': \ 
' '·' ! 

i :::: }_ t "'-:'' 

h -

( 1 ' . . O} 

_ ...... 
~-·---'-

... ,-. ,' 1;_, "\ 
.-;.,1--. "' ... 

..!.>. 

-·-
o 

• 
, 

,o 
1 

... 

- -
-'~::r:.' ••• 

,. ~· 

~-o. -..::- ' g ,, 
'?;' ' . " ' 

(} 

• 
o 

••• e.-: 

... 
••• 

' .. 
". 

'h\ ,, . .:~\ 
' ' 

'lk (;\) • 

C.::ft::.;~-:x,~.c::l ( 7) ~ 

, 

o 

o 

• 
, 

c "'' Il._(?>.) úe .b. 

' e 

:c, (?I)' 
~'· 

I 
I 
l ' 

-JJ.a-0 

r'L'."'"7ii7,o &_
1

_._
1 
(~), 

--"· ...... 
<~:1.7J.co:!.~ c~.e &::J·)t). 

;~- --- ... 

" .. ·- , 
,_ 

•·. ,._ 
• • • -'"'-- ::;: ..!..'$ .. :. ~ ... 

. ' lii..:te :na: se:;r11_2:· o:u~. *-



] 
. . . 

. J.:i10m:LOD 

(11) 

De (lo) 0 

'1 n) \ __ {.; 

(;o) ,-J 

i '") = -1:\"ft, 

(ll) 6 

( ~' "1 !"" .: J = 
-~ 

-fó:c·: 1 
~ ·- Cl.t 'JO 

ak(),) ' 
.. -

. '") 1 = ~1+1 \A t -

',• 1 2 .::._ = --? ' 

co:o.cl"~)_ir qF .. e 

1.,. 2 ~ " ... r r_," 

L.2, ••• 

-13-

••• ,o o 

:-

Com ~Jaco Gl:'l (12).,. (13) e -.10 ·t0a·rei.:.H? c1o 3o2 1 obtei2l08 o 8SG,JU:l.n-

r L,(?;) o 
' -
i 
! 

o i2(~) 

' ' " " 
'l•) I , • ' ,. 

I o () 

~ 
' • , 
i 
1_o o 

C P ... ,'.\,:~, •.-,, • '1 -: ·-i();, __ .,,.l r"l 
~-- .v ... --.:.~ .. );.-. .,.~ 

''\~1\)tl 
~" "'' ~ 

·l;or::r:;:o:~:o Cn3 .1S.(<~1J_t)~J J)"_(/}J"o 
L 

'1'' ; .L} 

,. 

'. . " 
"' 

'" 
' '" 
~ (j v 

e e ~:;x·av.. n ( finito) , é 

o o "'t> .. o 

o (} • 00 o 

" " , >O ' 

• • ••• ~ l . ('l.' :J. n.l o .... o o I 0 

i ., • . ,. • 
o o ", o ' • -
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mios inva:dantes, llecl:procDL1011"0 ,, t:lupolih=s que A('>.) e l3(?\) J)Oseuem . . - ( . o. aen:Eia sequenc:.uz de 11olinomios i:nvo.riar2tos a o:rdem do .tais polint~"'"" 

mioo i:lltrarj_úJl·tefJ é Cl.ada por (12: )o Ent21o, A(~) o :S(~) eão er~uiveJ.en~~ 

t ' " d" 1 •"',!l) 1 t L (") -n'A.) -co a müBIID. :co:FLID. la!Jmw, \--., co ·ecTe1!1:'J. 3., ·oeo~ A" e u\,1\ sao 

a.quivaJ.cnt;es .., 
Co;qode 

Conoel}.tcn·Gem.ento 11 orJ Dk(IJ,.) ~u ik(~)~ foz:nnlil ·x.'l ~.!J1~~J! Q.QL;~~ M 
JH.Y]l\IfliLJ: .. ® . .J2:t1 ~JJ\.Tft~:f:. .P~,(~) :~no seni;iél.o úe tj_Ue se os inve.I'iant~n om 

1-"' "" ' 'l ?. ' • ..l..."" 1 - l Cj).l00'vf-l0!' i3C,O OS llle3.D100 1 }!2:::Ca UU ;<,:J j\-B:.L-\JX':t.Z8;:! :·- 0J.1t,O.O e .. Q.S GQ,O 0(}1.1:!.-• 

valen·tes .. 

Deoo!!l:powos co.d.E!. Do1:i.:o.Ô1J.l.ic 

i1('}.) 

(16) i2(?1) 

o ' ' 

. (').' 
~s ' 

oncle o ~a 
k 

r • 
= 1.1'1 (-?>.) J 

- [pl(;Ã) 1 
• ' ' ' ' 

= L•\ <li>] 

ôtl a 
(1?2:>,) 1 2 

bl ~- - b 
) '\' j 2 .J?r; ' • I 

'· 
o o • • ' • • ' 

gl "" l 
lp2(Ã) .li 

g2 

. " 

[?,<'-lJ 
a 
r 

'" ' 

[Px.<~:J 
b 

r 
"o ' 

• • • ' • ' • • ' • o 

·~" o 
("o i Xi -~ g:e 
:x,' ; ' 

a.pe,J:·ece ~~ vêzes ( el!i ::17·! como Uivisol" elementar (10 A('ft.)~ 

De ( 16) vemoi:'J que ·1s 1 !1.1.llÔ:~t5.os :inva:r1.anto8 ds A(Â) ~ d .. etiGI'JJli'·-· 

!lf;h'tl -~_n.:i.vocarn.ente todos ();; Qj ·:~aO:t'"'' s elemsn:Cares flt'!c" r~ c ?l} {'"l'>\_l K r?~(> 
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:Lwar:êc ntes v~o A('-l· De f<l.to, de (13), c~n-

c_lui_-Ge çrr...:.o ~. 8 ('À) ó o I-l"of.t::Co : .o.D EKd.z al·t~o I;Ú·~ênciaa do p
1 
(~) ~ •• 

•., 11 •_t :9~(~) t 0_i;;_e aj)UrOC\3~-,i ?J;l C1.7) o A..nà.l0{1'PJ!l.CU'tC, is-l (:À) é defin:l<J.o 
• 1./: > ' · ' ' • r1 • ' 1 1- • 'd' ' 

i.~.o sv .. t.e.m""~u.u.:cvo :o.:·er-:.:·.;m-:nrc -:.,G v.:!..V:i., JO:tos c_en:cn·tiareo, e aB3:.!...7Jl por 2.Rn\iC, _ 

" !fi! ·x2 A~ . ~ . ' 

t,2( A J.'~~ = A h+ J -, 

~·--~·--· ~ 

1;;~~~ 1.s. 
t: SP.2_:.0::.11le·2::o;;; c~_P0 

ê.n. forr.:c. :-

r f' c"· ! -, -A; 
' -! o 
' 

• 

o 

o 

o 

f' (?\) ''2 ./, 

• 
o 

o 

' 
o 

" " 'c( À·~ 1)"· - A ,, -- ' 

... o 

... Q 

. . . • 

••• f ( -;\,) 

" ... o 

• • • • ... o 

o e 
~ 

8C.O :-

<luao ;11-mntri~es A(~) 
' . e que ~lus ténlwza. 

'. 

u una A-natáz :B(');) 

o . .. o 

o • 00 o 

• . .. • 
o • •• o 

o ... o 

• ••• • 
o ••• o ' 

on(l~ caCu.:-~ :o:'. ( ~'n) 6 u:m 1.JOl:i.nÔnio lU'li·tário, Então, qs cJi vi cores eJ.ome:t.:.~ 
:L 1'\ 

·;;o?es JG A(~) !I nfí.o GB 7·-~.sj_·, B.lt~te _potências dos iatorGs ir·:reêtutiv-ein 

So ;;.c-. ;p( ~;;J 1.~J1L fa-~o:r ~~:<:rec:.~xt.ive1 1 üe. J?,lgtV:.'l 

C1.•6.e~~1~v1s ou :r::i.(~\), ü.e ac: .. ,rdo ,1om a.e y;otô1wia::. 

:~sto ó, se~fo..ra :-

:r.("'), i::: 1,2,. • .,,e~ 
:L . 

não negativan üo IJ(í\) 1_. 



., 
~ Co 

• .,.1:! . ..,_ ;:~ --·· (-·· )_ ,., ·.1 3 
~-- .. ,\ _.,,-". ,\:J.}jJ;\;:1,}~ 

. ~ n ~ ~ 

onde o~a 1 ~a 2 {, ,;; ~ag c cw''"' e1 <1.l é prilllo com p(?;). A.·icl'avé8 C:e 

convonleutee ·tl'ooa8 do J,i111lo.s e oolune.s, pode-se :w,saQ.r D(';l>.), a. ,_,mr., 

~"' "":'ma:kciz E' (?-J 1 c,tu.e llle é e ~tu:i.valen·i;;e (logo -"\'~bé'm é ec__:_uiYD~Len.-(;G 
··~ -· :' 

~ A('/1,)), ·bc•.l c,p,e mo.s pooiçcõa,, (j,j), j ~" 1,2,,..,s, al?O,J.'eçru,,_ fh_{;\), 
J 

e no.s rosi~'5.os res·oc;n-~es zero~, 11 i'<ÍoH de o o ver nue co.Cla i\(~), 

]>c 1,2, ••• ,s ô.e n•(~ ( lo.::;<> do A('),)), são ;f!!;~- o es~9~nte 

da mal.salta po·i;Ékcis> de r(~)~ ilC!O div:Vle Dk(::\) 7 é àl.:l- <t2+ ,.,+ ~· 
De (11) 1 ~-k(N ; llk(11.) / Dí,-l (J,), loco n maior po'cÔnoia do :D('.\) que 

di i 1 1 ,_' · · ' · · (-") ·'e A(") ' ·~ v c o o po ..... u.OJUQ :U1Vé\hC111.,,, :ck h - 1\ e • 
.... 

, ... 1s~ 

, 
_e UL-1. 

a 
Então, para ca,c(o. k; 1,2,_,. ,.,, te.l quo "Jí:)o, I? (i\)l k 

diviaor ~lemen:b<?:t"' de A(J.,).o;- JJJlü. X'O}Je·tj~ção aê8terJ ar&,'l~lltos, ~~, .... ~~ 

da fo.tOl' J.l':i2GÕ.Ui;lveJ. d~ :K (?\J, c,ue di,:idS al{lum. ;f\ (1,) f i ~ lo2plio H s, 

:m.osif:ra~~OS que C8.da })Otê:n.cia (h_, lJlli..iS alto erau, de co.(:!.u, fatOX' i:r:rtJ~ 

dut:!v:el <'I. e f j_ (1,), é um (l:lvieo:r el.emen:ts;r üe .ll(1\), 'linda ;:;ais, ·Godoa 

os üiviso:reiJ eJ1o;no:,J.te.:res éle A(-;\), (JÊÍO assim obtidoo, lato demo~;mt"" .. ca . ' 

COROLÁlUO 3, ---
Q 

C(?\) 

E.."ltão a coleção ttoe d:f.v:isores 3lem.e-ntarea 

doe diviso~!'es el!?mente.res de J~( ") mais Qe· de C(~) 11 
tõl 

Demqna tr.a.ç1ío , 

• 
igual a colação 

rvlo teor,:;m8- 3, sr. tJ.1..õ:j.:~,J~:l.2TS§J B(~) e G~) v f.l!:í,o eQuiYa).en:~ea a 

?l-matrizes D'í"-l c .D''(?./, "'SJJIYS.;t:Í.ValllllO~Ge 1 onde •~ 
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S(;i,) ~ .... ,1'1.~1 + !? /1 o P' o 

1 ~1 ' l.l'A j« o • 

+ H 
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"l 1 
AP x-- ~ 

o 

P(/L) = (/Lfl - A) S(A) + TI .• R, 

I "t) •,• .L __ 1 

H 

( A€: •. (K)) .. n . 

,_ 
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{ J.8) 

;;;;;cto~~o~ . ' 

' ( /'. \ 
h·, Ai 

e D( ~) ~~~ão equi 1ra.J.ent-e~: .. 

B(~) = 1'(?!) A(;?.) Q('Ã,), 

cu se = TJ(j\) 1 temos Q_nq :-

obt.amos ;-· 

-~ ~-- --- .,..,_, .• ~-i-~·< _\J, .~.cOIJ 1_J0.<,•-····· '-' ·--~·.,., 



''" -.;~,;...•~ 

(2o) 

(21) 

r . 
I H('À) =(').C' .-A) f!('}.) + M 
~ l Q(j\) = T(;;.,) (~F; - B) + Q , 

( ., 
- ' ,I'. _, - A) Q = r A·r> 

\ .. '\.b - A) [T(:l.) - S(?.)l (:'\E- E), 

lle (21), ·õercoo g\19 T.({\.) = S(?.), coso conü''t~4'ió, o i!.'J.'"-'l a.a 
'À-mv:triz (10 segu.:r}.o mam'bro de (?l) seria 1IIE:!.:lo:r ou igü.a.l ?t. 27 e -:to 

r-:rü~v:.-!.::·o Iiu;-r:li~·l'O sez·1a nenor ou. ig~;.al Et .l. En-t.ão, ry~(1\) :::: S(~) e ele (21) ~ 

(22) 1.1( ?I T - B) "' (?\E - A)Q ou. lTB(:;lJ = A(~) Q, 

Reoto. cleJ.:!iOnEd;r•ar C:t'--'-0 f,~ e Q fJão ZJÊo-si·c:t8'}J.ar·m-J .. :.•o:i..fJ: fei·[;o :1_sto, ·i.;c-
' n::t-z:. P ""' ::J __ ,_ e conclu.:f.-ne a. d.emo~:t~~.-.Bi.çãc cy_o J.e::XL. !:irovams:rrte com 1>E.v"'o 

+ p e 
-nn '1(\\ ... u\. .. _,, pr:Lnc:!.:ro. equaçao de (2o), (23) € se!ldo Il(-71) 

vem Gl$.0 -:-··· . 

. ( .'\-... -~\ q_t-~·," .J "ll1) ..,.. ' ........ \.- - "'-: '-'\I"\, -~ ,.. ll'--'- ,. 

(24) (')\E -A) [ Q(~) R(:.\) + ~''A'}"·' ·~ E í::1\l).j .• J -i-- !Y.!S : - ,. 

q(") 11(~) + S(?,) 1? = O. 

• fi.:: (22)t obtsru.oa :-

h().) = I' A(/>.) Q ou 



Obse!"'ra.r:loa que 
-1 

:3= Q .Aq, isto 

B 

' de· ( 25), SC&,Ue ainda q_1.1.é, :S = PAQf e com.o 'P = cr' : 
' A n .... "!'! ~-- .,..... •• • A e, a - oao same.tl",.an·"'es. hoc:t.pr.ocam.en:cc, oe o 

ll.iJlQ. ·matriz i:nve:rs:Í:Yel C, -~8.1 .que :-
c-l c • 

EG 0-l( ÃE - A) C, 

.' r·-t / _;.,_:; .Q ,~,. A e J?,(j.) :: ').r; - TI 

f.lC' 

A(Â) =?,E - A o B('i\) = 1\ ..-;> - T\ . ..,";f I\!_:, - _, _ _\~ .-_., o 

C .. ,_~o o no.'-.. " .. ' ·:n-:~'"' r>O''.·o;~_-_.-~.:;,n __ , "' t''"'"'~·:>""O". ""O ,...., .. ,.f-·-H-:0 ...,.'7 _.... ,._, ':'';"'---'- "'"' ~ ~ -~~-- \:j__\.. .. 8 ,,_;:.•,;• . .L"v:ú.:•. ,;; '"' '-"'"'f."'·''~--'- ..t.·· • 

" 
â.e 

~~ , __ , 
.'i \:.': .. it 

11 
com :B -· 0-.LAC. 

(26) C = Q(B) :: , 
..... J', . .,""·'--- ... ,·"e~ r:: ao _,..-n"'"" c.-.<-.·"' ·"" 



CAl'fTULO IV AS FOlliiflS RACIOl!AL :;; DE .:.:J.c<O;::RD;:AI=i:.• - --- ..., __ 
~r:rbe l o cap:Í"'vulo centrcl doe ta dieoer·baç5.o, visto que é nê~e 

que cJ.eGcreVelilOS reduçõeo Go for:m.as canônicas Racional e de Jortl.XtJ.o 

4 .l REDUÇÃO As FOBL~AS EACiOITAJ1 E DE JORiJJUIT,· ATBf. . .VJ!;G DOS DIVISOitLS EJ.~.E---.·----·,.------- -~-- ... --- --

deo:mi.nn-se 

I'GllOS 

•(""\ (, A, 

() o ••• o -a n 
., o o -a 1 ·' ... n-

o 1 ... o _, 
n-2 co = :;: 

" • o ii.;! • • ' 

" • "' • ' I 
o o '" 1 -al J. 

01Jserva-se· Q.Uf; a ma:G:!.":tz oompanhei.l'&. ele X 

a. :::::er:;u.:L"'!', CJ:t:l:S o pol:L.i1Ôm.:Lo Ca:!"v.c-Gtr::L:r'Gino 

-oJ. D 1ios·t:ra ...... 

é f e De fato() 
~ 

' I I 
X o ... 

I 
-l X ••• 

o --1 ••• ' I 

do·t;(XD-C:E'; ' " ••• ~ ~ 

' ., ". 
o o ••• 

'-

'.e.11lace -....... 
.,, o 

• 

• 
C· 

o 

o 

o 

• 
• 

-1 

., 
o '-

0 i 

<~ n 
a 

:n-J.-
i;', 2 -:;:._ ... 
• 
• 
X ~I .. ... 

J 

: I ~ ( 1 ) ''-"'·J."''"l ( , .,n-l 
--~ .J;..\.i!., --'-1 -;:;:: 



. 
Clonclu:l:m.oo ainda qu.e .o complemento algébr;Lco ( su.bdatoo."tlillante 

de ordem n-1) dó elemênto an' na matriz caracter:Cstioe. A(X) = JCE,.Of 

é ! 1, logo lln-i (X) = 1, e de (lo) do 3.3, temo•; que Dk(X) = 1, para 

k ., 1,2, •• ; , ~. pois D. (X) divida D 
1

(X) = ) .• Ainda temos qu.e :-
- ~ :""'", .B: n-
ff (ie) ~X) . 

i 11(X) = Dn l(XÍ = l ~ f(X)• i
11

_ 1(X) = ..• = :J.2 (X) = i 1 (X)=l. 
n-

Conseçtuentemente, Gf tem apenas um polinÔmio :lnvo.ria.nte (f) diferente 

de 1. 

Corultderenos tuna ma~iz 

= ••• =i r 

A = [ aijJ de M11(K). Sejam 1-

= 1., i.r+l ,. •••t in-' 

os polinÔmios irrvariantes de A. Estauos supondo ÇLue os polinômios in-

(1) i i 
r+l' r+2 • • • • , in' 

tem grau. maior ou igual a 1. Sabemos. quo cada um dos polinÔm:loo de 

(-1), À. po..rtir çlo seq:u~1d0, é diviD:fvel pelo Geu Iü."ecedente. 

Sejam Gi t ••• , Oi , ns matrizes companheiras doo polinÔnd.os 
r+l n .. 

de ( 1). Seja a mat:J:>:Ls. R19 do,<lO. por :....; 

R,= C.. (E> 0.1 Q .••• ~$ ·'- J._, ""2 
ci . 

n r+.- r+ 
:Pela extensão Óbvia do coraJ.t?'"xio li( de 3.3, os polinÔmios 

de H
1 

são a uniã"ã elos :polinÔmios irrvario..nten de C; , C '1 . , • e. , C; .. 
-r+l · r+2 ··n -Os .:pol:L.--:t.Ômioc :i.nvv.~c:ta:ntos des·Go.s mat:t·j.:z:m-3, distlntos éte 1, 

volL."1Ôm:ios ca:r:aster:ÍGtj_cos ( o qt e já verificam.oo a.oima) ; 

80.0 OG:UG 

1r--1-1' 1r+2 ' • • • ' 1n • 

J;og·oP 08 poii:n.Ômios :invariantes eles rn:GriLGs A e R
1 

são os ra.eo

mos .Pe~o c:ri·tér:i.o_,·:rle semel:b..ança. (teorema 6 de 3o4) 1 A o R1 ~ãó se~e

llvxateo. Isto é, existe uma mo:triz Íll'"lC:c-sível a ele !':1 (K) 'I toJ. nU.-3 t n . ·" 
H1 :::: ?-l A O • 

. à D<:'."'cri~ Jll r$- deuomineclo, PRTI.illiB.A J?OHi,lA Q.;:liQiüCA H.iiTTJRil.L de. IT',a.

Afl ou r.111t:if.Q:l2.i\ FO.i.::J..~ r~úQJOHAL da mtr·iz Ao Ohserva-Ge q_ue f;r.;;:_;o_. 

<.f;t.). R
1 

é t.."'. smx:~.. à.:i:re·!Ja â.e nu.;.t.::-j..zes (}OIQ};an.he~T·as G. 9C1..1 , 
J. l ·'-'" ....._ r+ :e>+e.: . 

de l!Olinô~too LU1itá~ios, não consiantes, i 1 ,~ 2 , ••• ~in' r+ . J::+ 
2j ~ 1 divide ib+l~ l1 = r+l~ !'·_~-2, ···~n ..... lv 

••• 

3) :lil~ h~' r+:.~ .... ~ ~ n 9 é o pol~nôm:1.o co.raeterJ:stico da respectim:-1. 

mat:r.iz 



...{j!)Q 

Concidei'GJDJJs ago;ra os diViso_ras elemanto.ren iL'1. "'<·.tl:'iZ 
ae JJn(K); 

(2) P1 ,p2 ' • • • ' Pe• 
Sejam cP:t, cp

2
, ••• , as matrizes companheiras doo polinô-

mios (2) e 

n;=o ec (t) ... @c • 
P.l 1>2 · .•. >.. P., 

l'ela extensão Óbvia (J_o coro~1o 4 de 3.3, os divisare" elementares 

de R,.., G a un:Lão (neaca o:rdom). ·dos divisores elementares de 
~ 

••• ,Op • CoBO pj_ é o único polinÔmio 
" . 

c.P ' •· •• 
1 

conotante, 

e sendo um divioor elementar de A, é 

invn.ria.n te tle o , não 
pj 

~ -A 

U1!!8. po:W:ncia ae um polinomio :l.:r ... 

redu:bf.vel c 1mitá:rio de K(X]. Assin, p. é o único divisor 
J . 

eleLJante;t 

a.e CP , j = 1,2, ••• ~s._ 

j Então,. as matrizes A e R2 _possuem os me01aoe divisoras elemen

tares sôbre -K. Lego, rcJ.o ·~eorema 6 de 3.4, A e R
2 

sã.o oemelho.nte~. ~ 

:i.sto é, existe uma m..?.triz invers:Ível r de N (K) , tal c11ie :-
-1 n 

R? ; P A l?. ·-
A matriz R

2
, <lenorúrul-se S2GD1TDA I•'Oill:.A CANÔNICA NATURAL da matriz 

11., ou SECHJlfJ)!~ FOlli.L!t ;u.CIOHAL da. natriz Ao Ela é caracterizado. por: .. -- .. 
n,., é a smna. dire·ta das matrizes compa...."lheix'as c t c ' ••• ' o , . 

P1 · P2 Ps ~ 

de J5oli:nÔ:mio~3 uni tá"t"ios que são potêncj.c,o de lJJll r·olinÔmio irre<lut:!vel 

SÔbre Kt!\:1, 1J.ã0 connt~tes. netes J!OlinÔm.ios são·.-e:::::atame1ite, os. divi

soreo elementares do A. 

Ae ·tro.nspostns das w..ntrizeo Ri e n2 , p.parecem na liter::.1.tura co .... 

mo ..., yiZ'j.oe:i.:r•a o ogunda.. farDa racj.onal c1c A, reopectivamb:ntG~ lato Vél!l. 

do fa-~o de se conoicl.er.ar a.. tronspostc. de O f' CO.l;!lO o. ~'l.triz COlllpC!l'l.heira. 

c10 f, Ést:a :fo:r1Iln. canônica, ·fo:t int"l"oduzida ]?Or G. Kownlewski ( l~ipzi

r;cr Borich-"e, 1 917, p. 325) , gue dono:minou FOill:íA HOilllAL NA!CURAL, 

Tara mnihor cnractcriza.r c. forma nacional., digamos a i36gullda," 

supO!"J_}'l..amos que os polinômios de (2)t sejam a-
. ~ 1 

I" (~· . .n1 ...n:1,..- __nr2 
1 :Pl ..... } = .x. . + all A _· + a12x . + • • • + ~ 

{ ::::::::::::::::::::::::::::: :xa-s::: ~2::::: _: ~::::: :.:: 
' ,-~·'I V"tln • x·ns-i ' 1J .. ::.) :n .A. "" •r· a ':1- a. r o + ••o + a ,-• 1 ~s sl .$~ sn

9 L 
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Os elementos não os cri tos são nulos, E clar-o que R
2

, não ~ uni

vocrunente c1ote.rminc.d.n, já que a orc1em dos divisores elementareS em 

(2), não foi eopecifioaaa. Ordenando-se oo divisores elemen~araa atra

vés de seus grauo dicemos que :-

n..~r...,~ .... qn, 
J. ~ s 

no caco de igu.aldade 1 fixn.-se c1ual polinÔmio vem primeiro nesta or

de~~ção. Então R2 fica Univocamente determinada. Vimos no ex~mplo 4. 

Cie 3.3,. que os divisores elemen·t;ares depe"ndem do COr]_}O K • .úasim. sendo 

a segunda. f01.·~;1a Racional depende do K. Poder:!am.os fazer as .mes:ma.a 

conniderações, :p8.ro. a :primeira fo~ Racione, que já é única dada a 

d.ivisibilido.de ent.r" o o polinÔmio~;~ invariantes. Isto justifica o fa

to de serem a. prine ira e segtmda fo:r-.Jlas Racio:p.al, canônicas rela ti

vamente à scmelha.nça. 

A seguir obteremos a forma de Jordan, Agore. necescitwnoe de 

jBpor uma conà.:ição o.dicional ab corro K. Precisamos e~i(,"i.r que K 

contenha além dos e:tementos da matriz nxn A =( a.
1

j1 , todos os seus 

n.utovs.J.ores. Isto o(~m.p:re acontece, se K t$ algàbrj.camen·te fechado. 

te cc..::.':\0 ~ os êlivisorGG elemen-Do.res ele A, são do. forLID. r-·· 

(4) (X ... n 

' 
( v _ " ) S. 

.,_ "a ' -"1. +n2 + 

i l j. 

• •• +n s 

• Nes-



Consideremos tun doe divisores slemente.res de A, digrunos, 

( X~ ?\)r. 

Acsociamos à êle a. saeu:tnte lllútriz qua<4'ada r x r •-

:>. 1 o ... ol 
. ó Â l ~ •• o 

c 5) r = : :· : ::: : I ' . o c o •• ~ 1 
o oa, •• ?\· ,_ -

ou 

• 

rx .. 'fl -1 o ••• o rx-;>, o . .. o o 
o X- 'À -1 ... o -1 X-:>. ... o o 

(6) • • • ... • o -1 •••• o o 
• • • ... • ou • • . ~ . • • 
o o o ... -1 • • ... • • I o o o .... ~I L 

o o ••• -1 x-'?1 
L ·.J -' • 

D~!senvolvendo- .. ss o deteJ.--m.:Lnrmte dn. matriz {6), _pela primoi:c.a, 

coluna ( ou r4'iBeira linha ) , (r-1)-vêzos, "rê-se çtne o polinÔmio ca

ractcrist:i.eo de ;1' r, ou J ) é 
r:t"' 

c(X) ~ (X .. ;>,) , . 

Logo, D (X) = c(X) ~ (X .. ?;)r, 
r 

Desde- q_ue o comple!2onto al.[;é'brico do. elemento da posição (r,l) é 

(-l)r ... ]. ::; ! 1, te:rr.ou ·~LU& Dr-l (X) ~ 1. Gonser_!.uentemente·, o l.Ínico divi

sor elcmeco:tc.r de (5), é (X -?l)r, A :rnat:riz? (ou. J,,), dnJa pOZ' (5), 

a.enom.i.na-G0 :OLOGO nr; -JOBTIAN Superior ( 01.1 inferi c:~) , asoociado ao di---

soreG 

(T) . 

elomcn·Gcx ( X .,,. ?\)r • 

Se jD. J u sowa direta cloo -blocos de Jordan, uscociadoo ª'os. d':l:vi

elers:ten·i;o..reo (4) rlc_A. Is"co é, 
_ ...111 r.-. , ... ~.1 ,... C\ n8 ( r.-.. r.. !':'\ ) 

(.) :;;:: u - t::; .,, ... :_..l:) ., • • \..+1 J o1.t J :;;: J. w ~r w ••• w J • 
"'J_ "'2 ns 

:re:ta ex·tensfio Óbvia do ooralár~.o 4 de .3.3, e de (7), vê-se que os d:l. .... 

Y:i.z.orefJ e2e:w..ento.res Uo J, cão justanente a w..ião J.oe d.ivieores ele

:w.ezl:Go.:ceo dos bJ.oco;:l de J'()rd.a.n Qe (7) .. As::üm sendo J o A posounm. o e 

moc..JX!OS divisores eJ.o.ment;.::r.ros~ pois vi:mos acirtl.s.,que .o único divisor 
·r ,.. 

olcmontBZ' do bloco <le Jordo.n ;; (ou ~--) á (X ~ :>,)·-. l'elo teorema 6 
. ~ 

" ... ,., A J - lh~ -1- .• ' .. • ' A • • ~ 1 c.e .h~; e · Ea.o C8.!li.3 an.veG 1 :.t.Er.;o G:; e.x:;_c-n;o Ulll.e. maur.l.z mverél.Ve 

T em. 11I
21 

(K) ~ ·~:.-el que :-

(8) 



su:r;ç:rior (ou illf'er-io?) ou. sim.pleomonte POil.tTA DE JORDAI•r, da rJatr:tz A. ---
L. ma:i;J:'iZ ~ t ô.o.da :por { 8), d.enornina,...~e rill!.TRIZ DE TRAHSFOffi."Jl~OÃO' 0.6 A à. J-o --- .. _ 

A fo:t.-~ma deJ·orda:n da uma matrj.z A 1 é o:-~racterizad .... por :-

J 4 à. BorDa ilirota üe blocc;s da ·Joí>!1G.n ;fl-1 ( ou J_ ) , ou se ;}a, todo ,..., 
e1ene:nto ~le ~'" g_ne n(Jo esteja no. diD ... s-mml ou :irile.d.iâtam.ente acim.o.(a-

• ' ' '! ·~ ,- ,,, n n • - d - t 1 
~::.o.~.::o; c C..Lü e ni,.U.,.o •. da UJ.agonn.L o ~ 1 aparecem os a a.u. ,ove Ol"GS 

·f'- , Ç\
2

, ~o: o I) Â ele J • Dúsde -·q1;.e n2o ~~o fixou a ord.em dos <_li vi-
'1 . e 

EJOrec e1cmon·t;arcs ( na. d.os 8).-l:to:ra.lor'efl) em (4) 1 o. forma deJol"dan rla 

IilD."t.rj_z A., .não es-~8.. 1uüvocnm.on·l;o deterin:ln.ada. Fixando:-se tal 'ordem 

o: to:c-ma do Jol·dan. f.i<!a cl.ete1."1llinattu, ,j_. ru.e.:nos rla posição doa blocoE: 

J?a...."""', nG.lho:r Qa.::.~c.otc:r·:tzc..r a for-ma do Jordan superior, a d0nure-
, __ ' A 1 ~N " ' ' • t ( 4"' , " vouos a!Jl.:t.:txo ~ >;,>1Jl re. a.gao nos CLJ.VJ.(.:ox·or;· G..Lomen o.res -~~;, ~1aqt:.G..t.<.1. o:r.: 

él.n:m, le~1:Jrando que potle ocor-rer "· :::: ~. w.c-H:-ililo }_)a."t'a i .r' j • ' 
3. J 

r>,, 1 o .. p • o i 
I,.)- ~1 ... '" o . . 

• • • ••• • ' • • • ••• • 
o o o ... l I 

Jo_ •• . 
() o . ' ... "l -- --·,L .. 

I -:.\2 
I i) 

' ! .• 
r -~) 

' ;_; _, 
" -. 

I ,_ 
' 

I 

i {9) / 

(X 
,. 

'·· )·-u ..., ,• \.., t 
.L 

1 

., 

- - - - - .., 
1 ••• o I 

~\z•." o 

• ... • • . .. • 
() ... 1 

~~· o ... c. .J, - - o 
• 

.• • o 

... • (X-

• • 

• • f---- ... 
"' ·"c 1 o 

l /\<.• "'" • '. 
ct'A•••o 

s I ., • ••"e •• i l . • • • •• 
(\ o .... l 

i o o .... ,?,9 -! . !...---- .......... 

-·-

>L · · n· 
' (X - /:>,· ... ') J.k(l) (y " ) 21 

"1- ' . ..o,. ... ~/\2 1 •· 

:n. " 
" ) !'1. /\ ,. 

Y.'" 
•• • ~ (X 

,-., )
11
rir( r) -/\ .. ·r . 

}''., 

... 



Assim, os elementos acima àa d:J.agorwJ. de J ( gue são 1 ou o) 

:f:i . .:>am d~;d;orm:J.nados d~ modo ú:nioo )!elos múueroo n:J.j' i .. 1,2, •• ,r 

e j e 11 21 • • • . .f: k{~). ·COl,1:3eq_uent0mentet temos uma úniCa fo~~'1:1S de 

Jorión aBsociaa.a' il. A, levmo.do ·em. cçmta (9), isto 6 , a ordem ilos 

d:i..vir:6:ro:J. eJ.o:m.en·tn:ros. Ade~is, o . . &;ada &,utovo~or /\j_, oo~s:pondem 

k(i)-blocos de Jord,.= de dimensões ni1 n12, • •• , nik(~· Dai a a:f~ 

ll>e'!.çãQ O.e 'élW po.i·n ns mc>"trizes de liln(K), com autovalores em K, a for .. 

.Iru.'l de Jordan 6 canônica rel_ativame:nte à- seme:Jliauça. 

O ' s nu.meros n1 . rl0 ( 9) , são ,rwi tas vêzcs e8orHos ·i.w. forma :
J 

asta foi'Jil.U, c~ue clete:r:min.a. a forma de Jordan de A, é denominada CAB....~.\.0 .... 

. ,,=~"";'T.T''~ r. ll171 <:"··~.'{'ITI':., "e A 
~- .. '"'"'' "''""'-""·-::;·":;:·1:0. . .J..! '..).>.AT.I. ~' Çi,. fi 
. --

Oo:m.o u.xua. conHeq,,.êncie.· ím.ed:lra.ta da forma à.c Jordnn, vem que :-

11 Uma. ma:Griz de M. (~) 6 die.gmlJ:l1ze!vel se·. e sOmente se, todon os seus :n . • 
div.:tsores elementaro? sãó de:. gr-au 1 :! .. 

Sabe!.a.o~; gLle n:::;trizes semelhe.ntcs, re:prese1?.tam o meSliiD operado:r 

J.imm· 1 sôbre '\f ( K-cspaço. ->l'etorial de dimensão :fini te. n ) . (ver l,l), 

~·elo.tivru~ente il. bar:<E;S diBt;í.ntue de V. Assim, se A " lL1S' onde 15;\' 0 
'l1.ll'PI. lJn,R4ü o:Cd0naJa de V 1 . e ue A é. semoJ1wn-te às rJ.a·brizes ~' n2ou J• 

})Xist;::,m ba.oos orde:;;::.s~dt'lo de 'il'~ ~ 
1

·, <s-~ 2 e ~, reÔpectiVo..mêrtte,. tal . 

!J.U.e :-

. -l 
R~"'J:! AP e 

' ... -vom \fü0 8,8 ba~:::iGS orChnladar:; 1}"$1 ~ o~ e C?ô O.e v, -são tais CJ.ll0 r \J-~1' ê T 

cão o,s Tii.f.t:!;x·izeG :muàe,i1.Ç~1. B.a b~se. orclen<.l.da dj para as bases o:-rde:ilade,H 

rrJ"
1

, 6~2 G! Õ~, :r.ei3J!Octivr.wlênte. 



Suo. IllC. t.:riz ou:raoterf tiva I •-

X- 3 -1 o 

A(X) = XE - A " 4 X + 1 o 

5 4 X- 2 , 

oomo det A(Z) = (X -2)(X - 1)
2

, temos que D
3
(x) = {X - 2){X -1}

2 ~ 
O cotwle:mento algébrico do X - 2 e do 4 da. priElcira coluna, silo rec

pectivamante, (X - 1)2 e -X + 2. Logo o m.d,e, unitá:rio e,_'!õt'e os . . . 
S'U.bdcte:rm.~Ilc'Ultes do ordem 2, é D2(X) 'o 1. Coao D

1
(X) div-.lde D2 (X), 

D1 (X) = 1, Conse<J!ln'oemente, os :polinÔlllios invariante a de A são, 

i
1 

(X) = i 2.(X) = 1, iiX) = (X - 2)(X - 1)
2 = X3-4X

2 
+5X...2, 

e a 1jrime:.Lra forma Racional R
1 

de .A, é dadc. por :-

J = 

[

o· o 2] 
1 o -5 ' 
o 1 4 • 

Oe.divisore~ elemantoxea de A, s~~ t-

+c = p,., 
c; 

Corno os di·•:riso; .. :eo elementm:-en de- A em R( x:}., 
~ 

(X - 1)~ e (X - 2) 1 

rl J., .... l 
1 

C 1 I 0 J 
1
----::-
_0 O 1..::; 

•Se jo. o. mt1triz .r\.~ '-1e IK
4 

(O), dada per ,_ 

r -

-~. -~- _; -~ !' 
.A = 8-4 3··4 

L 1~1 -lo 11 -ll.J ',1 

N 

sao: 

o!i:f.acte-



' .. g2 .. 

Através da se(lllinto sequência de operações elementareo, na ma
·f;riz cro:acte:r:fstice. XE - A, (vol tnrema10 à êsta exemplo no exemplo 13 

de 4.6) 1 
- ~ l l [ 4,(1)+3)l4-.(-1)+2J ( 4.(1-X)+lj '. l,4l,(l.(4h2){l.(-4)+3) 

(l,(-X-11)+4), (J(....X-1)+2] [ 3(l-4X)+4) ,t2,3] ,(2(-X..l)+3)(2(....X)+4.), 

{3(-l)), (3(-5)+4] ,(3,4), [3,4J , t3(X+ll+4) ,(3(X+2)+4),(4.(~l)), 

obto.mos. a matriz na forma cnnônica diagonal ( ver (7) de 3,2) segu.j.r>.to 1 

rl o o o 

u 1 o o 
o Xfl o 
o o (X+l) 3 

• 
Logo, os polinômios invn:rirurl;eo do A oão 1-

i:J.Ci~) = i 2 (X) = 1, i_/Z:) = ·X+l e i
4

(x) = (X+1) 3 , 

e do teo:re= 5 de 3,3, os divisores elementares do A, em c(xj(ou em 

RtX] ) são_ I 

(X+l) 3 e X+1. 

Assim, se n1 , R
2 

e J são a primej.:ra forma Raciona, aec;undn for

na 11aciona]. e forma de Jordan dEi!' A, i;eJJ.OS que : 

r 

l:;:t_;_o _ _g_ 2 
, I 

o. ' o o -l ' . 
Rl =Oi @l. =I' o ' 1 o -3 

3 "'4 o -; o 1 -3 
--
~ 

ioo-11o 

1
1 0 -3 1 0 

n_ ~ c
1 

EB c
1 

= o 1 -3 1 o --z - - ...... - -
tf 3 1 • Loo o 1-1, 

(· a orclem dos diviBores elenent;areo, sendo no centj,do não cre . .:cento 

Cle seus graus) 5 

T 
f.' = 

-~------- . ' 

hl Q ~TEOlll-ZL"t .:lli1. DECO!,F OD~:/2:'2 RACIOI-rAL. m9.Ã,9. ! FOl~!A PJ\CI011~-

vts DE, SDDEDJ?AÇOS 1J...CtCLlC;bS 
----·~ _ _.._, 

no BTâ:D.à:loe B (13 .. 4), e: c:revamos e8·bJ:Oe subespaços L-c:Ícliooe e 
. . 
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:ramas ci tndos a;qu.i, estã.o em B.4 •. O principal escSvo defrta' socção f 

é dornonstro.J."' que par!J, um 9I?erador -linear L, axbi trário sôbre V, 

existem r-itet;ores v11v...,, ••~ ·tV em V, ·GB.is que : .... 
~ -· r 

v ='G(v1,L) @c(v2,L) e ... e C(vr,L). 

Em ou·tras :palav.ras, c1emonstroremós que V é SoLJ.a direto. de subaspaçoa 

L- c:folicoB O(vi,L). Poderemos .da]Oois concluir, 'tue L é a soma direta. 

de um n&ero fiTI.i te de operadores l~nea.ree ( La( v. ,L)), cada um dos 
l. 

ÇLFO.io, possui um vetor c:Íclico. 

"T:SOllJJ:.U\. l (±EOI]..1J::.~ ~ DECOI.:tPoSIQ::Í.O 11./tCIOITAL ) • 

':Se jc. L um operado2~ linear ~Ôbre tun K-eopaço vetorial V d.odim.ensão 

fin:i:tn n? 1. 1~:rrtÕ.or exister..1 r-vetorec, não nulo:J v
1

,v
2

, ••• ,v .r' _em 

V, com respectivos 1-a.nulo.doreo, ~'~' ••• ,n):., tais que : 

• •• @ C(v_,L), 
'· 

onâ.o m
1 

coincide com o polinÔmio llÜ:n.Lrao de L e cada m
1 

6 divisível 

~or m. 1 , i= 2 9 ], •• a ,r''• 
~-

D ' -GJD.OD.G :;raçso. 

Se jn, 
t t-1 u(X) ~~(X) ~X + a1x + ••• + at' 

o polü1.Ôn:l.o l:1:ÚI_:_U·Lw de V, I'Glo teoroill.Cl. 5 do D.4, existe üm Yot.ar 1:'
1 

or.1 V, cujo 1-am.J.lDdOI' G m.1 . = m. Consi<lci"'emoc O t~lbespo.çc> L-c:Íolico 
- - ( t-1 l D{v1 ) = C(v1 ,.1.J) GeJ:'"ado ror v .. lt com bo..se tv1 ,Lv1 , ••• ,L v 1 ~. Caso 

• . .J.U0 :-

Cabemos 

To!'lí..:.-se V = O(v
1

) e o teorema ficn demonstrado, Caso 

+ •• ,+·bs' 

0 ' ' d. 
0H~Je.-se CJ.UG m2 e um. J.-

:tst;o G, o 1JOlin,)mio J:Ú:airJ.o ~•relati~v·on ~, 

.m.!nimo ~- de JJ. Logo, ç~xiste um polinômio 

é ura divisor 

q_ de K[X}, tal . 



·94-
isto é, existe. um polinÔmio g de grau menor ou iSuáJ. E~ 1>-1 ( lembre 

( L t-l 1 ' )) que 1v1 , ro-1 , ••• iL v1 s e baa~ â.e O(v1 t tal que:-

(12) lll:!(L)u ~ g(L)'tl • 

Apliq:uemoo à (12) o operad.or l:i.near q(L) e levarcilo-se (lo) em consi

deração, venJ. qU$ : ... 

o ~ ~ (L)·t< = q(I,) '"2(L)u = q(L) g(L)v
1 

, 

poio ll':t ~ m é o. polinômio mfx.imo âe L. Logo, q g S l!!(v
1

,L) = 

= i. :pE. K[i) :p(1)"",ê'l = o J ~ e é :l?o:rta:nto, divi,1:!vel por Il1_ = çt ~~ 

o r~-a.nulador t1e vl e. Jomo qg é divisível por qm2~ ·temos que g é di

viz:fvel por m
2

, clu se jc,, existe q
1

E: .rS_x·!, tal q,ue : 

(13) g = "t'2 • 

Pode.rr.os :rcesc:t·evcr (1?.), lJOndo-se : 

(14.) lll:!(J,)u ~ m2 (.,)q
1

(L)v
1 

ou m2(L) [ u - 'l:l (L)v
1

] = o. 

Tomemos,. 

(15) 

do:t• voru q1f} 1 

(l7) v2 :::. u(moâ,O(,c
1

)) , 

Sendo m
2 

o 1-am .. llaC:~o:r~ :rela:Givo Ue i.;:, ó também de v 2 • Conclulltos c!ue 

B__, J o J~"""anulac'lor ~ o JJanulador relativo Q.e v,.,, a.soim uma base do 
k < 

( ' p) _L..) ' 
y;ois gJ.~(li1 0 ) e s,. Coa:.o ::r-"2 é o I:;anuloilor rola:'civo ele v

2 
cÊío Iin.ea:t"ntente :.i.J.:ulepr-:~ndeutes n:.Ódulo 

mod.G(v1) 11 oc 

C(v1 ), isto ét 
<. 

ne 

~· 

então~ a,_:::: a
2 

= .,co. ::: a. = ._.. Consequ.cntomente, t'Jà.o ·v-etor :c.ae:· nulo, 
G ,.. t ' ' 

étG C(v 2 )~. :r;-Õ;o é m~~-., comb:tnD.qÕ.o l:tnero.· da base t -r_l~Ii\r 1 ,. ••• , L .-.~..v 1 \: 

de C(v
1
), ov. ;:,;eja, 0(v

2
) n C(;;·

2
} = (o) • .Assiill.1 os (t+e)..vetores !-

(19) ( '0·1 F:-1 1 l v1' 1;,.1' •~~c• ,. I, "\ ) V2: .Lv2, ••• ' L v2)' 



r;.ante o.(v
1

) (E) o(v
2

) , da dimensão t+s, 

Caso n = t+s, Ótimo, Toma-se V = C(v
1

}@ C(v
2

) e o teorl?.ma :fica 

demonstl·ado •. Caso n) t+s, consideromos V (mod,C(v
1

) @C(v
2

)) e conti

nv.n.;·p.os nomso proceil~.mento de obtençã.CJ de subespaços :f;-c!clJ.cos, aná ... 

logo o,o <;tne fizemos pore. crrtar C(v2 ) •. E clru:oo que o procesco deve 

ter 1JJU fim, urna vez que em cada etap" dim (C(v1 ) (~)C(v 2 ) @•:• @C(vil: 

atmlGnto., do :pelo m8J.:os, uma. 1mic1acle,_e a. dimensão de V ·é finita, COD.J1!1!: 

cluimos assim a de·P.O:t'ls·t;ragão, 

Re.sealtnmos t.~i1e da dem.onst:ração do teorema 1, vem que o prj1JlC:L

ro vetor v
1

, so:Gisfe?.iendo o teorem 1, é tmr ve~zo. de v, cujo L-anu

lo.c1or é o polinÔm;L) :rD~nimo de L. 

lJat.~ oondiçõos r..lo .. Geo:cema 1., denotaremos. por L
1

, o OJlerador li- . 

near induzécCI.o em G(v i,L), po:r L, Então, temos que :-

(2o) 

onde cc.da r,1 :possn:L 1l1ll vetor cÍclico (vi) e o 11ol:l.nÔmio mínimo de Li 

é o l-m1llli:.~do:r de ·r -'f 1 :1.- l,.2, ••• ,X'~ Do teoren:J. 4 de J.3,4. temos: 

Logo, o 

g-:r(m.) ::: 
:!. 

I-armlado.r de v i 

djs.J.G(v. ,L) , i = t,.2 .... ,r. 
J. '· 

é também o :pol:tnôiD.io ca:rac·Gor!stioo 

11ois m.i divide O:·:.pcl:Lnôm:to corac·Gr.n•i;:rl;:J.cc c i do T~i 1 e gr(mi) = 
= c"\.:;.2 C(v 1 ,r~) = f3J:<ci) e a:cr~~os oão nn:itÚl"io::.:;. S1Jja1 . 

r -· ) ..,,.. 
-) v i' ... • 

a 11J?.i§& f.:ff~:' Q-; \,(y·i,L), onde l'J.i -- dim 0('\ti~L) = gl"{mi), i=J., .. .,:c·. 

-A ma~.~riz Ai cl.0 Li 7 J~~olo.tiVDl!lfJnt:e à base orcl.enadn, ~i' é a :matriz co.m

'PO:o:"..lle:tra (ver 4.1) l\o pol:U:;.Ô~liO m:fJ.'2imo :ro.
1

• De f::;. to, ce er.~.u.uD:t'aj":'m.oo ~. 

to:;::emos :-

(21) 

:r:cn::l.o-.ae :
:·\~/,. :::: s ,, 
vÜJ. t ''li f . "' . ' 

,j 
• '..! v. :0::: o ' 

:!. j-'..1 i j -·- 1,.2, ..... ,n.-J . 
:!. 



Como o·polinÔmio caracter!etioo de cada A1, é o L-anuJ~or m
1 

de· vi, i= 1,2,. .... ,r, a. regra da' 11 f'ormo.. em blocos" ·(:ver ) , 

J/iU'a sa calcular àctur:minruxtes., nos üiz qtte o polinômio ·cQ.];'ac:'l;er!sti

co de L, é dado po1· :-

( 22) c "' lll..!ll- m l.t!••• r' 

Adema':Ls, !)elo -'Geore:c:J~ ·1, sabOm.os qu'o ru. 1 divide m
1 

para i =1, ••• ,r-l 
:t+~-

e cad.o. "'i é un:l.tfcrõ o, logo (21) é uma ma:triz na FORWc CA!iÔJII()A RA-

n;rôN.AL. 
~ - é O a.na..t.oc,o r.c.o.t~cicial do ~oorcJ:a:;t êla :oecompos:.çao RaaicncQ, 

do.c1.o :oor :-

TEORTI.IA 2 • -

:Oemoustre.ção. 

ont1o 

:r.l3:triz. cl.e U (K) .. Então, B & 
n 

nô:;:lico. Ho.ciml.c,l,. 

se 'f?( 1 temos : ..... 

. 
J~: ·[.10 ~· 

semeTh.mte no corpo :K, a um8. 

• • • ,n ~ é e. bo.se 
lO• .n. o:rdenada Uil àe il. , 

A sob a Forma ()a,;. 

baoe & para a ba-

"D \ .,.. -·1- J 
•'· \. l.-J. ou A = P-l E I'. 

COl10I·lÍEI~ h 
' \9 

"SeJa Il 1..\.T. ope:r.-aüo:r· l:i.:.1.ec..:r: 8~:b:r.e 'l.ml K-enpnço ve-torial Y ele dir.J.em~ão 

f':tnii;o. n.( .. 1 ( Ou oc,ja A 1.iJJ.a. r.:-·).triz <..l0 E. (K)). Então, os fnto:c~s i.'t'N..o. 
n 

.flu·t.:fv.ais do poli.:d)m.io :.:u:(n:J.II\0 ele I; { l"n...l de A), coinoidGl!l com os fato-

res ii".r"edut{veis de- 1Jolint1.ü.:_: cnrao·i;er!rr'Gioo de L (ou de A) 11
• 

D ' -emonur;rogao. 

JJe (22) ~ -,.·-€-)J3~ (.r;~_'{-~ o :ç~·Jj __ -,!ômio e:n.:r.s.c:ter:Ístióo o de Lt é um pro

duto de r;olj.J:'!.ÔI:J:i.C3~ v::ulo:t 'l_::m_ Jü8 qua--i.e d.j_vide O polinômio rn:Úrimo ele 

-08/) 

à e 



-91·· 
o prÓximo corolário, fornece um critério :para se <!C.,.h.,, :1vnndo 

uo espaço vetoria.Jc V é 1!-C!CJ,ICO, ~·seja, possui um vet<Jr I··o!o1:!.co • . 
conoLllno 2. --- -· 
u Uma. condição neccscitÚ'ia e sufiCi~ntG,lJal'D: que tun: K-esr1aço "~tetoriaJ. 

V seja L-c:fclico ( L é vlil o.J.)erador l.inear á\Ôbxe V), .$ que :;; c1i!itensão 

de V coincida com o c,Tau. d? :polinômio m!n.i.In.o de L, m1 equivc.l~ntm:a.en

ie, que od polinÔm:l.oe mínimo e caracter:Ístico de L coincid"m'', 

Demonstraç5,o. 

Seja V 11Ll es;J2.·Jo vetorial ~~of.)~'al-dimensionnl, com .polinô .... 

l:ÚO nún:iJn.o t-

( ) 
t t-1 ... 

m X . := X + ~X + • •• + a.t•. 
Oéja v

1
, 'roi que, V; O(v

1
,L), Pelo teorema 1, o L-anul:ador cle.v

1 
EÍ· 

~ = m , Do tcorem.o. '~ de l3,4, temoo c;:ue : gr(m) a t = dimC(v
1 

,L) = 
= dim V ·= n, Roc:l.proco.mente, oupotJha.moa CJ.Ue dim V = g.r(m), !'elo Teo., 

rmn.a élo.. Decom:[losiÇ2.o Racional, obtomos : 

V= C(v1 ,L) Q) O(v2 ,L) (f) .. , (i) C(vr 0L), 

Ues a dim C(v_ ,L) = cr(m) = dim V, pois o L-o.nulador·do v
1 

é o. poli. 
l. . 

::tômio m.fn:l:mo de L. Da!, 

V= C(vJ_,L), 
.... 'tr'- :Í.l' ).(-';1í0 e~ v .e .1..-c: c o~.co. 

Si':'ja V \1m K-eG])aço ve·l;orial de d:i.menoão 2 e L um operador li-

. n0ai- sôbre V • Caoo o f70.U c .. o lJOlinôm.io m!nimo m de L é 2, polo coro~ 

_lário 4, temos gue Y é L-c:Íclico, ou 
\(),{r J• 

que~ 1..ru = I v ,-Lv ) e umn. bane ordenada 

seja, existe ~v~tor-v~V 1 

do V e V~ C(v,L), Sendo 

( ··) • .2 X m ~\. = A + a
1 

+ e..2 , 

tar.lOS q:u,e : 
r 

lo 
' = 11 
~ 

tal 

A po:_üoibilidQ.de. rest.-·nb;;~ é ç;_ue o tJTau. do polinÔmio m!nim.o ele L- é 1. 

A · t-··) X 1 · os:J.m~ r;~\ .1:: =• -n. ~ . oev 

O = m{I,) ~ r. -e.I, ou ~eja, L :::-ai, 

is-to é, I,_-~ un :rrrJJ.:~ipl~ ese· lar do operador idêntico. Nêss.e on~o, __ ~-e 

-.; ·e v são veto:r-ee :L:1....n-.:H:LT':t:'>· ·utr indop9nden:Gern de _V,_ temoe, :~ ]_ ?. 
--·-· ---·- ~--..........____- ___ ,. ___ ---- ·---·-· __ __;_ ------··--·· 



I 

V= O(v
1

,L) @ O(v2;L), . 

ainda, liJ_ (X) = l11:2(X) = X- a e .s<> M =i v1,v21 i a união d11a bases 

dclicas \v{\ e \v2";, nesta ord<>m, tamoa e-

f_ L) = r a o] . 
dj !o a o -rodemos concluir ain<la, que qualquer matriz 2 x 2 aÕb:re o corpo 

Kt é semelhnnte sôbre K, a uma matriz de um dos dois tipos c 

Ío ~ 

[: :] 
-a2 l 

lJ. I ou 
-alJ ..;,• 

• 
~:il'.:TLO 4 • --

Queremos detG:rm:i.nar a FoJ;:'7Ua Cem.Ônica Racional, da. aeBUin'te ma.

i;riz' sôhre o corpo n, 
r cos e 

A "1-san 6 
L 

O polinfm:l.o naruo·ter:!etico de 

' IX- coa e 
o{X) := det(XE·"A} = 

: sen e 
:Então, fl::. = (-2cos e)

2 ~ 4 = 4(coa2 

ra, caso 9: kíi', kE..Z,Ó.= o e m(X) 

onal de /.._ r;_; ; 

A é : 

-sen e I . 2 
·=X -2Xcoa6+1. 

X-cos e 1 
e - 1) ~o, pois ooa

2e ~ 1 • llgo-

'x•l :f • • R· = : + ·e a o:rma conoD.J.ca aoJ.-

1
·-- ., ., 
+ - o ( + se k é pa:r, - se k <t :ímpa:r). 

to :!:1: 
l<E. z,6.(o e m(X) =o(X) : X

2 2" e 1 d ' t - ACOB. + 1 sen o nes e 

caco, a Fox:cra., Cnnô.~nca Racional de A dada :por : 

.A .. 
(~ 

' 

r 
JO 
i 

3 

j -1 , 
2 

-1".,] 2cos 'Q 

-4 

3 
-: -l 

... 4 -3 J ' 



'fomos que : 

c(X). = det(XE - A) = 

"' .,. <ti-A. . . - J_.,,, 

l 

4 4 
X- 3-2 

~ 4 X + 3 

Verifica-se através de um cálculo direto, que (a - 1E)2 " o. Leso, 
como A F E, m{X) = (X- 1) 2 ~ Ass~, na decomp~sição o!clica de R3, 

2 
o L-an~ador de v1 tem que a~r ~(X) ; <:- .1) , Da!, O(v1 ,L) tem 
dimensao 2 = gr(m), e como d:un R = 3, ao pode exiGtir mais um ve

tor v2 , Ademaisj dim C(v2>L) = 1 1 logo v2 tem que ser um autovetor 

de L ( ver exemplos 3 de l3,4), e seu L-anu.lador tem que oer ~·(X) .. 

a X ;.; 1, illlk'1 vez que o = m 1 ~ (ver (22) l.; Já temos, a mátriz B na 

Formá Canônica Racional, semelhante à A: · ., 
i" I o -l I o 
j I 

B= r! __ g_:.:.~-
L o o : 1 • 

que é a somu dire·êa., das matrizes companheiras de m.. (X) = (X-l)2
s 

2 . . . L 
X -2X+l e "'2(X) ; X-1; respec-Gi'IUUilentE!• Vamos g_uerer' determinar uma 

base ordenada de V, em relação à qual L .6 representado ·por B, Para . . . . . . , 
tanto, devemos encontrar convenientes vetores v

1 
e v

2
; GomQ ja e~ 

bemos que V 2 deve fJCT 1.UJJ. au tovttlor de L;· V!UllOS encontrá,...lo pr:!JneirO, 

O único autovalor clcJ.s é 1, logo pai,a encontrar.r.tas v
2

; deV8LlOs reaol ... 

ver o sistema : 

2 -4 -4 x1 
(a - lE) (xj = o ~ -1 2 2 %:! • ~ m 2%:!+2x

3
, 

2 -4 -4 x3 o 
1o6o um ;;n.?.·toveto~-- genézoico de L é da forma ( 2a+2b,a.,b) ( oom a. ou 

b,não nulo), Vemos ansim, que podemos dete:rminflr ini'initos 'fatores 

v2, satiefazeP.ilo o oeorema 1.· Seja v
2 

; '(2,1,o). Pará determinarmos 

v1;· queremos que t v
1

,v
2
1 sejam linearmente independente e que'.::,:. 

d:im C(v
1 

,I,) = 2, logo v1 não pode ser um. autovetor de L. ~OmBID:OS, 

por.o~plo, v1 = (l,o,o). Temos que Lv1 ; (31-1,2), que não~ li-
.· . ' ~ 

ne=ente de:penden·te com v1 • Assim sendo, C(v11L) tem dimensao 2 

e os vetores de C(;,"'", zL) são da forma 1 
~ 

a(l,o,o) + à(3,-1,2) = (a + 3b,'-b,2b} 0 



• 

... · . . ·-~' 

1.··G •. lejr:1~ todos oo ,arto!"'es (x.:. ,~ 0 ,x 1 )- tais que : +X.
3 

-· -·--··· , •. _., J,,., 
..L c:. ..) 

\ 2 ~ (2,l,o)~Ci(v 1 ,.1) e C(v2 ,I,) =(v~ te=s cJue o(v 1 ,;:,)r;:;(-,~:·il = 

~ (:'). :rode-se Yer::..:ficaz< t1.ire..!'"arJ.entc, qp.e a r1:o·~riz :<."e];c:·er~~-:ü·:::~-1~-.L:·· j ~:·~, 

· rcJ.::;,i;:L.,..;-.s'!me~:.-~e E~ 'baoo orO..-enada 'i_ v
1

,;;:;,_.,.l' ..,-
2 

\ ~ 

e, n .... -,,+"'-'-""'"1··~ a .,.,,~-··r-<"' Tl ••.• ,·,emo:~.'r,·, ,,_f.1j;\ ":"i'J<":l-;:-'-". ·<•;: ""'-'· ,, ... ~;;J!i.Vl Lo\;, ' i,WO,.I.. !.• .• ,J..<.J J.J. ~ .L ......,.,_. - •-<-~ -~.,.L..<..-

:r = 

_____ ., .. _.. ... 

y-~-~----

3 
-1 

2 

}li·JHC'i<'.:_r\:!:, 1::., ·:-::q,Tr .. :;.~~.L-:J .• _"_,..,., .. ......,._ - ~"""""w- .,..._ .. 

~,, ) r-- .. _ .. , '')-
(,\J.,D,.-0 ,,.:;,-.L,~::j,',~! .. ·-: 

:iYTJ·:::r;:dvcJ. r d.fi\. (L), 

S ~ e~,.-~ ..... :·1:!. ~1"",1 ·i·,yh" i.,.,.,., 1'0·,.,..·H··lvo )' +-:c·' - ____ ,;;. "'"'" t.<.t. ~-·_.,,_ .... •..; ·' ·;;>•;.r·" ~, ui;.!..!.. 

qtw :-

@· •• , 
0 (?1 . '":..-~-1 

<:.•'> n -;·-,,;,.·,..,~,r';"" r'l~·i·~c+.;;rc->··· -~--, .... ,,, r1 ir .. ,-.;. . .,. ..... , .................. v.v ~ ... .< .... J:.' J .. o:;; .. • ..... .:..:. ~..... • '" ..... , 

'·. 
= Xc:.. .. O poli-:..ôr,:d.o ccJ:oc..v.~JG"Cl:-.~:fr.:ri;:i.ç:n de H 

1'!..; 

teJ. QU0, = o,. 

G.o opm•ador linaa;r. :1, 

·:·<''>l'G"i"" J <'tr~ '~ 'l) ,'3~.,..-"'''·~·· ....... y, -· .v . .,..,. • • 

... . ; ~1< 
Cl :.L V:tLG .i~ ; 

é o(X) = xn ~o·'"' ,. ; rr t .e .!.>~ ·• a ···· 

~ X -t ~ = 1,2t ••• rr 
" : .. o D.c no e di r, ,_ 

--·-·--- ----- --···~-· 
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. "·' . ,. ' 

o ... " ·c 

... 
J. • •• o 
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' 
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.L ~-

.-,c:::'.c.o x .• 

e2.n··_:, 

fi)Ji' \ ~-·;· 

~ . 
'\"" " "-" . I_, (X - r-.· ) ~-, 
1.:::..:. J. 

A .::;._. Z 
1 "'i"-"' 

n;_.•, """''"'··,-.. <'O "nl·:n .... o·,-,.,.:0 ~ '-· ,;,;__ ·- ,_, ,_ -~- ..... _, __ , . "'-'-

t ----:~ '! 
.,, .- I 

roéi.8.U20D fD:iJOZ'á-I' 'i l1CJ.. fo:Cli1El. 
,_ 

; 
). OJtúe Pffi"'~-... callH -; = l 1 ;~, ...... 

' ' . 
~ ' . -· ,, l·) r K . ,,., " -f" . 

~'f;.---:- él.ln~c<;.<. ;~o.J r /li, ee J 

o .núcleo do opt;ro.do=-:- li:nea:r (L- ).:j_I) ·- :L<j. 
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Além disco, a d:ilaenoão üao ma·G~. il:~eo J. ~ ( blocos üe Jordan) g nao 
J~ i' 

.92:,.~ ( d:l rn-h'i11..em ou }/9:t'.IDO.:rl.ec ~) à. :meêtidB q110 J ,0·t~~ • 

banas or<lenadas ~l' ~' • Oi" l' 'Q'{ '! neste. o:r.c1em, de vl, v·2fl ".fi< 'J v 'I S _ B 

' ,.._, -- -·- ~ , __ 

( r, _,J~} 

.. 
m:1u.a 

\
1 ._, ::: 'l 

--'-, 

il!"terc:3s&dos na·me;i;:('iz (L) _ ii.,. ne(26)r 
lí?r 

J ••• 

nr.. r2") • .,.,-._ I. U ' 

0. Yt::J b1oeo de i\.J.S.Ec " '-' . ,.. 
J ~ 1:. 

'· 
'J·j·,-1r- Y'~P" l--·'"'·-·-- __ ,_..,._, --' '·' 

f<'··-,--.·:;0 
-·~-' '·:-~- 1 

• ;;t Ei.·:J{J.:!.ÕB 

1\ L ""('TI-~1"''" .. ,.,.,, ··a·'·IJJ.,~ ..,,.. ': t- ·'"' .. , ..... ~-- ·l·• -, .t ;:;~ b -_, .1.~:;~ ~ ... a:J: ~ ·: ;::, ; . e 1>-j u ·wt~. !.U::h ti.!:.--"'" ,, 

J é 



à mcJ.103 da ordem O.os?\., na f::·.:;o:r·aç5.o (24) de c.," 
J. 

:nas oo:.1diÇ;Ões do teox-emc 4-, a 1-'JC:Cri:-; J, diz-se 

ou. a J( UJAU da me.t:rin A .. 

-104-

A 

v.lgo nGote sentido er:.t :L.J ... 
'1 
.::::..! 

' üola 0 rro.lo .. 

:..1.0:.i.8 
1' 

' ;; .... ~<""?(' 
~i:'0!)G"tJ0 '-'-.•- 'I<..·'" :1 

o. 

t:'.O C.1.' ... ·1Jo·'-TZ~:LC((' 1
)•._ 

f\ 
• ,h ~ 

.. 
• --·" I <"1 < 

c'.. 
:t • 

·-· 
;:;_-~;_;:.1_G :3 .• 

). 

• .. ':L~·:;tcc d.a I:, 

.~.,~-r ue- ,s~ a s,~v;·.:l."').:?j ú. -J:;; (~)~-:) ,J ;:_:. c;~;.Gn {~L:o~·;;:: . 
• !. 

CLo 

., 

-·--
" 

c, r:. r .. e ;j,--: .. ~ 
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do:Ls o. • •• 

'l c' \.; . ..," ~2' 
J. -

... ,rl " Cnso cl. 
fi :; 

_,, 

fl .• 
·' 

pode havcY. 

o 
' L. 

" ' 
~).i'?f.;1'U'8 

~-- --> •• ., ,_,,.,. )' . 

' /'i 
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Por um cálcnlo direto vê-ne ~e m(X) = (X -2)4(x + 1) ,Sejam v
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:>1(~) = (E1 U .,. U :0> , pa:ro b ~ 1,2, ••• ,a•, 
Demonstração o 

SeJ" lí't=~ e1 ,e?' ••• ,en I tuna b.:me de ·;r. Seja ~l = L?.(a>r)= 

= 1L,.e1 ,;s,_e2 ,_., • .,.L,_enl· Ga;;JO ~<I'(L), tonos que diil (ó\]_)(d:i.m (4\Í). 
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~.. ... ' 

(41) Ir,_ ~1 = ":J.,a1+1 L ee1+1 + ... + "l,n L en 1 

b~ea~~~~vuou~&C$$$~~~~~~~~~a~o*~a~•ooooceooooco 
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Temos a~m:i.m. o 

fx y'l [: L. 1;1 
'·· -· r- .. 

Ott · f bx+9z 
., 
ij -4x,.~6z -

aegui..v:t;e sistema 

ll ".! _r 
i' I 

2J 
f4 
. ii. e, 
~ 

t ; 

x+6y+9"v l _ fê 
-4y+Z-6t J - b 
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~ 

y-~ r :] I" tJ = 
i " Lo 
~ 

ol f:lt= -J/2 " oJ 
011 

l4y+6·t = z o 

Uma solução õ.o siGtooa ~ 

x = -3$ y ~ -1~ z: 2 a t ~ lQ 

c] ·-~_ue dotP f, " dada o, e por 

p 

= 

., 
=.L 

lt .P 

3 
r,.) 
I 2 i.. 

Bl.ste método tem por 't;~az-.1 v co::r•c.lário 5 de 

q,u.e a mab>íz de transfo:r:ws.ção P" tc..I q:ue :::~-· _., 
J=p··-l,~:l?"' 

P=Q(J), 

,_ 

on.~ii? e. matr:;_z q(X) ~ 1ma me. triz po~.inom~1... i!1:i7ersíve1 ( is t;o é • 
c~m à.eter::::J.i1W.n:te cons~ant~ .J 11ÊÍo nulo) obtida 1'la. GQ.l.tação qur:. :'ü5. e. 

n equi:valência11 (ver 3.,.1> e:nt1 .. e 8.21 equações co:rcJ~te:r.ístic::~s ;'; .. J.Sl !J.rJ.'""". 

K8 - J = R(X)(XE - A)Q(X) c 

Se:ntto •::p.1e Q( ~r) , denota o ve.J.ox· ~ direi ta na av..bsti tu.ição 

17t:tm.G!.a. X r.'~.e QOO t~ pela .DU?,triz J ~ 

Pa,:rr1 ennontreTL'IlOS C:(X! ,, redu?iTnos as fita trizes ca:racr!ie:~·ístie:-is . . 

'"2' t::; J D - r ... "x-) i_..J.l\-... ' o ' ' 
U"~ . ·-n ·. 

j ' " " -n. .-.!l 
~ 

R IV' 
~ 1 \.l.d (XI: - A.) Q ('"' l },_) 

(~3' j) r j_l (X) . . . ' = ' ... , 
'· 

h7\ -~ 
.,·, .. t~/ '. .. R.,(x) 

·-
'~-:1~ \.A'; ,f) rJ {··r·, 

"''"} ' ... ' -



i~•) " (·X) - m m m e ) (") - T' T" "" ' .... ~ ~l - .1.1 ..... 2 '' ,. " J.:r
1 

.,,2 -!!l.. ~ ·, 1 2 "' .. ~, .~.r2 '.'1 

sendo T 1 ~T,.~ (11.,. ~· Tr_·l 1 ~ ou 'l~~.l T" T~ ·, "" · 
- $ -?r ,. ., ~- ·1 ; as ma:'-'r:.tzec 

,_ l"'? -
redu~ 

- - ~ . 1" . 1 ~ ' ( -~ J) ç.o.o o.a :--.12 r...rJ.z pn 1.no:-na ""'·.i!. = ~--- on:. ·"--l.o; = · Ds (52) 

/·:'7' 1\.1 ·'{~) '·'-" ·- .. ) " "'·o 

(55) 

Asnin calcul::::~se Q(X), :t:';_:.lioa:nf.~J-se sucessi"Vf.i.,.'1'J.eatel!" às colunas de. 

riD..triz 1mi.da.de E fi as operações 0lemcnt.su>es dadas ll'respec"'~iv-::.~.:Tt.erJ.·~e ~ 

pelao matrizes 

o 

Ccmo :P = Q(J), resta-nos substittl:U• ( il. diretta), X de Q(X) :por ·To 

~.biiQ l)c 

Seja. a ns.triz A 'i 4 lt 4 sÔtl"e C ll' do a.xemplo 2 de 4., 1~ ~Por aquê~ 

1e exem:plo, ts.mos a sequ~nc~a qr.1e reduz ~ ""' A à forma c'3.~.1Ônica 

d:l..G.Goml (teu~ma 3 de 3s3),. Logo, temos ~-

'l}K) : [4(Ü+~ [4(-1)+21 (4(1Al+i1 (1,41 \_3(.:1!:-1)+2] LJ\l...;.X)+4] 
(2,31 \_3(--5)·!·41(3.4) (3(X+l)-f41o · 

e 
-l l o o 

J o ·-1 l o 
= -1 o o o 

o o o -l • 
Coneié!SX'em.os agor~.!l a mat"''·i:t. carnoterístic~ XE .. ~ J t e a coloca.renws 

na :r orna canÔnica rlia&omü (teorema 3 de 3 .3), através da seguin

te seguência üe operações elementares i-

(3(X+1)+2] [2(X+l)+jJ Íl(X+l)2+3) (2(X+1)+3) (1(-1)) (2(~1)) (3,4) 

(1,2) (2 ,3] [3.4] . 

• 
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n:utã1_,~ 

Q(X) = t~c(1)+31 l4(··1)+2] (,:(.1-X)+J] (1,4-1 (o(-X-1)+2) (3(1-4'")+4-J 

(2,3] (3<-5)+41 (3.41 (31X+J) ·i) (3,4] (2,31(L2) (2(-X-l)+i) 
(3(-Z-1)+2) , 

Ap.1.icanc1o e0te..s ope:rc'.çÕet:' ~ '\"&SSto. ordem:.~ 8, ma. triz unidade :S 

4X 4, reduz:i.rtor::; ' fOl":::"1B. a s. !-r X+l o o ll 
-•:n::.-4 o " X-:. I Q(X) Ql(X) Q;1(Z) i r+6X+!7 

= -· , 
-X-1 l .-;; 

L 1oX+9 - 1 
__ , 

~ 

... 
õl r1 ol rJ. o ~ -n I" o o o o 

o o 

~J 
~ ! -:; o o 

~~ 
-4 o 

Q(X) ~~~ r + I 6 X + 5 -1 o o -<L o 1 6, 

" o l1o -1 o qJ LJ o 1 12 ' ,!} _j 

3 ""'·~I"·~ l ..,._. ~·- ele se ·v·e-.rifica:r que ~,,. 

r1 -2 l 
~l .;2 J J I ~ 1 --2 

·- ~ 

LI () 1 ._o o o ' 

f o o () ol r; 2 ol r 1 o o 

f] r 1 

o 

~l 
.J. _, 1. 

o o o 

~ 
~ 1 ~ o I t'5 o o o -1 1 + + p = 1 o o 1 o 6 -1 -1 o " {j lo -J 

o o o 
~J ._o o o o o o o o o o 

rl " () 11 f o 1 o _:] ~ _,1 o a -5 seja P= l ~ -5 o 
+ 15 T -1 1 

~J 
ou 

4 1 " . 
<.9 o 1 -1 11 o 12 c 

---~--· 
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:Q3."~âo os ,,~u.tmn=.:J.nJ.'es &o A ;-~:ãv ··\1 ~ ... J 0 '/~~3, e A é di.ago:ae~:t~ácal 

:-

j) 
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~.<?.\'>,trj_;?J T! é ·teJ. Qlle :~ .. 

' ' a ·-.:~ ~ '3' 
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& ftOO'S!RRAÇ,ê2 ~ !REQ~ .ri, Bami.J.tAA-Qâ;r.leY.:., USAl!pQ A li'9l!!M. 
.m. i[ QJWAJIT' 

Lembramos o enunciado do teorema de Ramil ton-Oayley, taorc- . 
ma 9 de 1.4, no caso em r:ue o oorpo am quastão é e.lgebl"lcamentG 

fechado. 

~olWJA m .!!tJ.'Çf~Ol!·:Q.mn. 
• Seja c o polinÔlllio oaracter!st.iao de uma ma·triz A, n x u, 

sôb"" um oorpe> l!' e.lgebrioameute fec!J.a.do. Então, c(A) = 0" • 

Demonstra.çã> • 
Sendo F algebricamente fechado, podemos oc•loca.l:> o pQlj.nô

lllio oa1•acterlsti<Hl o de A na forma ,., 

(56) 

onde pe.ra cada i=lp2~ <l' .... , nt ~- é l,;;.';1l autovalor r'le A {os ~i não 
eão rteaassar:tamen·te dir:rtintos) .. Sabemos que }t é ae!TI.alhat~;te à. llm8, 

l!\atr;;.z J na ±'c.:;:ma de Jordan. Digamos que :-

~1 * o ••• o 
o }. 

2 ]!f O<. Q 

J ~ • • • • •• ,. 

o o o ""'"' 11n-1 
l o o o ...... ,. o 

!Jl10.9 7;: r;,;; o ou 1... De 

temos f.JJ!O :-

(58). Bando A1 

o(J) *' -:i. "' l A:!. • 

~ 

{) l 
o I 

I 
• ! 

' 
i!( I 
~ ~ ., 

!l....íj'' 

Como a linh.a i de A1 tem * ( o ou l.} l1.a. coJ..un.% ~-..,r 1 e zcro~-1 nas 
posições rast~n.tesv a linha .n de ~ é uma lj.:r.:ili.o. oó do :.3oro~=' e~a 

fi.tu:te ttl timas linhe.e dê '11-l "'n aãc form.aciae só do ~:;~1:>o.s :· as Úl ti-· 

m.a,s trê,'3 1.:1.Ilb.BA3 de ~-a~-l-'n, são foi"fili.das só de Züros e e.ww1~m 

':"~uceesj:vamsnt.a~ Logo~ a. multiplicação da todos oa i.! .. ;~ i'--:J.~,~!,,.,..,"n~ 
~ 

ôlô. a, ma t~iz n.u.la, i.Erto é, 

"{J) 

SQndo 1!. eomelM.nte à 3, c(A) á eemelhe.n·he à c(.J) "' O, logo exis
ta W11J. matr:tz j_nversível l'ê ~(F), tal <J.UC •-



- . 1 . 11~1,0 -.Zil.ll!.:,1J ... _8.:t•;. '·"-'1'1·1 ,-~ c:>.·: , .......... ,.,, ..,._ - . ·,_~ .. v~ JJ 

A t$ ar.::mall:J&"!.t~ 

va.lo:rea de ;J Hi.tu..<Ml:i.-oe aôbz··a !.~t~a i'i:!.G.g:~l~J..l: s senJ.o .] semelh2:r.:.1j,;} 
"' · ' "" I n-1. ':!>. A, ;s -~J"a.t'lbfl.\!1_ (-:1 n. no-sj.J.lgnla:~· ,.J?.t J '~ d~Jt _,_ det A dct: P :::: 

m det A f. o), Ademais, J ii trj,ant:U.::.<U· •> daÍ 
seus $,7..:ttove.lo.-.res, Conc11xi..moa ::.sei:m. qu.l•< nt:;;nbum. auto.v~1lor de J (m:i. 

d.3 A) ó zero;; ou raaja.~; qu.e c(o} .? o"' 3~~ja." 

"(lê) 

' 

(59 j 

(6o} 

-
cu 

' l.<.O " Do 

'_;t!i=. lM;·-tf)d_,.;,< pt.•.Z'8. 8(-~ 08.],(>.U].J.X OG U~bZie~··.-'::-ltGS ,-:!:; 'polú?.f:m.io C:G:."'2.fr~>;?:···· 

Y.':[ ::1 i_~~-':" o ,-

,. 
("t ; ·-·.-

t -· ' . ~ 

H. 
1 
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As fórmule~ que nos fornecem os coeZioientes do polinÔ~io 

oaractadstioo de A ( c(lr) ; .fi+ al"fl-l _,_ • ., ..,.. an-l:X:+~ ), são•-

a2 ~ -1/2 ["J.tr At-tr A2 ]. 

(61) ) a.3 ~ -l/3 [a2tr A+"J.tr A2 .... u A3] , 

" /. [ ...... t 2 n-1 nJ "n "' -4n "n.-1 "_.. A +"n_2 r A + ... +"J. tr A: + tr A: , 

Com êsi;a proo~sso além de ae oalotüa.r A-~,. obtemos também 
o polinômio ca~oter!stico de A~ 

EXF:MPLO !fi..:. L1 -1 ~ 
Seja A ~ J "llllla nmtrl." d.e i!,._/; O). Oomo o 

2 2 c. 

taY'ist:tco de A é c(X) = x2 ... 3X>~4~ 
logo :- r-2 -:q 

A-l = -1/4 I J 
l 2 -l. ~ 

JlZEm..Q U... 
Consideremos agora a matriz A dada por •-

ll. -1 l. -J. 

A=o 1 o l 
1 o -1 o 

!o l o -1 • 
Fazendo alguns cáloulos com be."e nas fa:rnule.s ( 61.}, vem que,_ 

p:recise..rn.oa aaJ..cula.l., as potências !ia A até a Ol:"dem 3 e a ólia.g.:)nal 

"- - . 
de A· • qua se.o ·-

2 ' o -1 

r: 
-6 2 ~~l -.> 

J\2 
o 2 o o 

À3 
2 o 

~ 

-1 2 -1 e "' -2 -2 _;J e 
o o o 2 lo 2 o • 

e a diagonal. él.e A4 é 4,4,4,4 • aasim 
n"-~• ":!. = o, = o, a 4= 4 , logo c(X) ~ x4·-4x 2 ~ 4 e "'2"'""4• a3 

[1 
1 

1 

1 
.t. 

- -----·-· ·-

l 

o 

~ 1 
I 

o " 
-J. f ,. 

.,l 
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A.l llD'IHIÇ6ES INICIAIS. 

Seja E um corpo comutativo co~ elemento unidaQe lo Consideremos 

o conjunto ·-

• S(K)" \(c1 )iEH: ai~K1;\(a 1 ): a1EK1 l 
de t8das as se qu.ênciaz de elemen·~cs da K .. Tief'inimos em s (K) uma o)Je .... -!"açao de -adiçao, pondo :-

"\- : S(K)X S(K) S(K) 

( (a1 ), (b1 )) 1----,_
7 

(a1 ) + (b;) ~ (ai+ b1 ). 

f.:; imedj_ato de se verif:tcar,. qu.e ·~{~:.) ê um grupo comu:'c::;,tivo em r-ela~~ 

ção à 61;'rta operação .. O Gleme.n.to ze~.;.·o é (a:l.) com ai :::o,. i = o~1,2,.,", 

O inverso (adi"Gi vo) <l.e (ai) é C-a;). Diz-se c,ue uma se (!Qência (a.1 ) 

de S {K) é . .t~!I!.!W-~f!!Ifl se, e sôment0 se :1 ai f o sOmente p8.:Cn ti..m r.rúme:e0 

finito de :índices i E N" 

1!: fácil de se ver, qu.e 1..1.'lli'-'· C.-efinição al·tc:rne. tj:i.'V. de se qu.ênciu 

quase .. m.tla (ai)'E S(K) é que ex:L;;te n~N, tal qu.e_ ai ;;:: o~ ps,re todü 

i> n.: "f)eno .. Garemos por E o conjunto de tôdas as eequênrdac q_'IJE.ee-:r.mlr.~ 

de s (IZ)., Exemplos de elementos de E, são o~ z: (a
1

) : a
1 

~ o, i& F e 

a ::::: 1 e a.. = o, ··-:ara :i. ;;;; 1,2, o l. -~ ••• 
p·9rtencentcs à E,. logo existem n) .. "'n2 E..N, tais que 2,1_ ::;: o r.aro, i) r1

1 

e bi ;=;o para :t) n 2 .. Então: (a~).-;_ .. (bj) :::: (a1 + bj_)E l•;,:pois se ·tomax·:;;{ 

n ~ w.áx \ n.1 ,n2 } t temos Cflle ai-r bi = o J:lm."a i) n .. Vel'll08 o.spj_m: que 

é feche.éto em relc.ção a c~diçâo~ e é t:rivial que csua ope:ce.çito J.ndu~ê 

urn.a estru:Gurn de ~~ gT'J.pO comu:~e;tivo" sÔbJ:>e o co::J)U:c1'i;O E,, 

(1) 

!Jefiniremos tilTIE!. multiplioaçê'.o em E, pondo:-

=L éLbj 
i+ j~ "-

= ao b;._;:: ~t- nl 0k-.1 ~l... a2 ~.-2 _,_ o "'" ~1- ak-1 °1~\o- r..kbo " 

onde :-

:Devemos mostr-a-r Cft.le a se quênc:tJ. ( cr.) := (ai) r.. (·o~) é u:m.e.. se qo.Gncf..n Ú'., 

E"' ne f:2>.tot como {a.
1 
),(b.)G..B~ e::td.stem m,néN 1 tats que: 

,_ J 
ai ;:::: CJ 11 para. i) :m e b.; • o., IJa:ra j) Li.., 

Logo:!! de (1), )Gemou L}'IJ.H i:-



~emos assim duas operaçÕes, adição e mtlltiplicação, no conjun ... 

to E. Pode-se veri:ficar r~ue E é um "anel comutativo" com elemento 
unidade (1 1 ), relatiw.mente às oper1.-çÕes que in·Groduzimos .. 

Oo elementos do a.,"lel E, c:ue a.cnbamos de cons""'Gruir, de:aomir...e ... in

-se POLIN01iiOS ~ COJ::JLICIEN1..ri::5 ].ill .!f e . (E, + fi..!..l diz-se ~ f:fl .IQ:: 

LINOKIO~ GOL C01l'ICUN'1l:.:S 1:!!i .K, 
Passaremos o. denotar os elementos de E por "f ,g,h,p,e-Gc. O ele

mento zero de r será denotado por O e o elemento unidac1e por 1. 
Seja f f O, fé. E. Então, existe um indice i 0e. N, tal qUe a1 t.o, 

( f c (a1 ) ) , e por outro le,do, exis·oe m Eo N tal que ai ~ o pura 0 

·"odo i) m. Assim o conjunto :-

tH:N: a1 /o\, 
é não vazio e fini·t;o .. nenomi:P..a-se GRAU do polinômio fE E, f F O, ao 

nn·cural :-

NêGse c2so, o eBco.lar an ;f o é denomin.Rdo COl.FIOIL.lJ'L'l 1Ilil:R ou D01,~I-
~..._.... ..... ·~~'•""""""'""·· --~~ 

lld.E1l; êl.o })Olinômio f e c_unndo an :: l.t diz~ .. se que :l:' é um ~t~_Ef0LIO 
u:u:~~L:!RIO ou t,:OWICO ~ 
-~~-,.·~~· ___ ,_,..~-& 

Denot;o.~~sê o grc.u do polinôm..i.o :f _;k O~ por ,g::;·(:f).., .!L::::s:·Lril, cr(:r) -·· 

8 e 7 o zõmente se, an l o e ai ::;:;. o parn 'i-;odo i) n., Ne:nJ.1um f~au. se 

c-t;ril:n.l:L no ·polinômio nulo Oo 

-
K é um subanel unitário do anel Ef na verdade K é um corro, pois se 

(ai.) ;;;: ( o.~o,o, .. ~ .. ~o~ o•• )E K._ a ft o, t~.tl.OC (11-le (bi) = (a-l~o-,o,~"· 
8 "'!.l"IL. elemento de K" tal c~ue (ai) .. (bi) :.:o: (l,o$oj ....... ,o, .... ., }. Con ... 

;;;;:1.cleA.. .. emoo a açlicação :-

tp:K ' K 

a\ ;'-I/ (a) ~ (ai) = (a,o, , .. ,o, .... ) , 

Yào:i.)Jue:nte se ve:rif:i.ca <::ue U: é bijetoro.. e C.!_US : 

'f' (a<-b) =(\>(a) 4-<:.\1 (b) 

e <f(ab) ~'.f/(.'1)'\'(b), 

pn.:ca ·~oc.lo o., b €: "K<' Isto 6 ~ cp é v.m if:iomorfismo ao corpo K no corpo 'E,. 
J...r;.sim ·;ac.~niJ..o~ identff"icaw.c;·, <' cor.)?~ K com o n.o:ry6 K, u"t-:t>\. "\iét-'> diJ3~)G 

isomo~efiemo, e podemos co:-oac.r a ;;l;; (a,ot """'" ,o, ~"" ir lJ8.:ra -~;odo 

a. E :K~ Os elementos ele K 1Ú· o r'.8~or;D..na.dos POLI~lOLIVG GON~-;TJiHJ:J.-:S .. 
~ ··~~' -··~ ~--~:"""-~-~~-~"'" 

Conc::~idcr< mos c polir ·•t!J.f· ; 

(2) Pr ~ (br i) ' OJ,"Jc, ·."E 1'1 é 
~ i~N 

:fixo ;:::: 1 e -o se 

sendo, temos que :-

:p0 :;-.:; (1 1 0~ ~,_,o .-01 -~<>"c ) 

" " a ! ()' 

o o o ' 
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e de U.EJ. modo gel"'t.Ü para um r fixo em N ·Gemes lfLW :-

,o,l,o, ••• ) 

(r) 
(1) e (2) vem cue !·~ Pa:ra 

(i) 

'{Ufl:i..nquer r.s E. N, üt> 

PrPs :;;:. (c 3 ~)'~" onde ck 
,- r .-

~ L ,."'J r..,t C s, j ~ 
i-+ j~ 

e Ck ,!, O ~oro 1"/- "' ' te J:'Q. ._ ~ - ·'· -1· "'· 

·- P .. -, ""' 
.... ,.. ;:;J 

(]• ,. ) "'-1"'-r"a ·'orlo a~ Y t~~.rGto:.:-: rr:·te • •.• 
•• -·''"- 1.1 • ~·---'-~-' - 'j,'-

e co.no a ià.entific~;. eom o :pol:inôrn:i o 
,..-. c-

e. ~- _> . .-:...,. a 6 . o . ;;;. ,_ Ol. ....-... 

~ 

a -~7' k . ' , logo 
,1',, :L--r j ;.o.j.J: .. V< .1. fÚ 

a Pr ~ (a ,Çr .· ) , para. todo r fixudti en1 N ~ 
. ,~ it.N 

:oenotr-remos pol~ x0 ;:::::1, x,x2 ,x3,. .. ,. " ~ os 

, c1e.c1os por (2)~ re:a-pcctivar:.tf<mtc .. 

])e acôrdo com n dü:finição rle so:ma de 
(~_:L), tennn 

'3. ' ~,. ) ~-"' a 

f:J.eicntee em K,. 

Dois polinômios, ns.o e g sao 

,, 
~::-~, x"-· 9 

(.;.) 5 ond-'CJ J.' p, ml'!::::. ~ :J. ~ s l -~ •, í 

' ... v.:•.-' ' ' t .. --2; .• , _i .. 

de (1) 

e a f ÓI'JTrU..la 

J o 

pois r,"C"·'p '. :;-- •Õ r:r\ ., -.:.-. 
. :1. 

··- n 
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(iii) 

Ess as f6rmul.as nos d.ão os procesa_os usuaj~u J!='l::i'a determinarmos 8, ;w~ 

ma, o inverso udi ti vo c o :produto dG polinSmios dados ( não l'llllos) ~ 

Obsevamos que o produto entre f e g é obtido rítUl't;iplioando~·ee cad8. 

mon'ónlio de f, por ·todos os mon6rnios de g, D<>rlSilldo-r·e em segt:r.ída, Of.l 

produtos ass:lm obtidos., Isto é~ multiplice.mou COiilO r;e fn.z uoun.J.:m.ente 
no corpo K, uea11do a lei dietributi·va e agr-..tpando oz raonôruios r~e t6ru. 

o m.er;mo grau .. 

E jmediato que o &-u.banel de E, gerado por KUt X\ = Kfx) co:<n

cide com E,. Denotnremos o anel de :polinômios E :po1a notnção K\!-), c 
, - - "l'l ·r · lE FO- I"Or-r nQ !·"' I"----~"'R'" .. ll- · "]) · -- ~o-· co··t-oua.~.- Ci.eno:rra.na.remos .ti'<..::. , 1. -1 .... .!'·1 ~ü Uv uJ.. .. .ulJ~'-1'L..- J1 ~1'- · i\. .. · .... , ·.; li1 " .~!JJ:') ..• 

~- -- .... """" --~ ... - ------....... ----~ ·- -.. ...... <=,_,."-'"'"'~ 

J~nU1."'1Ciaremos aq_ui tUDP.. proposição q_ue !kq,o cle:monst:ra:remos (paTil 

Ul\1:1 c:~emort~Ytração ver \.6) ) .. 
1?ROP0i:3IC.7::o 1 . .,.._,...,.,..,...._ ____ -

u Sejam f,gE:-K~XJ.} não nulos,. Então:-

(e) 

(b) 

.('> ,.. ·rrfx"' ,;;: rqo lJ.t."'J..o._ isto é,._ R rx' é v...m d ~1I'ÍT" o ']--:-• ''fj·'- o·Y·~· drt ,(:, 
,t .. g r.:..!.>..\. ~ 1 ç; ... ~, '- ~..\ ... :.-.0..-.,;:.;:;J-...- ~.::;~~ ..:~J..;->,._(}.l.;;; .• !.~ . .,;,...C,!-..?'-->ot. 

(r1) 

(e) 

(I) 

= e;r(f)-\-gi'(g). 

f .. gf, i~ fóO, e G'dme.nte se ij f'S ~ e gs lC .., 
'o f-'~ ~r. <o O, i..:orr:c-s m.m _:- ...., qu.nnc;.~ ... .._ r l 

gr(f·\-g-) .S :n;á:l ~ g.r(f)~ o·(g) { ~ 

~~enüo f ... 3 =-f oh, parü alzum hE. K\X1, temo~_\ ~":.1€: 

Se jem i': gt: K [x} i tats 0_Ue f :;;; hg, para clr.;;um. 
O' '.Z:: -"' l'l 
Q •·-~ 

h f Ktxl~ 

.T·•f .r~·l S ,_0_.-.. ,~(f)- Com efeito ... 
<:; ..... \o.· ~ ~ v 

imed.tato qrw se g C~i"JJ.cl9 f (f f: O) 1 

e:xisi;e h E: X( X~ , ·i;E:J .. ·:)_U€ :-

~ ~ !1 r;o ,,_,_ rt; O ..,.,, "o co·n+..,..,_<I;-• ...;o _,,. ~ D "!, 
.l, -e. \.,lj, ,f ~: \,1~•0.-,} >' ,,wv-'~..._....... .,&. 

e d.ni m~(f} :: gr·(g)+r;-r·(h) e ecúno g:r(iJ.)~o., lr,ro gr{f)~/ gr(g)., 

P.:889nl··CtlZ.'J.OB l)Ol"' fi:;;:,~ que o. cor.struçãc CJl~e fJ.z::;nos do mJ.eJ. Kl~~(·J~ 

;::-.cr:.e r::.0I' fei"Ga de mo•i'C' t;otalmen·i.;e análogo, pn.~co 'J 0200 d.1i- JC f->GJ:' rv,_·;,:;.~ 

)J::J.f:! 1Xill D.:n<;:l comt1.t~.:d;:i. vo com ;_uddade"" SeJ:::l.pre •1ne hnlz.-\rG:t' 1''r8:·r·igo O. e ccc.--.. 
J:\h:lf'i.'~':; Y.3.c n.otae. q_110 descl"8'Vff!l108~ costun\B.l!lOfJ úenryt;n:c ·am poi:t:n0::"::jJ• :::· 

rm. :ü:.C.F!;::<n.!l:i.nEêlG X~' pox· :f {X) :t tendo tnn -.;r:J.G-'.;e. '-~-ç.B fc<Lamon invJ1;{H ('f:-l 

'.:· .. 

:e.; m e 
- . \ 
i :-.r. 1 " te-I ::-c·,_~.:; ~""' 

' -' 



(4) f • q g +r • 
onde ou r = O ou gr(r) ( gr( g)" /;demais, os Polinfurct.os 

aame:nte determinaclos, pelas condiçÕes açima" (I 

-q e r ooo Ü.."'l:i.-

N 

~f:7iffifi;J~Hf:::.Ç.f!O 1. 
~--,ricrT'I\''!';1"~'~1 • .t;A .~)J . .C."-hJ A .. .._._.- .... .,...,.. 

Senc1o n ( ille toma-se q ;::;:;: O, e àa1 f .., r e g:c(r j 
~ gt•( g) .. Co:nsidr~Temos n 1- :.n., e definimo o :-

( 'J-) <' f ~ -l~u-,m x , .. n __:l .:::· -anvm-''- g ;;;:oao+al .. -t ...... +nn;;. 

, ~-11 vn-1 -J.b .. n-m) = ( -1.. ' 
+""'·a wff<~ Jm.-1 .u. ·+ " ., " 't an bm o X an-1- an bro. om-1; 

f 1 ;: O .. Cont:inu.ando nêz~1e p:r.ocosoo, ou mais f~,)J> 

sôbre n,_ pode-se enconti!'Hr :r.:ol:i.nômios q1 e :r:•
1 

BC ·t.nn;a.::;.·"1Ii-9E 

TJI·1 I C Jl;.i\lfB ~> 

............ o,:· -r no f'o-·""'·"~ ( ·) )' u<::.o!.!..i '~ .<.. <;~ _ .J.il:rc •,- <' 

·=---~~- .. ~-~--
Snpo:tÚ'l.EilllOS qtte :f= q1e.>t-x>1 ;; q2g-rr2 , c>D.i1.:;: :r:·1 =O ou ,',;:t·(r1 ) ( 

e 1"'.~ .:o O ou E-;!.~(r~) < gr(g)..E'ntÜ:o tm:JOs qv.3 ~-,,. -

g di v:i..de )."
2 

c::.trc lado, 

' 
(,,.,(.j', ) ~ ( ·:rc(c,..,) A"""si\11. a {m .. :ica possibilidade é r.;ue ~ur•.bof:. os memb.r·os '.;::."'" "''l ' ) v o .. ... • 

dt:1.. 1.&v.aJ.dude (%)ae;ja'líl Yl.U.los, ou seja :.."'2 ::: r.1 . e q2 ... s.1 .. 

,~ ~ 

oonjv,;r))O 0 r~. o -CQ;:1C~:'U] O& E-O : ..... 

. ,,.r-.'"'"; 2,"~·,::. .... ::: -~· • ;1::-· • • ·-"l'"•·i -.-...-·,_r.·i <:! r 0 \..,·fyl ~ 
-·---L,\·j~ ''""'·'-'~S .>:><--..0 O~, :lí~.;-_.:1.8 ,...__ ',!,.:>._._ .\ .... i_ ..... jg 

;'"-·' T.c·f-,,·\ r.; "" ,.,:1.,..,.,,m~o -~"'" -. 1"' l('Fl'l 08 qt•\"=1 c.2.o 
'.--~. ·''-l..f'--j '-~ w '·'···-~.)- _[J ~l~·· ... J~~- -~-'~-. _,.,.. .... 

df1·-~~G c, c qun.l {i.enomi.n.a.-?:J.; JQL!~-t.;Qi do ideal 

.Ti.~'?lJblii\ .i., 
:; 'i\;C~: :~d .. xx1 Cl.o 6.Zil!t:.').'l.:l.? p·· -'.:: rc:;t.~d.al :E: ÍJ~ l é ':.1~1.- j_ .:1.'.}<~1 Iü"i e:1.) .. \:."1~. 11 

• 
• o 



~leja '6 um ideal gua.lq_uer de K(X li> i.iaso (?.:(0) , tOJD.alliOB 9 gera

dor como oendo o poJ.in&ú.o nulo. P<>demos supor então, {ó j< {o). Logo 

existe pelo menos um polj.nÔm.io (fHl Th não nulo, e podemos selecionar em 
'?!J um polin&rd.o de grau minimo, digamos g f O.N6s afirmamos que torJ.o 

polinômio de Th é um mtí.ltiplo de g.:. De fato, fixemos arbitràriammr(;e 

lli!i polinômio fE Th., Pelo algoritmo da divisão, ey..istem q,rE KtiJ ~ ·i;at 

q uc : -
r = f - qg, onde r = O ou gr(r) gr(g). 

:Desde qne gS (D, da aondj_ção (i) da definir;Üo c_e ideal, temos que 

-qgE lo .. 1\go:ra f e -qg est ... bc em 'õ) ~ e de condição (ii) da defirdçÊ;o 

de id.eul obtemos f - gg = rE. {i) .sendo g l. polin8m:i.o d.e menor grau. 
em \'), temoe que gr(g) ~ gr(r), logo r =O, e d.n:í 

f = CH,So 

Da arbitrariedade na eDcoL"ha de f e:m T9, vem c,ue todo polinômio de (b 
é um múltiplo de g, i c to é, c é um gerador à. o ídeo.l (9 que é então 

pTJ.!K:ipul 9 como queríamos clemonstre:r .. 

Obse:r\n .. ção.. o ;JOlinômio g UBado na dc:uwnstro.ç2~o acima é ünivocn.men.-~ 
te dei;e:r.Binado, a me.uos de 11roduto por um fator constante,., De fnto, 
se g 1 

1-f. D é qualquer out:r·o polinÔiaio de grav.. :rt:.inimo no ides.l ?9/o(o;, 
de X\_xj, e:n:t~o ~:)elo p;r-o,~.ado v.cjJ"Ea, (; 1 é v-111 íJ"Ii:t:i.p1o de g, J.ogo 

'Í •) c' 
'
.,.~ ~ "{,... g '" 'lss'm ~ \""' :;;: .Jr."'' lr, -1- ,..,..,..., IT'} e co,.:·,o J u._ .-;. <'-• -'" b ... u ~ (.;.~·,.r.:, 1S"- ''.:' • ~ 

f:..'I-( 1:;
1 ) ;;:;: gr(g) 9 temos nu.e gr(h) ~o, iuto ~' ll é vn IJOli:aÜrU.o f:!OllC:··· 

. . t ' ' . ne ex:t.gJ.l'lnos qu.e g en.nn -:p.'atl 2Jl.J.Jl . .J.n:.c <;o 

ficie.nt0 liG.cr igt1.al à ;_$' tr;n:.··t:m0c <-'J8 ,g é Uni..,:nce.wc~nté c1.c~<a::r"E!iJ:1H0('·. 

jé :]").(; n~ o potl.e e::cist5_!' do~;.s poJ.i:nôai.a difrl.:iiu·;;Q[: ~ que dii'crn:m U.!JG:n.;~-_;:, 

pvr ~.rr; fr-,tor co:nstantfl, tendo aBbos coefic:Len·;;;&n l.l.do:t'os iQ18-ic à ~--

DIVICOR COYWf.~ de g1 ,g2 s """" :tfi.n·' Exa.m..-i..nErei<lOC O co:njunto de ·todGc. ....-..... =·-- ~~~~--

or; cb:•r:.,~CTCE' comuns o üc.::;;ç; t'S';t ::".:O para ·todo j~ :;::. 1,2, ~ .. ~ ~n, en·i--;ê:c 

qr;.~úqaer polinômio rlo I:(x] é "U.:.ll. divlsO).. .... eomu:;rL;. desde QUB O é J.:rúl1~~--:·· 

de todo polinÔmio, já <.:fC.) O. f :;;: 0 11 pa:ra tvdo :f' ô.<S K\.X) .. I-J6s :'.1086~<""<. -· 

t.:·.m_o-3 cntê'.o de d.iscut~.x- 3.F"n&s o cBr;:o nn qrcV-1 n.E):Ui. todroz GE'- G..; s.rto 1·. 

l(.li3 

( (,) 

V:E. pol:i.nô:m:i.o 
~ .. ~. 

êe<Jr· eor _r~P .. t::J (fJ oi tun :~_r3.eai 63 KLX \ ~ c c;rT.~. se 

) -.· 2• 'li~--,-; O " '~ <l' -o ~f; ,.,-;'l ,_..,,,. •le1•"' , --- '.,.._:_~-·. L, 15J,'02' ""'"::C.D.'" ... v;.(.-.. ....... -., .•.• 

··, ,-, 



f ·= h1g1 + h 2g2 + , "" .,.. h,.~ e 

então f+ p "' (hJ_·\- h]_) 

Sendo QJ um idev.l 

g, ,_ (h2 4- h2' ) g,., 1-
J. ~ L 

de K(X1, segue do ~ , % < v e ore ma .L que \!.l t: 

" 

principal. 
nômio fixo 

Logo 
d, e 

o iO.e< 1 ~ cons:i.cte de todos os múJ. tiplos üe 

d f O já c;rue (0 contém polinlimioo f O, poio 

um poU
ne:N t;or .. 

~ 

dos os ~ sao nulos e podemos toma:r h., • 1, i >;;;; ].,2 !.' .. ., .. # n .. Adem::J,:irs 

d é um divisor COl!iUlll de g ,g , ~,., 1 g fi pois cada l.Wl dêoseo polinSm:toc 
- 1 ~ ~ 

ee·tao em (9 e d é tun gerador do ideal 'b .Por outro lado d <l també;o 

Uiil polin8mio de '?b ~, logo deve ser .. drc forma (6), cligr;,mos nue :-
• 

(7) d =fn ~~ "1"1 -r ,2°2 ~.-

"""' ~rr er~co~· ' ~J:1 

= a. p. âeve se:r· V'::J.ida .. bubFtitu5.ndo-CE.l em (/) 
"'l J. 

da f::-J17:l< 

c. -{ ·.--. t•''"'"•.,l:" :J p - --~ '-· ·' ~ · .. c • l' 

g. 
'· 

logo p divide a .. Vemon f:\.sr:im ql.le d G~).:<;j_cfLZ ?te sogn.:l.l~tGG prOirt'Ü)élü(':::::~c_ 

(a) à. e u:m. c1i vi:sor cmuum da JJ' _..,. ,. 
"-'1 3 '~'2' -~"·' t91"' 

-l ·n"" ·oco "'"" """ "Da .. ,;; q_.c-.., .• ,..., ''0 . .,., .,~.,"'""7"''"''"' log'""' n·~ ·--J... .... OIDJ. ,., gl ,~ J ,. ""' !'~::!. " ··''- •.:0 .... -.::.J. "~··íf<.. "-1'-·-~• ...... --<'-'.I.I"''·' -,1~ q.\)~I.J.:.itO 

teo:remn 1, V8m -;ae o m .. rl"c~ é 'l'mivooftmente do·l;fJIJ!rlno.do 9 ~- mencs do 

T~;ORLil'J, 2" ----.... -- ... 
êles têm um m.,d .. c .. 

(7) 
-· ' 

(t ;;; f .. .fd:l·\- f,...g/, __ ....,_ ''"" _,_f ,C'•' • C:J:ffi f. E -.-~lf\_ 1 ! 
.!.~~- C. r~ ;nc'_r.._ :;_ ·· l--- ~" 

os 

(u_a.ndo o m . .,cl._,c~ U..:1c }_}0J .. :tnô:mios .z1 !lG2 , :;<;--~ di-c ( uBa --:;snFt;-_:,:;:,_-::,· 

1'. oJ.ànÔ!iliOG g]. '·' t~ 2 1 o " 11 f .< •.. ·m.. r.-<ào de:J.omine.à.C9 f:~.J-'~; ri:~: -~·;_\)j]~I\::1 1 }. :t~-.R:U·.Ui ,_ 
• -~ '-"" •.. • ·>·~ ""'"•""""-'~"~..,..._,.,,,_m_~,.,= ""'"··-•·' Q-~ 

c om.u:n. s d. e 

que r:;ero. 
" On polin&nion 

poH:c.ô;rj.os f E. K[ X l· 
oo:c.::::·.y_y:_ :es 0 E. TI:~ nRo nu.lor:,~ ,-:;~to d~ __ \r:i.r.~o-~·c~r-· 13c -~-_._;·,_ 

De :f .. to. -r ""' c(c-1:t).,. .Ai:n.G;;:. ~~ir:-~:.8, J>C'.x'::L ttiC.n :'1:.. 

tantes e nEo nulos e 
• RLS D,Jp~OJ:'RIIJ0 de j;', Pc.:o:"' -,;ut ·-n 1B.dOs; u.m Cj~v""ist-r-- g d.e :í:' te!.J. c-(,:(:; ü(~-; 

..,.....,.,.. --"""-'•'<~"--=-

< g:e(:f) ~ é d;nJ.ominedo lZ!R ". ~!I'-~iQ~ J:liQ:f.Kf,.Ç: de ~f:',. U::-:1 }JOlini):::·J~c· ~; ~ c c::-

' ,. ., . ·•·• ,-... -... ::--; .--, . - "; '- {' '•, ~ 
'• .· -~--

< --- -
:' . , 



• 

logo flerá sempre UlD. di vi~~'or impróprio~» Polin8mios que :possuem di vis o

res próprios eão denominados RE.;:unv:us. 
Uma conseqtlência i.mediat;a da definiçe.Õ de polinÔDlíos ir:redut:i.

veis é que :- " doia polinômios irredutíveis ~ão relntivvmente primon 

ou diferem por um fator constante." Os polinômios irredutíveis se com· 

portam em K(X), semelhantemente aos niDneros primos nt teoria dos n·tl

meros. 

m· QU7j'. > .1.-..! ... n.c:.. ·, .. ú ~ 

11 ~~do o proc.luto fg entre doi o polin8mios é di visível por un pol::;_
nômio irredutí"~"rol p, entGo no mínimo UlCl dos fGtores f ou g 6 Ui.vio:[~ 

vel por p ".(> 

JJemonstração .. -Suponhamos que f nno seja div:tsível por p, e mostr<1remos aue 

g é diVisível por p. Desde que p é irredutivel e p nco divide f, te
mos que os -únicos di vis ores com\ll."'ls de p e f, são polin8nrlos conptan-· 

tes não nulos .. I~ogo p e f são relativamente prtmos , e o m,d<l'c .. eD.-, 

tre êles é uma constante, que podemos tomc.:.r como s~ndo 1, jé:Í q~..te o 
m,.d..,c(l é determinado à menos de umu constante~ Então por (7) 1 1 po

de r ·er representado por !i-

(8) 1 = h:i:f -t r1;2:o 
!Jultiplic'"ndo-se (8) por g obtemos 

(9) g = hlfg + 1'>'"2gp 

Da hipótese de fg ser divisível por p, temos ~pe fg = ~'}), q_ue leve.tl,J 

em (9) nos dá, 
g=(hl\l-I-Í12g)p, 

ou. sojc., g 6 divisíve:L TlOl.' Pa 
c.,q.,d .. 

O resultado do tE: or·~'ma anterior pode fàcilmente ser e;}:tendi6.o :·· 

por indução!' parr~ o ~.'re:.:lu+;o C..en poli:nêmios, isto é r t-::m..-JD o segu.in·i;~: 

teo:rGEa.., 
TEOR}';l;ll', ~-, 
.. _...,...._ 

EJ {Ju['Ilê!.O 0 

por 1.tm. polinôndo irred-....-Gi .;el p de K(x), çmt~o no 1.\d:ni.fr!.o 12m. dGs po.75~· 

n6rn.os fDtor3s deve G01 6. .visível :poJ:· JJ"" 

T:EORb1{Lh .2.::.. ( F.üTOH..hQiS. i71;[]! ) 
11 Todo polinômio f cie ~-e\.~, co~ gr(f)~ 1.~ pode ser fatorado nc r;ro'" 

duto de polinômios ir:c; :d·J. :-;:{veia em :r:.\.x-L. Adel!l.t.ds, se ti veTmos éi.l.tz..c 

tais f'ator&çÕee, dig.~.;~-~~ :-

(J.O) :r = P:_1.P2 ' " • !?r. 

{:t_() .0 
:::~ ':.:..1 (;.;J 

,. 
" ' ,. o -~ ~ ... • 

' 



on.t;ao r 

tc1;::.ente 

·- 8" 
-: , .. , -~· .-,. ..... ,~ ~"' 

I'l;t ·- Cig"i ~COJG. e 1 _El'~~ :-i\.J.:ea -~-;~··Jc\ :1.,..n 

~}::m:.tcn.E'.traqao ,, 

'.Jl_-,_E 

Caso f seja il"'"L'ed:utivcJ.., f<tUo. ,;cú:~o a 08:,_::):.,;_-,::·:~rP.-~i.'.. · --:.:: ;~ :1, :1: ··• ):;•> -:i.rY1-t.1.çac _r-r;· ( • ', 
•::>' ·- ' 

·- ' ' .... ,, .• 
'-'l!.J)O"ü}J'?c?'!IO::. er:_t,.~ :' I 1.~8. }~;:~."':l~El. 

<7'\-'' { J.~ \ ( :-:r.,_,_.. f f ) /;'.)""" \ o• '- ' -
h 

3.:r:i:'Bdt.li.::i7ê.d8 ~ e ass-~tu 1 ·t;·Jx:itê·'J c- 2:;.~~ 

·t;O;;:>t:JcÜ:o., • 

o c ,. :,):~." ~= q1 Ç;_2 
('i 

":i. 
~:-:r~ fn~c :-:·.(:; ,_:;;_~.:k:~-~·,:··i •. 

. y:,-, .. •(:<;, .. 1 .,.-,-• ... .- :':; . ..-.v-. 

., 
':). ~. c 
.. J. · . 

<"(.- (\ 

•1- ·•• r 

à menos aa oj~de:m dos favores., r~ 

.... _. '._., 

.(•i,;;J ),:.,.) 

. Ne. üe C0!:1p08~lÇâ0 ( 10) rodo o-:.:or:r·ó":.:C 

,_ ,. ,_ 

),' 

~Í_ /" q 
., -·-- . .., <·:-.ú: '·; -· .·, -.~- . ...-·.· . 

. - ,., 
,-
' :: .. ·---:.. 

" , .. 
~--~o:>: 

· .. : 
\.I ; ~-

-- • ., .,. J 

·' _, .:. ' 
' ' ; ·.·.·: '.,_ ... ;:. 

..... ,_ - - ---~ .·.,. 
._,., 

._, ~ ·•: 

,-.·· 
'-'· 

,) . '·'·--· 
. __ -

·; -~ ~ 

···'·•"'-' 

·- c P-ir r-::::r:no 
'·' 

-c ·.,.,, ,· 
' ,..,. 

,~ 

-.. ' 
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polin&nio denomina-se Jt~~,RilllQ .U..ii.&il~ ~Q~DJ]ú {m •. k"C'"' ), de f e g, Co
mo fg E '(b , temos que 
(13) fg = md , y.a:ra a1gvn d tê X ~i:] . 
JJesde que mE. fu, êle é u:m ).ffiD~tiJ_::lo cors:t.lB ele f e g .. EntÜo n6s temos, 

(3.4) m =f hl. e m ~ ,g h2 , 

De (3.3) e (3.4) vemos que :-

f g "' f h1 ô. ou f-{ g --l!lil.) =o, 
como f F O e K(x) é 1,1ID .domir.üo Ue il:-:t;~:g;r-i<lad.e!) o1yt;emos 

(l.5) g = ~il_ o 

Anàl.O§amente, obtemos :-

(3.6) f = hni\ • 
<-

As equaçÕes (15) e (16) mostrem '""e d 5 um divj.flor comum 

Da definição de :m,.mo c., m é um }_')t').i:n6li1io de menoT grau em 

outro lado, se d 1 é o :m~.O.cc .. de f e g~ então o polin$mio 

fgd' ~ ~ 

de g e f. 

(0 , Por 

é um mdltiplo com~ se d :f o r tun 

divisor próprio d? t entf{o o poJ.:i.:-J.tV.no ~ te~·;::_u ern.u menor (ftle o 
n' 

Provamos o seguinte -teorem2. .. 

-====-=-=-=·:=--::-:;:-:.;.:."' .. = ,__<) 



Dado um. conjuJ:r1iy A.., não '!}â.Z~~.o~ inO:.tcs.mos porg 
< 

.A_xJ\:;-: { (a(fõ) ~ a~b€ .A~?~ 

o FllODl.Y~O OATIJ:ESI&.,'W da A i"JOZ' Ao Todo t:Jt;.bCoi1J··~.!:<~'~ }! d·.) A x .::.~'1 á :,;-;;·Õ<, 
--.~·-- , . .,.. ..,_. - ,. . 

.. ze qu.e ~ti ~ eotá rele.oion..ado ~~om .b_. 0 e: flen.oterr:;~t; pn:!e• s.:Gtb~:CJ.::,-~,3 Ç(t:,.'<-, 

.,,, 1 7 ""- n '"' !'1. "' R~~'C"'O ·r, .. ~ ''''1 1 ·,..~~·t\ ..... "";·:r"\""'"h ,.."" A !;) -~ u:r<M re aça ....... 1. e.o.a. ~-t~ ~J wxa ~~2~ .. '*---- .~ ~~;;;-.±.,.;~ ;-.:.,..,; ~ ..._.c a.., :::;~-· 

guint~s propti.,dades são eat:lsfeitas~ 
(i ) .!.\Etli~i.\ e V a<=.. A , aR.'<. 
(ii)f.!!ilii.rJJ.rg_'Í: • \j a,b"-Ar aRl> '"-'? l>Ra, 

(iii)~ll.!lll4 ' >./ a,ll,cE A, i. aRóA bRc) 9 anc. 
Sendo R uma :t"ele.ção de eg_v..i-qe.J.~ncia em A e aRb, dik:;-f3ê/ 

]SJTJI,Y ltLEN~ à ~ " e 

El':EMPWS l --------Entre números rncionaj.s~ 
a R 
õ 

qu.e u 

é u.ma .x-elação de aqtdwlência .. Ess:;_l. relaçãot 0 a deftll:.l.çâ'c· ux,.ual i:>:, 

Nig..:tsldo.de " entre n1'Í1n...€ro:a racionaiB-"'l 

E"ill. g-eomá'trie.::l' não se costuma dizer, qu.e n.rn .. 'J. reta é p<::í.r--a1cl~1 

à. ela mesmaofliaS se aGsim fizel"L"l.OSt IJ COr.I.Cei""GO ele "pa..:r.aleli3ID.01
i !l d' 

uma. reLação de eqnival6noia 11 entre !."'e·fias no ple.x.'!.o 0'1- no &~}.~aço m:.n.L::<•. 
Existem várias relações de equivalência em g~JO.ilt~tria., Po!.• ;;nt~:nnplo, 

congl."Uância de tr:i.ângu.los, seme1hança. de triângãlc~; etc., 

Seja R wr..a. relação de equi:rnl.ência em A e e E .Ao Deno:ni:r~-ae 

,.Çllf.;§§..~ ~ ]S.Yl.YA~C:f.! ãe1.re:."winada pelo e:i.smento aÇ;, A, go .Bubccnju:;_~:;-, 

iJ ...,~, ~,.,,, ... ,,.,y:o de e·~~~-i,...,...,~.,~<a ,;; ,...H.,n""- 11-~ ··t:•""' ....... "'1J·,.,,...,.,:",.-. """' :•·'· ,....,.. .~, ·"'=::r=• ':1.'..:> ~·""-'"~ o.:- ... • y ~ '-.l.""<:<o"',.: ,u., .• ,~,,.;....w\.>..1.:;u.~ ,,,<;;<,it'''u ~,~ J • • · 

da:Je~t ~ S-~ndo '-lu:s no casa da tgrt?;lüa;iel' ce.da c1o0sa de e!}JJ:.:t'V~' • .lÉh:~c:l.s 

su.i UL"l tl"~J.:tco olc~nto<l 

·~r.>~.,,·<;i<•.- ... -.'."-'~.·,· A.' .. , .. _,,.~ ""'Z·-"'"'' - ,...~ -~~,.._._~ ·""""·''"' -·-- _ ~' -"· .... _....,,., w._,.._"._.,_.. t:~ -~;J O.t·'"·.:··''-j ·-·~· ... ·,<_~, 
~' > ._,.._, -"' 

_&.P!5::..m~ s.t'.e ü, b~ I-r·sc.-., i'!.o.0: ra•.:>J.c:,n::.D.:ÃJJ 

ca 
•;'>''' ... ., 

( 1 ~::.·? o1. __ L'ii w qv.e y::~o;:--·,::. 

I= 
~-.-; !i'P i~o D::: :fr.;:J.;u 7 
a, f:-~ A 

...... 
. . -·---;-

'" .- .. -, ,._ 
r""·'-' 

,_, . 



Com essas três propriedades das olaases da equiftlêDOia, -ri-se 
ràcUmente, que uma relação de equivalência em um conjunto A, detel'
m:!.na uma • partição. • ( as olasses de equiftlência } no conjunto A, 

no seguinte sentido! 
1) Todo elemento de A, está em alguma classe de equival&noia. 
2) Dois elementos de A, estão na mesma classe de equival&ncia se, e 
sOmente ae, êlee são equivalenteso 
3) Classes de equivalência diferentes, são disjGntas. 
Por outro lado, uma partição de um conjunto A,em subconjuntos diajuu
tos, pode ser usada para se definir uma relação de equival&ncia R em 
A. Basta considerarmos aRb, quando a e b são elementos do mesmo suL~ - -conjl!.nto da partição. 

B.2 SOll!AS DIRETAS. - ...... ., 
Seja V um K-eapaço yetol'ial de dimensão finita n. Se;ja.m v1 e v2 

subespaços vetarias de V. Então, - . 
' I v1 + v2 = Í. v1 + v2 a v1tV1e v2«V2 .I, 

é um subespaço de V, denominado SO!IIA dos subespaços V 1 a V 2 • Quando 

v1 e v2 forem disjuntos, diremos que o subespaço W ., V1 + v2 , é a 

SOMA DIRETA de V!!. e V2 e denotamos VI .. V1 <ilV2 • N3ese oaeo, um VB-

tor wl:. VI, 
( 1 ) 

se escreve de modo Único na 
w = v1 + v2 , v 1 ~S V 1 

De fato~ suponhamos c1ue w = vf + v2 , 

De ( - 'h temos que t 

forma: 
e v2 E. V2 , 

VitVl ev2t.V2 

v1 + v2 = vi + v2 , 
OU Vl - Vi "' V2 - V2 o 

• 

como ( v1 - vi )€oV1 , v2-v2ev2 a Vl e v2 s6 têm em comum o V<l'tor nnl.o 

temos que ; 
v1 - Vi = v2 -v2 = o, ou v1 = Vi e v2 ~ v2 • 

Queremos extender a definição de soma dire·ta, para VI'Írioa sub
espaços de V, Sejam, V~, V2' ••• ,Vr' subespaços de V e seja 

( 2 ) w .. v1 + v2 + ••• +v,. 
Dizemos que W, subespaço de V dado por ( 2 }, & aS(~ PIR§WA da 
v1 ,v2 , ••• ,Vre escreve-eG 

w "' vl E!J v2 Ei\l • • • E!J "r ' 
se pera oeda 3.= 2, 3, ••• , r, o subespaço Váé disjunto da soma 
( 1T J. ;- v 2 .,. • • • + v j-1). 



Pode-se verificar, <ro.te IV dado por ( 2 ) 6 a some. direta de 

v1 , v2 , ••• , V r ee, e eànente se, cada v e. w, se escreve de mo
do tlniao na forma: 

v ;:::v1 +v2 + ••• +vr, v1 e.v1 , i ~~::.l.,2, • .,. ,r. 

De fato, suponllmnos qu.e cada VE. W se escreve de modo lÚlieo no, for-

ma, v==- vl -t- V2-t- •o•. +V;ct vi~ vi, i ;;; 1,2, -e e ,r. Seja 

vé_Vjn( V~.-V 2 + .• ,. + Vj-l ). Então, v E( V1 _,.V2 + ••• -.-Yj-l ), 

-logo v :;. v1 1- v2 + .. (>, +v j-l e v e V j'~ então a única 

como ume. soma de veto:res 9 um em ce.da V. , i = 1,2, 
1 

exp:t•essao pm."2 ;.~· 

. " ,r, é : 

v "' o .. o + ••• +o ... i:!) ~ o + ..... o. 

Assim 

Para a reciproca, usnremos 

; Vj'-l= 0 0 e V= Vl+V2 + •••+Vj-~ "'O, 

indução s8bre r.. Pnrn r ::::- 2, já vimos 

nue a so:mr.::. direta .. imnlica na unioidade de se es erever 111ll vetor - ' . 
v de Yf como s oma de vetores de V1 e V2 • Suponlmmos válido para :r-1, 

r j 3 , e vamo e most:r~r pa:ca r. se ja : 

v :r.o: vl + V2+ " .... * vr-11- ,~r r= wl.,... ii''2 + ""' .. ""'"wr-1 + wl .. ~ 

Logo~ 

( 3 ) ·:rl +v 2 1- , " " + v r-1 -1 wl -w2 -o "' ... -wr-1 tr:. wr -v:~ 

e como o primeiro membro ele ( 3 ) é UID. vetor do v1 + v2+,.,. .. ~v ~e o r-_t 

segundo é de Vr' e vrn( v1 + V2 + "., ... +Vr-l ) ;;-.;.\.o)~ temos que 

v-
1

.. :;;; wr .Logo v fica : 

' 
e da 11.i:pó·Gese de indução, v

1 
;.;:w1 ,._ i ::;1,2,_ .. .," ,r~l~ 

.Assim,. uma definição alternctiva do fato ele que W:.: V1+ ~ .. .,+V~~..~~ 
é a SGIDE! direta. dos subespaços 1J11"'"'o ~ Vr~ {J que cada vetor VE:. W,se 

escreve de .modo único, 1,1.11 forma : 

v :: vl +V2TOQG t-V:r f vi G vi,; i ~ 1,2!1> OOó tr~ 

TEOREL7A l ----
" Seja V UE K-espaço -..,~Gorial de dimensão Hnita n. Sejam V1 , •• ,, V r 

s u.bespaçoo de VÇ> A?.~f'imntiw.s abaixo, são ecjuivalentes: 

(il v .. v 1 ev 2 ~ ••• e"l'... r 
(ii) Sondo ~'base de V. , :1. " 1,2, • , , ,r, então ~ a w ~i .:] 

~ ~ 
be.se de V 11

• 

·nemo:ns·lJ:raeão .. . . 

(;,) ~ (i:t). 
Seja v E. T.J~, 1JllCJ.qn.er .. En.tão; .. . 

( 4-) '7 ~v 1 +V 2 + •.-... -·.·Vrt 'iliE.Vit i ;..:;J.,2f <~>,...., •I't 



de modo único. »e;ja <Th1 =\e11 , e12 

i = 1,2, .... ,r. f5eja. Oà :::; ~~i 
"l n2 J.~l 

" • •. , eini) base de V i, 

• De ( 4), temos qu.e •-

v = Í:,a1 J.e1 ; + !"' a 2J.e2J. + ... + 
J=l . d j;:ã' 

isto é,~ gera V, 

Seja, 

=o=o+o4-

_,51-

o • 

0omo o vetor nulo de V, se exp:rime de modo único como soma de veto:Pos 

v1 p-u-2 , .... ,vr, v1e._vi' i = 1,2, ... o ,r, temos qae :-

!li 

L a1 .e. . •· o ,1 i = 1, 2, • ,., .. "r o 
j=l J l.J 

Sendo õ2G. - I e e 
-lil'i2' ... ,e.n l base de v .. , i 

J.. iJ :L 

aij =o~ i ;1,2, u .. ,r e j .;;:1,2, 

(í7:r são lineannente independentes. 
(E)=?(i) r 

Como ~=W ~é 
r;ue : -

= 1,2, 

Isto ~' os vetores Je 

Ullla base de V, tenwr; 

Mostraremos q_ue tal soma é única., Suponhamos CftXe :-

v ::: Wl + W2t"'"t" + \VT t· Y.'"i €, Vi ' i = J.,.2, '""" ,r ., 

Desde que Íl eil ,e12 , .. ., .. ,o1n
1

) é uma base de V i, u1 ::: biJ.eil + ., .. + 

+ .. + bin. e in. e então :-
J. J. 

v :;; bll ell -r • ~~ +- b~ eln1 + ....... + brl erJ. + ~ " -\- brnr ernr 

sendo /?truma base de v, aij ; bij , pare cada i e cada j, Então, 

v. =v;. ,. i :::_1,2, ... " ,_:? e v se eocreve de modo 1..illico como DOIJ..!J, C'&:. 
:l. J. 

vetores v1 , ...... ,vr., vi~\':;_; isto é,. 

v = v1 El v2 G · · ·e v :r • 
C'., qo d~ 

Pode-se conclu..ir d:"'J tr1orema 1" que se :

V "' vl G v2 e . . e v :r ' 

então dim v = dim vl + dim v~ . .;. ....... dim v r. 



Seja L wn operador. linear de V, Durante t&da eaea dissertação, 
destacou-se " decomposiçÕes." de V em 

v= v1 ev2 <9 ••• (f)Vr ,. 

SOIII!l. direta :-

onde cada v, ~ L-invariante, Com uma 
fica determinada, pelas açÕes de Lv 

l 

tal decomposição, a ação de L, 

• Lv , o • o , Ly , restriçÕes 
2 r 

~ 

v = v1 \- v2 """ 

de modo ~co, isto é, os vi~ vi sao bem determinados e 

Lv "'Lvlvl• Lv2v2 .... ••• ... Lvrvr. 

Nêsse caso, diz-se <Jle L é a §.QJ,j! DI!lliTJl dos operadores T._ - T -v ,J.Jv , .. ~ .. ,~v 
1 ? ' - ·' 

dos subespaços V1 ,v2 ,.o.,Vr , respectivamente~ Denota-se êsse fa·to pc 

r.=Lv.eLve ••• GJLv· 
1 2 r 

~ 

O anrl1ogo desea situaçao para matrizes, pode 
seguinte maneira. ~eja (%i uma base ordenada para 

o teorema 1, nos afi:rmn nue se V "' V ~ v, @ ••• 
l -

ser considexado da 

vi ' i = 1,2, ... !"r, 
_u~ e v.,_. • ~ - :!! :1 ji. 

6 uma base ordenada de V. Assim é fácil de ver-se ~ue, sendo :-

A= [L l e A1 "'[Lv.ltl'>.., i "'1,2, .,, , r, 
(fi; l., "lfi 

então A tem a see;uinte " 

AJ. 

o 
A = 

• 

o 
Nêsse caso, diz-se ~ue A 
e denota.-ee :-

fo:rmn em blocos 
o ••• o 

A2 ... o 
• ... • 
• ••• • 

Seja r um subespaço vt~tcl"ia.l de V. 

GRUOS riTODULO Vi se, e somente :oe, lv-u)EW. __ .. __ ..._, --
u:;v {mor}5 W)~ 

" ,_ 

Diz-se que u,ve.v, são CON--
Denota-se êsse fato por:-

Observa-se a analogia dess''' dç~finição, com a congruência m6dulo m, no 
aonjttnl;o Z doz números into:;_ros .. 

V ames verificar que c Jng 'ulincia módulo W, é uma reij:ação de e gu:l-, 

em. V .. 
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v:v (mod. W), pois v-v "'~Vi. ( i ) Reflexiva. 
(ii ) Simétrica. Seja v;u (mod. W), isto é,~u-v)E:W, logo -(u-v) = 
= (v-u)€W, ou seja, usv (mod. VI). 

(iii) Transitiva, Sejam u;; v (mod, VI) e v~ z (mod, VI), isto é, 

( v-u), (z-v)EW, sendo W um subespaço vetorial, (v-u)+(z-v) " 

= (z-u) €_VI,, logo u·"S Z (mod. W), 

llssim, congruência módulo W, determina uma partição de V em 
classes de equivalência, sendo ~ue dois vetores u,v'é V, estão ns mes

ma classe de equivalência se, e sàmente se, u;;.v (moa. w). Denota-se 

'à classe de e gui valência contendo o vetor v, por: 
V ou por v T \'1, e têm-se que : 

v;;; v""'"w :::{v ... w : w é wS .. 
S~ja, V/ W.:;: \ V+W: v~v5 .. Define-se em V/W, as operaçÕes üe 

adiçiio e multiplicação por escnlnr, pondo-se:-

(i) Adição, (u..-W)+(v..-W) = (u..-v)-~ow ou ü.,.v = u ... v 

(i) Mnltiplicação por ee;calaro a(u+W) = (au)·.VI ou aÜ =ã'ü. 
Deve-se verificar ('Ue essas operaçÕes estão bem definidas, into é, in
dependem do particul.ar representante de cada classe de e <:tti valência. 

ile fato, ceja Ü = ~ e v = v1 • Então, (u-ll;t)E. W e (v-v1 )e, W, e sendo 

w subespaço, (u-~) ... (v-v1 ) = (u+ v) - {~ +v1 )E. w, isto ll, :;;-;v = 

=_":l_.,.v:J,.: Ainda, de (n-~)6W, temos que, a(u-~) = (au-at'J_)E:-W, istoé, 
a1,l ::'. 8.1..1.1 .. 

:E fácil de se ve:rificar, Que eom eosas operaçÕes, V/'~~ é nm K-ce

r.aço vetorial, denor.ainado ~~·.Q VE~ORIJlL ,9UOCli.IJT:C de V poT \'1, cujo 

Gletlen to zEoro é W = Õ , 
~ 

i>S operaçoes no espaço vetorial. V/\., :fo:ra.m definic1us, de modo 

que a fEYQ.{;.Ç!Q. NATURAL :

e , v --...:,.-- v ;w 
v i ·7 - 9v == V-t- W = v , 

~ lineal~.., De fato, e{av~u) =av .. u ::ãV+Ü =a V-t-ü ;a 9V·\--9u. 

TlOREl.lA 2. --
11 Seja V um. K-espeço vetorial, de dimensão fin..ttan, e \'1 um subecpE!ÇO 

vetor:i.al de V,. Seja t w1 : w2 , .. • .. ., wr J uma base ordenaclf'. de Y,l e 

\ V1 ,V2 , ...... ,V
6
1 tl.II1a bo.se ord~mada de V/\Vo rntõ.o, \v1 ;V2 , .. u;V

8
, w1 , .. ~ 

"" .. , wr) ~ uma base ordenada de V,. Em :Jcrticulnr, 
dim V = dim 1 +r ;_m (V/W)." 

nemonstrrção,. 
Seja v E: V, qUalquer. J)es< 2! que, 

orde:ne.da de V/W, temos qu.e : ·• 

- - -v =a1v1 +a2v2 +,. .... +a
8
v

8
, 

••• 

dai, v :::: a1v1 .,. a 2v2 +- .e .. + aE;vt:;'"w , onde wt W& Sendo\w 1 ~w 2 , ....... 1!w:r-~ 



V ;;::.Ui'IJ1+8.2V2 .f- uo-t:aSVS+~Wl-l-b2Vi2 + OPQ -4, .. ÕrWr t 

isto é, tv1 , ... a , v
6

, w1 , .... , wr) geram. V., ~uponhalnos q_u.e:

( 5 ) a1v1 ~ a 2v2 .,. ••• .,. a
8
v

6 
+ b1w1 .,. b2w2 + .... + brwr =o , 

entêo,. 
a1V1 -t-e.2V2 + ooo-;- a

9
Y

8 
+ b1w1 -r b2W2 -t- ...... ""\'" br'Wr ;;: Õ = w , 

e como wi~w, i = 1,2, ..... j!'r, wi =Õ'" e dai:-

(6) a
1

v1 .. a2v 2 ...... 

Benüo-\'V-1 , v 2 ., ·~-~~ \1' 

da 1Jj\l' ~ de (6) vemos 

"1 .;.:; a2 = 

- ' v 
8 

\ linearmente independen~Ges, pois é una L'<'l.Se 

que ·-
00. =a a = o. 

Daí (5) se :rec1uz. à ,_ 

e senão\ w, , w2 , 
' ~ 

Isto é, \.. v1 , 

pendentes .. 

~~ 

••• 

bi'ifl+ b2w2 + .. o" + brwr = o, 

, w ·"\. base de W, temoc: q11e ;:r, 

,. vs' wl' w2' 

c..,. q. a.';> 

w} ' r 
-sao ~inenrmentE indo--

~t ~-'Bjam V um K-espaço ve·torial de dimensão fi11ita. n 1 L um operador 

line::!r de V e w um s.'U.besp.nço de V, L-invariante., Então, L indu.z u...m 
- I ---o·;1ex·o.dor linear L em V -i'l, definido po:r L v= Lv~ t.Jendo L, zero de al·-~ 

gu.m polin6m:Lo>~~ então 'j; -~ambdm será zero dêsse r:olinômio,. Em particu
lar,. o polin&n:lo minimal il.e 't, divicle o polinfuil:to mininHl de L .. n 

Demonstração ... 
Devemos mostrar,. de início, que 'L esta bem definida" Isto é, 8G 

Ü ==V, eL:ttão :L Ü =L V., fjondo, 'ü =V. tamoe que, (u-v)G. wli e como W 

é L-ir.vu:ríante, L (u-v) ; (Lu-Lv)~ VI, ou soja, Lvs Lu (mod. Vi) ou 
1ü ~r;;: Dai, LÜ ~Lü ,.,.],V =L'Vo 

I(;oatr8:t"'Gmos agora que L é linear,. Tie fai;o, L(aÜ +V) ;;;; ~~.,."~ .,. 
:: TêJ:;ü";LVJ ~ aLü oi> i v ; a L ü +L V,. 

- - I J?asse!;::os a aaserçuo final .. Para todo ui::. V,\,, temos qu.e :-
-- -.'-- 2 '::"- 2 
t 2 ii ,, :r}' u ~"t\Í::üj' ;J;(lii:); ('i':)u.Entilo, lo~ ('L). Anàlogamen·~e, 

.... -;: n 
SEmd.o mato :preciso, po:i" :"LndY'.çao, conclu.i-se qui", It ... ::. \f:} "pt.!.ro. t:cõ.o 

·teiro posi·i.ii vo n~ Assim, l<-'),l"' t qt1::.tl{lt.1er polinômio .,...,. 

f(X) 

.. ,~,:tl, 
·-~. ' · . .'.:i • \.,, :;;:; 

J 
f{T,) 
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7CL)" "' o ~ w = :t:(L), 

isto G ~ ·y ·!;r~Jnbóm 6 zero à. e f(X), como tJtwríamos mo:rwtrar" 

Vemos ver um exemplo, n:w ilustrará o o conci tos instroduoz.idos .. 
I,;.LI.:I)LO 2 ~ 

~-:;aja V.:::; R3 e W =- ((l~o,o)), j_sto é,. W é a reta rx~w-Lndo , 
·c,on·Gof; {o,o~oJ D (l,o,o) de P.-J"' Para Iilelhor clercza geométrica, 

p:.; ... ee.:;~t~n.~emos o elemento {a, b,c) de R3 !' pelo segmento orientr·do 

in:Loto no poniio {o,o,o) e extremj.dude em (a, b,c) (ver fig .. l) .. 1~ 

veJ.os 

re-
co:u. 

C'l f'.,,~ ·-····-· 

nDrr.JOB vct;orec doe feixcc~ ou mu.lti}llic.s:.:rmo::· tuJ vetor do fcd.Xt":! pc:to 

cccr.l~.r. :t:':ose:_: feixes~ eLo e:re.tame'":te os elemeniíOD r;_e V/1:'·i .. Irúo teo~~ 

ren::.c:!. lr d-im(V/,,) :::: dim V- clim '.'/ :: 3- 1 ~ 2, e \ "(o,l";õ),~[c~~-Õ,f} 5 (~ 

·am2 tese ordenado. de V/' ... A aplict~çüo :nt!"lm.rc..l, ascocir: u c<-~· u <~~b,c} 

de RJ ;:;_ retn de R3 ,parolelr.t 8. Vi pacm.mdo por (a~ b, c) .. 

(:fig. J.) 



I..:t:;:m.·b~cc--:.mos qt1e, a me;o;cs que se explicite o contx·<J'.rio, V üonota 

1.:ur ... :~.: .... o~:}~D.qo vct;orial de úi:':'lensCo i'initn n ( n 1.-1) e L um op~o~raü.o::r. 1:1.·~ 

r. e c' .r fixo ( w:ts a.rbi trúrio) da V.,. -~,e ja v U.li1 Yetor, no. o nulo, urbi tr~rio de V., Coneidcre.r;:.o~~: t'. e e-

vetores :-
( ~ ) 
. I ' I -2 v, ('t, ..L v, ••• 

Sero.ó.o d5.m V :':: n ftni te., c-:iote 

t;<:~l {;iW us ~V"ctores v, Lv~ t 2v, 
e in"t;eiro r, o~ r4 n: 

dentes, c J:r' v é v..ma co:1:1binação linec.r dênceo vetores cor.'l coeficien·~e:! 

icto 
( 13 ) , .. 

Consideremos o pol:i .. nômio 1t.'1i ttrio :-
( 9 ) l)(X) ;;;: xr..,. a 1 xr-~l-+ ..... -t- ar_1x + ar • 

Eni;ê:o, 110 e-se reescrever ( 8 ), pondo·-se :-

( lo ) p(I,)v = o • 

Considere~os o conjunto :-

m (v,L) ~ \f'~ K(x) : f(L)v = o\ , 
F claro que t2(v,L} é nao v~. zio e tem })O.linôrrdo :ne-,o nulo, pois o pol:i..~·

nômio mj.nime .. l m(X) do oper~dor linear L é tal t.:.ne m(L)v ;;;;: o. 1tdemaí~1!' 

Di(v,L) <!um ideal de K(X}, pois pare. todo f,gt!.I(v,L) e toc1o aE'K, 

tem-ce que ~ ... 
~(ef•eg) (L):. v= uf(Io)v.-g(L)v ~ao"'" O~ o, 

i~:i:o 6, (c·f""'e;)~r::(v 1 L). Como todo idecJ de K(X) é priciJ1n1, exiote 

em J:,::(v 11 L) um único f?Olinômio unitário ffi.v(X) do menor crnu, gerador 

de rt(v,r.}, O -,··olinêmio Jn, 11 ~denominado o_ ... ~-~ . .illii-:!.:.DOR do vetor v,. 
Como :r·ccsaltc .. m.os v.ci:rrw .. , o polinômio ml.nir!l<-11 m .-:10 OTl01"[•do.,. linsr-,:t' 

17 ec·tá em E(v,L}, logo Llv L1iv:V1e m, poi'. todo :rolinômio fE.F(v~L) ,_; 

éd.vicívol rol~ ~ .. 

t:v.ercmoo mostrar! -:_;ua o JJ-a.nulf::..do:r. 

p e.e: .. do por ( 9 ) o Basta fi('; -:t:r·arr.ltOS : __ :Ue o 

de v t ~3 o :poli.nôni o 

nolinômio u é o cte 
' -

~ -,., b w - " 
"'"" ";' ~<:; '-1.,'j1 + sv - ... , ..._--...li. 

me:r:wr 
" no.o :r.~•JJ.ü 
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Se ;ju. da V .. 

T ••• ~··'l111 .. , •. ri--,-.--e~ •.. ·'er>P:1_ .. _e.··, "Ctc·:·:vop,' h(,'R •. l· r. o<::: "'J.' e t:> .,....,<""' ~-·ct·i ,,.,.,,.,...,~ ... --,.. ,_w.__....,__.. ~\.L"' ,. -'-"- ""'-" - .... v_ 2!' .o .I> I.' ' "'!l J J.c.;;o<ct .. ' -'-''"'-'to;.;.Ji."" 

11 o \ 
\""'-,! J 

tnl q1.1.e ; ... 

o t ::x:.r<-'- tcdo Y S V,. 
.. 1 ,. 
·- . ,. i:::' ·- " ~ ~ n,. ik:.í, 6 é FID !.1Últipl0 COTI11.Urt 

como o . olinfiio ninlllal mt é tc..l 

que' m(L)v :;;;. o, _:!ara toc1o v· de v' telilOG CjU0 mv divide :m, Po:r 01J .. tro 

lr·c1o, de (11) e da definição de polinômio m.iniJTl_al, temos çue m di---

v"ide m, .. Como m e -r.o, são uni tfrios, temos que êles eoincidem .. 

( ) r r-1 
Se;ir ~~ } .. ;;:: X "'"a1x + ""'""'~"'ar o L-tcnula<1or de ·vE:-.V,. Lvg::-1 

(12) -~v, 

' -c.ão lj.ncar...nente 

(13) 

2 r-1 1 Lv,. L v f .. o.,. L -v ..i, 

ini!epenc.entes e 

-av-~ L-.r-r --·r-1 - ••• 

t~uando v íf o, os ve·l;oros (12) s&o l.inea:-t'I!le~_te independentes, logo 

ceran. um subespaço de. v de dimensão r' o c;uul c'.enominamoo m~Ç.Q 

_k.CICJ,JCQ S!lJ!"-'ill por ·~r, e o deno·tamos por· C(v,J:.) ou simplesmente por 
C(v). (,:uo.ndo C(v) =V, diz-se que o veto1• v é mn VBTOR CICLICO re1'1·-- -
ti Vlllil0nte à L. P.demaic, pera v ;;: o, coloca-se C (o) ;;;; ( o ) • J'l.. nomen

cl,turo. é uugerida por (12) e (13)b Os vetores de (12} for.m:,·!!l •.1.ma bH~· 

se IJD.~·a. C{v)s- v f o .. Dai, temos que C(\t'") .á L-il1V'"'~riante, poin I ... levG 

o prilJlBiro -<.retor bé1sico~ no segundc, o 8ee,undo no terceiro, etc. O 
•' ~" 

15T~:Lmo ·v·etor ·básico (:L· -v) á 1eYadc _por L em r./· V-: '-Ll.le por· {13) 4 r·~_,:__;. 

' ·r,~ .. : .. ' ::; cc. ... o ... Jr .... çvo linear ele {12)" Em 11nrticv.lar 11 

w ::: g(:r.~)v, par::.. e.lf31XJ1 gE, K(~~Je 

(ij_) se:ja ~'l."'(mv) :=r .. 

:r.·m.'lTI..''i!-:t V!!IR bn se parid... ~y ~ 

08 



.'., ·; •i ) 
\.<-~-~ 

,·'·1 \ (:. ·'"-i·, '.-) .. \.t..-, 

L n"' 

~ 

sno 6b""ias, 
(iíl.). Seja 

" ,··,§. P ;::~ nl•!-~,.,, .... ,?1?"Juon <"<c; xn··, 
- '-"~ ~-'"'-""'"". J- •• ~ ... ---'-~" 

g~E\):), arbitrá:éio~ Ln:GÕo, 

m,.(T)g(L)v ~ mv(L)g(I,)'r = g(J,)m. .. (L}v = g(L)o =o. 

Armim, m\ ... CJ:) leva toU.o vetor de O(v) no vetor nulo~ !lOi.: le

lffi}.'é., cc.d.E vetor básico, ~v, Lv, r.Pv, .;,"'", Lr-~ 1, no vetor nulo~ 
~ 2 "<..r-1 Bar::ta -Go:mnr g como se11do os polinômio l, x~ X , .. .. ... , A ,. recJJec ... 

tiV''drJante, Além dissó, Be f é tal qtJ.e, gr(f) ( g.t'(mv), não f"e pede 
~;ç.;· t('.L) :; 0~ ~)e ff\tCr se f(l') ;= 0, :f{~C)v.:;;: f(T))v =o e r,.,_-.(·J~} /ar(T1, ) 

t:r· ·-. \o . ·y-· 

CCir(·_:·;.::,:cj_IJ,lidO a definição de L-aTI1.1.lvdor. Isto mostra q".;te Til e o pol-i·-. - v . -
'lO···.,.,.,.; O m;( ?'.; .,..,.--•.• ..,_... ..;.< . .;..;iN<. ele T, 

c .. q .. d. 
Uma conse(~ência do teorema 4, é gue oe v ~ um vetor cícliCú 

r1e L, enti:o C(v) =V, e dni gr(mv) = n. e ~ ~ m .,; <:, is"oo é, os po--

lil1ÔEioo minimal e cnre.cterístico co:tncj,dem. DemontitrE:rsm,cB EJ. eer.uir 

r_rJ.c existe um vetor v em V, cujo L-anu1udor é o })oliD.ômio mfniEO::~ de 

L .. Logo, teremoo qu.e : " L possui um ... .-e ter cíclioc se t e s<rnente se, 
os l~Olinôm:ios rafmime .. e curecter!st~uco de L são idênticos :I.:. 

Jtil~l 
--~; f.lv.ponhamos que o L-a.nu..lac1or dos vetores v1 e -r-2 nc..o relc.tiw~nentc 

primos .. }.:n.tZ:o, o L-D...1"1u~ador do vetor v : v1 + v2é igual ao p:::-oduto 

élc.<> 1-'.J.nulndoreo de v e v "~ l 2 -JJenon-tre.çao .. 
Sej~:.:.m m

1 
e m2 os L·-anulcdcres de ·..r1 e v 2 ,respe.tiv-cmente., ~B~(a 

gE.!:l(y,L) ~ Il(v1 + v 2 ,L) 7 arbitrário. Logo, g(L)v = g(L) (v1 -t- v 2 ) "' Ó 
--Ent;v.o., 

in··:·s·X't,:?m.à.o--cc os papéis ; · -,1 e 

m2 ~ Sendo ~ e m2 relati·: -.1.Ilknte 

r..12 9 cheg.:..".-se que G 6 ã.ivü:n:ive1 
p:v:-imos, e g di Yi n:í>.rel por !!l, e 

~ 

c; é c1:tvioíve1 · )r :ru.,n:.9 .. :F:envc::·.mo8 ;:~co todo g E L{v~I,) ~ c.:.:.··-
~ "" 

viGÍY·9l por ro.1:m2 , em par 

ln'l (L) m2(L)J v = m1 (l 

lcrlart mv ~ div:isfvcl ::;;1.1r ml~" Couo 

m. (L)v2 + r:2 (L) m1 (L)y1 c o.;.o =o, 



ÇUG 

... 

Ll.I.Lii. 2., .... _.~ ._ 

1
., 
''-2 ~ " •• (r 

-i.~-

rl 8uronl1amos que o }J01inÔ.mio n:Gliir\0>· T.f.l. de .w, 

1inôm~!.O irredutível p em KlX 1~ Entf o, existe 
1 ... anu1ac1o1· é m" ~ 

é mn.[c potência de li.JD ·oo~> 

tUJJ. vetor v em V, cujo 

-De:mons·trLçao ~ 
o 

Sejam =:p~. Sejn ••• ··~m" b--· c-"" "~r~ -~r r_"'.·"",...., • V-<..<. '-"•-•v (J.,. v~ ._>ç: J .......... ill1 ~ ~ ~ • r.oil ~ 
-. .)J.' 

os 

n. 
3. 

r.:as m é o m.~m. c" 

:~ G 11 ~ :res:poctivnmeate. 
g:-c (m_, ) ) c 1 tc:w-~se r:ue .•. ,_ 

logo onc12 sáx 

o o o 11 sn J ;:: s e o polinômio m.{ni1llO -. de L, é ) j, o L-anulL..Uor de 
to 6, s. ~ s. . J 

TlmHH:JI. 2:_ 

\ " "--'1 r '' " c• ' .. 

11 Sejam V um K-espeço ve·Goricl de dir..1r3r...são fini -te. n 41 e L 'Ul!l o•:t:Tn-~ 

dor linear (arbitrário) de i! .. F.:xicte um vetor c1e V, cujo J__,-anuJ.ador 

é o polinômio mfnirno·.- de V 11
" 

Demonrrtração .. 

C "d l' • . /. -onsJ. eremos o TJO J..no:rrno..,m2nJ.mO., m o.c 
_ al 0.2 .:r,r 

m - P1 P2 • • • Pr '" 

- . • KrY) onde or; P:;_ se o polJ.nõmion de V-· 
doi c distintos, e oc a

1 
s;;.~ inteiros extri to:m.eYJ.te :posi·í;i "\r02., , ntio 7 

:pelo ~eorema da JJeco:ru.:posiçt::.o :~'rimá ria ( t~eoreiJ.a j, de 2 ~ 3) ~ tomos c~'_,:·_~·· 

TI' - U 1"'\ 1Y {';)+ -'1'- ,,. 
v -- !il\.3i v2 !\!;/ •·<><>o ~~ -:t .. , t' -· - a .1. 

onde caao. v~ é omicleo de lpi{L)1 l., i ;;1,2., c"" ,:c, e Di é o 

polin&d o mínimo de L .. Pelo lema 2, pai'U cad~1_. i .r:: 1, 2, .. , ~ , r, 
v· .- ~ ""' existem vetor.oD v. E. V., càjc 1.:...<\nillador é 1 P,· (JJ) \ 1

, ·3eja 11 = vJ. +~v-··\· 
1 .J. \.... 6 .!.. 

v+ .. "o+ vT, pela extensão óbYla do lel:!.k'"t J.~ temos c,'t.le 

"'v ·- =m 

EXI.!.WLO .J... 
~_;eja L um ope?.'Edor 1·· :-J.e r urbitrário de V,. O müJe;·pD.ço C(;;-.;T,:· 

é un:i.climensionul se: 0 só:m rd:; ''",!, -:r: .. L ~·= <O)~·t·~---·"-~-o~ ·"e ·,· -."" D'-'f ~ e'"'"''"'~--'-"- v' . ..,;u .:o. v.~ J.r~ t)v 

dim C(v,L) ::: 1 se, e oômen :e e, v e Lv aê:o lintn:rrr~ent~J depe11(1ent-·:~~ 

(v F o), ou seja, Lv ==~v, .f}ar,:-. a1giJJTI.~~IL. Hêsse Cf;LOr O(v,L) ~(:r)_ 

,-- ,, ~ -.. 
'- '- • c. 



idêntico de V e dim V> 1, 

pois C(o,L) ~(o>e sendo 

-entao 1 nao poenui nenhum ve·tor 

v f o, Lv "'?IV (L ~?~I, }\f o) 
dim_ C(v·,L) ;;;.: 1., isto é, G(v,L) ,l.:: i), 

2 ? 
Consideremos L ; K ~----·"'"'"'7---~ I~:-~ tc.l ~.:ue 

-ecoe -

cielico, 
logo 

Í.LJ ~ Í 0 0 l 0 ( ) í \ 
{v "'1 o J, onde 1.9 ~"I (lt?o) f (o,l) ~ :::: \e1 ,e2 -\" 

En·tão e1 = (l,o)E..K2 é uJU vetor cíclj.co ti.e L, pois pE!rc todo 

"'' ;::. ue1+1Je') de K2 ,. v ::::: g(J.J)e1 onde &:(X) ;-::: 8. ~~:-:JXr ::to.:f. veG("-':'
1

)·" Corco 

Le2 = ôe2 ~ temos que C ( e 2 ) "' ú 2 ), 

Seja L "t.Wl. opore.dor linear de V c Y! u.m subespaço de V~~-i!.'JVD.:t:':l..-

o.nte ~ 0onE:id.eromoc o P.spaço v-ctoriul c;uoeiante V/\i" D:ts-~se çpw, os 

,a. ___ , n!.'.· o ·l:ic.c~ac .:.Tc~:'LoL; 
~-

K, tnl rue :-

a 1 v 1 o~- a2v2 -\- ,.,,. '"'\--.v.rvr a. o (noc~~ VJ), 

Jmàloe;amente ~ porle· ... se in:'Groàu~ür os conceitos C!. o 1-õ.:r.<.ulc.üor de u .. •11 ·\Yc
tor módulo Vi, ou de polinômio m{nimtl .. êl.e L módulo \/.. Chnmaremoc à É!í>,.,. 

ses oonceitoG, 11 L-a.nulaôor relativo " e 11 IJOli:nômio mí'n.-J..mD relat:Lrro:: 

respectiw.mente, Seja. M•(v,I,) "',g<:KlX1:g(L)'r"o (mod, W)"\ 1 I•f'.ra 
v ,1.:- o, arbitrál"'io em V .. "i fácil õ.e ce verifica:c que M1(v1I!} ó um il'lc~J-~:. 

ãe K\x'), Denom:ina:remos J.~!!. .!lb~ ou ~,Qli lili ;;r 1:l9Jlli162 .' 
ao polinômio u.nitário m.~.~ gen>.dor do ideal 1\P ('-.;-,JJ)c, Denom.in.a-~3e POLI~~ ,. ,, ;_ -·-
NOLIO Io'LINIJ,'Jt_. "RRí.s.i\~IVO de L ou POLIJITOLao ~i,IJUI:.O ·. de T"' r.~emur.o Vi ~ao no~ --- -~- __.., __ •- •- w-=-- "'"'"""'~ --- n.. --• -

lin6mio un1.tário m1 de menor grau, -tal qu.e~ pur2. toClo ··vE:. V :

m•(J,)v ::;o (Boc"l, W), 

e m 1 divide -~odo polinôm:to :f'i K(x), ... ~al que, pera todo -v·& v· :~ ... 

f(L)v ;::; o (1noc1 .. Y!) (ver t;eorcma 1, de 1~2), 

Ressaltamos qlJ.e o 1-..ç-,!luJ..t-.d.or relativo de um vetor v ( 011. o p0J .. :~· 

n.ômio mÍnimO relativo) é um d:l.•liE.:oT do J~-anuletlor de -., ( m;. do po:t.:: .. -~ 

nôm.io m..{nüne:·: .. )o Seja I~ c L-B.n.u~Hdor de v a m.~- o L-anu.1Lclor relatj_-;_,,;--, 

de v. Entâ.o, ffiv(L) (v) ~ o e d.a:t, 
m,(L) {-o·) ::; o (mod, VI) , í0to é, 

mv E:!<i•(v, L) "'lGE K(XJ: I;(J,)(v)EC ( mod. <,)\, 
e sendo m~ o gerc"c1or do ide·;,l i,:.'(v,T.~), rJ~~ úiviflo nv.o 

Todos o;;:: resul·t;t· doe ·t_r: .l:i. :.o::.,~ p;_·.ra Nõ conc•.:ü tos E!!C:l.I!l$-~., cont:i.iYt.:_;··;.; 

•>é.·l·;llo~ n!.<.-.a o~, con.,el·to'.·•,.,., '~· i'""TO'"" "'n ... 1~""'J''"e o ten~em'"' ;; .... ,,i~, ·r, .. , vc __ .... ,_t _ .1:'-.J- •-, <.;: J. .I..'-·-.• ·~.-, .J.. ••. t,.;.-<Av.v , ·"•'- ___ t.·. _.~ '-''•<-•'-· <,·._ •• 

são é :- u Em toào <:H:pc:.ç~o V( ~m :tf:l V, exj_ste •J.m ve·Gor cv.~jo 1-<:l.::·.::::J.':'J--....... 

rela·(:;~.-ço eoin.cidc com. o poii:·:.ôr. .i. v i.i:J.:Z'ilil..:tO- reJ.:_ t·t ··."'o ele r~~:,, 

Os ::t'esv.J.t~~d.os conti:ntt:::i l -..:_ :J.ido~; par-·;:;~ os c·oaccitüi;. relat:i.:~·n:.:··:--que a.s C}Jerc"çv.o .. "' '1 ... menu.,).. o v. to r;;a o ?'' 

A~·deo ~m \1/,'' 
v;~.-. ~' '-' • I ~" 

::~~-=,~~:~~':-~~:; :;~~~;.-;~.~:~~,-,.,-,c~··,..- . 
...---'"'-'""''-~ '""'''"t>-.>'--"-"""''"'"0·"-'··~-·· _, ~-- .• .,, 
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