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Heata @1@8»?5&@&0 apreserniancs algumas redugtes de opvradoyros
linseres s de matrizes o formas normaic ou eondniens, A DEnes one
s eppeeifique o contraric, V denote um E~egpago vetorial (e diven-
sio finite e L. um operader livear £obre V.

fo capitulo I, anvescnbaros alsune conceitos bdsicos que nem
sempre 280 vistes on unm prineiro curso de Algehra Dinear. Fosse TR

e i a
tengio, ao introfdusimios 3sse copditulo I, bem couo os apfndices 4 «

B, ¢ que Sode trobalbo posese swr entendido por prine ijlamﬁeg 2 %eo.
renn coairad do capitulo I € o tecrewma de Hamilion-Ueyley.
Wo capltnls 1T, eotadavos as Formms briangulsr ¢ disgoneld, e

pono um primeire becorena de decomposicdo do V oen zoume direts de sub-
eopegos Leinverdsnten. 09 becrenms centrais ddseo capiinlo sda o fboow
venn do deconposiclo jwindria ¢ o fteorems de disscmalimesito, no quet
enunelamos VATrios condistes neoessirias ¢ suflcisentes TRrD 10 uR
operador linecx L seje diaconalizdvel.

O wapitulo ITY trate de melmizes oujos elemenios ¢Bo polindmica
e KiX}(anel dos polindmice na indeterminads X}, 4 imporiants Georic
don divisores elexentares & trevada, visando aplicd~la no sapitulo I¥
deghe diccertacho. LEtodos de dbfaﬁgao de divisoves alemoriares 220
congiferados opre certas metrizes polinomiais porticulares. Terminz.-
umog Bsee copiiulo com un erivério parn sewelbance de zetrises o wa
covoldrio, gue usaremes no capitule IV,

O capiiule IV £ cemirel nesta dioseriacdo. J6ls obiemos méiodon
de redugdo de matrizes e de operadores lineaves, 88 formas Heolcnal
e candnles Ao Jorden, independentes entre si, Ndbodos de debermina.
220 do matrizm inversivel ¢, tal que € 1&0 esteje na forma canduics
de Jorden tambdn sdo trabtados.
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CAPITULG I - PRE-REQUISTIOS

d8ate capitulo , vamos introduzir alguns conceitos sue podem
escapar en um primeiro curso de Alpebre Linear, curso és3e gus se
torna como pré-requisito para esita dissertajgo.

1.1 RESULTADOS INICIAIS

Sejan ¥V e W Kwegapagos vetoriaoisz (K € um corpo comutabtive) -
de dimensdes finitas n e m, resjectivainente. Uma ITRANSPORMAQEO T
de 7 om W & unua corrsspondéncia que associa a cada vebtor v de V um
Unico vetor Tv de W,

Uma Sransformacio L de V em & diz-se TRANSFORMAGAO DLINSAR -

se a seguinte condijio f0r satisfeita:
¥x,yeV, IVaeK-#L(axw) = aLx + Ly .
Pode~se verificar, fiacilaente, que ssta condizBo € eguivelen
te ds seguintes condigdes;
i) ¥x,yeV = L{xsy) = Lz + Ly
ii)  ¥xeV, ¥oeK = L{ax) = zlLx
Ademais, valé para 3dda transformagdo linear as seguintes -
propriedades:
2L )l Lo =o0

] r r
- s =1 - ——
IL 2 ¥v,€V, ¥a ¢k, 1 Ly ooos? =5 I E;. aiviJ gzi 8y Lvi

Una transformesdo linear L de V em V denomina-se QPZ3ADOR ILI-

WZAR edbre V. Neesta dissertagfo, nos limitarsmos ao esiudo de ope-

radores linezres adbre wa espago vetorial V de dimensfo finita.
BXEIIPLO 1
| Seja ¥V um K-espag¢® vetorial de dimensfo finita n{arbitririoc)
Fixemos a em K. Defininos;
v = av , ¥veV.
Entde, I é um operador linear sdbre V. De fato, L associa a
cada v de V o tnico vetor a v de V s ¥x,yeV,¥bek, Libxiy) =
= a{bzx+y) = blaz)+ay = bIlx + Ly,

Woate exsmple 1, sSe tomarmoa a = 1 (a=0) temnca gque:



IveV, vy =1 v = v {Iv = ov = o).
Denotanos por I{ow 0O} Sste ogerador linear sdbre V. I(ou 0}

Genouina~se QPARADOR IDENDIDADE ou IDENZICO (ow QPERADOR NULC)

Vo
Dada una bhasge ordenada 4; =$elsuoo,en}' de V e n~vebores ar-
bLitrarios fl,p.ﬁgf%_ﬁe ¥, existe um Unico operador lineaxr L

adbre ¥V, 8l que,

Leg =fy » J =%,0.0m (ver |[6])
Sendo L vm operader linear acbrs V, cada £,, 1=1,...50, & un
e
vetor de V que se expressz de nodo unico comc combinacdo linsar <z
bhase ordenwda,d% { ,.,a;en} o Seja,
F. =8y, €r ¥ Bims Catesotd a3 jnlygmsf)ﬂm
3 13 "1 23 "2 3d n
Os elenentos &y 49 13 = lrueeyn Torman una matrip [%ii]rxn, gue de
L .

nominanos MATRIZ 20 OPERADOR LIREAR L ZELATIVAMENDE A 3A3E 2.
Pal natriz é denotada por|£5 o poxr [LJ » Isto e,«@ [}J [i
i.sj = 1;2,..;.;1’1..;
Asgin sendo, fixada {(arbitrariasenite) uma base ordenada qg
de V¥, btodo opersdor leé zr D sdbra ¥V dsterminzg uma vnica natriz
A@ [LJ . con gleientos em K. Recivrocamente, $5de matris nin od-

Chre K, &e terminag um unico opb*=%or 1linsar L, dmao por:

n
1) F.o=La, = ), A, .®. X = E:J b,e, o Ix = z:l Y. f >
J j izr- i’ i :l j- j -—1 lj

Conazaquentemente, podsags descrever operadores lineavss 2img
vég de matrizes, @ natrizes s80 os instrumentos para o csturde 4z
operadores lineares.

SALPLO . 2

Papa o opasrador linear I do exemplos 1, tamos gue, relativa.

menite a gualquer base ordentda (3= {el,,a,,gn}

Ilei -‘a e_i B i $lyoooﬁn -



{matriz nxm)

4]

2
[L] 0 a8 o 0 0 2

‘6’ 9 a & & b D
OOoooa

e -

Fm particular, a2 matriz do operedor idéatico I, ¢ do operazior
nulo 0, relativamente 2 qualguer bage owdenada de V, 580 a matriz

identidade B e 2 aztriz avls O (de oxdem n) respectivamente. Isto

L

-4 ’ p— -

Sy B : )
10, . .0 0 0 <6 . O
' Ol o v @ 0 0 0 w o9 @ 0
[I] aEaS]ia’ = ¢« @ @ w2 e [0]@? 0 = e o ¢ ® o o
@ 0 0 o o o l 0 0 [ T ] O
B 1 seﬁimj . - i
Obaerva-sa que 6. = e o delta de Kronecker,

1d 0 se 1#j ‘

e que embora use:0s a mesna notagdZo O {ou 0} para o operador nulo

-

e matriz nula (vetor avlo e eseslar wero), nso hd perigo de conifu-

i1 n
385, Ainda de (1), temos que se x = bj e, e Ix = ), c o »
il J i *

entdos n _
Gi = %:;l aij Bj ¢. 1 = lyaeon s.

ou, em notagdo matriciil;

cq [a17 a5 o+ o 8y By
®2 _ | %21 8 e ¢ B2 b,
pal o o £ [1] J [+] -]
Q o -] £ w E-3 < o
an By Bpp v e e Bpo | 1By

Concluimos assin quey

Sendo [Ll{
£g

da coluna i de o, 1 = 1,2¢0..30. Por oubro lade, a tronoformagss

. 88 cnordanadas do vebor Lej gde cofselenmerntos

dzg ecoorienadas de x para as Lx (n2 mesmo base ordenads (%), suvol

we as Linhas de "é 9

3endo operadores lineures hransformagles (ou funodes) de ¥
o1 ¥, & naturz) que se defina a adiefic 3=L+T , de opercdoles lincg
3, € o produte ® = A L, de um operador lingar por um escalap, poR

o a ponto ao dominio V. Sejmr L o T operadores lineares sbore V o



3z = Lx + Tx : ¥x eV,
Px = ‘?\IIX. » gKEV6
Paecilmente se verifica gus & & P 280 operadores lineares sbbre V.

Chomamos 3 de S04 dos operadores linzures L e T e P de PRODUTO de

T pelo escalaxr Mo |
Denotarenca por KEQv g conjunto de todos os aoperadores line

res L sfbre V. Com a adizfe (+) e produto por escalar {.), defing

dos acina, pode-se verificar gue {i$€?},+ 3 Eaw?¢ € um Kwespaéo ve-

torinl e dimensio n? (ver [6]), dencminado S3PACQ VATORIAL DOS §-

q.':,'_;

PERADORES LITBARIS SO3RE

%

A composicic de dois operadores lineares L e T adbre V, nas-
sa ordem, € a transformacéo M dz V em V, definida por:

¥ L

Mz = L{Tz) , ¥xe¢ V.

% claro gue I ¢ un operador iirzar s8brs V, que denotames nor
T P, Fm particular podsmos formar ce noleancizs de um operador li-

aear L aldbre ¥V, pondo=-se:

N -~ ‘-‘ P : rmj” -

wd L B Pyre 1 e 0 _ - . Lo

0 o= TS s Lhiesepl L L« Derins-se L = Iy Gesde qus A0,
Valem 28 propriedodemy

SEYE el N PR T O

Ly = -}J bl T ]:a' 7 = IJ' '] j@”‘t i Mmoo i I

Podewse vesrifiear sinds, ors Flzads uma base ovdenadsn q% (e

L7
f
i
3
wamd
i
- i‘-
el
+
r—h—
==
| I ]
k]

ti
O
=
i}
ek
=y
-l

Chegomon asoim, & importante conclisic, de gus a correapon-.

Ghucia 18 1, entredo(T) % o espage vesorial Hqu) das matirzes nxn
&,

s3hre T & gue nos referims:s acima, preserva 2 adiefo ¢ o peodute

Fslo, ss2g covresponddrneis & um “iscmerfiszao® enire

ey

W

T ey oo T o TR qapn s e e e £y 3
Saja pid) ® 3, te, s Tt By AT R LOLINCDIN & hitrario ds
LS ‘
i 7 ] - - .. . .
L I Dafiniwse ¢ polincudio pll) ne spevador linear b, associs



do so pelindmio p{X), pondo-se:

af = I i - . It s

_@\I‘I) - l},o 1 + al I’"‘ PN "?' aI I’ (.b OJ =3
Andlogamente, o polindmio ne matwiz 4.associado ao polindmio p(X}
¢ dado por:

! —_— r .!_t r
pla) = a, B tag At.onta, A o

dbserva—se que ¢ possivel Jefinix-se outras funcdes na matriz A,
$248 comoy €Xp. As Sen 4, atcn‘
Sendo p e % polindmios de K[K] s B = p'+‘b @M = Py, ent3o teém-
ge que: |

8(L) = p(L)*+ (L) = (L) = p(Li, %(Is)-
Segue daf, que:

p(T) (L) = 9(1) p(T) - ¥p 9%€K[K]»

Sendodg= {elgugw,elk wis base e V, o2 velores Lelggoa,Lem

v/
seron um subespago de ¥V, dsncminsdo IMAGEM de V através de I, o

qual denobtamos por L{V). A dim L{V¥} - Q(L) chemaremos POSTC ou -

. P % oy . - ey ( - - +* '
RACTRREITICA de L. O conjunte H{L) - A Ve Lv = d} @ um subespaco

b

de V. denominado NUCLZQ ou ESPAGC NULY do operador linsar L. A

dim W{L)} = V(L) denomina-se JULIDAJ: de L. Pode-se verificar que:
p(E)+ L) = 422 ¥ = n. (ver [6]).

Finalizamos esta secedo, com ur resuitado importante. Sejam

é?: {el?wuagesg & 6{ = i fl,oap,féi bases ordenadas Je V. Sein

C 5 materizg qnelﬁuﬁa 2 base 6@ parz 2 bass 5f‘u Entdo, para todo

operador linear I sdore ¥, téu-se que:
L] = o> ¢ {ver [6]).

Ui

1.2 O POLTNGYO MEINIMG

Seja V um F-espago votoriel de dimens8o finita nyl. Seja I

iy

um operador linsar efbre V. Sxisse algws zolindmioe nde nuio,
en K[X], tal que £(L) = 0 ?
Como citamos em 1.1, ﬁim.ig(?) = n? » assim sendv os operadg

e 2
res lineares I = 19, L, ngauzgnm ¢ (IA0y caso L=0 & Hrivial) sig



livezrsente dspendeates logn existe w osnbinao odo Linent:

L?.?'

aox'&_aqul‘{'noe'i'ag}l 303
It
onde 28n todes oz coeficientss Bor Etese 830 nulos,. Bazts -
n
tomarnos F£{L) = ot 8y L4 .octa 2 %% e teremos gue £{L} = 0 =&
: 7
f néoc é o polxnamio aulo. Isto responde sfimstivinenie & nevrunia

Broposta.

@Quando £{L) = O, diz-22 que o cperzdor linear I & un 2525 do
volindmio ¥ de Z[X].

Jeia ?» o conjunto de Hodos 63 2olindpmios de K[:{]g dog gusig
L 8 zero. 34 vimos que GA 4 e contda volindmics n¥o nulos. Vori-

r7
fionremos eue O & um ideal de -{[X] v

i) Ef,ge%m £{L) = g{L) =0
f(I:}+ g(L) = 0+0 = O#f;fq’g)ﬁ%o

i3) ¥ £¢B o wnex[x], £(In{DL) = 0 w{L) =0 =>F.he0 .

Sendo ® um ideal de K[X], G § um ideal principal {ver teg
rema 1 de A.3). Seja m o polinomic anitdrio de KL{] que cera g
isto &, todo polindmis de ® ¢ un miltipleo de m. Demonsirou~se
aasin o seguinte teorenma:
Teorema L

"Seja L{LA0) um operador linear sdbre V. sSxiste yp unico no-
1indmio m enm K[K] , tal gue: e

W««a“

1. n € vnitirio. lsto &, seu coeficiente? (coaliciente do
t8rmo de maiow T2 2u) & 1.

2. m é o polingmio de mexnor grau, tendo & por zZews e & divy
sor de qualauer ousro po’linﬁmia te K[X%], gue tem I por maro.

0 polindmic m; dado, pelo teorema 1, denomina-se PCLINGITH
INIHNO  do operador linear L. Ubarva~ss Que O polindmio winime 4&-

. ! Lod L3 N ' *
quenlaver operador linear T{LA0); nde ¢ identicanente mals, pois

Fut

™~

vnitdrio e ssu graw deve ser malor que zero. {igto &, gri{n)>»0)}, oo

25 contraric miX) = lAm{L) = IAC,

(o

e 5 B ST - | iy e - e Smem e oped o wa Fye
A ovirsude 4o lsomorrisSne enire ¢3i A-sspago vesorisiz By
I



t.n'?'w
q

+ .

LA0{7}, btenos que £{4) = 0 ve, o somet e sa, £{L) = 0, onde A = EL]
pare alguma bhase ordensda c@ da V. 3ejo m o polindmio unitirio, da
menor grauw, tende A como vm zore {ist: &, m{A) = 0) e dividindo -

qualquer ousro colindmic ¢us tenha A por zero. Eatio, m € o POLIND

TN on - G

TG MINIMO DA MAIRIZ A. Peaes assim. 0 seguinte teorema;

Teorems 2

" operador linesr I zdore V e sua matriz [L] " relative &
13

guslguer bage orden&da.ﬂ@ de V, possvem o mesmoe polindmio minimo.

lvtr' 3 ;'SUS PA\E 055 J‘Tﬂfﬂlir‘- P

PRt T =

Seja L wm operader linear sdore V,2 # um aubespago de V.
glare que ¢ conjuntos
LW} = {ve VidweWs: Iw = } ’
¢ um svbeespase ds V, denominado IHACHI do subespago W através de
L., Diz-se gque uwm subespage ¥ de V & INVARIANTE relstivanente a 0

(ou € L-INVARTWIZEZ), s LOWK W, iatc &, a imagem de todo vetor ds

W, através de L, pertence =z W,
HEEIPLO 3

Os subeagpagos triviais, Ve <) sfo invariuntes relativaneg
te 2 aualguer oper:dor linear sdbre V. O mesmo aconbece com o nii-

elec de L,
®{L) = {vez Ve v = or.

-'"G
L__'.

A
mn

i

FL 4
gejs V = IRS, O Reegapsge ¢os termos ordenados de ndmeros
reais. Seja L una rotagdo em térne de uvm sixe que pusgs pela origsn,
08 subespages Leinvariznbss de V e8o:

1) os triviais, <o) & V

L)

1319 o 21xs de rohacds {unidimensionsl)
i31i) o plaps gorpendisuler ace eixe de rotagfo ¢ que passa pela

prigem {hidinenaional .
endo ¥ um subespage de ¥ Iwinvarionte, & natural gue I indy
. ’

za wm opevsder Livesy L, it W, definido por:

L5

£2) - Lgw s Lw o, e W,
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A esss operador linenr, demomipamos RESTRICAO de I a W. Diz-se que
Ly € o oper:dor INDUZIDQ em W por L. Da pripria dgfinigdo de Ly .
vé~-se que, em geval Ly # I, j& que comg transformagdes {funcdes)
éles possuen diferentes dominios.

Seja W um subespago I-~invariante de V. Seja {wl,...,wr} wna
base ordenads de W, a qual completanos, fornando uma base ordenada

/3 *{ WyseassWor VyseoosVy, z-} de Y. Enté&o, temos;

£
=
il

Iwwi = E‘I..l l t+ 2, 4.2 W + ene T 'i.ir Wr y 1 = 192,09&;1‘0

owe
2|
i

bl“'1+ ouo'}"b j‘:}.gc»apn"“’rc

v, : v, o+
jr r"';]Il. 17 e+ Coapnir Vners

vy
[
y
Q
£

aatriz [L] tem o formu em "biocos" seguintes:
I

A 3

3], - |

5 1o

¥

or:de A & a matriz de L, relativinente 4 base ordenada {wlpwyc.o,wr‘}

L3

10PQ3IGA0 1

s3eja W um subespaco de V invariante relativemente & L. En-
$30, para todo volindmio £ de K[X] e rodo vetor weW, iém-se que:
(3) (L, ) {w) = 2{%) (w)"
Denostraggo.

Usando-se (2) effato de que Iw: W, para todo WEW, vem que:

= 7 = { Yoz = T
Q%H = Lﬂ (I%w) = Lﬁhﬁﬁ, L{Tw ) M2Wn

ialocamente, ou aendo maior preciso, wsando~se indugdo, conclui-
r _ _

se que Iyg:w = L'w, ¥ren

Deads que ao igsualdades acima, podem 2er wultiplicedos por elemen-

tos de ¥ e adicionadas mewhro a nembro, obhdm-se (3).

Sends T(L,) um operzdor linear de ¥, P{Ilg) (w)eW, para todu
wEW, Por (3), tomos que £(L) (w)E€W, paro todo weW, isto &, W &
£{Dj~invariante. Deionsirou=33 25510, O Scouinte Leorsmud

TIOREME 3

"Seja W uz subaes pago de ¥, L-invariante.

- n . s had LN PR, W 4 | S
fntao, para todo _;f?‘:}}.,lfli'-.ar;,k,{? e EK], $80-ae que V € fombda inva-



ugﬂ
riante, relasiramente a6 operader 1ir :ar £{L) sébre V=,

1.4 AUTOVATORES © AUBOVEILOR:S. ROLINOMIO CARACIERISTICO.

i A

Ja presente secchu, subespagos Y~invariantes de dimensfc um
desenpenhen papel de dosiayle.

Jeja ¥ um subespoge vnidinensical de V gerado pelo vetor -

U.l

v £ 0, izto &,
Wo=<y) = {a v iaek .
# elaro que uma condicio neeessdria ¢ suficiente, para que W seja
I-invarionte, & qus:
Yye W ,jff‘*’ K : Iy :’)\yo

Jizomes que um vehbor v £ o de V é un AUPOVETOR de L, se v satis~
Taz & relagdo.

L v = Av,
para 2loum A e Ko O escalar A denowina-se sUDOVALOR de T.

Oatras denominagGes para autovolores s8o: valores caracteris
ticos, raizes caructerisiicas, raizes latentes, valores prdéprios ,
valoires espectriis, oL,

Westa dissertagio, uwsarenes us nomenclaturas “autovalores" e "valg
res carscterizticog®,

P

"ig aseguintes condigoes sdo equivalenies:

2, (L ~ AI} & um operador linear nfo injetor.

i) e
3. Caﬁ{ﬁpwﬁlﬁ) = 0, oOnde 15 = [L] o3 é umn base ordenada (gg

Sendo A um autovclor de L, eriste um vetor v 4 O, tal que
v =2v o (b =AL)w =0,

T AT u80 £ ing vor wis v £ O0e {(L-3I)r = (I-AI) 0 =

w:':% _‘.;i& .

Sondo L AL ndc inje or, éle & ur sperador liusar ni3o invexr

£
H
¢
&t
G

g
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zivel. Leza, 8 aatriz de - AY, velutivuszenie a quulyuer base orde
anda fo de ¥ nfo é inversivel, iute &,

ﬁet(fv “?\[I:LB} = dei:{é - ANEB) = 0,
3=

L

fi-

Congiderenos o sistena de squagles lineares homogéneas:
(e nz) [} =0,

cnde [x] & a matriz columa (wxl), fo zada pelas coordenadas de um
vator v, no baze ordensda B, Pré-1 ada.

Gomo dew{ho~ME) = 0, 0 sistem coime tem wma soluclo [¥] -
nie trivicl. Pelo isomorfismo entre i’(‘.’) e Mn(l{), tém~s2 que:

HL-NI) T = 0 === IF = AT o T 4 0;

logo A & um aubovalor de T,

FTizade une haze ordensda A5de V. o operador linear L-AL §
inreraivel e, sdunente Se, & asbriz fé«-’/\E o for,

DEase fobo e do Hezorsma anterior, po 'emos colocar o seguinte 8efi-

ninfo:
Jeds 4 uma matris nxn 9bbre o corpo XK.

o1

Ua MIICVALCR deo A € um escalar A de @, fal que a .utriz (A=2E) ¢
. * L |
singuler, isso 4, Hel gue det(aA~2AB) = 0.
Pornmemos n a1triz LB-A, cujos :lementos e3o0 polindmio de KD 4

N - . = - -
geav no maAwimg 1. J8ja A = [a'i;} Je nz. Consideremos o peolinomio:

A~gyq i P- BN s P
“'32 :i. X-E’LE 2 ) ) o “"'auzn
{’-;‘r} C{K}ﬂ@t(mﬂﬂi = - & ¢ o a o
i - IF.:L "‘ana & &8 @ K"am

-t

G polindmio o . dads por (4), dsnomina-se POLINOMIO CARACTERISTICG
da matrig d.
Como det({¥B-a) = O se, ¢ some te '@, det(A~ZE) = O vem que AeX ¢

-

wm antovelor de A ee, 8 nomenar &, e(h) = 0, isto 4, P E um msro



i

do polinfmic caracteristice ¢ de A. Lsgo, o provlema de se detemni
nar $0des os autovolores de uma matvris A, reduz-se ao onroblems de
se encontrar tédas as reiges do polinimio caracter{stico de A.
wando dim V = 1,2,3 ou 4 (versmos a seguir que gr{c) = dim ¥) e
xistem formulas envolvendo radicais, gue nos determinam as rafzes
de BYUACKO CARACRERISNICA de A:

¢ {(X)=det (B « A) = 0,

Tal nfo € o caso, para n > 5 j pois nfo existe féruulas gerais, pa
re 8¢ reselver equagdes de graun > 5 . Existen nétoedos nvmdricos,
sara obtennio de rafzes (ou aproxinccio de rafzes), da equagd
(%) = 0. Infelizmente, n¥o temos eupago nessa disneriazfo, dispg
nivsl 20 desenvolvimenbto de tais métcics nundricos. |

Da definigio de determinante de uma matriz quadrada, tém-ase
que:

(5) e(X) = det(XE-4A) =

™
= m .an(ilfooﬁﬁi-thxslil* alil) oee (Xgnin‘- anin)

5 Lsed =

onde 15 = ., € o delta de Kronecker
Osed £

e Sn(ilyiefvowgin) ¢ o sinal da permutacgdo:
1 Zuooﬂ\l

/

1, 2y e . dy

A soma do iado direito de (5), possui uma dnica parcela do graw n,

que ccocrs quando a peraubazfc acima 4 a identidade, isto €s

= n. N8ese caso, obtemos & parcelat

n
{:-all)ﬂogixugnn) = I 4+ (¥}, onde o polindmioc r{X) fem oron mew

nor ou igual 8 {n-l).

Tats nos permite afirmer. ove o polinimio carsciterfiatice do una i

e ~ o L - 7
% h, nxn scbre um corpo Ky ¢ um poiinomlo unitario gz sran 3.

oo = TR A HE AR Edimrmam o

-

i
i TR T ]
PROFPOIIGAC 2
WY R LT T e 2 I e,
£
{

) - . " -~ : " o - - - - PR 1
indeices semelhantes, tem O acamoe poellnomic caracsteriztico”
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Demonstracio.
Sejam A 2 B actriz de Mh(K), semelhantes. Isto €, existe uma
matriz C inversivel em %H(K), t2l gque:

B =gt

A C.
Usando-se propriedadea de deberain ntes ¢ o fato de que 2 nmatriz
iE comuta com qualquer matriz nxm, vem ques |
det(XB-B) = aet(XB-C"1AC) = aet(o txEC-c™lac) =
= des [0 (xB-2)E] = et 0™ Get(XB-i) det C = det(XB~A).
CoQad.
Com base no ultimo resultado de 1.1l e nessa propoaizids 2, de

fine-ge o POLIAMIIO CARACPERISIICO de operador'linear Ty COMO 987

do o polindmio caracteristico de umsa das natrizes que representa I, .
relativamente 8 alguma base ordenada de V. Da mesma forma Jque para
natrizes, AcK & um autovelor de L =6, e sdaente se, A 6 vm  zZerc
do polindmio caracteriztico (c(X) = det{XI~L)) de L. Sendo grie)m,
sabe~ge que c(X} nfo tem mais do que n rafzes. Logo L nfo pode ter
mais do que n-autovalores. Concluimos ainda de proposiciic 2, ﬁue -
sendc L e T, operadores lineares sobre V, representdveis por metri
nes semelhantes, entdo &les tén idénticos jrolindmios carasteristi-
cog.

Um corpo Fy diz-se ALGEBRICAIENTE FZECHADO, se todo polindmie

f de F[X] com gr{f) > 1, puder ser colocado na forma:

ny e, L
X)) =af{lma,) " (X =2, ¢ aee T ~8a_)* .
g 2 x

iyl h iy 5 '
onde &, Ayr Basooerd, 320 elementos de F , @ Rqs Boreoosy, B80 L
taires poaitivos.

Ihaitas owuras condicles. podem ser usadas para se dizer que

e corps P & algdbricamente fechade. For exempio, ss para tode kil
de PIX] com gr{f: > 1 , existe um sscalar A em F, que ¢ mn zars

de £, isto 8, tal que £{4)= G.
O Corpe IR dos ndmeros reais nfe é algdbricamente foohade -
poig £IX;} = %% 4 1 & um pelindmio de IR[}jg gr(s) = 2 >L 2 ndfo



~13w
gxiste 'A@m M. Bal gue F{h) = ?\2 “+1 = Q. O teorema fundiyiental da
Zlgeora, afima que o corpe O, doa museros complexos, 4 algébrica-
nente fschado.
THOREIA 5

“Seja V un espago vetorial de Jimensfe finita m > 1, sdbre -
um corpo algebricenmente fechado P, autZo, todo operador linear L
abbrs ¥V, possudl no minimo wm sutevessr (e wa autovalor)v,
Demonstyra 80,

Como dim V =n> 1 , temos que aelie) > 1, onde ¢ ¢ o polindmioc
coracteristico do operador linesr L. 3endo F algebricamente feeh:do
existe um Penm ¥, tal que, oA} = 0. BntBo, A & uwa sutov .lor de
L. Logo L posswl pelo menos um awbtovalor e um autovetor.

Mo servasdos,

Lo Sende V wm espago vetorisl sSure um corpe K, nic algehricamnen
te fechado,'pode ocorrer que um operador linear T sdbre V, nfo te-
nhz nenhvn autov:lor em X (ou awtoveicr sm V). Consideremcs o Reez
vage vetorial Iﬂaa deja L o operador linear adbre IRQ, cuija matriz

§ e % A . N
relativarente 4 base ordenada candnics £3 ie = 115 éi?}g 1=1ﬂ2}

8 11
6= 1] -
-1 o_}

0 polinomio caraﬁtariatlco de T {ou e X)) é:

¢{X} = det{XE - f%) = K¢ + 1 s
que nfc tem rais em IR, canseéuentemﬁnte, L n&o.pdaaui nenhum auﬁg
valoir em IR {ov autoveior em IRQ)a
ae A demonstragfo do teorsma 5, pesmmnece védlida, pars a restiy
gao de I & um subeapago invariznte de V, relztivaments a4 L.
3. Ssia v £ 0 un autovetor de I. Entdo pare todo ek, AME O
vetor M v ham dm & um antovessr de L. reiative se meswmo aubovalox.
Do Fato, suponhomos que Ly =4v, logo Lguv) = phv @ a{A? ﬁguv}n
¥ o subsspago geredo por vV}, qua deve saw levarl@ o censiders --

m~ N o : . -
Ao, Veremos me’s adiande, 9us 40 Dosns sutovalor ﬁ_¢§ods- estar
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asaociadns dois ow waiz aubovelores nearmente independentes.

4o Sende A um autovolor de L, © aonjunto dos aubtovetores de I
é.sseci*xdoz: a /)\_, juntomenie com o veti. nule, ¢ unm subespage de V.
Para veriiicarmos tal fi%o, lembramnss que por definigfic, v & um ay
tovetor de I corresiondente 8 A oru ¥ = O se, ¢ sémente se, v §
201lugdo des

(6) (b~ 28) [z] = [0].

onge Ao= [L}d&e 436 wma base ordenads. pré-fixada de V,[x]€ a matriz
n % 1 das coordanadas de v ne base 43 e |0} & a matriz nula n x 1.
0 conjunto das solucdes do sistema 43 e uajdes linsares homogsneos
{6),forma um subespaze vetorial de V. De fato, sejem x e ¥ solu -~
goes de {8), entia:

1) (h-xm) [rey] = (B-2) [x] + (6-2m) [3] = [d] .

11) ¥aeK, (H-1B) fa x} = {b-28) [x] a = [0] a = [0},

Segue ainda dai que a dinensZo do subespago de utovetores -
(juntamente com o vetor nulo) associados 20 autovalor Ade L é p
nmenos a earzcter{stica da matriz (.46~?\E); ou sauivalentenmente da
metriz (AR - A).

3endo A um autovalor de L, o operador linear AL - L n3a. €
injetor. Ac nidcleo do operador linear AL - L, denominamos  Z3PAQQ
PROPRIO om AUTQESPACOC corrasondente ao aui;ova.lor A+ 0 qual de-
notamos por V. A dimens8o do autoespage V, {subespago de V), de

nominemos MULYIPLICIDADE C2JIETRICA de A. Como I - O ndo & inje

tor, existas um vetor ¥ 4 Oem N{AI - L}, logo a multiplicidade -
geomdtrica de LY > 1. O subegepage de antovetores associados ao
autovalor ')\ de L, juntamente com o vetor nulo, ¢ justamente o es-
vago préorio correspondente 2 A. Logo, sua dimensfo {a multiplici
dade geométrica de M) & n menos a caracteristica de 4 » Observa~
se ainda, que & mulbiplicidade gsomdétrica de Aé igual ao meior
minaroe de autovetorss itinearmente independentes correspondentes ao

avLovalor ‘)\ "
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Suponhamos gue o polindmio carvacheristico o(X) = det(fI - L),

de wn opevndor Linear L, possa ser fuioradoe ne Sar~na.2
o a,
o) = W (x-A)H,
som A, A ?sj s 4 A J e 8y¢.00s8, inteiros extritemente positivos
(ieto sempra & posafvel quando V & um espago vetorial sdbre um cor
po Py algdbricanente fechado).

Chamamos JULPIPLICIDADE ALGIRRICA de sutovalor A; , ao inteire -

8y i 2 1.24060¢F o 0 conjunte §(L) dos aubtovalores de T, denomi~
na-zg LIPECTRUM de L.
BYBMPLO 5
sejam V = WS, f3, = {e = {3..s 0,00 4 =1 2} g bage ca~
=eJ M T i RS V384 ’

ndnice @ B e L o operador linsar adbre IR® dade PO
o 6]
. ,.I‘g = [L} = F i
@ o1l
Inti0, o polindmio caracteristico ds I &
¢{X} = det = f(X~1) » 6 =X « X =6 = (X+2}{X - 3).
-l K=l :
el -
TLogo 03 - de L {zercs ds c(X}) 280 3 e ~ 2. A mulitipli

cidade algébrics do autovalor 3 {ou-Z) ¢ 1.

Desde que ¢(3} = O, Geb{3 B - 4) =0 e a caracterfatica da
patriz (3 ® -4) 6 menor que 2. Como det{B] = 3, a carPacteristica
da (3 E wJ%)QiEntﬁog a mulbtipiicidede geométrica do cutovalor 3 &
2«1 =1, isto &, o autoespago associado ao autovalwr 3 & gerado
por um autovetoer de L, corregpondenta ae autovalor 3. Proouremnos -
um Fal aubovever. 3Ssja V = ay ey f 3y 85 6 EntEo

NN 2l ]

ey
. -, R S R 73 L T : - - . hi ]
Pala defindgac, A 3 ww zubovalor de I 38, e 890~

[

oy
[]

' S FEL AT e P & faty e - . ;
mEE 3o fpiag @b ft Lim] A g&}}¢ Codae 2o wE autovaler de I ven
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L
@
ot

F O
i i
| o
{f
Y]
Ay
3

o
o
?'\
P2

G'J-“L + W.;:": 2
e uma solusdo ndo brivial € v = 2 2.+ e, .
! 4 =

A " L
Anslogarenie, conclui-~ze gue o espase proprio correspindents apg u

[P

e o nultip: licidade geométrics do autovalor -2 ¢ l. Wésse caso
€m) = {3, ~2}.
ELRPLY. 6

aja I um operador linear sdbre IR3, cuje matriz relativa &

P fi 1 c;"
L= [5] =0 1 o0
B o o

[
e
3
e
13
=y

Iy Fa— LN %

ab{/8 ~Ao) = (X157 {X2),
Intdg ¢ sssechrum de L é g{L; = {1,330 A multiplicidade algébrias
do esubovalor 1 ¢ 2 e do wukowvalor 2 4 L.

Mg saheveTores de U ossaoclades 2o avtoviloy L, Tem poy eoordenadds

S b P W = o ey e R T ek 1 -
ralapivacents & hase ¢unonica, 8 solugtes nas Lriviaisdo sisteons
tad - Ead - -N r. )
0 el uh.% ; Hq i E i _i. ‘,w ¥ . p
foay ey # o L et s £ i : . ! E Ao i -"L:‘e -
PR G H N 34 - E c”m; i ‘:) ‘J.% AP - O ’ Rt T e .
.7 A { ! 4 g ! i ,;f;g = G 2
J 4ot 3 : L
VRN Y Py L0

- I z e 4. . d - PR E . O -
pady Uy € WHL ORRILOVOUSD L9 )y AEZOCLIAT DM amvHYLLol 1oa o
- 1, ~ ralo I i S NSNS
FUNCERT R L SR ‘nJ FOLA 00 L " S E‘«_ PRSPPI g g
K7
-
[P N L e m N 5 . e N g ot oy
EESRD R S EE conoinie GUS O LEDRASG DYORCLY SOTTHIPONLE 8D
- . # T - r 4 -y -
awodor Bon V. o= C{G, 0,0
o ; - I et e A e . - s . ooy
RSN + TR P IS VI RS- S R T govmrion S gutovalise 2 L L‘i e
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BXEMPLO. 7
Fas condigdes do exampl

1

pors
T =[2] = |o
0

o

6, seie T o opersdor linesr dado

2

¢{X) = doh(XB ~ 'T) = (£-1) (x2).
£{(7}) = Elf2}a A multiplicidede algsbrica do uutovalor 1 & 2 e do
autovalor 2 € 1.
Oz azubovetores de T associados ac auicvalor 1, s8o determinzdoa pow:

| M”“ooo[xl]o |

(1B -'T) [z} = [gJeslo 0. 0O jxy,5{0) &> ix; =0

lo o-1 [x,] {o] -

Loge ey = (1,0,3) e ey = (0,1,0) g80 aubovetores de T associados ao
autovalor 1. O sspago pripric associado ao aubovalor 1 é

Vl = g (1;{.0’0), (091,0}> w

«?

8-se fdecilmente, que Vy = {0017
Obeervagioc.

Woz sxeaplos 6 & 7 Gemos dols operadores linearee Con mesmom
polindmios carscterdsticos, 1logo mesmo capectrunm o as multiplicids
des aladhricas de cafa ausovalor bambdm igusis, mais &les asfc dife
renites, is%o &, Eleé nEn adc semelhantes {mostraremos 180, no e-
xemplo § de 2.4), desim, a reciproes da prapasiggo 2, nio é vdlida.
TEOMEMA &

Shiasd o

"Soja L um operador linear sdbre V, espagc velborial aibre wm:z
sorpo P algébrisaments Tschado. Seja;ﬁlmlauxovalor de Iy com male
bipiicidads algibrica g @ aultiplicidadé geondtrics g.

Totics g € a'.

w} wna hagse grdenada para 0 auicespigh CoIese
&5
5 . s 5T neaps i mne ] 1 AT

pondanbke 8 A, iste ¢, para o wicleo ¥ d6 operader linsar {AL-L),

fre per hindtsss tem Gimensin g < n, poi9 @ um subsspage de Vs

ﬁf\
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Completnomos essa base ordenszda de ¥, £ was bose ordensads

; - 5 \ b e '__1 -
ﬁ}{f {Glp»u d-gegw Qg+- gas-;pﬁlﬁ} ds V. lenos Que
?\ D ¢ a2 o 0
!
3
Q l}'\ e & w L {
g“ﬁ} ; .
, o nl'i’ig . ¢ @ ! Y
(73 = 8] = o5 |
g (4 G o+ o =& IA {
t
b vipm e - —— - - T i-. - ey
H .
o 3
o l —r

3

onds 0 8 a2 natriz nula {n-g)xg. De fuio, sendo {el,.,;ﬁeg} wne bhaes
para o nicles ¥ do operador linear { Al-L), temos gue:
(‘NI-L) e; = 0 <= Le; =Ae; o 3 =1:2500008e

De (7),Av§~$eque ¢ polindmio caracteristico de I, isto &,
det{A\E- D), tem (X~A) como fator no minimo g-vézes (o desenvolvimen
to do deterninante por Laplace, g-vénes, semnpre pela primeira colu-
na, mostra 83se fato). Bantlo, da definicfe de wultiplieidade algdbri
ca, tém-ge gque < a .
Obasrvames que no exemplo 6, ocorrveuw ¢ <4, o0&8Ya ¢ aunievalor 1.
PEORIMA T

3 jan e, ?gm.aa,ﬁ g autevaleres do opsrader linesy L, dis—

L8 < r
+

ticies doie & dola, @ Ve, vgg,“aﬁvf cd ausovetores reapeciivanents

asaceiados,. Intio, og vetoree Vys VoreeerV, s&0 liuearusnts indepac
dentes®,
Daonstracdo,

Congideranss uma combinaclo linear arbitriria dos veicres

VE‘ PR J.:r_? ¥ r
-,
. pj- - '{? SR W
(@ dop By Ty VO

R B B L T Lt [ (e ‘L} e - P & o e e
Anlicaadn-sg reeetidalr vezes Ml jT2E28 s 9 apdradosy Linassr

&)

Yo 83, obteaos o seguints slastena do¢ guunandes lineaprsag

o)

Lt
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_E_, a;, v, =0 =13

i S e R T 4 o T ¥ A T et T LT
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5 & uma matriz Iz Vonderionde, cwfe dsterainanie é:

Tahk A = (i .
(lx,?.v J. {’:}\j ?‘ii

wk
} ; i = lﬁ'gluawér“l

x 4 - 2 - 1 o 3 ]
Pap nindtece ’y £ A{ se 1 A3 5 lozn det A £ 0, into €, A ¢ in-

. e = . .
varsivel. aplic:indo-se 4 3 esqusria em {10), obitén~ue:
r.

*
1.
¥

- - : PR
G, ¥, a, 9. 1 10
L A i L7
- ) [ ;
s, AT | & Yoy v (3
Py ‘ P : i
o | v — o - N P A —
5 { - o G A, W i Gﬁ et g wo pk
; W e i ’. 3 5 i
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! oy - ‘f?m g r.’.\-,!__.‘ i o o
HI e e T o o
- e . 1 - - _ y L .
S T v, A, vadla & wmoauusdobor, Tuiee que 2., F O L F Lofpecesl
A In
P S IS
” i 1o 7 . 7 . i £
Ve nensc swlaoly dmediate 4o fiorema T, € % a5oulnen oQroife
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touando wh operador linear L adhre ¥V {dim Van, finita) possui
n-antovalores dois & dois distintos, oo aubovetores corresnondentos.
FPorsvon ums bhase de VW

Wosso proximo teorera & ume sepécie de generalizacio do teo~
vena T

Teorea 8

M L T R

"3@3&@'%3 v jé gocos ?¥ autovalores distintos dois 2 dois ,

de um operador linear L =bbre V o

.
G2 e

-i -
e--l gowuga v 1L ;lg:ﬁ’ooo,r’

&

waa familia de sutovetores de L, linearmente independentes, asacciz

408 & ‘ﬁia Entfo, a famflia de todos os aubtovetores:

(ll) ellf? o gﬁlnl 2 egl P e @ seeng.g v o gﬁrl g o o yernr %
8 1ineérmenta independente"”
Demonstragac.
Congiderencs uma combinacio linear auls dos vetores (11), -

Lt A
1500 23

oy By
{12y %4 Ei? 24 4 e =0,
i=l i=
JUugremos mostrar que atj = 0y L T Jlsecee® @ § = l,...,ni. Seja,
.
x> = &, . otd .
g=

entin xt & un vetor do eapago préprio correspondente aoc aubovalor

£y
: i e
(h, T-n) x* = I, a;, (A 1-B) ™ =0,
1 » i} 1
-?,::;1 L
e}
o Py e i’.;‘,‘_ - _— i_ i,. )
do gue (4, I-%) avY = 0. Conseguente, x = 0 ou x~ ¢ um autoveior

sasociado A4 AL o Suponhamnos que oisuns xi sejan diferventes de .

443

o perdn de ssneralidade {renumers-se os indices,; o6 necesedrioc),
DRAIMoS Supel Que %t A2 Oy L = lssness ¢ S {1 ., Pelo teorema 7, -

ndc & possfvel gue o, X- = O, pois %1,,,a,ﬁﬁ sdo distintos dois &
L



3 : "

dois, por hipdtese., De (12) vem 3, X, = 0, portanto nenhum ¥t 4
i=]

Aiforente de G, isto €,

g = i Ci. 8 i xl,2,..,r.
3=k
. il 12 iﬂi .
Per nipdtese € 7y " pueaye € ums fumflia linearmente indepen-—

denie, logo tenos que

aij = 0; i = lp-oogr 2 j ":l,-oo,n.i.

CaQads,

A correspondente consequéncia ddsse teorema, € o seguinte co
rolirio:
COROLARIO 2

*Sejam % )b,uoo’ - jodos oax autovalores de L distintes
dois & dois e

eil ¢ eiz,vﬁageini_, i =0,2500e,7 ,

a famflis de todes os autovesores lingarmente independentes ds I,
asgociados ap autovalor ‘Ai s Lais Que

nqto,v..otn, T o {n=dgim V). Intdo,
1a

_ 21 M
| 12 1 2 2 rl r
653:’{ € " « o L8 t & 5 v o« g@ reeoy © LARE 1 ?

é vma baase ordenada de V¢,

Bossa préxima neta, ¢ a demonstragSc do importante teorema

ds Hazmilton-Cayley.
LEis L

7(x) = B, b ol 8y 2, L e 8.1 X+ ey
F(X)E = (%8 - &) BIX) ,

2 e . . .
onde {p{Xx}) é ux polindmis na indeterminada X, cujos coeficientes

ado matrizes do JL K}y maio precisamente,

P ™% iy "52
AN mw%gfﬂlaec, e



Entdo, IL(4) = 0%
Denonstragio.

Das hipdtesss, vel que; «
(14) (58 - 2) G(X) =40, + (4G, = C 1) X +
2
4—(Acmy3 ~ cmﬁz) 4. .. =0, =,

De (13) e (24), obtdm-se o seguinte sistena:

= ay B (4Cyy =2y E
ACp p = Opoy = 8g.g ® Agcmiz = ACh1 = 3g.y A
8y 3+ Cpp "2y B 5 n-3 Az = B2 2
(15)3 R IR A (16)*% s 8 o & s 8 b e 8 st 4 b
AC, = C; =a; B B0y -y AL =g, g2
w Co = a, B \m Pl CQ = a, A,

Maltiplicando=se aa equagdes de (15) 28 e2squerda, respectiva-

2,@.,gim {ver (16}) e adicionando-se a8 eguagdes

mente, por B, A, A
reauliantes, membrs 4 membro, obtemos no primeiro membreo a2 matriz
mlza 0 e no segundo obtém-se £(A} = a, BT oay 4 At..ota, A2, i~
to &,

£(4a) = 0 , como queridmos demonsirar.

TEOREMA O {TEOREMA DiE HAMILTON-CAYLEY),

"Sedin ¢ o palinomio caracteristico de uma matriz A Jde Mh(KJ
{on do operador linear L). Antao,
c{a) = 0 {ou efls = )"
Damonotragic s
Seja A uma matriz de I (X) e seja ¢ seu poliundmio carvacterig
tico. Seja ?5(2) 2 adjunta cldssica da matriz X8~A. Os elementos -~

da '@ii}, %0 oz complementos algdbricos da aatriz XB-4, logo s8ic

pelinondos en Ky de gral menor ou igual & n-l . Pela propriedade -

fundazenval ds adjunva cldssisa de A, que diys
&3 A =~ {adi &Y . A = {dev A) B

A g 2
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{pars uma demonstrazio dessa propriedade, ver [8]pag° 186); ven
Gua |
37) {({B-4) G(X) = des(XB=-4). E = e(X). B.

De (17}, com base no lema 1, conclui~se que ¢(4) = 0, o que

dansastra o heorenf.

Do Aifinizde de polindmio minimc de um operador linear I od-
vre V {tesremz 1 de 1.2): podemos reenumciar o teorems de Hamilion
~layiey, pondo-se;

"5 polindmio minimo do operador linear L, & wm divisor do ng
lindaie caracterishlea de LY

Come uma consequéncis do teorems de lamilton-Cauley. obtere-—

058 o330 Droximo seorema:

“0z zeros dos polindmios minimo e caracterfstico, de todo o
parador linear L de V, sdo igusis®.
Damoantragdo.

Chservamds inicialmente, que se o polindmio caracteristico ¢
nfn $iver nenhum zero em X, o polindmio minimo m também nfo tem zg
o8 em K. De fato, sejo €K um zero ds me Como m divide ¢ (teore-
me de Hendilton-Cayley), tém-se quas |

e{X) = %(K)mfﬂi)-':-'-'-} oi{})= cb(ﬁ}m(?«) = C’o(m" 0 =0
Tato é?’ﬁsen&o zoro de nm sers também de c.

Suponhancs agora que AeX é um zero de c. Entlo, Aé um auto-
valor de L, isto €, existe wun vetor v £ 0 em V, tal gue Iv =\v .
Vawog mooerar que para todo polindmio £ de K[, £()) é wm autova-
1or de overador linear £(L). de Ffato,

v o=y, Lv = T, v = L{Tv) = L{dv) = Alv = v .

= AN oz BreIN

5 "
inlw = {ap al'% Teesta N I os £(Ak



Bm pariicular, sende £{L) = 0, £{A) € wn autovalor do operador nu-
lo, logo € o supalare. Assin 36nd0, 16 ©290 er que £ = m, benocs gue

L} =0 & cef n{A) = 0 . 6 gue Gomonstya o teoreua .

1.5  HUOLEQ O OPERADOR LINEAR F{L) .

. Tretaremos agui, de wma closse especial de subespagos inva -
riantes d2 V. dzja I wa operador linear sobre V e feI{ﬁﬂo 0 con =
Juntos
(13)  w(£) = {vev: £{n)v = 0},

é o nicleo do cperador linsar £(L), qué como sabemos, & um suﬁesg%
g0 vatorial de V.
| Sejam, £{L) & g(L) polindmios ng operader linsar L, zssoccis—
doe sos polinduios £ e g de K[Ejo Entdo, sabemos de 1.l gue:
(19)  £(3) &lL) = g(b) £(T) .
De {19) zom g(X) = X, para todc vel{f), vem:
2(n) [w] = [£(1)1] v = [L8(3)] v = ofelz)yw] =2 ¢c=0;
o gue demonsitra 0 seguinite lema 3
*0 ndeles N{f)} do operader linear (L) sdbre V, & invariants
com relagdo 3 LY .
% elaro que o subespaco N{f) de V, depende do particular poe
lindmio £ ds K[X]. A seguir estudaremos as relagles entre nidcleos
de diferentes polindmiocs em L.
"lejam T e g'polinamio de K[Ej, tais que, g divide f£. 2nido,
pare todo operador linsar I sdbre V, tém-~se ;
(20) Wy HiE) ¢ .
Denonebracgio.
Gome g divide f, oxiste h em K[X], %al que., © = h.g . Yog
£{0) = n{lL} gL}, Seja ve N{g), entdo g} v = 0 ¢
#{L) v = g:z;,gi;} glf)] v =n{L) [t} v] =n{z) o=0,

1sto "e, wel{f), o gue dexonatra {20} .
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LENA 4
"3ejam f, . fgsouag; polindaios de K[@], nda todos nulos e

& o m.d.0 entre dszes polindmisg. Entdo, para tode operador Lineav
T de V, fem~3e:
(21) {a) = H{fljf\ﬁifg){W oo NI({E )
Danmonstracfo.

Sendy d 0 m.d.¢. de &1, fﬁs nauﬁ_r s Gemos gue & divide cada
un ddases polindniss. Conseguentemente, pelo lama 3, tenos ue:

Ha) CH{L,) 4 4 = 1,25000sTy

isto &,
(22} w(a)c;mtfx)rwm(fgifw..“ F\N(fr),
existen polindmics

Por outya 13d0. sendo 4 o m.d.c. ds fl’f2‘°°’fr'

(ver teorema 2 de A.4) Eys€prrecsy, de K [é], bzig ~ues
r
Def, vem cus:

r N
(23} al d = 37, g (0) £,{L) .
1=l
Para cads veﬂ(fl)ﬂ“oi’\l\?{f g
f,f]ll v o= Gg i = If-gfnoogz‘ 157 fi& {2_)}9 01)‘@8’1103»
1

)fi(L}] (v) = O, &

ai{nhr
i =] z

= I rf. 5 X - = o
Lm. g, (& CIREREY mJ 0

isto & .
(2¢) Bl )P LN WEL) ( wa)
D2 {22) ¢ {24) concluimoz & demonsirag@o do lema.
Sejow £y 5 foreeesty, pelindmics relativanente primos de
EfZ]. ©Cm.d.o. entre 8les & 4 =1 e daf N{(&) =<0, poim A(DL)=r.
Do lamae 4, asgue-50¢ o ssguinde lamad
thejen Iy fgyaﬁogf? poiindnios relabivemanta primes de z{ﬁjq

" . . - _ e . i,
Swsde, pare tode aoperador lioser L sobre ¥, ven-sed



Pela definisfo de polindmioc mfinimo m de um operador linear L
de ¥, sobemos que H{m)} = ¥, Jezue do lema 4, o prdximo lenn:
LEA §

"Spjam T wm operador linear gualguer de V e m seu volindnmio

minimo. Sejom f um polindnio gualyuer de K[}{] €0 0 med.. entre =

e m. Sntdn, §(a) = 5y .

Obaervaﬁos que o lenma 6, é uma consaguéncia imediata do lamé
4, vioto que nésse caso N(f) é um aubespago de V = ﬁi(m), iste &,
N(f)ﬁl@{iﬁ) = N(£) = W(d), O lema 6, vos permitird resiriagir nos -
sas congideracdes aos divisores do poiinb‘mio ninino, jd gue o caso
geral pode ser reduzide 4 2sss,
TEQRENA 11

"3ojs L un opsrador linear da V e m aeun polindmio mininmo. Sg
jam f,geK{X], tais que: |

i) £ divide m

i) g divide £ o gr{g) <sr(f), isbo &, g é uvm divisor préprio
de £,
Zntd0, Ni{g) € um subespagu prdépric de H#{f), isto &,
dim N{g) < dim W(F).
Denonstracido.

Pelo lema 3, N{(g) C N(f}. Resta mostrar gque existe uwm vebor
em N{f) que ndc pertence & N(g). Da hipdtese i), existe um & e
EZ[XJ s+ t2l que:
(25} m = f.h
Do hipdtese 1i) existe reK[X], t2) gues gr(r) > 1 e ¥ =1 g,

qua levada 2a (25),
r=rgh » grx)>3.

Iogo ¢ = g & € un divieor préprio de m, isto &, gr{p)<erim). D

I
&

dafinicic de peolindmio miuimo, bewos que ¢ operador linsar

plL) = g{%) n(lL) nlio € o operador nulo de V, Asaim sendo, evisie
pelo menos wm Tetr veV, tal gqus

piL) fv) = gib) [n{L) {vﬂ A0 =pnl{l) (v € ¥ig o
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Entretanto, de (25), tam-se: |
£(2) (2(T) (v]] =m(L) (v} = 0= n(L) {v) e N{£} ,
0 gue demounstre o Leoremf.
Prooulralsnos remover sgorva a hipdtese i) do teorema 11 . Se-
ja 4 0 Bed.c. entre £ e m. Juando dsl, N(d) =<0>, K¢ ontunto,  se

1 4 um divisor de d @

gr{d} > &, o polindmio constantae ¢
K ‘. - — L3 F ¥

gr{c) < gr{d). Felo teoremz 1l, <6> = H{ec) & um subespage pwipric
de Ni{d), istc &, dim N{d)> 0, Por oubre lode, do lems 6, tém-ss
W(f) = T{a), ¢ gue denonst,a o uesuinte teorenas
ZEOREIA 12

"3gja m ¢ wolindnmio minime de wn operador linssy L sdhre V.
3eja £ um polindmic gqualquer de *{[1{] g d o m.dsg. antre £ 2 o,
Entio, dim N{f} >0 énente se (a)y=0 "
HiT6a0, i . ae, & 2 ence ¥ gr M

TECREMA 1

ey . Yo M ar

“3oja m o polindmio minimo, de um operador limear I sdbre V.
Seja f€K[X] um divisor qualquer de m, tal que f &, unitdrioc. Sne
tEo, £ € o polindmio minimo do operador linear Ly, resirigdc de I
ao subespago ¥ = N({)%.
Demonstragic.

Pslo lema 2, ¥,= N(f} é L-invariante. Dai, pelc teoreoms 2 de
1.3, ¥ é f(L)~invariante. Por {3) da proposicao 1 de 1.3, tém-se
que pars tode vel(f),

£{1y,) (v} = £{L) (v) = 0 ,
isto &y Ly & um mero de f. eja m' o polindmic minime de L,. Entéo,
do teorema 1 de 1.2, sendo £(L,) = O, vem que @' divide f. Ademais,
v e X )= ' {L) (v) mm‘-’(lw} (v) =0,

Logo N{m') nfo ¢ um subespago prdprio de N{f); e pele teovemn 11,
m' nde pode ter graw senoer gue o de £, Sando £ e 2%, unitirics, do
nesms graw ¢ 2 vm divisor de £, mv* = £, isto &, ¥ ¢ o polindmic ni

gime de H{f).

4 l
[ oo Co




CAPTPULO II ~ FORUAS TRIANGULAR ¥ DIAGOIAT,

2.1 INTRODUCES |

Para entendermos "o gue ¢" uma forma candnica ou normsl, farg
mos uso do conceito de relacdo de equivaléacia (ver B.1).

Dis-se que a 2atriz A é 3RIBLIUANTE 2 natriz B,Ae R en Mﬁ(K)

3¢, @ sOmente sg, existe uma nadrizm inversivel ¢ de mn(K), tal ques

B =0t 4.

Easa € wms relagHs de eyuivaldncia no conjunto Eh(K}. de fa-
s
(1) Reflexiva a=8t A
(i1) Simétrica beja a=c¢ g, multiplicandow-se & direita por
ot e 3 esquerda por O, oblenos:
cBCt =4 = (g T ot

(111) Transitive Seja B =C™~ 4C e D =F* B ¥, logo
p=rt (et ao)r=(C F‘“l A {cP)

Cutra relzcio de equivalinecia no conjundo das matrisnes guadrs
das de ordem m, com elementos no zerpe ¥, & dada pela relagdo de my
trizes "associadas®" ., Diz-se gque as matrizes 4 e B de Mﬁiiﬁ, &

e

AS3IOCIADAS se, o sdmente se, existen matrizes inversiveis € o D em

Mn(K), fais qus:
B=0t a0 .
Pars ume fixada relacfo ds squivaléncisa, entre matriz guadra

das de ovdem n, una FORMA HORMAL ow CANONICA & ume mairis de tipe

eapecial, escolhida sm cada elasme de wquivalénecis. Bm maiendiica,
os térmos “candnico®, freguen?anea%e signdficem Yebtznder® em algun
sentide particular. Uma forms normal, € uma forma stunder pars Te-

pregentar ums clusse de elementos equlvalentbes. As geguintes condl

edeg, devenm selaciomar wna forma candnica, no conjunte das notrizes

guadradaes (e ordem a(ﬂm {B):

Cuglet

1. Dada gualgver patris 4 dn nn {X}, Geve 23r poasivel, zor ndbods
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razoivelnente direto, encontrar n forms normal do elazse de e ui-
aldncia contendo a matriz A.
2. 0O métsio Aeve. conduzir-nos & uma UGnica ferma normal.

Veremos ues para algumas das formas Yespeciaia®™ ue obtere~
nos, a condizdo 2. ou 1., ndo serd totalmente satisfeita. lor
exemplo, se 2 forma especial ¢ uma "matriz diagonal® (aqui 1. po-
de ndo ser possivel, para algumas matrizes A), ndo nos greocuparce
mos com a ordem dos elementos diagonais. |

Pars estudazrmoz um ojerador linear L sobre um K- egnago Ve~
totial V, de dimensflo finitz, procurarsmos uma base ordenada de V,
relativassnte & gual, 2 matriz 'ug reoresanta L geja a2 mals silk-
vles possivell canduica). Mosse meto € “desmontar” o goerador 1li-
near I sdbre V, jara jodermes estuddi-lo, znalizaado suas “oartes”.
Pars ase “"desmoniar" I, procura-ss dgcompor ¥V oem uns coma diyroia
{ver B.2):

16 R § ] W?g |
onde c¢ada Wi € un subespaso L= invairiznte de ¥, Assim teremos de-
corosto L am ume zoms dirstas

IJ'*_-‘I};; @ @-’90:‘} @I' ;
¥y le ‘ar 4

e sabando o comportimento das ¥oartass® LW g.#@aouyglw ¢ Saberemos
1 T

o comportamento de L.

Hésse capitulo Il veremos as primeiras formas especiais,oue
afo bagstante simples e por isao mesmo muito Gteis. Alids, € nisse
capitulo e estudaremos & forma diagonal{sue nfo & ean&nica?poié
nﬁo‘satisfaz nem 1. nem 2. Yo 2 mais sin les das formas especiais
de wum operador linear ou de uma matriz. Infelizmente, nio € todo
overador linear c.e pode ser colocade nessa forma especial, isto £,
a condizfo 1. s nue deve ser satisfeita ne selezfo de uma forma

normel, ndo se verifica. O mesmo acomntece para a forma triangular,



2.2 FOIA LRIANGULAR

Diz-se -ne umn madriz A de Eﬁ(K) sata na FORIA PRIAWGULAR

SULs 3T OR {respectivemente, INFIRTOR), se todes os seus elementos

abaixo § respectivomente, acins) da diagomal, 380 nulos. Isio

Oy
[

ge A tem 2 forma:

-all 312 LI ] B.ln‘ -I'.bll O L. ] O T
0 :’:1 ;_,‘ LRI (3:22:1 ;}21 322\‘;0!} G
A: & & I ou &;: & o PR )
e L] L) L < & L] ]
!
Lo 0 ... a_ .

b
I

B{EHQQQ.;
As metrizes identidade I e nula 0, sfo triangularss superisy
{ e inferior). Pdda matriz 1xl & triangular.
Vamos 1208 preocadal ApPenis ecm_a'fonma triangular superiar,

isto €, da wi em diante, forme triangular significa foras triangu.

lar sugerior,

Dizewos gue wa operador linear L sdbre V, € TRIANGULLVIL se

erxiste uma base ordenada [3 de V, %al que & = [L} tem a forms
trian:ular,
Suscnhamos, ue L sejs triangulavel e seje @' & base ordens-
da de V, tal ue:’
- G - Ei. . I
811 %12 Finel % o

0 8oz e+ Fpnag %on

hel n-~1 %n~1l n

-0 4] PR 8y pn ~h

Entfo, o polindnioc raracteristico de L &

(1 ) o (g) = (K*&ll ) { -{""’3}22 3 [ [ (-3:“"&'21“1 n_;) {K"’ann ) >



Isto 8, ¢ é um oroduto de fatorss linmesres.
dara se verificar (1), basta dsseuvolver o deterninante
e (X)= det (K= --.‘é} p0r Za,jopdce gewpre através da primeira coluna,
(n~1)=-vézes. Acabamos de mostrar cue:
(2) "sendo L +t#riangulivel, entdo seu polindmic caracieristico &
mm profute de fatores linsares de K [x{] "

A recipraeca de (2) é vdlida. Para demonstrarmos tal resultae
do, usaremncs no¢aes de espao8 veLoriais guocientes, que descreve-

mos no apendice D.4.

ToORMA 1.

"Suponhamos ~ue o polinomio caracteristico ¢ do ojerador

linear L sdbre V { dim V =n > 1), se fatora em um produto de poli~
nomiog linesres em K [X] . Entdo, existe uma bhase ordenada@ de V,
relativamente 8 quel, I é representado por uma mairiz na forma tri-
aﬁgularu“
Observasdo. Como gr {(¢) =n 2 1, se K for um coroo algébricamente
fechado { sor exemple, se K =C), entfo ¢ se fatora no produto de
solindmics lineares em K [X] , parz todo L. N3sse caso, todo ope-
rador linear é irianguldvel.

ldemonatrazio,

Vamos wear inducdo $obre o dimensdo de V.

{3} “wando dim V = 1, para gualouer Lagse ordenada c@vc‘te Ve & matriz
[L]ég 6 1 x 1, logo eata na forme triansular.,

{ii )} Sunonhamos gue dim V =n 7 1 e sus 0 Leorema vale para eapanos

vetoriais de dimensdo n~l. for hipdtess, ¢ polindmio caracteristi-

co ¢ de L, pode ser fatorado ma formas (1)}, isto é’,al.lé vl zero de

‘¢. Logo aﬂé we  autovalor de D

deja e wm autoveltor de I associads & gypieja ¥ =Le,7 , subospago

da V geradc sor By 0 Come 431:;&-(} { poim é um antovetor ') &

. e ¥ 4 unidimensional e Ie—invariaunte.Conusideremos o

zepacs vetorial cugalente T = ¥/ ® , BEakdo { ver henvena ¢, de
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-

dirn ¥V = dim V = dim @ = n = 1}

nda { ver weorsmu 3, de B3 ), I jnmduz  um operader linear I em

a}

e s

A

3,

7, cujo polindmic nfnimo divide ¢ polindmio minimo de L. Pelo teo-
Toma 10 de .4, sabenoss ue 98 Soros de ¢ fac também zeros de m.

Deade e, ¢ se iators no produio de polindmics linzsres, ¢ mesue
acorre com m. la%ko também oscorre, coit os onlindmios caracteristico

e minimo de L . indds, ¥ e § sotisfaszen nossa hipdtese de induqdo,

e f—-— . ——
isto €; exiate uma base ordenads dé‘x ‘262,. e o "en} de V tal
gue !
4 Bl = . o
L e, =ay =
T By =83, 6y + B33 63

(3) 7 > S ‘ .

o o o - L L

. a e .
a.n3 3'{" e+ Im en

= g-l‘
» n ne T2

dgora, cousideremosa os elsnentos 62;.835. . 238, de ¥, ~ua
pertencen as classes de eouivaldncla 62, 93, s v o 5 8y ragoecti~
vamente. Intdo {ver teoroms 2 de B.3), temos que

ﬁg = {e” Ry o 5 a3 er_} & wme base ordenada de V, Da i ésima
N

g - s Lis L . r
- &, R S - 1 . = 0 e dai
L e i2 <2 B3 3 ii i # #
- % . : r
- PR - s e o = G, CurE W =L2,7, isto &
(% %1 i €2 853 %3 id i 17 =Y ’
T, = o w2 s & w S 3, = a w o
i el Biq Ql \ﬁ.ig e+ + 54 el p X lg ° « X
Eabho .
}
rE/ ‘E-_“ #.?um _-_‘E (.l':-i. :_;j & & -3 al’!‘l -
} |
* Y 47 " . . c:_}
hd P02 P Su
AT I : “ e %
J?L,; i
Ced ;
il el & k3 o ¥
(5 2 i} T, Ei‘.’-‘"_m~

G 3“1\9&0
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A Tovma alternative do beoremz 1 para matrizes &:
. w - d
THORIE L L

fFuvosonhsmos ve o polindmic caracteristico ¢ de vmo matTisz

A de ) (X)), se fatora no srodubo 4s polinfmios lineares em

E [4] . %atdo , 4 € semelnante a wae matriz triangular, isto &,

1

existe woa matriv ioversivel ¢ em B, (yy tal nue C7 AC & Yrien-

gular®,

£

3ejs 43: {e}, 8py o+« 'n} wme base ordenads ds V,.roe-

-

Lativenente a cval & matriz Egl?~: Ao ¢ wedangular. J4 verifice-
nos em (l),-ue os elenmentos diaégﬁais de J{b sdo necegadriamente
o3 valores caracteristicos de I,

Para cada i = le 25 & 4« ¢ 11 @eja

(4‘) V., = <919 92 ¥ o+ % v 0§ ei> ¥

€ 0 subespa o gerado zlos vetores {31, s v e 3 €0

isto &, V 1 5

i
~ - "y a r
Entdo, dim V; =1 , 208 {8y » 05, « - . : Gr} & uma base ordenn-

/
da de V. Ademais, V,(_ M,y v 4 =1 . ... ¢l

isto ¢, V, ¢ uvm subespago de Ve, 4 . Logo o8 subspajos

‘f

V9 5 Vo s o s o s vn} , dadon por {4), formsm uma cadeis ascon-
dente de subapeios de V. Alnda nais, cada subsjase de (4) é Ieinve-

rianite, pois

p!
¥ x€ Vi==§ X = :E: B, ei===$>L X o=
2 == 1 J «

M"

8. Los, -
3 2

i=1 d

4 .
sendo ¥ triangular, Bs cordenadas de L;ej ne base ordenada 47 ,efc

toie "uve a =ga, =, .. =a_ = 0 iato &,
J+i e : n
L ey € Vj(: Vi o3 =1 925 ¢ c o v dp 0 ue mostra que L x & V..
Jeja V um K-ecgpago vetorial de dimengéo finita n =1 e T wm

coarador linear de V, Denomine-~se LEQUE de L{em V), & ume cadeia

de swrespagos

i'l s Vo s o o=y ﬁ} da ¥, dais vue, para cads
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(i1} Vi & D invoriante
(iii) dim v, =i

o~

Por uvmo BASE ASSOCTADA 2 wvm le v

{vl ' V2 s o » v Vn} ¢ entendo~s9 uwma basze ordenads

! = 1 8e V, %ol que , V, = <e. e ey 8LV e
4{9’ {el 5+ o & ¥ 3n§ de .F, d.l_ TR %i &.Bl ¥ 92 P ¢ o sy E’:i/

Bxiste semore,vma base associada a wa leoue {?1,V2, e & sp ?n} 3
dado. De fato, seja V; = (el?', antdo extende~se & base osrdenads
Sei& de ¥y a uma base ordenada {?1’ eg} de V,s & seguirsex-

tende-se iel, 92§ a uma base ordemada{él, €59 93} de V3p & por
indu:80, obtédm-se uma base ordenada {el, €rr « -« o s o} A6V 37V,
a rual é, dbviamente associada ao lerue dado.

Do teorema 1. e do descrite acima, obtemos o segulnte corold-
rip:
COROLARIC 1.

"Sugonhamos ~ue o gelindmio caracteristico ¢ do onerador li-
near L adbre V { dim ¥ =n 2 L ) se fadora em um »rodubte da polind-
mios lineares em K {ﬁﬂ » T80, existe um leoue Se Lioem V ¥,

DRMOSTRAROD .

Pelo teoremsz 1, existe woa hass ordenads

B=feg »0,5 0. y0,tde ¥, b2l cue [L] ¢ trianmiar,

1

Baste agors, considerasmos

‘{?‘ = .. i ] i:‘ 2 L] E
4 <el;$2goa=gel?, lgpg e s o Mo

PN TOT
SLE L0 2
£ s Fa 7 » o - -
Jejum A = 2 e B o= (b, masrizes striangularey de
¢ L _ ju

M, (K), ist0 é aF bij = 0 sed > 3. BEnbEo 4+ 8 o ALB, tachén

pio triangulares. e fate,

O P P R
F’i. A h L?:‘.i P Ly oag = i_ﬁl

-
L de gl



3,. =a,,. ¥+ b = 04+0 = 0 3aja &0 = {ei;J s

anie o - bk¢ s AUSrenGs mestrsr we ., = (O
- ii i

quande 1 > J . Seja 1>j. entdo.

wnde K D=3 b, ., % LmpC, . = ., 8., . = U
(1) g ¢ 873 "B TETEA] B L qu v
w AL

(i1} quonde jzh=i o

.
W
;
LA
L}
N
=4
‘lll
@

zy
]
[
g

-
T » & * - ' ‘1 L .
L. = a., B, . = oW, Isto S,ru Aol = [ﬁ..: @ wriencolor
::}c:l:j ;;T% e o Yoo dste S.0ue A Cpgd viriengeloy
& ol

B oarticular, podendss concluir gus ses

T - T

entao

b L] I -] ] L] v
< o L * ™ L E
!
i [
G 0 O £ e o Bt
- -

J=r'
el

g ey e
N

pome w dnwedee P ox Lo omde Shincion guw awer olz onol 80 &

Y g e . ety ety e <y N R - o s 1 3
SRS SV GUMRIITS , G So0w TENLZENLDIY 0T SNV LD



all,aggg s & @ aam’
AT tombém € triangular com
ra wn inteirc rz 1

_:{u T_L).LJO j

A demonstra xm do 'i‘enrmnm 1. ncs fornece um metoda pratico

vara obtormns a represento;d
. L ]

subovaior

=360

]

R o r r
S Sy Bapr v 0 e B

pers] PG

i

\*:}awuum.lar, de uns ma,triﬁ dada. ©

presente exemplo, iluatra gsse tavo, -

Seja a matriz 7:0 g3bre 0 CoOrso

s g -9 07

o 2 a 2]

& = 4 6 -4 0%
.0 9 9 3} :

I"epresentad_a"um-O'izerad@:c iinesr L adbrs

e ; f_
cardnica &= }9 ‘LS s Tap

G*beingwﬂm ﬂavacte {stine de

¥ .J ! '
¢ (35) (X2 ¥ w3 )
logd vale n hipdbese du heurena .
Asginm oz sytavalores de L sio
Comn:
P~ : ' : -
vod G e §ox £
| 3 ¥y G o S ®y ;
! ]
. ! H
5 o - i 2%, * 2y |
E, '.::r¥ ey u ~ g E &
‘4-\'0 L.- sJ x i :
' L Aw. B - OX :
% ,}‘"L JXZ Mb.?. i
} . !
! SR,
s !
L.
“A\ ' s - R -;"‘i‘ *
Aog W akeeveling o L {t’kuﬂ 03 el ) A
Ao A Tl -5 Tl
Apigl o Al ( j=i &= 00 J.
7
Izl = 2 {x] oz
“3

813 .

& { dos nlmercs reais),

‘\

¢ relativamente a R TEXEE

"\_f;:

.11') ? 4 315 2'5 3-9 49}_«

- - -
063
-
2 @ Je
o -
i R4 i
H whey !
: A
I i
f | B
! .
ATal o ; CI
SRR = ; ;
- : N i
i Sy :
LRV .
! 3
% L PR
s H
. i
f oL
"4 h = - s
To 4 BORDEGE G
-
Fare. A= L, oahbonos



4 ' .
‘Bxl + 932 - 93.'3 . . .=. 2I1
2x Y 2%, . = 2% '.
o ¢ ot E
Y
“ - R L8 3 4 ¥ 23:4

Togo um autovetor de L associado 20 autbvalbr 2 '( as coorde~ .
nadas ddsse aut;ovetor ns oase ordenada %, é uma solu'ao ndo trivial,
I-do sz.tema (D}é‘} ) 4 By = ( O, 1, 1, 0 ). Formemos , & seguir, wmz base
ordenada b, R 41.{13.3..31;.9;’ de - __@4 * c_u-Jo. prs.me_:;re elemento_é_ .flc. Seja,

- por exemplo,. { | " | | '
F = {(0,1,1,0 }+ (1) 050, 0 ),(0, 1, o, o,) 0y 0, O,l)}

A matriz ~ue muda & base candnica 4% pera a base ordenada (¥ ,.6.

-

. @ 1 o o
| a0 1 o
A = 1 0] 0 | 0
e o o 1

. — ""‘1 : "'l J ot B
Logo .b]' = AT I;} A %= AT A . Dephis
Bl gt |

de feitos os cdlculos, vem uai-

2 4 6 0
o 8 3 o0
B] =a~tbax o -4 - 2
& o o o 3

Seja ¥ =<£y> = <0, 1,1, 0 > e T =RE /v,
L induz o sperador ldnear T em 'T? . 0 veter 'é? =3 %, ~ ?3 é wm
aui-cve*tm asacclaria ag aumvalar de E ¢ Bacolbhenos wma base para
ﬁd’ y cujos dois px'ime.a.r“s vaatores 8o

£ e 8, = ( .3,~.2s_-'9g_ 0) =3 {1y 8,0,0 )= 2{0, 1, O, 0 Js
dlgamosa | - ' o _

6= {(o, 1, 1, 0, 35225 5 Q)s (0, 8 1. 0}, (0, 04 0, 1)} .
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A matriz B ~ue pudz = hase J;E- pars o base aé a:

'y

g

?—’1
3

L
o

O 0 1

Logo, gt ﬁq 3, e daca a

1], -

gimplicidade depte exem lo; & natriz 'i}}}% Ja e tvrianguler.

)

I\J_‘

0 2
2 <} 0
o u -2
0

o QO O

Q 3

Sejam, vl = <(091: i, © ):} # VZ = {{C, 1L, s 0)s{3,~2s Oy 0)> s
b

VB - <{Gsr L, 1, Gls (3;-2, 0, F} v (s 0 ! \))} ]

i

v, = <(6: 1, 1, 0}, (3,-2; 0, 0), (¢ 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1 >
Entdo, {.Vl, N 1?2 5 "!’3@ V@;s & vz ieove de

I { 21 }fé } & a base OZP@ = g( {}glglgc})ﬁisl"gseﬂ 0} {0, 0,340)5(0? Oy 091)_.

4

die R

L

, & uma base associada ao lerug,

2o
eiLa

LRV
L

THORRIA DA DRECOMFOSICEG PRIMARIA .

TEOAINA 2.
P T ey o e ’ k . . . S e fenl
* Snjam £y, Toe o v o« o U, scolindmies de K [E] e b o mem.cy
. -u fan i 1.

entre Sssea  polindmios. Entio, savs qualyuer operedny linesr L

Sam o ’
ashre ¥V, ban~83 oue
" k) —— K4 At e —y .i".z'.‘_ Y . - F4 s .
Hfn, =0 {8, Y R id e o 0 2B ) .
ik . =
v v -

ieo &, Ledo veher wol (W) ( micleo de eperador Llinesy b (L} )

& a2 Formons

e

3

cpunn’
<}
1
acd
¥
<
)
3
n
-
L
-
]
7
|
=
e
&£
C =
M
f:‘::’
o
i
e
T
b1
.w-
]
2
™
@
.
o
™
=
L3



Bemonsﬁ:égao,

“ Seja W =N -kf )+—H'(fé)4*. . 4aH (f )s © subspazo de V, comw
smstﬁndo dos vetores da fo:c'ma. fﬁ). | |
Como f diw.de h o1 =1 2,. »oe s r, 9910 lema 3 de 1.5, tem-ge
wae N (f )
do W, isbo &, v & da ¢orma (5) e como eada** : i
vy € w (f )@ T‘*’ {(n) , vy & (h), i =1, 2, . . .s r.v'
Sendo ¥ (1) wm suheapa.go de ¥V, v & N(h) J:rovamos ‘asgim que

w@n (:w)

- Resta-nos mostrar que N (11) (;"w .

i N (h) y 1= 1,250 o s r . Seja v um vetor arbitrdrio

como h & ummultlplo comum de 1‘1, e« o @ f

_-temoa nu@: | _ |
(6). b=Lf, By o315 1r 25 o o .'.' B,
-onde pié v pol:i.:lam“o de. K [X]
Af:s.rmamos e os polimmlca ﬁl" v o B ‘E’r r;ue-apé.réeem- am
(6), gto r@la.blvamente primode i | ‘

Caso’ wontramo, elas terle.in un divisor comum, dlgamoa d com-

gr (a’) > 0. Dai, .

ﬁﬁ.ﬁ

$ ﬂg + « ¢ 5 ,,1_’?_ seriam _9011110111103 ‘a.ﬂ
: _ d - a -
K [%] e ter-se~ia:.

Bo=s (B £, 5, i53,2,...,7,
{i . a ‘ i
o Aue & contvs.r*io a defmw 280 (e MeMsCeys POLS

‘ - h ¢ ummulh.;.@lo comum gde n* '
ex [z], By ® e g

IR~ =1

1o v o o s L. e

~ Sendo os 3 nolindmiocg Yy 8 Por = s e 5 Do rela'b:_vamente primos,
¢ m.d.c. entre éles € o polindmio conata.ate 8 ¥ -1. Logo, pelo teo~
rema 2 de Ad4, existom ¥ s01lindmics ‘51'-’-32: -
tai_s'n. que i o

1 = glp]_ e +gr Pp,
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1

i o cperader linerar gi (z) pl (LY+ . . od gr (1) p (L) é

Q. oyer@dor unldade I de V, 1stu ég para todo vE V, temﬁse:

(7) I v'_=.V,a= gj' (%) [pg_ (1) .!._’.%éaz)ﬁ C et g, (1) fpl. (m (v )]
Em part;oular, se v & H (h), teremos ne n (L)(f) = 0. e de

-fﬁ) vem “ue kA LL) [94 (h)(%)] =0, i = l,?,';'._,,.:, ou seja

p; (L) cvwg W)y 4 =1,20000ms

Pelo lema® 2 de 1. 5, cada aubasdaga ¥ (£ J é invarisnte com respei-

to & L, lOgo pelo teorama 3 de Le3y nada um dos subeapagos H(f ) é
. 8 (u}- ;nvarxantea. Gonaeouentemente, o Vebor '
' _:&_51(5).{?i {p) Cvg ﬂ.fﬁ(fi) . @ por {7), “m-ge que para todo
vie N(n), v & da forma (5), logo oste em. W, isto &, BV,
__odmﬁ nueriambe.deﬁnﬁstrév -t
| Naa hxponeses io faorema 2 acira, cmnsideremcs'o ¢age no

hqual as polzﬁomlos fl’ ".3,”, fr sam prlmes do:s 3 dcjﬁe Assim

_teremms que o m,m e¢ en re e1eq sarq o polinamlas

Fxl
4

E- = fi Kl f2 .« » ...r
Aflrmamos us nessa easo, toae Vetar de V ter uma gnlca ve-
mvﬁawnbaoaa na forma (5). Pr*mpirmmerua, mostraremns cue se
\ ‘q ‘.‘ -". = ot ? e )
(8 3} ‘3 Toae ¥ Vp G, com V. e B{s 5 7 s epbﬂo
vy ==Of“'i l, 2, reer T B clare que (3) & eavivalente &

(9} v - :":-.. . e sev I-m v"!-.l - ‘Tl}'_i_ ~ wymn v3‘€ ‘:2,, -—-j_’u.“’r

i
(quamde i ( ou i = r)s ccnﬁldarauSQ
' Lmiﬂ ( ou v, i =0 } . . Sejae |
pi o % l 1¢v..’ f:.'“’l < 'f‘i.'?‘l »00 -:r 9 iﬂ -I.:ll.;pg'g_-e c&g:?p '5,55%5 é _':; é &)
s - -

m.m.e. 9ntre o3 po ¢nomios

fi,,;ggf i"ﬁﬂi+7”“’ f o O Meflatio ent®e B, @ fi ¢ o poliinismio

eenstantm.ddi-h, pa%a 08 1o;inomiaa Ilgrau1f sfe primos dois &
dols. Do lemaf“ de 1, 05y V@uu_ o
W (p Wl (1 7= BiA) ={av e
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w."..s“

Uomo v, € N(fi),:pelo teoroms 2, o0 vetor de lado dirsito
do (9), sertence & H(pi),-isto'é, vy =0,

Sujonhamos agora, rue um vetor veV além da representa;fo
(5), possa s§r expreaao na, forma:

v = vi + v§'+. A 3;_ onde v{i&N(fi) y A T ly o « ogT

e

.

'Subtraindo—se membro 3 menbre ossa e~uagio de (5), obitdme
-39 | .
(vl -'vi )+ _f.vé'a- vé )+:. . .%(vr-vi', ) = Q
onde ( vi'- vi } & HTfi'). Hesa equagio estd na forma (8) , logo
vy 4-v;_='0 ou v, =v, i = 1;_. « o+ ¥y 0 tue demonstra 2
afirmative -we fizemos. |
Provamos assim o seguinte toorema:
THORIMA 3 |
?ISejam £y 8 £p9 o e o s £, ,Dplindmios dois & dois érimoe
em.K [L] e h o m.m,c. entrs Eoses polindmios,
Bntd3o, para bodo operador lineer L sdbre V, tém-se cue:
N (h) =8 (£)@NF (L) B «re O (£,) 4
iste 6, ¥ () é a soma direta dos auhespagds N (fl),...,N (frf:
Qbse?vamcs que ao encontrarmos um polindmio fﬁualquer)
f de K E{]' , tal que B (f) s ¥, o teorema 3.nos a4 ume
'ﬁgeomgosigﬁb ‘de ¥ em ume soma divelts de snﬁeang&gg I-inverian-
ggg ®, Bm particular, sabsmos Que o polindmio minimo”m de L

§ tal que, m (H) = 0, logo N (w) = V. Fatoremos.o polindmio =
em K'[K] y AgTUpando os fatores irredutiveis iguais, isto é,

(10} m = .C}'j_ : oc.‘b; - .' see %\ .
o rA oy
onde & 6 um inteiro extritamente positivo e 81 ¥ Q,j se 1 £ j.

3endo muﬂnitério,_podemps ter cada @ s 1 = l,2§...,r, temban
: : ' i

unitdrio ( ver teorsma & de A.l)e Sejam Vy .y Vy 5 soey V,, o8

nucleos dos opsradores linaaria,



uf:. IV

I
i

g im [ ] %2 [ | Jar
!L%IKL)J . % (L) $0 e by gr_(a). ?

2

-

re3dpechivanenic. Bntdo,palo teorems 3, V = N (m) é o soma dire—
te de asus suﬁeapagos Vl ’ V2 » noe g Vr

Sugonhamog une dim Vi =1y, 1 #1,25 eve 9 o Beja
ali', 612 s wes o o8 ‘uma base para cada subespzgo V ¢
snt3g { ver tecrema 1 de 8. 2) » & conjunbo de todos os votores
bésicos sara cada V. » isto &, '

4 1 an | .

(11) @ = {811 § vw 9 Bmi‘ s 32 § o p a 2 y I.O’arl’o.'emr},
d uma base ordensda de V e

din ¥ =n = ny t n24 eve + I, .

Obberemos a seguirgla‘matriz [ﬁL5H=-Ié;,

lembramos ~ue ag eolunas de XZ s&o os componentes dos vebores

I aik s 12 béea 03 " _ :
| ’;. o _ . - i1 ini
Fixemos um fndice € {152,000y T} 4 Oada vetor L 6* yiew,li o

estd em.Vi, pois V; € invariante relativemente & I, e sendo
il .
€ yoeaeg © i baga de Vi e cadn vetor

il 7 ini ) , . - il 12 ini
T e jpeser s e uma combinagdo linear 82 2 , & jseeepd ’
digamos: - . ”

ik (i) i3 () 42 (1Y  ing

(12) L e = a:”ﬁ e + a.gk B Foree +an K e e X ..,..-,nl.

ik

). (12;, TE~80 que as coordenadaa de L e~ , com respeito

& baae ordsnada (11), afio tals que; a8 primeiras.

.n14-n2 + oe0 + ng 3 { guando 1= 1, ¢oloca~8e n =0 ) cbordenadaa

ik ' (i) (1) 1) .
E nik *

de L e 880 pulas, a8 seguintee séo aik ? Bop reees

as restatios My t By votevetn, ( quando i =», coloca-se

B,y =0 ) bumbdn sfo nulss, .
o . il iz in

Entfio,as coorienadas dos vobores 18 3 1 8 see«ep L @ Z

» entram

ne formando da wmatriz i;, com wn “bloco® ouadrade da Fforma tw
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t ]
y o (3) (i) (L)
|
i {
bo{d {1) ) "
. | 821 8227 vt Fem,
{13} :
l » W - L] a -] ’
: j
! - '] - [ L ' 4 ;
! i
i
{ {i) (i) % b 4 < i) !
! E—‘nil : ani_a ] _ ')‘nini f

6 gual denotands por ;:',;{;(:1) s @ que gitua-ge da (nl+n2+ ...+nﬁ“1+1).,
deima linha e columa, alé a (n1+n2-ka¢.jrni Judsina linha e coluns
da A + Logo, a diagonal do bloco (13) faz parte da diagonal de 45.

#ntfo, fazendo-ze i variar de 1 & r, obbemos r désses blocos,
(1) (2) )

oé a@; shew a(fa dz forma (13), o3 aquais aparenem 5o

longo da diagonel aea@r, sendo que. fors d8saes blocos, aparecem

apenas zero9, portante tém-ses

Ay (L) o 5 ]

. . {23""
C—lq)’&: 0 Qé 'R
» ) | '_- f.ov.' 0(:;_1
0 0 eee Lo ‘

1001 (15),‘K;tem & iﬂrmﬂ de héocoa, d?u&& g se Jnueroreﬁe

cada Aé(l) como ume mabriz H, xn, _e os 0 raprosentamn matrizes
retangulares nulss¢ TLogo Ef é a "goma direta © { ver D.2) dus mae
trizes iﬁ(l) (2) . a&ir} e Gsnota-ne por:

Y - 1 {2) - {r)
0 = { ) @ ZP EB uceé\ 5{%
Conalderenos agora o cperaaor llnear L(i), reatrizio e O

ao s3ubespago Vi ¢ A maltris de 3;,(1 » relativamente & base

i 4 iR,
il iz2 2 4

BTy & 5 ere 5 @ ge ?i,'tem-por.calunas as coordensdss 4dos



%4-
il i2 ini
vetorzas T e s Yo 2 eeoy Lo

il i2 ini (
€ 4, 8 s sevy @ « De {12) a mateiz de T

y relativamente & base

) : .
1) proeurada, ¢ ¢

bloco (13) .considerando como uma matriz, ow soja, € a matriz
LG 3 =1, L., .
Jelo tevrama 13 de 1.5 se ¢ polinémio minimo de %, csta

na Torma (10), entfc o polindmis minimo de AQ(l) &
3 .
&i-‘ g L F 1,2’ saeyg L o

- Resumiremos agors, o3 resvliade oblides em vm teoismz, pa-

ra focilitar futuras referénciasi-

'3

{ TROR&ME D& DESOU20ST AT DRTHARIL )

A4
iy e

ZEORIM

" Seja L um opersdor linsar s0bre um K- espago yeborial
V, de dimensgfo finite nyl. Jejz m o polindmio minimo de L ,
tal ques
ey 8 B,
| LI P PR TPE S |
onde o3 g sdo polinduios de K £} , irredutiveis, unitdrics,
) .

e dois & dols dizbintes,; ¢ o8 a;wio uimeres iubeiros extritamen-

te poolfivose. Seja ¥V, o nicleo do operador limear:
' &,
3 -
[?gi (L}J - ¥ L= 11293&0 ’:?ol.
Brntéo s
.]_-.Q TJ = vl @ Vg@ ec.n @ V:’?
2 Czda V. ¢ L~ invariente.

il ini .
o Escolhids uma Base €  seees @ de Vi'

l:.JJ

para L = 1,25 s..r Ty 08 Tetores:

11 1n1 27 20, o g SN
dg:;{ﬂ sevsy B N ,_Q gees e . sowve: B sewg @ mj’g
formam uma base de - V.

4. 3end0-L(i) o operador linear induzido por Loem V., 15142,05047,

] 9,
a polindwio minime de L(l) é %il_



it G

ELEIPLO 4.
| Héste exem—-alo. prochraremos.aclarar 03 conceitos e resultados
obtidoa. Seja V = IR3 ‘ éspagp Veﬁﬁrial.dos térmos ordenados de nﬁ;
neros Teais, aeaa,l' | | h

ﬂg = {qi-é_ {gil ’ 5;2 ; 13 Yo i=1 2.3} 2 base cancﬁica do
v, Seja Lo ogerador 1inéar adbre J, cuja matrlz 3& “elativamgnte
& bage’ eanonz.ca é;
To 2 -
1] = = |2 5 w2
é vl 8 ~3 4
Um cdloulo &ireto nos mostra que 42 =4, , isto &, vﬁe’_ um -

.zerg do polindmio p (K) = X% - X de R @q v Eﬁt“o', 0 po]inﬁw.
.mio min:!mo . deofp , 6 um dtvj,sor de p em . lR,_z(] . I:ogo m(x} é
K?l: Lou K2 ~ Lo gegdo_xfl e &-paiinﬁmios minxmas das matrizes
_ﬁﬁiaa,da e nule._,. reapectivamerite, segue—-se éué | B

'_m (K) = X - X’ (le) K. ﬁaslm sendo, i esta na forme (10), aom

%1 (x) = Xnl, 22(3) =% al'w 2-+ 1, |

Procuraremoq agora.os subeapazos Vl =1 @i
N (%2 -3 nacleos ﬂﬁd oparauaras linearps.

N %1 (L} = I=I e (u) = Tog respaculvamente. & auhespano il, que

'conaisbe de todos 0 vetores ve:Vw tals que (Lwl)(v) =0, isto é,

L v = Yy tem dzmanq 0 2, Da fa?a, a cardcteristlca da. matriz
=1,

1\3"‘*

_E {;a 1, entdo dim Vl s 2, Analagamaata, concluiwze que dim N

'fﬁﬁ%@gAasim ﬁendq, .l =2 ¢ By = 1 ' Consideremos {e . 3;2}

'uma'baqe ordanada de Vl _ {921} unn Pase de Va-? fe+q tegrema
12 21 i ! Y, YRS
.@, ﬁsem ;., ‘}ji L i }

'Para aacrevermoa a maurzz ”V de a, relauivamen%e a baae rienade,

& nna baqe ardeﬁada de V.

Q K  GbIETVALOS que o OGeraaar 1iaﬂar ﬁ( ) ’ r?gtfl“&e de DL 8 vl

[.é e asgrader unidaﬁe de Vlg logo qua matriz Aﬁ(l)? ra}aﬁivamenta



2 gqualquer base ordenada ( e en narticular, 4 base - {33‘1 ’ elz}
e V; 5 6 o matriz identidade de ordem 2, isto §
[1_. B
= ' 0 l-l ,
malog,&aen t‘e,. a mat A a(f (2 ) » 00 operador, :linear L(Z (13.';;3,0),

— -
!

restrigao de T & Vo - ¢ 2 mabriz nula de ordem 1, Butlo, s matrim
1

25 : - .
ob?é: . .rggfi):
WWWWW [RETER S . = I.:,' --

|
[ o |
=4

Lo I Jon I

[L'] -4 = L0 @ e | .
- @ | Lo f;\%(z) ]

Agora, podemos deserever o operador llnear L, de naz:u&ira malé

sim;lea..- Jeja v = a; e 11+ fgy c“2+a- e , entio

Lv={ al; 8ns 0 ), poia:

;11

i 9 ‘”I l‘al _ 1]
6 1 0 } lop| =] 5|
Lo o ollayl 1o J,
donde cocluimos que L & uma pmjeqéo 30 espago £°  sbbre o plano

gerado peloa vet'nres; {r—;ll 2 el"} . segunde e direzfo da reta gus

21
c'orltem o) uerc,a*iro vetor x:as;.ma 2
i

Loty ,g I om:m DITAGONALD

Heogo mecgfo, eshudaremess sob quais condigdes, exiete vas
baze oz'{icnado, e ¥, om rel*a,fmo & mal g matriz de R eperader iie
neasyr L 4 Ydisgonal N, Tig-ss qus e mAatELiy A o 3‘;3&‘ és 1 (K},
4 na i FPORMIA DIAGOHAL » 88 @mwa 0aca Le¢f & L48s0e0sly

f
g‘i
o
o
e
Q.:
K
tH

Néese 0es80, dencharos = rairis A DoPe

L]

F’.:} - QLZ ne o a":lj . igi}‘:} é I

S



47

“él Qv o
0 Bpe v« 0
A ;: . " ll.. ..' . & o = [al; a.z;uoapa.n] .
LPO (}_'.,_._ . &nm

Diz-ge cue um operador limear ¥ sdbre V, & DIAGOVALIZAVIL

e, e sémantauaaf_exisie.uma base fe ¥, formada por avtovaitores
de L,
0 none, opsrador diag@nalizévei ven de fats de gue se

%?w{él, 92,;.55 en§ - & umn buse ordenado gV, fsrmaﬂa-gmr

aubovetoreas de L; Aigames que L g, = LYY s L T L2 e e glly

_ g T S |
entido

{15} - [—J = [‘}\1 v }\“!9 s coey ‘}"‘1]

iste €, L @ repraqeﬂtddo DO WA matr! diagonal, rel:na«amsnﬁe
3 base de autovatures, Obsevvq neg gue o coxolarie 1 de 1.4, nos
informa que e condi 8o suficients »ave gue um operador linear
L-seja;diagunalizéval; 8@ gque L possua nmautgvalareé distinios
&oie-é ddiso Wesse oaso, aldm de sabermos que L ¢ dlugonalindvel,
ucls} nﬁs diz_qué.a repfasenﬁagﬁo diagonel de L & &&&gguglcs Sous.

sulovalores. |

]
" e

A condigdo acima, & suficiente, mas npic 4 ﬁgc?qsiriﬁ para gug L
seja diagomaiizdvel. Por exewmolo ge b = AI, enido o Gnico autos

valor de L 6% s '[-"f;"" B (A Ty oeee 2]

P
[
Passancs agors & 1m0yﬂrz certral des a 982980, o~ aos 4d

condisdes nacessirifs e suiiotenies, pora gUe um operoador linesr

L sejg ai Bgﬁﬁ§1¢?éwGL
THOREMA 5. { i Q:E“ A _]L pyiY L?{ i) 1.1.:'{:.! e‘;. ,! " i’:‘ ;'

@ Sgjam ¥ oum espest ve orial sObre wn corps & . aledbilosie
neR Lo 1eahadef de dimensfy £ wWta v ¢ L un opueradoer Linesy sdbve

Vo Bntdo, os geguintes 20431 83 ¢ o sovivalentes:



! N . _ wﬂ‘Bw

5 é "dﬁagonalizével.

1.

2e 0 polinémio minimo‘m gde Iy pods zer fatorade na forma.

| '.(I):(K-ﬁ\q)(**-ﬁr)g..{}{ J)\};

onde DAY cada.l. ~l 2,..., Dy A, = F e?'v.';é ?\ s :’;.;é j.

i

rd
A
e

3y Para c-a_da._z. = 3.,2,...___,.1:, ’}-,i un autovalor de L, 8 a mu1t1~

| gli_c;_s‘*-;@é.da algebrica de J}*i. & igual a mﬂl'ﬁlpliﬂ gﬁde_-geomé't;rica.

._&e-"}\

g_._ J:’ara cada 7\ e 3 3 0,2,..., 1y 6 nicleo do operader linear
?\ I} 2 _' sota contido no micles do operador limear =y ¥

. I. .
& ?‘i . | -
5. Seja v um antovebor de &L, associedo ao aubtcvalor h s Intdo,
_.izé'.a existe nenhum velor w em ¥, al que (-I:«'?;i I)w= v,

-6. stlata uﬁ ,Lnteim r extritamente oositive, r-escalares dis~

__mntos da:is A ﬂ"i.“b, I)\ cev 3 ’?‘\r. =) c:perad_ores linogw~
res 1nvers ve:i. El’ _152_, ses g ii--?-Jr p HALS 10
(1) L = 2 A, Bi.
¥ =T tj J
d _
_ r
(1)1 = 2,  F
53

(i1i) & By, = O e i A 3.

‘Demonstra;io.

© Gomo T ¢ disgenalisdvel, existe uhs beoo ordenads
ég .n‘{el ,'___e&., . .,en}_ de ¥, Tormada por vetores caractexrdsbticos
ds L. Isto 65 o
(16). Te, =y ey s 1T 12000

Sabomes que cada A; ¢ wme wals do polindmio caracteristico

R .S v mom ' - .
de L, poils A8 wu endovalor de B, Pelo tecrsma 10 de 1.4, cads

=

. A - . = . x o ; v ’ ' - -
Ay § zeve 4o.poliudmic riajme © <& D Seja £, {X) = X 7&1;_ 1=1,2,...

uly



Do

g p .. : :

Antan, I; divide m, pois ?\i ¢ un zero 8 n, i=L,2,..,, N.
Suponhamos que em (15) , existeon r escalares distintoﬁﬁi

3Jem perda ds generalidade, rodemos supo-lo08 .Alq’ %2 """Ar

freor&onamse a8 hase é}, ag necessdrio ) . 3Ssia,

(£) = £7 (X) o £y (X) oeo £, (X1 = {Z=Py JE = D)eee = D)
Como cada fi fijvide m, bHemos gue g sambdn divide m, pOivy TEn .
Como,

£,(L) (o ) = (I:-«-’)ii: I)e, =0,
g (L) leva 8, ¢ 3 = 1:2,00es 1t , no vebor mulo. Fa verdade usamos
o f£oto ae gue se eg § wn autovetor associado & 'i, tambem
£y (1) Bk = 0, o gue é Sbvio, Assim sendo, & (L) = O» logo 0 po-
11n0m1Q$ﬂ de I, divide g. Desfs que m ddvide g ¢ g divide m. e
ainda m e g sendo uwnitirios, segue-se yue = g. 0 guz mosbra &
validade de 2.
Ze=r3.
Comoy

m(X) = {Z- A 7 Y E- ﬁz,ooexun ﬁr)s %i # }i se 1 A& j, cada
'%i é um auwtovster de L. Pelo teorema da Docomposicio Primdria
( teorema 4 de 2.3.)» bemos:

v ::vl & V,’?_@ see & V:F? P

#4
¥
>

onds se I, (%) s i T 1pRg0ees T 4 LOmOS

i i
Vi:Ker { fi LY o) o= {;V eV ¢ 1w =‘%£¥} *
iate 4, Vi 6?0 au?gesaaga ams?c iadeo é‘%ie Adrda, ezcolhida ang
base {g&” . éh. g sev 2 eéﬂlé dma'vi, o condicEs {2) 4o teo-
Tema da Decompesigfo Frimduaia, nos diz qua
o ; y won
{ell y sog lv* E = 95‘1 geep ’92&2 pespyp Qr‘. poen ‘*~3£3"T‘} .

¢ wna base ordenada de V. J0go,

(17) mytmyte.etn, =9,

opde wada n, ¢ 2 mwliiplicidade gaomdiriss do ﬁi (ni 23ira V. ) o
- oL

Cendo &, & zaltiplicidade 2l :ghrina de '%i ¢ LEAOS R



{:3.) F}l‘i" 3,21- wwoe T 9'3;" =W VDX E Cogran 0] ?Glm:}mi{) Lo,
(13) seristizo de & & n )

- R ] - s A : o -
Jejo A, um zaro d2 fay LG0T AL £ W swtovainr: de L {16

vema 20 ds 1.4j. e 3. aaboumos awe s polsiplicidede geomdtvics

- b N - - - & - ‘_.o..'_
Ae 48 A coineide cor & mLEL 0L iosd s elgehrlos

corclario 2 4z 1.4, Vo tewm vma Doos oeriderads Dommads do aunlovetie

e T Ao ‘ £ e -4' T B P, iy g “+ ~ )

TPeS AT Ly LEN0 O, L g ARLgONGAioaval. Assim oendoy vale 1. o
s , z

!y = 3 T i z ¥ = ‘ M I P ') a5 P o - Y . e

comn J& provemes que Lesw=> 2.,  vole dooo g{l) ¢ {Ze A )7 nde

. . " I e . a - : - w
divide me d9to &, £, ()= & A, € 2 m. l.c. entre m e g. U0 le-

I - -] o R LRI - T Y " £y P .,
ma 5 de L.5; ecnclwimos gur {7} = B (o). Demenstrasss mois do

l’ Q
LR
o
5
jAx]
3
2
[}
D)
&
-
w
T
“T
[
a1y
[
=
@
o9
=
-
]
1
[
(%]
=5
o

gra ¢ exigido, m2

A e e - . 2, Y X A - PR B I
5 o= i ezba contido ne nectsn Jp (L~ AL 2 gmmprd valldo,
"E . .i.‘ e
At
Tenos que L v« Av. Caso exizstyr w3 wem ¥ Lol us

{Tve N T) w = v, tém-se:

r} . " - L Py
"I AI O w o= {Ee WX [ﬂ;-%fgg}::gm-ﬁ;) v o= O

. s A [ — 3 o . iy S b R [T - -
T WTE Bla p SERENID TS LimhAaf w4 EEe Lt N L A S 5

¢ ubsurdo, pois ¥ e wg autovetos de L.

-kl
Suponhamos que m btenha um zero A, de multiplicidade 2. imto
&y

.

n {X) = £ {£} {X- %)2 A V-V B T 2
Do defini-:fo de volindmio minime, umos jue

y < v (B,

[

o (L) =2 (0) (D= AT ) F 0. sols gr
iaesim sends, exiote wa velor ndo oulo 2z em V, tal qus ¢
g (L) = A 0, saja v =g (L) o, loge.

! ol - . - s - ? e Fd . y - . + Y 'I =
(Tw DT Y w o= #ILY (e ALY {=! = (03 (w)




Sl

qué v =g¢(L) (z) % (I~ AI) w contrariando 5. « Gonsequente*;"“gnao tom
reiz de multiplicidede meior que 1, iato §,

m(X) & (x-‘}\l)...(x-?\ Yo Ay A 7\ eeadi A o
Dchnimoa o8 polindmios p, de F[A, poﬂaomse. -

m(X) = (X~ ) pi(x) " 1 % 1,25000sT o

unua.a, p(‘\ } = se, ¢ sdmente sz, 1A . Ocnsidemmca‘ ¢ polindnic P
dsi‘inido pors
(19) P =1- 3 [0 ™ 00

| 1=

observa-se que D, (fr\ ) A 0, gr(p)< r e

) -

‘h

.,ql»ni-‘

| z o
. p{’a\s E]l L2 O )] 13 (’A ) =1 - [p (A, )] [pi.(i\i):} = 0,

para j =1, 2,...,3:' y :;.sto é, D ten poT rafzes ’\l, '\2,;.” 7\ s logo
p & mu multiplo de m(X) = {x-?z J(x-’A J..a(x«‘a‘a Yo daf p(L) = 0. Como
er{m) = » » gr(p), da definigfo de polindmio minimo, concluimos que
péo poﬂginomw Lden'hzcamenf;e nwlo. Loge, para uodcs operador linear

T sdbre V, p(@) = 0. Em parncular, de (19) vem que:
&

(20) [—P (?. )} Pi (23 =1
Definimc:s, para cada i = 1,2;...,1‘ ’.
o | 1 o
(21) B, = [py€A5)]  my(E) . L
Gomo g"»(pi}a {r~1)< gr{m) By A C. Te (20) e (21) vem:
r .
(1) E E'i. = T »
' 1=l -

Ainds, n{L) =,(3~>, I) p."(a*,} = 0, logo
(-f') = L E’ f-d)ﬁ

| 2y By
o do (ii), vemas gue:
£ A : I‘._ i AT h;:;' | 3&“ ; -
(1) 2 ;-‘i_Ij‘;i = Z __i_}i}i(AJ} [ I.;) {L) = L gj—ljb;' =1, L =1,

Seja ngora i £ J. entfo,



5w

-1
El Ej = [Pifﬁl)o Pj (9"3)] :'Q_i (3:') Pj (L) =

-1
1w e 4
[py Ay ) py(7)]  nz)w{n),
onde k(L) & o produto dos -2 operadorss lineares L~?§I y onde k& e

k43 . Togo:

Hostrarenes aue para um vetor v guzlquer de V, Ei v (151,250001)

é um autﬂvetnr de T associadc & A, ou 4§ aulo.

-

L(E v) (E Ay By)s,v) = (,31 Al By By) v o=

3
(141) % 52 , K
= 7& BY v ﬁi (E; v)
Nz, igualdads (¥), usamos o fato E2 By {istoc 4, cada By & ideq

potents ou uma projesdo}, vamom mostrar dsse fabo. De {(1i),

r
I = E: Ejﬂ aplicando-ge Ei a essa igualdade e usondo {iiy), vem sgue,
j’ =] .
T 2
= S'I ™ %) - W

Porz mostrarmos 1. . sasta mosbirarnos qus os anbtovetorey ds
- = "i
ceran V. Seja veV¥, gualuuver. Bahic, v=iv (-‘3-;;.-:.-) (Z} Ej o =
£ =1

{E, v}, e j4 vimos que By W € autoveunpy

3

de I zssocizdo i'mi on é o vehnr nuis.
Collafla

§
Xk
jorb

Desbas condigdes ou critérica ds diagenalizagan, desiacamos ou

P

2. e 3. , para maior facilidade Je cdleuleoz. yusnto 4 condicBo 8, .

cuerenos destosar o3 segvintes fodos. Un opersior Lineaw L ¢ Qiagons

lizdvel se, e admente 38, D € ums combinapfe linear {Ls §; Ay By
-} 1 T L7

™~
* ] ek ] v K.} s{ - kY
un conjunbto de PRUTICQES (¥T = RB.)

" k
- x £ o TINITI 8 YR e §7
CREOGOWATS Qai.g§ = (¢ se i 43 e SUZImENTaRze (I e E:* B,).
o e, \-! 7';'5 EL
# a e : o e ), I . — S
Alem disss, oz coeficlianses A, dosba couhinacgae dinsar, 260



te 03 autovalores distintos dola ¢ dois de I, como se pode ver na

demonatrazio da Wltime etapa do tecorcmad.

Ademzis, Ei ¢ a projes3c sdbre o autoespaco Vﬁ + asz0ciado ao
i

autovalor 'mi » A decomposicho,

b
L= p ‘A E
B £ S

¥

J

d muitas vézes denominada FORLY 33030TRAL de Ie

Seja A uma mairiz de I, (). Diz-~se que A & DIAGONALIZAVSL
em ¥ Se, ¢ somante s¢, A & semelhonte a uma matriz diagonal. Isto
é)A é diagonalizdivel emn K se, ¢ sdmente se; existe uma matriz in-
versivel C em M (E), tal que ¢t 4 ¢ ¢ uma matriz diagonal.

3eja I o operador lineur adbre Kp, cewja maitriz relativamen-
te & base candnica € i. E clare gque dizer que A ¢ diagonalizdwel,
é equivalente a se dizer gque I & diagonalizdvel. 3abamos ainda do
teoremz 2 de 1.2, gue o polindmic minimo de T e de A, coincidem.
"Mutatis-mutatis obtém-se uma versfo para maitrizes do teorema de
diagonalizatdo { teorema 5, acima ).

SZAMPLY 5 |

Tos mesma matriz ( ow cgercdor ILinear ) pode ser diagonali-
zével em um corpo e n3o 0 ssr em wWh oubtro, Considersmos, por exem-
216, a matrizy

Q ~l
4 = 1 0

cujo polinémio minimo é m(X}+= X + 1, que & irredvitivel em RIZ] =
gue ex C {K] admite & fetnrizecfe nm(X) = (T+1 ) (X-1). Logo .
A nio ¢ diagonaiizdvel em R o maS 6 € en Co

Ohzervamos, Juo bhasta asbsimes que wage matris A, 4o mn (),

£ genelihnsnite & nea nmatriz diagonsl D a fim de podermes escraver

wie Fel D, simplesmenie ctiocands os suvovaleres 4e A (Jem 108 preo-



w5l
cupar com & ordem) como elemsnios diagonais, sendo que cada auiow
valor figura em U, tentas vézes guanbo for sus multiplicidade ale
oébrico on peomdtrica. Por outre lz2ds, pode-~se guersr enconbtrar

ume, UIATRIZ DLAGONALIZAJ0RA . parc 4, isto &, uma matriz inversi-

vel C, de I (K}, tal cque D = ¢t ac . Pars tanto, seja T o opera-

dor linesy sdbre K© , cuja matriz relabivomente 3 bace candnica

/2‘3:: {Gi = {gil ¥ L] [ ] Si‘ﬂ. ,‘i }; 3: = lf-zgfl..\,tg.' 33.} ¥ é A.o SQZ’J.(}G A

diangonalizdvel D tambdm o . Entfo existe ums base ordenada
éJ}C— a 11 P e - iy v : el n 2 A
e K, fozmada por aulovewcres de T e (¥} =D (D ¢ diago-
fou] L] ‘)
nal ). 3eja
¢ = Bﬁg) a nairiz pudanza Ca vase ordenada %ﬁ uara a base QF'O
Entdc, 2@ colunas de { s80 as cogrdenadas dos aubovetorss da ba-

se ordenada Q% , relativamente & base candnica 43 » Tespectivamen-

e, & temos:

H]

- [ g -:l .
D = [Tjéf— = ¢t LI ¢~ ac,
isto &, O £ vma matriz disgonalizadora para A.

EXRPLO 6

w2
Seja A = 0 ') 0

A 0 4.

Verificdfos se A é dlagonalizdvel, e se¢ for, sncontraremos
uma matriz diagonal semelhsnte & A, bem como umz mabtriz diagona-
lizadors €, »ars A-

0 polindmioe cevechesristice de 4, & =

A N o 2 ]
S - . . { - A w Y fen v

C {K} = dat (IB~a} = O X 0 ; 7 K000l M Kwd 1wiX,
I v I
ol .} .s}."’“‘g.' ¢

G
P —--:'\' "
a (XY = F5 (X8},

o g o P wra B - - Y NN Ry }‘. o " et EY
ENTE AR WA gubgvronQeroen o A son 1 = oy g “2 = by,
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A mulbiplicidnde algébrica de '}‘1 =042 e de )/\2 =5 ¢& 1. Do-
teorema 6 de l.4, vem que 2 multiplicidade geométrica de ’?\1 =0
d1louz2e de ’?\2 =5 6 1. Pela condizfeo 3. do teorezﬁa 5 dessa
seeqfo { na versdo para matrizes ), A sefd diagonalizdvel se, e

sénente se, a multiplicidade geométrica de ')\1 = 0 for 2, Calcu~-

lemocs os autoveitores linearmente independentes aszsociados & 7\1 =0,

Como
{ 1 0 =2 SR [};l - 23-:3 Xy
AfRl=y 0 © 0 X, ) = 0 e A[x} = ?txz
L-Q 0 4 2y .’ L=23y + !,gx:,: "\2:3

entio A & um autovalor de A se, e sémente sSe,

4

X, - 2x3 = A e
(1) < 0 = ’?\xz

Sahemos aue 7\1 = 0 § ux sutovalor de A, gue substituindo

em (I} { A= ?\1 = O}y wems

xy = 23c3

0

063;2@

Pogrtanto, dois sutcevesbores liasarmerte independentes associa-

e

dns 3 X =0y 230 & {2,0.1} e { 0,1,0). Logo 0 autoespage 5920~

?‘.}\ = <( E‘n{.}n‘;l)g ( Gg?;,&} ) 4

(119

0 3 moltipiicidads secadtrica de R g Oy gus ¢ 2 dinensso de V A ¢

d 2. Sntac.s & diagonsliizdvel.

*

Tiae mateis U de I (IE} . sasmelbante & A

)
=
el

L0198

L4
]



0 0 07 0 Q 0 5 0 0
D= 0 0 0 ouDl: 0 5 Oloun D2-O 0 0
0 0 5 0 Q 0 0 0 0

Yamos sncontrar uma mairiz O, diagonalizadora jpara A,

Precisamos determinay un autovedor associado a 7\2 =5, Bn (I),

fagemos A= ?‘2 = 5, obbamosg:
:{3 = e 23:1
5 7, = O, logo ‘J}A = {{ 2,0,=2)>

Pelo co“olarm 2 de 1.4 ,= ﬂ?'—- {(2,0,,1)5(0,1,0),(1,09-»2)}

¢ uma hase ordcnmda de IR a2 pelo nue observamos antes dSsae

2Xemnloy

|’2 0 i / rz 2 0] 1 2 0
i R R
2= {0 1 !“.af ou. =2 C 0 djom€, =10 0 1 \
: | | |
L1 o -»2J L1 -2 ol -2 10 /
é uma masriz disgonalizadcra para Ao
Verifiguenoes nor sxemplo, gus Dl Cll &Gl‘,
2 0 11
ott =2 1 0 -2|  logo
N 1
o 5 ol
[’2 G 2."'li [ 1 G -2 7 |-2 i G-
C?lf‘xcl';% L.. 0o 2|0 o o) ia s 1] =
] . | :
2 5 O_! =2 Q 4_! 1 -2
f2 0 17 e 5 0"5 [0 o ¢ ¢ ¢ 07
--—%[1 o -2 Jo o olx [o 25 0 |={0 o1 =
: . ;
o 5 51 lo.10 ol ¢ ¢ ol Lo o o-



1 2 -3 7
Seda B = | 2 0O 2[
| 1 -2 3,,!
0 polinfmio Qaracteriﬁticé‘ﬁe'B“é o{l)= x(x-g}e,._
Ag multiplicidades alpdbricas e geonétrica do &utovalor'%l =0 &

1. A multiplicidade algebrica do subovalor %2 =24 2, Como,

( 28-B) [x] = Bﬂ ov sejo o sistema:

1
)
24
L
b
o
ox

- zl + 2;2 -233

o= N I‘f‘— ks A = Q
\ = %t 2y o+ Ey

vem gue V, = K{LyOp~L} > 5 logo a muitiplicidade geométrica de

r

2
1 e b ndo é dlagonslizivel,

-
é
Base exenpio G, motiva & conltinuacde de mouso estudc afbre

¥pimas canoniocass J8 que gostariumes de sabev, quel a peltriz; de

b}

forma mois gimples peossivel de M, (R ), somelhante & B. Versmos

que £ a matriz { de *Jordsn Y}

re 107
[]
Lo, o ol

BXEUPLG 8.

Snmsiderepos oo exsmplos 6 o 7 de Lire Vawes noestrar que ag
. ;}7 T, ~ " e b . & oy * = a
natrizey Ap € L mie gio gaaglhanten . ﬂa_iaragﬂp pan e diggonali-s
zZEval, poils cuao vimos 13, a-mulﬁipliaiﬁa&a-g@amétiaa Ao aukcvelor
161 6 a aladhrioca 8 Zo Logo ndo node wxicsdiy mutris iaversivel ¢
de M3 (R}, tai que
T = (.-}_*L “E;’ Gg

i . o
pots L sobd ns fermn disgoual.
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UADTTUIO IIT - FORLE CATONICA L8 T4 UATRIZ POLINIOLFAT,

3,1 CPERAGOES DLEENPARES LY [ZATRIZES POLINOMIALS.

Ume MATRIZ BOLIWOMTAL ou uwma A-JUATRIZ s & wma wabriz
an) = [a, )], nxo,

: . ’ I d .
onde cods elemsuto &.. (A) € um polimdmio ne inde nsds A, isto
uly : ‘

é, a,. (A& Kf}\}, onde K 6 mm corpo. Diz-se gue o é o grau 43 npiris

”~ -

polinomial A(A), se n Tor o gtu Jo pelindmic de malo alte

entre op alomenios de AMAL.

LR [ e - . ] R
A ZRCY L we B Wel que 1}3;.-':?; ‘*ﬁlu mim de R T

[l s o) s o e ol

r:' A
!.,
>
+
i
A

t
£
i

, IAEN IOEG
S}
b i) '
-~ .r.J.,; '% o & W ¥ {i.

TR AOTELE oNnegsnnts

Hatrizaes pollooninls, oooTpsnm

Poy ewemnin, conoideransg ¢ sighoms
L ?

neAres g DRomogensds da oxils 31l
-] . e o damgr ew e - ;\ [P f-'-‘rj 7 ‘\ = N
r;d." r';: DN et ..z_-.,.f !’"';"" P I ?3,____ PR SR -G R A gl _,MJ" fi{ i,,\_ 1 T g
L= [
."'/. .
K r __\ ’ ;0". T - .’“ L} - =
! 9,_: ‘..:J} by + -P:-..lr vy ; :;.f..‘,. * eew v FA_ RN L }'}x“ - L]
N it REA = A I
£y L - S N . Fo .
T i L’} E ‘:-4,».,--1{-1 AR oswes b 8L L . = oo
ek 4 e Py 3
£ é
(\' w. 4 & % L] G -] L] * g > -3 & i & 2 <+ w kS & & & & o 3

Y
IF

£ o s
{ A odn




| -
' e s
obbencso de 1.
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oty Y - ) r ;
. A R -
™ Eik(?\j ve e am(ﬂ) ™
b *
Bh) = : (8-l} - (nYy
e 8 (A) oo (25 fala (A) e (A) L} =
.u"" j "-.-..- : '
~ & ]
- v - L — .-_ L =
» . . .
e '"tt‘rj'a(%} .w ion G‘jl{(&)‘w gTew gf:jk{:&} -e
c# » . e
-9 # 1} I M - r ‘} .
e , --u}-.(;-‘ E 4% - &a %ﬁ ] Ay -
i w ":':'a..-j \?‘} =C‘...~_.L_f?¥} .o f"‘éco %‘i}.‘:\@””‘ *» @ik\ﬂ) -
L & - L ] et
L J i rond :

xS L R N
il -'-'n.Tj'p " ',‘}“"DT‘\""T;_

f'!. R BT O A

gl

voddmse de moé_q andlogo definix
gbhre ums pabtriz polinouw LQ’? N |
_ | - ALRD =_ i}r”’}uj A N~ SR ¢ B *C U~ S 18
pondo-oe - o |
AT RGP RA T v"’.wﬂ 3830 {de uwpa ool bm oud 1*11191' G »—1(@}, nor W escalar

e, n8o rulo, 4o corno E_\;,

2. ' PGL ¢BO £ umg éo'ﬁmﬁ de ALY, de outra eoluna de A(A), rmltbi-
91’!.0&{1& TOT UM m'l.r"m o £{n) ae T{AL

- Va.lem aqni ahae*wseﬁeﬂ ifenviens As anteriores, wenfo que as

' ma'kr:r.zes Sl e SQ, s80 swhatitvidas pelas Jf_aabr_':% Ciu“mraach ake ora-

dem p » !

o (33 | - (1}
l\ l ._0.00‘5 [N ] 0-_“ 'I:‘-J.. G - w O e ()-‘
VY X ai 6 se O o -1 «s 0 oy C’)
v & ¥y & ¢ e e ve ew . LI ]
P, =10 o i B e @ {j.) = . & 0O s 1 ex @ (i)
v e W6 v ¥R & . - + e * #d et
0 0 vu 0 gu L 0. @ sx XB s 0 {1
o ' a . &% - e B
» » o '..1
e —

“Ismto &, © ofsilto das seguinies sreragden ele: nenieres 2 dlrelis tw

1hy smitioiicacdo da nmw_m {3) de AUA), por c-;éc,s.-. £ K.

21} addiofa 4 coluna i de _r"ﬁ:’-’,'_;}'-;}, 32 ceiuve j o itiniicsda nosx {'L,a,}e a,ﬂ,\
T & eguivaelie: vhe 9 FEih sliescdo B ddveite da AT, pop f"‘i @ !‘fg,

respesiivanents. P;s;mj.ag;&xaﬁme, m brhed entre duss colunas zode. sew

realirzads, 3“‘.‘2.&'\-’;.,“’* de guatre opers caes elementares & direiibs,



Iiw':.ow.uw. 1o TATRIZ BT IE‘N’I‘%,, o WA F2Lriz 3o Tl te

moom m
17 Ppr vy OB tpe

"0 &enmmmﬂﬁ € G.c v ERLTLZ elementar, é comstante (ris R T Y

i?’\; o RO :J:uo"

"~

Demongtre aa. S '
i} cs“wit_) que Qe §. = dey Ty = ¢ £oo. Vemos moatn v ame S ©
= det T, = Lo | |
. S .
Pazac 52 rE.es;—;;ti‘x?ﬁ:%ﬁ;-'eaaae o determinente por Taplace, esgondo
a 1:r1mem l,_ 11::, repebidag’ 'z=<=-ucr:, até obterumes !-
:!l.. G ¢ a 3?(‘?\} i+ D _,‘ ! ‘-—-
l_f:} 3 oo 5] ) LR 0 0 l +] vd D N
- . b- N t& «» T - . ' J@ G l [N 3 G _-'. -
R . - . i N S
Ule.i'- 02 = 8 0 54 X e &} 1"'"(""2-> f(ﬁ} CGEC | . e ¥% o ,_"-Flb
v o ke . P h ' O O 0 &% 1t
}n a ‘!:i 0 e 1 e 0 Q ,e G-J.
. - h
Dey, anoae zma,laga, ve i u’:a-s,e qne det 5"2 e
. 8 6(3_9&';

Do lema 1, coneluimos que cads Qpez’ag;ﬁio elemsntay A ebguarde
; {ou & diveital, I. masﬁi R aper?ﬂ ¢A0 inverse, que ¢ tambén wne oPs-
rasdo elemontar & esquerda (ov a & direits).
Duas matrizés rolinomiais m¥ B, &(m) a B{M), denomm—ae:m
(1) RQUIATENDFS A BIOUERDA, |
(2y “‘*{:;trwm_mﬁ* s A DIREITA,
{3) GOUITALRNTRS

quando for poss we,i,, obter-se wa éa ow tra, airavés de wm nimero

1

' fis:u.’ﬁo e i~
{1) opevaooae rlememares .3 Q‘EIE;‘PJ‘A
| {2) cperacies el cmmﬁares A 'DIRL"”P!&

¥

£3) opevacdes clemenbares _'”g EEQUTEE
_DIREITA,

roppecivanente .

! prarn e MBI T
e y =t e b el -
3 02 i‘J'OE.’-F;’L&S GB\.!_'I'Q?T‘.-E\;S‘S .T‘ g :" ““l TA i’T L 15) -
Bl L' HTTY e,

v "o < .
Tnieisinenie oblereos uma :f.’.r_arma canonles ge umdl A-natris de

gian n, ﬁ(’\ = an 0 i s Gmle2yeesin @ FRL,2,.04,Dy



' ~§2m
q_ue q_m{} m,:pg geré a mg:‘i TR:‘:AIT“‘“T 2B,

Suvonhanos aue 08 elementss {(nolindmios) da primeirse coluns

de 4(A); nilo sejan todos mulos{esso contrdrio, vacsamos & serumda
colunz no drocedinmento qus eotamon eostnbalecendo), Entre os ail(%),
1= 1e2; voeyty fixenos 0 4e nenor gran 8 4
0
entre limhas dc A(N), o colocomos na pomigho (1,1) da ratriz A(A)

{A) & atrovés de troea

(& pooizde (1,k), & no linha 1 e column k)., 4 seguir, dividimos

cada ai%(mﬁi i=2,000,m pOr &, _{A\). Seja e

i 1
o |
8, (%} qi1()da J(A) 4+ ril{abg onde ril(ﬁﬁ = 0 ou gr(ril)(

o
( ‘ﬁr(aiol) 9
. | . L} ‘ '} - 1% e 3 &
A gepuiy, cdicion2-se & primeira idinha, 2 linhs 1 mltiplicada por
qiliﬁjg 1 = 2,000e0e CBSEO ril(ﬁ) = 0, i ®2,0:0,1, Otino. Toma-ge

bllﬁ%J = a, ,(A) e nassamos d mesurds eoluna. (aso contrdric, egw

Ihenon entre oc rilﬁm) o de menny sraun, e o colocamos na Nosiclo
{1,1); ohbravés dc uma nova troea de livhes., Obtém-se assin, na now
piglo (1,1) da matriz equivalente & esquerdn & AN}, um polindmio

de grou uenor gque ¢ rau de ai 1(%]0 Repete~se e'te nroceder, até

que od slementos das poalqﬁea tiﬁl), 1 = 2,00.,m, sejam todos mules,
0 que certamecnte acontecerd, nois o sran de A(M) & n, Finito.
Pagoamon 2 segwir, o cegunda coluna., Ao elemsnteAaéggk) apli-
canos 0 meamo procedinento acima, para as linhas 2,3,...,M. Aca-
banos Dor obter os slementos dac vosiedes (1.2), im3ses0,m, malos,
Oberve~se ainda que com 8cte procedimente, a primeira coluna perw
manecs imalterada. Seje by (%1 o elemento da pesicfo (2,2) desta
Wlting metriz. Gaﬂs b (%} ﬁ 0, dilvidinos o elemento a* (A} por

“22(%), obhenos &=

BIo(A) = qﬁ‘fﬁ,;bﬁa\ﬂx) £ 1y (?«” onge r. (A)=0 ou grir, ){gr(bf,g}

Sendo r (ﬁ) = Oy 6timﬂ, Capo contrario, adiciona--ge a primeira
linha, a segunda multinlicada por leBCA}. Obtemog ne vosiclo
{12}y ¥ 1? 7). &epim, © slemento {1,2) £ identicamente wulo ou tem
HYEQ Dencr que o orean de_bgg{%)e m papticulsr, se ﬁ?{bee) =0y 0

elemsuto (1.2) serd mio. Ainds esta Aitime operaggo elemeniar &



wfFo

esquexda, gue nvilizamos, nto albevou o primeira columa, pois o ele-
mento {(2,1) ¢ milo.
Continzendio com éote proceder, mois precisamentve por inducdo

sbbre m, redusimos a A-matriz A(%), & uno ona equivalente & escuers

do, no ceguinte POILA CAONICA g *
£ ¥ -
.bl:li?‘-) b12 (?‘) oue bln( ;\) veu blp(ﬁ)
G 1'-’22(%) e bam(ﬁ) L bap(ﬁ)
[ [ boe ] beo [
(2) s o oo o voo o (GELSO m&p)u
“0 0 [N ) -bm(?\} ag¢ge bmp(%)m
o
By (%) DAl eeo By (A
(%] Q au e b3p(?\)
(3) ¢ o oo & (‘33.30 pé m)o
o (¢} P bpp(-;‘) .
4] th cue O
LBO C‘ ) o g o

Sendo @ = P, doto &, A(%) cuadrada de ordem n (p), a forma
candnica acima obtido, serd a TRIANGUTAR SUPHRIOR . Acabamos de
demonstrar o seguinbe iteorema $-

TREOREIA Lo
"Ume A-matriz A(A) = [_aik(a)} s 3 m 1,2, s0egl0 8 K = 1,2, aeeghy 4o
grau n{finite), pode seupre ser colocada na forma candnica (2) ou

(3}, através de operagdes elemontares & esquerda, Sendo ¢ue, 08 po-
lindmios bl'i(m* eossBy 4 J(M $6n grou menor cue o grom de bjj(%)g
L L)

quendo b, () # 0. ou sz8o btodos milos, quando bj j(ﬁ) = ote o,

33

j = 29 39 LN ﬂ'ﬁil’.‘. im;p’i" L]
Andlosumente, podevimnos obier ume forne candnica (que peria

MULANGULAR TNEERICOR, so w=pl, equivalente u diveids & A{Q), ubili-

= ) ~ R U DU S S-S
ZA0 BIONES Opervacoes ¢lem alares a direida.



w o
Como wie aplicagio da forma candnica do teorema 1, wosirare-
wos que ag sequintes condicoes, sio emuivalentes -
1. Am motrizes polimomiais mrxp, A(A) @ B(A), slo equivalentes &

gaguerda,
2s IExdste uwne watriz polinocmisl nxm, P(A), com determinante cons

tante (mﬂepemlen‘be de A e nic mulo, tal rue -

B(A) = T(A) A,

Le =2 2,

Sendo B{(A) equivolente 2 eacuerds & A{A), existen natrizes

eiemenbores mxI, Sm(?&} s aew “)(’}\} Bais e Ze

B
- ?:' * fd‘.\;’ ui.: x
s = 8% 5BV L., sF ) s,
iy T (“1{’5-) ! -y .
Pelo lena 1, sabenou que det S 7 {(A) = ey #F 0y 1= 1,2, 007, Tomge
~3e 3

pon = 5% sV L 5%

e ovbemos 2., pois ; 3

aot 20 = aet 59 aor 5Py 1 ast 5P = T e, - ok o,
2 =D 1 *

Polo beoremz 3, acimm, a motriz P(9) @ eruivalentc & emcherda.

o wta notriz do forma g

(A B e B ()]
o 2:(?\) on Qm(?\;
{ﬂ;'} o 0 L < BG-Re &
G [ 3o ‘;')mr'“!{ﬂ}d o

Comn Qe PR = £ ¢ 2 o matriz (4) foi a‘bi‘ma.@ il icen.-
dowse & esquerda, P por mek ses elemeunbores. ctjos determinouies
sfio conetantes e nio miss (lema 1), o desermdrante ds matriz (4)

é constanie e nic mile. Isto &,

2?{% 20 bm{';)\} Fad C‘i‘;@_ .;! 99

1% > o
donde se eonalud oue b RS = oy, = ole = ote £ 0p b=l 2,000 2510
A

' . . = ; oy - ) - . I i
teorsms L, o mateiz {4} ¢ dlsgonel e congtante, isto ¢, ¢ da FTorum

1 n %, -}gg onds b, —cf'tf*:i'ﬁ e &
. i = Lo
H& ge L £ K o

Aspdm gendo, mltipliccwoe sads livhe 1 de {(4) pox 'b (omm 2RO G-
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mentor & esquerdal, pero i = 1,2,,c0.%, reduzinos {4) & natriz uni.
dade conobtante B. Aseim, P(A) € scuivalente o eoquerdn, & natriz ve

nldade B.logo,
250 = 5200 5T Yy L. 2Py =50 V0., sRo,

ou geju, (N ¢ un produto de m ndnero finito de metrizes clomen—

taresn 4 esruerds ¢ COMO S

b - oy =~ r '"1-‘ i ot E 3
B = B &) = 5P 5TV L s® o s,
tenos gue B & A{A} sdo equivalenten é of TR ..

Obervranos que na denontrosBo do eguivalineis Lo &P 2., de
nongirou~ge tesbdn gue ¢~
CORCIARIC 1,

"Pede denpbriz cnodrada I{A) con determinonite constonte e nfio milo,
pode cer eserito como o produto de wn minero finito de notrisen ele-
nentores o eaguerdal, _

% clare ue poderfoncs ohtor resultadosn andlogos joxc motrizes
ecuivolentes & dirsita ou natrlzes ecuivalentes., Tofe~se asain, dar
8o seguintes foxmes sltexmotivas, pare ue ar A-motrizes A(A) e B{A)
gejam &

Xo aquivauentea 3 agcuerdin,
Zs equiva&entes a‘@ireita,
j&vequivalentesg
pe exiotiren epatrizes M{A) oG{h),quadradez de ordens n & Dy YE3IPLECe
wivanonde, e com dcterminantes conotaptes & ndo mlog tals (we fe
Lo B = P(A) A
2s B{(X) = AR Q(N)
3o B = PA) AR G(A),
respechivazentc.

Veowos obter agom wan forms conlnies, na qual 0ds Motz
wrde ser Jevads, dtruv“m o8 opernades elenentares g dirzita 8 4 ooe
quepin, e que & & YTFCIMA SANONIC,. DIAGCHALY o " '

Sega
- i~

s -
.P’{’?L,J = &.9“" i i a 5 i o= .LwE K 9-m @ X o .;.,:’d g o u ?«213:',
. P % s .

Enie gwﬂmtriz de arau n {1 :ito) . Quando bodoz om elamenios ds
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A -motriz A(D) sdo malos, AN i€ eotd mma forma bem simples, €
mila, Suponhonos que A(R) poscia elementos nic mlos, Fode-se supor
que all(Q\) Aoe gr{au) ég_mis.ik), se aik(?;) £ 0, 1=1,2,000,m @
k=1,2,.00,p. Fois se 2l nic crorrer, colocamos no posigfo (1,1),
un elenento ndc rulo de menor wau de A(A), citravés de troca en-
tre linhoo ou colunas, Considerencs a segulr, o quociente de cada
elemento a,il(%), T S au{(ﬁ),k = 253p0009Ps [OX a,ll(?\)u

S¢in 2=

5 fail(A) ¢ 1(R) 8y, (A) r_ﬂ_\h)s (A = o ou ar(r,,)axla,,).

i 2., A0 = g, (A 8, ;A + 2 (A, 2, (A) = 0 ou gr(rn{)< gr(a,, ).

Caso todos os polindaioc . (ﬁ) er (A) en. (5) s8o mulos,
Stino, Adindtanos que um dos rastoa, diga:nos Toy (A), ndo & identi-
camente nulo, Adicionanos 2 coluna ko, a prime:.rg columa mmltiplica-

da vor (A), dado por (5)., Com esta operacio elementar, o resto

Q
ryp (M ocupard o poeicdo (1, ). Troca~ce as colunas 1 e k , fo~

zendo com que rlk (M), de greu menor que o grau de a.ll(ﬁ), oeupe a
0
posiclo (1,1). Repetimos o mrocedimento, até que todos os restos

sejom mulos, o gue cortamente occorwerd, pois o gram de A(RA) & n,
finito, Depeds que todos os reiton sio mulosz, sdiciona-se & linha i
( 2 coluna k), a primeira linka {coluna) multiplicada por mq_il(ﬁ\)
( -q_lk(?%)}ﬁ_i = 25000 (B52,.00.p); dados por (5), Obtemos assim

} o= e = & "‘5' = T pep = = 6 4 L
Bpq (B} = 000 = @ (A} = o { a.',.{}g) alpiﬁ) o) Isto €, che

Zamos 4 se"uinne watris eqvivalente & A(D) -

[¢ (ﬁ) 0 o soco O 4]
O : hgz {.{A) ‘bg-}(@‘wﬁ Do bgy(ﬁ)
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CAPITULO IV - AS FORUAS RACIONAL I DE JORDAN,
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Conelnimos ainda que .o complemento algébriéo (sub&éterminunie

de crdem.npl) dﬂ alemento s o3 12 matr¢¢ caractoriatica A(X) = XEmcf

ot I, 1ogo D 1(_)_“ 1, e de (lo) de 3.3, temos que k(K) = 1, para
hix u 1 2, rt-i 5 m; 1)01»5 D—- {X) G.J.Vida 13 (K) = j.o Ainda ‘ﬁ&m&s Ue e
3, B |

Dnul g 1

_in(z} = £{X)y inwlix)'s car = ia(X) = 1, (x)=1,

Gonoequantemﬂnte, G, tenm. apenas um polindmic invariante {f) diferente

da 1,

£

Conéiderenmcs ums maitriz A =_[aij - de Mh(K), Sejam g

i = = eee = 1 ﬁl : « 1
=l = p =l g voeees 3o

os polindmios imvariantes de A, Zstznos supondo que os polindmios in-
voriontes s

(1) i:u:'+l’ 2 ! .
Gem. aran maior ou igual a L. Segbemos. que cada um dos polinowlos de

ter g ing

(1), & pertir do segumdo, € divisivel pelo seu pwecedente..
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- b _ e o
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B 5= C’ @ G‘. O waﬁ@ G L]
PA i A 1
el e Ty
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ir¢l’ ir+2 N in *

~ Togo, os polindmios invorlentes dos matrisse A ¢ R, SBio o8 meo-
mes ,Pelo oritéricide cemelhongs (Heoremn 6 de 3.4), A Rl SA86 semew
lhantes, Igto &, existe uma matriz inversfvel ¢ do Mh{b), B0k aus ¢

B o= 0F A ..
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A motris Rl'ﬁ dcnomlnhaa PRIMIIRG FOMMA S-HOWICA unmﬂﬁﬂb a5 mae
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Conﬂ::.deremna agora 08 divisores clementoras 8n mtriz 4 = [a 1 ]
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mios {2) e

G . c . veo @ G a
. I)2 Py .
Tela emensao chvia do co*'oléi'iﬂ 4 de 3.3, os divisores elemen'bares

de R, ¢ o wniSo (nesca ovdem) dos divisores elementares de CP '
-...,_Gp » Como -pj' & o unico polinﬁmio inveriante de GP » nfio constantie,
8 - :
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'reﬁ?.m.vel e umtwr:z,:} de K]_X] Assing pj ¢ o Unico divisor elementer
ie GP s J—«lz, e ;St ..
3. Entao, a8 matrizes A e Hg POSSUETE 08 WeSROS aiv:Lsoras elemen—

tarss sdbre -K. Lege, pelo teovema 6 de 3.4, & e R, sfo cemelhantes, :

2
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A, ou SEGUIDS. FORIIA ZACIONAL da matriz A. Bla é cch‘berhada POT =
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) - i - 4 - - Ea - '
de polinfmios unitdrios (ue sio poténeios de-um polindmio irredutivel
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aBbre KL‘K} ,' n8n constantes. Betes polindmios sﬁ_o'«-e::a"z‘;_ame:ite, o8 Givie
soret elementares de A, | _

is t?“anﬂrostqs das m,'trwes Rl e R,, aparecenm na literaoture €O~
mo o raimeiva ¢ sgundo foma racional de 4, respec'bivaménté; Igto vem
do fato de .Ié;e congiderar a trangposta de C préome o aatriz companheirs
de £ ,"Esfca Fforma candniea, 'foi introdusida por G, Kowalewsld ( Teipzi-
f2er _Bar:ﬁ.ahﬁeg 1 917, pe 325), que denominou FQRUA IOBMAL NATURAL.

Fara mefhor curacierizar o forms Racional, digamos a segunda,
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0s elementos nfio escritos. sfio mulos. ¥ elaro que Ry, ndo ¢ uni-
vocamente G.etermincﬁa, ';-;é e a ordem dos &iviso:eeé elenentares em
(2), ndo foi especilicada. Ordenando-ge op divisores elementores atre~
vés de seus grous Gigemos que fe

. 2 n.a;z ves n_e

no caso de igusldode, fizo~se qual polindmio vem primeiro nesta ore
denagdo. Enido 32 fica univocamen_te de tem:inada. Vimos no exemplo 4
de 3.3, gque os 'divisore'si elemén‘barea dependem do corpe K. assim sendo
a r—segmda Torma Raecionol depende de XK. Po&ez-:.amoa fazer aé mesmas
conﬂlderagees, pere e primeire forms Raeion 2, que j& & um.oa dada &
divisivilidode entre os polinamios Invariantes, Isto justifioa o fa~
to de serem o primeira e seg@mda foz':_as Ra,eional canonleas relati-
vu.mez:v.’ce a semelhanga..

A seg a;z..c oblerenos a forma de Jordan. Agore necessitomos de
*ﬂpow ume eondi Lgao J,cur*mnal ao coxrpo K. Prec:s.amos emgir gue K
contenha. a_.em dos elenentos da matriz. nxn A ..[a '\ - todos os. sous
auuova,loreu. Igto sempre acontece,. se E e aisrébrjcamenbe fechado. Hes-
te capo, os dlvigorss elementares. c'le A, sao da. forma, =

i n .
S T A LNy 2 _ . By i
(4} (X% - /"‘i} 3 (% - _/\2) ; ese s {x f_'?\s). y T Hly b ees -p__»:;s = 1,
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Consideremos un dos divisores alemen‘taras de A, digamos,
(x-N |

Assoclamos & 8le a segulnte matriz quadreda Tx T te:
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oy £t v o 1A o0
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Pesenvelvendo-se o determinonte dn matriz {(6), pele pxdmoive
coluna { on prime:i.rai linba }, {(r-l)<vézes, T8age gue o polindmio caw
racteristico de & { ou Jr)_é' )

e(Z) = (X -2},
Loge, D, (x) = o{X) = (X - 2. _
de cue o complemento algebrlco do elemento da "'JG.::iC'lO {(r,1) é
(ul)?f’-l I iy temoa; e ‘Uv...;z,(“") = 1, Consequentemente, o dnico divie
sor elemend bexr de (53, & (é wA)¥e A satriz g {oa Jr)._. dada. par {(5),
denomine~se BLOCO DE JOEDAN superior { ou inferice), assceiade ao di-
vigor elemerbor { X « AT,

Seju J o some direta dos blocos de Jdordan, associados aos diviw
sores elenentaras (4) ﬁe‘.&. Iato &, ' -
(7) - 7 = J}’ljfa;:- JFeq .'e__.. @ gls {on F = .ﬂ @..Q@Jn )

: : . ' S : g

Rl

Telo extensio dbvia do corolirio 4 de 3.3, e de ('?’), vEwse qus 08 dle
visores éi_emen’saz?es de J, s80 justansente a uni%?o dog divisores ele-

- mentores dos blocos de Jovrdan de (7). 4Assim sendo 4 e 4 foasuem 65
mesmos diviseres elementares, nms vimos mcub,q;ue o dnico d:\.v:;.sor
elemen‘tmr do blogo de Jovden I (ou < d. ) 3 {X - ’\) Pelo teoremz 6

de 3.4, A e T g5o CE._IPlﬂmﬁe&, 1850 59 wighe nme mtfza m*iremfvel

T om T_Ln\‘f_tj, el que tw

5y 5=1%4 0w,



| w3
A matris J, dzda por (7), denomina~se FOMIA GARCNICS SE JOmE
superior (ou inferior) ou simplesmente "?’O“I.m DE JGRDAIT, da natriz A.
A& matriz T, dada poxr {8), denoming~se w“TRI ey PRANSPORVIAC ﬁo de A & Jo

A f_ur:i:aa dedordan ds mna natriz ﬂ., '_"e anracherizad~ pox S

J £ a.soma direts de Blocos de Jordan J‘B‘i.( o 1)3, on seja, todo

?:5

alemento de J gque noe oesteja na &1&3&@3 ou inedi iatamente acimsla-
bodzo) cirun & sulo, ¥a Giagonal de J, o PATeCen 08 s;'a,u“i-ovalores
AL’ ?\2, veo o ?xﬁ* de J, }Jes@__ we Yho pe fixou a orﬁem dos divie
sores elementares { oa Gos &ubo f“al'.nx’f;-:s\ em {4}, o forms dedorden da
netriz 4, nhe este wnivocamente dat rinada. Fixanioese tal ‘orden
a 'feimi-a. de Jortan fice determinadn, 2 menos da poeigdo dos bloeos
de :50"“’(1-5133..:

Pawn, ,:103.5':03:' * ‘”‘”C'ﬁ_efi ox o forma do Jor-:lan SUperior; o ABSCrew
TETOS obaixo, em rela%?ia aos divicores elementores (xﬁ 7 nwlvala o=

N

dem, lewbrando que poede ocorrer 5\. = Qx: mesnoe pava 1 # .Je

"\_ . . i A
if‘ 1 Q ) O
X :
2 \11 wok O,
&6 & + e=»e @ !
L4 2 = eS¢ t
i 0 08 abe 11
o .0 nrtst":"‘\-zl
A . -MMLLO Rl
A : .
T AL L vee @
FATLE I
{ B S i o .
i t 3 2 woed @
H | ¥ P ko @ i
1 D sas L !
g = Yl G see '?\9 ! )
e
+ L
‘ &
1 - o o e ..nu-i "
L TR -
3 ?\ 1 see O
i $ o ﬁ,‘oou %
H ; o " B &
i . ¢ wes ¥
i
i ] 0 0 ean 1
| 0.0 eme D
i Llldlle-db [ ) nxw

Sempire 6 possivol ordemarmos om divisores olementares de {(4),

5. % o

. | R T : e Bop o

E &=y Y G = A ) Ty ees g () { }s (B - 25) soee
{cg;‘ ‘,g I‘d N . . . ﬁjl - .

,,\.: . . . b?:{_: &y '\‘ - s - ¥ ,‘31 - ; /\ & I':fi'. r

SRS T aes wes s (Ew A T eeay (F “’"}) (")g'

I. SN T N :’3._. PR \:‘ h‘}_, - A= .!.32 g Hxadp Lo
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Assin, o elementos acima da diegonsl de J (que sfic 1 ou o)
fivan determlnndos de nodo mzioo pelos mineros n, 139 1w 152y sap?

& 3= 1y25 een g k(i) C‘onsecuentamante, Semos uma vnica Torma de

Sordin associeds 3 &, levando em.conta (9), ista € , ‘& ordem dos

diviser 3 Bl cmentm:’es. Aclemm 5 2 aada aui‘omlar 9\ y» camarondem

w(:)-oloca&- da. Jordaﬁ. da. ﬁimensaes nﬂ_ Dyns ves g ni.s(l:#‘ Dai o a,fm :
wagdo de que pate 03 motrizes de U, (K), com autovalores em K, a £6T
ma de J ordzm ¢ canfnicn vela.t.x.vamente a s,emclhanga.

08 mimeros s n, , de (9), sfo muitas vézos eseriton ne forma e’
. L1

LRy ep o een s 'ﬁﬂtﬁﬁ))(n?l 1 eve -’323?(3)3"'(111-'1- TIRL RO

asta forma, cue cie‘i:em:‘m_ia a, -i’om;.a de Jorden de &, € denominade (ARAGw

TIRESIICA DE GUGRT de A |
O‘m.so L-Jm;. ccmse-*m.encl“ _ned.},a.ta da iemm de o ordan, VEm que e _

® Uma natTis {ie .gi { .L.) & dlagmml:uzsvel ‘.::9, e sonente sey todos os geus

divisores Plﬁ;]‘l@l‘l‘ﬁiﬂ:ﬁ‘@b 8580 de g;r‘ah 1

enos que mahrises ewmellmnms, Tepres sertam 0 meemp operadox

LTy
PwiSAN

i‘:

litear I sdbre V ( Keespage vetorisl de aimensaa fmi'ta n ) (ver 1,1},
velotivanente & bases distinias de Vs ﬁsem, ae [IA ; onde &% &
g hoge ordénada de ¥, e e A. & ;;e*ﬁﬂ"f_aanue ae matrizes Rl’ cm de

: Ay [ . "
exishen buges ordensdss de V, @l’ ' {5}52 e \Q,- respectzvamente,- bal .

g te .
3,.'-{;%31* By e LI’] u“- 2 9 [}3 E%E J 0
Tevendo-se &n condn gue
B, = ™t a o , R-_ajﬁ"’l&}? g 'J-=-*,_f.*“?‘lAm,.'
VOm ue 28 ?3'“&,5 ordenadas (55 & e thde vV, 280 %ais que, 0,P 2 T

2
gas o oatrdzes sudengan da base ordenada a3 Pare as bagee ovdenadad

o

10 G:\' e B o mespoctivansnte.

ELMDLG T :
Sedaw o maltviz AG I’EB(R};

*'3 1 e
A el wi D
L.“z} =4 2,.5" -



Sle

araoteriﬁlva 5 t~

g
et
by)
=
i
&
('J

_ I - 3 wl O
AME)=XE~A= | 4 X4l o
5 4 X2,

como det A(X) = (X -2)(X - l) s ~ temos que D (X) = (X = 2)X -1) .
0 commlemenﬁo algébrico dc X - 2 ¢ do 4 de nrimcira coluna, S80 et
pectivamentey (X ~ 1)?. =X + 2, I0go 6 meec, unitdrio en&re 08
subdetermiﬁanfée de orvdem 2, & D,(X) = 1. Como D, (X) divide D H{X),
Dl(x) = 1. Conaaqpﬂkemgnme, o8 pollnomaOo invar anted de A sdo,

11(xj.= z(x) = 1, 1.(z)_= (£ - 2)(% - 1)° = x3f4x2+sx;2,;

e a prineira forma Raclonal R de ﬁ dade por sw

é
) 2
s
i 4

Os divisores elementores de A, @Bo -'

!...I

O MO

Rl zci Iz'.:

3

p,(Z) = (x - 1)% = XP2xs1, pz(“ - x..z, |
e a segunda forma Paﬁlcnal Rg de 4, ¢ dada pOT

-l

o Ry
R, = O 4G = ke wtenlaf
S |
'

0 0y 2 I

i
Como o divisoweg elementares de 4 em.R[X\, S803

. a9 .
(L - 2)" e {Z- 2}, .
b € genelnonte a una matriz na forma de J rdnn de EB(R).,ﬁ ckracte—

ristica de Segre do A & ﬁ(z)(l)} , igto & -

rl 190/ {1 o | b 'x'
i o ;

TLIIPIO 2,
Cela o matris A, de mﬁ(c), dada per t-

A
3



| w32e

Atravdsn da seguinte sequéneia de operagdes. olementores, na Mg
Chrda caraoteristice XE ~ A, (voltaremos & 8ste exemplo no exemplo 13
de 4, 0)' '
(4(0)+3) [2.0-2043) [0u-m42) , [1,4],(2.(4) fem.c-q.).ra)
(1o(-2-12)+4),{3(-x-2)42] [ 3(2~ax)+4] ,(2,3]) ,(2(-x1)43) (2(X)44),
(320D, [3(=6)+4] 4(3,4)s (3,4) , (3GE+1)+4] ,(3(2s2)44), (44 (1)),
obtemos a matriz ne forma condnica diagonal ( ver (7) de 3.2) seguinte:

"1 Xe) 0 o
to 1 o 0
0
0

s L+ o
0 0 (X+133 .

' cho, 08 polinom_os invarlﬂntem de 4 ofo :« ,
._3(4\.) = i“(?)-—w 1 i (7) = f’!"l \ i (X) = (3’1‘?1)39

e do teoremn 5 de 3.3, os divisores elementares do iy em CIX|(ou em
RiX} ) s8o.s -

o (F41)° e  X4l.

Awsin, se Ry, R, e J 830 a primeira forma Raciona, segunda fore

ma Racional e forma de Jordan de A, temos e @

- -
. oo o -1
R, =C, @0, ={ 01 1 0 =3
SR T PP
" g 0 =l | o |
1 0o -3, 0
= F g 1 [~
Bp=0y @ Gi3 LRSS ERILE
' Lo o o,-1],

{- a ordem dos divisores elementares, sendo no sentido nﬁo_creucente

de seus grauvd).

g,z O ZEOREHA DA DEGON 03%GH) mc:torm,. REDUGAO A PO momtw@mm
LE DI, SUBESTACOS .t.,-c,fcw |

‘-.i-

HQ apdndice W {B,é),.g;q:evamps-sﬁhre subeapagos I~ciclicos e

enrledores, vieando osta gecgto. Assinm, og conceitos, notagdo € teo—



Tomas eitados agui, estao em B.4.. 0 pmnc:.pa,l escolm desba secgio,
g ucmonstrar que pars um..ppern.&or-lmear L, srbiirdrio abire V,

exiaten vwveboraa vi,v ,';“ ,vi en ?, bala que Iw

= G(v ,L)OG( L)@ @c(v '.I}).

B outras palavz*a ,,{ Llemmstraremos que. V ¢ soma direta de subespagofx
T e:{clica'fl*.c(v ,L} Dgderemos depois concluir, wue I € a somz direts

de wm numem :E‘in:.“w de operadores ldneares { ‘“0( I:))’ cada um dos |
-$

quais, poseul um vetor cfolico,
LHORFTA 1 (MEOREIA Q4 DRECCL CL‘OSTQ"‘{O RACIOTAL ).
"Sejn L um operaclos.‘ 1linear s8bre um K-elspac;o vetorial V acﬁimensﬁo

finita n2 1. Gntdo, existen r-vetores, nio nulon ViaVor eee 37

pr O

¥, com rospectivos uluclorefs ven oil s tAlS cue o
. moIe p 0o I,-an ,mlmQ, e oly i8 que

= G{Tf T_) J’* "} 2,1!) O Ty @ 0(1" L)!

ondo Ty c:}:aj.ncide com o _pclinomio mﬁli_mo de L e cadn m, g divisivel
DoT R, g0 1= 243y 000 0%, | | | |
Denonastiracio.
Seja, .

w{Z) = m:L(K) = Xt_-f al}{t'l 4+ eue * a_b;
o polindmio minimo de V. Dele teoroma 5 de B.4, existe um vetor v,
- en v, cujo l-amilador € &, .= I, f‘Onsiderﬂmo [+} ss-ubespagc I:-sci'clico

- . -1
G(vl) = G(vl,u) gerado por vy COR ba.sni ,Isvl, see yL vl.g. Casa

n o= %, obimd, Tomo~se V = G(vl) e 0 tsovema fica demomstrado., Caso
nphy Beju s

m{E) = £ 4 bX° T + eeu + B,

¢ polindmic minime de v(lﬁoo,.,mv ) {ver B. 4). Sene~se que B, € um di-
visor 4de m 1 igto &, o 130_1:11'1@11.0 minino “relative? Ty & um dlvisor
20 pelinfuio minimo m, de L. Togo, existe um polindmio g de X{x), tal
qUE L " ' ' : _

{20) B = Wy Q.

Sabemos bombdm {versie do ecvems 5 de Bl4, -parc & coneceibo de leonu-

lader relative) gite exiate wr vetor w enm TJQ cujc Is"-EnUl*“ﬂOl’ relative

v

£ R PP . - =
€1, ¢ AmLm, tomog e

[

{133 m,&{_;{;}u = oo {med My ),



| u94~_
isto é, existe um polmomio de grau menoyr ou .,"guél é t~1 ( lembre
q?.e %vl,I:__ 18 e ,Lt"}' ge baae do u(v ). tal qv.e t-

(12) | ma(';)u = g.(Ie).vl . - | | |
Apliquemos & (12) o operador Linear o{L) ¢ levardo-se (1o} em consiw

deragso, vem qus I

0 mlila)u g{I} 32(I=)a a(®) &ll)v, s.

POLs m o= m ¢ o.polindmio nfnino de T, Tn0go, q E,e.-_ M(v 1o B) =

= gp({- K[}"( vrn\.u}'* S 03 . B é pwhmuo, givicivel por Ty = 4 Ty
o Imaruilodor de Ty Jomo gg € divi 4 por am,, temos que g ¢ die
Vs 1\?9_‘ ror mz, ou sejeo, existe qle EX‘, fal gque

Podemos reeanvaver (12), pondowse @

(1.1 I . p—1 ‘r':{\ 1 I \ -
(3.5.) @E(L}u mz(._ )q,l(L)vl ou mgtl_",) {-u (I:)v ] = 0
Torenos, _ | |
{15) o v, = u o~ ()
Entfo, (14) se emcreve
{16) mg(ﬁ} Vé = Oy
e aia;i’. s m, &€ o I-amlador de v, & observe.iod ue iver (10)) 0 Imamiloe

-

i

& oun

or my, do v, ¢ dvigivel por Wye Do {33), vom quo 3
Yy m U= -G (.u)'i?‘ € O(v 0 |

noia Glv.) & Tw.invczr:a.anw. L0£0,

(17) vy = zz(mc»clw’v.,)) R _ ‘
Senda mé ¢ 1‘”&‘{;@1;{,.\»@0; relobive de i, & tambem de Vo Comluimos qGue
1‘»:«‘2' ¢ o Tmamlador e o Fonulador relative de v?, agoim uma base 4o
.Ejuhf.BG]_‘.faQO ofelice v, ,L) = a{v ) & .:

(18) - %vgf, _Lv s eee g Lg‘"f“-,é} , |

nois: fr“(m )} = 8, Coume m, é o Farmlodor relatdve de. vq 10od ¢ G(v Y, o8
Ve bores &6 {13) efo J_m.ea:‘zguent'e dndepsndentes nz.ﬁ&ulo C\v 3, dsto €,

a8 el 2 ,
+ 2J4f” F oewe ac_L 'L‘VQ = 0 {mod.{}w.‘)),

¢ Consequentement ue, todo vetor 480 mlo,

3

3?{1’{?309 EL, = 3-2 -‘:Ivﬂﬂ =2 E‘l

!"

i

- .é. L3 L3
de CG{v,}, nio & ven m‘bsnecm Iinear da base l"-;a-r.ﬂ??a ces 3 I W TN

!\3

de Clvy), ov ueja, :‘(v Y el } = ((}- . Assim, 08 {L—s-f:}-vet:or o

S s:ml 3
{ 3_9 “J'“. .&»& » Ii k1 1 T"gg Jﬁ.r,.g ‘e B I? as,

880 smec» e mr“epwue 'E:es-:,, c fcmmm W, :;am, do subespago If-imv



05

riante C(v )@G(V ), de dimens3o. u+s.

Capo 0 = {43, Stimo, Tomg~3¢ V= Cﬁv }()!3( ) e o teorema fics
. demonstrado. Jaso n'’» t+8, consideromos V (mod.civl) @G(vz)) g contie
nuamos zosgo procedimento de obtengs de subespagos Lmcfelices, and-
10@0 00 gue fizemoo pare. chber c(v Y. B clamb.Que.o_processo deve
ter wn fim, uwme vez que em cade etapa dim (G(vﬂ} @"C(v )@... @G(v.)}
umenta, de pelo menos, ﬁma'uni& adege @ d_maﬂsaﬁ de V¢ finita. Cons:
cluimos assim a devonsiragio, _

Resaualbamos cue da demomstragino do teorems 1,.vem que 0 primeli-
ro vebor v

i

» Sotisfezende o teoreme 1, € um vedur de V, cujo Leante
- Foo. . T o .
lador 6 © polindmi: minimo de L.
Tas condigdes do teoreme 1, Genotarenos por L,y o operador 1ie .

near induzido em G{vi,‘ﬁ), por L. EntZo, temos que -
{20} .Lle@Lg@ci.@I!r'

onde ceda Iy possui um vetor cfelico (v,) e o polindmio minimo de I,
whe e

e o Teanuic ‘dor ds Vi 1 = 152y ees oi7e Do teorend 4 de B.4, tomos
@;’r{'m_.‘) = d:.*.mﬂivi,}}) s L= %32y sue 4T
Logos © I~amulador de v, & ‘também o poliﬂ&‘ﬁ}io caracteristico de Ty

poig m, divide 0:po g.:mc;miﬂ cargcterisilec e de Liy @ ,gr(m ) =

}_a

\
= (U0

<3

(v L’I‘j = grie,.) ¢ avhos 520 umta:lc- Se 302,

’.co,:{.!j- vi“’

el
: S04
1
o f-r'\
<
-
2}
i

5 WBASE CIOLIOA" dn J(v, ,T), onde n; = i G(vi,.L) ugr(mi}, d=lye0g%.

A matrin & e dif rolotivanente 2 base ordenadn F‘g s & a patriz cone
panneira (ver 4.1) Go polinbmio mma&m s . De fab0, e enumerarmos o
base rf'aiﬁ_ TODAO=E8  te
W ¢ ;
0E, = L0 L,
vy, ‘*{ \_li, 03 sos 5 C.I.".tc-i g t
ke
LOTernos i
] . 1., -3
UG:,_} = zJ'TJ W‘.} oy v:!” = P"}-"-l 5 s o 1,,55 U Y ,-l’l .y
T, - Tﬁ.&w. o . .,.‘z?-:j_":i-_‘__. o 1.;-.!.;;""‘4{1’ - -t
8 I8y g T ATV W By T By BT Ve =017

e {20}, cemgiderande-se a Tase cvdsnads &K de ¥, Fformade nela unifo

b T . ‘ff“r : - . \(‘ . - ™ .y oy -
cllons BF., n-‘agg oo a‘?gy, nesua orden, vem que -

‘\ . - B, ‘é -
w ¥ - e &
2B eee WA

P
“ pd
B
‘,.....-o-"
1
"1\-



T

Gomo o pollnom.a.o eame*ber:{atieo de eada Ay € 0 Imomledor m,
de vi, i=1 2, sev 3Ty B Togre da " formn, em blocos" '('ﬁ'er )
pera se calewlar ¢ ternloentes, nos diz que o polindmio cowacteristi-

co de L, & dado por

(29) 0o In'.\lm2 evs ID. "
Ademnls, pelc teorena 1, sebemos vlua T, divide m, para S N
o ondo m, & unltdrio, logo (21) ¢ uma mairiz na FORIV CANONICA RA-

(“IOFAL, |
0 andlogo wotrieial do Teorems de Decomposicho Racionsl, &

dado por e

TEOIFLL 20

H Sejm B ume matris de 11 (¥). Lmtfic,; B_f—f slemelhante no corpo K, & uma

motris nyx n na Pora ue.ﬁ.nonica Raclonals™
Demonatragso.

e L . . o, .
Sela L o onerador linser de X7, 0l que -

. <A : ' |
onde %fQ ‘Z‘i :?("Sil, 52 g )g -—123 sew ,ﬁk eabapﬁ

’
condnien de Ko Come vimos a.=..._‘.ma,' existe uma base m‘demda & ﬁe ,11’

-

em relaglo & cual, o 6 répresezri;g, o por wna matriz A sob a Forma Cas
‘nfnice Reclonsi., Entido, se P € s matriz que muda a bage glpara a Daw~
se ¥y, temos e o

| mh o= sl 2 oui=FtwPE.
oY {‘9 CeQele

“Seja I wm operador ilmeocr stbre um I{-esp’-lgo vetorial V de dinensio
Finito n¥ 2 { ou sclie 4 woa m ﬂ'r..;.z de I ( )) Enitgo, og fobores irre.
Autiveis do polixdmic ninizme de T {ou de A), coinecidem com og fato~

res irvcedutiveis dc polintmin caracierimbico do L (ou de Ay,

e (221, Eogue 0 opo 11@013_;_9 a.m"wa,ar{f;mw ¢ de Ly e w p‘r'o-
wto de nelinfmiss, cada ¥ 03 qua‘} ¢ divide o polmmo mim.mx} de

L { #ocrenn 1, seimal. Doge oo fatores izw&ut{vem ae faada mi, B
Petovos lrpedeifvele s m. fssie gondo, os Tobores ivredutfveis de
et : .

o e de o soincidem, povdm &1 s podem repetir-se mais vBzes em ¢ do

gung Gik I,



il

. | | N I
0 proximo aorolérlo, fornece un critério para se ssbur quondo
un espago vetorial v é L—GIGT_.ICO, on. sae;]a, pogvui un vebor Teclelico.
COROLARIO 2, - |

" Uma con&:.gao necc.afsam.a & su:ficmnte,para. que un Keespagd vetorial. .
V. seja Imciclico (3¢ v operador linear #obre V), € que = Gimensdo
de V comc.a.ﬂa com O Frav. do pollnomz.o min:mw de I, ou equivilentemepse
te, Gue. os polmomac ninine ¢ caractem.stlcn rle T ecoingidan”,
Demovammgao. ' ' -
Seja V un esmso vetorial L—@ﬁa&ﬁﬂaym—dmnﬁim&l, com Polinde
1:110 mlnime z-' S
m(}’“) + alz L ves * Bpo
3eda vy, | G( D) Pelo ’coorema. 1, o Iz-anu]ador de vy K
m, = m . Do teoremn 4 de 13.4, temoo que gr(m) m f o= d:’:mc( ,L) =
= dim V = e Rec;.procameme, _suponhamos que Qim Vv = gr{m). Pelo Teo-

tal q_ue , v

EI

roma da D comnoslveo I{acional, obtomos L

= C{v,,4) B C(v + 1) @ . @& O{v 1)
Hes a din c(v..,L) = gr(m) = din ¥V, pois o Iz—anulador-dq vy € o polie

 nbmic minimo de L, :a.i

.v' = G{Vl,fa} &

140 &, V.4 IT-afclico. o q.d
_ . . shiatlie

ELTPI0 3.

 S#ja V um E-copago vetordal de dimensdo 2 e I um' operador li-

" near sGbre Ve 0oo0 o graw o polindmio nfnimo m de T € 2, polo COTOw=
_lar.t.o 4, te;&ﬂa que ¥ & Imciclieco, ou ocg@; exmte wn vetor - ve_v, bal

aue, ‘@{ v I'VS ¢ uma base ordenn da. do ¥ ) V= G(V,L). Sendo

‘ m(A) == }12 + a.X + 85y
ten S que ¢ -
| o -y |
T} - | ]
'5?6 .Ll ma.!” Ju

A poss:.bllltl”.«de restonte, ¢ que o v ot do polmc}mo mz'.m.mo de L & 1,

Apsim, n{X) = X~a, Loge
G = m{l) = I -al, ol uﬁ;}:.., L =al,.
isdo ¢, L8 un mdtiplo esc 1ar do Operador iaen'bico. Néose aago, ge

v, ‘& v, sg¢ vebtores 113&@3:3:&:'@111;:‘ 1nd0penaenta.; de IF, '!:ezmas [ (O

1 2

e e i e - ety o e s e

N ST VPP P . R



w0
= 0(v ,L) ® v ,L),
alnda, ml(x) = mg(z’;} =¥ @ e s ﬁéf Ev v2} ¢ a wiido das bages
clelicas §v175 e Sv,} AL nesta ordem, temos te
_ i
x] = |
&k o af.
Todemos coneluir aihfla, que qualguer matriz 2x2 adbre o corpo
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0o © sentd
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g..sen ] cog ©
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L~ cog 9 -3En 6

e{?) = det{h-L) = XE-QXcosa-;-l.

| ! oen © Xwcos © ’

;.1..‘ o~ & ) ~ 2 2

'Entdc, L3 = (~2c0m &)" ~ 4 = 4(cos” © - 1) {0, pois cos 9 ‘-1 « AZO-
Ta, caso 8 = 1:’4‘3’ 3 lxe-,!z_zfl:: oe m(¥) = ¥ T 1ea forma conbrica Raciw

onal de A € &

- - .
E+'1 o { +se x & par, - se &k 4 fmpar).
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Case 8 ¢ k¥ , ke 2,80 e n(X) ..c{}') = XQ-ZAcoa 9+1, sendo nséste
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g i Zeos G
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Touos que t . ~
{»\‘ ‘*";( - ,‘¢ x }t} 4 B 4 )
o(X) = aet(XE ~ )= o1 x-3-2 e (xand,
-2 4 Xs 3
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Vemfica—.:e atra‘-zed de wm calcula d:reto, que (a - lE} = 0, Logo,

como A # E, a(X) = (X - 1) . Asg gif, na aecompoalga,o ofelica do R3

0 Ieanuledor de v, tem que ser m%(lc) (X - 1) » Daf, G(v ,:L) Tem
dimensBo 2 = gr(m); e como dim R
I'bor va, Ademms, dim C(v ,L) = 1, 1ono v2 tem que S6T um autovetor
de I { ver exemplou 3 de Bu4), ¢ seu L-onwlador tem gque oer mz(X)
=X wl, umu voz que © = , By (ver (22)), 94 temos, & matriz B na
Forma Canonica Racion"r.l Exemelhan'be 3 As
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jee

L c ° )
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£no

b, mm
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'bam_os que V5 deve ser um autovalor del, vamos encontra—lo primeiro.
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2 o4 tllx o).
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(6 - 1) (xj= o = [-2 2 2/|x| =lo Xy = 2%42%
2 wh - x, . lel '

logo um awbovetor gendrico de L & da Fforma 2a.+2b,a.,b) { com a on
bynao mulo), Vewos assim, que podcmos determinaxr infinitos ve'bores
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Vi UUETremos que 2" ,v,;% se jam 1inea;rmen'i:e inﬁependenta 8 que ;- |

'V'

dim C‘Vl,.ls) = 24 lozo \z B30 pode ser um autova%or de L. Tomemoa, _

por . exemplo, vl = {1,0, o}. Temos g_ue Iﬂi"i- = (3,~1,2}, q_ua ntlo ¢ li-
neamente T dependente conm v.; . Asgim’ eendo, C(vl,]}) tem dimensHo 2
e os vetores de G{u_,,,L) s80 da foma t

a{l,o,o) + 0(39-1 2) = (2 + S'b,-b 2‘b),
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Aldm disso, a dimensdo fap motiizes Jj % ( blocos fe Jorden), pio
_ vy 220
&L
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De {25}, podemos formor ves base ovdenala de ¥, uvnindo as
v
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Por um edleunlo dirveto vé-ze q e m{X) = (X --2)4(}{ + 1} .8ejan ‘J‘ e 1’2
o8 micleos dos operadorss limcaves : (L - 21)4 e { L+ I), respece
tiveamente. Pelo beorema dn Dec omposicho Frimdria { teorems 4 de 2,3)
ven

6 .

R o= Vl 372 s

e jom L & I‘E’ operador: 3 limeaves indumidos edbre Vl e ’*’J"gg,

resnesti .vamea*ces por L. Sejam i:;‘.L = lf—,‘ - 2L ¢ 132 = 'Lg + ¥, operadores
lineares adbre V., o Vs respe« tivamsute. O polintmio niniwe de If, ¢

'3, ;
(X.) = XV e como seu polind: lo cavacteristico & cl\n.) {X)m%("%‘}:-;
= }Q” e _ullix) 3= Zf{4, Ven que I, (£} = X Logo,

3
. ~rf
{ 2 1 o o
2 |
g T L Q. =52y,
2,2 | © 0 z 1 | 1,2 L
i o 6 o 2 |
L.
G e
2 1 I T +
G 2 i 4 G
£ Q - B S 0
!'. e | ;T - b
1 ‘292@"342 0 0 o ¢ B )
™~ Lol e g Ll At leﬂé M L L - Lot
o Q o {0
0 polivomio wiuimo ds m, B Bhpye (X} = X & ¢ polintio corpobteric
tico & 6,(X} = K. Togn,
o u‘“‘n o~ =
i,, -1 ba® Ay
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J:—::.’L.i v ’\_2 = d,

> %
— I.’vrgx.
g 1 o ol "\
0 2 1 el _ { ]
o o P i 3
g = 0 o 0O 2
e

&4 REDUCHC A 2OBMA CANONICA D& JOBUAN ATRAVAS DE AUTOVATORED
Arresentarencs agel uma demonstracsn albernative do teorsma 3

@ 4.3, wem como idntrodwzire os olgurme wvesultados que ubliligersmos

)

2m 4,5, Gomecamos com ik deorers owne nos decompis un oporador linooy
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Temos agsim o ssguinte sistoms -

iz 7 1 :CE | gzﬁﬁ- =l ? EEWX 3"“ i;) 0
&'z + g mﬂ 2 - | 5

Do

ou - E”bx+9z Z4+oy+9 ic ol on gﬁ%: ~3/2 =
‘ L ! ,
iyistz w¢y+zu6tm§'” gg qj [§y+6t =% o

TUms solucio do sigtema, 71 ~ue det? £ 5, é doda por ge

X—.H—‘r‘% J~»1¢E~29~rz‘lo

T 3
ﬂl—i h.l'-..-w,}-ﬁ 5,3 - -.3 ,H
J 1}
P = 4
]
2 Ly
o
- e
Torificacan 3
3 ol

& P WPy T 0. S T T 0 RC. b T SR
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£ AT ﬂ y g 5 ”E é 3 é - E -E é ]
) ;2 L4 04 b 2 i 2 3004 4,
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i o+

et

Laﬁe mat0do tem por basce o corcidrio 5 de .4, que goranie
e @ metriz de trensforaoacdo P, 3ol gque -

wr ]

d=F " AR,

= Q{J)s
. ; a2 P P . : .
ende 2 metriz A{X) & uma matriz volipnomim'.. inmversivel { isse &,

[o1N

by}

com determivante constants 2 n&n mulo) obtida & eqguagdo gue 44 =2

veguivalencia® (ver 3.1 eunlre 2z equacies corceteristicns Jae mm

trizes A o J. Msis precismmente, Q £ obtida da equagdo -
X5 o J = RIXHEE - £3X)
Semdo que O{J), denota o valer 2 direita na substituigde 3z lrvdetev-

minzéda X de (X, pela matris Jo
Fara encontraimoz 0{X). reduzimss as matrizes caracheristicns
15

¥ - 4 e TBe o, & Forme sanoniee dingonal (J4) o teorema 3 fde 3,3

por nmeio de transformandec 63&Eﬁﬁ$3$35, Alganes gue Ie
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] 28~
gaie -

(54} Q. {X} By Ty woo T’-"! e QE{E{) = T3 B eee T;? .
sendo T, T R Y . ' : - .
0 Lye 9 et Fpy Loouw XY Tle cov 4 T; J ap matrizes elemen-

[~=%

vares (ver 3.1) corrasnonientes ag oneractes elementares 4o rodue

oo 42 matriz polimonial I8 = 4 {ouw ¥R « J) & B. De {52) e {53} vew

K3 =
= (%) (58 - 4} Q(X?a
Dai o de (54 }a resulta qus e

- _—y, - . . [l - a.;;j_ ." I"" w_':l ‘
(55) Qx) = o (7)) ) = 0, %, o T (2] i
1 %3 L ey

Again calcuiz-ge (L), aniicando-ge sucesaivomente, as columas da

notris unidode B, as operagces slemontares dadas,respeciivimente,
pelag matrizes

2 ,_,1
Tla ng ves g Trl\; E:‘,‘;‘z} . sae E:T%—-E

Como P = Q{J), resta-nos substituir { & direita), ¥ de Q{¥) nor 7.
..L.L_ 10 13,

Seje o matriz A, 4 X4 8dbre G, do sxemple 2 de 4,1, For aqué-

Fg - I = R Yxy 0 «,21(:»} - 2hn B, {X) (ZB - 4) (%) ¢ “‘(.‘-ﬂ

-]

le evemplo, temos & sequencla gie reduz X - A & Forma candnica
diagonal (teorema 3 de 3.3). Logo, temos %

o (0) = [a(aresl fa(-1)02) feta=n)en) f2,4) [30axe2)42) Da0ueam)od)

[2 3} [3(-5) 4} 13,4 Lxena]e

-~ h 4] o

] =X i >

g = I 0 w1 o
o] O Q ~d ¢

Considerenos agors, a malriz caracteristica XE « J, &8 a colocaromss
na forrs candnica diagonal (teorems 3 de 3.3), através da seguine
te sequéncia de operacdes elemenmtaras fm

Caane2) [20ma)sd] (1(z)%43) (20242343) (U-1)) (2(=1)) (3.4}

.2 (23} [3.4]
Consequentemente,
o0 = [3xa)d) {ozena) (1,2 [2.3] B.4)

Serdo 2(X) = Q (ﬂf A T), e como

5° = &34-% E},ﬁl alyhﬁ [f{m3w1)+i1 [}(mx-1}+éj ;



w] F Qs
endés, :
ox) = fatny3} Laene] Latoax 713 (2.4] Qtare1)eg] (301-am)48)
ﬁ; 53'" {3( 5)+4) [3.4] rsfzm) i} 03,4} (2,33 (2.2} {2004
2}

niicantlo ectas operocder, weeta ordem, & matriz unidade T

r"m.

4¥ 4, o reduzinos & forma $e
ganky

X+l ¢ o 1 ‘
5% v w5 e
Dt ° 0 TP = ) N .
'224—&2(-%’ 5 v fom §, 1 X+8
10348 =, X 12

& .
a o o 0l E‘ i 0 o om;‘ fl o o 1
/ o o o ol 2 l«% 0o o o wd 0 0 =
XY = + +
W=ty o 6 ol T 161 06 1% 5-1 1 6
6 o 0 0 ijo =1 9 9y L9 o 1212}
% PAeil de me verificar que t-
[1 -2 1 o“’g
2 @ 1 =2 o |
o= dd= ¢ o 1 o -
Le o o 1.

dssim gende, a patriz de bransformagio é T = (J) (& direiim ), is-

L

Lo 6y

E—G e o o] i~2 1 d] T2 o o o -1 1 ¢ o

o o o o jo 12 @!_k -5 o 6 o o=-1 1 o +
P=i1 o 0o ¢ l & 1 ¢ j 6 -1l o .1 ¢ 6 =1 ¢

10 ¢ o 0 © 0 O ] tlo <3 0 o 0 0 @ 1_,5

1 o o 1} [o 1 o 17}

fwd 0 0 =  ama L1l =5 0 =5
Fle iy 1 ep oWeeE FEl, 4 1 05
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splicondo o férmule de Teyler para o polindaio p {gw{v)=m

nums vizinhenga de N . ablemes i~
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' Simdy
. =y I e -
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=135
2, DENORSTRAGEO DO TEQREMS U Hamjlton-Cayley, USANDO A FORMA
D& JORDAN.

Lembramos o emvneiade do tacrema de Hamilion-Cayley, beore--
na 9 de 1.4, o caso em cue & OTNOo am queatdo § algebricamentc
fachado.

TEQERNA DE HAKIIEON-CAYIEY,

" 3gja ¢ o polindmio caracteristice de ums mabriz A; 2 X n,
gsébre um corpe F algebricamenie fechado. Entfo, ef{a) = C¥ .
DemonatTagd . ,

Sendo P algebricamente fechado, podemos colocor o polinl-
Bio cavacteristico ¢ de A na forma -

(38) ofg) = 4 (x-n),

cnde pere cadn £30.:2, c.s ¢ N 9"1 ¢ wa subovalor de A {oo A, wéo
80 pecessarisnente distintos). Iabemos que & ¢ semelhants 2 ums
mavriz ¢ pa forma de Jordan. Digamos que -

’“ it

N % 9 oo o o |
o PR o
g = - " P svo o o
o o sse Rpq R

© o Q  eox O %ndg

ancie A= o ou 1. De 158), sendo by =9 = A8 L 5 Le2% see 5 Ty

LSmos Gup ie , :
. Wy

Gomo a Linhe i de 4, bem #{ ooul)na coluna &4 1 ¢ goroa nas
coslodes restentes; o linhe n de A, ¢ wma linba adé do uovos, &3
Guno dltimas lianbkas de by o3, sBo formedas 28 80 varos, am Witie
wes trée linhea de . 830 fornsdas 80 4 zZerose e wosin
b2y, L o
snceasivenente. Logo., & multiplieacan de sodoa og A, , i=L.8,...0.

a4 o matniz nule, isko &, n

@) = Jb 4 =0

=3
Sends & somelhante 8 J, o(A) 4 semelhante 8 ofd) = 0, logs exis~
ta ums matTiz inversivel P&E&(E}? t2l que tw

e{i) = FLe(a)? = PY* 0P = 0,
Qoflola



7 Wi BATEIL TEC-SINGTLAR A
Suia ﬁﬁi%ﬁ(F}g néo-ginguler, mds F & ol corpo algebhricansats foo
chade, #ntdn, & ¢ szmalbacts © uns mevriz J ve FTorme de Jardnn

o polindmio corsoterdstico o de & 2 36 J 4 o msamo. Os anho-
valores de § aitumw~oe 88bre cuva Aisgmal, o asends 7 semslhenta
% 4, J tambdéw 4 17 co-singular {2t J = dat P det A dot T =
= det A # n)» Adomads, § & trianguiar 2 daf et J & o oroduie do
saus auntovalores. Concluvimee ~seim que nsonbum autevalor de J {ou
de A} é sers, ou 38ja, que olo} 0. 3aias

- > fi=ad, N .
o (*’W E % E?K £ @ 0w - nmll 8 a:ﬂ_ ?

o volindmio carevtaristico de i, Io cio) £ ¢, vem aue a, #0. Do
L
tasraus de Hormiltor-Cayley. trmoa qus "=

En

o
3
i

i -
== Fey e 53-3 e a oo T 2, 1 &. = é‘a ! G-; [£3 ¥4

T

e g g, . o

{9% } { l‘i,z i .?1 Exs A a. 5 t%x } & "‘"ﬁ‘g_ l{ <
A kP A )

N .
. AR, i .
Sende & n%aus;n'u1&¢? existe 4 @ sons @, Oy sl viplicanin-as

{(59) por mggm A5 “; ahiemas e

3 t u : m? ’
50 ) A g = el l % J i i

Tn {6G} ve-a3 gue o inverse & de & pode soy colenlads
A by}

iR
cotheaondo~ge o polindwio carachsristies Ge 4, bem Ccone 88 paténm
pias inteivas n” a0 negativee ds A, &4 o ozism ped. Infeliimenta.

paye grandes valores de 1, of coeilclentes z, do PELIRSPIG CEVaC
A ' ‘ i

i ? Ay Y LRREr 2 ; e S T N
heriatios Se A poderm ser ooaibs Ai¥izels do se salonlarx Siretoman-

W
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-l . - ) R g2 N [~ ) P f e |
Zplocznoa sar Somenstver {ver e HRS. 183 w Fagainhes i,
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Dazde oupsERifizes serelihonied Dogcuan J4i0%iceg sutovalores,

] . - oy s a7 A Ay .y L T e, T
olaa posenar tamhdnm iddntione btraros. Podle-ss gntio

ae de vm operador Lineasr, s8bre um Fepgpugs vebowiol i

GAn Finihe n), eoms asubks o T da gmaljuc?® HAabtiis Jue
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: «137=
As férmulss gue nos fornecen os cocaiisientes do polindmio
r - ol g "“1 L]
caracterdatico ds A ( c(X) = 4 By X" T eae w8y 1K a8y Ve 8802w

s

By = ~3/2 Laltr A+t ‘&.2} ®
2
(61) § &y = =1/3 [:agﬁr hAvogtr A%t 237,

L] * & 3 ] & e ® ¢ F v £ & & o ¢ -] » FO9 o8 * ¢ o

e 9 P o ®# ¢ g ®© ¢ P e ¢ & O F ¢ © € & O & F @9 O

a, = -l /1 [.&hwltr .&-t-anmz'&r .&24- cou +a,ltr An"l-x- L &n'} s

Com émte processo além de se ealcwlar A"lg oblemos também
o polindmia caracteristico de A.
Seja A -z[ jm masriz Qe EF..{G}@ Jomo o polinduic caracs
2 2 -
toriatico de. 4 € (X} = Kz--BK-a-% logo n = 2, ay = =3 8 By = A,

l{;g@ e !‘:-2 “.1'!
A= j
E_ 2 gty =]

z

BABMPLO 17,

Coneiderenos agora a matriz A dada poir i-
1 -1 1 -3

G 1 o A

i o -1 o
0
¥

A =

I 6 <1 |
azerdo algune cdloulos cor base ues formulas (6lis Vam QuE e
procisanos caleulay an poiéneins de A 2td a ordem 2 o a disgonal
de ﬁéo que S80 S

¢

2 -3 0 2 =b 2 =L
ﬁg ~ a 2 0 a3 o &3 - o 2 G 2
PO ¢ e 2 i.a 2 6 =2j

e a diagonal de At ¢ 498,4,4 , a@sin
n=i, &g ® Qo 52:'“49 a’3 = Qe a’4= 4 o logo efX) = ﬁ""‘@xg‘*‘df &

g'l i L 0
1 _je 1 o 1
B0 = 1/2 1 3 o e
io i s =k,

TR T TSyl R T TIE L T AR



APRNDICE 4 - POLINGMIOS SOBRE UK GORPO, — 13-

A1 DEFIRICOES INICIATS,

Seja E um corpo comubativo com elemento unidade 1, Considerenos

o conjunto fe .
. prd el 5 ] G =g -

S(F*‘) %(‘i )i e }k‘ . ai\.... KE i(&i) H) aieg,'& %

de +8das as ﬂequf?ncias de elementos de ¥. Definimos em 5(X) ume ope-

s

5080 de a.d Q'w, poRdo 3
s BXIXS(E]) e > - 5(¥)
(la; ). (p,)) g iy By
¥ imediato. de se verificar, wme >{X]
G80 & eota operagho. O elemento zewo & {ag) cem 2y =0, 3 = 0,1,2,.,.
0 inveraso {(aditivo) de (a.i) é {ﬁai)g Dig-ge gue uma secufreis (o 3

w

o (B e

e

wn grupoe copuitetive em relae

de 5{X) é WASE-NULA se, ¢ sdmente se, 2y # 0 stmente pers um ntmers

finito de indices ig N,
£ fécil de se ver, que uls dofinigao albternative de seouénelia
quase-nulae (a; )€ B(K) é e existe nelN, tal qie &, = 0, para %0do

-

i) m. Denotaremos por B o conjumito de t8dam as sequinsiss quass-nuls
e 5(X)., Ezemplos de elementos de E, gao O = (ai) ta; =0, i&Ve

s (a.) P, T Lea, =0, 58Ya 3 * 1,2y soe .« U6jar iaj_} & (1::-,? }
pertencentes & T loge existen g Jnae,ﬁ‘ tais que g; = O pare i ng

6]

b, = o para 1Y By ERS8o , {8 ) (by) = (ct + by )& B,pois se fomesm

n = mdy ﬁnvng} ¢ Lemos gie 8yt b:i. = ¢ pora i) n, Venos assim, gie
& fechodo em weligao a odigdo. e & Hrivial que osue Operacks indus
e estrudurn de Ygrups comutabivo® s8bre o conjunto B,
Tefiniremos wea maliiplicacto em £, pondol-
s 3 EXE 35 o E. -

((35)5(0)) bromrmifey) = (3 ) (b))

« cnde -

H

- i
(1) e, = Z__. ab, = F &b

. o= % a b
i-&*,’j%ﬂ 73 ] Kl j = o B d

=8 beﬂ_'}* a7b}§ 1-—‘.* 3—2“ - “i* vea o 9-1{“1231"(‘ aiibﬁ o

Devemos mostrar que o seoudneiz 1F“) = (a: }ﬁ(’sf& ) é wma sequineia 4o
T, e Toto, como {a_i},(bj)é By eristen m,nel, %ais que:

a; =0, pars idm e b, =0, pETE ) 0.

Togo, de {1}, temes que -

Gy T80, % % = 0;para todo kD mram,

i

=0

o 8. a secafusia {e.) € @esi-nula.

]
s

<
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Temos eseim duas operagoes, adigdo e muldiplicacio, NG conjun-
to E, Pode-se verificar cue E € um Yanel comutativo" com clemento
vnidade (1'), relativamente ds oper:c¢oes que introduzinos.

0o elementos do enel E, wie octbames de comsiruir, denominaie
~se DOLINOLICS COn COLFICIENILS BE X e (Bex . ) diz~se ANLL UL PO
LINOETIOS GOI. COLFICIFNGLS EN K, |

Pogsarenos o denobar os elementos de F por fyg,h,pietc. 0 elew
mento zero de T serd denotado por O e ¢ elemento unidade por 1. |

Seja £ #0, f&F. Entao, existe um Indice 1, N, t0l que a; 0,
( £ =(a,) ), e por outro lado, existe m& N tal que a; =0 para 0

Sode i mnm, Assim o eonjunto -

fiem s a; Ao,
& nso vazio e finito. Denomina-se GRAU do polinBmio fe I, £ # 0, sc
NEEUral s

~

n = pndx iif&ﬁ:ai;éo%,

% Sbvic me o grav  de todo polindmie £ £ 0, 4 maior ouw igwel & meva.

Iéose coso, O escalar By # o & denominedo COEFIOILIIL LIJER ou DOLJ -

Fl e

- J;Ijm:?“ do polindmic f e J{;nnﬂo a, =1, dig-se que f & m POLINGIIO
810 ou LONICE,
Dennto-se © gfm:, do polinfmic § #£ 0, por gpif}, Acoinm, gr{f) =
s e, o cbhaente se, &, FAaoe 2; =0 pera Godo i) n. Nemhum grau se

chrivul eo polindmio nule G.

' 1
K= (e)es ray =0, ¥ir0].

.1

K ¢ va subanel unitdrio do anel_’Eg ne verdade X € uwm coxpe, pols se
{a, ) Z{ 8,00, coo 48, seo JEK, 2 £ 0, tomos cue (bi) = {a“‘i'ga,ﬁg.,“;
& v elemento de ¥, tol e (ﬁ JoAby) = {1,040, csv 50, oo }s Con-
sideremos a aglicegao i-
\.P: g .’E
>® (a} = (ai) = 0,0, cov 20y sce ) o
Adoilmente se verifica wweé bijetoxre e ue :
© {a+b) = @ (a; +W{b)
2 P {ap) = L{n) €(1),
para 5030 a,bE&E,. Isto ¢; @ € vn isomorfismo do corpo ¥ no corps L.
iosim zendo, identificemen © corpo K com o aorns B,

oporfigmo, e podemocs cca- 00:T B & (8,0, s0s 205 s

180 .
a€ ¥, O3 clementos de K sro fonominados POLINGLICS GO WRANDES |
Conzidez.mos o polir dic
(2 :1 Px. &= (gr i) 5 R we N & figo e SI’ - 3 e %_1 . T D oBe j_{i -
4 e N e el

Aoeim sendo, temos que I-
n .;“_' (lgﬁg B oo O e:g-a x O G. ,5
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e de uwm modo gerul para wn ¥ Iixo em N femos (e te
. = {0,0s coo 5CskeBy aan )
()
Pars quaisquer r,e & N, de (1) e {2) vem wue -
(‘ ’* -’
{i} DD {e. ), onde e, = Z ST2iC8,] » © e A0 pave kA
e &£ & I y ; fin
i+ J=
0 wm T oo -5 = .
& Lo e A08C D0 Poar
{i1) ¥ara btodo eI, Lonos gue -
£
8 P, & LG
"11 * E>Q‘ :\ ,
e oo a oe identifipa com o porindmic (& O, 50 temon de {1} wue
5 4 - o~ P -
R, B L 8O O, & =& 3, , , logo
M :-. . 4 @3- 05.71. & m ~m
& Pp = {2 g-r ) paraz todo ¥ Tixedd en N,
S A NS
Nenot i, 21‘5{2}{3 8 polindsios D,
LenHLorenscs po ™ £ unw * » ros 5 OF DOLITONIOD ‘:’JO‘?'pl? pg‘,
Tian oss 5 GBJOs poxr (2, Tespeciivansnbo.
Y )
De aehrdo com ¢ definigac de wa de polinfwios e o fdromula
(113, tenns cue se © = {a )€ £ t=m gran n, logo:-
‘i_ = {aosr..:i‘a-.;‘lzg [ I gé?&il?{jf(» w 3o iy L $5.0) (‘1}2 )é o
f"@i G5 ‘\-‘rp_ﬁ?‘; g
= B (e 9 DD - & o P N
T oﬁ_p‘)-—h{.ﬂ_‘ ‘L'..L? ke < 1 n}gnf
e ne anotogoe e acohames de indrodusizr,
: o 3 2 bl L 3
(3 f=aX g e O R _5 o By nE,
1 S
- - f3 5 — __.»'. . R o i w‘}mrh T v . —
Gade polinbmio o .p, = :;: oty dize-pe MONUEIQ o GRAT 4. pois {:51“{}_‘}.,} = 3
O slemento &, =@ {3) dencpime-ce COMIICILNTL, Dy LONONIC o 1.1”3:1 . ©
’- WP
nondmio py X = (O,lgcg sivs 30, s..) € denominace IND &
19 =08 Ul (3 f? Cid ?O}'.;IES{@'&EI(‘ A INOPTRRLING DA X, COL. COL X LOTHILHR
L K. Ieto &, {3) 4 & expressso uswal de um polinfmie en X, com cog-
ficienkes em XK,
Doig polindmios, &0 amios, T e g a0 ZLO0ATS se, e somesude oo,
ax — - " = ' - -i-n- F - {j - = -
“;_f‘,‘a = oris) e ae € : ﬁi el e e B 1& A L AT e
omiee 8, ., ere bods 1= e i,2p .. B
Biee A omeem ¢ . [, S SR o e L s f? *y‘“’i (.--nfq"‘ e
CMEQTRS 08 DOLINaEE 00 Tt x.'«l& J,a e o og o B, w3 GRS T A
. - Wi R I i .
g o= E:-'-C::%" 3&"{“ ST B?}a TN e "}J? 1. r:o;?a(c-::p = hle 2T {REE 3=
[ECE
L) oy i
I P T _ T - Ty R S N
i\}_:’ T 4 & = )EE‘ Raadi o] £ » ORMES T OF AN s 0.8 ‘i "
i = -
4] g
. o R "
s..lf"’-} = ® 5?_..._.-(...1 '1-”“?"'4} A
R

N a- i




-14i-

{(i1i) f.g = 2 . oy < ; onde g, = 2’__._,:_. a. b
I3 =k

Fes as firmulas nos 820 08 ProCessos USWALO para deberminermoes o B0~
me, 0 inverso aditive ¢ o produto ¢ polindelos dados { nao nelom).
Obsevamos que o produto entrs f ¢ g € obiido multiplicando--se cada
moncmio de £, por todos os monbmios de g, somando-ce enm sepuida, oS
produtos asmim obltideos, Isto §, multiplicamos come e faz usvalments
no corpe K, usando a lei disgtributiva e agrupendo op nondmios cue téa
O WERVO SYeu.

% imediato que o subsnel de B, gerade por EU{ X} = K[Tﬂ coin-
cide com B. Demotaremos o anel de polindmios I pela notacho K{K'}, G
qal dencminsremos ANEYL 0F POIINOMTIOS NA INDETERMINADA X, SO% CORFI..

AT A

Iovnciarencs aqui we propesﬁ.gﬁo que nho demonstrerencs {paro
wng Gemonstracho ver s 3,
PROPOSICIO 1

5 Sejem £,gC¢ R, néo nulos, Entao:-
(e} T.goR{X\ € nilo mwle, iste &, TX| & un Jowfnic de Aindeoridnde.
(o) exli.c) = go(£)+ erla),
{c} vendo £ ¢ g wnitdrics, f.5 tembdm o &,
(d) F.gc X wo, ¢ somente se, FeB ¢ gz X
{e) quando fag # 0, bemos e 3-

ar{fag) & mdx }1 g {f), ﬁi{%ﬁ o

(7} Gendo f.g = £, pare alowm he KX}, venos cas g = v

Se jam f?g!&K[X‘)s tais e £ = hg, pora elowm hé K\X). Entdo,
& um MOLTIPLO de g ow £ € DIVISEIVEL nor g, ow ainda,

)

e Wl .- -
im0 ue

S

ol
£
DiVIDE £, em K{¥\, B imedisto gue se o civide T (££ 0

" ~r
, BnbEo

TiTgh e
RS O o Yyt
wie) & ee{f). Com efeito. exisbe he ELX) , dal que s=

f =hg {(h &0, case contzdrio £ =0 ),
dnd g °} = xf:.:( )-&~m*(u.) e GG gr(ﬂ)'? % loge a‘;ﬁ‘(i‘:‘}?} g“-’w}

feite de modd toltalimente anéiago, pare o ease de X ser aus-
wative com wyidade, Seppre qus fouver prige e ¢l

- W ey = .- - ‘:‘.,,.‘.‘ 5 -
ae e descrevenos, costurmenes denovie um peilnimin o

ng AdndetsTminodo M. por f X), tendo em vwiste cue Telanco tamhdm en

nolinbmio em wn opersa dor linea®™ ou ?numa ety .

D ;-": J.O ﬁ&i D f\i‘“ Qﬂ
Wik AT W s-r:r'n:
aEgeve var vae slg riims de divie 35,0 DTG POl

¢ audlogo ao algoyriime dg Enclides paxa G3vi ano de mEeros
)
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{4) T =g+l ,
onde ou r = 0 ou gri{r) {ar{z). Ademais, os po'llnom:ms g © P S0 Ui
gamente determinados, pelas condigues acimal,
DENONSERACKD
EXISTRERCIA, |
Sendo n{m, toma-se ¢ =0, e dafl £ =v ¢ gr{r) = g(f) =aln =

= z»{g). Consideremos 1'133 @, @ definimos -

. , Ny R | &
{5) £ =0 wa b N g ma ey s+ 0% 1 . {a le—
2 yody xRt poby 30 iy = (a 1™ St

“4 - s W od
l \ Zl‘*‘
alq Pmedt b oeoe tg0y Dok a’n Pa-a’

..1-ccu-n\—m

o B

Pt

ogo, grif 1,\ a-i ou ¥y = 0. Contimuando néese processo, on mais for-
saimente por indugsc sdbre n, pode-se emcontrar polindimios 4y €

3;;

‘LD B8 q‘ile H

f? =G 3 + 1’.‘1., Gom gz'(rl) ( gr(g} o 3‘3‘ = 0},

- o

Yamos cue de (5), teremos (ue

3*'.1“"011 n - ” t] T mi » -
e +f = 2 b l}{ 2 E4Qy E4Ty 7 { 'rbm K - g 28w

]
w o=

1’3.39

' e L1 o s £
8¢ GoORATUGE 9 = anbmi‘ﬁ: F U 80 T Lemon € o forma {4).
]] HIOTD 1.\1}1::,,,

mn..au-nmm_

Suponnamoes que € < GEXy T GpZ v ¥y oaie Ty ® o ooun gri T',J i

Fevipd e ry = 0 on golr,) {an(g) . Entio tenos quae g

4
i

N\ i~
& = r - I a2 i
4 ER } peay " ﬁf‘:} g = e 211“

bl g divide ~¥'qa C2B0 ? - ri A0, leremos 'gr{ggj’Zgr{fg - Y
g

1 g_zi g € maior ou igral so Souw de g

Pov ounbre lado, o grau de

B v i g - . . i g o . ! - £opnin Y pemfom

{ W Ralloe oue ng e ql 0), e TeToinos QJ.& &r 5\1’2 - .-,1}‘\\ Hialn }'6'5\‘{*’?:3 i
‘|‘

-

erm

il :L‘I'T i i
-L

= {4 3¥<-Tﬁ{ﬂ)° Lomim o Tinicn possibiiidade € (ue aebos 05 membros
e ¢ 3 e

de. dguaidade *'aﬂwdam walas, ou seja B, Fri.e g

A3 pEarn o =iz,
¥ A Saadl oLy n. w
.

Fr =z
Sm fpial, rum demfols polinomis KD’] é um conjuntoOnso vaslo,

dz polinfamios gue setisfozen zs seguintes ondigies -
s 3 o T - o 7 .
1T 3:;‘{' nE s L*] hef6 (f_‘;t,
P51 Faz (-";_,@ =3 {5 @ ;f?:.}i“", (s") _
X L FLte & S W ¥ . i mi . YR Y ot oA T "ﬂ:‘-“ A TN AT L
Eoidet de ge werdiiiour ogue O Aominil welingstol WK e o e
(j.d{-mii. Lase )y sac ideeis no Againdo polimomis

~ u - . OB ST S P E - F I S
ggees sa0 au idscis Sriiais qe %(flg Uee owire exeaplo de 5807
)

conjunto Jdog o infwiss gue sko wiltiplos ds wn polindil
dg ideal 6MJ 2 'zdp' 1 3dese Lipe

dnde g, ¢ gual Jdenoming=—ac

"?'\ 'i

Sanromd FIRO60 _,! I:,;_Ln.i.z PRI 1;1»‘;

..... a

wur ) om R aered oy i
P lireswdal KX




~A43-

Seja O un ideal qualouer de XX, Yago (0D , tomamos o gere-
dor como eendo o polinfmio nulo. Podemos supor entao, & # {0), Logo
existe pelo menos wm polindmio ey ®nao milo, € peodenos selecionor en
'© um polinbmio de greu mindmo, digamos g # 0.Nés afirmamos que tode
polinfmio de ¢ um miltiplo de g. De fato, fixemos arbitrdriamenie
um polinémio £€ © . Pelo algoritmo da divisto, existem q,rv€ E{X), iai
Que : -

=7f - qg, onde » = 0 ou gr{r) sgo(z).

tesde que gt O, da eondigdo (i) 8a definicfo de ideal, temos ue
-q2¢ ©. Agora £ e -qg est co em ©, e do condicao (i1) da definigho
de idesl obtemos f - qg = v © .Sendo g 1 polinfmio de menor gra
em (O, temos me grig) & gz-( Yo logo v = 0, e dafi

T = ag.
Do arbitrariedade na escolha de £ em (0, vem cue todo polindmioc deD
& um miltiplo de g, dsto &, £ € un gorador do ideal (He & entfo
principol, como queriapos demonstraxr,

Oboervecio. O polindmic g usado na demonstracio acime & tmivocomen-
te determinado, & menos de produis por un faitor constante, De fato,
se g £ é qualquer outro polindmic de grav wminimo no ideal O # (*""‘
dg X g?i:\w entno nelo provedo acima, g° _ ¢ um wiltiplo de g, Logo

gV =hg o ossim gr{g’) = gobh)+arig) e cono

srig') = gr{g), semos cve grik) = 0, isvto &, b € v polinfilo oons.

tanss nto alo. Ens20. se exlgiimos que g tenhe g gran minicc 2 epe-

Piciente lider lgual 4 3, tevemns (ue g é f’irziz:f‘-:mza,mcentué delermingdo

i g nto pofle exisiin aio Lo polindmic distinuor, PO AR

oo s fator comstante,tende amhon coeficientes lideres igasic & C
A, BAXTIEG DIV OH CONUNM

Sejam Ey98p8 wov @ﬁfﬁbolixzé}mics arbitracios de KXY, Pedo poii-
nfmin de (¥ cue § uwn divisor de ceds wm déssen g, donomina-se um

‘¥
DEVIGOR COMUL de gy 48ps ovo #£,- Pxamineremcs o conjuirto de Sodos
s diviscres comns, (oo By = O paxra o0 L = 1,2, ... G0,
cunioguer poiindmic de (¥ é um divisor corvm, desde que O
de todo polinfmioc, 4 o 0.f =0, para Sodo ¥ ds X{X\. Hés
temos entso de Alscubir SIPINES O cAsC N gueal nen todos on

o = o P . w i e a™ ey Bt - e
los . Coamdderemos © oo Juato ©de tedos oo polindmios da forne
r .t LA - .
Lo 0o v o
: s s B3 iy TepEand o f ol
onde Cen She # um polindmic arbitvrario de HiX].
Tievod LN c-' LR :“}) & w6 Tofims Tl IREIR BV P
RS TGS (me Bame oor SRRSO 2 W Loenl 02 RNiad, O QUL 28 afnle
. - B e o . o, A
E']""T::j W, SO !g‘i -}r.-ilhjl_r}o ? .;' -"'}:::.' '111&‘19"‘10{’\ 5‘3 jid gf} P e :.::ﬂ“ ‘EF CEE,L L C?_?_’_{.'f {?\9 }3’-‘. ,.--'J-; W
(1) Pars todo I de KL}?‘,* so. malbiplicammos  por or pollumfio dz £
ey {E':} leTenﬂgi
- "
e N I R 20 Y
L By § T, el 1, o LS + _-{‘-
e --._f‘\,‘_ E.. ,_5{( }{" ee ¥ L .‘ﬁ.irf’:\,
7 Eoran o e Yoo gy,
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(AL PANELNSNTE, Sk o 2 D BOLU readblodueui wd o o) s ﬂ4gm;tQ_Qﬁw P
Fohig +hp8y + eoe v Bym 0 P mhi g +h) g v ooy B
entfio fap = (Byrhi) g (Mpahd) Zov woe + (1) g & © .
Sendo ©um idesl de R{Xl, segus do teorema 1 que ® & wm idesl
prineipal., Logo ¢ ide: 1 © consiche de vodos og mdltiplos de um pnii-
ndmio fixo d, € @ £ 0 j& que [ contém polindmiss # 0, pois nem +o..
dos os 4] 860 pulos e poderos tonar h. = he X P 192, see g R, ASemain
d & um divisor comum de g ,gz, co0sS s pois seda um d€oses polindmios
estéo em (O e d é um gerador do ;dea] © -Por outro lado 4 € tambén
mn polindmio de'ﬁ)} logo deve ser. dc Torma {6), digemos queie=
(7) & =018 v 538 w oo v IpEy
Afirmamos que Todo divieor comum de ByoBpr oer 38y & tambdm um diwi..

g or de d. De fete, seja p wn divisor comum de gl,g?, sau 3, GECO~

ihide erbitrarianente. intdo pora tode i, ume srnagao dz foxme g, =
SRR

=Q; Py deve ser viiida. Substituindo-se em {7; 2 Ictorrndo p,
o = W= L1 .
d "’(_i'lq_-f“*"lgﬁig"‘" au&"t’.fz_lqnjp 3
logo p divide d. Vemos aseim que d sasicicz fo seguintes propriedsdes
{a) 4 & wp dilviscr Cowum AC I 385y see 8,0

(blsendo p uvm divisor comun d2 £y,83s eeo ,8, » OWlce p divide 4 .

fese polindémio 4 £ ﬂencmin&&o MAAINGO UIVIZOR COMITL (m.d.e.) dom po-

lindmwios Eqs8ps voo 28y o Da ovservagso e Jfzencs Logo abulxo do
P i

teoremn 1, vem iue ¢ m.d.C. € Gnivocamente dederainade, 3 mencs 4o
um fator constante. Demcngtramos o seguinfte Seorams -
14

N - [ oy gD N Py
i ;j&l’l éj::-'-i-g gg -] LI ] ggﬂ 1?011310%;1 ;) dﬁ Iﬂ‘ 1 7 J.’l"w*f P «)Q {J ﬁ-‘x'-..f.-ua,r I 231 GELQ

-

81les 18w um m.d.c. 4, oue ¢ vn gervador do idecl geredo por dssen wie
Tinlmiocs .Ademais, 4 ¢ dnivocamente detaminedo, A mowvos do wum Tabo

congtante, e pode mer eceyito N2 XoTne e
»;' K 3 wm o < ¥ -, I
7 ¢ Lafq T Lofs T mes ! fn"""'}:' ¥
CRando 0 M.dec, o polinimios glgg?, R
&8 :G .."rlj,fl(}?ﬂiﬁs g?; & f?;? s evt 8 gj‘”}. 5L {i\ "fl.g.rk 60" lx _::L}L‘;‘N Vi _‘_r,‘ :;_';: ;L"J;";

A - pind L L S o W SO ST
Héape coao Sles neo BEr Tatores comuns e grey Loy {exbriioments

On polinfmios copean es eeX, 1351 pulos, saa diviagves 4o
polintnios fc;K{Kl De fohg. ¥ o= c{c““xf Alnde mnlis, narn bolo €L

temos ue o polinfmio of, o £ 0. & um divieor

tantes & nd6 nwlos ¢ oz rolinBmice ef,e A0, = _
" ] - PR e

RIS IEPRQERIOb gpatl qo Iado, wm &lvisce g de £ el mquo olse
{ AVISCR PROPRIC de . Um p

P
I
iu gores prbprics en 1Y 4 dsmainsdo
}
T

}-: K T"C:': ﬂ‘s‘-(dl -1' L ® .‘ "f‘, 0

] S e las e
A e '-_5{."_‘5.) A LT
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BB, pOSBUL SEA AELLE 5 ASeeal 0 shg Lo aw €y L erwen iyes e oy
logo zerd vempre umt divisox 1mpr6pr10¢ Polinlmios que possuen diVlgom
res préprios 2o denominodos REJULIVLEIS,

Uma consequéneia iwmediate da definigac de polindmios ivreduti-
veis € que :~ " dois polindmios irredut{veis cdo relotivemente primos
ou diferem por um fator comstante.? 08 polindmios irredutiveis se con

porten em K[X], semelhentenente aos ndmeros primos nt iteoria dos nfie

meyoes,
A.,5 FAUORAGAO BNICA,

T ORLEL 3,
" wuando o produto fg entre dois polindmiocs € divisivel por um poli-
ndmio irredutiwvel p, entioc no minime um dos futores f ou ¢ ¢ divisi-
vel por p ",
Jemonstracao.

Suponhomos que T ndo seje divisivel por p, e mostrarcmos oue
g & divisfvel por p. Nesde que p é irredutivel ¢ p nro divide £, be-
mos que os ¥nicos divisores comune de p e £, sac polindmios constan~
tes nao nulos, Logo p e T sto relativamente primos , @ 0 m,d.Co €N~
tre &lec € une constante, que podemos tomer como sendo 1, j& ate o
w,3.¢, & determinado & mencs de wma constante. Entdo por {7), 1 vpo-

de rer represénbadoe por s-

(8) iR =Ihﬁ'+ LYo

rultiplicando-se (8) por g obtemos ;
(8} & =h;fg 4 hoep |
Da hipﬁtese de fg ser diviselvel por p, temos :ue fg = ¢m, cue levods
em {9) nos 44,
g=(ra+h3 )P,
on geie, £ ¢ divisivel neY po
e.q,4.

0 resultado do Broar-ma anterior pode fdcilmente ser exbendide.
por inducgo. parc o rrodubo den polinémios, isteo &, temos o segminio
$eOTeRt.

" {mendo o produto fy.fy. T77.d ) entwe pol tinfrdons de T{X|. ¢ @ivier =
por um polindmio irreduyirel p de EiX), entde no ninime u;m 408 poli-
némiog fotoras deve asey & visfvel por %,

TLOREMA 5. ( FnTOLAQ&u GHICA )

“ Todo polindmio f de .1&;, com gr{f)2 1, node ger fetorads nc pro-
duto de polindmios irrodisiveis em @?{\ Adervis, se thlvermos dung
tais fatoragoes, lgrog -

{103} £ = PiPo cvs P

AL )

i,
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T ohnnbdn o oo,

e ; =
0?{’11 ch..Og-
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polindmio denomina-ce FIIHC HULIITIC (0
mo £g8¢€ % s temos que
(13) fg =mnd , pore algun e X ‘:\
Yesde cue mE ZO s 8le & ym miiGiplo comum de £ e g. Fntfo nés temos,
(14) =n =fhn, e m=ghy .
De (13) e (14) vemos que

o f g = fhy don flgw hld) =,

como £ 20 e K[X-\ ¢ wn dominic de intsgridade, obtenos

J lpeeeel), de £ e g. Com

(15) g =hyd .
Andlogpmente, obtemos -
(26} f =hafl

As equagoes (15) e (16) mostram ous & & um divisor comum de g e f,
Da, definiggo de m.m.c, M & uiz poiindnlo de menor grau em C Pox
outro lado, se G'6 o M.G.2. de ¥ e g, cnido o polindmio

fg I
f? oo — A2
R S \\

-
é un miltiplo comum de’s of, loge ss¥e em (O . igove se @ Tor um
divisor préprioc 4°, entno o polindwic g teria grau menor que o
. ¥

At-

grau de n :E‘g ac € iwgposcivel., Tuino & § 9 medoc. def e go-
Provamos o seguinte teovems.

TEORELS 7, |

P Leje @ 0 M.leC. A8 F e g, enter o yolintaio T 6 o m.m.c, 42 T e g,

ﬂi $]
)

4

o

o]

o
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APENDIOT B - MISCELENIS
WA S e TSI wE

LACAD OF BIULVALENCIA,
TR ST AP RN L 5

Dads uvm ﬂangun v R, D80 waslo, idnficamos wor:
ﬁ:<ﬁw-{iaga) 5 2,BE A Y,
0 FRODUTQ CARTESIAND de A por A. Todo suboonjuate ¥ aw A, @ wun
E A ‘KG {bindria) em 2, Sendc B unma volacdo o8 &, o2 {a,Blc i, 43
-ze que * g eohd relaciomado sowm 2P oe flr::;mte,mf"a- PO ar?h 5

e MR B% W
! -

uma relagio R em 4, & uxa RE] .aﬁ-(.iao DE BOULVALIUCIA om A, 20 88 38~

o

guintes propriedades s@o satisfeitas
(1) REFLEXIVA g' Mata, ata
(i1)SIMETRICA 3 M a,bS 4, akb .3 bRa,
(1ii)TRANSITIVA IT;Y"A s M a,b,0€4, | aRonbhe) —)&jco
Sendo R uma relagfo de sguivalducis em A e aRb, diz—se que ¥ g é
BOUIVALINTE & b Y.

EXFMPLOS 3

Entre nimeros raclonsis,

a R _¢ =y adshe,

-

I

¢ vme welagdo de syuivaléncia. Bssoa velacfu, ¢ o definicds usuwal 8o
"igualdade " entre mimeros racionais,

BEa ﬁemmét“i?, nfo se costuma dlzer,; gque s reia ¢ paralcla
4 elo mesma.¥Mas se aogin fizermes, « ceonceiibe fde Yparelelisme®, &
vma reiacfo de equivalfncia, entre rebtas no planc oL NO SUPEC wawsl.
Existem vdzias relagles de equivnllncin cn grometria. Por sxempls,
congrudncia de trifingulos, semelhancga de trifngules ebe.

Seja R uma relagle dz equivalinela em 4 2 =€ 4, Donomings-ge
LLASST DE EOUIVAIENCIA determinada pelo elemento a& A, =mo suboonjunis
B, = &=!hE4 1 alb !,

Uz eelagdo de sgudvaléncia, 2 guase uwwn generalinsgdv de ¥i.oo

1
dade” ., Sz2nde ous mo case da ignaldade,. cada clogse de equivelineis o

ot wm dnics olomendo.

fi - e, L whar ~
48 propriadisdss dsgbocdvels dus pippgsy
o 2 5
. 8= ﬁ? a?& o
PR *
- v_::; T
£ 3 L33 '} ‘z’? s e !
Sunses su 20k S

Rl oG r{u g

ot ) & " o ey .
L"’} .E;“*"’ 1 =N SEAT S 'Pf“" SRR R i ..i;%?*a-”&'g
[ """ﬁ
. e e S
S& GuEs 0 Gy
PV e
1‘!2 EOR - & A
&t A
. I3 1
B .l‘n_{ s [ o -, I Lo e
N SR . e i
5 -
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Com essas trés propriedades fas olasses de equivaldnoia, vé-se
facilmente, que uma relacdo de equivalénoia em um conjunto A, detere
mina ume " particfo  ( as classes de eguivalfncia ) no conjunto A,
no seguinte sentidos
1) Todo elemento de A, estd em slguma classe de equivaléncia,

2) Dois elementos de A, estdo na mesma classe de equivaldncia se, s
somente se, 8les so equivalentes. -

3) Classes deo equivaléncis diferentes, sfo disjuntas.

Por cubro lado, uma particdo de um conjunto A em subconjuntos @iejuu=
t02, pode ser usada para se definir uma relagfo de eguivaléncia R om
4, Basta considerarmos aRb, quande g e b sfo clementos do mesme sSubw
conjunto 4a particgéo.

B.2 SOHAS DIRETAS,

Seje V un K;espago vetorial de dimengdo finite n. Sejam vl g Vo

subespagos vatomas de V. mtao,

!

V, ¢+ ¥y = 11?1 + Vo 8 vle‘ifle VQG?Q
4 um subespage de ¥, denominado SQOMA dos subespagos vl 6 ¥y o Quande
7, & ¥, forem disjuntos, diremos que o subespago ¥ = V, + ¥, , € a
SOMA DIRETA de V, e V, e denotamos W =V, @V, . Nésse caso, um ve~
tor we W, se escreve de nodo unico na forma:
(1) chl-i-v'e,vl‘é.vl QVQEVQo
De faio, suponhamos que ¥ = vi + V5 vie Vl 2 vé Gv_Va s

Da { . 7 temos que ¢ _
?1 ra 'v’z = Vi 4 '?'é ®
ou V3=V =T~V X
o - . e vren T
como ( vy -7 )G’:Vl, TieveV, e ¥, e T, 86 tém em comum o vebor Wnulo
‘emos que 3
vl""Vi g‘?é -?250,@“ Vla?i 9?2“?%0
Queremos extender a definiglo de goms direba, para vArios sube
gopacos de V. Sejam, Vig Vos eoo ,Vr, subespagos do ¥V e seja
(2) W=71+'E’2+oee+vr.

Dizemos que W, subespago de V dado por { 2 ), 4 a 5¢%4 DIRETA do
1 ,Vz s ooe ,V 8 SBCIreVve«5e

W= ? & T? @ coa @
se para oada J = 2, 3, ces 3 3 O aubaspago ?‘3 disjunio da soms
{ ¥y« ¥o + so0 2 "3.,.13



Pode~se verificar, wme W dado por ( 2 ) € & soma direta de
Vl s Vo s eoe s V.88, € stmente se, cada VvEVW, se escreve de mo-
do Yinico na formas .

T SV 4 Vg v eeeiVpy vie.vi s 1 &1,25 soe T
De Tato, suponhemos que cgda ve W se escreve de medo tnieo na for-
WAy V =V + Toroees + V4 Vie,v s 1 =_1,2, ess 9T Seja

Vevjn( vl*-v ""qce -+ vj 1 ). :Entgo, ?G( V +v2+ oow"\" J__l j.?'

Jogo v = Ty + Voot oo +v3 -1 @ va*fj,, entto a tniea expres 80 pars v
Qome ume soma de vetores, um em coda Vi gy 1 = 1425 vne o¥s € 3
'?"30'1-04-309 +0{' ‘\'0"“0004‘00
9)

b e £ = = s = . - =
LERLT Sendﬂ, vl VQ oww V‘_jwl O, &V v1+ V2+ oao“\‘?jﬂl 0.
Pora a recfproca, ussremos indugao ofbre r. Pura r = 2, j4 vimes

gue a goms direta, implica na unieidade de se es cerever vm vetor
v de W como g oma de vebores de V‘L @ If“z. Suponhamos vdlido para r-1,
*2 3, ¢ vamos mostrar pera ¥, Sejo

v Evl+v2+ eem-\-‘vrnl'f'vr ""Wl-‘\-"!)'ed\— v Ce -u’c-wac.“l"" Wl‘s

( = . bl | s, L e 4 o =
(3 ) g aVpr oo Vg =¥y =Wo meou=Wy 5 =W, =¥,

e como O primeiro membro de ( 3 ) é um veitor de El-a, ?2.}“”1? -8 O

=l
sagando ¢ de Vor © Vrﬂ( + ,2+m«vv (o) s HEMOS cue
- = Lo i .
T W, .Logo v fiea
= vl‘i' ‘Vg 4+ Jdow® "\"’b’r_‘l s Wl‘r W2+ o0 ﬂ‘w.:!‘."*’:i. 7

e da hipdiese de indncgac, vy W i m 12, cu. Tl
Asgim, mma definicao alternctive do fato de que W 1 ¥ seot V.,

¢ = scma divets dos oubespages Vyjeeep Vi é que coda vetor ve W,se

esereve (e modo vnico, na forma

V ® ¥ v Voroos vV, ¢ vi.e‘é"i,; I %= Le2p 0os 3T
" Seja V um K—espege vetorial de dimensao finita n. Sejem Vy,...,V.,
2 uvbespagos de V., Ap afimmatives abalixo, sa0 equivalentes:

(..L) J':‘VQ @acs@g

) ~ ‘ ’ »
{ii) sondc (3 hase de ”ifv 2 & 7 1e2, eoee T, enbAO }% = ;) 6%1 €
base de Y.

Demoashracao,

(1) == (14},
Seja vE YV, melquer, Entas, _ _
{ &3 w = vl—%- ‘5’2+ o r.ﬂ-‘-.'vrf vi&vi' 1 m 1,2, seo #F
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de modo Gnico. Meja 5% ie 47 ¢ @12 $oeoo 9 83 }base de Vi,

i = 0,2, vas ¥ Seja Kg Ud%i « De (tl), temos que s

nl

isto &, ‘G% gexa VY,

Seja,
By 8o
:}Zl_l 13613 zj |a23 23+ as g +Z/ T‘j rj F0Y 0O 4% so0 O o

Gomo o vetor nulo de V, se exprime de modo dnico como soma de veLores
Vi »¥o s cee 3Vi g vievi, i =125 aes 4Ty temos (ue -

Sendo 5 :Egeil’eizw oo ln E base de V i= 1_,29 a6 ,-_l"g‘t-?'em gue

aij' =0 i = 12y 00 T @ J F132y cos B Isto €, os vebores dc
5%' s80 linearmente independentos,
| { ii ==¥§ ( i ) .

Seja v&€V, qualouer. Como (Pg L‘J G% & ums base de V, bemcs

t

l-}' R B o az’lerl d vo 4 amrel"i’lx,

v:]“‘t've -, vow .\-'V ] 'V'i ka- 1 J.lvi- PR +aln in. \E"{? + 3 = - L 290::,‘“

V T 849C@1y A Byo€ipree & alnqeln

Mostrarenoe cue tal soma € dnieca,. Suponhamos que -
' =Wl+ 'Wz'}"eoﬁ '§"W L B "f \::.V ” i :19,29 cve oX e

ads . : B! oo - =
D&?oﬁ.v qne gLell 'eig g vecv geini S é ums bace gde Yi, Wi bij‘eilv{— v

¥ oot by, €, © enitno -
i3
V‘”U “+= P -‘—-b -4 aacﬂ'i—-'b -‘-na.,‘..b @
13511 ZLn.1 ln, 16r3 rnr i,
Sendo‘&uma base de Vy ai;i = bij s, parn cada i & cada j. Entso,
v, Fwy e d = 1,2, s0e 47 € ¥V Se eccreve de modo tnico como soma fe

vetores Vi e 7.« ¥, 3 isto @,

sV ¢ V3
=v1@v2® L™ Qevr
Cw Qoda
Pode-ge concluir do toorema 1, qUE 8€ e
v m‘Fl@ V2®¢ @.“&"r ’

entao dim ¥V = dim Voraim Vo + oo w dim Vo,
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Seja I um operador linear de V, Duranbe t8da essa dissertaggo,
destacou~se " decomposigOes " de V er some direta :-

V*»‘V]-@Vz@,,g @vr' .
onde cada V. & L-inveriante. Com ume tzl decomposig@o, a agio de I,
fiee determinnda, pelas acgdes de I._vl s va s ceo 3 Lvr » Testrigdes
de I, aos subespacos V’l, Vz, sos 3 Vro Pois, ce ve V,

v =V1"4'V2 ¥ see® ?I' 'Y
de modo wnieo, icto €, os v; €T, 520 bem determinadcs e

Iv =Dy Vo v Dy Vo & 660 + Lg V.
1 .
Vl 1 V2 2 Vr T
Néssze caso, dig-pe (ue T, 6 o SQHA DIRMTA dos operndores Ly sky se0esly

I 2 X

dos subespagos Vq ;Vs s.0e,V, , Tespectivamente. Denota.se &sse fato pc
L = Il , @ @ L LT @ a
A Ly

0 andlogo dessa situsgho para matrizes, pode ser considerado da
seguinte maneira. Seja &i vma base ordenada pava V; 5 1 = 1,2, «. &

ey

0 teorema 1, nos efirms me se V = V1® V?_@:) cae @ V.» 533 9 %

é ume base ordenada de V. Assim é fdeil de ver-se gue, sendo i=

A =[L] € Ai =[LV] y I =132, 05 ¢ Xy
565' . 116311

entao A tem o seguinte " forma em blocos " -
A 0 oo Q 0

-,

1
0 Az LI - 0
A = ) L] &% a [ ]

0 0 ooo A,
Nésee caso, diz-se gue A é o SOMA DIRBUA DAS MaTRIZLS By ghg 5 veo gl

¢ denota-ge - |
A. :AJ..@ A-g @aeo @ArF [Alg ;12, L -] [ 3 }‘Lr]

B. 3 ESPACO VETORIAL QUOCTIENTI,

Seje v um subespago wecrial de V. Diz-se que w,vEV, sac CON-
GRUOS MODUIO ¥ se, & sdmente 5e,(v-u)eW., Denota-se 8sse fato por:-
' BEY (moct, W).
Observa-gse = analogia dess~ dnfindigac, com a congruéneiaz médulo m, no

gon junto Z. aoz nmeros inteiros,
Yomes verificar que ¢ong -uncia médulo W, ¢ ume redagéo de coqui-

&2, - o
valenoin, en Ve
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{ 1 } Reflexiva. vav {mod. W}, pois v-v ~0&V.,

(ii ) Simétrica. Sejs vzu (mod. W), isto &,(u=vIeW, logo ~(u-v) =
= {v-n)eV, ou seje, us v {mod, ¥).

(1ii) Trensitiva, Sejam wz v (mod., W) e vz z {mod. W), isbto &,

{ v-u), {(z-v)E€ VW, sendo W um subespago vetorisl, (v-u)« (z-v) =

= {z-u) €V, logo w2z (mod. W),

Assin, congrulneia mbédwlo W, determine uma particao de V enm
clesses de ecuiveléneia, sendo cque dois vetores u,veV, estéo na mes-—
ne classe de ecniveléneia se, ¢ sbmente se, uwgv (mod, W). Denota-zsc
2 clapsse de equivaléneia contendo o vetor v, por:

¥ ou por v+ Ve tén-se cuet
T = valW =ilv-rt"f s wE Wi o

BSaja, V/ W = iv+w : ve T;g . Define-se em VW, &s operagics de
adicto e muléiplicacdo por escolar, pondo-ges—
(1) Adicgo: {(u+W)+{v+¥W) = (U+¥)xV OLU+Y =U+V
(1) Multiplicagdo por escalar: a{u+¥W) = (au)«W ou au =au.
Deve-se verificar cue essss operucoes esido bem definidas, isto &, in-
dependem do particular representante de cada classe de ewuivalédneia,
Ne fato, seje u ='€1 e v =?1 . Entao, (w-uy)e Vi e (vevy)eV, e sendo

W subespaco, (u-u1)+(v—v1) = {ae V) - {ul+v1 YW, isto &, vav =
= q+v, . hinda, de (u-u, )€ W, femos cue, a(u-ul) = (av~au,)e ¥, istod,
a.%t = a-{{la

% féoil de se verificar, oue eom essas ogxeragaes, V/v 8 nm Kecg-
acc vetoriel, denominado LSPACO VERORIAL QUOCIIHTE de V por W, cujo

-

lemento mere & W =0

iS cperagbes no espaco vetorial VU, foram definidas, de modo
que 8 APLICACAQ NADURAL $w
0: V 2 Vi

T3
wia
(C]

¥
& linear, De fato, 8{avan) “6BY+U aval =a V4 = & 8V 46U,

TLORTEA 2.
v Seja V um K-espego veborial, de dimensac finitan, e W um subespago
vetorial de V. Seja &W::‘_*WE’ oo ’er una bose ordenade de W e
&‘51,??2, soe ﬁsktm base ordonede de V/W, Fntoo, \?1,:.?2,”,,35, Wo g
coesy Wr& ¢ ume base omdensda d¢ V. Em carticular,
| dim V = @im Ve cim (VA) @
Demsnstrﬁg.goo

Beja veV, cualouer. Desca que, %'171, ?2, cso ,'1?9 \S é wme hase
ordenada de V/W, temoe e :-~

v “a1v1+ ﬂ.ng-&au- -ﬂ"asva '3

4

daf, v = BaTa v BoVp & scat B TLEW onde wa W, Sendo\wlgwgg pue W

d - |
(MY eMes e
BT TR

:S:L.\

Nean de Wy BemOn Qe

"



v = alvl'i" 3,2"?'2 + eno +B. V "t’blwl-\hbgvf2 e 0@ 4= Q ‘r 2

isto €&, 3Lv1, voo 3 Vgs Wys eoe 9 W, geram V. suponhamos que s-
(5 ) ayVqvbgVpa eoo w8V 4 DWWy o 1 02w2+,,a & bW, =0,
CILE Oy

a1v1+a2v2+,og.ra8v -\—blwlvbzwzq—.” -« b wr =0 =V ,
e como WygW, 1 =1,2, soo Ty Wy = 0 € daiz-

(6) alvl¢a2*f2¢f¢¢ w&sva mO 2‘43
Sen&e%?}., "5'2? vas & ;;s I linesrmente independentes, pois & uma base
* R

de ¥/, ae (6) vemos que -
al ‘;az = san "‘:.&s = Do

Pai {5) se reduz & -

. b»‘ +b2W2+ e +brwr 309

e senc‘io% Wap Wos eoe s wr‘(i base de W, temos ques-
. L

zb2= oo =N =,

b T

1
Isto €, ivl, Vos coo 3 Tgs Ty Woy oso g wr} 580 %.inearm_ente inde--

penden =15 [+ q; ﬂ_@

TLORFEA 3,
% Sejam ¥ um K-espego veborial de dimensso finite n, I um operader
lineer de V¥ e W um subespage de ¥V, Leinvsriante, Entio, I induz vm
oneredor linear 1T em V/%, definido por T v="Tv. vendo I, zero de al-
gom polinbmio, entde T também serd zmero dfsse polindmio, Im particu-
lar, o polinfmio minimal de T, divide o polinfmioc minimel de L,
Demone trac‘ioo

Devemos mostrar, de indeio, que 1 esta hem definida. Toto &, =o
=%, eatdo TR =T ¥, Sendo, W =¥, iemos que, {u-v)g ¥, ¢ como ¥
~inveriante, L (u~v) = {(lu-Iv)g W, ou secja, Lvs Iu (mod. W) ou
=T, Daf, TUu =Twm =Fv =T ¥,

lestrovemos agora qe T € linenr. De Tato, L(AR +¥) = Liale vo
Tam ] =amelv =a b G+l Vo

Pascenos a assergao Lfinal. ?a.,.a todo ux-,V/’i», tomos que -

) - “ﬂm L]
2R = :Ld 2 = huin) = L(Tu) = (L)u Entéo, I. (“ } s Anz}logamen‘ae, 62,

Y
é "z
o

sendc mais preeiso, por indvgfo, conclwuless que L = (".\,:),,mwm tedo dni-
beiro posivive n. Assim, era qualouer pelin&mis e
P & '\":\":I" . ’ -
PR} =a,K a8, 23 T4 ceerByE a8y Z By X
e T3es], : 1
e I
ERMLOE CUE 3=
7 e} n e bl
il - = ; AR oy Y weaa
PET v =FO0R = 37, ai-:;iu m J a,iisiu P AL P =) g L) ¥
- : i=p i - b =g =
l "v". 3 1 . e ] _ -
Vi fi s (230 08 = 2{0) T, Asein, consiuvlmes ocns 1- FLLY = £01),
LA D - A
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Porsanto, st L € mero de f£{X), temos weie
(L),

igto &, T tonbém & zero de T{X), como werfamos nongirar,

F:Sj
&
1
v
1
X

Penos ver um exemplo, oue ilustrard os concitos instroduzides.
LAEEPLIO 2. |

neje Vo= R3 e W m‘<k1 o 0)\>, isto é, W & a reta puscinde pelos
rontos {0,0,0) ¢ (L,0,0) de PEG Para melhor clerewa geomdtrica, re-
presentorenos o elemense {a,b,e) de R3, pelo segmento orientrdo com
infeio no ponfo {0,0,0) ¢ extremidude em (&,b,c} {ver fig.l). / con.
grofunein, vav (ned. W),significe que 1 6 v diferem por elemenio de

W, iute &, o segmento de womtos Tinels n e vy, & paralele & V. & ¢lonoe
e T 4 representods mele veto parclels & W, passendo velp ponto v (ma-
is procicomente, pelo "feixeY de vetores aplierdes ne origemn, ¢ cou

pXLIOMOs NESSE rett . reixes poden ser adiclonndes e tﬁmhém NoGe -G8
malbivlicer wn felxe por wm escriar yeould, para thnto, buch. adicic-
ndrmos veverer oo felxeu, ou mmltiplicarmor um vetor do feiwe pelo

cai iz, fosev feixes, cf0 eratamenie 08 elementes de VW, Telo beg-
repa L, dim(V/} =din ¥V~ adin W = 3-1 =2, e ﬁ (o,l,o},{c,e,l)é &
wme boce ordenzds de V/W. & aplictgiio natural, associc & cuca {2,b,0)
de R3 o reta de R3 Jparciels & VW pacsundo por {(&yb,o).




B.4 SUBESTACOS CICLICOS & ANULADORES. - 1456 -

acmte =yt

Tembranos que, 8 mends que s¢ explicive o contrdric, V denoia
wr fw-eurace veborial de Timensno finite u {nyl) e L un operador 1i.-
neor fixo { mas arbitrdrio) de V.

Geje v um vetor, nto mulo, erbitrdrio de V. Concidorenos £ oo

cudrelis de vetores i1-

4 : 4
( T } Vo If‘\r s ‘J’, IJ3V, coe ® Lﬂs‘r? Do wwoa
Sendo Aim ¥V = n Tinite, existe uwn nlmero Finito e inteiro 1y o $T4 1.,

2 Wy ~ . .
ol me s vetores v, Lv, v, «.. o L7 7v, cao linecrmente indepen-

N . o~ . .
dentes, e 0 v & voe conbinacgao linecr d8sscs veitores com coeficienten
ioto €,

el pl
»
( 8 :l I.‘ qv"‘ = “"9‘-? H ') Voo 35 a:f’--ﬂljjlr L 'ir'n,

Gonsideremos o polindmio wnitério -

] r, -1 -
( 9 ) 13(}3-) = A 1X 4 oo 0 -k&r_'_l.?{-\var -
Entzo, po e-se reeserever ( 8 ), pondo~se -

{ 10 ) pll)v =0 .

Consideremncs o conjunto -

(v,L)} = { fe K{X] s F(L)v = o\.

% claro que H(v,L) & nao vizio e Hem pelindmic nic muwlo, pois o poli-
ndémio minimal m{X) do overador linear L ¢ tal cue m(L)v = 0. Ademais,
H(v,L) é wn ideal de K{X},, pois parc. todo £,g¢ l{v,L) e todo s €X,
tem~ge que (o

l(af-wg} {le v =af(Lw +»g(l)y =a6+0 =0 ,

isto &, {(¢+Twglet{v,I). Como Lodo ideai de L{Xj é prlclﬂal, existe
e M{v,L} wa ¥nico polindmio unitdrio mv(k) de menor grau, gersdor

de ¥(v,%3. O vgiindmio Iy é dencminado o L~ANULALDOR do vebor wv.

Jomo recealiemos acima, o polindmio minimel m 4o ornerode=™ lineow
L, eotd em K{v,L;, logo m,, divide m, pol: todo polindmio f€ F{v.1)

Givioivel poy e _

(METCROS mostrar. oue o L-anulocdor de vyd o polindmio unitdrie
» dedo poxr ( B }. Basta B0 3trornos cue o polindnio p é ¢ de menor
cran, 501 gue pl{l)v = o, Japounhamos cue exista v noiinfmio nEG B

e
N = qulb?xshl A oea W G . COR gr{f) = e fr = grie) o ${Llv
[ W .
FREEG .
- £ - Sl o oEm
..i..! V*‘L"-iif V~+ s oA .b q_J‘f‘*“bs\f - 0,

o cte a8 5ﬁrd ‘ » I 7 250 linesimento i
- o dn S - : P PR
Sencnionbes (5504 subcolerso da coleghe v, LV, ... ; I0 v € Linesoo
= - E
e

REure ;gaeﬁcndente, pois

ral

g neTtionlar, bemoo 9@ gYLR }? og 19?0 DOD AL N8 foruhg i

Fa SR

Bny
U7 5, BODWBUIE W nEonGlo.



—a 5

o LN i B e oy I LTI, .
e P';t“; —i e-i 98:2 3 weo gen 3 THNE. PRoe {3_{3‘ T{F o M J i 1 ,‘I_L2 g eww pmn £
o

(}

Te=annindores d8sses vebcres basicos Cas €py ssw 2 By 4 resrectlvanesie

Ue. Boia mp 8 MM {unitdrio) dov I-anuladores Ba oWy e 5 Iw

’l . Ly R
2o, spe Wsg,0)y 1 =3, 2, oue B Yo fabo, DeTm cada 121, L0
o1y ot Ty = = o % o =t e % e ] (3 i 8] b ¥ 3 s
existe bk (LK), el que, oy b, logo By (&, ) hi(ci) e,
[ P R T ' I yper- R eph s e g T - .
2 ’ii@i)“b = g, Jegde gue paro oo VeV, v o= By €% Boln w sre e OG0

tongs cue e
%
ri

my (D)v = agmy (Lley 5+ .0. wemy Lley, = o,

. . ™
Seje g oem K{X), 8l queie

gli}v = o, pare todo ve V.
Futav. ge e (L) & = 1,8, ... ; n. Daf, g & vm miltiplo comum don
Leltaledorss ﬁj, seo 3 Fy e LOEO L aivide g, peic By € 0 7.0, Sl
e My, wes y Wy . Em prrficuler, como o ~olinfiio minimal w, € ol

qne , n(Liv = 0, nare todo v-de V, temos gue Mo divide m. For ouirs

ivdo, de (11) e da definigao de polindmio miniral, temos gue o die
vide my ., Como m € My sao uaid’rios, temos que éles coinciden.

sejr m,{x) =X 4 a X" L e oo v a0 Leanulador de veV. Logs
o5 velbore: te .
{12) \v, IV, 12V, vee I5 Yy s
sfio lincermente independentes e
(13) TV 5w 8LV = B 3 T7 = e —a.j_Lr“’lv- ‘
twando v # o, os vedtores (12) smo linearme:te independentes, logo

ceran vm subespago de V de dimen 1880 T, 0 ol cenominomos SUBLLEACO
1-CIGLIC0 GLR:4D0 por v, e o denobamos por C{v,L) ou simplesmente por
¢{v). t(uando C(v) =V, diz-ee que o0 vetor v é vm VELOR CICLICO welin-
tivamente & L. Ademaiu, pora v = 0, coloca-se C{o) = ¢ o ». A nomen-
gliure é_uuge“iéa por (12) e (13). Os vetores de (12) formem nma ba-
se pors Civ), v # 0. Dal, temos ue C(v) ¢ L-inveriaente, poic I lewzn
¢ privieiroe veior bmmleo no segunde, ¢ sesgundo ﬂo tereeiro, gte. O
Y1ltine vetor bédsico (3 “w} & levedc por L em I v. e por {13) 86 wan
ot zagan lineaxr de {12). Ba pavticuler, queruof vetor waG{r), ¢
tel gae @ w = g(L)v, pere elgom ge K{Cje arig) £ -1,

IEohlis 4,
8 Celn v um vebor nac vulc e arbitrdrio de ¥V, oujo Lesrml: dor & B
Tatas. Len08 4he -
e dimC{v) = gr{mv}

. , .
- ¥ u PN N o - y.""‘. - "_
{31}  eeidxn gr(mv) =, Dotac o8 r-velores: iv, IV eaw 5 LUV

Toiman ves bose para V.
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- e A , . - .
(it} ® L ¢ o polintde mivizQ. 4o overedoy Jinesy T = Ly (v)? ANANZE -
Y v)*
do em O{v} nor L ¥,

13 e {ii) zao Svvias, o jE as ohservamos acima.
Peosemos & (1ii), Seja g&K[}il, arbitrdeio. Inuoo,

m (T)g{llv = n_(L)g(l)y = g(Iin (1}v = g(l)e = o,

”
hesin, m (%) leva todo vetor ¢e G{v) po vetor mulo, vois ic-
vard, cada vetor bisico, S‘v‘, v, Lgv, soe g Tr"‘;”v k s Do vetor nulo.
Baste Homar g cemo sendo og polindmio 1, X, x° g oes s ‘“r"lg TEENeCc
tivapente. Além disso, se £ & tol que, gr(f Y arin v)’ neo e pode

ser T{2) = 0. De fate, se £{T) =0, 70} = f(L)}v = 0 e (¥} (‘JL(?J"

ee.zs.“i:r:a,:viando o definicéo de L.anulador, Igto mostra que o, & 0 POliw
némiec mivime de T,
Coloils
Uma conseocuneis do teoremz 4, € cue se v € um vetor oicllc-u
de T, entéo C(v) = vV, e doi (m ) =nem, = = ¢, i5%0 €, 08 pPO-

Tindmios miniwal e curseteristico con.nc:i.dem, nemonstrersmes 2 sepnly
que existe um vestor v em V., cujo L-anulador é o wmolindmio ni/nm* de
Logo,terenos que ¢t " T possui um vetor ciclico se , e sdmente se,

" r. - / - . . - s
os nolindmios mimine e carccterisvico de T sao idénticos ¥,

LG 1

* Yuponhemos que o L-enulador dos vetores vy e v, sto relotivomente

L.

primes. katdo, o Leanwlador do vetor v = vy + v, igual o preduto
den L-onviodores de Vv, e vy, ",

Denon: $raclo,
Sejom my € my 08 I-anulodores de Ve Yy srespebivemente., Seia

seli{v,1) = W(vy + v,,L)y arbitrdrio. Logo, al{llv = g(l} {vy -+ vy}
Eni20, v, =V~ V, € temes que -

‘-L- -

mgf_ls}gil»)vi :::;:,2(L)g(zi}'g-ﬁ.g{y}mz(L}VE = a,

1050 &y maa e‘,m(vl,i»)e Dade @ag & divielsivel por 33119 & cono m,A.,0.

f

ko

entre B € By €1, gé ¢uvielvel por m,. Com 00 Besnes argumentos,

ipreriamdo-ce 08 papblis iy € Tigg chego-se que g ¢ divisdvel oox
B » Sendo By € Iy relatis amoante peimos, e g divisivel por Ty € oy
semoe cve g € Advisivel - or Bl Trovemos ove wodoe ge€i{v,T) & i
visivel §0T M.y, OM par icvlar, m ¢ divisivel oor MMy, Cono

miq (1) ma(L)] v =gl m(L)vy & 0y {T) ny(L)vy= o%o0 =5,

m.ti, divide m . Sendo m Dy iy v W amitarics, temos oue B, ® T,

B +



L eloro ue ¢ lema L, se
Vis Your eee 5 Ty 00D Luanuiadoreﬁ Bla o mg, eve H_, Trimos doig &
Goi,
Lilih 2,
"o guponhenos gue 0 polindmio ﬂfhlmo m de =y, & ume poténcia ds um po-
linbmio drredutivel p em K njy ntf o, existe um vebtor v em V, cujo
Teanulador & m",

emonstragao,
. =) . e 3 i . ;
Sejo m =p~. Beja (€; Spr evs ﬁeni tma buee de V. Lejam ma, o,

os Im~anulodores de @15 cow 3 Gy regspectivonenye, dendo ¢ I~-anuladce
y de €y , um divisor dem e gri{m,} » ¢, tem-se cue i~

8.
K —-— 1 £ ’! [ oy " am f 7 — 5
By = p . onfle 0 {5.{s , 1 =1,2, ces 3 T
lags m é 0 M.m.0, REYE Wy vew » s logo m =.p J, onde nix %91, oo
[ N —

aoog Sn\! = 53, e 0 }’:}0112103’1’.10 m.{nlﬂle QPLQ é Q !.J Il'llln..ut}r de \.-j; T D

t0 &, © j,= Se

LEORFEA 5.
" Sejam V uB K-espogo vetoricl de dimensao finite n)l e L uwm overa-
dor lincer (arbitrdrio} de V. Fxighe um vetor de V, cujo I-anulador
¢ o polindmio nfnime. de V .
Demonstracio.,

Consideremog o gcl*néminuifﬁjmn m de L, fatorado na forma ..

i 3?11 1322 oo Il ¥

onde 08 D, ST 0 polindmion de K{Ej irredutivels, wnitdricos ¢ dois &
dois diﬂtgﬁfoe, 2 os B sto inteiros extritomente posiiivos. nifo,
pelo Teorema da Decomposigéo rimdria ( teoremn 4 de 2,3), bomos oute

¥ = ’0‘ ’“\ If{—' !@ ..""90 © ":._} ‘;"L'a E

ﬂi

onde cads ?; & o nﬁeleo de [ﬂ xu)i i = 12, coe g%y € D € 0

polindmio nfnime de L . Pelo lema 2, parsa Gadﬁ i = 1ledy wos Ty
exigtem vetores V3 C;V cﬁgc L-snklador & Lp (LIV™, seje v =*v%4¢¢0¢@

Vi eoow V., Dela extensac. ébvia do lema 1, temos cue

o 2 &
2 r
Ty = ?11 ng sea 1 =1
Geflwa-e‘

EXILPLO 3,
seja I vm opercdor 17 ue T arbitrdrio de V. 9 suberpago 0{v.T
¢ unidimensional se, © sdm nb. se, v & um awvtovetor de I. Te Tfate,
dim C{v,L) = 1 se, ¢ sbmene e, v e Iy sBo livearmente dependenies
(v £0), on seje, Iv =Av, gor: algumAek, Nésse cero, Glv,L) = )

e
3 4 r 3 = 7 = eyl
Temos assim, muiics exemplos d¢ subesnncon Leoiclicos. Tambdn podn-
- X o - R N o -,
T 3ORG chat P S T ;f; T . 3,1_%,?1,‘-‘-3_:3‘_‘;1 R TS a0 R od e E & o AL AR
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idéntico de V e dim VY 1, entao I nic posrmi nenmhum vetor cfeclico,
pois C{o,L) ={oPe sendo v £ o, I¥v =Av { L =AI, AZ o) logo
dim C(v,L) = 1, isto &, C{v,L} £V,

Congideremos L 3 1.2 e T 2L cue

D-0 o b o) 1
b ,_% o}, onde fp=3(L,0), {0,1)] = iel €2 { o
bntze eq = (L,0)Y2 X" & vm vetvor cicwk:f.cn de L, pois par todo

-

v = oerhe de K7, v = g{L)e, onde af L) = o wbi, Aot Ve f}(el}‘@ Gomo

i
e, = ce, ", temos e Cleg) = <e2§p
Seja L um oporedoxr limeax de V ¢ W um sizbespaco de V,i~invori-
onte. (onsideremos 0 espagoe vetoricl cucciente VA, Diz-se que,; oo
FETOTES T3V, s oen ¥, de ¥V o SIHEATUERTT, CHPTRDRITRT S ROTDUL0 % mn,
e sdmente se ,existenm escalares Eap Brp e sy aco S5dos avlon en

K, el cus s
a. - &L - & & - & 7, = ) “ln ¥ v
(Vg Qp¥h ae oeo -8V, R O {mod. Wi,

indlogamente, pode-se introdusir og conceitos fe L-armulizador de um ve
tor ndédulo ¥, ou de polindmio ninine . de I médvlo V. Chamaremos 3 G-
ses conceitos, ¥ Le~annlador relstivo ® e ¥ polindmio minime relative:
respechivomente, Seje Mt{v,L) = Eigt KX g(B)vzo (mod, W)Y, pere

# o, arbitrdrio em V., ¥ ficil de se verificar cas M'{v,L) é wum idenl
de X {}:] . Denomimeremos L-ANULADOR RLLiTIVO ouw L-ANTLADOR DL v MGDULC &
ac poliraﬁmio u.nitério m; gerador do ideal M'{v,I), Deuomina=-pe POLI-

NOLIO FTNING. RELATIVO de I ou POLINOLIO RilIhO de T NODULO ¥,a0 po-
lindnmio unitdrio m?! de menor graun, %ul que, poara todo ve ¥ e

a{L)v = o {mod. W),
¢ ' divide todo polinbmio fe }?C[};;], wal que, npara todo veV 1w

F{IL}v = ¢ (mod. ¥} {ver teocrema 1, de 1.2},

Ressaltamos gue o Imenulador relotivo de um vetor v { ou o polii-
némio winimd  relative) 6 wm divigor do L-amulodor de v ( ou Ao poLi-
ndmioc mining:). Seja n, ¢ Deanulador de v e my 0 Leanuloder relativo
de v. ¥ntso, mv{L) {v) =0 & dai, '

(L) {v) = o {mod. W} , isto &,
. &My, I) =‘: ge K['} 2 ,r.,r('f:)(v)=c { mod., ‘!"ﬂ_
e sendo m}: © gerudor do idsal B {v,L), ml aivido B

Todos oz regulitvdos v .lllioe pora op conceitos zeims, contirmns
velidos para os coneeitos 1 L
250 & := * Tm todo eepage votorial ¥V, existe um wveior ounjo Learmmliodow

E_.l
ad

7]

“ivos, inglusive ¢ teorems D, ouje vl

relative coineide eom o polindric mfnima yeli tiwa de LY,

Og reewlitados eontinus v x iiidos pars os conceikes yelatidos.
ue 28 cperaeto com congrudy e nddulo W, sfo eoseactolmente acwm Lol
dudes sm VAU, |

R e LT
LI AT R A nf
TR Crp e e L e
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