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RESUMO

Neste trabalho sao dadas solugdes a trés problemas re-
lacionados com distribuigoes de critérios de testes de hipOteses.
Cada problema se constitui em um capltulo,

No capitulo I $a0 apresentados os momentos do critério
da razao da verossimilhanga para o teste de icualdade, com grupos,
de matrizes de covariancias de populagOes multivariadas Gaussia-
nas complexas. A funcac densidade de probabilidade do critéric @
calculada e apresentada na forma da funcao C-de Meijer ¢, para o
caso em gue 0s tamanhos dos agrupamentos de populagées sao iquais,
em forma computivel de séries de funcoes simples.

0 capitulo II trata do problema de teste de igualdade
de médias, em grupos, de coordenadas de um vetor multivariado nor
mal com matriz de covariancias com estrutura de simetria composta
do tipo I. Os momentos do critério da razao da verossimilhanca pa
ra 0 teste sao aprcsentados, sua funcao densidade de probabilida-
de ¢ dada em termos da fungao G-de Meijer e & calculada e apresen
tada em forma computavel para o casc em que 0S grupos tém O mesmo

tamanho.
No capitulo III apresentamos os momentos do critério -

da razao da verossimilhanca para o teste de estrutura de simetria
composta do tipo II na matriz de covariancias de uma populacao -
normal multivariada. A fungao densidade de probabilidade do crité
rin & dada em forme da funcao G-de Meijer e & calculado e apresen
tada ¢m forma computavel para o caso em que o numero do caracte-
risticas ou atributos & igual a tres.

S3o apresentados trés apéndices, wa sobre a funcao Ti,
outro sobre a funcio G e outro sobre a transformada de Mellin, -
onde { provada a relagao um=~a-um entre ela e a distribuicao de -

srobxal:ilidade que o define.
I i
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CApTTULo o

Neste capltule nelaclonamos a Lrhansfeamada de Yellin -
com outras teendfcas concerrentes no estude das distrndibuicdes de
variavedls aleatordns ¢ suas fransformacoes, bem cono discutimes

algumas vantagens v desvantfagens que efas apresentam em apficagoes.

No estude das distribuicoes de probabilidade de varia-
veis aleatdrias e suas transformacgoes, varias técnicas tém uso -
corrente e sao bem difundidas entre aqueles ¢ue se ocupam dessa é
rea. I’las se complementam,sendo cada uma delas melhor ou pior fer
ramenta para cada tipo especifico de problema.

Na deterninacac de distribuicbes de transformagdes in~
jetivas (e mesmo nao injetivas) de variaveis aleat6rias contlnuas,
come, por exemplo, somas, produtos, transformagﬁes diferenciaveils
etc, podemos usar, sempre, o método direto pela determinagﬁo da -
transformagao inversa e de seu jacobiano (vide p.e. liouq e Craig
(1970) ,pg9.139). O problema que aparece quando aplicamos esse métg
do, & o de nos depararmos com integrais de dificil resolucao. Nad
obstante pudermos, sempre, utilizar métodos numéricos para resol-
vé~-las.

A funcac ceradora de momentos, gue € transformada de -
Laplace bilateral e com argumento negativo, e uma excelente ferra
menta para trabalhos na area, mas com um incoveniente: ela nem -
sempre existe. Para a classe de distribuicoes que a possuem, ela
& suficiente para o estudo de somas de variadveis aleatbrias, por
exemplo, bem como para o estudo de suas distribuigdes assintoti-
cas.

0O incovwceniente da ndo existéncia poe a transformada de
Laplace em desvantacem com relagdc 4 de Fourier da funcao densida
de de probabilidadce, denominada funcao caracteristica. Esta sem-
pre existe, pois seu nucleo ¢ limitado e a integral da densidade
sempro converge absolutasmente.

A fungeo carscteristica o utilizada em ~stuldos de dis-
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tribuicoes limites o exatas de somas de varifiveis aleatdrias in-
dependentes, pois a fun¢ao caracteristica de uma soma dessas & o
produto das regpectivas fungoes caracteristicas, propricdade esta
da convolucgaoc (vide p.e. Lukacs (1970), pg.37).

Probabilistas e estatisticos tém dado énfasc ao estudo
Jde sonas de variaveis aleatdrias, mas nao tém se ocupado de pro-
blemas de produtos com a mesma intensidade. I esses problemas o-
correm com muita frequéncia nas aplicagGes, como, por exXemplo,
nas estimacGes de medidas bi- ou tri-dimensionadas, guando se tén
as medidas marcinais; ou proklemas da teoria da codificacao e de
codificagéo quandec s¢ usam grupos multiplicativos en vez dos adi=-
tivos; ou ainda, na determinacao de distribuicoes de determinan-
tes de matrizes aleatdrias com entradas independentes.

No apéndice A listamos alguns trabalhos nessas dire-
coes.

Quando as variaveis-fatores sao todas positivas, as tég
nicas da fungdo caracterlstica ainda sdo aplicaveis, pois o loga-
ritmo transforma o proklema do produto no da soma. “as quando as
variavaeis aleatdrias assumem valores negativos, isso nio @ possi-
vel e a1l se mostra Util a transformada de Mellin (vide apéndice A
segqund> paragrafo).

Esta, come a transformada de Laplace, tambéi & uma fug
cac complexa a arquuento complexo e tem, com a transformada de
Fourier (fungao caracteristica), a vantagem de haver uma relagao
biunivoca entre ela e as distribuicgoes gue a definem, conforme -
corolario 1 do apéndice A.

E fato conhecido que os momentos nao definen a distri-
buicao {exemplo, vide Lukacs (1970), pg. 12), mas a existéncia da

transformada de Mellin da densidade de uma variavel aleatdria X

MIE ()3 (51 = B(x57h

2 prosaposta em uma faixa do plano complexo o <Re s<iy,, paralela

aw eixy imaginadric, ¢, pele corelitic 1, apéndice 7., enta trans-~



formada define a Jdistribuicac de probhahilidade,

Esta propriedade mais a transformada inversa (vide te-
crema 1.3.3, Zemanian (1263)) sao sulicientes para o importancia
do uso da transformada de Mellin na Estatistica em uma cgama inmen-
sa de problemas.

Neste trabalho contribuimos para a resolugao de tres -
problemas estatisticos, pela tecnica da transformada de Mellin.
NMa introducao de cada capitulo, comentamos a utilizacdo desta e
de outras técnicas, por varios pesquisadores, na resolucae de -
rroblemas semelhantes aos que nos propusemos a resolver,

No capitulo I, utilizamos a transformada de Mellin e
sua férmula de inversac para, a partir de momentos calculados por
Krishnaiah, Lee e Chano {1975), calcularmos a funcao densidade de
probakilidade do critério da razdo da verossimilhanca para testar
a hipotese de jcgualdade, em crupos, de matrizes de covariancias
de populacdes gaussianas multivariadas complexas. Ilsse capitulo é
composto de nove scccoes, das quais a primeira lista alguns traba
lhos de estudo e aplicagCes da distribuicCes gaussianas multivari
adas complexas, a soqurda da a definicaoc dessas distribuigdes. Na
seccan 3 apresentanos o problema de ue nos ocupancs € 0S momnen—
tos calculados nelos auvtores acima e nas secgoes seauintes  damos
a funcao densidade de probabilidade do critério em ternos da fun-
cao H, para o casc qeral, e da funcido C-de Meijer, pari 0 caso em
aue todos os agrupanentos tém o mesmo tamanho e, pela aplicagao
do teocrema dos residuos, calculamos essa densidade e a apresenta-
mos er Séries computaveis de funcgoes logaritmicas, com coeficien-
tes dados como séries de funcoes ¢ e ;-de Riemann.

No capitule II, pela mesma técnica apresentada no ante
rior, a partir dos momentos calculados por Votaw (L9%48) para o -
critério da razdo da verossimilhanca do teste de icualdade de mé-
dias, em grupos, de coordenadas de vetor com distribuicao normal
multivariada com matriz de covaridncias com estrutura de simetria
composta do tipo 1, determinamos sua fungao densidade de probabi-
lidade. O capitule & dividido em quatro seccoes onde, na primeira,
introduzimos o concelito de simetria completa e simctria composta

do tiro I e listamos alcuns trakalhos na area, na sequnda secgao



aprosentamos o probhleoma de que nos ocupanes, a hirnttesc ¢ os ro-
mentos calculados nor Votaw, Nas seccoes sequintes calculanos a
fungao densidade de probabilidade do critério o a onrosontanos onm
forma da funcao G-de Meijer, no caso dgeral, o na forma computavel
de serie de funcdes locaritmicas, cujos coeficientes sao dados enm
termos da funcao ¥ ¢ g-de Riemann, para o caso en e 05 Jrunos
sac tedos do mesmo tamanho.

No capitule 1II, como no anterior, a partir dos momen-
tos calculados por Votaw (1948) para o critério da razao da veros
similhanca do teste para a estrutura de simetria composta do tipo
IT da matriz de covariancias de uma populagae normal multivariada,
determinamos, com o uso da transformada de Mellin e sua fornula
de inversao, a fungaoc densidade de probabilidade do critério. 0
capitule e dividido em sete secgoes, das quais a primeira se refe
re a introducdc ao conceito de simetria composta do tipe II e a -
listagem de alauns trabalhos na drea e na seocunda, definimos a es
trutura de simetria composta do tipo dois para uma populagdoc nor-
mal muitivariada. Mas outras secgoes calculamos, pola aplicacgdo -
do teorema dos residuos, a fungao densidade de probakilidade do
criterio e a apresentamns na forma da fungﬁo G-de rfleijer, para o
caso ceral, e na forma de série computavel de fungles logaritmi-
cas com coeficientes em termos das fungaes Yy e r-~dc Riemann, para
o caso em que o nimerc de caracteristicas ou atributos & igual a
tres.

Em cada caplitulo, os resultados principais sao apresen
tados em forma de teoremas. Esses resultados dao as fungoes densi
dades para os diversos casos € nao apresentamos as respectivas -
funcdes de distribuigao porque todas sac de integracido imediata,
como comprova o resultado ahbaixo, demonstrado em Mathai e Saxena

{1873} ypa. 191:

feonewma 1: para daro, k um inteiro positivo e o < u < 1,

X

B k
Juﬂ(-locr wE g = @ g k-1 L (ker#l) S (k (1) Ty -
O -



> (~log x}kmr}.

No final do trabalho apresentamos tres anéndices, um
sabre a transformada de Mellin, outro sobre a funcao G-de Meijer
@ outro sobre a fungao . Nos apéndices sobre as funcdes damos,
simplesmente, suas dofinigoes e condigdes de convera@ncia. Mo apén
dice da transformada de Mellin apresentamos sua definigdo, sua for
mula de inversao e demonstramos um resultado que & afirmado ser -
verdade no trabalho de Epstein (1948), mas nao demonstrado, que
¢ a relagao um~a=-um entre a transformada e a'distribuic¢do de pro-
babilidade que a define.

Acreditamos, embora nao tenhamos podido, ainda, provar,
que toda distribuigac de probabilidade com suporte R possua sua
transformada de Mellin.

Em trabalhos posteriores a este devemos calcular pon-
tos percentuais das funcoes de distribuicgao dos critérios que ora
trabalhamos, para diversos valores de seus parametros de controle,

Algumas das notacgoes utilizadas neste trabalho sao da-

das a sequir.

rRYT = {x] x & nlmero real, 0 < x < =}
:= conjunto dog numeros reais
Z:= conijunto dos nameros inteiros
I'{z): fungao gama, definida na forma integral como

riz)= J xZ71 7% gy Re z > 0
o

e como produte infinito como

-1

T(z)=[ze¥z{ n (l+z/n)e-z/n}] z#0,-1,-2,...

n=1

Il sex e A
Xp (%)= , fun¢ao indicadora do conjunto A.

0 sex & A



caritTuLo 1

CASO GRUSSIANG COMPLEXG DL Ul TESTE DA PAZEO DA

VEROSESTMITLHANCA

08 momentos do cniterio da razdo da verossimilhanga pa
na ¢ teste de fqualfdade, em qrupos, de wmathizes de covavidnedias
de peopulacoes gaussianas complexas muftivariadas, sao apresenta-
des ¢ com a utdlizacao da transformmada de Mellin e sua foxamufa de
inversao ¢ caleulada sua fungdo densidade de.probabilidade o aphe
sentada em {enama da Fungdo H, da fungdo G-de Meijer e como sende

computaveld de funcoes simples,

i.1 - INTRODUCAO

Nos Gltimos anos tem aumentado consideravelmente o in=~
teresse de pesquisas na area das distribuicOes multivariadas com-
rlexas. Na Fisica, essas distribuicoes sac teis (Porter (1965),
Carmeli {1974)) no estudo de distribuicoes de espacamentos entre
niveis de enerqia de nlcleos em alta excitagdo. Im séries tempo-
rais multiplas, elas sao Uteis no estudo de estruturas rla matriz
densidade espectral, pois certos estimadores de tal matriz de uma
série temporal miltipla estacionaria CGaussiana tém distribuigdes
aproximadamente de uma matriz complexa de Wishart o egtudos em -
(que aparecem tais mmatrizes espectrais estao, entre outros, os de
analise de dados de vibracoes de estruturas aéreas, previsoes me-
tereoldgicas e detecgdes de sinais em telecomunicacOes (vide p.e.
Hannarn (1970), Ligcrett (1972/3) Priestley, Subba Rao e Tong (1973)
e Brillinger (1974)}.

Wooding (1956) e Goodmann (1963) estudaram a distribui
cdo multivariada gaussiana complexa. Distribuicoes conjuntas de
rajzes caracteristicas de certas matrizes aleatdrias complexas fo
ram ohtidas por James (1964}, Wigner (1965) e Khatri (1965) em 1i
nhas <e trabalho similares &s aplicadas em casos similares reais.

Outros tdm trabalhado na detoerminagaoc de distribuigoes
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de testes sobro malrizes de covariancias de populacoes nultivaria
Jdas gaussianas complexas. Khatri (1965) obteve o h~Csimo momento
(h=1,2,...) do critério da razao da verosszsimilhanga para o teste
da realidade da matriz de covariincias. Gupta(l973) e Carter, ¥a-
tri e Srivastava (1976) determinaram a distribuic¢ao cxata desse -
teste para dimensoes at® 6 ¢ Rathice {1979) generalizou-a a qual-
cuer dimensao, com ¢ uso da transformada inversa de Mellin,

Wahba (1971) e Pillai e MNacarsenker (1971) considera-
ram a distribuigdo do critorio da razao da verossimilhanga para o
teste Jde esfericidade da populagao caussiana multivariada comple=~
¥a. Krishnaiah, Lee e Chang (1975} determinaram o momento de or-
dem h (h=0,1,2,...) do critério da razao da verossimilhanga para
o teste de independéncia entre duas quaisguer coordenadas do ve~
tor multivariado gaussiano complexo, bem como para o teste de igual
dade entre a matriz de covarifincias e um muiltiplo de uma matriz -
dada e para o teste simultdneo de igualdade entre a matriz de co-
varidncias e uma matriz dada ¢ entre o vetor de médias e um vetor
de medias dado.

Nesse mesmo trakalho, Krishnaiah, Lee e Chanr obtive-
ram o h-@simo momento do critério da razao da verossimilhanca pa-
ra o teste de igqualdade entre populacgoes multivariadas gaussianas
complexas, bem como do critério para o teste de icualdade de ma-
trizes de covariancias, em grupos, de populacoces desse tipo.

Neste trabalho, nbs determinamos a distribuicao exata
deste Qltimo critério para o caso particular em que as amnostras
para cida uma das populagoes sao iguais, bem como os tamanhos dos
grupos de populacoes e damos a fungao densidade de protabilidade
em forma computavel e, para o caso qgeral, a apresentamos como fun
cido H (vide apéndice C). Para a determinacao da fungao densidade,

ntilizamos a transformada de Mellin e sua formula de inversao {vi

de apéndice A).



1.2 = DISTRIBUICOES WORMATS (GAUSSIANAS) p-VARIADAS CONMPLLXAS

Uma variavel aleatdria p~variada Gaussiana complexa
r’:(Zl,Zz,...,Zp) {vide Cooudman e Dubman (1969)) & uwna p-upla de
variaveis aleatorias complexas ijxj+in, onde i%=-1 e o vetor =
das partes reais e imaginarias n'={X 1,’i,X2, ﬁ,...,xp Y } possul
uma distribuicao normal 2p-variada com matriz de covariancias

1.2.1 Zn=E{n—En)(n-Ln)

onde as submatrizes 2 x 2 tem a forma especial

E(Yj-uyj)(xk"uxk) E(Y 57Hy )(‘k'“xk)

E(X “u st (B -n ) E(XL-p )(Y “Borp !
1.2.2 [ k "xk 3 "x k "vk -
lE(Yjﬂuyj}(xk*uxk) E(Yj-vf ) (Y - u”y)
2 (10 i
] (l/2)0k [O L] se j=k
o (G By
Ujok/i [SJL jL] Ge S#K,
P9k Yk
p 02 2
EX,.= D exp(-1/2 =u_ L) /o) dx = :
5= ® expl{-1/2 ((x uxj)/oj) I e
g 00 ?
EY .= » exp{~1/2 ((x=p_.)/0.)"} dx = .
37 ] exp{~1/ ( “yj)/ j) Hys
A VP Y i v 1 =
Seja “K B {le+l“y1'd‘ i 2,...,U D+ ”yp) e
1.2.3 XC :E(awhh]TE"“;) “{R{nj*hzj)(Zk-Fuk)):(Ujk)



onde
Ui se 3=k
1.2.4 g., =
i ) . 5e #k.,
3k &%k+“8jk’6jch e j#k

Uma condigao para cue ﬂ‘:(Xl,Yl,...,XP,YP) seja una va
riavel aleatdria multidimensional com distribuigao 2Zp-normal & -
cque X seja positiva definida.

-

Entao, se T é ndo singular, também o & 7, .

- r . . - - 2
Suponhames que L, scja singular e sejam Ll Lr,u..,EE

Cr
implica gque para algum

4

suas colunas. Entaoc a singularidade de EC

i, 1gizp,

EJ
1.2.5 zi = % oa.sd
- j :.]_ }

onde aj & niimero complexo para j=1,2,...,p e o #0, para um 3, -
4
pelo renos.

P
Mas E; = (nji):l ¥ P, onde Gji ¢ definido como em 1.2.

4. A icualdade 1.2.5 sianifica que, se ak:Yk+i$P (b=1,..,piig3<p)

2 g e P .
l. .( T, .= 4 0. = Y o.o..0.0 +i ) g
j "3i k=1(k Jlkop oy Bk R T Sy Rk gk
P P |
il e e T P %k

uﬂd(:‘ v-] ] “‘1 [~ N "‘C’ L3
1 1T ¢ F.oo.= ( - t lB - } (AN r -t ow ( _LI“I’L H 2 oAan ltiua]dades

[_]
o] . EE R ’ - o) L f
L.2.7 G439494 P;l(*k“jk SBi1) 959

£
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L.2.8 O IS ¥ (8, oo, 4y % Yo
T3 b gk 1. G300
— ] 1 -
NS . R - . . -
Se lq ¢ & meesing coluna de ¥, entao
m!
2.8 = 2¥{ o, o, 0 LB 0,0 0. G0 P CL0 a0 0
1 ' " (1/2) “lml m'rlmJ])m’ 2m 2 m’ ImT2 ! Tpmip
B 5 0} nara m o impar
pmonn :
. m' - . N
2,10 P om{1/2V (=B, 0.0 ,0, 0,0 ,=F. 0.0 ,0., 0.0 ,..04,~8 d
L.2.1 n (1723 0y 109 00 0 10y O TP T 0O Yo S 297 o 7 P
o_,0 g ara ™M par.
m’ e p ) Par b

Entaoc, para o Iindice i das igualdades 1.2.7 @ 1.2.,8

SIS CO W S o I ara J impar
p2i, 5201 N R E d 7
( ‘-‘n + n ) j" .
(uji+ﬁji)ﬂjci para 7§ par
s
3 Ve A . e 5 Imr
pi}{(rk ﬁk}ajk ("k+Yk)P3k} ank r/ 3 impar
g { Ay E 8 } j
- , - "/ -
k;1'(yk"k}{jk+('k+yk)ajk T4 3/} par
T
£ . 2k-1 ~2k
= I A ) .o+ £ (W .
kzl{ k{ " )j k( N )J

i - . - . - . A - —
onde (Er)j & a j-¢sima coordenada da coluna i de ln.

Portanto, I _ singular immlica Xn singular & a afirma-

fao anteriormente foita estd provada.
Como Er & positiva definida, Er ¢ nao singular & a fun
i —

a0 densidade de probabilidade de ¢ & dada por
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211 plg) = (ol'ls )“l exp{—fﬁ*“r)'zglfﬁ—wr)}

|

1.3 - 0O PROBLEMA E OS5 MOMENTOS

Sejan Zl’zz""’zq q pOpulaQSes complexas normais e in

dependentes duas a duas, onde Zi ¢ de ordem p; ¥ 1, para i=1,2,..

crq.
Seja, também,
-7 - L -
1.3.1 E (%, -E ) (7. ﬂz{T Ziy f Py X Dy

a matriz de covariancias entre Zi a Zj, para 1i,3j=1,2,...,d.
Como as Zi S&Q Populagﬁes complexas normais ¢ indepen-

dentes duas a duas,

1.3.2 Zijz 0 se i#3, i,3=1,2,...,0 e
1.3.3 Ly nao sincular para i=1,2,...,C.
Seijam Zil’éiz""'ZiNi uma amostra aleatoria de tama-

nhio Ni da i-é&sima populacao, para i=1,2,...,9, €

N,
l -_—
1,3.4 A,,= L7 {d4,.—2. Y(Z,.~7%, )"
11 3=1 i1 1 13 I e
1.3.5 2. =1/N, LT %..
i g 1]
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Assumindo que todas as populacces tém a mesma dimensao,

isto &, P1¥P,= .. «=P TP, para testar a hipotese

£ _F = P - — /.

11 22 qlol

1.3.6 H = g+l qa 1 T hga g
) i1 1 i24n
E * * e owa o:E * *
T -19%-1 “x%

onde
i
* = &= pR o : N Ko pe
1.3.7 95 0, gy=dy, i jilqj e qy=q

contra a sua negacao, ¥Krishnaiah, Lee ¢ Chang (1975) determinaram

o seguinte critério da razac da verossimilhanca

a* n*
q n, }:| 3 ) Ij
1.2.8 A= (T itA  /n| Dy/0n |3 A,./n*_1 )
i=] P71 j=1 i=qx_.+1°0 *
i-1
bem como seu s-esimo momento
s i nsn¥ p sn b K
1.3.9 EGS) = 1 ntPEN, n nip” i) noon {{ Fint+l-1)/
i=1 f=1 =1 =1 -
qj
[{n*4enf+1-i) ) & 70 'in +sn +1-1}/T(n_+1-1)}
3 qmpr 41 9@ g



onde
1.3.10 n.= N,.-1
i i
q*
1.3,11 n¥*= Xj ni
. .: * .
123t

H & hipdtese de homocencidade de dispersao entre as -

G4 populagoes que compoem o crupo i, para i 1,2,....,k.

1.4 - RESULTADO GERAL COMO FUNCAO HIPERGECQMETRICA GENERALIZADA

Aplicande a transformada inversa de Mellin (vide apén-
dice A) ao (s-l)-eésimo momento de )X e fazendo a mudanca de varié

vel s=-5', obtemos a fungac densidade de probabilidade f(x) de 3,

< w k %
1.4.1 f{x)=C l/(2ni)J[ET§T]{U m 7 P{l=i=-n_s}) }s
i=1  j=1 g=a¥_,+1 J
1 k 1
{ T T r(l=i=-n%*3) } ds
{=1 j=1 J
onde
0*
€ _ 13 K : . 3 e .
{n n?ni}{ To{om PR +1=1) e‘rﬂv*+ 7{“g+1“1)}}}
1.4.2 P i=1 §=1 ! gty
k pn¥
ooy )
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k . a
1.4.2° c(s)={ 1 n;vnis}e{-ﬂ nP"i%y,
j=1 7 i=1 %

L ¢ un contorno envolvendo os poleos do numerador do integrando e
ng & definide em 1.3.11
Esta intcagral converge, pois as condicoes de convergén

cia dadas no apéndice C sao satisfeitas, conforme 1.4.3 e 1.4.4 a

seguir,
De fato, por 1.3.11 temos:
k k a¥ k a¥
1.4.3 u= p 7 n¥ep I 5] n,=p I 5. n, -
1= k=) i=cr% 7= =¥
j=1 =1 1 Uj_l+l =1 i qj_ +1
k g%
-p I 1 n, =0
1= i = ¥
J=1 1 qj"1+l
Q
q PN k *
1.4.4 g= T ny 3/ om Py <,
j=1 1=1
pois, fazendo ﬁjr max {n . PR i
£ +1 q
“3-1 J
q¥
X  pn? k a* p xJ n,
I n# R B n,)  i=qk_ 4l o>
j= = i=c* -
j=1 3=1 i C}_l+l
a¥ - ok
k 3 rn., k ! T
son (v V) > M oF 1I i) 2
- =™ - = -
G=1 i qj_l+1 =1 i qj_ +1
a ph,
>l n, 7,



pois todos 0s nj sao numeros inteiros positivos nao nulos, e, poxr

tanto

A intecral 1.4.1 © uma funcao H de Pincherle {vide Ma~

¢
thai ¢ Saxena (1973)), isto ©

3

)

94
pa’ Tng )

)

G, g =

pd.,pk cls) [blrﬁl)r---

(aq,2) ;eve, (@
1.4.6 fi{x)=C H | 1

onde o5 parametros (ag o) sao

(1;111} f (l;nz) Fere g (l,nq)

1.4.7 {Z,nl);{E,n2),...,(2,nq}

o el : e
1.4.8 (2,ni),(h,n5),...,{2,nk)

*)

(pyﬂi) ) {prng) Fame gt (prnk
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e C e dada em 1.4.2.

Podemos, portanto, resumir o resultado geral no se-

guinte

Teonema 1.]: Sejam zil’ziz""’ziN.' para i=1,2,...,4, amostras a
leatdrias de g porulacdes complexaé gaussianas multivariadas de
dimensao p ;1, com matrizes de covariancias populacionals Ell'?22’
CTgq Entao para testar a hipdtese Hy,dada em 1.3.6, contra a
sua negagao, o critério da razao da verossimilhanca tem como den-
sidade a fungéo f{x} dada em 1.4.€, para D <X <o e £{x)=0 noutra

parte. ,

Este resultado geral € de dificil aplicacao pratica -
por questoes computacionais, portanto, no item seguinte nos restrin
giremos ao caso particular em que todas as Ni amostras (i=1,2,...
,q) sao do mesmo tamanho e os k agrupamentos de populacOes sejam,

tambem, do mesmo tamanho.

1.5 - DISTRIBUICAO EXATA DE ) EM UM CASO PARTICULAR

isto &, para cada una das g populacoes Zi, a amostra rotirada tem

tamanho n e

1.5.2 ql:q'): - m - ::q}’:_- Q

isto €, todos os k agrupamentos sao compostos do mesmo nimero Q -

de populagoes, entao

Se

1.5.3 nt*=

= ng. = nd para 3=1,2,....k €
h) J

ﬂ:ﬂ@
[

i
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1.5.4 kQ = q.

Entao, de 1.3.9, o (s-1)-&simo momento de X , com as

substituicoes efetuadas, ¢

1.5.5 M{EO Y (s) = TS

) P P
=PI S0 R o) i (=1 1L T P (nstl-1) /

i=1 1=1

/ T (nos+1-1) }

Come na composicao de M{f (1)} {s) aparecem os fatores
['{n+tl-i) e T{(nQ+l=i com l<i<p, para que todos os momentos de X -

nao sejam nulos & necessario que
1.5.6 n> p.

Esta restricao, impoe, de uma maneira natural,um limi-
te para O tamanho das amostras de cada populacao que & bem intui-
tivo, pois se queremos tirar informagdes variaveis com varios a-
tributos ou caracteristicas, nao & concebivel que o nimero de indi
viduos examinados s¢ija menor gue o nimero destas.,

Temos wue, para s=g+it, wvariando numa faixa do plano

complexo paralela ao eixo imaginario g3 < 0 < g,

1.5.7 E(AS_l}:ﬁ{f(A)}(s)

& a transformada de Mellin da densidade £()) de i . !MNo apéndice A
denominamos 1.5,7 de {s-1)~esimo momento de A , o que, segundo -
professor E. Lukacs € abuso de linguagem, uma vez due os momentos

devem ser inteiros. E aplicando a transformagao inversa, se f£(x)
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& a fung&o densidade de ) , toemos que

£ (x) = rcn{

T ?}
=1

(nO+1-4)Y /1 n+l*1}‘l/k?rL}.

LTI, = “ o , k v o
-J(x/@pm } {7 r*(ne+l-1) /7 {(nOs+l-1}} ds
i=1
L

onde I, & um contorno contendo os polos do integrando.

Seja I a intecral em 1.5.,8.

Fazendo a mudanca de varia
a integral I fica

vel ns=t,

-— R p [+
1.5.9 I= n % J (x/qPaNy=S/Me b Ty gy rK (et1-1)) 98

i=1
L'

onde L' & um contorno contendo os polos do integrando

A formula da multiplicagaoc de CGauss (Luke

(1969) ,pg.11)
nos fornece a relagao

_ 0
1.5.10 POt (11} /0) )= (o) (272 (OtFL-1=1/2 00 sty o)

oz}

o

pertanto, temos

Doy ey s 2
TR ore1e1) = (2q) PEETON /2 Gpat-ipt/2
i=1
1.5.11 b 0
n Tt (1) /00
i=l r=1

Substituinde 1.5.11

na intecral 1.5,9 passamos a ter



19

-1 - A1 : o 1 " .
1.5,12 I=n J a = f— T "(S‘i’l"j)/{ T nor L(S‘*’(I’.’“j)/c_]} } }(:{;_;
L 3=l j=1 el

o fazendo a substiiuigao de I om sua forma 1.5.12 na cxoressao om

4

1.5.8, ficamos com a fungie denzidade de 3 na forma

vy ]
B -
1.5.13 Fs)=n""{ T 0 T T {nelr=i) /0) Y /T (nel-1) }

N

-s/n , D ¢ o0y
j X (1 r9(s+1-90/1 1 nr¥ (st (r-3) /0) })ds

No nmumerador e no denominador deo integrando, excluin-

do X-s/n

, ha fatores comuns que devem ser eliminadeos. n forma do
resultado apds essa eliminagdo depende da relacdo cntre a dimen=
sao p das populagoes e do tamanho (0 dos agrupamentos,

Chamerios de § esse quociente, isto &,

2 O

B I !
Ne| : B .
1.5.14 = { T I Y{s+l=-Y{ T T o s+ {r-3)/0) 1.
=1 =1 =}
Havera cancolamentoon sovpre aue tivernos
m={,1,,.,.,n~1
1.5.15 r=3 = -m rara N A
r=1,2,...,0

O menor valor que r-3j assuwe & l-p (r=1 ¢ j=p) ¢ o mai
or valor gque -m) assume @ zero ¢ como p2l, cancelamentos sempre
haverdao.

Para m=0, teremos cancelamentos senpre gue r=] e estes
ndo dependem das relagoes entre o valores de p e Q.

Para m>1, como min{r;l<r<al=1 e mdx{j~Q;1l<j<pl=p-0, os
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cancelamentos ocorrerac somente quando 1 o> (Y,

1.6 - A DENSIDADE DI ) NO CAS0 EM OUE ¢ < O

Neste caso o quociente & fica

_ Pl P 0
1.6.1 a=r* P i T s A e R (s (e-1) /) )
j=1 j=1 r=1
onde
pQ > 0 P Oy p 0O
il M* = 1 i { = I o= I %, respectivamente)
=1 r=1 i=1 r=1 J=1 r=1 jﬁ}"r:l
J#r J7r

€ a NOosSsa fungﬁo densidade de ), para 0 < x < 1

. n--1
1.6.2 £(x)=C{p,q,n,k) 1/(27i) Jx A A T A S P
! o
O
/i n T I{s+{r=-3)/0)} ds
J=1 r=1
onde
. P 0
1.6.3 Clp,q,n,k)=n ~{ T {1 I{nt{r-1}/0 Y/ T9n+1~1)}
i=1 =1

e L & um ciclo comecando e terminando em -=, no sentido positivo
{anti-horario) contendo os polos do integrando,

Esta inteqral converage, conforme discussdo sobre o con



. - g, . - . ) . ~1,/n
rorno <la funcao G-do Meller {(apendice BY, pois x 777 > 1.
E pode, portanto soer escrita om tormos dessn fungﬁo €8

pecial, isto @

1.6.4 £(x) =C (p,q,m, k) ol (4700 (/R T2 )
F(c}_-}\} ,'p((,“"}.) ' I)lgl-}zf . e 'bp(q-“l-l)

onde os parametros bj sao da forma

bmq+j=(p~m—l) para m=0,1,...,p-2 e j=1,2,...,9 ¢

b para m=p~1 e j=1,2,...,k{0-p

mg+y

e 05 parametros a5 sao da forma

a,=(p-31/0 rara j=1,2,...,p~1 repetidos (ik) vezes,

3

ar=~r/Q para r=1,2,...,n repetidos (pk) vezes,
ar=—r/0 para r=m+l,...,mp~l repetidos (M=) vezeg,

e a constantes C(p,c,n,k) e dada por 1.6.3 e temos, portanto, o

teonema 1.2: Sejam 311'252"”"ij y Para i=l,2,...,c, amostras a

leatorias de ¢ populacoes complexas ocaussianas de dimensac p > 1,

com matrizes de covariancias populacionais 211,222,...,qu. Entao,

rara testar

by ot TR0
T . =
O+l a1 7 Trap2o

zk‘@k'@ T T g

i
L |
.
=
)
-
o
.
I
E
i——l
g
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conhra a sua neaagao, a funcao densidade de probalkilicdade do -
critério da razde da verogsimilhanca d dado em 1.3.3 ¢ £{x) dada

em 1.9.,4, para 0 < x < 1, e f{x}=0 noutra parte, onde n=N-1,

1.7 = DESENVOLVIMENTO DU f({x) " ¢fnIirs, IAPR p < 0

A forma L1.6.4 de f{(x) nao ¢ boa para calculos de non-
tos percentuais de sua fungao de distribuicao, sendo, portanto, -
um desenvolvimento seu,numa forma mais adequada, nccessaric para
fins computacionais.

0 problema se resume na aplicacdo do teorema dos resi-

duos para a resolucao da intecral

-/ {O— ] n-1 .
1.7.1 I=1/(2%1) Jx s/n (KOP) oy Ty pgody )
I, 3=1
P “a I 1

0 Tis+{r=-3)/0))} © ds
j=1 r=1

onde I & um contorno contendo os polos do inteqrando comecando e
terminandoe em -« , no scentido positivo.
Como a f‘tmgfio aqama nac rposgsul zeros, devemos, somente,

determinar os polos de

1.7.2 PP 4y (PR (6o g,
j=1

e anlicar o teovena aos residuos. 0g polos da fungio cama I'(s)

540 08 pontos
1.7.2 g=0,-1,-2,...

conforme Wittaker ¢ Watgon {1959), po. 236, o sao hodos simples.
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0Oz polos do produto 1.7.2 sao os anulantes do produto

o Cr .
1.7.4 T (t+i-n)
i=]
onde
ie; para i=1,2,...,p~1
1.7.58 Q.=

rpl{o-k) para i=p,ptl,...

& a ordem do i-ésimo polo.

O teorema dos residuos (Alfors (1%66),pd.142) nos da

oo

1.7.6 f{xy=C(rn,q,n,k) ¥ Res this)x
i=1 s=a

onde dyr@nyens sao 0s anulantes do produto en 1.7.4 e
—

e p=1 D 0
1.7.7 nis)= TR OB T Yoyt T st (e=9) /00 T
=1 j=1 r=1

Se a, & a ordem do polo a de h(s), entdo, para i=1,2,..

se denotarmos

. o e i N e :
1.7.8 B_L'-* (a al) 1‘1{5) (54 Ai d/d) In B
temos a identidade

o ] Yo 3, Afds ln D, o= ALVE,
1.7.¢ a/ds By '31 1/ds In 5 5B

g, de uma maneira ccral temos
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{3}

n=1 ol
{n 1] p(n=1=n)

1.7.10 alzas" no= 7 )
Ya=0

Temos, também, que

1.7.11 a¥/as® (k7% yex

e, portanto, a expressao do residuc do intearando em 1.7.1 Ffica

ki

_ e os;—1lra, -1
1.7.12 Res . {x Shis))=1/(a,~1)" x ‘(p~i)/n o3 [ * ]'
s=p=1i i =0 1
~1-7
(- 1/n, i (n

(-ln x ) Boi

onde
s{M_ 15 riW e Mz aNas" B, .
Ol . 1 1
s p-i

A formula 1.7.10 pos da uma relagido de recorréncia pa-
ra o calculo das derivadas de ordem n de B, a partir das anterio-
res ¢ das derivadas de A.

, ; A
Para detoerminarmos os valores B ., A ., e A(.} devemos
oi oi ni
melhorar a forma de Bi CCric seque:

para i=1,2,...,p-1, a forma original de By 3

T o (0-n PooOs g ‘
1= O sy 1 e -5y /00
=1 3=1 r=1

que, com a propriedade da funcao gama



&
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1.7.14 Fla+l) = a T'{y) rara of 0,-1,-2,... ,

node ser representado na forma

. s2uu | P11 L
1.7.1% I-.‘\.ﬁi"'p{t""m""'} {a+i-n+l) { | I (s—1) pla-k) f:-%a({ e {_f;—gj-l-ij}
. j=i+] U=
NEt
PO,
{n NI {s+{r-3)/0) )
3=1 r=1

e para i = p,p+tl,... , a expressaoc de B &

_ p~-1
1.7.16 B, =(s+1-p) DT K@) (o ¢ T 1Ty )
| S
P 0w
S0 s (e-9) /00
4=1 r=1

que, com ¢ uso da propriedade 1.7.14 fica

1 i—1

= .
1.7.17 Bi=rp(“”k}(s+i~p+1)e[{ no(s=p+i) 3T {7 (s+j-p)

j=1 j=p

‘F.‘ (‘\

) ek

i i g - )+

fjxl Cy T s (x JF/UJJ]
Antes de exrressarmos 05 limites do Efn} € ﬁih) & ne-

cessaric darmos duas definicoes e um resultade envolvendo-as.

A primeida delas é a funcao

1.7.1¢ Wis)=-y +{5-1) . F 1/{{s+3) (5+1)}} ,
3=0
onde

y= 0,57721566... & a constante de Euler.

pla—k

'y
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A outra & 0 funcao zeta de Riemann qgencralizada
L.7.10 riy,s) = © 1/(s+3) ¥ 0,~1,-2,... , Re s3>0,
j _.:O

A funcio psi & a derivada do looarTtmo natural da fun-
cao gama. O resultado a que nos referimos & o lema ahaixo cue onun

ciamos sem provar, polis suva demonstracdo € trivial:

fema 1.1: Para A»1, vale a relacao

l )\ m m s
a*/ds” in{ I rla.+s)}} = & yla.+s) se i= 1,
j=1 J 3=1 3
1.7.20 A m
=(=Y" (A=} £ ¢(Ah,a.+8) se A>2,
j=1 J .

(? o A
oL oL

expressoes 1.7.15 e 1.7.17 em termos das funcoes psi e zeta como

Com 1iss0 podemos escrever os limites ID das

segue:

para i= 1,2,...,p-1 A=1,2,...,1iqg~1
R | p-1 . 13 0
i T e R — 1 s g
1.7.21 B = (1 (3-0)PMd Dyl 5039 0 R peis
i . | j=1 j=1 re=l
- J#1

+Er—j)/0)}]

p—-1 =1
1.7.22 AT ~yplaq=k)+{g~kK)p ¥ 1/{(3-1i) - g ¥ 3J/{(j-1} =
I=i+ ) j=.
Qg
wlk % ) P p=-i+{r-3)/0)
i=1 r=1
p Oy
1.7.23 A{l)={-}l+lk1 { plg-k)n{(d+1,1}-k E L {(x+1,p-it
ol ;o -
Jj=1 r=1
p-i Pl
. . .. a ]l L., ATl
- IS} J-1) - NS VAT
Hr=3) /0 + Lz 3¢ pla-k) k4, 1/03=1)
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e para i = p'p+1 ¥ I & = l 92; P r}'_-) (qu) "‘1
p-1 . ie1 ) b 0,
1.7.24 B -=[{ ToG-0 00 n G-0PE 0 T R e
ol . __ .
j= J=p j=1 r=1
+(T'])/Q}}]- ,
107.25 A .ﬂ_YEJ{q'_k)“k E }J Il)(]j"‘l"f‘(r—:])/o)_}_q x 3/(1"]) +
ol , & ’
j=1 r=1 * 4=1
i-1
+plg-k) I 1/(i-3)
i=p
() A+l P QO . -
1.7.26 AL =) A plg=k)(x+1,1)-k ¥ I (41, p~i+(r-3)/Q)
j=1 r=1
p-1 +1 i~1
+g 7 j/(j_i}l +plg-k) % 1/(j-i}l+l .
=1 j=p

Agora estamos em condig¢oes de apresentar a funcao den-
sidade de preobabilidade do teste de homogeneidade de dispersao,
em grupos de mesmo tamanho, de populagoes normais complexas p-va-
riadas, para o caso em gue o tamanho ¢ dos grupos & maior que a -

dimensao das populacoes e em forma computdvel; para 0 < x < 1:

- P & p-1 -
1.7.27 £(x)=n"'{ 1 { T Fk<n+(r—j)/o>}+rq<n+1~j)}[ R
j:l r=1 {=1
s 9l g ig=1-n _(n)
lig-1) 1} I [ ] ] (-(1/n) 1n x) 1170 p(n
n=0 n ol

Z
N

L (1-p) /7 p(Q"kJ'l[p(q—k>—l],
(plg-k)-1): n=0

1=
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- p{g-k)~1~n _(n}
{~(1/n)ln x} Boi ,

{p)

onde B_/ € calculado por 1.7.10 com as expressoes de 1.7.21 a 1.

7.26 . Fesumimos este resultadoe no

teorema 1.3: Com o enunciado do teorema 1.2, se a dimensao p das
populagoes for menor ou igual ao nimero @ delas em cada agrupamen
to, a fungdo densidade de probabilidade de X &€ dada por 1.7.27 se

0 < x <1 e £(x})=0 noutra parte.

1.8 ~ A DENSIDADE DE A NO CASO p > 0

Como ne caso anterior, devemos, desta feita, analizar
0 quociente ( definido em 1.5.14 e verificar quais os cancelamen-
tos de fungoes gama que deverao ser efetuados.

Em 1.5.15 temos a relagac entre os indices r,m e j pa-
a gual os cancelamentos existirac. Os valores de m para og quais
ha cancelamentos dependem da relacao entre os valores de p e Q.

Suponhamos que

1.8.1 (R+L)O+1 < p < (R+2)Q
ol
1.8.2 RO+l < d < (K+1)Q (d=p-0},

para algum K inteiro ndo negativo.
Analisemos alguns casos particulares antes de darmes a
lei de cancelamento geral.

Seja Q2 ¢ denominador de & , isto &



L.&.3 Qp = 00 rTis+{r=3)/0).
j=1 r=1
Se p=(1l, entdo =0 = 1-p ¢ cuando r=1 e j=p teremos -
r—3=~0, Portantc em QD o fator I{s-1) aparece kX vezes. O fator -

ri{s), que corresponde ao caso r-j=(, aparece Qk=a vezes, isto &,
em QD repetem~se

ri{s) q vezes e
1.8.4

ris-1 k vezes.

Se p=Q+2, entao -Q = 2=p e r-j=2-p quande r=2 e j=p, e
r=1 e j=p-1. Portanto,o fator [(s-1} aparece (2k} vezes em QD e o
fator r{s)} g vezes.

Suponhamos, agora, que p=20. Entac -0 = O-p, que corres
ponde a r=Q e j=p, r=0-1 e j=p-1l, r=0-2 e j=p~2,...,r=1 e j=p~0+1
isto e, o fator T {s~1) aparece kQ=q vezes em QD . O fator ris),
come nos casos antericores, aparece g vezes. 0s fatoresi(s-2), -
r{s-3),...,(s=p+l} nao aparecem nenhuma vez em 0y se O+l<p<20, ~

pois neste caso

min {r——‘j)ml~pil-—20>-—"0>—3@>.0.>~(p—l)Q°

1<r<Q

1<i<p

Mais geralmente, nac aparece nenhum fator da forma
F(S“h) Il h [ z_{Ofl}o

Raciocinande da mesma forma chegamos & conclusao de -
que se 2Q+1 < p < 30, entdo teremos as repetigoes em Dpy 3

r'{s) e ris-1) g vezes ¢

r{s-2) {p=~20)k vezes



e Ps-3), T(s-4},..,, I(s-p+l), bem como T{s-h), h ¢ %-{0,1,2},
ndo aparece nenhuma vez.
De uma maneira geral, podemos afirmar gue se (K+1)0+1<

=p < (K+2)0, em 2. teremos as repeticoes dos fatores

D

(s}, T{s~1), ... , T{s=K) « vezes e

F{s—K-1}) (p-(¥+1)0)k=(d-KO)k vezes, {(d=p-0)

mas como (K+1) < (p-1}/Q, temos que para K=0,1,...,PI({p-1)/Q)-1,
onde PI{a) & o maior inteiro menor ou igual a a, nenhum outro fa-

tor aparece e

-l -1 Py QO
1.8.7 g = p@FD Ak peny 0 1 19 (s- ) T 1 I (54 (2=9) /O)
JER+2 j=1 r=1
onde
Px Qi | & 0
= T

1.8.7" n
: j=1 r=1 j=1 r=1
r=3#-hQ;h=0,1,..,K+1

Entao, para p = (K+1)0+1, a funcdo densidade de ) pode

ser representada em termos da fungdo C-de Meiijer, a saber:

q,0 {yl/n | al,.w;aq :}
a,q9 " ! bl,..-,hq

1.8.8 fF(x)=Cl{p,q,n. k) G

onde C{p,q,n,k) & dado por 1.6.3, g=q(p-K-1)-k, os parametros bj

sao da forma

b =(p-h~1) para h=0,1,...,p=-K-3,3=1,2,...,9 @

hg+j

bhq+j: Rl para h=pr*2 e j:lﬁ2!t°¢fqu

2 05 parametros a, {i=1,2,...,0{p~K=1)~k) san da forma ({K+1)Q~3)/

Sy 3=1,2, 0., {K+2)0=1, 4 nao divislivel por 0 e se repctem {j+1)}k



vezes para 3=1,2,...,0-2; a vezes para j=0-1,0+1,...,(R+1)~1, j
nao divisivel por O, e para J=(K+1)0+1, (K+1)O+2,. .., (K+2)0Q-1 a5 -
repeticfes sao, respectivamente, (0-1)k,(0Q-2)k,...,k vezes.

No caso em gue (K+1)0+1 <« p < {(K+2)0, a densidade de }

a ,a

17777 g

a,n ( Xl/n G ovow o<1

: £ = Ty : pEs
1.8,10 f{x)=Cl{p,q,n,k} Cq,q ! bl"“‘bn) '

onde Clp,q,n,k} & dado por 1.6.3, a=p(g~k), os paramnctros bj 530

da forma

bhq+j:(pwh~l) para h=0,1,...,p~kK-3, 3=1,2,...,9 e
1.8.11
= U ; =y [ Y= i £ Yo
bhq+j K+l para h=p-K~2, i=1,2,...,(E+2)0-pk
¢ 0S parametros aj sao da forma (p-1)/Q, repetidos (jk) vezes, pa
ra 3=1,2,...,0-1,3#p~-(X+1)Q; (p~3}/0, repetidos g vezes cada, pa-
ra 3=0,0+1,...,p-1,. (p-3) nao divisivel por 0 e, finalmente, da
forma ~3/Q, repetidos (Q-j}k vezes, para j=1,2,...,0~1.
Pinalmente, para p=(K+2}0, a fungéo dengsidade de ) fi-
ca
al ew = gdl
lf - fg
a,D { yl/n ]

1.8.12 £f(xy=C{p,a,n,k) G-

4 ;0 < x < 1
ag,q bl"'-’b(_‘}_‘)

onde Ci{p,q.,n,k) & dado por 1.6.3, a=g{p~k=2}, os PArametros bj

sAao da forma

1.8.12 b {(Wh-1) para h=0,1,...,p=k~3, j=1,2,...,q,

hq+jx

¢ 05 paranetros 4 sao da forma (p-3)/0, repetidos (jk) vezes, pa
ra j=l,2,...,p~{K;l}~l, da forma ({K+1}0-3)/Q, repetidos g vezes,

com 3=1,2,...,{K+1)0~1, 3 nao divisivel por ¢ e, finalmente, da -
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forma -3j/Q, repetidos (O~3)k vezes respectivamente, para j=1,2,..

- ;Q‘“l:
E, com isso, concluimos a demonstracao do sequinte

feorema 1.4: Com o enunciado do teerema 1.2, se a dimensao p das
populagoes for maior do que o namero {0 delas em cada agrupamento,

a funcio densidade de X, f{x) & nula se x ¢ (0,1) e para 0< x <1,

s5¢

o p={K+1}+1, entao f{x) & dada por 1.8.8

1) (K+1}0+1 p (BE+2)Q, ontao f(x} e dada por 1.%.10
o) p={K+2)(, entao f({x) & dada por 1.8.12.

1.9 - DENSIDADE DE A EM FORMA COMPUTAVEL, PARA O CASO p > Q

Efetuados os cancelamentes de todos os fatores do nume

rador e do denominador de Q ,1.8.7, ficamos com a densidade de i

da forma
1.9.1 f(x)=Clp,q,n, k) 1/{2wi} fxﬂs/nrq(K+2)—pk(SMle)
L
p-l By O4 o -
O e 1 T R s te-) 700 )L as
F=12 j=1 r=1

onde Clp,q,n,k) & dado por 1.6.3 e o produtdrio com asterisco =m

1.8.77%.
Seja
{1y 2 3 o-pk -1 Py Oy
1.9.2 his)=T is-r-1)y{ 1 qus-j}}%{ 1 m TK(5+r~j)/Q}}«
4=K+2 =1 r=1

0s polos do integrando sao os anulantes do produto
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1.9.3 no (t+i-p} -~
i=]

onde

ig para i=)l,2,...,p-kK-2

1

1.9.4 0o,
i

pla-k} para i=p--1,p=K,...

é a ordem do i-ésimo polo do produto em 1.9.2,
Com a mesma notagao de 1.7.8 e utilizando a mesma téc-

nica de que fizemos us¢c no item 1.7, temos para i=1,2,...,p~K-2

. _ p~1 .
1.9.5 B =(s-p+i) ¢ PGP pgy { T pI(eng) s
j=K+2
Pe QO k .
{n I I {s+{(zx-3)/0)1}
j=1 r=1

que,pela propriedade da fungao gama dada em 1.7.14, fica

1.9.6 B,=rP 07 (soprist) {1 (empry) (PTRT2TING
j=i+l

p-R-2 ORI C .
o (sepr) B APRy 0 (gopa) 3T
J=i+1 =1

P* Q* k ] 3
{1 0 T {s+(r-3)/0)}
j=1 r=1 J

e para i=p-K-1,p-K,p-K+l,... temos



-1

-k L TR 5

pla-k) rff+2)q )}(S“K—l){ "
J=K+2

1.9.7 Di=(s—p+l)

Pe Ou 4
H o o s (=i} /0

j=1 r=l
que, simplificado pela propricdade 1,7.14, fica

. p—K-2 :
Pk ey [ 0 (smpr) 394

i-1

Tq(s-j)}é

(s-p+]

1.9.8 B, =l
1 U q4=1 J=p-K-1,

p* fj_*
{1 1 Fk(s+{r-j)/03}].
j=1 r=1

yPlamiy

Calculando Aj, suas derivadas e passando ao limite fi-

camos, para i=l,2,...,p¥K-2 e Aa=1,2,...,iq-2

p-kK-2 . Y
(j~i}”‘+2)q ph}{ i

p-K-3 e Roas D
(§-1) P7E2mI A,

B{p=i+(x=-3)/0)

1.,9.9 B .={ I
oL y=i4n j=i+1
i-l Q*
e[{ LINC TP S RO Tk(p~i+(r-j)/0)}]
J=1 J=1 r=1
p-K-3
1.9.10 A .= —yo{qg-k)+q L {p-Ke2-3) + (=1} + {{(R+Z) g=~pk] e
o J=1i+1
e b2 i-1 Ps O
e VL= % G/ GA=9)~k ¥ T
j::.j_‘g.l j:] j:l r=1
cnde
Pie Qs P Q
l1.6.1¢" E )X = & z
i=l r=1 j=1 r=1
r~j#F=hQ,h=0,1,...,K+1l

e, airda



1=F~3
_ e A+ =¥ y 1
toar A V=M pecGe, g 8 Gpee2ed) 2 (-1
]r:]_+l
.{_)-]{wz i"l 3
SlkH2)epk 1 1/ (G0 Ve 0 (e Gen Mh -
j=i+1 3=1
Pr  Ou
- ¥ voon (Al peid{r-3) /0
j=1 r=1

@ para i=p-K-1,p-¥,p~E+1,... ¢ A=1,2,...,pl{g~k}~2

»

p—K=-2 Sq i-1 . (q-k)
1.9.12 B .=|{ 0 (3-1}°3}{ 1 (3-1)PYIR .
ol . .
j=1 Jj=p=K~1
Py QO k . -1
«{ 1 n T (p—i+(r—JJ/Q}}]
j:::.l r=1
p~K=2 i-1
1.9.13 A = —yplg-ky+q F 3/(i-jl+plg-k) I 1/(i=3) -
oi . . o
=1 J=p-F=1
P Oy
-k 7 Toy{p=i+{r-3)/0)
j=1 =1
N P -2
1.9.14 Aéi)=(m)l‘lxi pla-k) o {a+1,1) +q X j/(j~i)h+1 +
j=1
i-1 Pe O s
+p (=X} X l/(j*i)}+l~k ; nor{atl, p-is+ Eﬁl)

Finalmente, podemos concluir esta parte do trabalho

dando 5 resultado procurado
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- & o .
1.9.15 F{x)=n Ly o rL(n+(er)/GH%Fq(n+l—j)}~
3=1 r=1
[REE ol iag-1 . ]
-{ Cp LATRIM Gyt 7y [1q"i}-
i=1 ' n=0 "

«{~(1/n)1ln x}lq_lm” B;?J + b (=) /o,
o1l L
i=p=-K~1

pla-k)-1
L (pleg-k)=1) 1173 y [P(q;k)—l]
n=0 '

*(«(1/n)1n X)p(q"k)”l-nﬂég)]

0 < x <1 e f{x}=0 noutra parte, onde Bég) & dado pela re-

para
de recorréncia 1.7.10 e as expressoes de 1.9.9 a 1.9.14,

lacao

E © prescnte resultado constitui o
teotera 1.5: Com 0 mesmo enunciado do teorema 1.2, se a dimensao
p das populagSes for maior cue o numcro O delas em
grupamentes e (K+1)0+1 < p £ (K+2)0, X inteiro nao
a representacao de f£(x) em série computavel & dada por 1.9.15.

cada um dos a-

negativo, entao
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CAPITULO 1T

DISTRIBUICAO EXATA DE TESTE DE SIMETRIA COMDOSTA
po TIPC T

A partin dos momenzes do crnitfeéerdio da nazdo da verossi-
milhanga para o teste de igualdade das médias, em ghrupos, das co-
ordenadas de uma veriavel afeatonia mulifivariada com distrnibudicdo
noamad e matradz de covardidancias com estruturna de simefria composta
de tipo T, & caleulada, pefo metodo da thansformada de Mellfin sua
funcae densidade de probabifidade e apresentada em foama da fun-

cdo G-de Medijen e em forma de serdie computaved,

2.1 - INTRODUCAO

No estudo de testes psicométricos, outras formas de me
dida, podemos nos perguntar se diversas formas de exame Sao inter
cambidveis entre si na ordem de aplicacao. Se considerarmos, por
exemplo, tres formas de testes e assumirmos (ue os pontos dos in-
dividuos nag tré&s formas tém uma distribuic¢ac normal tri-variada,
a hipbtese de permutacao & equivalente & de que, na distribuicao
normal , as médias seijam iguais e as variancias bem como as covari
ancias também sao iguais. Se a hipdbtese for verdadeira, entao a
distribuicac € invariante a todas as permutagoes e se diz que ela
possui sdmetrdia completa.

£ frequentemente mais importante, na prética, nao so-
mente testar-se se formas de medida possuem simetria completa en-
tre si, mas, também, se sao permutaveis em relacio a algum crité-
rio de medida exterior (por exemplo, o critério poderia ser habi-
lidade no cumprimento de certa tarefa). Se assumirmos cque os pon-
tos nas tr@s formas de testes e o critério tém uma distribuicaoc
normal quadri-variada, entao a hipOtese de permutabilidade & equi
valente a de iqualdade entre as médias dos pontos dos trés testes

de suas variancias e covariancias, hem como de igualdade das cova



ridncias entre as formas e o critdrio. Quando a hipbtese & verda-
deira, os trés testes e o critéric tém uma distribuicdo normal -

quadri=variada com matriz de covariiancias da forma

=

cC i D

3
-
S
=
-

onde a quantidade A representa o critério de medida.

Uma distribuicdc normal A& qual esta hipotese & verda-
deira & dita possuir sdimetria cemposfa de tipo 1.

Un case mais geral de simetria composta do tipo I &
quando hid varios exames {(onde dois dos quais nao necessitam ter
a mesma quantidade de formas) e diversos critérios exteriores.

Wilks {(19246) determinou critérios amostrais para tes-
tar varias hipdteses de simetria completa em uma distribuicao ncr
mal multivariada.

Votaw (1948) produziu criterios amostrais para testar
doze hipdteses de simetria composta, bem come seus respectivos mo
mentos, e determincu a distribuicao exata do critério para o tes-
te gsimultdneo de ijoualdade de médias, varidncias e covariincias
de uma distribuicdc normal com simetria composta do tipo I, como
sendo a mesma distribuigao de um produto de variaveis aleatdrias
independentes com distribuicao beta. Tukey e Wilks (1946) haviam
aproximado a distribuicao desse produto por uma distribuicao beta
simples. Votaw (1948) utilizou essas aproximacoes para fins de a-—
plicacdes.

A partir dos momentes calculados por Votaw {(1948) para
o teste de igualdadc, em orupos, das médias das coordenadas de
uma varidvel com distribuigao normal multivariada com matriz de
covariincias conm estrutura de simetria composta do tipe I, calcu-
lamos, neste capitulo, com a utilizacido da transformada de Mellin,

a fungio densidade de probabilidade do critério.
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2.2 -~ O PROBLEMA, A HIPOTESE L OS MOMEMTOS

Seija x'm(xl,xz,...,xt),
distribuicao normal t-variada. Particionemos o conjunto {X],Xz,..
“’Xt} em g grupos rutuamente exclusivos, onde b deles contém so-

mente uma variavel c os restantes h=g-b contém nl,n?,..1,nh varié

t > 3, um vetor aleatorioc com

vels, respectivamente, com n; <N, -.w Enpen, > 2 , para a=l
= £ wer =

!
Sem perda de generalidade, podemos supor que as t vari

R AR P

aveis estl3o ordenadas de forma que os b grupos contendo somente
uma delas vém primeiro.

Entao X'={X1,X2,...,Xt} tem como funcao densidade de

probabilidade

2.2.1 £(x)=n"? 6112 expl-(X-p) "G (X1 }

cnde

2.2.2 6= (1/2)5°t

v 3= matriz de covaridncias de X, positiva definida, e
2.2.3 u=(ul,u2,...,ut)'

com “i: B Xi, para i=l1,2,...,%t.

Se T posgul estrutura de simetria composta {(tipc I},
F P j&

entao ela & da forma
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Ay 12 cor Gy
C 3 L) LA ]
11 F1 P2 D1n
2.2.4 Ca1 Po1 By ves Dy
™ .

Chl Dhl Py Lh
ondo
2.2.5 A=(CQV{X1,Xj)):b x h s 1i,9=1,2,...b ,
- s = ¢ 1 ey o1,
2.2.6 Cla (Cl C2 . Cb) : b x n,
com
2.2.7 C.,=¢,(1 1 ... 1):1lxn_ ; a=1,2,...,h ,

i i a
2.2.8 Ba=(cov(xia,xja)J:na x n, i 1a,ja=b+na+l,...,b+na+1 ¢
com
G N« n. = 0
2e2.¢ na nl + n, + .. + na~] . nl f
by = w0 . i £
2.2,10 Cov(xi Py } COJ(Aj ,xj J i #3,
a a a a

e
1 S v L - v i % - £ Pt 0
2.2.11 cov(xia,hja; con(Ki;,hj;) iafja , la#Ja

para a=1,2,,...h



?,2.17 D = (Tt 1! ca I n mon
aa® ool oot I al

om

2.2.13 T={1 3 ... 1':a x n_,

nara a ¥ a', a,a'=1,2,...,.nh.

E ainda temos que

2.2.14 le = 15 i=1,2,...,h
2.2.15 D _,= D', a,a'=l,2,...,h
ad i a

O problema de gue vamos nos ocupar & o de testar a i-
qualdade das médias das varilveis dentro de cada um dos grupos,-
scb a condicao de cue T & de simetria composta do tipe dado en
2.2.4 (tipoc I).

Formalmente, cssa hipdtese ©

2.2.16 H(m) s Uiﬁ = Uj1 P la#Ja: ia’ja:na+b+l""’na+l+b'

a=1,2,...,;h

dado vue I possui a estrutura em 2.2.4,

lm'h2a'°"’xta

- o s - = 1 ¢
toria de X {Xl,Xz,.u.,ht) .

Sejam (¥ Y', o=1,2,...,N,wma amnostra alea
Entdo se A(m) & o critério da razado ds verossimilhanca
para testar H(m) contra sua negagéo, o {s-l}-&simo momconto de -
\ 2 ) - .
L{m)=x (m) /N {vide Votaw {(1948)) e dado por



1 nam
{n i {F(N/2+(Sa—l)/(n1~l))-

a=l s _=1 ¢
a

2.2.17 E{L(m) 57

-P({N-3)/2+(Sa—)/(na“l)+5)}%

(r{(n-1)/2+(s_-1)/(n_-1)) »

-P((N—2)/2+(sj~l)/(na—l)+s)}}, Pe s > 1.

A densidade de L(m) e o seu desenvolvimento em seéeries

computaveis serao dados nas secgoes seguintes.

2.3 - DISTRIBUIGAO DE L(m) COMO FUNCAO G-de MEIJER

Se f{x) & a funcdo densidade de probabilidade de L(m),
entao 2.2.17 & a transformada de Mellin de f(x) (vide apendice A}

¢ aplicando a transformagao inversa temos

h na“1
2.3.1 f(x)=0{h,N,nl,...,nh)/(ZWi] J XS{ n i P{{N-3)}/2+
i a=1 sa:l

(s_-1)/(n -1)=s)+ r((N—2)/2+(sa—1}/(na»l)—s)} ds

onde
h na_l

2.3.2 Q(h,N,n],...,nh}= {1 T {N/24(s -1)/(n_-1)+
a=1 sa—l a a

%P((N—l)/2+(sa—l)/(na“l)}
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¢ L @ um ciclo comegando ¢ terminando em +e, no sentido negativo
(horario}, englobando todos os polos do intearando.
A forma 2.3.1 de f(x) & proporcional a uma funcgdo G-de

Meijer (vide apeéndice B), a saber, para 0 < x < 1:

al,...,at_q

t-r 0
Fal — N 1 X i F
2.3.3 £{x) Q(L,h,nl,...,nh) Gt_a’t_q(x[ b, b, _}
: 1 ey
2 f{x})=0 noutra parte, onde og parametros aj tém a forra
2,3.4 a_ ={N~-2}/2+{k-2)/(n.-1} 2<k<n., d=1,7,...,h
- (§-k) ! o
3
Com
- J-1 -
2.3.5 n.= ©* n, , n,=0,
3j 1=1 i 1

e 05 parametros bj sao da forma

2.3.6 b- = 4., o 1/2 f) j:ljzfllift-‘(‘l

@ Q(h,N,nl,...,nh) & dado por 2.3,2,
E temos, portanto o primeiro resultado do capitulo:

teorema 2.1z Seja (Xlw,x?“,..ﬂ,xtu) a=1,2,...,7 uma amcstra alea-

toria de tamanho N de uma populacao normal t-variada. Seda uma
| 2i8)! ; J

rarticao do conjunto {XI'XZ""’Kt} em o subconjuntos, de modo

que os primeiros b deles sac unitarios e os restantes h=g-b contém

nlinzj...inh elementos, resgpecltivemente.
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Se a matriz de covariancias dessa populacao tiver es-

trutura de simetria composta do tipo I, entao, para testar

: todas as varidvels que estde em cada um dos subcon-
juntos tém médias iquaisg, para todos eles,
contra a sua negacio, a fungao densidade de probabilidade de cri-

tério la razao da verossimilhanga & dada por 2.3.3.

Como cm sua forma aeral dada em 2.3.3 on valores de -
f(x) sdo de dificil computacao, determinamos sua espansao em séri
es computaveis para o caso em que todos os subconjuntos com mais

de uma variivel tenham o mesmc tamanho, isto €, todos os n, sa0 ~

iguais.

2.4 - DENSIDADE DE L(m) EM SERIES COMPUTAVEIS PARA n =n,=..=n,=n

“—

Para o caso presente, a densidade de L(m) & dada pelo

seguinte corolario do teorema 2.1

corolario 2.1
Com o enunciade do tecorema 2.1, sc nimnjz...:nh=n, an=

il

tdc a funcdo f(x) & nula fora do intervalo (0,1} e nele &

0 al,...,aCr
2.4.1 £(x)=0(h,H,n) GOf  {x | )
q,q bl""'bb

onde o=(n-1}h, bj=aj*1/2,

arh+jr“[ri‘“2)/2+r/{n"l) r j:j.,z;- L) ;h. r rzoyl;aunpl1"2
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hi{n-1)/2

2.4.3 0th,N,n)=(n-1)" M ine1) /2y o1 (-1 (n-1) /2) .

De fatoc, pois
t-g=nh+bh~h-b={n-1)h
e a relacao entre os indices de a5 dada por
(3-1)n~(j=-r=2) +> (rh=3) , §=1,2,...,h o ¢=0,1,... n=2

faz com que

8 (§-1)n- (§~p-2) = (8=2)/241/(n-1), por 2.3.4

= a . pPor 2.4.3

rh+7j
pois ﬁj:(j-l)n, conforme 2.3.5.
A constante em 2.4.3 decorre da aplicagao da formula

de multiplicagdo de Gauss (vide 1.5.11) no numerador e no denomi-

nador de 2.3.2.
Para representarmos f(x} em séries computaveis de fun-

;Oes simples e catalogadas, devemos resolver a integral

5. 4.4 _ ) [ -5 n-l By, ) Ly .
o4 I=1/(2n1) J x {0 P{N-3Y/2+ (r=-1Y /(1) ) *
r=]

L

B -2) /24 (x=1) /(n=1)+8) } ds

Y

r

onde L & um ciclo comegando e terminando em -=, no sentido anti-

horario, englobhando todog os polos do integrando (vide 2.3.1).
Para a aplicagﬁo do teorema dos residuos, doevemos veri

ficar se hd cancelamentos entre as fun¢oes gama que aparecem  no

dencninador e no numerador do integrando.



Como os parametros das fungGes gana gue aparncen no nu
nerader sao os do denominador subtraldos de 1/2, haverd cancela-
mentos de fatores cormuns somente quando n for impar ¢ r={n-1Y/2.

Temos, rortanto, gue o probhlema se constituil em dois
casos:

case I - n par

caso II - n Impar.
CASO T

Como a fungao gama possui polos nos pontos 0,-1,-2,.,.

¢ todos sao simples, os polos do produto

n-1

2.4.5 n= { H‘Fh((N-3)/2+(r—l)/{n~l)+s)}
r=]1
sao da forma
2.4.6 s=={(N-3)/2+(r-1}/{n-1)+t}}, r=1,2,...,n-1 t=0,1,2,..

2 todos de ordem h.
Como fizemos no capitule I, para aplicarmos o teorema

dos residuos, devermos escrever os polos de uma maneira compacta
como raizes de um produto infinito.
Temos, portanto, que os polos dados em 2.4.6 530 0s a-

nulantes do produto

n-1 h
2.4.7 {m T (4 {N=~5424) /24 (r=-1}/(n=1})  }
r=1 i=1}

onde h & a ordem de cada um deles.
Para a determinacao dos residuos (vide secgan 1.7, i-

tens 1.7.8 a 1.7.20 e comentarios), necessitamos melhorar a forma

de
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n—1
2.4.8 B, =(s+(-5+21)/2+ (x=1)/ (n=1) )¢ 1 1™ ((9-3) /24 (5-1) ¢
3=1

s(n=1)+s) T ((N~2) /24 (5-1) / (n=1) +8) }

i=1,2,... e r=1,2,...,n-1

bem como calcular suas derivadas até a ordem h-1, para apds, cal-
cularmos os limites correspondentes.

A relacao de recorréncia 1.7.10 nos fornece as deriva-
das de Bir a partir de d/ds 1n Bir=air e Aii) s A=1,2,...,h~2 & -
os residuocs serao calculados como em 1.7.12,

Temos, portante, para i=1,2,... e r=1,2,...,n=1, com a

aplicagao iterada da propriedade 1.7.14, 2.4.8 acima fica

n-1
2.4.9 Bir=Fh(s+{N~3)/2+(r-l)/(n~l)+i}{ m (st (N-3) /24 (5-1) ¢
5=1
S
n-1 h
e{n~1))}%[{ T " (s4 (N=2) /24 (5-1) /{n=1) ) } »
j=1

i-1 h
o T (s+{N-3)}/2+(r-1}/(n-1}+j-1) }]
j=1

{(»)

Calculando A, , suas derivadas A
1r ir

g passando ao limite quando s - ~{(N—B}/2+(r;1)/(n~l)+i—l), temnos

, para i=l,2,..,h-2

n-l

2.4.10 Biro=(~)ih(i'l)/2 {1 M+ (G-r) /(n=1)-1) }
j=1
Jj#r
n, BTl
%[ﬂiHl)!} [T (3/2+(j-r)/(n-l)-i)}]
1=1
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n-1 n-1
2.4.11 Ao ~yhth T 9(l+(3-r)/(n-1)-i)~h £ W (3/2+(j-r):
j=1 j=1
J#r
i-1
:{n-1)-1i) + h 1/ (i-3)
3] J:l
2,4.12 (1) A+l n-1
Airo=(-) Al{ h {(3+1,1) + h ¢ ga+l,l+{(3-r)/(n-1)-1i)-
j=1
J#r
n-l i1 A+l
-h I o (A+1,3/24(J~r)/(n-1)-i) + h ¢ 1/{j-1) .
j=1 j=1

k]

Portanto, aplicando o teorema dos residuos ¢ utilizan-

do as expressoes de 2.4.10 a 2.4.12, temos

~hi{n-1) /2

2.4.13 £(x)=(n-1) (P n=1) /2y s ((-1) (n-1) /2) ) -

n~-1 o i N _ _
.[ gy g (IN=5+#24) /24 (r=1)/(n=1)} ¢y 444371

r=1 i=1
h-1
T [h_l] (=1ln x)hnl_n B(n} 0 <« x <1
r n iro
n
=0 noutra parte,

onde B(n) & dado por 1.7.10.

E provamos ¢ teorena

teonema 2.7: Com a cnunciado do teorema 2,1, para ¢ <aso em gque -

ny=n,=...=m=n, n par, a fungao densidade de probabilidade do cri
tério L{m) tem sua cxpansao em séries computaveis dada por 2.4.13.
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CASO TII
Quando n & impar, o numerador e © denominador do inte-—
-5 ,
grando em 2.4.4 {excluldo x 7) ficam:

2.4.15 NU=Fh((N-3)/2+S)Fh((N~3)/2+13(n~l)+s)...Th((H—B)/2+

+{n-2}/{n-1)+s)

]

J

4.16 DN=T" ((§-2) /2+5) T ((N=2) /241/ (n-1) +s) . .. "1 ( (N=2) /2+
+{n-2}/(n-1)+s).
Como em DN ha um fator da forma
2.4.17 PP (9=2) /241 /2+8) =17 ((N=13) /2+48) « (s+ (N=3) /23
a4 integral em 2.4.4 fica
- n-2 h
2428 1=1/0u) (S0 1 P om-3) /200 (el e )2
L

n—1 h h
%{{ M " (N~-2)/ 2+ (=) /{n=1)4+8) ) (s+(N=-3)/7) ] ds
. =1
2r#n+l

Os polos do integrande sao og anulantes do produto

R BTF @ h
2.4.19 (t+(N-2)/2)" {1 I {(t+{N=3)/24r/(n~1)+i-1) }
r=]l ji=}



onde h & a ordem deles.

De maneiraenaloqa ao caso anterior, temos agui, para

gozh(N-B)/E, A=1,2,...,h-2

]

.21

22

.23

2 n—1

B'={ 1 M((N=3)/2+3/(n-1)+s) }s{ 7 Fh((N~2)/2+§E%+S}}
=1 j=1
23#n+1
n-2 , n—1 h
B' = 1 TN/ (=100 Y+ o r((3-1) /{n-1)-1/2) }
j=1 =1
23#n+1
n—-2 n-1 »
Aé: h ¢ ¢{j/{n=-1)) - h z ¢{(n-1)/(n-1)-1/2)
je=1 j=1
29#n+1
n-2 n-1
Aé(h?=(—)k+lll[ h T ¢(+l,3/(n~1)) - h T g(a+l,
j=1 3=
23#n+1

a(j"l)/(n—l)*l/2)]

e para r=1,2,...,n-2, i=1,2, ... , 3=1,2,...,h-2 ¢

2.4.24

N-3 r .
ey S
h n-2 4
By =l (s+(N=3)/2+4x/(n=-1)+1) { T T (s+(N~3)/2+3/(n~1)) } ¢
3=1
jfr

1n~1 f h
%[ { T (s+(N~=2)/2+(§=-1)/(n=1)}} {s+(N~2)/2) .
j=1
2i#n+l
i-1 h
«{ T (s+ (H=-3)/2+r/(n=-1)+j~1) }]
j=1
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h

B, = (=)D 2 0 T ey /(1)) ) -
Yo o
Jj=1
i#r
n—1 h |
%[{ T P L/2=i4 (G=1-r) /(n=1)) }(1-i=r/{n=1))"
j=1
23#n+1
fi-1 0t ]
n-2 n-1
Airo= "Yh + h ,): 11;(1-—1'_+(j—r)/[n—l)) -k _._}E 1‘[,1(3./2"-
J=1 X J=1
J#r 2i#n+1
i-1 _
-{j=-1-r)/{(n=1)) - h/(l=i-r/(n=1)) - h ¢ (3-i}
i=1
Ao MLl h 1,1y + ok n;2 (bl 1-i4475) =
iro” . e ' jél & ! n=1
#r
n-1
- h % r(*1,1/2-i+(3-1-r)/{(n-1)) + h/(1-i-
i=1
2i#n+1
i-1
cr/n-1 M o n Ty 1/05-1) M
j=1

E obtemos, c¢omo no caso anterior, com as fornulas

.21 a 2.4.37, a fungao densidade de L (m)

£(x)=(n-1) = D/2 Whovo 1y 00 PR -1 -1y 22)
h-1 )
S(h-1)') 1 [h"l} xN=30/2 1 syhmion
n=l b7

-2 '
.[m-(”) o gitle/eml) ()
O . 1o
r=1 j=1

de



¢ tomos

fLeonema 2.3: Com o enunciado do teorema 2.1 , para o caso em que

n,xn?:,...,nhzn, n Impar, a fungao densidade de probabilidade do
AL A

critério L{m) tem sua expansdo em séries computavels dada por 2.4.

28 se 0 <x< 1 e f{x)=0 casoc contrario.
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CAPITULO III

DISTRIBUICAO EXATA DE TESTE DE SIMETRIA COMPOSTA
DO TIPG II

Sernao apresentador os momentos do crnitenio da nazdo da
veross imifhanga para o teste de estrufuna de simeiria composta do
tipo 11 na matniz de covardancias de wia populagde com distribul-
gae normal mufiivandada, e, a partir defes, sera caleulada, com a
utilizacdo da transfcrmada de Mellin e de asua {ormula de Ainversdoe
a funcde densddade de probabifidade do crnitenic, Ela sera apresen
tada em teimos da jsuncdo G-de Medjen ¢ em serlfes compufaveds de -

funcoes tabeladas.

3.1 ~ INTRODUCAQ

A hipdtese de simetria completa pode, também, aparecer
. - .
em certos problemas, por exemplo, de pesquisa medics.
Suponhamos, por exemplo, que uma certa nedicio (p.e.

porcentagem de CO, no sangue) & feita em cada um de trés instan-

2
res de tempo (digamos Tl,T2 e T3) em certo animal experimental e
suponhamos que essas tréds medicOes possuem uma distribuicdo normal
tri-variada. Pode-se estar interessado em testar a simetria com-
pleta,com base em medidas em varios animais, dessas trés medigoes,
isto &, se todas elas t8m a mesma média, mesma varidncia e todas
as covaridncias sdc iguais.

Mais geralmente, podemos ter duas caracteristicas U e
W (p.e. 3CO, e %0, no sangue) que sdo, ambas, medidas em dois ing
tantes de tempo T1 & Tz. Se considerarmos as quatro varidveis U'I‘1
UTy, WT, e WI, como tendo uma distribuicao normal cuadri-variada,
poderiamos estar interegsados em testar se as médias e as varian-
cias das duas primeiras sao iguais, as médias e as variancias das

duas Gltimas sdo icuais e se a matriz de covaridncias tem a forma



F L K
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L K G

Quandc essa hipdtese € verdadeira a distribuicao qua-
dri-variada & dita possuir simetiia composta do Lipo 11,

Una forma mais ageral de simetria composta do tipo IT
¢ guando se tém h caracteristicas ou atributos (p.e. medigdes) e
n posigoes no tempo (n > 2) ’

Votaw (1948) determincu os momentos do teste de sime-
tria composta do tipo II para a matriz de covariidncias de uma po=-
pulacao com distribuicac normal multivariada, do teste simultdneo
para a igualdade das medias de cada caracteristica nas varias me-
digcOes e para a estrutura de simetria composta do tipo II da ma-
triz de covariancias , bem como do teste de igualdade das médias
dado que a matriz de covariincias possul simetria composta do ti-
po IT de populagoes normais multivariadas.

Nesse mesmo artigo, Votaw determinou os momentos do -
critério da razao da verossimilhanga para testes equivalentes aos
acima, quando da comparacao de k populacoes com estruturas de si-
metria composta do tipo II.

Mathai e Rathie (1970) determinaram a distribuicao exa-
ta do critério de Votaw para o teste de simetria composta do ti-
po IT da matriz de covariancias de uma populacao normal multivari
ada (maddias quaisquer), para o nimero h de caracteristicas igual
a deis. Em 1971, ambos produziram a distribuicdo exata, nao nula,
para o mesmo teste, com h=l,

Rathie e Srivastava (1979) produziram a distribuigdo e
xata do critério de Votaw para o teste de igualdade de médias de
cada caracteristica, em todags as medigaes, dado que a matriz de -
covariancias € de simetria composta do tipoc II, para uma popula-

cao normal multivariada.
Neste tiabalho, determinamos a distribuicido exata do

critério de Votaw nara o teste de estrutura de simetria composta



do tipo IT (médias quaisquer) da matriz de covaridncias de uma po
pulacao normal multivariada, para o c¢aso em que o nimero h de ca-

racteristicas & tres,

3.2 - O PROBLEMA, A HIPOTESF F 0S MOMENTOS

Apresentamos, nesta secgio, o problema gue nos ocupare
mos no decorrer do capitulo,bem como a hipdtese a ele concernente
(1948) .

Seja X=(X1,X?,...,Xt)' um vetor aleatdorio com distribu

e 08 momentos calculades por Votaw

icao normal t-variada (t=nh,n > 2) e suponhamos gue as variaveis

X, Xqr00.,X% de

Y sejam agrupadas em h grupos

{ou caracteristicas) N
n variaveis.

Seja r a matriz de covariancias dessa distribuicgao, po
sitiva definida.

Entao, dizemos que X tem matriz de covaridncias com es

trutura de simetria composta do tipo II se § for da forma:

1 712 713 1h
D il
1.9.1 21 Lz D23 .“ae D2h .
D.. D B, 0o D L x t
31 T332 3 3h
Pri Pnz Pr3 -0 Bn )
onde a3z submatrizes tém as formas
3.2.2 Ba=(COV(Xi ,Xj )) tm xn , la’jazna+l""’“a+l

d a

COom



3.2.3 cov{X, ,X, )=cov(X. ,X. )} i #j
ta a a “a a -4
e
3.2.4 cov(Xi y ):cov(Xi,,F ') j_a;afll ' ié#j;
a a a
para a=1,2,...,h, ﬁq como em 2.2.9,
3.2.5 D ,:(cov(xi ,Xi ‘))- n X n
a a
com
s =19 L.
3.2.6 cov(Xi ’Xk ')-cov{xi,,xk,') ka,wla+n{a a)
a a a a
3.2.7 cov(Xi ’Xh 2=cov{Xi,,Xh, ‘} ha,¢ka,
a a a a

para a#a', a,a'=1,2,...,h.

Denominemos a hipdtese de gue ¥ tem estrutura de sime

tria composta (do tipo II) de H{ve) e X(ve) o critério da razao
da verossimilhanca para testar H(vc) contra a sua negagao. Entao

o (s-1)=-eésimo momento de L(vc)={h(vc)}2/N, determinado por Votaw

& dado por

. nh
3.2.8 E(L(ve)® 1y=0(n,h,0) { T T((N-2-1)/248) )¢
i=h+1
h n-~l
+{ I T{(N~3)/2+(2F5-a-1)/{2{(n-1))+s)}
a=1 j=1

onde
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h n=-1
3.2.9 Q(n,h,W)={ 1 it F{(N=-1}/2+(23~a~1)/(2(n~-1))}¢+
a=1 =1
nh '
i r{{n=-9¥/2)} Re s > 1
i=h+1

3.3 -~ DISTRIBUICAQ DE L{vc) EM TELRMOS DA FUNCAD C-de MLIJER

Nesta parte deste capitulc nos ateremos & resolucdo do
problema para h=3, pois para qualquer h a resolucao & muito difi-
¢il, Em trabalho futurc apresentaremos a solucao neste caso geral,

Para h=3, o (s~1l)-&simo momento de L(ve) &

3(n-1)

3.3.1 B(Lve) S hy=0)n,3,8) { m  P(N-5-j)/248)1¢
i=1
3 n-1
i M T((N-3)/2+(2j-a-1)/(2(n-1))+s)}
a=1l =1
onde
3 n=l
3.3.2 O(n,3,N}={ n m r{{N-1}/2+(23~a~-1)}/(2(n~-1)} I+
a=1 j=1
3(n-1}
+{ 1 r{{N-3-3)/2)1}
i=1

Aplicando a transformada inversa de Mellin {vide apen-~

dice A}, obtemos a fungao densidade de probabilidade de L{vc):



W
o
jos]

3{n=-1)

3.3.3 £(x)=0(n,3,M) /(271) j xS 00 r((N-5-3)/2-5) )2
i J=1
3 n-1
$00 T PUN-3)/2+(25-a-1) /(2(n=1))-s) } ds
a=1 j=1

onde L & um ciclo comegando e terminando em +«, no sentido hord-
rio, englobando todos os polos do integrando e 0 < x < 1 e f{x)=0

em caso contrario.
Na forma acima a fungao f(x) & uma fungao C~de Meijer

(vide apéndice B), istoc &, com g=3(n-1),

Ayr7...,2

a,0 g
3.3.4 fFix)=Q(n,3,M Gé'g (x| Pseaayb ) 0 < x < 1,

a

onde Q(n,3,N) & dado por 3.3.2, os parametros aj sao da forma
3.3.5 ay=(N=5-3) /2 3=1,2,4..,3{n-1)

€ 0s parametros bj sao da forma

bj:(N~3)/2+(j-1)/(n-1) 3=1,2, c0. n~1
3.3.6 =(N-3)/2+(29-3}/{2(n=1}) j=n,n+l,...,2{n-1)
={N~-3)/2+(§-2)}/(n-1} j=2n-1,2n,...,3(n~1).

Como nos casos anteriocres, € necessario escrevermo-la

como séries computdveis de fungbes simples,



Para o desenvolvimento dessas séries, necessitamos can

celar no numerador ¢ no denominador do integrando em 3.3.3 os fa-
tores comuns, a fim de determinarmos os polos para a aplicagac do

reorema dos residuos.

Mas esses cancelamentos dependem dos valores de n, co-
no veremos adiante, que determinam a produgao de densidades para
rquatro casos: n=2, n=3, n=2X e n=2k+1, para k=2,3,... .

Chamemos

3(n-1)
['(s+{n=5-3)/2)} :

H

3.3.7 NU={

o=

=1

) -5
o numerador do integrando, excluido x © e

3 n-1
3.3.8 DN= { 1 T T(s+(N-3)/2+(24-a-1) /(2 (n-1)) }
a=1l j=1

o seu denominador.
Cancelamentos ocorrerac somente quando

3.3.9 (29-a-1)/(2(n=1) = k/2, ke %, 4=1,2,...,n~1
pois
3.3.10 (N=5=-3}/2 = (N=3)/2~{2-3)/2 , 3=1,2,...,3({n-1)

Analizemos ¢ prohlema para k inteiro Impar ¢ k par.
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i) casc em que k € par:
se a=l, entdo 0 < (j-1)/(n=-1) < 1, pois j=1,2,...,

n—-1l e, portantc, somente ocorre

(j=1})/ (n-1}) =0,

ruando 3=l , para qualguer n > 2;

se a = 2, entao (23=-3)/(2{n=-1)) = r {r=%/2) implica

j={2r{n-1)+3) /2,

que nunca & inteiro positivo, logo, neste caso nao hd } par que
satisfagca a igualdade 3.3.9;

se a = 3, entao

{(3=2}/(n-l)=r +» g=r(n-1)+2,

mas
3-3.11 j=lr2’.60‘rn-‘.1
fogo
-1 < =1/(n-1}) < k < 1-2/(n-1),
isto &, k = -1,0 ¢ k=0 ocorre guandec j=2, para n > 3, < k==1 o=

corre guando j=l & n=2 e somente neste casoj;
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ii) caso em gue k © Impar:
se a = 1, cntao
{(3j-1}/{n=-1}=k/2 *7 J=(k(n=1)+2)/2

cque implica k(n-1) npar, que & equiva c Impar, pois 3 e
U plica k(n-1) par, o que e equivalente a n 1 ;

inteiro nao nulo; de 3.3.11 decorre
0 < k <« 2-2/(n=1) « 2,

logo k=1 e, portante, j=l+(n~1)/2, para n > 3, Impar;

se a = 2, entao
3,3.12 (23-3}/{2(n~1)=k/2 «» j=(k(n-1)+3)/2,
o que exige gue n scja par; a relacaoc 3.5.11 implica

-1

i A

~1/(n-1) < k < 2-3/(n-1) < 2,
isto &, k=~1, quando e s0 quando j=1 e n=2, pois
1-n+3 >0 n<4 (vide 3.5.,12),

¢ k=1, quando j=n/Zl+1, para n > 4;

-

se a = 3, entao
3.3,13 (3-2)/(n-1)=k/2 «s J=k(n-1)/2+2,

o que implica que n seja impar, pois j & inteiro positivo; a rela

¢cdao 3.5.11 implica
-1 < -2/(n-1) <k < 2-4/{(n-1) < 2,

logo k=-1 guando, ¢ sO quando j=1 e n=3, pois 1-n+4 > 0 implica
n < 5 (vide 3.5.13) e k=1, quando j={(n-1}/2+2, para n > 5, Impar.



Fm virtude doste arrazoado, dividiremos o restanteo =

" . - - .
deste capitulo em, ainda, quatro seccoes, uma para cada caso.

[y

3.4 - DISTRIBUICAQO EXATA DE L{vc) PARA h = 3, n = 2

Neste caso NU e DN definidos em 3.3.7 e 31.3.8 podem -

ser escritos como

3.4.1 NU= P{s+(N-3) /2=-3/2} Mg+ (H-3) /2~-2) I'(s+{N-3)/2~5/2)
3.4.2 DN= P(s+ {}1~3) /2) I(s+{11=-3)/2~-1/2} T{s+{(N=-3}/2~-1)

Aplicando a pripriedade 1.7.14 a alguns fatores de 3.4.

2, ficamos com o quociente

(Ve
=N
Lt

NU/DN= [{s+{N=8) /2) #{D(s+ (H~23)/2) - {a+(N=7) /2) {5+ (N=~6) /2}}

e a nossa f{x) fica

4.4 F{x)=0(2,3,8)/(271) J %~ NU/DN ds 0 < x <1
I.

s

onde L & como em 3.3.3 e £(x)=0 noutra parte,.

0s polos do inteqgrando em 2.4.4 s3o

s==(N~7) /2, =-{N~-6)/2 & g=={{(N-8)/2+¢) t=0,1,2,... .
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Como a funcao gama possui somente polos simples, os do

integrando em 3.4.4 sao anulantes do produto
8 i
3.4.5 {m (e+(u-iy/2) “F {1 (£+(N~8)/2+i+1) }

onde ué=2 e a% = aé = 1 sao as ordens dos repectivos polos; todos
os outros sao simples,

Comc nos casos antericres, aplicamos a propriedade 1.
7,14 para calcularmos os B's (vide seccao 1.7, itens 1.7.8 a 1.7.

20 e comentarios) ¢ chtenos:

8
3.4.6 Bg=F(s+{N~6)/2+l)%{F(s+(N-3)/2) { T (s+@=-75)/2) 1}
J=7
3.4.7 BI=T (s+ (1-8) /2) +{ M{s+ (M=3) /2) (s+(N=6)/2)}
7
3.4.8 é=F(s+(N—8)/2+l)+{F(s+{N*3}/2){ T {g+(N=33/2) 1))
J=6

Calculande os limites para s +(N-i)/2, i=6,7,8, temos:
" /A
3.4.9 BOG_ 4/¥m
pois T(3/2) = (1/2) T(1/2) = V/n/2,

3.4,10 Bf.=—4vw
la}

pois T(~1/2) = -2 1{1/2) & T{2)} = 1, por 1.7.14,
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3.4.11 358:8/(3/ﬂ)

3.4.12 Ale= = v~ p(3/2) + 3.

Para calcularmos os residuos correspondentes aos polos

do segundo produtc em 3.4.5, temos

7
3.4.13 B, = r(s+(m—-8)/2+i+2)( F{s+(N-3}/2){ 1T (s+(N-3)/2)}
=6
i+l
U (s (-8) /245-1) ) ]
j=1

que passando ao limite quando s - —{N-8)/2-i-1, para i=1,2,... ,

fica
3.4.14 Bios(m)‘i+2)(i+l}/2 8+{3/n(i+1) !}

e, portanto, pela aplicacao do teorema dos residuos e 1.7.12

3
3.4.15 E(x)={ T T((N=9)/2)% T({N=3-9)/2)}(3/m) " 1a
j::l

7/2

-x“/2{{8x“4-12 2012 (3-1n %= = (3/2)x 1+

> (i+2) (i+1}/2 _i-3,

+ 3 1 (-) {i+2) % i <5tz 1

=0 noutra parte



e temos o resultado como o

fechema 3.3t Para testar se a matriz de covériéncias de uma popu-
lagdo normal 6-variada € da forma dada em 3.2.1, contra a sua ne-
gagao, a fungao densidade do critério da razao da verossimilhanca
L{ve} de Votaw, para o caso em que O nimero de atributos & h=3, -

tem a forma dada em 3.4.15.

3.5 - DISTRIBUICAOD EXATA DE L(ve) PARA h = 3, n = 3
De 3.3.3 decorre gue para este caso
3.5.1 f{x)=01{3,3,M)+(271) J X I T T((N=5-=3)/2+4s)}%
i’ =1
3 2
+{ = T T{{N-3)/2+(2j~a~1)/4+s)} ds
a=1l =1
onde
3 2
0(3,3,)={ 1 T r{N-1y/2+(23~a-1)/4)1=+
a=1 j=1
6
{1 r{m-3-33/2)}
j=1

Expandindo o numerador € © dencominader de 3.5.1 e can-
celando as funcoes gama cujos argumentos diferem entre si por um

numere inteire, a integral acima fica
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3.5.2 1=1/(271) J TP P (et (=10)/2) T (st (11=11) /2) ¢
T_I

(o4 (11=3) /21 %7 «

[N

s+ (N-3)/2-1/4) T {s+(N-3} /2+1/4) {
.

5

o s+ {2 /2 (s (-8 /20 ds

Com raciocInio andlogo ao utilizado na secgao anteri-

or, determinamos os polos do integrando, que sao anuladores do -

produto
8 ui' o
3.5.3 {1 (s+(W~1}/2) "} 1 (s+(N~-10)/2+i~1) }
i=4 i=1
i¥#2,3,4
{ 7 A(e+(N=-11)/24+i-1)}
i=1
i#3,4
onde
T 3 se i=5,6,7
3.5.4 an, =

2 se i=4,38

s3ao as ordens dos respectivos polos: todos 0s outros sao simples.,
LI ]

Se denominarmos B, , By

em 1.7.8 a 1.7.11, para o primeiro, sequndo e terceiro nrodutos =

e B, os Bs a que nos referimos

cm 3.5.3, respectivamente,e aplicarmos a propriedade 1.7.14 tere-

mos
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H

'
5

Lo
.yl
L]

[Wal
ool

=F(s+{N*5}/2+1)F(S+(N~10)/2);{ o (a) -

3.5.0 Bé'=F(S+N“6)/2+l)F(S+{N—ll}/2)%{ Q*(S) .

7 5 2
{ N (st(N=-9)/2)°Y( 1
j:5 j:
76

(s+(N“6}/2“j)}]
1

3.5.7 B;'=r(s+{N—?)/2+1)r{s+(N-10)/2)e[Q*(s) .

6 5 2
T (s+(N-3)/2)7) (0 (s+(N~7)/2-j)}]
j=5 3=1

3.5.8 B"tf(s+(N~4)/2+l}F(S+(N-ll)/2)%[0**(s)=(S+(H*8)/2)°

4

{ad

Lo {s+(n—4)/2-j}}]
3=i

3.5.9 Bé'=r{s+(N"8)/2+l)T(S+(N—ll)/2)%[Q**fS)*

(s+<n-8)/2—1)(s+(N—4)/2)]

onde

1 1
0 (s)= { T T(s+(N-3)/2-1/4+3/2)}{ T (5+(N-8) /2+25) )
=0 j=



£
A 1 7 ,
G (s)= { T {{(a+(N-3)/2-1/4+3/2)}{ T (s+(N-3)/2)7}
j=0 J=5
para i= 1.5,6,7,...
*
3.5.10 Bizris+{N~lO)/2+i)F(s+{N-ll}/2);[ O¥% {g5) .
i--1 ’
T (s+cm-1o>/2+j-1}}]
J=1
e para i=1,2,5,6,7,...
$x
3.5.11 Bizr{5+(ﬂ—ll)/2+l)F(s+(leO)/2} ;[ O {s) .
i-1
D {S+(N~ll}/2+j"1]}]
3]
onde
* 1 7 2
Q (8)= { 0 I'(s+(N-3)/2~1/4+3/2)}{ 1 (s+{N-3}/2)7}~
§=0 §=5
1
{7 (s+(N-8)/2+23)}} .
%I:O

Passando aos limites, como o fizemos nac secades ante-
riores, dos B'',B' 11 e respectivas devidadas dos logaritmos, fica

mos coms



.14

L
*
(B3]

.16

Lad
+
L

3.5.17
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7 3
L -5 . {E P 2 T .
B L= -jz}.[F(B/d}F\“/A}{ jgﬁ((5 3)/2) }{jzl(“j)}
-(-3/2)/2] = —(256/135) :{ T(3/4)T(1/4)}
7 , 2
B'-=r(»5/2)e[r(5/4>r(7/4){ T ((6-9)/2)21( 1(=9)} (-1)
o6 j=5 j=1
j#F6
=(1024/45)+{ r{1/4)1r(3/4}}
6 , 2
B'!=r(~3/2):\7(7/4)r(9/4Yy{ 11 ((7-94)/2)7"}{( nm(=3}}(-3/4)
o7 j=5 j=1
= ~{2048/135)+{ r{(3/4)r{1/4)}
7 , 3
B''=p(~-7/2)+|{P(1/4)T(3/4) { 1 ((4-1y/2)"y{ 1 (“j3}(“2)]
od =5 j=1

=(64/2835)+ { r(1/4)r(3/4) }

9

Bééﬂf(m3/2)% r{g/4)r11/4){ n

((8-j1/2)2}(w2)]
J=5

= -(8192/2835)< { r(3/4)r(1/4) }

para i=1,5,6,7,... . soz—(N—lo)/2~i+l

x i-1

ar(1/2-1) 2| @ (1=i%(N=10}/2) 1

=1 1

Béi (j~i)t ]

i=1



¥}

e para 1i=1,2,5%,6,7,... R sﬂ=l~i—(N—ll)/2

o i-1
.18 Boizr(3j2wi)%[ Q  (l-i=(N-11}/2) { T (j-1i)} ]
j=1

e ainda, para i=l,

.19 All= -y + y(=5/3) = $(3/4) - B(5/8) + 3976

.20 AéélL L(2, 1) 40 (2,~5/2)=C(2,3/4) -7 (2,5/4) = (223/26)

21 ANe ey (=5/2) =0 (5/4) =¥ (1/4)+3/2

.22 att a2, 14002,-5/20-0(2,5/4) -0 (2,7 /4) 418

.23 AlS=—y4b(=3/2) =Y (7/4) =0 (9/4) - 19/6

.24 Aé%(1)=;(2,1}+§(2,-3/2}—§{2,7/4)—C(2,9/4)+(565/36)
.5.25 Al =yl (=7/2) =) (1/8) =0 (3/4) 467/

.26 A==y (=3/2) =y (9/4) =) (11/4) +45/6

Com os valores dados nos itens 3.5.12 a 31.5.26, pode-

expressar a funcao densidade de L{vc) na forma do
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teorena 3,4: Para tectar se a natriz de covariancias de wma popu-
lacdo normal 9-variada € da forma dada om 3.2.1, contra a sua ne-
gagdao, a fungdo denzidade do critério da razao da verosszimilhanca
Li{ve) de Votaw, para O caso em gque o numero de atributes & bsd,

tem a forma

3 z (i
1,5.27 (a)=4 7 Gor(N=1) 2+ (2a~l) gl o p({U-33) /20 e
a=1 4=1 4=
. P 5 -
. Eu/z{ (1/2) [EJ (-1ln X)?—n {x"5/" B.;(n) +
-y n 05
-1/2 {(ny =3 {n) 1 1 1-n
+x IR 3 prettttl o r ['] {(=in x) hd
7 06 p=o U7
? [29]
. {}:w B:;{n) _}}{*4 Bu(ﬂ)} - T i-6 Bt +
4 (o151 - oi
i=1
i#2,3,4
L on o xitidE ]J
. o}
i=1

i#3,4

onde Boi(n) & como em 1.7.10 ¢ os coeficientes dos polindmios aci
ma sao dados em 3.5.12 a 3.5.26.

|
Lt
-

3.6 - DISTRIBUICAQ PXATA DE L{vc) PARA h n > 5, IHMPAR

Apresentaremes, nesta seccdo, a solugdo do problema do
critéric de Votaw rara n=2k+l, k=2,3,... .

L

Neste caso tomos (ue



3.6.1 E{x}=0(2k+1,3, ) +(271) [ % 7 NU/bi ds
1

onde L € um ciclo contendo todos os polos do integrando,

3 2k
3.6.2 Q(2k+1,3,M={ 1 n r(M=-1y/2+(2§-a=-1)/(4¥k) ) }+
a=1l j=1
Ok :
+Hn T{{N-3-7)/2}} ‘
3=1
6k 3k
3.6.3 NU={ I T{g+(N=3)/2~(2+1)/2) }={ T T(s+(N-3)/2~(23+1).
j=1 j=1
3k
2y 1T rist(N-3}/2-3-1)}
j=1
e
3 2k
3.6.4 DN={ I I T{s+(N-3)/2+(2]j~a=-1)/{4k)}} .
a=l j=1

Apbs os cancelamentos dos fatores comuns om HU e DN, o

integrando em 3.6.1, excluldo x—s, fica

k-2 3k-~2
3,6.5 NU/DN= { T I{s+(-8)/2-9)}{ 1 P{s+{N-9)/2~3)}3
9=1 j=1

. 1 2 9
o (e /2T (srm-3) /)]

]

3.—:4 j=8

onde



~!
Lt

2k~1 2k
3.6.6 0 ()=t T Tls+(8=3)/243/(2R0) V0 T Dlst(-3) /24
=] j=1
EPN
2k
+{2j-3)/(4k))}{ T Pls+ (-3} /2+(3-2)Y /(2k)) } .
3=1
$E2, k2

0Os polos do integrando em 3.6.1 sao os anulantes do

produto abaixo, onde os expoentes $3o as suag respaectivas ordens:

ot o IO

(4 (N=10+1) /2) 30 T (t+(N=6) /2=3k+i) T}
1 i=1
1#3k-1, 3k, 3k+1

3.6.7 {
i

il =2

e !

S{ M (tH{N-TF)/2=3k+i) U}

i=1
i#3k-1, 3k-3k+1

onde
[1 i=1,2,...,3k~3
3.6.8 Oy == |
- {3k~2 i=3k-2,3k+2, 3k+3, ...
3k-1  i=1,2
31.6.4 alt= [
1 3k i=3,4,5,6

Notaremos com B'',B' ¢ B os Bs correspondentes ac pri-
meirc, sequndo e terceiro produtos em 3.6.7, respectivamente, bem
como as respectivas derivadas.

Com a mesma técnica com gue determinamos os Bs e A(k)s
nas sec¢les antericres, oS resolvemos para este caso e 0s apresen

tamos abaixo:



3.6.10

3.6.11

onde

3.6.12

3.6.13

ov o k-2
B} ' PR -9y 2410 f T
i=1
32
s {s+{~-B)y/2) { T
j=1
32
Ry'= r3k“2(s+(mm8}/2+1) [
j=1
k-2
s(s+(N=-9)/2) { T (s+(N-8)/2
j=1
* 7

* & ) 2
Q (s)= 0 (S){_H (s+ (N-~3) /2) 7}

para i=3,5
3k~-2

B!'= T
i

xR

J=4

3k~32
{s+{N=10-1) /2+1) { 1

=1

7

10 (s) { T (s+(N=1)/2)°

3k-3
o{‘:{'.‘

J=1

para i=4,6

3=4
I#10-1

r(s+(w—9)/z—j)}+[e*

_:])

74

*

1 cs+(N—9)/2~j)3k“1“j}}

*

Bkwl—j}}

(vide 3.A.6)

T{s+ (=8} /2=3) )+

(i-+1} /2

(54 (N~T7) /2=3k+3) I} { T
i=1

(s+(N-10+1)/2-4)

F(S+(N~BJ/2~j)}+[Q*(s)-

(5) -

BK—Z}}
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31D 3k=2
3.6.14 B;': PO T (s (-1041) /2415 1 T{st(N-0)/2-3) )
_ j=1
on 7 , 3k-2 :
9[0 (s) {1 (s+(N-3)/2)°}{ 1 (s+(N-6}/2-3k+3) T}
j=4 j=1
3#10-1
i/2
U (s (N-1041) /2-9) 2K 2y
je=1
onde
* & * 9 .
3.6.15 Q0 (s)=0 (s) {0 (s+(N=-3)/2)} (vide 3.6.6)
j=8
para i=1,2,...,3k-3
L1 3k=3-i
3.6.16 B = P (s (N-6) /2=3k+i+1) { T T{s+(N~6)/2=5-1)}«
3=1
3k-2 x i=1 .
of T T{s+(N=9)/2-3)}:{Q (s) { M {s+(N-6)/2~3k+3)7}
j=1 j=1
3k~2 3k-2
3.6.17 ! =077 “(s+{N~6)/2~1) { 5§ T(s+(N=-9)/2~-7}}+
3k-2 501
:* 3](-3 j }
1 0 (s) { I {s+{N-6} /2-3k+7) }J
j=1

para i=3k+2,3k+3,.



3.6.18

3.6.19

onde

76

B/=T (s+{N=-6) /2-3k+i+1) {1 T(s+{N-()/2~3)} ¢
3=1

s 3k-2 :
:[o (s){ T {s+(N=6) /2=3%k+j) 7}

3=1
-3kl
{1 (st {N=6)/2+3-2) 72 3
§=1
para i=1,2, s 3k=3
1 3k-3-1
B =T {s+(N=-7) /2=3k+i+1){ 7 r{s+{N-9)/2-9)1}-
=1
3k-2 5, i-1 .
N F(S+(N—8)/2-j)}+[Q (s){ 7 (s+(m—7)/2—3k+j)3}]
=1 j=1
N 3k-2
Bapan=I " T{s+(@=7)/2-1) { 1m Tr(s+(N-8)/2-])}=
j=1
% Tk=13 .
sl {sy {1 (s+(N-7)/2-3k+j}]}]
j=1
para i=3k+2,3k+3,...
Ig=2 *
Bi:r3k 2 (gb (N=7) /2~3ktid1) [ T r(s+(m-3)/2uj)}+{g*?s)
=1
3k-9 O i-3k+l _
LT (s+(U=T)/2-3k+9) ) 10 (5+ (14=7) /243=2) q
1=1 j=1
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. 7 9
3.6.22 0 {s)=0 (s)3{ I (s +(V—1]/2) }{ T {s+(M=~3)/2) }(vide
J=4 =8

3.6.6}

Passando aos limites, como ja procedemos nas secgoes

anteriores, calculados os valores B&i, Béi' Byy € respectivas de-

rivadas de ordem n e derivadas dos logaritimos, ficamos com:

35=2 s W2
3.6.23 Bil=(8/225) { 1 T(1/2- 3);-[0 ((9-N) /2) 0 1 (=) J}J
j=1 =1
Ik-2 3k-2
3.6.24 AViee(3k-2)v+ £ W(1/2=3)=D'1=107/15~ ¥ (3k-1-3}/(=3)
ol : ol -
j=1 =1
(A) 3k=2
| ']
3.6.25 A1 =Ml k=) (41, 1)+ £ £ (0#1,1/2-5) - cll,
j=1
3k-2 :
2 ML s (3k—l—j)/(-j)x+l}
=1
3k= i 32 gpe1ey
3.6.26 B!3=-8/0+{ T P(»l/2~j)}.{Q ((8=N}/2){ N (=) }]
=1 =1
3k=2 3}—2
3.6.27 All=-(3k-2)y+ T T(=1/2-3)=D13=19/3- T  (3k=1-3)/(-3)
=1 3=1
Tk=2
3.6.28 a0y )**lx:[ (3k-2}7 (A+1,1)+ 5 £ (41 ,=1/2=9)=C"! +
o2 j=1 02
k=2
1 . ,
sy Grel-h) = M ]
=1

para »=1,2,...,3k~2, onde para i=l,?2
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* 2k-1
31.6.29 O ((10=i~10) /2)= { 11 T{{7=1i)/2+3/(2k)) ]

2k 7
0T TUT-1) /24 (25-3) Z{4K) ) {1 ((10-3-1)/2) 7).
j:l J=4

CUT T((7-1) /24 (5-2) /(2%) ) }
=1
52, ot 2

2k-1
1/(10=i~N)+ L w{(7- l)/2+]/(2k +
4 =1
7k
2k 2k
F O ((7-1) /24(23-3) /UAKR) )+ T ({T=1) /2+(5-2) /(2K)
i=1 j=1
3#2, k42

-1
ga+l, (7-4) /2+3/(2k) ) +

It ~3

3.6.30 O l=4
ol

I [N

7
T L/{10-i~3}
j=4

3.6.31 orr =it ALy

o1

‘KIIM'#

1
k
k

{2+, {7=1) /2+{(25-3) / {4k} ) +
1

+
J

o~ o

2k
+ T r{d+l,(7~1) /2+(3=2) /(2Kk}}
=1
j#2, k42

para i=3,5, x=1,2,...,3¥k=2 e soxflo—i—N}/2

ET (i+1) /2 3%—2
o) tr _r\ . H 3 3 xR 3 r n (“j)b)\_ A
3.6.32 B''= { 11 Ti{a+(2~13/2=9Y1210 ({10-i-N}/2)y« [ i)
oi” e j=1
-‘? ? 3}{""3 .
{n ({L0=-i=-3)/2)73 (0 1 ((3-1)/2—3k+j)3}}
=4 j=1

34101
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Ik~2 e 7
3.6.33 5i—~(3}~ )y+_§ w{{2-1)/2-3) - Doy '-E 2/((10-1~3)/2}) -
i=1 i=4
3#10-1
3k=3 ' (i+1) /2
- I 3/((3~1)/2~3k+73) = (3k=2) T 1/(-3)
3=1 j=1
3~2
3.6.34 A"(A) (- )A+1Al{ (3k=2)z 41,14 ¥ O+, (2=i) /2=3) =
3=1
KK 7 . A+1 3%“3. .
-C .+ & 2/((lo=-i-3j)/2) + £ 3/{{3~1)/2-3k+
o1l _ -
j=1 j=1
J#10-1
(i+1) /2
NAMYek-2) r 1/ttt ]
j=1
para i=4,6,
k-2 . s
3.6.35 Rrr= {1 F((l—i)/2-j)}%[Q ((10-i-N) /2) »
oi oy
7 3k=2 .
U (Q20-i-9) /2% 0 1 ((4-1) /2=3k+q) )
J=1 4=1
#10-1
i/2 ,_
(5 3k 2}]
3=1
3k-2 o 7
3.6.36 Af l=e (3=2)y+ % ((l=i)/2-3) - P _. =2 T 1/((L0-i~3)/2)
01 j=l O jfdl
#1041
3k-2 i/2
- % 3/ ({A-1) /2=-3k+3) - (3k=2) 7 1/(-3)
=1 =1
\ A1 3k~2
3.6.37 At o Al ke r 01, 10 T O, {1-1) f2=9) -

oi j=1



onde

3.6.37

3,6,38

3.6.39
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7 k=2
* A
~C 52 zl/((lo-i—j)/z)*+l+ v j/({4—i)/2h3k+jf+l
a j=1 j=1
J#10-1
i/2
+(3k=2) 3 1/(~1) ML
j=1
w ok 9 2]\
QO ((10=-i-n) /2y={ 1 ((L0-i-3)/2) H{1 T ((7-i}/2+{23-3)+
j:g "'1:]_-’1
2k=1
4k T((7-1y/2+3/(2k)) }-
j=1
J#k
2k
{7 ri(7-1)/2+(3-2) /(2k} } }
j=1
%2, k+2
e 9 2k
D .= I /((10~-i~3)/2) + ¢ @{(7-1)/2+{25-3)/(4k))+
o1 . L
=8 =1
2%~1 2k
+ ¢ ow{{7-1)/2+3/(2k})+ £ @ {{7-1)/2+{3-2}/(2K)}))
i=1 j=1
J#k 372, k+2
G . 2%
C Y es 10 (0-1-5) /2 M (AL, (=10 /24 (25=3) / (4k))
Cid L. -
=8 j=1
2l-1
+ 5 r{al, (T-1)/2+3/(2K)) +
j=1
J#k
2k
+ 0 n (a1l {7-1) /24 (3-2) /(2k))
3=1
3#2, k42

e para 1i=1l,z,..

L 3k=3,2=1,2,...

Ji-2 e Sankwi—{N—G)/Z



31

k=31 Ik-2
36 .40 B .= { 7 r3k-i-i-1) M 1 r{3k-i-j-3/2) )=
o1 . .
3=l 3e=1
i i i-1 . ;
%(Q (3k-1--(N-0)/2) {10 (4-1)-}
j=1
3k-3~1 3k-2 x
3.6.40 ALi==(i-lhyt 7 9Gkej=i-1)+ 5§ ¢(3k=3=i=3/2) = b
j=1 F=1
i-1
- T 3/(3i-1)
3=1
3k=2
3.6.41 Aéél):(-)l+lli (i=1) 2(+1,10+ © (i1, 3k==1i=3/2) +
3=1
3k-3-1 £ i-1
+ % (1, 3k=d-i~1) - C o0+ T 3/ (3=1) ML ]
_}:1 - J:l
para i=3k-2,
k-2 T 3k-3 _
3.6.42 Blo= (1 T(1/2-3)1+10 (2-(u-6)/2){ 1 (2+3-3K) 7}
=1 j=1
3k~2 x  3k=3
3.6.43 Ali==(3k-2)y+ 3 w(l/2-3} - D_, = L 3/(2+j-3k)
ol : ci =
g=1 =1
3k=2
3.6.44 Aéi(A)r(N)A+lAE (3k=2) £ (A+1, 1)+ 7 r(a+l,1/2-9) -
j=1
% 3k-3
JKE ST . iy A ]
- C gt ©3/(243-3k) ]

=1

para i=3k+2,3k+3,... e A=1,2,...,3k-4



3k-2 %
. . R - , * %
3.6.45 Béi:u T 7(3k=3/2-i-3) }:1 O {(3k-i-(N-6)/2)
=
3%-2 L i-3k+l o
don G-uie o (3+3k—-1-2) 7" }]
=l j=1 J
-2 Y. k-2
3.6.4¢ ALi=m3k=2)yt n #{3k-3/2-1~3) - Db_, - & 3/{3-1) -
> D 0 . -
3=1 J=1
1-3+1
~(3k=2) % L/(3k-2~i+7)
3=1 )
3k=2
- + .
3.6.47 Al VoM | Gk-2) £, D+ 1 204, 3k-3/21-3) -
J=1
*  3k-2 i=3k+1
5 TS | .
~Co,t b 3/ e Gk-2) g 1/ (3k+5-2-1) A7
ok 'j:l jzl

e, finalmente,

O=3k"i-(N'7)/2,

Ik ~3=1
3.6.48 Boi:{ ;? P(3k~-1~3-1)}{
il
i
%[o (3hmie (10=7) /2)
k3=
3.6.47 Ao 7 U=yt 1
j=1
rx i-1
_ _ e
Dni jzl 3/ (-1}

para i=},2,,..,3k-3,

3=l,2,...,1=2 &

3k-2
T r{3k-1/2=7~3) )¢
3=1
i-1 .
n (j~iJJ}]
)

3k

i {3k=1-3=~i)+ & u(3k=1/2-i-j) =



83

3k-3-1
3.6.50 alMe M D L, 1 8 T, 3k 1-1m9) 4
j=1
-2 * i -
=2 o we AL
+.}, Q(}\+l,3k“‘l/2—l—])“COiA-E-. no3/ (-1
j=1 jzl.m
para i=3k-Z
k-2 X 3k~3 .
3.6.50 B_,= (1 r(3/2—j)}%[o (2= (=71 /2) { 7 (j-i)J}]
j=1 j=1
3k=2 *  3k-3
3.6.51 AL == (3k=2)y+ ¥ w(3/2-3) ~ Dy, - ¥ 3/(2+j=3K)
j=1 j=1
3k-2 5
3.6.52 A ML k2 s L, 1)+ 5 £ (a41,3/2-9) - C 4
oi =1 OiA
3k-3
. . +
£ 3 G/(52-3k) 2T
j=1
e para i=3k+2,3k+3,... , x=1,2,...,3k-4
3k~2 i 3k-2 .
3.6.53 By ={ T r(3k~1/2*i-j)}ek> (3kemi=(N=7) /231 © (5-1)7}-
=1 J=1
i-3ka1
k-2
T (3ktiezei) }1
i=1 )
k=2 . 3k-2
6.54 Aoi:'(a;_d)Y+.E w(3k_l/2_l“j)“Doi“;i 3/ (3~1) -
=1 J=1
i=3k+1

~(3k-2) 1§  1/(3k+tje2~i)
=1
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. (X) 341 3k-2
3.6.55 Agy =07 A ) Bk-2) n (1, 1)+ 5 {3+, 3k-1-3-1/2) ~
5=1
¥ Ik-2 i-3k+1
L +
-t 3700 e 5 10k ge2-1) AT
ol . .
i=1 j=1
onde, para SO=3k»i—(N—@ﬁ2, temos
" 2k~1
3.6.5¢ 0 (3k-i-(N=6)2)={ T FA{3k+3/2+3/(2k)=1i)}.
=1 ’
JER
2k 9
{1 P{3k+3/2-1i+(29=3)/(4k))}Y{ 1w (3k=i+(6-3)/2) 1~
j=1 j=8
2k 7 5
-{ T r(3k+3/2+(j-2}/€2k)-1) }{ m (3k-i+(6-3)/2)"}
3=1 j=4
3#2 , k+2
* 0 2k-1 2k
3.6.57 Doi= T w(3k+3/2+j/(2k}~i)+ b ¢(3k+3/2~i+(2j—3)/(4k))
=1 =1
7k
2k 9
+ 5 P {3k+3/2+(3-2) /(2Kk)~1i) + 5 1/(3k-i+(6-F)/2)+
j=1 j=8
j#2 ,k+2
7
+2 v L/ {3k-i4(6=3)/2)
J=4
z* 2k.-l . . o . ‘ A+l
3.6.58 C .= % r(x1,3k+3/2435/(2k)=i)= % 1/{3k~i+(6-5)/2)
[a k1D .
J=1 =8
J#k
2k . 2k
+ 0 o (A+1,3k+3/24(3=-2) /{(2k)=-1)+ I r(3+1,3k+3/2~
J=1 =1
J#2 k42
7 3+ 1

-i+(23-3)/(4k}) - 2 ¥ 1/(3k-i+(6~73)/2)
i=4
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¢ para SO:3k-i—(N~7)/2,

* 2k=1
3.6.59 Q  (3k=i-(N=7)/2)={ 11 T{3k+2+35/(2k)~1i)}-
=1
J#k
{1 I(3k+24(23-3) /{4AK)=1) H{ T (3k-i4{7-3)/2)}}-
j=1 j=8
2k 7 5
{0 T(3k+2+(3=2) /{2k)-1) }{ I, (Bk=1i+(7-9)/2}°)
j=1 j=4
J#£2,k+2
. 2k-1 2k
3.6.60 Dyi= & P(3k+2+35/(2k)~i)+ T {3k+2+{25-3)}/(4k}-1i) +
=1 j=1
j#k
2k 9
+ £ o (3k+24+(3-2) /(2k)~1i)+ § 1/(3k=i+(7-9)/2}) +
j=1 =8
JFE2, k42
7
+ F 2/(3k=i+(7~3)/2)
j=4
. 2k-1 a +1
3.6.61 C..= ¥ r{i+1,3k+2+3/{2K)=1) = T 1/(3k=i+{7=3}/2)
oix .- s
j=1 =8
j#k
2k
+ ¢ r(x+l,3k+2+{23=3)/(4k)—-1i) +
3=1
2k
+ 7 r{a+l,3k+24{(3=2)/(2K)~i) -
j :'.:.l
$#2  k+2
/ A+l
- 2 ¥ L/{(3k=i+(T7~3}/2)
=4

Com as expressoes de 3.6.23 a 3.6.61 montamos a fungao

f{x) e temos o sequinte



tevrema 3.5: Para testar se matriz de covaridncias de uma ropula-

¢ao normal {nh)-variada & da forma dada em 3.2.1, contra a sua ne

gacao, a fungao densidade do critério da razao da verossimilhanga

Li{vc) de Votaw, mara o caso em que o nlimero de atributos é h = 3

e o numero de repetigaes ¢ n=2k+l, k=2,3,... , ©

32k - Gl
3.6.62 f(x)= {1 T T((N~1)/2+(29-a~1)/(4k)){ NI ((N=3=3)/2)}
119
6  (i-10)/2 %3 atto] a't-1-n
VA R SIS [ o }(—ln x) * .
i=1 (att=1)! n=0 n
1
.B. 1 (T])+3!;-3 Xi—3k T..";,L l"“l (‘ln ‘{) i_l__;.]{x_:‘}nl (n)+
el io1 (I=1) fepp U N ’ ol
N N S f3k“3](-1n ) 3E=37n
- - 4 [ l - . .
oi PP et "

- {x 3 B‘Fn) + y_?/z R(U)l] se 0 < x <1
ol oi
=0 caso contrario,
re(m) o {n) (n)
e O ici - : B, enB & Como 1.7.10 e os
onde ¢s coeficientes Boi By ol € O em

seus componentes sao dados nas expressoes de 3.6.23 a 3.6.61.
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3.7 - DISTRIBUICAO EXATA DE L{ve) PARA h = 3, n > 4, PAR

Para este (iltimo caso, en que o niimero n de repetigoes
do experimente aleatOrio,que se presuple gerar matriz de covarian
cias com estrutura de simetria composta {(do tipo II}, ser par e
maior do que dois, a funcao densidade do critério L(ve) de Votaw

¢, para k > 2, £(x)=0 para x4{(0,1}) e para 0 < x < 1

6k=-3
3.7.1 f(x}=Q(2k,3,N)/(2ﬂi)J X S{ 1 T((=5-4)/2+s)} =
j=1
L
3 2k-1
{0 T Tf(s+{n-3)/2+(23~a=1)/(4k=-2)})} ds
a=1l j=1
onde
3 2k-1
3.7.2 0(2k,3,N)={ T T T((N-1)/2+(2j-a-1)/(4k-2))}+
a=1 j=1
6k~3
s n ri(N-3-3)/2)}}
j=1

5

BExcluide x °, o numerador e o denominador do integran=-

do sac, respectivamente

3.7.3 NU=T{{N-3) /2-3/2+4s) I'((N=3} /2=-248) T ({W¥-3}) /2~ 3+5} «

k4 k-2
{ T T({N-9)/2~3+8)}{ 0 T ((N-G)/2-9+s}}
j=1 j=1



88

e
2 2k=2 N~3 .
3.7.4 DN=T“((N=3) /245) T((N=3) /2+1/24s) { T T(=%= + 5z 1.
j=1 "
. 2}(-1 2k_l - s
0 Tem=3) /20 0-2) /2= 3 rdpE 4 2mhyy
3=1 i=1
3#2 J#k+1
Cancelando os fatores comuns ficamos con
3k-4 k-2
3.7.5 NU/DN={ I T{s+{N=~2}/2-3)}{ 0 T(s+(N-6})/2~7)}+
=1 je=1
3 y
s lo(s){ T (s+(N=2k)/2) (s+(N-2k-1) /2) }]
j=2
onde
. 2k-2 - 2k-1 g
3.7.6 Q(s)={ m Tr((N=3)/2+]/(2k-11)}{ T T ((8-3)/2+ %E:T ) }e
j=1 =1
j#2
2k-1
«{ m T{(N-3)/2+(23-3)/(4k~2})}
j=1
3~ k+1
Os polos do integrando em 3.7.1 sdo os anulantes dol -
produto
3.7.7 ' (£+(N=-3) /2=-3k+1) T} T (t+(N~-4)/2-3k+i} “}-
i= i=1
i#3k~2,3k-1 i#3k=1,3k

4 a;'
of T (t+(N-8+1i)/2) }
J=3



89

onde
i i=1,2,....,3k=5
3.7.8 a,= | .
3k-1 i=3k—4,3k-3,3k,3k+1, ...
. i=1,2, ..., 3k=3
3.7.¢9 al=
booUgk-2 i=3k-2,3k+1,3k+2,. ..
. k-2 i=1,3
3.7.10  q''= ]
+ \3k~1 i=2,4 ,
Sejam
[ ] —
B} = (s+(N-8) /2+1) 1 nu/oN, i=1,2
B'= (s+(N=9) /2+1) 572 nu/pN, i=1,2
3.7.11 ‘ o
Bl= (s+(N-4)/2-3k+i) 1 wu/on, i=1,2,... i#3k-1,3k
(81
B,= (s+(N-3)/2-3k+i) = nmu/pW, i=1,2,... i#3k-2,3k-1,

as expressoes em 5 que deverao ser derivadas para o calculo dos
residuos, correspondentes ao terceixo produto (as duas nrimeiras),
a0 segundo e ao primeiro, respectivamente, de 3.7.7.

Cada uma delas pode ser escrita da forma que apresenta
mos a seguir, a fim de que ge possam calcular os limites das suas

derivadas:



920

S -4
3.7.1%2 jr=T (s+{(N-8) /2+i+1) [ Tl T(S+(Hm9)/2ij%[Q(s)-
i=1
. i (9+(N4%/2+j)2} (5+(N~8)/2+i‘)]
j::']_
T a 3k~2
3,.7.13 Bi':T Ve (M=) /241+1) {1 T(S+(N~6)/2—jH%[Q(S}-
=1 8
2
{0 (s+{N-8)/2+5)} (S+(N—9)/2+i')]
j=1
onde i'=3-i e i=1,2.
Para i=1+,2,...,3k-3
i+l 3k=3-1
3.7.14 Bl=T (o+ (N-4) /2-3k+i+1) { T F(s+{N—4)/2~l*j}}
3k-4 . i-1 .
{n F(s+(N—9)/2“j)}%[Q (s) {1 (s+[N~4)/2—3k+j}J}]
j=1 =1
3k-2 k-4
3.7.15 Big—p=T" T(st(N-4)/2-1){ T F(s+(N-9)/2—j)}%[o*(s)-
" jzl
3k-3 .
-{m (s+(N—4>/2~3k+j)3}]
J=1
e para i=3k+1,3k+2,...
e 3k~4 .
3.7.16 B£=F (s+(N-4) /2-3k+3i+1){ 1 F(s+(N—9)/2—j)}%[Q (s) -
j=1
3k--2 . i=3k+1 _—
0N (s(N-4) /2-3k+) ) {1 (s+ (N-4) y245-2) °F }]
=1 j=1



3.7.18

3.7.19

onde

3.7.20
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Para i=1,2,...,3k=5, temos

i+l 3k=~5~3
Bi=l" {s+{N=3})/2=-3k+1i+1} { @I T(s+(H-9)/2~3)}}«
i=1
3k~ . i-1 .
LT T lsH(N~6)/2=3) 10 (s){ N {s+{N~3)/2-3k+7) 7}
j=1 j=1
para i=3k-4,3k-3
3k-4 k-2 .
By=r.  (s+{(N=3)/2=-3k+i+1}{ 1 F(s+(N“6}/2—j)}%[Q (5)
i=1
i-1 .
{ T (s+(N-3)/2-3k+3) 7}
j=1
e para i=3k,3k+1l,...
-y 3k~2 .
Bj_:r {s+(N=3}) /2=3k+i+1){ 1 I‘(s+(N—6}/2——j)}%{ 0 (s)
J=1
3k-4 . i-3k+3 Ikt
T (sHN=3)/2-3k+3) TH0 T (s (B=3) 243-4) T
J=1 J=1
2k~2 2k-1 Hed 42
Q(s)={ T TAs+(N=3)/2+43/(2k=1) }{ T T(s+(—5>4d==0)}e
j=1 j=1
j#2
R |
o{ T T{s+(N=3)/24+(239-3)/(4k~2))}

1
+

=

3
77
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2

3.7.21 0% (s)= 0(s) { T (s+(1=9)/243) % (s+ (N=8) /2+9) L

j=1

Calculando os limites das expressoces de 3.7.12 a 3.7.

21, das derivadas de seus logaritmos guando s > So' ficamos com :

para i=1,2, x=1,2,...,3k-32 ¢ sos—i—(N~8]/2

2

k-4
L]
.22 B''= { = F(~l/2-i-j)}:[0( i=(H-8Y/2)0{ 1 (5= 1——) }(3 21@
oi L
Je=1 j=1
1 Bk_d ' 2 ]
Vo (332 v op{=i=-j-1/2}-D''~2 ¥ i1 2
3.7.23 Aoi {3 ?)y+_i p{=i=j=1/2) DOl Z_E 1/{j~1 J/2)+?’im3
J=1 j=1
3k-4
24 A‘i(k) (MY (3k=2) r (1, 1)+ ¢ £ O], —imjm1/2) -
[ ] ‘j~_—l
2 A+1 1+1]
~Cl 42 T1l/(3~1i=1/2) 4+ 1/(3=2i)"
ol - J
j=1
e para so=~i~{h~9)/2 e A=l,2,...,3k~4
3k=2 p)
3.7.25 B'!={ 1 r(3/2-i-j}}=+ [ Ql=i=(H~-9)/2){ 1 {(l/2+j~-i}}e
QL L L
j=1 j=1
. {3—21}2]
3kw2 ) 1 5
e LI Y S ) P i - ) — sy o N - =
26 als {3k 4)7+-i w(3/2-i-5) Doi -i 1/(j i+3) 757
J=1 j=1
k- 2
7,27 Aéi(*)=<-)*+1~'[(3 ~d) £ (1,104 § r(aFl,3/2~1-3) -
=1

3
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5
~Clr o+ E /G112 M b 2 (3m00) MY
oiy .~
=1
2k-2
Qf{~i~(N=8)/2}={ T I (5/2=1+3/(2%k=1))1}>+
3=l
2k-1 2k~-1
{0 T(5/2-i+(3=-2)/(2k-1)YY{ B T{(5/2- 1+3%"5)}
j=1 =1
#2 JER+1
. 2k-2 2k-1
D'!'= T W(5/2-i+3/(2k-1))+ ¥ ¢ (5/2-i+(]3-2}/(2k=-1})+
O3 j=l ‘ j":l
j#2
2k-1
+ I p(5/2-i+(23-3)/(4k-2)},
j=1
3#k+1
, 2k-2 2k=1
Clle T Z(M1,5/2-i+3/(2k=1))+ & £(A+l,5/2=it—d"2 }4
o0iX 321 521 2k-1
372
2k-1
+ I [{x+1,5/2-i+(29-3)/(4k=-2))},
Jj=1
F#k+1
 2k-2 ‘ 2k-1
Q(=i-(N=9)/2)={ T T[{3+3/(2k=-2))}{ T r{3-F§%:_)}
j:l 3:1
j#2
2k~1
«{ I T(3+(23=-3)/(4k=-2)) 1},
j=1
J#Ek+ 1
2k-2 2k=-1
D= 0 W(3+3/(2k-1))+ L W3+ (j=2) /(2k=1) )+
Ol . LR
3=1 j=1

372

X
+ 0 w(3+(2j~3)/(4k—2))
k-
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o
==

2k -2 -1

|4
3.7.33 o= 0T (1, 343/ (2k=-1) ) +

oix 1 L{A+1,3+(3-2)/(2k-1} )+

1
2

Lt
Mo

2k-1

+ F oA+, 3+ (23-3) /(4k=-2})
3=1

J#k+1

para i=1,2,...,3k=3, 3=1,2,...,i-2 e 5_=3k-i- Egi:

3k-3~1 3k-4 - -
3.7.34 B' ={ ' T (3k-i-j-1}}{ © T(3k~i—j-5/2)}%l0 {3k=i~—)
oi §=1 j=1 2

(5-1)7)

3k=-3-1 3k-4
3.7.35 Al ==(i+1)y+ I p(3k-1l=i=3)+ I ¢{3k~5/2-i-3j)-D' ~
oi =1 j=1 ol

i-1
- ¥ 3/0-1}
=1

3k=3-1

3.7.36 néi*):(~>k+1a: (1+1) ¢ (+1, 1)+ & g (a+),3k-1-i-j)+
j=1

1

- L A1
3/(3-1) ]
1

; IR & SN S el
- r{(x+1l,3k-5/2-i-7) Cls +j

3
+

]

| e A

b

1

para i=3k=2 e x=1,2,...,3k"4

3k-4 ( % yeq 3k=3 :
3.7.37 B'.={ I T({3k-3/2-i-3)}:{0 (2===y{ 1 (j-5/2-1i)7}
oi 4=1 l 2 =1
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k-4 3k-3
2,7.38 ALy=m(3k=2)yt B w(3k-5/2-1-3)-D) = 5 3/(i-5/2-1)
J=1 j=1
k-4
3.7.39 A$£A)=(“}A+1A! (3k-2) (041,104 5 rOL,3k=5/2=19) -
: 7
3lk~3 W+l

~Clot T 3/ (m5/2-1)

-

e para i=3k+1,3k+2,... ( ainda 3=1,2,....,3k=4)

3k-1 3k-2

N .
3.7.40 Bl ={ T F(3k~5/2—i-jJ}%[Q (3k=i={N=-4)/2}{ T (3=1)7)
=1 j=1
i=3k+1
T (3k+j—2—i)3k_2}]
j=1
k-4 3k~2
3.7.41 Aly==(3k-2)y+ L $(3k-5/2-i-3)-p! - ¥ 3/(j-i)-
=1 j=1
i~3k+1
- (3k=2) ¥ 1/ (3k+j=2-1)
j=1
(2} A+l 3k=4
3.7.42 S WU (Bk=2Yr (A+1,1)+ T r{3+1,3ke’/2=i=q) -
j=1
3k-2 i=3k+1
et r /G- M Gk-2) 7 1/ (3k#g-2-1) AT

onde



3.7.43

3.7.44

3.7.45
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2k~2
*
Q (3k-i-(W~4)/2)={ T T(3k+1/2+3/(2k=1)~1i)}*
j=1
2k-1 2 5
{ W T(3k+1/24(3-2) /(2k=2) =i} }{ T (3k-5/249-1)“}
=1 : =1
72
2k-1 2
{ T T{3k+1/2+(23-3)/(4k~2)=1) H{I (3k=2+5~i})}
j=1 j=1
j#Ek+1
2k~2 2k~1 -
D'.= T W(3k+1/2+43/(2k=1)-i)+ L 0{3k+1/2+ 4 i)+
ol ._ . 2k—1
j=1 j=1
J#2
2k-1 2
+ I U{3k+1/2+(23-3) /(4k=2)~1i}+2 I 1/(3k~5/2+j=-1i)+
3=1 j=1
jFEk+1
2
+ L 1/(3k+j~2~1)
j=1
2k-2 2 el
C'.y= L T{M1,3k+1/2+j/ (2k-1)=1i)~ & 1/(3k+j-2-1i) +
oirx .
i=1 J=1
2k~-1
+ L G{A+1,3k+1/24 (32} /(2k=1)=1i)+
3=1
i#2
2k=1 : 2
- X
# T D(M1,3kk1/2+202005) -0 8 1/(3k=5/2+3-1) T
J=1 ) 3=1
J#k+1

Finalizanrdo, para i=1,2,...,3k-5,3=1,2,...,i-2 e

50=3k"i"(N—3)/2

3.7.46

3k-5-1 3Kk=-2
By=1 7 P(3k=3=-i~jy }{ 7 T(3k=3/2-i-j} }+
g=1 =1
N i-1 .
1 0 (3k=-i-(N-3)/2){ @ (5-1i) 7} ]
j=1 «
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3k-5-1 Ik-2
3.7.47 Aoi=—{i+l}y+ T m(BkmB—i-j}+_E W(3k=3/2=1i-3) - D~
i=1 J=1
i-1
- % 3/{3-1)
Jj=1
() . 3k-5-1
3.7.48 A =)l Akl )+ x A+l 3k-3~i~])+
=1
+ ¥ r{a+l,3k=3/2-i=3)~C . + % F/(5~i)"
. ol) .7
:]::.1_ J—l
para i=3k-~4,3k-3 e }=1,2,...,3k-6
3k-2 . i-1 .
3.7.49 B;={ 1 T(3k-3/2-1=3)}+[0 (3k-i-(N=-3)/2){ & (j=1)7}
=1 j=1
3k-2 i-1
3.7.50 A == (3k-4)y+ 1§ (3k=-3/2-i-3)=D ;- 1 J/(j~i)
J=1 =1
(1) 43 3k=-2
3.7.51 ALy =T iAE{(3}<-~4}C(A+1,1}+ 5 oA+l 3k=-3/2-i=)~
1 . j=l
i=1
P
~C .t i j/(]“l)k l]
D.“L A 4
=1
e para i=3k,3k+1l,... e ainda )=1,2,...,3k~6, temos
-2 . 3k-4 ‘
3.7.52 B .={ 1 F(Bk"3/2wi~j}}%[Q 3k=i=-(N=-3)/2){ 1 (j”i)]}-
0L 5= J=1
i-3k+3
of 7 (3k+j—4-i)3k 4}]
i=1
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o2

k-2 3k-4
3.7.53 Aoi=—(3k*4)y+‘z m(Bk-3/2—i~j)mDOi~‘x VAR
3=l j=1
i=3k+3
-{3k-4) ¥ 1/(3k+9-4~1)
j=1
e, finalmente,
k=2
3.7.54 Aéi}=(~)k+lkl[(3k~4)€(k+l,l)+ L r(a+1,3k=3/2-i~3)-
j=1
3k~4 i=3k+3
c ..+t 3/0G-0M sGr-n ; l/(3k+j~4*i)l+1J
Q13 .
j=1 J=1
onde
N 2k-2 2 5
3.7.55 Q (3k=~i~(N-3)/2)={ nT T (3k+3/(2k-1)-1)}{ 7 (3k+j~§~i)}-
j=1 j=1
2k-1 2 -
e { T T(3k+(3=-2)/{2k=1)=1) }{N {(3k+3-3-1}"}«
=1 . =1
372
2k -1
o{ T T(3k+(2)-3)/(4k=-2)~1)}
F#k+1
3k~-2 2k-1
3.7.56 D=2 G(3k+I(/(2k=1)Y=31)+ & w(3k+(3-2)/(2k-1}~i)+
j=1 j=1
3=
2k=1 " 2
+ L D(3k+(23-3)/(4k~2)~1)=2 T 1/{(3k+j-3~i)~
i=1 j=1
JER+1

Z
- % Y/(3kR+3~5/2-1)
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'
“t

-2 2k-1

| .
3.7.57 C . = 5 rO+l,3k+3/(2k=11=1)+ 5 7 (L +1,3k+d5 —i)s
oii T R 2k-1
=1 J=1
J#2
2k -1 2
£ 7 r 41,3k (23-3) / (Ak=2) =) =2 T 1/ (3k+j-3-1)0 e
3=1 3=1
FERk+1
2 Ay Fl
- 5 1/(3k+j-5/2=1)
=1

Com as expressoes de 3.7.22 a 3.7.57, montamos a fun-

cao f{x) e o (ltimo resultado deste nosso trabalho é o

teonema 3,6:Para testar se a matriz de covaridncias de uma distri
buicdc normal (nh)-variada € da forma dada em 3.2.1, contra a sua
negagﬁo, a fungéo densidade do critério da razao da verossimilhag

¢a L(vc) de Votaw, para o casoc em que o nimero de atributos & h =

3 e o nimero de repeticoes & n=2k, para k=2,3,... , &
3 2k-1
3.7.58 fi(x)={ n moor(W-1)/2+(2j-a-1) /{4k=-2)} }+
a=1 j=1
Glk3 _ 2 -4  3k=2 .
S P UN=3-9) /2y 302 [ PoxtE Ty [3h_2]-
o RN E "

Ik-13)

T R S TR S
in o1 3R ° n

n=0

Ly

3= By R.,(ﬂ)}

o (=1 %) o1

+3£w2 Xl*3K—2 l;l [ 1~1 .
¢ [i_}) a -

i=1 n=0 L1

oo xi"3k“2 3};“'3 [3}{“3] .

i i~l-n L {n}
{~1ln x) BD_‘L + by m o n

i=3k+1 n
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*(=1n x)3kﬂ3*n .Fﬂ)

k=5 Xi“Ek—B/E i-1
¥ L “

x_ Tt [1—1} .
i=1 (1-1): n=0 n

o1
0 1 -— — f‘—f';
_ i=l=n _(n) - e 3k-3/2 3& 5 (3_g
s(=In x) I:Oi + ) —{—?}E:E)TT ‘. ; .
i=3k=-4 T on=h 1
» (~1n x)Bk_S_” B(?)
1
onde oz coeficientes B'!(n),B'!(n),B'Fn) 2 B!v), hem como as reg-
O oi oi ol

pectivas derivadas do logaritmo sao dados ros itens de 3.7.22 a

3.7.57 e a féormula de recorréncia para o calculo dos B{n)
1.7.10.

em

SR VRGNS
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APENDICE A

A TRANSFORMADA DT MELLIN F SIU USO NA ESTATISTICA

Nos Gltinos anos a transformada de Mellin tem sido usa
da, com sucesso, em areas como Fisica e Estatistica ¢ nesta, em -
problemas de determinacao de distribuicOes exatas de produtos ©
quocientes de variaveis aleatOrias independentes, bem como de tes
tes de hipbteses.

Pelo gque se sabe, Wair (1928) foi o primeiro a utilizé
la na Estatistica para a determinacao de distribuigoes exatas pa-
ra testes de hipoOteses de igualdade de variancias de k populacgdes
normais e também de igualdade de matrizes de covariincias de %k po
pulagaes normais bi-variadas, hem como para o teste de independég
cia entre a meédia aritmética e a razao da média geométrica pela a
ritmética de amostras de uma populacao com distribuicao gama,

Epsteln (1948) a utilizou para a determinagao do produ
to de duas variaveis aleatdrias independentes. Nesse artigo de su
ma importancia, Epstein desenvolveu um mé&todo simples para a apli
cagac da transformada de Mellin em distribuicdes continuas de va-
ridvels aleatdrias gue assumem valores reais negativeos ¢ positi-
vos. Levy (1959) destacou a necessidade de uma teoria geral para
a multiplicagao de variaveis aleatdOrias e Zalotarev (1962) inici-
ou a construgao de uma tal teoria baseado nas distribuicoes infi-
nitamente divisiveis dando uma série de teoremas (sem jrovas) que
mostram similaridades e diferengas entre essa e a teoria para adi
cao dessas variaveis.

Springer e Thompson (1266) generalizaram o rmatodo de
Epstein para o produto de n variiveis aleatbérias independentes de
valores reals positivos e negativos e obtiveram distribuiccoes de
rrodutos de n variaveis aleatdSrias independentes normais padroni-
zadas (n £ 7), ¢quando Epstein o havia feito para n=2,

Rathie e Kaufmann (1977) dao uma ampla bibliografia so
bre distribuicoes de produtos e quocientes de varidveis aleatdri-
as independentes. Cordeiro e Rathie (19798), motivados pela neces-
sidade de previsao de safras de trigo e soja para uma regiio do
Estado do Rio Cranrde do Sul, atraves de um projeto coordenado pa-



Ia CONETEC - Comparhia do Desenvolvirmento Teonnlooico, determina-
ram, com o uso das tecnicas de Epstein, a distribuicac do produto
de duas variaveis aleatdrias independentes normais con quaisquor
medias e quaisquer variancias, resultado esse gue coincidiu com o
de Craig (1936), que utilizando a transformada de Laplace e os sc
mi-invariantes o apresentou como uma série de funcgoes de Bessel
modificadas do seaundo tipo.

Na introducao do capitule II deste trabalho, nos refe-
rimos a outras contribuicoes nessa area.

A transformada de Mellin, gecqundo o proprio, apareceu,
pela primeira vez, em 18%6 (vide Mellin (1896)). Em Mellin (1910)
o resultado dande a reciprocidade entre a transformada e sua inver
sa €, basicamente, o mesmo que apresentamos aqui.

Por definlcao, a transformada de Mellin F{s) correspon

dente a uma funcao f(x), definida para x > 0 &

o
(1) F(s)= j xS7he ) ax

Sob certas restricoes em f£(x), T(s) considerada fung¢ao
da variavel complexa s, € uma fungao do tipo exponencial e anali-
tica numa faixa paralela ao eixo imaaginario. A laroura da faixa €
governada pela ordem de magnitude de £{x) numa vizinhanca da ori-
dem e para valores urandes de x. Em particular, se f(x) decai ex-
ponencialmente, quando x » ©, F{sg) & analitica em um semiplanc.

A existeéncia da transformada inversa de Mellin & dada

pelo

teorema 1: Se yc—lf(y) for Lebesque~integravel em {(0,«) e f{y)

for de variagac limitada em uma vigzinhanca de y = x, entdo

Ftie
{2} 1/2{f{x+) + f(x-))xl/(2ﬂi)f F{s} x Sds. {s=(g+im},

g—ioe

onde r{5) & dada pcr (1).
A prova deste teorema esta em Titchmarsh (1948) ,pg.46.

As afirmacoes no paradgrafo loge abaixo de (1) decorrem



do teorema abaixo {(Titchmarsh (1948), pa.d7})

. ~ . - i0
teornema 2: Seja f(z) uma fungao analltica de z=re , reqular para
- < B < B, com o< o £ @, 0o < B < w; suponhamos quc f(z) seja Of

|, 178 ~h+e
|y

~£ .
) para z perto da origem e O(]z] } para z arande, com -

a < b, uniformemente em qualguer anqulo dentro da faixa acima.

Entao F(s) € uma fungio analitica de s, regqular para

a < g «<be

a(e” (BTE)Ty {(t+ o)

(3) Fi{s)=

o(e {a-g)t

) (t > ),

para todo o < ¢ < «, uniformemente na faixa a < ¢ < b e vale (2}
nessa faixa.

Reciprocamente, se F(s) satisfaz (3) e fi{x) & definida
por {2), entao f{x) satisfaz as condi¢oes do enunciado e (1) vale.

Sejam f(x) e g(y) funcoes densidade de probabilidade
das variaveis aleatorias independentes X e Y, respectivamente. Se
ja h{z) a densidade de Z=XY.

Sejam, também, F({s), G(s) as transformadas de Mellin
de f(x) e gly), respectivamente,

Por métodos diretos de transformagoes de variaveis, sa

bemos que
Oy

(4) hiz)= [ flz/yygly)/y dy
O

Também vale (vide Titchmarsh (1948},pg.52) a relagao

ot+ie 2
(5) 1/(2ni}§ G(s)F(s)z Sds =J flz/y)aly)/y ay.
=i O

Esta propriedade & a que permite o uso da transformada



de Mellin para a determinacao de distribuicoes de produtos de va-
ridveis aleatOrias independentes; cia & chamada de convolucho de
Hellin.

Vamos tratar, agora, do problema da unicidade da trans
formada de Mellin no conjunto das fungoes densidades de probabili
dades continuas com suporte (o,=},

.

Devemos, ne entanto, introduzir algumas definicoes e

M

resultados.

Uma fungao complexa a variavel real € dita suave se
possuir todas as derivadas, de qualauer ordem, continuas.

Sejam D(X), o conjunte de todas a,fungoes complexas sy
aves, definidas em R, que se anulam fora de X e D a unido de todos
os possiveis D(K), K subconjunto compacto de R. D & espaco linear
com respeito & adigao de fungoes e multiplicagao por nilunero comple
x0 {Zemanian (19268) ,pg.5),

0 espaco dual D' de D & o espaco de todos os funcionais
lineares continuos definidos em N, Os elementos de D' sao chamados
distribuicoes.

Seja a fungao

E_bt -w< o< 0 a,beR

e seja La o espag¢o de todas as fungoes complexras ¢ (t) —o < <o,

b
tais gue

L]

(7) Y(0)=y (&) = sup lr (EIDB(L)|<e  ,k=0,1,2,...
k g,b,k wmct<re g, b

onde

DFe ey = afzac® sy
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L.y, e un espaco linear com respeito a nultiplicagao ~
¥
pOr numeros complexos e a adigao ponto a ponto de fungoes e Ty @
semi-norma sobre L1 b (Zemanian (1968) ,pg.48).
o

Seja L(w,z)=g=l L tal que a, > wt ¢ bu > z—- @

a ,h

o0 ao — - v U..,. —~
{av}l , {bv}l sao mondtonas. Entac Liw,z) e seu dual L'(w,z) =ao
espagos lineares (e completos) (Zemanian {1968) ,pa.50) .

Seija

(=]

(8) F{s)= Je“Stf(t)dt = <f , h> ;< Re s<a,,

—_—

onde ¢(t)2e_8t, para s pertencente ao conjunto . de convergén~

£

cia de F(s), a transformada de Laplace bilateral. llestec casoc . €

f
a faixa paralela ao eixo imaginiario cuja intersecgao com a reta
2 0 intervalo (oi,0;).

O resultado abaixo € um teorema de unicidade da trans-
formada de Laplace bilateral, gue utilizaremos na prova da unici-
dade da transformada de Mellin de fungoes densidade de probabili

++
dade com suporte em R .

toorema 3: (Zemanian (1968) ,pa.69) - Se F(s) e G{s) sao transfor-

£
£ £ g
no sentido da igualdade em L' (w,z), onde ¢ intervalo weg<z & a in

madas de Laplace bhilaterais de f(x) e g(x), para sefl_ e squ, res

pectivamente, se @ Qg # ¢ e se Fis)=G(s) para sef entao f=g

tersecgao de 0 2, com a reta real.

£ Tc
0 sentido da igualdade em L'(w,z), significa que para

cada ¢el' (w,z),
<f 4> = <g,p>.
Em particular, a icualdade vale para toda dcD.
Como celolario do teorema acima temos o resultado gue

Procuryamos :

corolanic 1: Sejam F(x) e g(x) fungdes densidade de probabilida-



+ .
de com suporte em R t e sejam F(s) e G{s) suas transformadas de -
Mellin com Qf Qg # ¢. Se F(s)=g(s) em QF ﬂq, entao as distribui-

¢Ges de probabilidade cujas densidades sdo f e g, coincidem,

prova:
temos que
F{s) = [XS—lf(x)dX = Jemsxf*(x)dx, SEQf
(9) e o -
G(s) = [xs lgtx)dx = Jewsxq*(x)dx, SEQq
O — XN .

onde f*(x)=f(e %), g*(x)xg(enx) e 0 <X< @,

Pela notagao dada anteriormente,

F(s) = <f*, ¢>
G(s) = <g*,¢>, b (x)=e °F,

Se F(s}=a{s), g;< Re s<g,, onde (oz,cz)zﬂF Qq R, entao

pelo teorema anterior,

{(10) <f*,¢> = <g*,od> para toda ¢ £ D.
Seja X[a b}(x} a funcae indicadora de intervalo aberto
(a,b).
Entao
(11} e-sxx{“ Ly [y = 1im ¢a'b(x) g1<Ha 5<7,
&, 1) o v
onde
{12} ¢3’b(x} = o ¥ exp{l/ﬁpi’b(x)mu-l)}, o, <Re 3<g,
COm
- a,b _ s | =1 =1
(13) ¥ (x) = inf{ix-y|:; vel(a+v ',b~v ")}




sende a distdncia de x 2o intervalo {a+v ',b-v '), para vrv, tal

gue b-a-2ug>e’

. . . a,h a,h .
Em particular, AT ED e AT ¥¥ para todo wrwvug.
Y R = {a,h)
Do tecrcma 3 decorrae gue
a,t: . a,h
(14) SEX e om Sar gt v,

jue, pelo teorema da convergéncia mondtona implica

v

: k ok = ek o H

(15) SEExTa,my” T T XA,

onde
* v, SX . y e
X(a'b)(x»‘ = X(a,b) {‘{), 0;<Re 5<¢»

para cada par de nimeros reais a,b.

Pelo mesmo teorema da converadncia mondtona temos

* * = ¥ K -

{16) <f 'X(aﬁﬁ}> o1 2PN
isto &,

i C!J_ .
(17) Jensxf*{x)dx = Je Sar (x)ax

a a

ou ainda

e-—a e-—a 9_5.1 e-a
(18) st‘lf(dex = jxswlf(x)dx - st"lg(x)dx= st"lg(x)dx

bt 4] 8] ] -

ash, 71 <Re&r §<g;

o que eguivale a



A 3
s-1. . s-1
{19} jx fiuhdx = Jx e {xyde , a o R,
[£x] [+4]
Como
-1 o=~1 .
X £{x}>0 ¢ x a(z)>0, {s=g+it), T1<0<5,;

s¢ definirmos

uf(A) = Jx _lf(x}dx P R) = Jg _lq(H)dX
2 ; I

para todo subconjunto A Dorel-mensuravel de R, temos gue ue @ ”g
sao medidas finitas, para todo o,<g<g,.

Comoc a classe {(-m,algg & fechada por interseccao fi-

R
nita, o teorema da extensao e da unicidade de medidas (vide p.e.

Baver (1971), pg. 27) garante

{20) X "1f(x} = X *lq(x} Lebasque-quase toda parte,
isto &
(21} f(x) = a(x) Lebesgue~cuase toda parte,

e temcs, portando cue as distribuicces,de que f e 7 sao densidades,

sao iguais.



APENDICE A

A FUNCRO G

A fungao G foi introduzida por Pincherle {(1888), estu-
dada por Barnes(1908) e Mellin (1910) e foi Meijer (1941,1946)
(vide Erdelyi e outros {(1953),pg.207 e Luke (19%69) ,vol.I,pa.143)
quem & introduziu como integral de Mellin-Barnes (vide Dixon e
Ferrar (1936)). ’

Como essa inteqgral, ela & definida como

- SR _ m
(1) NI hp}=(2ﬂi} 1 J 251 T

. F(b.=~3)}"*
g bl;.-.,q I J_._.l ]

n q P
{ 7 T{l-a_ +s)s{ 0 T(l=-b.+s)}{ T F(a.~s)}] ds
i=1 3 =m+1 J j=n+1

onde 6 <m £ p, 0 <n < «a, preduto vazio vale a unidade e os pard

h

metros complexos aj e b, sac tais, que nenhum nolec de F(bj~s) {J=
1,2,...,m) coincids com nenhum polo de T{lwaj+s} (3=1,2,...,n), =

isto e,

aj—bh#l,2,... para i=1,2,...,m e h=1,2,...,n
Também ¢ necessario 2z # 0,

Ha tres possibilidades para o caminho 1:

i} I vai de -i® a +i®, com alguns desvios, se necessarios, de mo-
do que todos os polos de (bjws) (i=1,2,...,m) figuem a sua direi
ta e todos os de “(l—aj+s) (ij=1,2,...,n) a sua esquerda. A inte-
aral converge se p+a<2(m+n) e |arg z|<(m+n-(p+g)/2)w,

ii) L € um ciclo come¢ando e terminando em +~, no sentide horario,



o=

englopando todos os polos de Mib,-s) {(3=1,2,...,m), mas nenhus

J
polo del(l-a.+s) (3=1,2,...,n}. A intearal converge se « > 1 o,

-]

oup < goup=oqeilz <1,

iii) . @ um ciclo coneg¢ando e terminando em =-w, no sentido anti-
horario, englobandc todos os polos de F(l—aj+s) (3=1,2,...,n}, -
mas nenhum polo de F(bj—s) (4=1,2,...,m}). A inteqral converge se

n>le, oup>qgqeunp=qge |z >1,

A demonstragﬁo destas afirmaclOes est? em Luke (1969).
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APBMDICE C

A FUNCARO 1

A funcdo H 2 uma fungao hipergeometrica gencralizada
da qual a fungdo G~de Meijer (vide apéndice B) & um caso especi-
al.

Ela foi introduzida e estudada por Fox (1961) e Braak-
sma (1964) a estudou, em detalhes, em suas expansoes assintdOricas
e continua¢Oes analiticas, ‘

Recentemente, Mathai e Saxena (1978) a apresentaram em
1ivro, onde dac bhastante detalhes sobre os trabalhos de Fox e
Braaksma e, também, alouns aspectos de suas aplicacbes na Estatis
tica e ocutras disciplinas,

Aqui darcmos somente sua definicao, o aque € suficiente
para o entendimentc de seu uso na resolugac geral do problema do
capitulo I deste trabalho. .

Sua definigdo como uma intearal do tipe Mellin-Barnes

e
(1) Hm’n (,__!(al r?xl):---r(aprﬂp))
P.a “!(bl,Bl},...,(b (B
g’ g
n n
{ T I(b.=B.s)}}{ W T(l=a.+h.s)}
PP S O T Lo J i=1 3 ]
={2%1) Z as
q P
L { N r{i-k.+p.s}}{ I T{a.~A.=)}
J=m+l J j=n-+1 d

onde 0 <m £q, 0 <n £ p; myn,p e g inteiros; Aj (3=1,2,...,P)

e B, {j=1,2,...,q) sao nimeros positivos e os aj {(3=1,2,...,p) €

1:-_.| (3=1,2,...,0) sao numeros complexos tals que

Aj(bh+r) # Hh(aj—t—l}



para r,t = 0,1,2,...

r D=l,2,...my 9=1,2,...,n e I. & unm contorno
separando 0s polos de T(hijjs) (3=1,2,...,m) dos de I'(l-a.+h.s)
(3=1,2,...,n). |

A integral converge

i) para todo 7 # 0, so u>0;
i) para 0 < lz!| < Rwl, se y = 0,
onde
[ P
y= L R, - A
s1 2 ce] )
=1 j=1
©

P A a -3,
={ 1 A2} 1T B, 71
i=1 1 4=l

Mais detalhes sobre o contorno L e as condi¢oes de con
vergéncia estao disponiveils em Braaksma(1964).
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