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HESll~·10 

Neste trubalho sao dadas soluções n três rroblemas re­

lacionados com distribuições de critérios de testes de hipóteses. 

Cada problema se constitui em um capitulo. 

No capitulo I ~:;,::lo apresentados os nomcntos elo critério 

da razao da verossimilhança r1ara o teste de ÜTtwld;:Hle, cr:~ qrupos, 

de 1:1atrizes de covu.riiincias de populo.çôes multivariadas Gaussia· 

nas complexas. 1\. função densidade de probabilidade do critério e 

calculada e apresentada na forma du função C-ele Jcleijer c, para o 

caso em que os tamanhos dos a\}rupamcntos de populaçÕes são itjua.is, . . 
em forma computável de séries de funções simples. 

O capitulo II trata do problema de teste de igualdade 

de médias, em grupos, de coordenadas de um vetor multivuriudo nor 

mal com matriz de covariâncias com estrutura de simetria coMposta 

do tiro I. Os Momentos do critério da razão da verossimilhança p~ 

ra o teste são apresentados, sua função densidade de probabilida­

de c dada em termos da função G-de Heijcr e é calculada e aprese!:: 

tada em forma computável para o caso em que os grupos têm o mesmo 

tamanho. 

No capitulo III apresentamos os momentos do critério -

da ra:zao da verossim~lllança para o teste de estrutura de simetria 

composta do tipo II na matriz de covariâncias de UMa população 

normal multivariaCu. l\ função densidade c1e prohahiliUa(lf:'! do crit.§. 

rio & dada em forPli< da função G-de neijer e e calculada e aprese~ 

LH1a c m forma com·putávC>l para o caso em que o númc1:·o de' caracte­

risticas ou atribn•.os ê iqual a tre.s. 
- ] .... "" ' . Sao apru;entac os tres areno1.ccs, W'l sobre a função Tl·~ 

outro sobre a fun-; .. ::ío C c outro sobre a tr:J.nsfnrmad~l de Hellin, 

onch' z· provada a l."~ l.J.ç3o urn-<l.-um entre ela e a distribuiç5o de 

prol.:J.; i lü1ade c;ue ,~ define. 
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.Ve . .ste ç,-q,J.tufc !J:efac..Zonamo,.\ a tJran,.\,)o"~-m,1da de_ •.:etfú1 

c.om uu.Vta.:<. .t?:c.nic.a._\ c.oneoh-'L(Inte . .<. no (_)~-:<.-tudo d[u dL:<.lJLi_lltt.i_çÕe-6 de_ 

va-'l-<-_àve_.{,.<, a.C.e.a-tô,'t.{.c:-:o t' -Slut.:'J tf{au-56ul1tttaçÕe..:S, br_m c.ot.to ri.í.\c.uL{nTO:'. 

atgttmas vantanen~ r .f~:'.va•ztagrn~ qttc ela~ aphe~en~nm Clil apficaçõe~. 

No es tmln Da~-, distribui.-;6es c'l.c prolJabiU.dac'ic de variá­

veis aleatôrins c suas transforrnaçfies, várias té-cnicos têrrt uso 

corrente e são bem difundidas entre aqueles (_[UC se ocupam dessa a 

rea. Elas se complct'"!cntaM,sendo cada uma delas melhor ou pior fer 

ramcnt.a para cada +:ipo especifico do problema. 

Na deterninacão de distribuições ele transformações in­

jetivas (e mesmo nilo inj c ti va:s) de- variáveis aleatórias contínuas, 

como, por exemplo, :>ornas, produtos, transfomações diferenciáveis 

Gtc, podemos usar, sempre, o método direto pela determinação da­

transformação inversa e de seu jacohiano (vide p.e. lioncr e Craig 

(1970) ,pg-.139). O problema que aparece quando aplicamos esse mét~ 

elo, é o de nos depararmos com inte9rais de difÍcil resolução. NaÕ 

obstante pudermos 1 sempre, utilizar métodos nuMéricos }'ara resol­

vê-las. 

A função <:er-adora de momentos, que é tru.nsformacla de -

Laplace bilateral e com arqumento negativo, P uma t-:xcelente ferra 

menta para tral:Jalhos na area, mas com um incoveniente: ela nem 

sempre existe. Para a classe de distribuições que a po~>::mem, ela 

é suficiente para o estudo de somas de variáveis aleatórias, por 

exemplo, bem como fJara o estudo de suas distribuições ;lssintóti­

cas. 

O incO>.."cniente da nao exist8ncJa poe a transformada de 

Laplace em desvant.~,z-·ern COJ'l relação (l. de Fourier da funcão densida 

de de prohabi1 idade·, denominada funr:ilo caracter istica.. Esta sem­

pre existe, pois S('tl nGcleo ~ limitado P a integral da rtensirladc 

A funç,:,c, ca:::-actcri:;tica C! utilizad<t em <•stu.-Jos de dls-
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tr.ibui·~.~Ões limites (' exntas de soma;-; de va.riií.vcd.s <ll oat6rias in­

Jependcntcs, pois i1 fum;:ão co.rô.cter:i.stica de ll'11a so'lli:l dessas e o 

produto das resp0ctiva.s funçÕo!': car.J.ctEerlstic.J.s, pronricdaclc esta 

J,-l convolução (vid(• J'.C'. Lukacs (l'l70), YKT.37). 

Probab:iU_stas e estatlsticos têm duelo ênfase ao estudo 

,}c~ so1·ns de v ar iávcis u.lca tór ias, r:ws não têm se ocupado de r' r o-

;Jlemas de produtos C'Ol':l. a nesmu int.0nsülaUc. E csr:e~; prohlemus o­

correm com muita frcquência nas uplicações, corno, por r:xemplo, 

nas estimações de mcdidn.s hi- ou tri-dimensionadas, quanllo se tên 

a:_; !"1edic1as marcrinaü~; ou prohlcr:ta!:; da teoria dél. co(1ificcv;;ão e de 

codificação quando se usaJTl grupos multiplicativos cn vc2 dos u.di­

tivos; ou ainda, nn determinação de distribuições de determinan-­

tes de matrizes a1eatórias com entradas independentes. 

No apêndice 11 listamos alguns trabalhos nes~;as cUre-

r;:oes. 

Quando --ls variáveis-fatores são todas positivas, as téc 

nicas da função c<::JTacteristica ainda sâo aplicávcü;, pois o loga­

ritmo transforma o problema do produto no da somõ. ·~ws quando as 

variãv,üs aleatóri,o.c; assur.1cm valores ne0ativos, isr;o n2.io é possí-

vel e .11 se mostra útil a transformada de Mellin (v.i(Jc <tpêndice li 

scgun(1•J parágrafo) . 

Esta, COT'lO a transformado r1e I .. apJace, tarnhÓJ' é urna fu.D._ 
-çcto complexa a ar<Jll)ttcnto complexo e ter1, com a transforPlada de 

F'ourie~ (função car:lcteristicn) 1 a vantaryem de haver um:1 relação 

biuniv,Jca entre eL1 0 as distribuições que a defim--:m, conforme -

coroli1.-;:-io 1 do apêndice li.. 

t: fato conhecido que os rr~omentos nao definen a distri­

buição (exemplo, vjde Lukacs (1970), pg. 12), mas u existência da 

transformada de l'tellin da densidade de uma variável aleatória X 

-:: prcs _.1posta el'l um.1 fc:tix.::t Jo plano complexo '' 1 <Rc ~';<Gz, par~üela 

:w eix) irlaginário, c 1 pc Lo corol~tio l r apênDice f',, e::, t~a tran~3-
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fm-mad.:~ define ~t ~:;::~tr-ihli(~,~o (le probC~hilicJ.Jdc. 

Esta pn-priodaclc r:1ai~; <J tr~lnsforn<Hl<1 .i.n•wr-~-;.J (vide tc­

c-reJ:La -1. 3. 3, Zcn:w_idn (l?Gü)) silo suficientes pura ,-, im;--Jortâncla 

do uso d0 tran~-;forr:<:>da r-h:~ !·~c11.in na Est<J.tlst.ica cr.:. uma qar:.:<l imcn-

Neste trabalho contribuímos para Ll resoluçilo de trcs -

r'roblcr:tas estatlsUcos, pelo. têcnica da tra.nsforf'la.d<I de I'-1cllin. 

:::a introdução de ca.cla caritulo, concnt<1I'lOS u utilizaçào desta c 

(1e outras técni.cas, por vários pesquisadores, na resolução de 

problemas semelha.ntc•s aos <::Uré_' nos prorusemos n. resolver. 

No capitulo I, utilizamos a transformadu. de I-1ellin e 

sua fÓrmula de inversão para, a partir de momentos calculados por 

Krishnaiah, Lee e Chan?" (1975), calcularMos a funcilo densidade de 

probal:·ilidade do crj_tério da razão da verossimilhnnr";a_ para testar 

a hipótese de iqualdaJe, em c-rupos, de r1atrizes de covnriâncias 

de populações gaussianas multivuriadas compl0xas. r:sse capitulo e 

campo!..; to de nove sc·cçÕes, das quais u prime.ira lista dlquns traba . -
lhos de estudo c i.lf'] icações dd':i 

a da::; complexas, <1 ~-;':"qur;da dá a 

distribuir.Ões qaussiana.·:; multivari . . -
definição dessas di:otr).Luiçõcs. Na 

secçzic:· 3 apresentartos o problema de que nos ocupamcs c os momen­

tos calculados neld~> autores ac:ima e nus seccõcs senu.intes damos 
' ' -· 

a funç.:lo dcnsid<1dc c~e t'robabili.dade do critério em ·tcr:1os da fun-

çao J-l, para o case qc.ral, e da função G-Ue f>·1cijer, pard o ca.so em 

(1ue tcdos os agrurw.nentos têm o mesmo tamanho e, p<)la cqüicação 

do teorema dos res~_Juos, calculamos essa densidade e a apresenta­

mos e1r séries computâvei.s de funções loqarítmicas, com coeficien­

tes dodos como séries de funções~ e ç-de Riemann. 

No c<1pj tulo II, pela mesrqa técnica apre~~enL;da no ante 

rior, a partir dos IC10mentos calculados por Votaw (1{)48) para o 

critério da razão cl,l. verossüülhan(,:n do teste de inuu.ldade de mé­

dias, em qrupos, dE' coordenadas de vetor com distr_Umi.c.:'"io normal 

rmltivariada com r:'ii..:triz ele covnriâncias com cstrutnr.::l de simetria 

composta do tipo ] , dctcrminar.\os sua fun,,;ão clensid<1.de de probabi­

lida.dt:. O capitulo É~ liivldido em c:uatro secções onde, na rriE1eira, 

intro,'uzirlos o conceito de s_ü:tctriu cOI'1pleta e simctri;1 composta 

llo tir'o I e listar:():-; al<'unr; trabalhos n.::1 5reu, na !..iQquncla secção 
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mcnto~~ calculJOns ;>or \'oLn1. !\as spcr:õco:; secrEintcs calculamos a 

run;~<lo cknsiJadc cl(_' prol DlJil.ic\;_hl(~ ci'J critér_in c a ;-<r J"C':-;cntanos ''y'l 

f.Jrt~'-' .-:.:> ~Ul1Ç'~lo G-ele ~1('j jcr' li'_) car:-.o Cf(_~raJ, (' ni1 for1'1:J comr>utôvcl 

,jc sérü:- 11u funçõcc~ 1ooaritn:icds, cujos coE'fjci<'ntes .scin UaUos em 

Lerr10S da funç5o :!J (_' r, -de Hicntlnn I :'.-:I Til '_) CLI.!:-iO 0;1) rruc os (JrUpos 

~>5o tud.os ,]o r.lC'>JllO td~~lLlnho. 

No Cilp_ltuln III, cono no anterior, J I'ürtir elos momen­

tos co.lculado~=> por Votn.\..r (194B) p:n-d o critério da raúío do. veros 

~-:;iJnill~ança do teste para a estruturo. dE• si1m~tria conr)o:::ta do tipo 

II da matriz de covariâncias de uma população nornal multivariada, 

determinamos, com o uso da transforrr1ada de r-Tellin e sua fórr:mla 

J.e inversão, a função densidade de r>robnhilidadc do critério. O 

capitulo é dividido em sete secções, das quais a primeira se ref.§:_ 

re à introdução .:10 conceito de simetria. composta do ttpo II c à -

listaqern de alauns trnhalhos na area e na secn .. mda, definimos a cs 

trntura de simetria composta do tipo dois para uma população nor­

mal rmltivariada. Nas outras secçoe-s calculamos, pela clplicaç5.o 

do teorema dos resi(;uos, u função (1_ens icl.ade de proh:tbi.l idade do 

critério e a apresentamos na forma da função r.-de nci.jcr, para o 

caso oeral, e na forna de série computável de funções Jogaritrn.i­

cas con coeficienh'·S em termos das funções W e r;-dc; Ri.enann, para 

o caso em que o nür:IC•ro de características ou atributos é isual a 

trcs. 

Em cada capitulo, os resultados principais sao aprese!];_ 

taclos em forma de tC'oremas. Esses resultados Uão as funçÕes densi 

dades para os diver~~os casos e não apresentamos as respectivas 

funçÕc·s de dj_striJJutção porque todas são de i.ntegr<:tção .imediata, 

como comprova o re~;ul tado Jbaixo, dernonstrado em J'1Intha i. e Saxena 

(1973) ,pg. 191: 

tcotu•n:a 1: para ·."t>r1, k um inteiro positivo e o < u < 1, 

)c-1 
u) - du 

k a+l r r 
~ x E ,1-c(k-1) ... (k-r+1)/(k(a.+1) ) · 

r=l 



No final do t-rabulho apr<'C';('ntamos tres anênr1ices, um 

sobre ,-1 transformud,l t1c r:(ül.i.n, outro sobre o funci-ío C-(le f!eijer 

c outro sobre a funç_:<lo F. Hos upêndíces .sobre as funçÕcf-> durnos 1 

simplesmente, suas dcJ:íni~Ões c condições de convcrrrênciil. no i1pê.:::_ 

,Jice da trunsforrnadct ele ~lellin a.preo:;enturnos sua defíni.c5o, sua fór 

mula de inversão e c1emonstramos um rcsultnUo que é afirmado ser -

verdade no trabalho de Epstein (1048), mas não demonstrado, que 

é a relação um-a-um entre a transformada e a'distribuição de pro­

babilidade que a define. 

Acreditamos, embora não tenhamos podido, ainda, provar, 

que toda distribui~~ão de probabilidade com suporte R++ possua sua 

transformada de Mellin. 

Em trabalhos posteriores a este devemos calcular pon­

tos percentuais das funções de distribuição dos critérj_os que ora 

trabalhamos, para diversos valores de seus parâmetros de controle. 

Algumas elas notações utilizadas neste trabalho são da­

das a seguir. 

x é número rcol, O < x < =} 

R:= conjunto dos numeras reais 

Z := con:iunto dos números inteiros 

f(z): função aama, definida na forma intc(jral como 

r(z)= f xz-1 

o 

-x 
e dx 

e como produto .infinito como 

[ 

'{2 ro 
f(z)= zo "( n 

n=l 

se x E 

-z n (l+z/n)e I } 

l\ 

Re z > O 

l
-1 

z~0,-1,-2,. ·~ 

XA (x)=[l 
() se x Ç 

, função indicadora do conjunto A. 
A 
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Cli.SO G.l\lJf:S ItYO CQr;PLEXG DE Ui': 'J'ES'IT~ Dl, PJ\?.f.o D/\ 

VF:ROSS J'iJT .n~tJÇ l\ 

()~ nlOil!PPfO,_~ do C!l..{ ffi,'t-iO c!_a !UtZaO da_ V('h_(L~!J)mJf/wnç_a j-1~ 

'La o .tc-!1-te de J . .rJ(ta.fdadc_, r_m _(_(hlL)'lO~, dP ma~tJr.ize.-~ cfp_ covavi_ânc_i(L~ 

,/r prpufaç_õe.t. gatL:'l-5i_cuw.0 comrfP.Xaó rnaf..U.val[_iada.t., .0ão ap!teói.'JLta­

da& c com a utilizaç~o da lkan&~o!tmada de Mellin e óua 15nmula de. 

.tr:velt.õào é c.a-€euf.ada ,sua Sunç_ão de_n.t.idad('_ d~ .. p!tobabi.Cidade. e ap!Li_ 

~entada em 6o~trna da Função H, da 6unção G-de_ Meije_h_ e como óC:Jtie 

c.omrut~vel de 6unç5e.6 óimple-6. 

l • l - INTRODUÇÃO 

Nos Últi!'10S anos teM aUI11entaf10 considerovelnente o in­

teresse de pesquisils na área das distrihuiçÕes multiva:riadas com­

r•lexas. Na Física, essas distrihuiçÕüs são úteis (Porter (1965), 

Carmeli {1974)) no estudo de distribuiçÕes de espa(:cmentos entre 

nÍveis de enerl)ia de núcleos em. alta excitação. Em séries ter:~po­

rais rr·Últiplas, ela.c: .são úteis no estudo de Pstrutura.s rln. matriz 

densü~ade espectrn.l, pois certos estimadorer~ de tal matriz de ur.1a 

série temporal MÚltipla estacionária Caussiana têm distribuições 

aproximadamente df~ uma matriz complexa de L'ishart c estudos em 

que acarecem tais n.atrizes espectrais estão, entre outros, os de 

análise de dados dt-: vibraçõe~ de estruturas aén:<as, pr2visÕes me­

tereológicas e det_Pcções Oe sinnis em telecomunicações (vide p.e. 

llannar, (1970), Liqc~ett (1972/3) Priestley, Subba Htl.O e Tong (1973) 

e Brillinger (197~)). 

l'loodiWT (1956) e Goodmann (1963) estudari'l.m a distribui 

çao mt;ltivariada gaussiana complexa. Distrib1ücões conjuntas de 

r.-:tize~; caracteristicas rle certas matrizes a1catórius complexas fo 

ram ot1tidas por J~r1cs (1964), Wign0r (1965) e Khatri (1965) em li 

nllas (I e trabalho similares às aplicadu.s em casos simi1a.res reais. 

Outros t.êm trab.:1lhudo na deturminação de distribuições 
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' 

,1e testes sobre' DaLrize~~ de covJrii:inc_ia:> (_'!e J'0l:ulas:õe:-~ rmltivnriu 

das (;nu.ssicJno.s COlll)'lc>:.--<:..i. 1\hutri (1 rl(;S) oblcvc u h-t~·:;iP'n morH:•nto 

(11=1,2, ... ) do cril~rio d~ ra~~o do. vcrossi~ilho.nço r:111-i~ o teste 

ln re~lidildc da matriz ele cov~rifincias. Guptn(l97J) e C~rtcr, Ko.­

trj c :-;rivastavct (197G) dctcrr'1inurur.l a dü;tribuiç:iío cx~1ta desse -

teste !'ara dimensões o.tê G c f/,athiC' (107r)) qenero.lizou-.:t a qu,-:J.l­

éJLH'-'1" di:rr,cnsão, com o uso da transformada inversa dt:: nellin. 

Wahba (1971) e Pillni e Naaarsenl~cr (1971) considera­

ram il. distribuiç·ão do critério da raziJo da vcrossirülhança para o 

teste de esfericidadt? d0. população çraussiana multivariacla comple­

xa. Krishnaiah, r.Jee e Chanq (1975) determinaraP1 o momento de or­

tlem h (h=O,l,2, •.• ) do critério da razão da verossimilhança para 

o teste de independência entre duas quaisquer coordenadas do ve-

tor multivariado go.ussiano COPlplexo 1 hem coJTlo para o teste de igual 

dade entre a matriz de covariâncias e UM múltiplo de uma matriz -

dada e para o teste simultâneo de iqualdade entre a matriz de co­

variâncias e uma matriz dada c entre o vetor de méclii15 c um. vetor 

de médias dado. 

Nesse mesmo trabalho, Erishnaiah, Lce e Chànrr ohtive­

ram o ~1-ésimo moment.o elo critério da ru.;.::ão da vero~>f>ir:lilhança pa­

ra o teste de iqualdade entre porulações multivart<H1as 0aussianas 

complexas, bem como do critério paru o teste de icTUilJd<tt1e de ma­

trizes de covariâ.nc.i .. as, eM grupos, de ropular:,-Ões de:::: se tipo. 

Nest~ truba.lho, nós determinamos a distribuicão exata 

deste Último critér_i.o para o caso particular em que as amostras 

para c:1da urna das populações são iguais, bem como os ti"l'Wnhos dos 

·.Jrupos de populações e damos a f une,~ i-lo densidade de pro :r abilidade 

em forma computável e, para o caso (jeral, a apresf":!ntamos como fu~ 

ção H (vide apêndice C). Para a determinação da fun<;~:ão densidade, 

utiliz3.mOs a transfr1rmada de !'-·lellin e sua fÓrJ11ula ele inversão {vi 

de apêndice A) • 



1.2 - DIS1'RIBUIÇÕES WW.,li\IS (Ci\UcSIAtiMil p-Vi\Rif,IJM: CO!Ji'LLXT,:; 

Uma var.Lávcl aleatória p-variada Guussiuna complcxu 

r,'"-"'(Z
1

,z.,, ... ,z) (vide Coodrrwn c Duhman (11JG9)) (o UJ'ld p-upla de 
' p 2 

variáveis aleatórias complexas Zj""'Xj+iYj, onc1c i =-·1 e o vetor 

das partes reais e imaginárias n'=={X 1 ,Y 1 ,x 2 ,Y"~, ... ,x ,Y l possui 
""' p fJ 

uma distribuição normu.l 2p-variada com natriz Ue covariâncias 

1. 2.1 l: =E(n-E I (n-E I' 
n n n 

= [[E(~i-"xi 1 (Xk-·"xk 1 

E(lj-wyjl (Xk-wxkl 

onde as submatrizes 2 x 2 têr.1 a _forma especial 

l. 2. 2 

r exo{-l/2 2 
dx EX.= " ((x-pxjl/ojl ) = \Jxj 

J 
-oo 

r EYj= X exp{-·1/2 ( (x-p .1/o.I 2J dx -· 1-\rj YJ J 
-oo 

Seja 1-J.'::::J-:c'::::{~l 
1

+iJI 
1

,u 2 +]11 
2

, ... ,JJ +i11 ) e 
r X Y X- Y xp YP 

l. 2. 3 



q 

onde 

1. 2. 4 

Uma condi~;âo paru. (:Ue ll 1 "''(x1 ,Y1 , ... ,Xp,Yp) .:;cja una va 

riávcl aleatória multiUinensional com dis·triLuição 2p-normal é 

que r seja positivn definida. 

" Então, se !: n 
Suponhamos 

~ n~o singul~r, tambEm o 6 ~ 
é 

" .. l ... J,-.,2 "r? que Lr seJa SJ.WJU ar e seJam L ,L;, ••• ,'"r 
:.> ' r, ·~ -, 

r;uas colunas. Então a sinqularidade dG I:ç implica que para algum 

i, l,S,i,:Sp, 

l. 2. 5 

-onde C't. c 
J 

pelo r.enos. 

numero complex0 paro. j=l,2, •.• ,p c j' -

Has 

4. l\ i-:;ualdade 

1. 2. G 

onde ~kk=l e Ckk=O. 

( 0 .. ) : 1 x p, onde 
J .l 

sicnifica que, se 

p 
= !. n) a. I 0. Gl 

k==l ·. J ( J <: 

aji c definüio como en 1.2. 

rxk=yk+it\ (L=l, .• ,p;l,;,j,:;J:>) 

p 
+i !. a 1.P .ko .o 1. k~l . J • J . 

CoJ'lo n .. =(o: .. +iB .. )CT.n, 1.2.6 imrlica a~: .iJ_rualdades 
Jl Jl ]J. Jl 

l. 2. 7 



1. 2. {i 

1.2.() 

1.2.10 

onde 

lO 

1: 'T '1 

'Ji'j'.l 

,. 
I 'I 1 

cntilo 

_rm __ ' ( 1/0 '.· ( p r c. _ n n0 ",na rena·· 00 .•• a lirr 
q lm 1 111' ln } r\' 2m 2 m 1 1r'1 2 n' 1 ['m p m' 

r~ ;;a) 
pm p r.1 

Lm' ===(l/2) (-r.
1 

a
1

a ,a.
1 

a
1

o ,-f,., a
2

c, ,c~ 2 0.1 0 , ••• ,-R a 
n m m __ m m .c.m m r:1 . .:.rr. pmp 

- "'~· 'd • Jd' ]'<J )?O Entao, p0rn o lTILlCC l ·as 10ua _anos .. ~.· 0 ·-·v 

(Li). e a j-0:~-;irna 
n l 

Portanto, T _ 

(a .. --r- .. )o.c. 
Jl J.l J l 

rara j • 1.rnpar 

coordenada rJa coluna i de T r]. 

singular iM!Jlica [ sinqul~r 8 

" 
o. afirna-

ç3o ~1nteriormente fc'ita f}St.ã prova(1êt. 

Como z, ... , (~ positiVLI definida, l~ c nc.o ~>.i.nqu_lar e a fun 1: 
r,>lo densidade de f.robaLJlicL~dc de r. é duda por 



ll 

l. 2 .11 cxn{-{(~ll ) 'L:-l([-IJ ) } · ~ c · r 

l. 3 - O PROBLEMA E OS MOMENTOS 

Sejan z 1 ,~ 2 , ..• ,zq 

dependentes duas a duas, onde 

q populações complexas normais e in 

Z. é de ordem p. x l, para i=l,2, .. 
1 ·1 

• I q • 

Seja, também, 

l. 3 .l E(Z.-EZ.) (Z.-EZ.) '= Z
1
.

3
. 

l l J J 

a matriz de covariâncias entre z 1 e Zj' para i,j~l,2, ... ,q. 

Como as t:
1 

são Populações conplexi1s norn;:~.is c indepen­

Uentes duas a duas, 

l. 3. 2 se i~j, i,j=l,2, ... ,Cf e 

l. 3. 3 r
11 

nao sinnular para i=l,2, ... ,q. 

Sejam Z .. 1 ,Z.
2

, ... ,'l.N. uma amostra aleatória de tama-
1.~. l ll ), 

nllo I:J. da i-ésima população, para i=l,2, ••. ,q, e 
1 

l. 3. 4 

l.J.S 

Ni 
A .. = i: (Z .. -2. ) (:?,, .-?,j ) 

11 j=l 1] 1. lJ • 

:L 
Z.=l/N. I 1 Z. 

J.. 1-i~col l.J 
• 



Assumindo que todas as popul<:~çÕes têm a r,1esma dimensão, 

isto e, p 1 =p
2

= ••. =p
0

=p, r-'ara testar u hipÔtese 
' 

l. 3. G 

onde 

l. 3. 7 

!l ~ 
o 

~ 

i 
q~= L q. 

l j=l J 
e <1*=c 

k ' 

contru a sua ncgaçCtu, Kr ishnaiah, Lce c ChawT ( 197 ~í) determinaram 

o seguinte critério da razão da verossimilhança 

l. 3. 8 À = 
'l 
E 

i=l 

bem cor~o seu s-ésl wo momento 

l. 3. 9 psn.) n. l 

' 

' * i 

l' 
rr 

i=l 

k 
rr [t r· (n":+l·- i) 1 

j=l l 

r(n +sn +1-i)/f(n +l-i)}] 
fT r_r g 



oncJe 

L. J .10 

L. 3 .ll 

lJ 

n.::::: N.-1 
' l 

H é hipótese de l101'l00encidac1e de .dispersão entre as -
o 

qi populações que conpoem o 0rupo i, rara i 1,2, •.• ,k. 

1. 4 - RESULTADO GER.l\L f'O~:O FUNÇl\0 HIPEJ~GEOMf:TRICA CEHEH/\LIZliJ)l\ 

Aplicando a transformada inversa de rv"ellin (vide apen­

dice p,) ao (s-1) -és:i.mo mor:1ento de À c fazendo a mudanr:;"a de variá 

vel s=-s •, obtemos a função densidade de probabilidade f (x) de À, 

1. 4 . 1 

L 4.2 

-s 

f (X)= C l/(2ni) Hc7s) l i~l 
! ' k 

• { c TI r (l-i-n~) 
i=·J j=1 J 

q p k 

) 

k 
n 

j=l 

-1 

nn · * 
f _, n:i lJ { rr { r: r rn .+1-i) 
i=l - .i=l j=l - J 

C= k pn~ 

Jl n~ J.} 
i=l l 

q'1!' 
n J !"(1-i-n s) )· 

fT=rl~ +1 g .. "]-l 

ds 



1.4.2' 
k 

c(s)~( 11 
i=l 

14 

n 
*pn~s) ·.f .:; pn.s 1 n. l ~. ,, n. 1 , 
]_ i=l }_ 

L e wr. contorno envolvendo os polos Uo numerador do integrando c 

n~ e definido em 1.3.11 
J 

Esta intcr,-ra1 convcrqe, pois os condiçÕe:; de converge!:!. 

cia dadas no apêndice C silo satisfeitus, conforme 1.4.3 e 1.4.4 a 

seguir. 

l. 4. 3 

c 

l. 4. 4 

pois, 

De fato, por 1.3.11 term:;: 

}: ): q1: 

' n;- )~ J 
~:= p - p ' j~l J j~l i=n~ +1 

rl 

q 
e~ rr 

j~l 

fazendo 

k pn~ 

n. 
·- * l 1 l-q. l+ ]-

pn. 
n. J I 

J 

k 
rr 

j~l 

~ o 

k a1f p 
. ' n n1f ·' = T! 

j~l 

' .. l I n. 
i=o~ 

1
+1 1 

r 
j~l J 

I• 
<r 1! 

n. 
1 

l, 

li 
j=l 

J pnj 
;~ n . ) > 

i:=--q"f l+ll 
J-

Pn. 
J n. 

J 

~ r 
): q'!" 
L ,J 11. -

j~l i=0~ + 1 1 
• .J -1 

n. 
1 

"* i 
i=q~ +1 

J-l 

pn. I ' n. J . 
1 ~ 



lS 

pois todos os n. 
J 

- - -sao numeras inteiro;, positivos nao nulos, e, po_E 

tanto 

O I I < J·. 5. (i-l < X C ~' ~ 

A intearal 1.4.1 ~ u~a funr5o li de Pinclterlc (vide Ma-

l. 4. G f(x)~ 
O X 

(al,a.l), ••• ,(a' ,o. ) 
c H I pq (-"-I pq pq ) 

pq,pk c(s) (h R ) (h 0 ) 

- l' ' 1 ' · · ·' p]c' ~-'pk 

onde os parâmetros -
sao 

l. 4. 7 

c os parâmetros -
sao 

1 . 4. s (2,ni), (?,n_2) , ••. , (2,nk) 



e C é dadu em 1.4.2. 

Podemos, portanto, resumir o resultado cycrul no se-

guinte 

te_oJtema 7.1: Sejam z. 1 ,í:. 2 , •.• ,z.,1 , para i'='l,2, ••• ,q, arnostras ~ 
l l - l . 

lea tór ias de q populações cor:1plcxa.~ <]a uss ia nas mu.l ti variadas de 

dimensão p ,;,1, com na.trizes de covnriâncias populaciona.is ;:
11

,1. 22 , 

... ,rqq· Então par~ testar a hip6tc~e H0 ,dada em 1.3.6, contra a 

sua ncgaçao, o crilé~rio <.la razão da vcrossiPülharw<l t.cr1 COT10 den­

f,ié!adf' a função f {x) c1ada ern l.'t. G, puro 0 < x < oo e f (x) =O noutra 

parte. 

Este resultado r;eral é de difÍcil aplicação prática 

por questões computacionais, portanto, noite~ seguinte nos restri~ 

']iremos ao caso particular em que todas as N. amostras (i=l,2, .•• 
l 

,q) são do mesmo taoanho e os k agrupamentos de populações sejam, 

tambér,.,, do mesmo tamanho. 

1.5 - DISTRIBUI(:ÃO EXATA DE À EH UM CASO PARTICULAR 

Se 

l. 5 .l n =n = l 2 
::::::n = n 

q 

isto e, para cada una das q populaçÕes 7.. 1 a n.mostra retirada tem 
l 

tamanho n e 

• isto E::, todos os 1~ «'J"ruparnentos sao compostos do mesmo numero Q -

de populações, entO.n 

1. 5. 3 = nQ para j=J.,2, ... ,k e 
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1.5.4 kQ q. 

Então, Ue l.3.~J, o (s-1)-ésimo momento de À , com as 

substituiçÕes efetu.Jdus, é 

l. 5.5 

p p 
:::çpqn(s-l) { Jl I'k(n(t+l-i)/f'q(n+l-i) }{ ]1 rt"I(ns+l-i)/ 

i==l 

Como na composição de rHf(À)} (s) aparecem os fatores 

f{n+l-i) e r(nQ+l-i com l~i~, para que todos os momentos de), -

não sejam nulos é necessário que 

l. 5. 6 n~ p. 

Esta restrição, impõe, de uma maneira naturul,um limi­

te para o tamanho das amostras de cada população que e bem intui­

tivo, pois se guereJ~los tirar informações variáveis com vários a­

tributos ou caractcrlsticas, ni1o é concchível que o nÚ!'1~ro de indi 

vlduos examinados s<>ja menor que o número destas. 

Temos c~w~, para s=o+i T, varl_ando nu!'1.a f,<.ixa do plano 

complexo paraleli1 an eixo ima<-y.inário o 1 < a < a 2 

l. 5. 7 

é a tr-J.nsformacta de F1ellin da densidade f(À) de ). • l'lo apêndice A 

dcnol'linamos 1. 5. 7 dL' (s-1) -és imo mor,;ento de À o (jUC, c:;egunUo 

professor E. Lukacs é abuso de linguagem, uma vez que os momentos 

devem ser inteiros. E aplicando a transformação inversa, se f(x) 



1fl 

e a função densidac:e de >, , ·temos c;:ue 

l. 5. g 
-r'cn F }· ,. 

f(x)::::Çl' {Jl f' ·(n(~+l-·J)/r :(n+l--±)}1/(~Tri). 

i-~ 1 

I 
nun _,. r_, ~, k 

• (x/cv· 1 "} '"'[ r r'·(ns+l-i)/r (n(~s+l-·i)} ~L; 

j_=l 

onde L e urn contorno contcnUo os polo~o do .integ.ran(1o. 

Seja I a inte~ral em 1. S. 8. Fazendo a r1udanr..-t de variá 

vel ns=t, a intcgr0l I fica 

1.5.9 

onde L' 

r~ n -1 J (x/Qpqn) -s/n{ h rq (t+1-i) /rk (Qt+1-i)} ds 
i=l 

L' 

-e um contorno contendo os polos do integrando. 

A fórmula da multiplicaç~ão de Gauss (Luke (1969) ,p9.ll) 

nos fornece a rela(~<lo 

1. 5.10 r((l(t+(l··i)/0))~(2n) (l-(l)/2 Q(lt+l-i-l/2 

portanto, temos 

L 5. ll 

" 
~ r 1 ~1C't+l-1)~(2n)pl~(l-Cll/ 2 

i=l 

nl'CJt-J·p~ /2 

p 

i=l 

,, 
H r' (t+ (r-1) /Q) 

r=l 

Q 
ll J'(t+(r-1)/Q), 

roc.1_ 

SubstiluJ.ndo 1.5.11 na intc~ral 1.5.9 passanos a ter 



LS.l2 
-1 I=n f 

··•·/J' p r, 
• "· ·r 1 r·(s+1-j)/[ n 

j=l j~l 

c~ fazendo a substituiç,J:o tlc l em :,;u t'l forr'la 

1'1 

n 
:; !J'(s+(r-:il/0) } } dJ 

roool 

l.S.l~ n-1 -c;:')rcssuo 

1.5.3, ficctmos con C!. func::lo d(''l:_;icbrlc dC' À nil. forr'éi 

l.5.13 
- l T' 0 1-

f(x);:=n ~{ 11 1 ]l r· {n+(r-i)/(1) n 
}/f ·(n+l-i) 

j_=l r=l 

f x -s/n 

L' 

p p 
{ n r'I(s+1-ill/{ n 
j~1 j~1 

n k 
H (s+(r-j)/Q) }}ds 

r=l 

c r:; 

No nurner:tdor c no denominador do intet]rundo, cxcluin-
-s/n • 

do x , ha fatores comuns que devem ser eliminados. l\ fon1u do 

resultudo após essa eliminação depende da rclaç.ão entre a dimen­

são p das populações e do tamanho (1 dos ugrupnmcntos. 

Chamenos de ~~ esse quociente, isto é, 

1.5.14 
r: p 

{ r r~(s+1-i1VI " 
n 
rr rk(s+(r-j)/0)}}. 

j=l j=l F1 

:'la verá c. :ncc )_u;·K·nt.o:~ ::_;c;, r c "uc ti vrr_-~lo:. 

rn,=f1, l, ... , n-J 

.5.15 r-j - --m: ·jo=-l,?./ ••• ,p 

O menor "-'U.lor quc- 1:-j assuwc é 1-p (r==l c j""-·p) c o mai 

or v,1lor que -rn() a~;~;ur.w- é zero t:' como p~l, cancelamento::> sempre 

haver,1D. 

Para m=O, teremos canccL\mcntos scr,1pre <rue 1-·=j e estes 

r:.ao dependem das rf.<La(;ões entre os v a] ores de p e Q. 

Para JTl,;_:), como nÍn{r;l~F~Q}:::oJ. c mftx[j-Q;l:::j_;y}=rrC!, os 
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cancelumentos ocorrcrao :;omcntc! quando p > n 

1. G - I\ DE!~SIDJ,DE nr: \ NO CJ\S() Ef·l 0(1\~ r,. < 0 

l. G .l 

0:1de 

Neste c:1so o quociente ~: fica 

p (l 
rr IT* ~-

j~l r=l 

r 
" ,, 

p-1 
n r"(s-j) I 

j~l 

Q p 
li l: 

j~l r""l j~l 

j ?'r 

p Q 
/{ rr rr* 

j~l r~l 

()* r o 
l: ~ r. ~ , respectivamente) 

r=l j~l Fl 
j;'r 

c a nossa função dc'nsidadc de \, para O < x < 1 

l. 6. 2 f{x)=C{p,y,n,k) l/(2ni) 
n--1 

r k(()-r) (ol {." 
,, , r r':(s-jll/ 

l' =-c'l 
~· 

l' 0* 
/( " rr rk(s+(r-j)/<"1} ds 

j ••1 r~l 

onde 

l. 6. 3 
-1 p q }~ 

C(p,q,n,J~.)~n {TI {TI r·(n+(r-i)/Q)}/fq(n+l-i)} 
i""l r""'l 

e L é um ciclo comecundo c terminando em -=, no sentj_clo positivo 

(anti-horário) contendo os po2.os do integrando. 

Esta intc0ra.l converr-ye, conforme discuss:io sobre o con 



to n~o - . _ . --1 In 
ncijf:r (upcndlc~ B), po1s x ( · > 1. 

L pode, 

pcciul, isto e 

l.G.I\ f(x)=C(f',(],n,k) 
,,(u·-k) ,n 

C' L 

r(q-k) ,p(c;-k) 
( 

ljn, 
X : 

"J'a2, ... ,u_ ( -'-) - . p q r. ) 

L 11 JJ 2 , ... ,hp(q-l:) 

ondl'.• o:; J'arârr.etros )J. 
] 

-s:1.o du. corma 

0 .""{p-m-1) para Jn""'D,l,~ .• ,p--2 e j:=::.l,2, ••• ,CJ c mq+J 

b ,= o 
mq+J para m=p-1 e j=l,2, •.. ,.k (n-p) 

e os parâmetros a. sao da forMo 
J 

aj=(p-j)/ÇI r·aru. j=l,2, ••. ,p-1 n'petidn:-; (-jk) vezes, 

a =-r/Q 
r 

]Jara r=l,2, ... ,n rt>petidn~l Cí•k) vezes, 

a =-r/O para r=m+l, ... ,rn+p-1 repetidos (0-j) vezes. 
r 

c a constantes C(f,Cl 1n,k) -e clcldi:l. Y->OT }.().3 e ten10S 1 portanto, O 

tr_aftCJ1;a 1. 2: 

1 e a tór ias de 

Sejarr. ~-:. 1 ,z. 2 , ••• ,7..
1
,, f'.JTU i""l,2, •• ,,c-r, CtmOfitras a 

.1. )_ ]·~ ' -

0 porulaçõ~.:•s complexas 0aussi<1nns de dimensão p ~ 1, 

com mutrizes de covdri5.ncias popu.lacio:r..2is I
11

,r
22

, .. ~,l.qq· Então~ 

para testa r 

... 

T 1 1 --O+ 0t. 

,, 
=I 

nq 
C;:-c-Jc(l ,k'=k-·l) 



t..::ont.rd a ::;,ua nenu .~ao, <J func;âo dcn.stdi'lüc: de r_.robaJ-·tlic':a\1e do -

cr.itério d~1 razão da V'-Crossinilhan<_'.-J .\dado l~rn l.J.J é: 1:(x) i],:::da 

em l.ti.·i, para n < x _<_ l, e f(x)=O :1outr,1 parte, ond2 n=N-1 . 

.1. 7 - DFSENVOLVI!!JWT'O nr: f (x) p1 ff.niF:~, Pl'.nl\ p < Q 
-

11. forrn 1.(i.tJ de '(X) nZlO C' lJOil para cáJcuJos t]C !JOn­

tos l.'c,rcentuais de .'õU<t í:unç;lo de dtstr:Llmição, sendo, portantr), -

um desenvolvimento :::~eu,nun.a forma mais ildeCJuada, necessário parct 

fins computacionais. 

O problc.rta se resur1e na apli.cação elo teorema. dos res.í-

2uos para a resoluç5o da intc0ral 

l. 7 .1 I=l/(2•d) Jx-s/n rk(Q-p) (c;) ( 

L 

r (\ 

'* }ç -1 

n-1 
u ( . ) n r · s- J J 

i=l 

{ 11 
j=l 

r (s+(r-j)/n)} ' ns 
r::--cl 

onde L é wn cont.orno contendo os po.los do tnterrrando começando c 

terminando em -o:: , r~.o :~cntido posit~ivc. 

Como a funç.:io qam.a nÃo possui zeros, devemo,-,, somente, 

Jetc.rrninar os palas de 

1.7.:2 rk(('-p) ls) {~'ii 1 rq(s-j) 

jo'l 

(' af!licar o tcol-CL'<t nos resíduo:;. n:J polos di: cunçiío u-una l'(s) 

sno o~: pontos 

l. 7. -, s=0,-1 ., .. , .. 

23G, c ' 
SilO 



23 

-Os polos do produto 1.7.] sao os e1nulantes do :rroUuto 

l. 7. 4 

onde 

l. 7. 5 

co O,. 

TI (t+i-p} 1 

i=l 

a.= 
1 [

1c F<l.rél i=l ,2, ... ,p-1 

p{~ .. ·J~) rara i=f!.p+l, ... 

(• a ordem do i-êsimo polo. 

C) teoremn rlos res1duos (hlfors (l9fi6) ,p0.149) nos d~ 

l. 7. 6 
00 

f(x)=C(r',f],n,k) ;: 
i=l 

Hes 
s=a. 

1 

onde a 
1

, a 
2

, ... -sao os anulantPs do lJroduto en l. 7 .·1 l" 

l. 7. 7 h(s)~ rk(O-pl ( 
p-1 p 

rr r'~(s-jl }( r 
j=l j=1 

0 * k 1 r r ls+lr-jl/01 ;-} 
r=l 

Se o:i c ll. oràem do polo ai de h(s), entr1o, para i=l,2, •• 

se denotarmos 

l. 7. 8 B.~ 
1 

temos a identiduaE' 

l . 7. ~1 d/ds ~J. cl/ch; ln ""·. 
1 1 

o, dr-: uma maneira r('ral temos 

e 

-- ,; 'f,. 
1 ]_ 



l.7.J(I 

'l'emo.s, tanbÉ>"'n, CJUP 

1.7.11 

B(n-1-n) A DI. 

r 

n=o [~] 
r-n ( -1n x) n ( n) 

u. 
l 

c r portanto, a exr.ressao elo resíc!uo do intcnrando cr1 1. 7 .1 fica 

l. 7 .12 

onde 

-s 
Res . (x 'h(s) )=1/(a.-1)! 

s=p-l l 

· (-ln X 
1 / 

a.-1-n 
n

1 
1 

e 

-(p-i)/n 
X 

rl l • 
o .. -1[a.-1

1 n=o n 

A fórmula 1.7.10 nos dá uma relação de recorrência pa­

ra o ciilculo das derivadas de onleT1l n de n, a parti.r das anterio­

res c das derivadas de A. 

Para determinarmo~~ os valores 

Pll2lborar a f0r1.1a (ic Hi COPlO SC<JUC: 

para i=l,2, ... ,p-1, a formil originéll de 

1.7.13 Jr1' 10-r1 hl/l ~ 
j=1 

que, com a pror)riedcl.dc da função qar10 

e A (A) 
Ol 

-lJ . c 
l 

devemos 

(l * ' 
r :·

1
' (s+ (r-j I /QI J 

r=--:1 



L 7.14 

1.7.1:.· 

1. 7 .lG 

l(a+J) ""·L l(nl para a~ o,-l,-2, ... 

], r- . I r~ 1 
1-,_,.,,,l_.-:·. 111 
·.-J (s+i·~+., ]1 

' 

Jl 
{ n 
j~l 

i=i+] 

e para i = p,p+l, .•. - -, ~ expressao de n
1 

c 

P (c···k) k (Q-p) 
Il.~(s+i·]') i r (s) ( 

l. 

p 
~ { f! 

j~1 

Q* k 
ll r (s+(r-j)/Q)) 

r=l 

p-1 
rr rCJ(s-j) )~ 

j~l 

2'3 

c_;ue, com o uso da rropriedade 1.7.14 fica 

1.7.17 

p 
{ ;\ 

j~l 

[ 

n-1 
(s+i-p+l)+ {•c (s-p+j)jq} { 

j~1 

0* k l íi r· (~;+(r-j)/O)} . 
r""l 

i-1 
r (s+j-p)p(q-k)} 

}"~jl 

Antes 1_Jy ex:nrcssarmc1.s o;, ] jmJ.tes Llr; Blnl e t._~À) é ne­

C'('ss.iric darmos dua~- definicÕes e um rcsul tndo envol venc1P-as. 

1\. prü1ci.da dcL1s ô a função 

1. 7. li.' ~.(s)=··y +(s·l) "" . ~ 1/( (s+j) (j+l)} , 
i=O 

onde 

yz 0,57721566 ... e a constante de Euler. 
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1.7.1" 1/(s+j) ),/ n,-l,-2, ... , He s > O. 

/',. funç;1o p~~j c a <lcr.ivada do lo(TnritDln natur0.J. dt1 Lun­

\<io fT<'tlfl<l. O re~:;ultôdO .J. <JUE' no:> n.:~:f:(;rtmos é o lemô al>c;j:xo <'\1\:." (:nun 

Ci3.DlO~> S0!'t provar, ;Jois OJUD. c]('r:-\On~-:;t~rac::Ío é l:riviil.l: 

1· e:n:1 I. I: Para À_> 1 , Vé1] e a rcLv;ão 

l. 7. 20 

m m 
ln( rr rla.+s)} 

j~l J 
= L l]J(a.+s) 
j~l J 

se À= l, 

À m 
~C-1 IÀ-1)! E çiÀ,w.+s) se 

j~l J 

C i l l . 't 1,1nl , •.. AIÀ.I om sso por. ern.os escr0vcr os ~m1 es , . 
0.1. o~ 

das 

expressoes 1. 7.15 c l. 7 .17 em termos das funçÕes psi E.' zeta como 

segue: 

l. 7. 21 

l. 7. 22 

1.7.23 

para i= 1,2, ... ,p-l ),._=1,2, •.• ,iq-1 

. p 
lj-i) l'l)( D 

j~l 

+ I r- j I /0 l l l 
p-1 

-y1•iq-kl+lq-klp r l/lj-il 
j=_i_+l 

[ \ (l* 
-~: í: r ~~(p-.i+(r-j)/0) 

j::-::1 r=l 

- (j' 

p 

p-L 
r 

j~l 

º• 

(1* k . 
n r Ir- H 

r::o:l 

i/lj-i) -

[ p(<]"'i<) çiHl,l)-k E 
j~l 

I r,(,\+l,p-i+ 
r=l 

+(r-j)/\1) + 
p-l À+l p-l. Hll 
,[ jl(j-i) -p(g-k) ·~· ,1/(j-i) 
J=l(il) )-l+L 



1. 7. 24 

1.7.25 

l. 7. 26 

n 

f-', p+ 1 f • • • c = 1,2, .•. ,p(q-k)-·l 

B . ~[r 
Ol 

p-1 . 
n (j-i)Jq}{ 
j~l 

i-1 p 
]! ( -')p(q·lc)}( ~ . J ], '· 

j=p j=l 

-r(r-j)/Q)} J-1 ' 

Q* 
A .=-yp(q--k) -k 

Ol 
E t(p-1-r(r-j)/Q)+q 

r=l 

i-1 
+p(q-k) r. 1/(i-j) 

j=p 

a. 

0* ' 
li l'J((p-i+ 

r-""1 

p-1 
E j/(i-j) + 

j~l 

A~:l=(-)l+ll!{ p(q-k)ç(l+l,ll-k ~ r ç(Hl.p-i+(r-ji/QI 
r=l 

+q 
p-l Hl 

T j/(j-i) +p(q·k) 

j=l 
i --1 

r, 1/(j-i)Hl ) 
j=l 

Agora estamos em condi.çôes de apresentar a função den­

sidade de probabilidade do teste de homogeneidade de dispersão, 

em grupos de mesmo tamanho, de populações normais complexas p-va-

-r tadas, para o caso em que o tamanho Q dos grupos (' me~ ior que a -

dimensão das populo.ções e em forma computávelí para O < x < 1: 

l. 7. 27 

1 iq-1 r· 1J . l ·{(iq-1)!}- r lq- (-(1/n)1n x) 1 q-.-c 
n=O ll 

+ r 
i=p 

x(i-p)/n 

(p(q k)-1). 
p~g-k)-1[p(q-k)-ll 

n=O n 



20 

p(n-k)-1-n (n) 
· (-(l/n)1n x) ~ · 8 . 

o> 

onde n~{) é calculado por 1.7.10 com as expressoes de 1.7.21 u l. 

7.26.Pesumimos este resultado no 

:te_o,te__nra 1.3: Com o enunciado do teorema 1.2, se a düncnBão p das 

populações for menor ou igual ao nGmero Q delas em cada aqrupame!}_ 

to, u função densidnde de probabilidade de À é dadZ~ por 1.7.27 se 

O < x < 1 e f(x)=O noutra parte. 

1.8 - A DENSIDADE DE À NO CASO p > Q 

Como no caso anterior, devemos, desta feita, analizar 

o quociente n definido em 1.5.14 e verificar quais os cancelamen­

tos de funçÕes gama que deverão ser efetuados. 

Em 1.5.15 temos a relação entre os 1ndices r,m e j pa­

a qual os cancelamentos existirão. Os valores de m para os quais 

há cancelamentos dependem da relação entre os valores de p e Q. 

Suponhamos que 

l. 8 .l (K+l)Q+l < p < (K+2)0 I 

ou 

l. 8. 2 KQ+l ~ d ~ (K+1)Q 

para algum K inteiro nao negativo. 

Analisemos al<]uns casos particulares antes de darmos a 

lei de cancelaínento geral. 

Seja QD o denominador de Q , isto e 



p 
n 

j::; 1 

I' ,, ); 
I! r' '(s+lr-j)/n). 

r:.:::l 
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Se p==-(l+l, entilo -0 ""' 1-TJ l' c-!uando r-=::J e j==p te:r:er:1o:..: 

r-j=-1,'. Portanto F~;n Q
0 

o fator l'(s-.1) aparece k vezes. O futor 

r{s), que corrcsponde ao caso r-j::.--Cl, aparece Qk=c: 'JCZc~;, isto é, 

c:n í'!
0 

repetem-se 

r(s) q ve~es e 

1. 8. 4 

rls-1 k vezes. 

Se p=Q+2, então -Q = 2-p e r-j=2-p quando r=2 e j=p, e 

r=l e j=p-1. Portanto,o fator r(s-1) aparece (2k) vezes em nD e o 

fator r(s) q vezes. 

Suponhamos, aoora, que p=2Q. Então -O = 0-p, que corre§._ 

ponde a r=Q e j=p, r=0-1 e j=p-1, r=Q-2 e j=p-2, •• ~ ,r""l e j=p-0+1 

isto e, o fator r(s~l) aparece kQ=q vezes ern 0
0 

• O fator r(s) 1 

como nos casos anteriores, aparece q vezes. Os fatores!(s-2), 

r(s-·3) , •.. ,r(s-p+l) não aparecem nenhuma vez em n0 se Çi+l_;y;,2Q, -

pois neste caso 

min {r- j) :::.~l-p~l-2()>-2Q>-3Q>. ~. >- (p-l) Q. 
1 <r_S_Q --

13:t~ 

Mais qeralmente, nao aparece nenhum fator cb forma 

r(s-h), h E: Z-{0,1}. 

Racioc.in<'l.ndo da mesma forma chegamos ã. conclusão de 

que S(~ 2Q+l ~ p < 30, então teremos as repetiçÕes em n0 : 

r (s) e [' (s-1) q vezes e 

1.8. 5 

rls-2) (p-2Q)k vezes 
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c I'(s-·3), I'(s-4), .•• , f(::::;-p+l), bcrJ como f(s-h), h c Z-{0,1,2}, 

nao aparece nenhuma vez. 

De uma raZineiru c;eral, podemos afirmar t1ne roc {K+1) Q+l;:, 

,~P < {J\+2)(), em :lD teremos as repetiçÕes dos fatores 

r(s), I'(s-1), •• 5, f(s-K) crvezese 

l. 8. 6 

f(s-K-1) (p-(K+1)0)k=(d-KO)k vezes, 

mas como (K+l),:;;, (p--1)/Q, temos que para K=O,l, .•• ,PI((p-1)/Q)-1, 

onde PI(a) é o maior inteiro menor ou it;ual ~ a, nenhum outro fa­

tor aparece e 

l. 8. 7 

onde 

1.8. 7 1 

n = rq(K+l)··dk(s-K-1){ p~
1 

fq(s-j)}{ h* 

p* 
rr 

j=1 

o. 
n 

r=1 

p () 
n n 

j=1 r=l 

j=K+2 j=1 

r-j:f-hQ;h=O, 1, .. 1 I<+l 

º• k IT r (s+(r-j)/Q) 
r::::1 

Então, y>arn p = (K+l)(Hl, a funçr"io den~;üJadl? de À pode 

ser representada crn tt:!rmos da funs_~ão C-de ME:>ijer, a sah:)r: 

l. 8. 8 

onde C(p,q,n,k) e dado por 1.6.3, q=q(p-K-1)-k, os pariirnetros b. 
J 

são da forma 

bhq+j::::(p·-h-1) para Jt::::O,l,~ .. ,p-K-3,j=l,2, ... ,q e 

l. 8. 9 

para h=p-K-2 e j=1,2, ••• ,q-k 

e os p,:trâmetros a.i (_i=l,2,.~ •• ,q(p-F~-l)-k) san ria formo ({K+l)Q-~j)/ 

/(• 1 j=l,2, .•• , (K+2)0:l-l, :i não divüd.vel por n c se rcpct.::em (j+l)k 
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vezes para j=l,?., ••. ,Q-2; q vezes pura j=Q-l,O+l, •.. ,OZ+l)-1, j 

não divisivel por (!, e para j=" (K+l) U+l, (K+l) 0+2, .•• , (I<>+2) Q-1 us -

rrcpeti']Ões são, respectivamente, (0-l) k, (Q-2) k~ ... ,k vezes. 

-c 

1.8.10 

No caso t~l q'~c (K+l)Q+l < p < (K+2)Q, a densidade de À 

f(x)=oC(p,q,!l,k) r;0 f íJ 
o,o 

a 1 , ... ,aq 

b1, .•• ,bt)') 
,C: < X < 1 

-
unde C(p,ci,n,k) e d;-rdo l'Cir 1.6.3, cFp(q-k), os parfiT'lct:ros b. 

J 
sao 

da for~a 

1.8.11 

bhq+j"""(p-ll-1) pura h=O,l, .•. ,p-1<-3, j=l,2, .... ,q e 

b = K+l hq+j 
para h=p-l~-2, j=l ,2, •.• , (1~+2) O-pk 

c os parâmetros a. são du forma (p-j)/Q, repetidos (j.k) vezes, PE. 
J 

ra j=l,2, •. "~Q-l,jlp·-(K+l)Q; (p-j)/0, repetidos q vezes cada, pa-

ra j=Q,Q+l, ... ,p-1, (p-j) não divisivel por Q e, finalmente, da 

forma -j/Q, repetidos (Q-j)k vezes, para j=l,2, ••• ,Q-l. 

Finalmente, para p==(K+2)Q, a função densülade de \ fi-

c a 

l. 8.12 f(x)=C(p,q,n,k) Gg,O 
g,q 

1/n I X 

onUe C(p,q,n,k) 

silo da forma 

P d~(lc por 1.6.3, q=q(p-k-2), os 

,0 < X < l 

par,3rrictros h. 
J 

1.8.13 bhq+j""(ro-h-1) para h:=O,l, ... ,p-K-3, j=l,2, .•. ,q, 

c os ['arâmetros dj ~;ao da formCL (r-j)/0, repetidos (jk) vezes, p~ 

ra j=l,2, ... ,p-(K+l)·-l, da forma ((I\+1)0-j)/Q, repetic1os q vezes, 

com j=l,2, ... ,(K+l)n--l, j não divis1vel por O e, f.Lnalr:ente, da-
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tor:na -j/0, repetidos (Q-j)k vezes respectivcwtcnte, para j=l,2, .. 

• , Q-1: 

.teo!tf'~ICl 1.4: Com o enunciado do tcorcrna 1.2, se a dimensão p das 

populações for rrluior do (JUe o número çr delas em cada arp:.·upanento, 

a função densidade ztc À,f(x) 5 nula se x t (11,1) e par::J. O< x <1, 

se 

c) 

p=(K+l)(l+l, cntão f(x) c- dadc1 por l.B.B 

(K+l)()+1 p (K+2)Q, c~ntão f(x) c di1da por lJ:.lo 

p=(I~+2)Q, então f(x) é dada por L.fl412. 

l. 9 - DENSIDADE DE À Er-1 FORMA COHPUTÁVF.L, Pli.RA O Cli.SO p > 0 

Efetuados os cancelamentos de todos os fatores do nume 

radar e do denominv.dor de O ,1.8.7, ficamos com a densidade de À 

da forma 

l. 9.1 f(x)=C(p,q,n,k) l/{21ri) Jx-s/nrq(K+ 2 )-pk(s-K-l) 

L 

p-l p.., 
{ P rCJ(s-j) }{ n 

o. ]- -1 
n r "(s+(r-j)/QI} ds 

j:·J'+2 j=l r""l 

onde C(p 1 q,n,k) é d,ldo por l.G.J c o produtório coJ'I astcri~>Co eT'1 

l.H.7'. 

l. 9.::: 

:Seja 

(_: +2)n-pk 
h(s)=f i,;-1: li ( 

r-1 r. 
;1 !''!{3-jl 1-H TI 

j=K+2 j=l 

·-Os polo~: do integrando sao os anulantes Uo 1lrodut~o 



l. 9. J 

ond,-: 

1.9.4 ('(.""' 
l 

"' (t.+i-p) l 

iq rara i=J,2, .•. ,r-1-1~-2 

p(q-k} par~ i=p-K-J ,p-K, ... 

e a ordem do i-ésimo polo do produto em 1.9.2. 
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Com a mesma notação de 1. 7. 8 e utilizando a rnesma téc­

nica de que fizemos uso no item 1.7, temos para i=l,2, .•. ,p-K-2 

l. 9. 5 B.=(s-p+i)iq 
l . 

p-1 
r(K+Z)q-pk(s-K-1) r n rq(s-j) H 

p* 
~r rr 

j=l 

o. k rr r (s+(r-j)/0)} 
r::::l 

j=K+2 

querpela pr:opriedad0 da função qama dada em 1.7.14, fi~<"l 

l. 9. 6 
p-K-3 . 

TI (s-·p+j) (p-K-2-J)CJ} 

j=i+l 

r p-~-)c +') (K+2Jq-;'kl [ri-rrlc +')in-
li s-p J ~ s-p J --r 

j~i+J. j=l 

p* º* k l ( 11 rr r (s+(r-j)/0) l 
j=l r=l 

e para i=p-K-l,p-E,p-K+l, ••. temos 



!.9.7 

p* 
H rr 

j=l 

p-1 
r (K+2)n··"k( l' l) f · u( .) .1, , , s·- -..- T! r-· :-_;--J _,. 

j=K+2 

,, . 
r rk(s+(r-j)/1') l 

ro"l 

C)UC, simplificado t·~la nrOJ1ricdnde l.7.14, fica 

l. 9. 8 [l _,.p(a-kJ (. . ll f r i-- ~,-p+J..-1- l 
p-1<-2 . i --1 -k 

n (s-p+j)Jq}{ !! (s-p+j)p{CJ } 
j=l j=p-K-1 

n 
"'* n 

r=l 
rk(s+(r-j)/í>l} ]· 

Calculando A., suas derivadas e passando ao limite fi­
l. 

camas, para i=l,2, ... ,p-K-2 e Ã=l,2, ..• ,iq-2 

l. 9. 9 

l. 9.10 

onde 

1.9.1C' 

e, ainda 

p-K-2 p-K-3 
e .={ n (j-il (K+ 2 l<J-pk)( n 

01 j=i+l j=i+l 
( .. ) (p-K-2-j)qj• 
1-1 ~ 

p-K-3 
'F. (p-K-2-j) ;.(j-i)+{(Y.+2)q-plc) • 

j=i+l 

p-F-~ i-1 p* Q* 
1/(j-i)+q r j/(i.-j)-k r r ·~{p-i+(r-j)/Q) 

j=i-~1 j=l j=l r=l 

p* Q* 
E I 

j=l r=1 

p Q 
= l: l: 

j=l r=l 
r-j:;é-hO,h=O,l, •.• ,K+l 
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r-F--3 • 
p(<?-kl r(.\+1,1)-q- í:: ( (p-·F-2-j) .;.(j--i) À+\-

:i:::oi+l 

p-Y-2 5_-)_ , , 
-f(F+2)c,:-pk} - T 1/(j-i) .\+l+q r ('j+(j-i) ~'l) 

j=i+l j~J 

(_\* 
r ((À+l,p-i+{r-j)/0) 

c para i=p-K-l,p-r~,p-I~+l, .•. c .\=-~1,2, ..• ,p(q-k)-2 

l. 9 .12 [ 

p-K-2 . i-1 
n .= { n (j-i)JqH rr (i-ilp(q-kl J• 

01 . l . 1 J= J=p-K-

p-K-2 i-l 
J.. 9 .13 ); j/(i-j)+p(q-k) t l/(i-j) -

j=l j=p-F-1 

p" ()* 
-k í ' ~(p-i+(r-j)/11) 

j=l F--'1 

.L9.14 
p--1'~-2 

p(q-}:),~(À+l,l)+q ;: j/(j-i)_\+l + 
j=-'l 

"* ::: r() .. +l,p-i+ 
r"""l 

r::Jj Q ) 

Finalmente, podemos concluir esta parte do trabalho 

dcmdo ,J resultado procurado 



J .9.1~ 
_ _ 1 1,:: n 

J·(x)::::n ( ;· t ;: 't' 1 ~(n+(r-·-j)/('J}-H'q(n+l-·j)) • 
j=l r:ool 

·[ l-'-;:-:2 v(j_-p)/n( (. ·-11 ,.,··liq~l 
~· "' J(: ,~-' I. 

i=l n=O 

10- J --n •(-{1/n).ln x) -· -· 
~. 

i=p-I\-1 

(i-n)/n 
X • • 

1 p(q-l .. kl-1[plq-nkl-1] ·{ (p(q-k)-1)! )-
n~o . 

JG 

. In l para O < x < 1 e f(x)-=0 noutra parte. onde B . c dado pela re­
Ol 

lação de recorrência l. 7 .lO e as expre~>soes de 1. 9. 9 a 1. 9.14. 

E o presente resultado constitui o 

ie_o!Lcrr:a 1.5: Com o r.1esmo enunciado (lo teorema 1.2, se d dimensão 

r das populaçÕes for ma.ior o.:uc o número D delas em cad<t um dos a­

qrupar::entos e (K+ 1) n+ 1 ,;, p :;, (K+2) n, :K inteiro não ncqa tivo, então 

a representação de f(x) em série coJTlputável é dada por 1.9.15. 
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A pa!tLi.-'<- do,.~ mome_n-to-6 do c.-'lLté.JtJ.o da !!azao dn ve.Jtolsi.­

milha~ça pa-'!a o -tr6te de igualtlade rlaJ m~dia~, em g~upoh, da6 co­

o~denada~ de uma va!!i~vel aleat5-'lin multivakiada com di,st-'li&!ticao 

no!tma.l e t~a.-tJtiz de. covaJLiânci..cu. com C.6tfLtLtuJta de l>irne:tn-<_a c.ompo,sta 

do :tipo I, ê. c.al.culada, pelo mf:todo da ttr.an&bonmada de Me!t-i.n. óua 

5un.ç.ão de.n-óidade de rJtoba.bit{dade. e apJu.>.ó enta.da e.m joJtma da óun­

ç.(lo G-de Me . .tjeJt e r.n: 6oJtma de. 6"é_~tie. c.ompu:tâve_f. 

2 . 1 - INTRODUÇÃO 

No estudo de testes psicométricos, outru;:; formas de me 

di da, podemos nos ~)crquntar se di versas formas de exame são tnter 

cambiáveis entre si na ordem de aplicação. Se consider<.trmos, por 

exemplo, tres formus de test.es e asstunirmos que os pontos dos in­

dividuas nas três formas têm uma distribuição normal tr.i-variada, 

a hipótese de permutação é equivalente n de que, na distribuição 

normal, as médias sejam iguais 0 as variâncias bem como as covari 

âncias também são içruais. Se a hipótese for verdade.ira, então a 

distr.ibuição é invariante a todas as permutações e se diz que elu 

possui ,~i_met.Jti.a C.OFili.•f.e.:ta. 

~ frequentemente m.Ji.s importante, na prática, nao so­

mente testar-se se formas de Fledida rossuem simetria completa en­

tre si, mas, também, se são permutáveis em relação a alqurn crité­

rio de medida exterior (por exemplo, o critério poderiü ser habi­

lidade no curnprimen·t.o de certa tarefa). Se assumirmos que os pon­

tos nas três formaé'; de testes c o critério têm uma distribuição 

normill quadri-varJarla, E'ntão a hipótese de pcrmutahilJdade é equ_:!: 

v:llente à de igua.ldüde entre as médias dos pontos d0s i:: rês testes, 

d0 suus variâncias c~ cnvuriâncj.,1S, hem como de igu;1ldarl12 das cova 
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riâncias entre as formas e o critério. Ouando u lüpótesc é verda­

deira, os três testes c o critério tên1 uma distribuição normal 

(]Uallr í -variada com matriz de cova r iêinci<.lf3 da forma 

"' c c c ) 

c Li D D I . c D n D 

c j) D !1 

onde a quantidade l\ representa o critério de medidu. 

Uma distribuição normal à qual esta hipõtcsc' c vercJa­

dcira ~dita possuir 6.in1rttia eon1po6ta 1io tir1o I. 

Um caso r'1ais ocral de sinetria composta do Lipo I e 

quando há vários e;-:-ame.s (onde dois dos CJUU.is não neccs~:;itant ter 

a mesma quantidade de formas) c ctiversos crit:Grios exteriores. 

l'l'ilks (lq46) determinou critérios amost;uis para tes­

tar várias hipÓt0Sé·s de simetria completa em turw. distribuição ncr 

mal multivariada. 

Vota\.; (1948) produziu critérios amostrais para testar 

doze hi.póteses de simetria composta, bem como seus respectivos m9_ 

mentos, e determinou a distribuição exata do critério para o tes­

te simultâneo de tqualdade de médias, variâncias e cova.riâncias 

de uma distribuição normal com sime·tria composta do tipo I, como 

sendo a mesma distribuição de um produto Ue variáveis aleatórias 

independentes com distribuição betu. 'rukey e Nilks ( 194 6) h avi arn 

aproximado a distr i >ui cão desse produto por uma di~trUmição beta 

simples. Vo-taw ( 19~ 8) utilizou cssn.s uproximar:;Õe.s pura fins de a­

pJ icações. 

A partir dos momentos col_culndos por Vot,Jw (1948) para 

o te~-;te de igualdade:, em ~TUf:'O~>, du.s médias dus coordenadas de 

uma variável com J.i~.;t:rihui.ção normc1l multivariadu com natri~ (/C 

covari.~ncias com estrutura de simetria composta do tif10 I, cal cu-· 

lamos, neste capítu1_o, com a utilização da tr;:msfon:wdet de .Helli_n, 

a função densidade c!\~ t'robabilidade do crit.ério. 
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2. 2 - O PROBLEHll., 1\ HIPÓTESE E OS HOMEN'l'OS 

Seja X 1 =(X1 ,x2 , .... ,Xt), t 2, 3, um vetor aleutório cora 

distribuição norm<'ll t·-variada. Partici.onemos o conjunto {X
1

,x
2

, •. 

. ,Xt} em q grupos r:mtuamente exclusivos, onde b deles contém so­

mente uma variável c os rcstantf's h""q-b contêm n 1 ,n2 , ..... nh varif 

veis, respectivam0nte, com n 1 .;, n 2 ~ ..• ,;,_ nh e na~ 2 , para a=l 

2, •.. ,h ; b+n
1

+n2+ .•. +nh=t. 

Sen perdn de generZ~lidade, podemos supor que ns t vari 

áveis estão ordenadas de forma que os b crrup0s contendo somente 

uma delas vêm primeiro. 

Então X 1 =(X 1 ,x 2 ,.~,,Xt) tem como função densidade de 

probabilidade 

2.2.1 -t/2 I , 112 f(x)=n c: exp{-(X-w) 'G(X-w)) 

onde 

2.2.2 G = (l/2) l:-l , 

1: ;= matriz de covariâncias de X, positiva definida, e 

2. 2. 3 )'= (" )' " ) ' ,_.1' '2'"""'t-'t 

com vi== E Xi' para i=l,2, .•. ,t. 

Se /.:: possui estrutura dcô simetrin composta (tipo I), 

então ela é da fon1a 



onde 

2.2.5 

2 • 2. G 

com 

2.2.7 

2.2.8 

A=(cov(X. ,X.)):Il X}) 
l J 

C =(C' 
la 1 C2 ... c' ) b ' ' 

Ci=ci(l 1 ... 1) ' 1 X 

10 

j ,j=l,2, ·~.h , 

b X n a 

n a=l,2, ... ,h ' a 

n =(cov(X. ,X. )):n x n 
a 1] <"to. a a 

i 1 j =b+ri + J r • • • 1 b+il 1 O a a a a+ 

com 

2. 2. 9 n"~ + . • • + n 
1 .... Zl-

= I) 

2.2.10 .... )=cnv(X. ,X. 
J. l J 
il a <l 

j_ 1-J" , ' .-:, ,, ·-· 

c 

2.2.11 cov(X. ,X. )=cov(X.,,>; ,) 
1 J ]" J a a a -A 

i ~ ....... ' 
arJ"' , l_,r·.J .. , 

"' o ( 

para a=l,2, •.• ,h 



:2,2.12 

:c. 2 .ll 

2.2.14 

2. 2.15 

J=· ( 1 .i ; ' ·,:axn .. , 
d 

n 
-o 

E ainda tE.'InOS que 

C C ' jl c 1j j::::l,2,~~·,h 

O = D' 
aa' a' a 

a,a'=1,2, ... ,h. 

O probler:n de lJUe vamos nos ocupar é o t1e t.c:;tar a .i­

•Jualclade das médias das variáveis dentro de cada u11 dos grupos,­

sob a condição de nue }~ é de simetria coJT\posta do t.ipo dado CJ~ 

2.2.4 (tipo I). 

2.2.16 

Formalmf·ntc, essa hipÓtese c 

H (m) : 1-1 i 

" 
i ,j =~ +b+l, •.. ,~. +1+b, a a a .1 

u.=l,2, ••• ,h 

dado c1ue L possui a estrutura em 2. 2. 4. 

Sejam t);l ,X""l , •.• ,Xt )', a=l,2, ••. ,N,w~ta amostra alea a .:.a .a 
tória de X=(x

1
,x2 , ... ,Xt)'. 

Então se À (m) é o critér.io da razao de vero,similhança 

para testar H(m) contru. sua negação, o (s-1)-f:simo mor1c'nto 

L(m)=) (m) 2/N (vide Votaw {1948)) ~dado por 

de -



::. 2. 17 
C"-· l 

E(L(m)'' )~I n 
a=l 

n ·-1 
il 

li lriN/2+(s -1)/(n -1)). 
s =l a 0 
il 

•f((N-3)/2+(s -)/(n -1)+s))f 
a a 

f(f((N-1)/2+(s -1)/(n -1))• 
u il 
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·r((N-2)/2+(s -1)/(n -1)+s)}}, Pc s > l. 
a a 

A densidade de L(m} e o seu desenvolvimento em séries 

computáveis serão dados nas secçoes seguintes. 

2. 3 - DISTRIBUIÇJS:'O LlE L (m) C0!'-10 FUlWÃO G-de l'1EIJER 

Se f (x) é a função densidade de probabilidadt~ de L (m), 

então 2.2.17 é a trunsformada de Mellin de f(x) (vide apêndice A) 

e apl L::ando a tranf",formação inversa temos 

2. 3.1 

onde 

2.3.2 

f(x)=(1(11,N,n
1

, ... ,nhl/lhi) 
h 

f x
5 

( li 
a=l 

L 

n -1 
a 
TI 

s =l 
a 

r I (N-3) /2+ 

(s -11/(n -1)-s)f f((N-2)/2+(s -11/ln -1)-s)} ds 
a a a a 

ll 
Q{h,N,n 1 , ••. ,nh)= { IT 

a=l 

n -1 
a 
TI f(N/2+(s -1)/(n -1)+ 

1 
a a s -a 

H((N-1)/2+(s -1)/(n -1)} a a 
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c~ L é 11m ciclo começando c tcrr.ünunclo en +oo, no sentido neqativo 

{horário), englobando todos os pelos do intu:rando. 

A forma 2.3.1 de f(x) c proporcional a uma função G-de 
.• , .. 
.. C.lJCY (vide apEndice B), a saber, para O < x < 1: 

0 1, ... , ilt-q 

?..3.3 
t~-p o 

C '' (x 1 t-o,t-q l . ,, I 
'1' · · · ' 1 't-e 

' 

·-' f (X) '-cQ noutro parto, onde Ot;-; par5Hlctros 

2 '3. 4 

com 

2. 3. 5 

o ~(N-21/2+(k-21/(n.-ll 

n.-(j-)1 J 
J 

n.= 
J 

j-1 
r 

i=l 

e os pa.râmetros b. sao clu forma 
J 

2 • 3 • 6 1/2 , j=l,2, ••. ,t-o 

e 0 (h, N, n 
1 

, ••. , n
11

) ;:, dado por 2. 3. 2 , 

il. têm a_ forr-,n 
J 

2<k<n., :l=l,7, •.. ,h 
-- ~ J 

E temo~-., portClnto o primeiro rcosul tado do c,q>itulo: 

teoJtema 2. 1; Seja (x1 ,x2 , ..• ,xt 1 
r~. . rt ll, 

o;""'l 1 2 1 • •• 1 H Uffid Qmnstra alea-

tória de tamanho N de u:-:-~a população normal t-variada. 5:nja uma 

particão do conjur:t-o {x 1 ,x 2 , ..• ,Xt1 em n subconjunt.os, r1e modo 

c;ue os prineiros t~ deles são unitários e os restantes h=q-b contêm 



Se a rnél.t.ri~ de covarjânci.:1s dessa pot::ulo(_::Õo tiver es­

trutura de simetriét composta elo tipo I, então, )Jara t:c;tar 

II: toda:; n:'l variÔ.vc.i.s cuc cstEío E'n cada um dnf_; suLcon-

juntu~; tên n2diu:; imwis, paru todos c.•le.c;, 

C·:mtra a sua ncrpç·ilo, c1. função dcn~;.tJud<"~ ele rrobabi ljd::dc do cri­

tério Ja razão da vcrosshlilhnnç:'!. ;~ dad<) por ?.3.3. 

Como em ~;ua formn (ff'raJ dt1da cn 2.3.3 o:; v<.tlnrc~-~ de 

f(x) sao de difÍcil computação, detcrl.linnmos sua espunsilo em séri 

es 

de 

cor.1putáveis par.::t o ca.so em que todos os sBbconjuntos com mais 

Utla variável tenham o mesmo tamanho, isto é, todos o:..; n sao -a 
iguais. 

2.4 -DENSIDADE DE: L(m) EH S~RIES COMPUTI\VEIS PARA n 1 =n 2= •• =nh=n 

-Para o caso presente, a densidade de L(m) e dada pelo 

seguinte corolário ao teorema 2.1 

c.oJr..o-fátti.o 2.1 

Com o enunciado do teorcr:ta 2.1, se n
1

==n
2

:::: ... =nh=n, en­

tão a função f (x) [: nula fora do intervalo ( n ~ l) e nel (0 é 

2.4.1 f(x)~Q(h,N,n) 

:Jl, ... ,a0) 

bl, •.• , bb 

onde q=(n-l)h, b.=~ .-1/2, 
. J J 

2. 4. 2 arh+j=(N-2)/2+r/(n-l), j=l,2, ••• ,h, r=Cl,l,, •• ,n-2 
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2. 4. 3 Q(h,tJ,n)=(n-1)-h(n-l)/Z T'h(N(n-l)/2)Hh((N-l) (n-l)/2). 

De fato, pois 

t-q=nh+h-h-b=(n~l)h 

e a rclacão entre os 1mliccs de il, dada por 
] 

(j-1) n- {j-r-2) +--~ (rh-j) j=l,2, ..• ,h c~ r=O,l, •.. ,n-2 

faz com que 

a
1

. l) (. 21 =1N-2)/2+r/(n-l), por 2.3.4 J- n-· J-r-

= a rh+j , por 2.4.3 

pois n.=(j-l)n, conforme 2.3.5. 
J 

A constante em 2.4.3 decorre da aplicação da fórmula 

de multiplicação de Gauss (vide 1.~.11) no numerador e no denomi-

nador de 2.3.2. 

Para representarmos f(x) em séries computáveis de fun­

Ç':)es simples e catalogadas, devemos resolver a intcqral 

1 .• 4 . 4 I=l/(2rd) 
n-1 

Jl f'h((N-3)/2+(r-l)/(n··l)+;•;)f 
r=J. 

trhl (N-2)/2+(r-l)/(n-l)+s) I ds 

onde L é um ciclo começando e ·terminando em -=, no ~>cnt ido anti·· 

horário, englohando todos os polos do inb}grando (vide 2.3.1). 

Para a aplicação do teorema dos resíduos, devemos veri 

ficar se há cancelamentos entre as funções gama que aparecem no 

denor:ünador e no nut11erador do inte<Jrando. 



Como os par:imetros 

' ~ ., i) 

das :funr-Õcs gar.1.:1 c,ue ,,r,ar,êcem no nu , . " -
mcrudoc- ::;,=io os elo c~vnomtnador subtraiclos de l/2, lwvcrft c.::mcela­

Mcnto.s de fatores conuns somente qu<l.ndo n for 1mpar c r'-=(n-1)/~~. 

Temos, r-·ortan·to, qure o rlroblcmél se con~d:.i.tui em dnic; 

casos: 

C1\SO I 

caso I - n po.r 

caso II ·- n Jmr1a..r. 

Como a função <;ama possuJ polos nos pontos 0,-l,-2, .•. 
-c todos sao simples, os polos do produto 

2 • 4 • 5 
n-1 

n= In rh((N-3)/2+1r-1J/In-1)+sJJ 
r=1 

sao da forma 

2. 4 • 6 s=-{(N-3)/2+(r-1)/(n-l)+t)}, r=1,2, •.• ,n-l 

e todos de ordem h. 

t=O,l,2, .• 

Como fizemos no capitulo I, para aplicarmos u teorema 

dos residuos, devemos escrever os polos de m1a rnanPira compacta 

como r.1izes de um produto infl_nj to. 

Temos, prlrtanto, que os J!Olos d2dos em 2.4 .r. sao os a­

nulanb~s do produto 

2. 4. 7 
n-1 

I rr 
r=l 

n 
i=l 

(H (N-5+2i) /2+ (r-l) / (n-1)) h ) 

onde h e a ordem de cada um deles. 

Para a determinação dos resl.duos (vide secçao 1. 7, i­

tens 1.7.8 u 1.7.20 e comentários), necessitamos melhorar a forma 

de 



2. 4. B B. =(s+(N-5+2i)/2+(r-1)/(n-1))h( 
lr 
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n-1 
P l'h( (N-3)/2+(j-1) f 

j=l 

+(n-1)+s) Hh( (N-2)/2+(j-1)/(n-1)+S)} 

i=l,2, ... e r=l,2, ... ,n-1 

Dem como calcular suas derivadas até a ordem h-1, para apos, cal­

cularmos os limites correspondentes. 

A relação de recorrência 1.7.10 nos fornece il.S deriva­

das de B. a partir de d/ds ln B. =Ai e A~À) , )1.=1,2,.,. ,h-2 e-
2r 2r r 2r 

os resíduos serão calculados como em 1.7.12. 

Temos, portanto, para i=l,2, •.. e r=l,2, ..• ,n-1, com a 

aplicacão iterada da propriedade 1.7.14, 2.4.8 ncima fica 

2. 4. 9 
n-1 

B. =rh(s+(N-3)/2+(r-l)/(n-1)+i){ IT fh(s+(N-3)/2+(j-1)+ 
lr j=1 

ir' r 
n-1 

•ln-1)) J•[! n rh(s+(N-2)/2+(j-1)/(n-l)) I• 
j=1 

•{ 
1

;
1

(s+(N-3)/2+(r-1)/(n-1)+j-1)h}l 
j=1 

Calculando A. , suas derivadas A~;\), para ;\=1,2, •• ,h-2 
1r 1r 

e pass:mdo ao limite quando s _,. -({N-3)/2+(r-l)/(n-l)+i-l), temos 

2.4.10 B =(-)ih(i-1)/2 { 
iro 

n-1 
n rh(l+(j-r)/ln-11-ill• 

j=1 
j;ir 

n-1 J n rh(3/2+(j-r)/(n-l)-i)) 
j=l 



2. 4 .ll 

2.4.12 

n~-1 

[ 0(1+(j-r)/(n-1)-i)-h 
j=1 
j ;ir 

i-1 
•ln-1)-i) + h ~ 1/(i-j) 

j=l 

n-1 
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n-1 
[ tV (3/2+(j-rH 

j=1 

[ ctl+1,1+(j-r)/(n-1)-i)­
j=1 
j;"r 

n-1 
-h E ç(l+1,3/2+(j-r)/(n-1)-i) 

j=1 

i-1 
+h. [ 1/(j-i)À+l]. 

j=l 

Portanto, aplicando o teorema dos resíduos c utilizan­

do as expressões de 2.4.10 a 2~4.12, temos 

2.4.13 f(x)=(n-l)-h(n-11/2{rh(N(n-1)/2)Hh((N-l) (n-1)/2) )• 

[
n-1 

• L 
r=-1 

=O 

h-1 
r. 

n=D 

~ ((N-5+2i)/2+(r-1)/(n-1)) 
,, X 

i=l 

(-1n x) h-1-n 

noutra parte, 

onde B(n) é dado por 1.7.10. 

E provamos o teorema 

ilh-1)!)- 1 

0 < X < l 

t;.>_o-'le)JJ.1 2.2: Com a cnuncia(lü do teorema 2.1, para o ca;;o em que­

n 1=n 2= ••• =nh=n, n par1 a função densidade de probabilidade do cri 

tério L(m) tem sua expansão eJl1 séries computáveis dada por 2.4.13. 
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CASO II 

Quando n é Ímpar, o numerador e o denominador do inte­

fJrando em 2.4.4 (excluído x- 5
) ficãm: 

2.4.15 NU= r h ( (N-3 I /2+s I r h ( (N- 3 I /2+ l3 (n-l I +si •.. r h ( (tl-3 I /2+ 

+(n-2)/(n-l)+s) 

2.4.16 DN=rh ( (N-2) /2+s) r h ( (N-2 I /2+ 1/ (n-1 I +s) •.• r h ( (N-2 I /2+ 

+(n-2)/(n-1)+s). 

Como em DN há um fator da forma 

2.4.17 fh((N-2)/2+1/2+s)=fh((N-3)/2+s) •(s+(N-3)/2)h 

a inteqral em 2.4.4 fica 

2.4.18 

2.4.19 

-s h 

f 
n-2 

I=1/(2Tii) x { fi I' ((N-3)/2+r/(n-1)+s)]f 

L 
r=l 

•[rn~l ,h((N-21/2+(r-11/(n-ll+sl}(s+(N-31/21h] 
r=l 
2r]in+l 

-

ds 

Os polos do inteqrJndo :;ao o~-> anulantes c1o produto 

n-2 = 
(t+(N-3)/2)h { 11 li (t+(N-3)/2+r/(n-l)+i-l)h} 

r=l i=l 
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onde h e a ordem deles. 

De maneira m5.loqa ao caso anterior, temos aqui, para 

s
0
=-(N-3)/2, À=l,2, •.• ,h-2 

2. 4. 20 

2.4.21 

2.4.22 

2.4.23 

B'={ 

I3' = 
o 

A'= h 
o 

n-2 n-1 . 
rr r 11 1 (N-3)/2+j/ln-1)+s) )7( r r 11 1 (N-2)/2+J-i+c;) J 

j=l j=1 n-

n-2 , 
I' r 0 (j/(n-1))}7( 

j=l 

2j~n+1 

n-1 
rr rhl (j-1) /ln-1) -1/2)} 

j=1 
2jfn+l 

n-1 n-2 
[ 

j=l 
Hi/(n-1)) - h [ ~((n-1)/(n-1)-l/2) 

j=l 
2j;'n+l 

Ç(À+1,j/(n-l)) -h 

,(j-1)/(n-1)-1/2) l 

n-1 
i: ç(H1, 

j=1 
2j;'n+1 

c para r=l,2, ... ,n-2, i=l,2, ... r :\=1,2, .•. ,h-2 c 
N-3 r . 

s
0

= - 2 - n=I - l + 1 

2. 4. 24 B. =fh(s+(N-3)/2+r/(n-1)+i)( 
H 

n-2 
rr r 11 is+IN-3)/2+j/(n-1)) }I 

j=1 
j,'r 

n-1 
Q r 11 (s+(N-2)/2+(j-l)/(n-l))} 

j=l 
2j,'n+1 

•{ i~l (s+(N-3)/2+r/(n-1)+j-1)h}l 
j=l 

(s+(N-3)/2) 11 
• 



::.4.25 

::! • 4. 26 

2.4.27 
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B. =(-)111(1-l)/2{ 
no r·11

il-i+li-ri/ln-ll I }õ 

-;-r n J'h(l./2-i+(i-1-r)/(n-l)) }(1-i-r/(n-l))h [ 

"-1 

.i=1 
2jrln+J. 

r I . -·1" ' l h l l l ) • 

i\iro- -yh + h 
n-2 

1: 
j=l 
j;'r 

n-1 
~(l-i+(j-r)/(n-1)) -h [ ~11/2-

j=l 
2j/n+l 

i-1 
-(j-1-r)/(n-l)) - h/(l-i-r/(n-1)) -h r (j-i)-h 

j=l 

n-1 

n-2 
hçiH1,11 +h r 

j=1 
j;'r 

;-r 
rl\+1 l-1+-'---"1 -, ' n-1 

- h r ç(),+l,l/2-i.+(j-l-r)/(n-l)) + h/(l-i-
j=1 

2j/n+l 

-r/(n-l))l+l +h 
i-1 

' 1/(j-i) )+l 
j=l 

E obtemos, cor1o no caso unterior, com as fÓrnulas de 

2.4.21 a 2.4.37, a função densidade de L(m) 

2. 4. 28 f(x)=ln·-1)-h(n-l)/ 2 rh(N(n-l)/2){ rh((!!-1) (n-l)/21 • 

·(h-1)!) 

·[B~(n)+ 

h:l rh-l.l (N-3)/2 h-1-n [_, x {-lnx) • 
n=1 n 

n- 2 C(J 

r l: 
r=l i=l 

xi-1+r/(n-1) 
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te.o!tr_rna 2. 3: Com o enunciudo Uo teorema 2 .1 , pura o caso em que 

n
1

=n
2

=, ... ,nh=n, n Ímpar, a função densidade de probabilidade do 

critério I, {m) tem sua expansão em sértes comput5ve.is dn(la por 2.4. 

28 se O <x< 1 e f(x)=O caso contrário. 



CAP1:'I'ULO III 

DISTRIBUIÇÃO EXATI\ DE TBSTE DE SH1ETRil\ COHPOSTA 

DO TIPO II 

S~k~a apke&en~ado~ o& n1omen~o~ do c.nit~nio da nazao da 

v('}j_QjJ Lm.{_fhanç_a pa/r_a o teó-te dr. eó-tlwtu)j_a de" ó.-i.melJtút c.ompoó-ta do 

Upo 1 I na matJt-tz de CO\.JaJtiância--'> de u.ma poptâaç.ão eom di&tk-<-bu.-<-­

ç~o nonmal mult-<-uaniada, e, a pantin de.le.ó, &en; ealeufada, eom a 

u-tilização da tnan&,)onmada de Mellin e_ de. óua 6Ô!tmuta de. -i.nve.ltóão 

a 6Lu-Jç_,i"o denóidade de 1VJJtobab-<-l-i.dade. do cJti:t"in-<-o. Eta ,sc_Jtâ. aplteóe~ 

tada ern te,'tmoó da 6tu-1ç.ão G-de MeijQJt e em ó'P_nie& C.ültlJ1tLtáveú. de -

tíunçõe_.s tabelada._,. 

3.1 - INTRODUÇÃO 

A hipótese de simetria completu pode, tnr;tbér,l, aparecer 

em certos problemas, por exemplo, de pesquisa médica. 

Suponhamos, por exemplo, que uma certa T1edi(~,lo (p.e. 

porcentagem de co
2 

no sangue) é feita er1 cada um d(~ trf.s instan­

tes de tempo {digamos T1 ,T2 e T 3 ) em certo animal (~xperimental c 

suponhamos que flssas três medições possuem uma distribuição normal 

tri-vuriada. Pode-se estar interessado em testar u simetria com­

pleta,com base em D!edidas em vários animais, dessas três medições, 

isto é, se todas elas têm a mesma média, mesma variância e todas 

as covariâncias s.-1o iguais. 

Mais geralmente, podemos ter duas características U c 

1'1 (p.e. %C0
2 

e %0
2 

no sangue) que são, ambas, medidas em dois ins 

tantes de tempo T1 e T2 . Se considerarmos as quatro variáveis UT 1 
U'I' 2 , \·;T

1 
e HT2 como tendo uma distribuição normal c;uadri-variada, 

poderíamos estar interessados em testar se as médias e as variân­

cias das duas primeiras são iguais, as médias e as varúlncias das 

dua.s Últimas são inuai.s e se a matriz de covariânclus tem a forma 



E F I\ I, 

F r: L K 

K L C J 

L K J G 

Quando essa hipótese é verdadeira a distribuição (jua­

uri-variada é dita possuir ,{.me.Uci.o compo~ ta do tip• I 1, 

Uma forrna mais <Jeral de simetria composta do tipo II 

e quando se têm h características ou atributos (p.c. medições) e 

n posições no te_mpo (n ;;, 2) 

Votaw (1948) determinou os momentos do teste de sime­

tria composta do tipo II para a matriz de covariâncias de uma po­

pulação com distribuição normal multi variada, do teste :3imul tâneo 

para a igualdade das médias de cada característica nas várias me­

dições e para a estrutura de simetria composta do tipo II da ma­

triz de covariância~o 1 bem corn.o do teste de igualdude das médias 

dado que a matriz de covariâncias possui simetria composta do ti­

po II de populações normais multivariadas. 

Nesse mesmo artigo, Votaw determinou os momentos do 

critério da razão da verossimilhança para testes equivalentes aos 

acima, quando da comparação de k populações com estruturas de si­

metria composta do tipo II. 

Mathai e Rathie (1970) determinaram a distribuição exa­

ta do critério de Votaw para o teste de simetria composta do ti­

po II da matriz de covariâncias de uma população normal multivar.!_ 

ada (médias quaisquer), para o número h de características igual 

a dois. Em 1971, ambos produziram a di~tribuicão exata, não nula, 

para o mesmo teste, com b=l. 

Rathie P Srivastava (197g) produziram a distribuição e 

xata do critério de Votaw para o teste de igualdade de médias de 

cada característica, er.1 todas as mediçÕes, dado que à matriz de -

covariâncias é de s:trr1etria compostu. do tipo II, paro uma popula­

ção normal multivariada. 

Neste tr,-lhalho, determinamos a di.stribuiçã.o ('Xatn do 

critério de Votaw nuru o teste de estrutura de sirnrtri_,o composta 
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do tipo II (médias quaisquer) da matriz de covariâncias de uma P9. 

pulação normal multivariada, para o caso em que o número h de ca­

racterlsticas é tres. 

3. 2 - •'J PROBI,Er-'!A, 1\ lliPÓTESF E OS r-K1HENTOS 

Apresent<1PlOS, nesta secçao, o problf-~ma ou e nos ocupars:. 

mos no decorrer do capítulo,bcm como a hipótese a Ple concernente 

e os momentos calculados por Votaw (1948). 

Seja X=(X1 ,x 2 , .•. ,Xt)' um vetor aleatório com distribu 

ição normal t-variada (t=nh,n ,=: 2) e suponhamos que as variáveis 

{ou caracteristicas) x
1

,x 2 , .•. ,Xt sejam agrupadas em h <Jrupos de 

n variáveis. 

Seja L a matriz de covariâncias dessa distribuição, PS?, 

sitiva definida. 

Então, dizemos que X tem matriz de covariâncias com es 

trutura de simetria composta do tipo II se L: for da fon1a: 

B1 0 12 0 13 ... 0 1h 
0 21 n 0 23 ... 0 2h 3. 2.1 "'2 

: t t X 0 31 0 32 B ... 0 3h 3 

0
h1 fJ, 2 

" Dh3 Bh 

onde a:'> submatrizc::.~ têm as fornas 

3. 2. 2 Ba=(cov{Xi ,xj )) 
a a 

:n x n , i ,j =fi +1, ... ,ii_ +1 a a a d 

com 



3. 2. 3 cov(X. ,X. )=cov(X. ,X. 
1 a ~a Ja Ja 

e 

3 • 2 • 4 cov (X. , X . ) ::ocov (X, , , X . , ) 
1_ J l J a rt a a 

~ara a=l,2, ... ,h, n como em 2.2.9, 
él 

3. 2. 5 D 1 =(cov(X. ,X. )) : n x n 
aa 1 1 1 a a 

com 

3. 2. 6 cov(Xi ,Xk )=cov{Xi''~') 
a a' a a' 

3. 2. 7 cov(Xi ,xh )=cov(x1 , ,xh, 
a a' a a 

para a~a', a,a'=l,2, ... ,h. 

h .~k 1 a a 
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Denominemos a hipótese de que I tem es1:rutura de sime 

tria composta {do tipo II) de II(vc) e À(vc) o critério da razao 

da verossimilhança para testar H(vc) contra a sua nel)ação. Então 

o (s-1)-ésimo momento de L(vc)={À(vc)} 2/N, determinado por Votaw 

e dado por 

3.2.8 

onde 

nh c-l E(L(vc)"' )•Q(n,h,N) { TI r ( (N-2-i) /2+'"1 H 
i=h+l 

f { 
h 
TI 

a=l 

n-l 
TI 

j=l 
f((N-3)/2+(2j-a-l)/(2(n-l))+s)} 
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h n-1 
_l • 2 . 9 Q(n,h,N)~{ TI fi J'((N-l)/2+(2j-o-l)/(2(n-l))}' 

iFl j~l 

nh 
~rn rlln-j)/2)) Re s > 1. 

j=h+l 

3. 3 - DIS'I'RIBUIÇÃO flE L (vc) E/1-1 TFPJ10.S Dll .F'UNCÍ\0 C:-(tc J'-11-:IJEP 

Nesta parte deste capítulo nos ateremos a resolução do 

problema para h=3, pois para qualquer h a resolução é muito difí­

cil. Em trabalho futuro apresentaremos a solu~ão neste caso geral. 

3.3.1 

onde 

3. 3. 2 

Para h=3, o (s-1)-ésimo momento de L(vc) é 

s-1 E(L(vc)· l~0)n,3,N) 

3 (n-l) 
{ n ri1N-5-j)/2+s))+ 

j~l 

3 n-l 
+ I fi n f((N-3)/2+(2j-a-l)/(2(n-l))+s)) 

a=l j~l 

3 
Q(n,3,N):;;;{ n 

a=l 

n-1 
rr :'((N-l)/2+(2j-a-1)/(2(n-1)íl+ 

j~l 

3(n-l) 
H 11 f((N-3-j)/2)) 

j=l 

Aplicando a transformada 

dice A) , obtemos a função densidade 

. 
inversa de Mellin (vide apen-

de probabilidade de L(vc): 



J. 3. 3 f(x)=Q(n,3,N)/(2rri) f x 5 

L 

3 n-1 

3 (n-1) 
{ n riiN-5-j)/2-s)J+ 

j=l 

cn 
)<) 

+{ n rr !'((N-3)/2+(2j-a-l)/(2(n-l) )-s)} ds 
a=1 j=l 

onde L é um ciclo começando e terminando em +oo, no sentido hor~­

rio, englobando todos os polos do integrando e O < x < 1 e f {x) =O 

em caso contrário. 

Na forma acima a função f(x) é uma função C-de Meijer 

(vide apêndice n), isto~, com g=3(n-l), 

3. 3. 4 f(x)=Q(n,J,N) Gg,O 
g,g (x I 0 < X < 1, 

onde Q(n,3,N) e dado por 3.3.2, os parâmetros a. sao da forma. 
J 

3 • 3 • 5 j=l,2, ••• ,3(n-1) 

e os parâmetros b. sao da forma 
J 

3 • 3 • 6 

b.=(N-3)/2+(j-l)/(n-l} 
J 

=(N-3)/2+(2j-3)/(2(n-l)) 

={N-3)/2+(j-2)/(n-l) 

j=l,2, ... ,n-1 

j=n,n+l, .~ .,2(n-l) 

j=2n-1,2n, .•. ,3 (n-1). 

Como nos cusos anteriores, é necessário escrevermo-la 

como .c:éries computáveis de funções simples. 



Para o desenvolvimento dessas séries, necessitamos can 

celar no numerador e no denominador do intcgrn.ndo em 3.3.3 os fa­

tores comuns, a fim de determinarmos os polos para a ap1icaç5o do 

teorema dos resíduos. 

Mas esses cancclumentos dependem dos valores de n, co-

1~\0 veremos adiante, que determinam ~l produção de rlensülades para 

quatro casos: n~2, n=J, n=2k e n=2k+l, para 1:=2,3, ...• 

3. 3. 7 

Chamemos 

3 ( n-1) 
NU~{ E r(s+(n-5-j)/2)} 

j~l 

., -s 
o numerador do intcqrando, excluldo x e 

3 • 3 • 8 
3 

DN~ { 11 
a=l 

r (s+ (N-3) /2f· (2j-a-l) I (2 (n-l))) 

o seu denominador. 

Cancelamentos ocorrerao somente quando 

3. 3. 9 (2j-a-l)/(2(n-l) = k/2, k E Z, j=l,2, ... ,n-l 

pois 

3.3.10 (N-5-j)/2 = (N-3)/2-(2-j)/2 , j~l,2, ... ,3(n-l) 

AnaliZE'l'DS o rroblena parn k inteJ ro Ínpar e k par. 
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i) caso em que k e par: 

se a=l, ent?io O~ (j-1)/(n-1) < 1, pois j=l,2, .• •f 

n-1 e, portanto, somente ocorre 

(j-1)/(n-1)~0, 

quondo j=l para c:uul<:uPr n :::_ 2; 

se a"" 2, cntõ.o (7j-3)/(2{n-l)) =-r (F'l'"/2} implic~1 

j=(2r(n-l)+3)/2, 

que nunca e inteiro positivo, logo, neste caso não há l: par que 

satisfaça a igualdQde 3.3.9; 

se a= 3, então 

(j-2)/(n-1)=r H j=r(n-1)+2, 

mas 

J. 3 .11 j=l,2, ... ,n-1 

logo 

-1 < -1/(n-l} < k < 1-2/(n-1), 

isto c, k = -1,0 c J:o:.:Q ocorre quando j=2, para n 

corre ·1uando j=l <." n=2 e somente neste caso; 

3, ,_ k=-1 o-



i.i) caso em que k é Ímpur: 

se u. == l, cntâ'o 

(j·-1)/(n-·1)~k/2 '"'j=(k(n-1)+2)/2 

G1 

que ir1plica k(n-1) pélr, o que é equivalente a n Impar, pois j 

intoirl".l não nulO,' de 3.3.11 (U~corrC' 

O < k < ::-2/(n-1) < 2, 

loçro k=l e, portanto, j=l+(n-1)/2, para n ~ 3, Ímpar; 

se a = 2, então 

3,3.12 (2j-3)/(2(n-1)=k/2 ++ j=(k(n-1)+3)/2, 

o que exige que n soja par; a relação 3.5.11 implica 

-1 < -1/(n-l) ~ k < 2-3/(n-1) < 2, 

isto e, k=-1, quando e só quando j=l e n=2 1 pois 

l-n+3 >O n < 4 (vl.dc 3.5.12), 

e k=l, quando j=n/2+1, para n > 4; 

se a = 3, então 

3.3,13 (j-2)/(n-1)=k/2 ++ j=k(n-1)/2+2, 

-c 

o que implica que n seJa Ímpar, 

çao 3.5.11 implica 

-pois j e inteiro positivo; a rela 

-1 < -2/(n-1) < k .< 2-4/(n-1) < 2, 

logo k=-1 quando, e só quando j=l e n=3, pois l--n+4 > O implica 

n < 5 (vide 3.5.13) e k=l, quando j=(n-l)/2+2, para n > 5, Ímpar. 
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Em virtude deste arrazoado, dividiremos n restante 

a este capítulo em, o. inda 1 quü Lro sec(,:ocs 1 umu para cada caso. 

3.4 - DIS1'RIBUIÇKO L'Xi\Tl\ DE L (vc) Pl\Rl\ h = 3, n = 2 

Neste cnso NU c DN definidos em 3.3.7 e 1.3.({ podem 

ser escritos como 

3. 4 .l NU= f(s+ (N-3) /2-3/2) r(s+ (N-3) /2-2) f(.s+ (N-3) /2-5/2) 

3. 4. 2 DN= f(s+ (ll-31 /21 r(s+ (U-31 /2-l/2) r(s+ (N-3) /2-l) 

Aplicando a pr.ipricdade 1.7~14 a alguns fatores de 3.4. 

2, ficümos com o g<wcicnt.e 

J. 4. 3 NU/DN= r(,+(N-81/2) f{r(s+(ll-3)/21 · (s+(N-7)/21 (s+(N-61/21) 

e a nossa f(x) fica 

3. 4. 4 f(x)=Q(2,3,N)/(2Tii) J x-s NO/DN ds 

L 

onde L e como em 3.3.3 e f(x)=O noutra parte. 

Os polos do inteqrando om 3.4.4 são 

0 < X < 1 

s=-(N-7)/?, -(N··G)/2 e s=-{(N-S)/2+t) t=fl,l,:!, .... 



GJ 

Como u fm1\.:ão qama possui somente polos :;;inp.les, os do 

integrando em 3. 4. ,1 são anulantes do nroduto 

8 a~ oo 

3. 4. 5 ( 1' (t+(N-i)/2) l} ( IT (t+(N-8)/2+i+l) } 
i=6 i=] 

onde u~=2 e a~ = n~ = 1 

os outros são simples. 

-sao as ordens dos repectivo.s polosi todo5 

Como nos casos anteriores, aplicamos a propriedade l. 

7,14 para calcularmos os D's (vide seqçao 1.7, itens 1.7.8 a 1.7. 

20 e comentários) c cbtci7!os: 

3 • 4 • 6 

J. 4. 7 

3. 4. 8 

3. 4. 9 

8 
B6=f(s+(ll-6)/2+ll Hr(s+IN-3)/21 ( n 

j=7 
I s+ IH- ·j l /2 I l l 

B}=r!s+(C'-8)/2) 7( l"(s+(N--3)/2) (s+(N-6)/2)) 

Bs=f'(s+(N-B)/2+1) "Íf(s+(N-3)/2) ( 
7 
n 

j=6 
(s+(N-j)/2) }}· 

Calculando os limites para s-+ (N-i)/2, i=6, 7 ,8, temos: 

pois f(3/2) = (l/2) f(l/2) = ln/2, 

3.4.10 

pois f(-1/2) = -2 1'(1/2) e I'{2) = 1, por 1.7.14, 



3.4 .ll 8~8~8/(3/n) 

3. 4.12 

Para calcularmos os resicluos correspondentes aos polos 

do se9undo produto CJT1 J. 4. 5, temos 

3.4.13 ni~ f(s+(tJ-D)/2+i+2) [ 
7 

r(s+(N-3)/2){ n (s+(N-j)/2)}• 
j~6 

i+l 
•{ fi (s+(1!··8)/2+j-1) l J 

j~l 

que passando ao limite quando s-->- -(N-8) /2-i-1, pora i=l,2, •.• , 

c· .. lca 

3.4.14 B. ~(-) (i+2) (i+l)/2 B•{J/,(i+1 ) !} 
w 

e, portanto, pela aplicação do teorema dos residuor-; e 1.7.12 

3.4.15 
3 

f(x)~{ rr 
j o•] 

r( (N-j)/2). f( (N-3-j)/2)} (3/TI)-l• 

-7/2 -3 x +12(3-ln x-- (3/2)x }+ 

~ (--) (i+2) (i+l)/2 

i=_l 
i-3. ('+])'] X .,.. l . • O<x<l 

=O noutra purte 
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c temo:o; o resulta do como o 

/t~oJtema 3. 3 r Paro. testar se a matrtz de covariância.s dP uma popu­

lação norY.~al 6-variada é da forma d;:Jc1u Clil 3.2.1, contu1 a :>Uil ne­

qação, a função Jen:;idudc: do critério cJa razão d,1 vr:ro.ssirn.ilhonça 

L(vc} de Votaw, para o caso crn que o nÚr1ero de atriJ)ut.o;; é h~--=J, -

tem a forma dada em 3.4.1~. 

3. 5 - DIST.RIBUIÇÃO EXAT/1. DE L (vc) PARA ll = 3, n -- 3 

J. 5.1 

o:1Je 

De 3.3.1 ctecorre que para este caso 

6 
f (x)=Q(3,3,N) ~ (2rri) f x- 5

( rr f((N-5-1)/2+s)}+ 
j=l 

3 2 
f{ rr rr 

a'-'1 j~l 

3 
Q(J,J,i<)~--=[ ll 

a='l 

6 

L 

f((N-3)/2+(2j-a-l)/4+s)} ds 

2 
IT f((N-l)/2+(2j-a-l)/4)}~ 

j~l 

c\ !I l" ( (N-3-j)/2)} 
_j=l 

Expanclin(l.O o numerador c o denominador de 3. S .1 e can­

celunc:o as funçÕeó:> qama cujos argu111entos diferem entre s.i por um 

númerc inteiro, a _integral acima fica 



3. 3. 2 

ó6 

I=l/(2ni) r(s+n:-JC1)/2) ;{s+(n-ll}Fn. 

L 

7 
~{r(o.+(t:-3)/?-l/4) f(s+(J!-3)/2+1/4)( r 

j=5 

(s+(IJ--4)/2) (s-t (tH;)/))) os 

(:;-+(TT-j)/2) 2 }~ 

Com rac1ocinio Anfilo'JO no ut.iliza<~o no. ~;cc(~c;o ant~ri­

or, determinamos os polos do inteqr.n.ndo, que são anuladores do 

produto 

3. 5. 3 

onde 

3.5.4 

8 0', ~ I 

{ IT (s+(N-i)/2) '}{ 
i=4 

rr (s+(N-10)/2+i-l) 
i=l 

il2' 3, 4 

{ n (s+IN-ll)/2+i-1J} 
i=l 

if3,4 

se i=5,6,7 

se i=4,3 

} 

"" sao as ordens dos respectivos polofi; todos os outro[> sao simples. 
'' ' Se denominarmos B, , B. c B. os Ds a que nos referimos 
~ l 1 

em 1.7.8 a 1.7.11, para o primeiro, sequndo e terceiro !')rodutos-

em 3.5.3, respectivamente,e aplicarmos a propriedade 1.7.14 tere-

mos 



3 • s . 5 

3 . 5 . () 

3.5.7 

3. 5. 8 

3. 5. 9 

onde 

I I ( * 
n

5 
=l"(s+IN-5)/2+1) f(c;+(ll-10)/2) ~[ Q (s). 

• 3 l •{ n (.;:;+(I ···j)/2)""/{ _TI (s+(i·.:-5)/2-"j)} 
j=fi J=l 

7 

B~'=rls+N-Gl/2+1Jrls+IN-ll)/2l~[ * () I s l 

7 • ·{ rr ls+IN-j)/2)"}{ 
j=5 
j;'6 

2 
TI 

j=I 
(s+(N-6)/2-j)) J 

B7'=rls+IN-71/2+llrls+IN-l0)/2l~[o*l•l • 

6 2 
·{ n (.s+lll-·il/21 J 

j=S 

2 
{;~l (s+(N-7)/2-j)}l 

o 
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[ .. B,j'=rls+IN-4)/2+llrls+(N-ll)/2H n (s) ·ls+(!I-8)/21 • 

3 
·( rr (s+(ll-4)/2-jl 1] 

j=l 

( .. B8'=r(s+(N--8)/2+llrls+(N-ll)/2)+ (1 (s) • 

• (.s+(N-8)/2-l) (s+(N-4)/2) l 

* Q (s) = 
l 

r rr 
j=O 

l 
f(s+(N-3)/2-l/4+j/2)}( TI 

j=O 
(s+(N-B)/2+2j)} 



l' 

3.5.10 

3. 5. ll 

onde 

(,P, 

** Q (si= 
1 7 

{ í: ;'{s+(N-J)/2-l/4.!.:]/2) 1{ TI (s+(rJ-j)/2)
2

} 
j=O j=5 

para i= 1,5,6,7, ... 

n;_=rls+IN-101/2+il rls+(N-lll/21 '[ * O** (r-;) • 

i-·1 
• { j~l (s+ (N-101 /2+j-ll} J 

e para i=l,2,5,6,7, ... 

* 
[ ** Bi=rls+(!J-111/2+11 T"(s+(N-101/21 ' (l (si • 

* ** 

i ··l •{ i\ (s·HN-ll)/2+j··ll} l 

1 7 
Q (si= { TI rls+(N-31/2-l/4+j/21 }( n (s+IN-il/21

2
)· 

j=O j=5 

l 
•{ TI (s+(N-8)/2+2j)} 

j ~o('l 

Passu.ndo u.os liPütes, cor1o o fizemos na:::; :c;ecc~oes ante­

ríores, dos B'',B~ ,n e re.speçt:ivas clevidadas dos loqaritmos, fica 

mofo; com: 



3.~.12 

3.5.13 

3.5.14 

3.5.15 

3.5.16 

3.5.17 

G'J 

B~s=n-s/2) -dr(3/4) r(s/4) { 

' 
7 . 2 3 
r ((5-Jl/21 H n (_.

1
J. 

. r . 1 J J=•.• y 

· (-3/2)/2) = -(256/l35H{ 1'(3/4ll'(lJ41} 

7 2 
B~6=1'(-5/2)~[r(5/4)!'(7/4){H ((6-j)/2)

2
]{.IT(-j)}(-1)] 

J=5 3=1 
j;'6 

=(1024/451 ~{ r(l/41 r(3/4J J 

6 2 

a~.;-rc-3/21 ~[r(7/4) r(9/4J {j~s ((7-il/2J 2 Hi~{-il }(-3/41] 

= - (2048/1351 H r (3/4 J r (1/4 1 J 

7 
B~l·r(-7/ZI~[rc1/4JrCJ/4J { 11 

j=5 

2 3 l ((4-j)/2) ){j~1(-j)}(-2) 

=(64/2835)~ { 1'(1/4)]'(3/4) } 

7 
B~é·rC··3/ZJ~[rcg;4JrCll/4J(i~ 5 ((8-ii/2J 2 J(~2JJ 

- -(8192/2835)~ { !'(3/4)!'(1/4) } 

para i""1~5,6,7, ... 

* ** 

s =- (N-10) /2-i+1 
o 

Q (1-i•(N-10)/2){ 
i-1 
n 

i=l 
(i-i) I l 



3.5.18 

3. 5 .19 

3.5.20 

3.5.21 

3.5.22 

3.5.23 

3.5.24 

3. 5. 25 

3.5.26 

e para i=l,2,5,6,7, ... 

' ** 

, s =l-i-(N-ll)/2 
o 

() (l-i- (N-ll) /2) ( 
i-1 

rr 
j=l 

(j-i)} l 

e ainda, para \=1, 

A~~= -y + 0(-5/1) - ~(3/4) - ~(5/4) + 39/G 

l\~;l), r,(2,l)+Ç(2,-S/2)-ç(2,3/4)-ç(2,5/4)-(223/26) 

l\~6(l)=ç(2,l)+ç(2,-5/2)-ç(2,5/4)-ç(2,7/4)+1C 

A~?=-y+~(-3/2)-~(7/4)-~(9/4)- 19/6 
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A'?' (l)=s(2,l)+Ç(2,-3/2)-Ç(2,7/4)-Ç(2,g/4)+(5G5/3G) o . 

Com os vdlores dados nos itens 3.5.12 a 1.5.26, podc­

;nos ex;:)ressar a fun<.~ão densidade de L (vc) na forma do 



7l 

t'ro.i.cr:i<'t 3. 4; Puru. t.c:.~tar '3e c. r:tüt.ri.z c'h: covurj ~nct<·,;-; de n::1a p(;pu-· 

1,v-:iio non:J.o.l 9-v<cri.-ldn Ó da forma d.:v-L:t CJ:l 3.2.}, contra i.l :;u,-1 nc­

c:raçan, a funç.:io cl<:,n:-;idz:tdc do critério ela raz,~o (i<:~ v(_:ro::;:-oiJ:liLL:lnça 

L(\'C) Ue Votaw, p<lra o catjO cn (·rue o nlímero de atr.ihut.cs (, ii<lr 

2 
f ( x) '-~ 

(, 

!'((N-l)/2+(2j--a-l)/1)~.;{ ' 1 ··((Ll--J-·j)/2) }~ 
zt-==1 j=l 

· }l/2 [ I l/2) 
rpO 

B~-](n)+x-3 

• [{x-2 D' '(n) 
o4 

-4 +x 

[
2 l 
~J 

+ i-13/2 l j' x Boi 

+j I lr , "· 

I l ) 2-n , -5/2 
- TI X , tX 

1 
L 

q=O [~) 
1-n 1-ln x) • 

i-6 
X p' 

-'oi + 

onde B
0

i ( 11 ) e coJ"lo c.rn l. 7 .lO c os coeficientes dos pol 1.nômios aci 

ma são dados em 3.~.12 a 3.5.26. 

] . G - DISTRIBUICÃO r:Xi\TJ\ DE L (vc) Pl\Rl\ h 3, n > 'J, 1!·1fll\R 

Apresent;tremos, Df!Sta secçao, a solução elo problena do 

critério de Votü'IY I'<l.r<t n""2k+l, k=2, 3,.,. 

Neste ca:]o tomos que 
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3. 6 .1 f(x):o:::Q(?k+l,J,:J).;-(2ni) x THJ/DlJ cls 
J 

-s 

onde L e um ciclo contendo todos o~ polos do intograndn, 

3 • 6 • 2 

3. 6. 3 

e 

3.6.4 

3 2k 
Q(2k+l,3,tl)~[ n n rllll-l)/2+(2j--o-l)/(4y)) )c 

6k 

a~l j~l 

Gk 
->( n r(IN-3-il/2ll 

j~l 

NU~( I! f(s+(N-3)/2-(2+i)/2) J~( 
j~l 

3k 
·2) }{ n rls+(N-3)/2-j-1)} 

j~l 

3 2k 

3k' 
TI rls+(N-3)/2-(2j+l). 

i~l 

DN~{ TI TI f(s+(N-3)/2+(2j-a-l)/(4k))} 
a=l j=l 

Após os cancelamentos dos fatores comun:~ crr1 :m e nN, o 
., -s , 

integrando em 3.6.1, exclu~do x , f1ca 

3. 6. 5 

onde 

Jk-2 
NU/DN~ ( TI f(s+(tl-8)/2-j) }{ 

3k-2 
I! 

j~l j~l 

[ 
* 7 

cQ(s)(IT 
j~4 

2 9 
(s+(N-j)/2) }{TI 

j~8 

f(s+(ll-9)/2-j) H 

(s+ (N-j) /2)}] 



3. 6. G * O (s)={ 
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2k-l 2k 
I! !'(s+(N-3)/2+-j/(à))]( P l'(;>HN--3)/2+ 

i-l j=l 
j/1( 

:?.k 
+12i-31/14kll l! rr f(s+(N-3)/2+(j-2)/(2k))} 

j=l 
j;'2,k+2 

Os poln~; do int:eqrando er;! 3. 6 .l -sao os anuluntes do 

produto abaixo, onde os expoentes são as suas respc:cti vn.s ordens: 

3. 6. 7 

onde 

3.6.8 

3 • 6 • 0 

{ 
6 
TI (t+ (N-lü+i) /2) 

i=l 

ro 

rr 
('!, ~ 

(t+(N-6)/2-3kH) l) • 
i=l 

if3k-1,3k,3k+l 

a' 
. I n (t+(N-7)/2-3k+i) 1

'} 

i::::l 
i;'3k-l' 3k-3k+l 

ct.=a~= 
l l 

ri i=l,2, ... ,3k-3 

I 
IJk-2 i=3k-2,3k+2,3k+3, •.• 
( 

[

3):-1 

3k 

i=l,2 

1=3,4,5,6 

Notaremos com B' 1 ,B' e B os Ds correspondent~es ao pri­

meiro, segundo e t.erceiro produtos em 3. G. 7, respectivamente, bem 

como as respectivas derivadas. 

Com a me::>ma técnica com que determinamos os Bs e A (À) s 

nas secções anteriores, os resolvemos para este caso e os aprese~ 

tamos abaixo: 



3.6.10 

3. G .11 

onde 

3.6.12 

3.6.13 
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Bi'== fJk- 2 {s+{ll-9)/2+1) { 
Jk-2 : 

n r(s+(N-BI/2-jl H[o (si. 
j=l 

3k-2 J~-1-' 1 
•(s+(!J-B)/2) ( n (s+(N-0)/2-j) ' lj 

J=l . 

3k-2 3k-2 [ ~ 
f ' (s+(N--8)/2+1) ( TI f(s+(N-9)/2-j) )7 Q (s) • 

j=l 

3k-2 3k-l-· l 
•(s+(N-9)/2) I TI (s+(N-8)/2-j) - 3 } 

j=l . 

: * 7 2 
Q (s)= O (si l TI (s+(N-j) /21 ) 

j=4 

para i=3,5 

B:'= r 3k- 2 (s+(N-l0-i)/2+1) { 
l 

[ 
** 7 o 

7 (l (si I TI (s+(N-il/2)< 
j=4 
j;'lO-i 

(vido 3 .. r-i .6) 

3k-2 
TI f(s+(N-BI/2-j)}7 

j=l 

3k~3 . (i+ll/ 2 3k-2 l 
·1." (s+(N-7)/2-3k+ji 3 J!_n (s+(N-10+11/2-j) l 

J=l J=l 

para i='4, G 



3.6.14 

onde 

3.6.15 

3.6.16 

3.6.17 

]1.-- •) 
B! ':=; :-" ~·(::-;+(N-~lO+i)/2+1){ 

] 

3);-2 
n rls+(N-")/2-jlJ• 

j=l 

75 

r 
** 7 ~ Jk-2 . 

(s+(N-j)/2)-}( n (s+(N-61/2-Jk+j)J} 
j=l 

-: (l (c;) { li 
j=4 

j;'lO-i 

·;o 
1 ,_ Jk-2 l 

•{j~l (s+(N-lO+i)/2-j) ) 

•• * 
Q (s)= 0 (si 

9 
{ TI ( s+ (N- j) /2) } 

j=8 

para 1=1, 2, ... , 3k-3 

(vide 3.6.6) 

Bi= ri+l{s+(N-G)/2-Jk+i+l) 
3k- 3·- i 

{ TI f(s+(N-6)/2-j-l)}• 
j=l 

3k-2 [ :. 
•{ n rls+(N-9)/2-j) H Q (s) 

j=l 

i-1 
( TI (s+(N-6)/2-3k+j)j}l 

j=1 

Jk-2 B3k- 2=r (s+(N-6)/2-l) 

* 
f 0 (s) { [ ** 

para i=Jk+2 1 3k+3 t ••• 

3k-2 
{ n rls+(N-9)/2-j) J• 
j=l 



3.6.18 

3. 6 .19 

3.6.20 

3.6.21 
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3k-2 
B~=rJk- 2 (s+(N-6)/2-3k+i+l) 

1 
I rr rls+(N-(1/2-j)J . 

j=1 

[ 
~* 3k-2 . 

• Q (si{ r (s+(N-6)/~-3k+j) 3 J. 
j=l 

i-3k+l Jt-2 l 
•{ H (s+(N-6)/2+j-2) c ) 

j=l 

para i=l,2, ..• ,3k-3 

'+1 3k-3-i 
lli=r

1 
(s+(N-7)/2-Jk+i+l){ rr rls+(N-9)/2-j)}· 

j=l 

3k-2 :* i-1 . 
·I rr rls+(N-8)/2-jl ~<[o (si 1 n (s+(N-71/2-3k+ii 3 l] 

j=1 j=l 

3k-2 
B3k_ 2=r • (s+(N-7)/2-1) 

3k-2 
( TI rls+(N-8)/2-jl l• 
j=l 

[ ~. • Q (s) 
3k-3 

{ TI (s+(N-7)/2-Jk+j)j}l 
j=l 

para i=3k+2,3k+3, ..• 

B.=r 3k- 2 (s+(N-7)/2-3k+i+l) f 
1 

3k-2 * 
{ ** 

3k-2 . 
·{TI (.s+(tl-7)/2-3k+j)J} 

j~l 

TI f(s+(N-:l)/2··j) )< Q (s) 
j=l 

i-3k+l 3k-2 J 
i .n (s+ 01-7) /Hj-2) ) 

Fl 
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3. 6. 22 QZ*(s)~ r/(sl ( ~ (s+IN-j)/2) 2 }( ~ (s+(tl-jl/21 }(vide 
j=4 j=B 

3.6.6) 

Pa.ssundo aos llmi tos, cor,:o jií procedemo~:> nas secçoes 

anteriores, calculnclos os valores J:;'~, n' ., B . c respectivas de-
Ol Ol Ol 

.rivudas de ordem 11 c dcriv-::1das do_s .lo<rarÍtiMos, ficamoc, com: 

3.6.23 

3.6.24 

3.6.25 

3.6.26 

3. 6. 27 

3.6.28 

D~i'"'(8/725) 

Jk-2 3k-2 
~~i=-(3k-2)Y+ E ~(1/2-j)-D~l-107/15-.[ (Jk-1-j)/(-j) 

j=l ]=1 

A~l(A)=(-)H 1 1![(3k-2)ç(H1,1)/t~(A+1,1/2-j)- C"+ 
oU j-1 

3k-2 l +21+1+ " (3k-1-j)/(-j)l+1 
i-1 

3k-2 3k-2 
A"=-(3k-2)y+ E !" (-1/2-j)-D"-19/3- [ (Jk-1-j)/(-j) 

o2 j~l o2 j=l 

3k-2 
(3k-2)~(l+1,l)+ E ç(l+l,-l/2-j)-C'i + 

j=l o 

' 1 3k-2 l +(-2)"+-+ E (3k-l-j)/(-j) 1+l 
j=1 

para ).=l,2, ... ,3k-3, onde para i=-1,2 



3. 6. 30 

3.6.31 

3. 6. 32 

7(3 

: 2k-l 
Q ((10·-i--l')/2)•" í il ['((7-i)/2+j/(2k))]· 

J~k 

2k 7 
·{E r((7-j)/2+(2j-3)/(4k)) }(!! ((10-i-j)/2) 2 ]. 
j~l j=4 

·(!i !((7-i)/2+(j·-2)/(2k))} 
i-1 

j12 ,k+2 

7 2k-l 
DI ~=4 

Ol 
~ 1/(10-i-N)+ E $((7-i)/2+j/(2k)) + 

j=4 j=l . -
j;'k 

2k 2k 
+ r .(17-il/2+(2j-3)/(4k))+ E .((7-i)/2+(j-2)/(2kD 
j~l j=l 

j?'2,k+2 

7 2k-1 
C' !À =-2HZ E l/(10-i-j) Hl+ í: ç(Hl, (7-i)/7.+j/(2k) )+ 

Ol j=4 j=l 

2k 

_, ""k 
.Jr 

+r çll+1,17-il/2+12j-3J/14kll + 
j~l 

2k 
+ [' ç(l+1,(7-i)/2+(j-2)/(2k)) 

i=l 
jj2,k+2 

para i=3,5r À=l,2, ... ,3k-2 e s
0
=(10-i-Nl/2 

B' '= oi 

J]:-2 ** (i+~)/7., 3k-2 
(_:I rls+l2-i)/2-j) )7[0 ((J.O-i-N)/21. ( -~ 1-J) } 
1=~ J 1 

7 2 3k-3 . l 
•{:! 1(10-i-j)/2) ){H ((3-i)/2-3k+j)lJ 

J-4 J~l 

jt10-i 



3.6.33 

3.G.34 

3.6.35 

3.6.3tl 

:J.G.3? 

79 

3k-2 
A'!~-(31c-2)y+ T <!J((2-i)/2-j) 

Ol j=l 
** - D . 
01 

7 
- [ 2/((10-i-j)/2)­
j~4 

jf10-i 

3k-3 (i+1)/2 
- T j/((J-i)/2-Jk+j) -
j~1 

(3k-2) T 1/(-j) 
j~1 

** 7 -c .)+ z; 
Ol, j=l 

3Y:-2 
(3k-2)ç0+1,1)+} ç()+l,(2-i)/2-j)­

j~1 

3k-J 
2/( (lo-i-j)/2) Hl+ [ j/( (3-i)/2-3k+ 

j~l 

j;'lO-i 

para i=4,6, 

B I~= 
01 

3k-2 [ ** 
{ n rll1-il/2-Jil7 Q ((10-i-NI/21· 
j~1 

7 
• { n 

j~l 

jflC-i 

3k-2 
1(10-i-j)/2)

2
}( rr 

j~l 

((4-i)/2-Jk+j)j)· 

A' ~=-(3k-2)y+ 
01 

3k-2 
T 'i•( (1-i)/2-j) 
j~1 

** - n . 
01. 

Jk-2 i/2 

7 
-2 T 1/((10-i-j)/2) 

J-cJ 
jllO-j 

- '' j/( (4-i)/2-3k+j)-(3k-2) T 1/(-j) 
j=l j~l 

31~-2 

Dl<-2)(().+1,11+ r r,(Hl,O-il/2-j)­
j~l 



nnde 

3 .6. 37 

3,6,38 

3. 6. 39 

80 

** --c .+2 
o~A 

7 3k-2 
n/((10-l-jl/21 À+ 1+ ;: i/((4-i.l/2·-3k+iV1 

j=l j=1 
j;llO-i 

t/2 ll + Dl<-21 >: 1/ (-i I.\+ 
j=1 

** ~ 2k o ((10-i--"1/21=( !' ((10-i-jl/21 }(li r((7--il/2+Pj-31, 

** D .= 
O> 

j=S i=1} 

2k-l 
H4kll}{ n rll7-il/2+i/(2klll· 

j=l 
j;lk 

2k 
·In rll7-il/2+1i-21/12klll 

j=l 
j;l"2' k+2 

9 2k 
[l/((10-i-il/21 + [ ~((7-il/2+(2j-31/(4kll+ 

j=8 j=l 

2k-l 
+ [ 0((7-il/2+j/(2kll+ 

j=l 
j ;ik 

2k 
r 'V I 17-il /2+ l:i-21 I 12kl I 

j=1 
j~2,k+2 

** 9 
Ã+l c .=- [ 1/((10-i-jl/21 + 

2k 
;: ç(l+l' (7-i)/2+(2j-3)/(4kll 

i=1 oú j=F 

2k-l 
+ [ t(c+1,(7-il/2+j/(2kll + 

j=l 
jjk 

2k 
+! r,(H1,(7-il/2+(j-2)/(2kll 

j=l 

e para i=l,~, ... ,Jk-3,~=1,2, ... ,i-2 c s =Jk-i-(N-6)/2 
() 



3.G.40 

3.6.41 

3.6.42 

3.6.43 

3.6.44 

DI.= 
01 

Jk-J-i 3k-2 
( '1 f'(J!:-i·-j-1) H '' r(Jh-i-:i-3/21 H 

j~l j~l 

(j-i)j}l 

' 
3k-3-i 3k-2 

fll 

* ** A' .=-(i-1) I'-+ ' rj!(Jk-j-i-1)+ í: ~r(3k-j-i-3/:2) - j) . ·-
01 

j~l j~l 

i-1 
r i/li·-il 

j~l 

3k-2 

01 

11-lltiA+l,ll+ r cll+l,Jk-i-i-3/21 + 
j~l 

3k-3-i 
+ ~ ç(A+l,3k-j-i-l) 

para i=J}:-2, 

* ** - c . ' OJ.Il 

i-] 
+ T j/(j-i) A+l l 
j~l 

13 I '= 
01 

Jk-2 [ :* 3k-3 . l 
{ n rll/2-jl 1+ o (2-ltl-61/2){ rr 12+j-3ki 1 l 
j~l j~l 

lk-2 
A'.=-(3Y:-2)y+ í: ~(1/2-j) 

OJ. j=l 

* ** - D . -
01 

·• Jk-3 I 
- c'~,+ r: i/12+j-3kl +l] 

Ol.-\ . l 
]~ 

Jk-3 
I 

j~l 

para i~Jk+2,3k+3, .•. e \=l,2, •.• ,3k-4 

j/ ( 2+j-3k) 



3.6.4~) 

3.G.4C 

3.6.47 

J]~ --2 * ** 

82 

B' . = { 
Ol 

n r(Jk-3/2-i-jll,r 
:r c l l 

0 (3!;-i-(N-GI/21 • 

Jk-2 

. I " 
:i -=-<L 

JJ:-2 
l\ 1 .=-(JJ.;-2}y+ ;: ~.(Jk-3/2-J.-_i) 

Ol j=l 

i -3\~+l 
-(Jk-21 [ l/(3k-2-i+jl 

j=l 

* ** - D . 
Ol 

3k-2 

3k-2 
:.i/ (j-i) ·-

(Jk-21 r,(Hl,ll+ r ç(Hl,JI,-3/2-i-jl­
j~l 

:. 3k-2 +1 i-3k+l +J l 
-c . À+ r i/li-il À +(Jk-21 r l/l3k+i-2-il À · 

Ol j~l j~l 

e, finalmente, para i=l,2, .•. ,3l;:-3, ;\=l,2, ... ,i-2 e 

s ~Jk-i-(N-71/2, 
o 

3. G. 40 

J.G,4r1 

3k-3-i 3k-2 
B 0 .l~l '' rl3k-l-j-il )[ p riJk-1/2-j-il )~ 

j•1 j~1 

[ 
~ * 

, (1 131:-i-(N-71/21 I 
i-1 
n 

i ••1 
(j-i) i} l 

Jk--.3-i 3k-·/. 
r • . =--(i-ll,r+ r. 0•(3k-l-j-))+ 1: (,IJ(Jk-lf:.J-i-jl -

Ol . 

it' 

** - n . -· nl 

j=l j~1 

j -1 
r 

j~1 

j/(j-i) 



3.6.5(1 

J.fi.51 

3.6.51 

3.6.52 

J. 6. 53 

3. 6 . 54 

53 

(À) A+1 [ lk-3-i 
A . =(-) \ 1

• (í-1) r:O+l,l)+ ;:: r,O.+l,JJ~-1-i-j) + 
Ol . 

1 F 

3k-2 :* i-1 ) 
+ >: ((À+1,3k-l/2-i-j)-C ; r j/(j-1) H! 

J·---1. OlÀ . 1 J= '\ 

para i.:..:JJ.:-·2 

3k-2 
A .=-(3k-2)y+ [ ,0(3/2-j) 
o~ j=l 

* ** - D . -
01 

3k-3 
>: 

j=1 

(:j-i)i}) 

j/(2+j-3k) 

* ** 
- coiA+ 

3k-3 
+r j/(j+2-3k)A+l 

j=1 

e para i=3k+2,3k+3, ... , A=l,2, •.• ,3k-4 

3k-2. [ ~* 3L-2 . 
n .=( n rCJk-1/2-i-ill~-o CJk-i-Cn-71/:>H :' (j-il 3 }· 

01. j~J jo~1_ 

3k-2 !* 3k-2 
A .~-{3Jç-2)y+ I ii,(Jk-1/2-i-J·)-D .- ~ 4/(J'-l) -

Ol ' . Ol . -' j=l J=l 

i-3k+l 
-(Jk-2) [ 1/(Jk+j-2-i) 

j=1 



3. 6. ss 
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A(l)=(-)Hl., [ 
01 \. 

3k-2 
(lk-n rO+l,l)+ ~~ r,C\+l,lk-i-j-l/21 -

j ~J 

' ** -c . 
Ot 

lk-2 i-J).tl 
+ :: j/(j-i) )+l+ ~ l/(Jk+J-2-í) )+l l 

j=l j=l 

onde, para s
0 

=3k--i- (N-(i)/2, temos 

].6.5(, 

3.6.57 

3.6.5B 

:* 2k-l 
Q (Jk·i-(N-r.l/21=( n rDk+3/2+j/(2kl-il J. 

j=l 
j;'k 

2k 9 
·( rr r(3k+3/2-i+(2j-3)/(4kll }( rr (3k-i+(6-jl/21 }· 

j=l j=S 

2k 7 
·{ n r(3k+3/2+(j-21/(2kl-il }{ rr (3k-i+(6-ji/21

2 J 

* ** D .= 
Ol 

j=l j=4 
j;l2,k+2 

2k-l 
f ~(3k+3/2+j/(2k)-i)+ 

j=l 
j;'k 

2k 

2k 
r. ~(3k+3/2-i+(2j-3)/(4k)) 

j=l 

9 
+ ~ .(Jk+3/2+(j-2)/(2k)-i) + E l/(3k-i+(6-j)/2)+ 

j=l j=S 
j/2,k+2 

7 
+2 .. l/(3k·-i+(6-j)/2) 

j=4 

2k-l 0 
t ç(\+l,Jk+3/2+j/(2kl-i)- E l/(3k-i+(6-j)/2)A+l 

j=l j=S 
j;'k 

J.k 2k 
+ r ç(A+l,3k+l/2+(j-21/(2kl-il+ E ç(l+l,3k+3/2-

i=l j=l 
j;'2,k+2 

7 
-i+(2j-3)/(4k)) - 2 [ l/(3k-i+(6-j)/2)l+l 

j =4 
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c para s
0
=3k-i-(N-7)/2, 

3.6.59 

3.6.60 

3.6.61 

:. 2k-l 
Q (3k-i-(N-71/21=1 'I r!3k+2+j/(2kl-ill· 

j=l 
j;'k 

2k 9 
·f'' r(3k+2+(2j-31/(4kl-il }{ rr (3k-i+(7-il/21 l· 

j=l j=B 

2k 7 
·{ n 1'(3k+2+(j-2)/(2kl-il }{ n, (3k-i+(7-il/2) 2 } 

j=l j=4 
j;'2,k+2 

* ** D .= 
2k-l 

E ~(3k+2+j/(2k)-i)+ 

j=l 

2k 
E .(3k+2+(2j-3)/(4k)-i) + 

j=l 
01 

j;'k 

2k 9 
+ E ~(3k+2+(j-2)/(2k)-i)+ E l/(3k-i+(7-j)/2) + 

j=l j=B 
j;'2,k+2 

7 
+ E 2/(3k-i+(7-j)/2) 

j=4 

2k-l 
I tlA+l,3k+2+j/(2k)-i) -

j=l 
i r'k 

2k 

9 
I l/(3k-i+l7-j)/2)l+l 

j=B 

+I tll+l,3k+2+(2j-3)/(4k)-i) + 
j·~l 

2k 
+ r cO+l,3k+2+(j-21/12kl-il -

j=l 
ir'2,k+2 

7 
- 2 r l/l3k-i+(7-il/21 1+ 1 

j=4 

Com as expressoes de 3.6~23 a 3.6.61 montamos a função 

f(x) e temos o scauinte 



fio 

-te.ohe.ma 3. 5: Paru. t~c.st.o.r se mo. triz de covari5ncias r} (O; una popula­

ç,l:o normal {nh)-v~uiada é dê1 forma dada em 3.2.1 1 contr.< a sua nc 

fJação, a função df:'n;:;idode do critério da ra?:i:"io da 'J(:ro~;:;imilhança 

L(vc) de Votaw, para o caso em que o número de atributos é h= 3 

e o número de repetiç()c:s é n=2k+ l, k:=2, 3, . . . • c 

3.6.62 
3 

f(x)= {!f 
j~l 

2k GJ: 
rr r((N-l)/2+(?j-a-l)/(4k) iH nr( (IJ-3-j)/2)}· 

j~l j~l 

N/ 2 [ 6 x(i-10)/2 
•x L 

i=l (n~ '-1)! 
1 

'' ·n . 
CJ. 

(ni Jk-3 
+ l: 

i=l 

-7/2D(ni 1 +x . 
OJ 

{ 
-3 

• X 

~ o 

i-3k 
X 

(i-l)! 

Ü I'-]_ 

i ['"i'·-ll ~ , ( -ln 
n=O n 

a!'-1-n 
x)~ • 

i-1 
~: 

r;:=(l 

3k-3 
)~ 

"G=O 

x)i-1-l{x-Jn, (.ri)+ 
o~ 

< l 

caso contrário, 

onde os coeficient.cs 

seus componentes são 

,~,,(n) n,(n)e n(n) eC 
0 oi ''oi oi 
dados nas expressões 

como em 1.7.10 e os 

de 3.6.23 a 3.6.61. 
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3. 7 ~- DISTRIBUIÇÃO EXATA DE L (vc) PARA h = 3, n > <1, PAR 

Para este Último caso, E'n r~uc o numero n de repetiçÕer, 

do cxperinento illcatório,que se presupÕe 9erar matriz de covariâ!,! 

cias com estrutura de sirrtctria composta (do tipo II) , ser par e 

maior do que dois, ,, função densidade do cri tér.i.o L (vc) de Votu.H 

6, para k ~ 2, f(x)=O para xd(O,lJ e para O < x < 1 

3.7.1 

onde 

3. 7. 2 

f(xi-Q(2k,3,N)/(2ni)J 

L. 

3 2k-1 

6k-3 
.-•{ rr ri (N-5-j)/2+sl l ' 

j-1 

,, n n f(s+(n-3)/2+(2j-a-1)/(•k-2))} ds 
a-1 j-1 

3 
Q(2k,3,NI-l rr 

a=l 

6k-3 

2k-1 
rr ri(N-1)/2+(2j-o-1)/(4k-2111' 

i-1 

d rr riiN-3-j)/21)) 
j-1 

-s ExcluÍdo x , o numerador e o denominador do integran-

do sao, respectivamente 

3.7.3 NU-r((N-3)/2-3/2+s)r((N-3)/2-2+s)r((N-3)/2-3+s)• 

3k-4 3k-2 
•{ IT f((N-9)/2-j+s)){ IT f((N-6)/2-j+s)) 

j-1 j-l 



e 

3.7.4 

3.7.5 

onde 

3.7.6 

produto 

3 • 7. 7 

88 

2k-2 
DN~f 2 ((N-3)/2+s) r((N-3)/2+1/2+s) {TI r(~+ Zk~l) )• 

j~l 

2k-1 2k-1 . 
•{.TI r((N-3)/2+(j-2)/(2k-1)) }{TI r(~+ ~a=5)}. 
]~1 J~l 

jt2 jtk+l 

Cancelando,os fatores comuns ficamos con 

3k-4 3k-2 ' 
NU/DN={ TI r(s+(N-9)/2-.j) ){ TI r(s+(N-6)/2-j) h 

j=1 j=1 

. [o(s) { ~ (s+(N-2k)/2) (s+(N-2k-l)/2)
2

)) 
j~2 

Zk-2 2k-l - ;_2 
Q(s)~{ n r((N-3)/2+j/(Zk-1JJJI rr r((N-3)/2+ ~ J)· 

j~1 j~1 

jt2 

2k-1 
·In r((N-3l/2+(2j-3J/(4k-2Jll 

j=1 
j,b k+1 

Os pelos do integrando em 3.7.1 sao os anulantes do 

I rr 
a. oo 

(t+ (N-3) ;2-Jk+iJ 
1

) 1 rr 
i=l 

.• a. 
(t+(N-4)/2-3k+i) 1

)• 

i=l 
it3k-2' 3k-l i;i3k-1,3k 

4 
o{ TI 

1=1 

a~ • 
(t+(N-S+i)/2) 1 

) 



onde 

3. 7. 8 

3.7.S 

3.7.HJ 

3.7.1J 

89 

r:H i=l ,2,. .. . , 3k- 5 
a.= 

1 i=Jk-4,Jk-3,31:,3k+l, . . . 

r: H 

Í"''l,2, .. . ,Jt-3 
a~= 

1 i=3k-2,3k+l,Jk+2, • . . 
[3]<-2 i=l,3 

0: ~ ·~ 
1 3k-l i=2,4 

Sejam 

n.~ 
1 

Jk-1 
(s+ (N-8) /2+il 

(s+ (N-9) /2+i) Jk-Z 

NU/DN, i=l,2 

NU/DN, i=l, 2 

a' 
(s+(N-4)/2-3k+i) i NU/DN, i~l,2, ... if3k-l,3k 

a 
(s+(N-3)/2-3k+i) i NU/DN, 1~1,2, .• , ir'3k-2,3k-l, 

as expressoes em s --rue deverão ser derivadas para o cálculo dos 

residuc:.s, correspondentes ao terceiro produto (as tluu.s :Jrimeiras}, 

Cl.O segundo e ao prineiro, respc~ctivamente, de 3. 7."1. 

Cada umo. delas pode ser escrita da forma (\UC apresent~ 

mos a seguir, a fim (le que se possar>1 calcular os limi tcs à as suas 

derivadas: 



J. 7 .1? 

J. 7 .13 

90 

' 3k··2 JY.- 4 [ 
B~ '~r (s+(N-8)/2+i+1) [ IT l'(s+(tl-9)/2-j))c Q(s) • 

1 j :=:1 

., 

•t ~"í (r-;+(rJ-9)/~+j) 2 } (s+(!J-8)/2+i')) 
j••1 

]}---1 3};:-2 r 
B~ '~r . (c;+(tJ-9)/2+i+1) { IT ['(s+(N-6)/2-j)}c (l(s) • 

l jo:o:l l 

2 
·{ fi (s+{N-IT)/2+j)} 
j~1 

(s+(N-9)/f+i')) 

onde i'=3-i e i=l,2. 

3.7.14 

3.7.15 

3. 7 .16 

Para 1=~,2, ... ,3k-3 

. 3k-3-i 
n~~rl+ 1 (s+(N-4)/2-3k+i+11 { rr r(s+(N-4)/2-1-j) l 

1 j~1 

3k-4 
·I n rls+(N-9)/2-j) ~+[c/ (sl 

j~1 

i-1 . ) 
{ n (s+IN-4)/2-lk+jll) 
j~1 

31·-2 3k-4 [ 
B:ik- 2 ~r · (s+(N-41/2--11 { _n rls+(N-9)/2-jl H n*(s). 

. ]~1 

3k-3 
• { n 
j~1 

(s+(N-4)/2-Jk+j)j)] 

e para i=3k+l,3k+2, ... 

lk-2 3k-4 [ • 
n~~r (s+(N-4)/2-lk+i+ll { rr rls+(N-9)/2-j) }c (l (si • 

l j=l 

Jk .. z . i -3k+l 31._ 2 J 
·{H (s+(N-4)/2-3k+j) 3 } ( n (s+(N-4)/2+j-2) • } 

]=L J=l 



3. 7.17 

3.7.18 

3.7.1~ 

onde 

3.7.20 

'Jl 

Para i=-ol,2, .. c,3k-5, temos 

"+1 3k-5-i 
B.=r

1 
(s+(>l-3)/2-3k+i+l) ( li f(s+(N-9)/2-j) i· 

l i=l 

3k-2 [ * i-1 . 
•( 11 rls+(N-6)/2-j) }é Q (s) ( 11 (s+(N-3)/2-3k+j) 1 )] 

j=1 j=1 

para i=3k-4,3k-3 

3k-4 3k-2 [ 
B

1
=r. (s+(N-3)/2-3k+i+1) { n rls+(N-61/2-j) )+ Q*(s). 

]=1 

i-1 . l ·( n (s+(N-3)/2-3k+j)J} 
j=1 

e para i=3k,3k+l, ..• 

3k-4 3k-2 [ • 
B.=r (s+IN-3)/2-3k+i+1) ( !! rCs+(N-6)/2-j) }+ o (s) 

l ' j=l . 

3k-~ . i-3k+3 
•( .r (s+(N-3)/2-Jk+j)J}( ·" (s+(N-3)/2+j-4) 3 k-~] 

J=l ]=1 

2k-2 2k-1 . 
Q(s)=( n rls+(N-31/2+j/(2k-l)J(.rr r<s+(~+3~= 1 11• j=1 ]=1 

j;'2 

2k·-l 
•( f f(S+(N-3)/2+(2j-3)/(4k-2))) 

i ""1 
j;!J-::+1 



c 

3.7.21 * Q (s) ~ 
2 

\'(s) ( E (s+(H-0)/2+j)
2

(s+(N-8)/2+j)}. 
j~l 

-
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Calculando os limites das expressocs de 3.7.12 a 3.7. 

21, das dt,rivadas de seus logarítmos quando s -+ s , ficamos com : 
o 

3.7.22 

3. 7. 23 

3. 7. 24 

3.7.25 

3.7.2C 

3.7.2"1 

para i=l,2, :\=l,2, ••. ,3k-~ ~ s =-i-(N-8)/2 
o 

3k-4 2 
( " rC-l/2-i-jl H[oc-i-(N-üJ/2Hn Ci-i-~J 2 }(3-2il) 
J=l J~l 

3k-4 2 
A:~=-(Jk-2)y+ ;: ~~{-i-j-1/2)-D:!-2!: l/(j-i-1/2)+~ 

01 j=l 01 j=l .. l-3 

TI'~ (AI=(-) À 
1 A! (3k-2) cO+l,l)+ ~~ c(),+l ,-i-j-l/2) -

' + [ 3k-4 

01 j=l 

2 
-c:~ +2 I l/(i-i-l/2l \+l 

01,\ j~l · 
+ l/(3-2i) Hlj 

J 

e paras =-i-(N-9)/2 e >..=1,2, •.. ,3k-4 
o 

3k-2 
n' ~= 

Ol 
( • rC3/2-i-il l~[o(-i-(N-91/21 ( 
j~l 

(l/2+j-i)}. 
j=l 

3k-2 2 
A'!=-(3k-4)y+ i: 1)1(3/2-f;_j)-D'~- t: l/(j-i+l

2
i 

01 . l Ol . l 
J= J= 

2 
- 3-2i 

A'~:\=(--)>..+ À! (Jk-4lc(>..+l,ll+ r r,(:\+_t,J/2-i-jl-
( I 1 [ 3k-2 

ol j=l 



onde 

3.7.28 

3.7.29 

3.7.30 

3.7.31 

3.7.32 

2 
-c• ~ + ~ l/(j-i+l/21 l+l + 2/(3-2iiHl J 

OlÀ j:;:::l . 

2k-2 
Q(-i-(N-B)/2)~{ IT f(5/2-i+j/(2k-lJJ)• 

j~l 

93 

2k-l 2k-l . 
·! :í r(S/2-i+(j-2)/(r~k-lJJ}{ rr f(5/2-i+22::1J} 
j~l j~l 4k-2 

' C',_ 
oi X 

j;'2 j;'k+l 

2k-2 2k-l 
~ ~(5/2-i+j/(2k-lll+ ~ W(5/2-i+(j-2J/(2k-lll+ 

j~l j~l 

j;'2 

2k-l 
+r •(5/2-i+(2j-3J/(4k-2ll, 

j=l 
j;'k+l 

2k-2 2k-l . 
~ r,(l+l,5/2-i+i/l2k-lll+ r ç(À+l,S/2-i+~ I+ 

j=l j~l 2k-l 
j;<2 

2k-l 
+r r,(l+l,5/2-i+(2j-3J/(4k-2JI, 
j~l 

j;'k+l 

2k-2 2k-l 
Q(-i-(N-9)/21.~1 rr f(3+j/(2k-li1H rr f(3+ ...i::3.J}• 

2k-l 
j~l j~l 

2k-l 
·! rr f(3+(2j-3)/(4k-211 l, 

j~l 

j tk+ l 

2k-2 2k-l 

j;l2 

~ ili(3+j/(2k-lll+ r W(3+(j-2)/(2k-lll+ 
j=l j=l 

j;'2 

2k-l 
+ r ili(3+(2j-3J/(4k-2JJ 
i~' 1 

i ;'k+ 1 



e 

3.7.33 

3. 7. 34 

3.7.35 

3.7.36 

3.7.37 

2k--2 2k-l 
C'' = 

oi>.. 
• ç(l+l,3+j/(2k-1))+ E ç(A+l,3+(j-2)/(2k-1))+ 

j~1 j~l 

j;'2 

2Y. -] 
+ r çi!+1,3+(2J-ll/l4k-211 
j~1 

j ;'k+ 1 

para i=l,2, .•. ,3k-3, 

3k-3-i 3k-4 [' * "1-4 
B' .={ ~: riJk-t-j-11 H n rf3k-i-j-5/21 H() l3k-i-'-2 1 

Ol j=l j=l 

i-1 
·l n li-ilil] 

j=1 

3k-3-i 3k-4 
A'.=-(i+l)y+ 

01 
r •l3k-1-i-JI+ r •l3k-5/2-i-ji-D' .-

j=l j=l Ol 

i-1 
- r i/ li-il 
j~1 

3k-3-i 
A' 01 =1·-JÀ+1 l: [li+1l çl!+1,1l+ r çll+1,3k-l-i-Jl+ 

Ol j=l 

3k--~ 

+r r(>..+l,Jk-5/2-i-J")-c•. 
• 01 

j:=l 

para i;JJ:-2 c >..~1,2, •.• ,Jk-4 

+ 1~1 j/(j-i) Hll 
j=1 

3);-4 .. _ . . r • N-- 4 3k-3 . . . . ] 
B' .={ IT f(ok-o/2-1-J) }~[Q (2--0-) i TI (J-5/2-1) 3 } 
0 ~ j=l ~ j=l 



J. 7. 32 

3. 7. 30 

3.7.40 

3.7.41 

3.7.42 

onde 
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3k-4 3k-J 
A'.--(3k-2)y+ ~ 0(3k-5/2-i-j)-D' .- ~ j/(j-5/2-i) 

Ol j=l Ol j=l 

r,' IAI_I··I \+ 1 .1! (31:-21 r,O+l,l)+ ~ cl\+l,Jk-éi/2-i-jl-
r 

Jk-4 

ol j=l · -

Jk-3 '+1] 
-C 1

. + ' j/Cj-5/2-i)"' 
Ol;\ j=J 

e para i::::JJ~+l,3l~+2, ... ( i:linda ),::::1,2, .... ,31~-tl) 

Jk-4 [ • 3k-2 
Il' .-{ rr riJk-5/2-i-il )' Q (Jk-i-IN-41/21 { rr 

Ol j-1 j-1 

i-3k+l 3k-2 ) 
·{ rr IJk+j-2-il J 

i-1 

3k-4 3k-2 
A' =-(3k-2)y+ ~ 1o(3k-5/2-i-j)-D' .- f. j/(j-i)-
oi j=l 01 j=l 

i-3k+l 
-(3k-2) r. l/(3k+j-2-i) 

j-1 

3k-4 
P.~i\)=1-! A+

1 !.! [(Jk-2) r,CA+1,11+.r. r.0.+1,3k-5/2-i-j)­
J-1 

3k-2 À+l i-3k+l ),+1] 
-C'. + r. j/(j-i) +(JJç-2) f. 1/(Jk+j-2-i) 

01 À j-1 j-1 



3.7.13 

3.7.44 

3.7.45 

96 

* 21:-2 
Q (Jk-i-(1,-4)/2)={ lí f(3k+l/2+j/(2k-l)-i) }· 

j=l 

2k-l 2 
·{ " r(Jk+l/Z+Ij-21/121<-ll-il H n (3k-S/2+j-ii 2 l · 

j=l j=l 
jf2 

2k-l 2 
·{ n f(3k+l/2+(2j-31/l4k-21-il Hrr (3k-2+j-il l 

j=l j=l 
j;'k+l 

2k-2 2k-l 
D'.= E 0(3k+l/2+j/(2k-l)-i)+ E 'IJk+l/2+ j-Z -i)+ 

01 j=l j=l ~ 
j;'2 

2k-l 2 
+ [ ~(3k+l/2+(2j-3)/(4k-2)-i)+2 [ l/(3k-5/2+j-i)+ 

j=l j=l 
j ;'k+ l 

2 
+ [ l/(3k+j-2-i) 

j=l 

2k-2 2 À l 
C'.À= [ ~(!+l,3k+l/2+j/(2k-l)-i)- [ l/(Jk+j-2-i) + + 

01 j=l j=l 

2k-J 
+ [ Ç(À+l,3k+l/2+(j-2)/(2k-l)-i)+ 

j=l 
i 12 
2k-l . 

+j~l q l+l,Jk+l/2+~~=; 
j;'k+l 

2 À 
il-2 E l/(3k-S/2+j-i) +l 

j=l 

Finalizundo, para i=l,2, ... ,3k-5,\=l,2, ... ,í-2 e 

s =Jk-i-(N-3)/2 
o 

3.7.46 
3k-S-i 3k-2 

n .={ n riJk-3-i-jl J( rr r!Jk-3/2-i-JI I• 
O> j=l j=l 

< Q (Jk-i- (N·-3) /2) { [ * 
i-1 

rr 
j=l 

(j-i)j) l 



3.7.47 

3.7.·18 

3.7.49 

3.7.50 

3.7.51 
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Jk-5-i 3k-2 
A .~-(i+l) y+ 

Ol 
~ ~,(Jl~-3-i-j)+ [ 0(3k-3/2-i-j) - D . 

Ol j=l j=l 

i-1 
- •. '/(·'-l') • ' . J _) -

j:=l 

3k-5-i 
A~~)=(-) .\+l,\! [(i+l) ?:()._+l,l)+ _J: 1;(i-+1,3k-3-i-j)+ 

J=l 

3k-2 i-1 
+I' ç(\+l,Jk-3/2-i-j)-C .

1
+ t j/lj-i)A+ll 

j=l Ol j=l 

para i=3k-4,3k-3 e À=l,2, ... ,3k-6 

3k-2 * i-1 . 
o01={ ·" rl3k-3/2-i-jl J•[a (Jk-i-IN-3)/21 1.n (j-i)lJJ 

J=l J=l 

Jk-2 i-1 
A

01
=-(3k-4ly+ _r. 1)!(3k-3/2-i-j)-o0 i- _J: j/(j-i) 

J=l J=l 

3k-2 
1\(~.)=<-)\+l:\~ [t3k-4l çCJ,+l,l}+ r r.t>.+l,Jk-3/2-·i-jl-
ol . j=l 

.i-] 
-c . , + l: 

01.,_ . J J=. 
'/(' '))+ll J J ··l 

e para :i=3k,Jk+l, ... e ainda À"'-'1,2, ... ,3k-6, temos 

B .={ !l J'(3k··3/2·i-j)H Q 3k-i-(N-3)/21{ IT (j-i) 3 )• 
]}c- ;• [ * 3k-4 . 

Ol j=l j=l 

i-3k+3 l 
·I . r I Jlc+j-4-i I lk- 4 ) 

yl 



3. 7. Sl 
3k-2 

11 .~-(3k-4)y+ ~ 

01 j=l 

i-3k+3 

3k-1 
~(Jk-3/2-i-j)-D .- ~ j/(j-i)-

01 j=l 

-(3k-1) ~ l/(lk+j-4-i) 
j~l 

e, finalmente, 

3. 7. 54 

onde 

3.7.55 

3. 7. 56 

3k-2 
~~~~)=(-J 1 +lJ![(3k-4)ç(A+l,l)+.E ~(J+l,lk-3/2-i-j)­

Fl 

3k-4 +l 
c.,+! J/IJ-iiJ 

Olr. j=l 
+(3k-4) E l/(3k+j-4-i)l+l 

i-3k+3 l 
j=l 

* 2k-2 2 5 
Q 13k-i-IN-31/21=1 rr rl3k+J/12k-lJ-il ){ rr (3k+j-z-il }· 

j=l j=l 

2k-l 2 ? 
·f rr r!3k+lj-2J/I2k-ll-il }(rr (Jk+j-3-iJ-l· 

j•l j=l 
jf2 

21· ··l 
·I TI rl3k+I2J-3J/14k-2J-il J 

j=l 
j;lk+l 

Jk-2 2k-l 
D .=E d (3k+j(/(2k-l)-i)+ E .(3k+(j-2)/(2k-l)-i)+ 

Ol j=l j=l 
j;'-

2k-l 2 
+ [ ~(3k+(2j-3)/(4k-2)-i)-2 ~ l/(3k+j-3-i)-
j-l j•l 

jr!k+1 

2 
- ! l/(3k+j-5/2-i) 
j•l 



e 
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2k--2 2k-l '-2 
1~ r, IA+l,lk+j/(2~-ll-i.)+ 1: r, IA+l,3k+~k-l -i)+ 

j=l j=l 
·~o J " 

2k -1 2 1 
+ )' c (Jc+1,31<+(2j-3)/(4k-2)-i)-2 Z l/(3Hj-3-i)!+-

j=l j=l 
jtk+l 

2 À +-1 
- i 1/(lk+j-5/2-i) 
j~·l 

Com as cxpressoes de 3.7.22 a 3.7.57, montamos a fun­

r,~ao f (x) e o último resultado deste nosso trabalho é o 

te.oJtema. 3. 6: Para testar se a matriz de covariâncias de uma distri 

buição normal {nh)-variada é da forma dada eô 3.2.1, contra a sua 

negaçao, a função densidade do critério da razão da verossimilhan 

ça L (vc) de Vota\11, para o caso em que o número de atributos é h = 

3 e o número de repetições é n=2k, para k=2, 3,. . • , e 

3.7.58 
2k-l 3 

f(x)={ n 
a=l 

rr riiN-l)/2+(2j-n-l)/14k-2))}• 
j=l 

Gk-3 N/2 H i riiN-3-jl/2)}x 
j -"-1 

-9/2 
X 

3k-3 

(3k-3) ~ n=D 

. . 3;c-3-,l (••l .Jk- 2 
• (···J'l X) ll 1 ; •. }+' 

i-Jk-2 
X 

:i-1-n 
1-·ln x) · '' 

Ol . " 
)_;;:::]_ 

(i-J). 

n' ~n) 
Ol 

00 i-3k-2 
+ Í: X I 

i=3i<+l (3k-3). 

i-1 

n=O 

3k- 3 
z 

n=O 



• (-ln x) 3);-3-c D' (nl + 
Ol 

3k-5 
i: 

i=l 

i-3k-3/2 
X 

(i-TI! 

i-1 

q=O 

w i-3k-3/2 lk-:; 
,, X 

" • (-J n x) i-1-n ' -~--TT 

i~Jk-~ (3k-5). ' n=n 

• (-ln x) 3k-S-n D (r_1) ] 
Ol 

100 

onde os coeficientes n: ~ (n) ,B 1 ~ (rl) ,n' ~n) e B,(~), hem como as res-
Ol Ol Ol Ol 

pectivas derivadas do logaritmo são dados rios itens de 3.7.22 a 

3.7.57 e a fórmula de recorrência para o cálculo dos B{n) em 

1.7.10. 

u~liC.L .... Iv:r~ 

" • 1 , \ l ~ r :, r ~- , .. · •_\ I ,., ' ' ' I ' ' ' 
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A TRANSFDIU·ll\0/\ Df 11ELLJN F Sl;U U~~O Nl\_ E:;'rNI':lS'I'ICl';, 

Nos úl t i.mos anos a transforrnuda de ~lell.i.n tcJct sid0 usa 

da, com sucesso, errt arcas como Fisica o Estatistic;l c nesta, em 

problemas de determinação de distribuiçÕes exatas de produtos e 

quocientes de variáveis n.leatórias ioclerendentes, bem corno de tes 

tes de hipóteses. 

Pelo que se sabe, Nair (1938) foi o primeiro a utilizá 

la na Estatlstica rara a determinução de distribuiçÕes exatas pu-· 

ra testes de hipóteses de igualdade de variâncias de k populações 

normais e também de igualdade de matrizes de covariâncias de k ~ 

pulações normais bi-variadas, bem como para o teste de independê~ 

cia entre a média aritmética e a razão da média geométrica pela a 

ritmética de amostras de uma população com distribui.ção gama. 

Epstein (1948) a utilizou para a determinação do prod~ 

to de duas variáveis aleatórias independentes. Nesse artigo de s~. 

ma importância, Epstein desenvolveu um rnétodo simples para a arl.!_ 

cação da transformada de r1ellin em dist.ribuições continuas de va­

riáveis aleatórias que assumem valores reais negativos t..: positi­

vos. Levy (1959) destacou a necessidade de UITlrl teorj_a rrPral para 

a rnultiplicaçio de vari~veis aleatórias e Zalotarev (1962) inici­

ou a construção de uma tal teoria buscado nas distr.ituj_r~Õcs infi­

nitamente divisiv<;j" dando uma série de teoreE1ilS (~:icm provas) que 

mostram similaridades e diferenças entre essa e a teor5,J. para adi 

~:ao dessas variáve1:;. 

Springer e Thompson (1?6G) 0enerali zaraJ'l o rrtÔtodo de 

Epstein para o produto de n vuriáveis aleatórias independentes de 

vnlores reais posj ti vos e negativos e obtiveram dü;tribuições de 

r-rodu1~os de n variáveis uleatórias independentes normais pac9.roni­

zadas (n < 7), quando Epstein o havia feito para n=2. 
~ 

Rathie c Kaufmann (1977) dão uma ampla hibJ:Lografia so 

bre distribuições de produtos e quocientes de variáveir> aleatóri~ 

as independentes. Cordeiro e Rathie (1979), motivados pela neces­

sidade de previsão de safras de triryo e soja para uma rogião do 

Estado do Rio Grande do Sul, utravés de um projeto coo.r_-denado pe-



la COnE'I'EC - Co.r1r-nr:l1j,'ê, (1o ncscn\10lv.i•'1C-':nto 'l'cr.nnlón:L:.::o, dcte:rm.~na­

rom, com o uso d;1c; lécnicafJ c1c Epstein, a dj:o;tr:ihniç~c' do produto 

d0 duas variávei~~ alPatÕrias indcpcYll'l.entcs norrnuis cor~e quaisquer 

r1~dias e quais~Uf!r uari~ncias, r0sultado esse que coincidiu ccJm o 

de Craig (193fl) 1 que ut.ilizando a t:ransformacla de Laplace e or.; se 

rü-in\·ariantes o apresentou como uma série de funções de nes:=;el 

11ocli ficadas do se(wndo tipo. 

Na introdução do capítulo II deste trabalho, nos rf:fe­

rimos a outras contribuições nessa arca. 

A transformada de Hellin, secrundo o próprio, apareceu, 

pela primeira vez, em 1896 (vide Nellin (189,6)). Er.1 Mellin (1910) 

o resultado dando a reciprocidade entre a transformada e sua inver 

sa e, basicamente, o mesmo que apresentamos aqui. 

Por defin::_ção, a transformada de Hellin F(s) correspo!: 

dente a uma função f(x), definida para x > O é 

I l l f
"' s-1 

P (s) ""~ ),- f (x) dx 

Sob cerL::ts restrições em f:(x), f'(s) considcrctda função 

da variável comph:Y<l s, é umu função do tipo expon0ncial e anali­

tica numa faixa paralela ao eixo imaqínZtrio. 1\ lann.1ra üa faixa é 

governada pela ordem de maqnitude de f(x) numa vizinlvuwa da ori­

~rem e para valores r1randes de x. Em particular, se f (x) decai ex-

ponencialmente, qud.lldo x -)o <x.>, F (s) é analítica em urn se111iplano. 

A existê'ncia da transformada inversa de :o1ell in é dada 

pelo 

.tr.oJte_rna 1: Se y 0-lf (y) for Lebesgue-integrável em {0,'<'} e f{y) 

for de variação li.ni tada em wna vizinhança de y = x.- cr;tão 

I 2 l 

a+i<\o 

l/2lflx+) + flx-))•l/l2ui)f Fls) 
cr-ioo 

-s x ds. {s=rr+ioo) 1 

onde F(S) ~ dada por (1). 

A prova --!f~ste teorema estii cn TitchfCiarsb (l():J8) ,pq.46. 

As a[iLncrcões no parágrafo logo ahaixo c!e (l) decorrem 
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do teorema abaixo ('T'itchnwrsh (1948) r J_KJ.47;) 

te_o.lt('J!Ict 2: Seju. f(z) 
·n 

urna f:unçõ.o analÍtica dr: z=reL requlur para 

-:l < fl < (3, com o< a~ TI, o< 1\ < 1r; suponhaPlos que f(z) seja O( 
1 

.-a-c I ,-b+c 
1z; ) para z pC'rto da orjrycm c 0( z 1 -)para z ~rrancle, com-

a < b, uniformemente em qualquer ângulo dentro da faixa acima. 

Então F(s) é uma função u.nalitica de s, regular para 

a < a < b e 

{t-+oo 

( 3 I 
(t-+-oo), 

para todo o < e < ro, uniformemente na faixa a < a < b e vale (2) 

nessa faixa. 

Reciprocamente, -se F(s) satisfaz {3) e f(x) e definida 

por (2), então f(x) satisfaz as condições do enunciado e (1) vale. 

Sejam f(x) e ~(y) funções densidade de probabilidade 

das variáveis aleatórias independentes X e Y, respectivamente. Se 

ja h(z) a densidade de Z==XY. 

Sejam, também, F(s), G(s} as transformaclas de Mellin 

de f(x) e g(y), respectivamente. 

Por métodos diretos de transformações de variáveis, sa 

Demos que 

( 4 I h(zl~ I f(z/ylq(yl/y dy 

o 

Também vale (vide Titchmarsh (1948),pg.52} a relação 

o+ioo m 

(sI l/(2nili G(siF(slz-
5

ds ~f f(z/ylq(yl/y dy. 

o-ioo o 

Esta propriedade e a que permite o uso da transformada 
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de Hellin para a CL:U'rP:innci1o c1c• d.ü;trihuiçõcs r.le produt~os rlc va­

riáveis clleató.rias indetJC-'l1L1cntcs; {'_La ê charn<1d.J. de con'.rnlu<;Zi·o de 

:i.ellin. 

Vamos t~:,ltar, agora, do problerc1a du unicidade da. tran~ 

formadd de Mellin 110 conjunto das ~--lmÇt~es dcnsid.:_Hlcs c\(• prob,-tl:)i.l2:._ 

dades contínuas co•rt sunorte (o,w). 

Devemos, no entanto, introduzir algumas definiçÕes e 

r-esultados. 

Uma fun\:iio complexu a vuriável real é ditu ;;uave se 

possuir todas as dcrivadus, de qualquer ordem, contínuas. 

Sejam D(!:), o conjunto ch~ todas a,funções complexas su 

aves, definidas em R, que se anulam fora de I\ e D a união de todos 

os possivcis D(K), K subconjunt.o compacto de R. n é espaço linear 

com respeito à adição de funções e nultiplicação po_r nÍlmero compl~ 

xo {Zemanian (1968) ,pq-.5). 

O espaço dual 0 1 de -D f' o espuço ele todos o~; funcionais 

lineares continuas (_1efinidos PT'l fJ. Os elementos de D' ~;,::;:o chamados 

d1stri:mições. 

I ú I 

Seja ' -a ... :unçao 

e 
K l ( t) 
a' ) 

[ at 
~~ bt 

c-

O< • < " 
~ 

-oo< t < o a, b E R 

e seja La,b o espólt,~:_> dG todas as fun1;ões complexas ,Ht) -co< t<'-", 

tais c1ue 

I 7 I y (~I ~y 1<:,1 ~ sup ,K (t1D 1 ~(tl l<ro ,k=O,l,L, •.• 
k c,,b,k oo<t<"-' a,h 

onde 
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L b é uu espaço linear com respeito à r1ul tiplicuçilo a, . ~ . 
por números complexos e a adição ponto a ponto de funções e "(k c 

semi-norma sobre L (Zernanian (19G8) ,pg.4B). 
a,b 

ro 

Seja L('d,z)=u:1 La b tal que av-+ 
v' v 

w+ e b 
v 

-+ z -- c 

{a v} 1 , {b }7 são monótonas. Então L(w,z) e seu dual L' (w,z) 
v 

sao 

espaços lineares (c completos) (Zemanian {19fifl) ,pa.SO) _ 

Seja 

00 

I 81 
-oo 

-st 
onde ,~ (t) =e , para s pertencente ao conjunto nf de convergen-

-cia de F(s), a transformada de I.aplace bilatera.l. neste caso nf c 

a faixa paralela ao eixo imaqinário cuja intersecçFto cor:1 a reta 

e o intervalo (cr 1 ,o~). 

O resultado abaixo é um teorema de unicidade da trans­

formada de Laplace bilateral, que utilizaremos na prova da unici­

dade da transformada de Hellin de funções densidade de probabtl! 

dade com suporte em R++ 

(Zemanian (1968) ,vr.69) -Se F(s) e G(s) -sao transfo~--

madas de Laplace bj_laterais de f (x) e g(x), para sdlf e sEíl , res 
g 

pectivamente, se Qf Qg -I <f! e se F(s}""G(s) para sE:nf n
0

, entao f=g 

no sentido da igualclade eT'1 L' (w,z), onde o intervalo w<a<z é a in 

tersecção de ~f Q
9 

com a reta real. 

O sentido da igualdade elll L' (w,z), significa que para 

cada cjlt:L' (w, z) , 

<f,ljl> 

Em particular, a inuuldaL1e vale para toda C/lrD. 

Como cololário do teoremu. acima teMos o resultado que 

procur:1mos: 

cohoúi'tio 1: Sejam f(x) e g(x) funções densidade de probabilida-
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++ 
de com suporte em R e sejam F ( s) e G ( s) suas transfon11adas Ue -

Nellin com nf r2g t- rjl. 

ções de probabilidade 

Se F(s)==g(s} em nf ~ , então as d:tstribui­
-· q 

cujas densidades são- f c q, coincidem. 

prova: 
temos que 

"' w 

F(sl ~ r s-1 x' f(x)dx ~ J -sx c f*(x)dx, St'Íif 

I 9 I ,- -o:' 

f"' r G(sl 
s-1 -sx 

~ ~c· cr\x)dx ~ e c:r*(x)dx, srO 
0 

o -m 

-x -x onde f*(x)=f(e ) , g*(x)=g(e ) e o <x< oo. 

Pela notação daUa anteriormente, 

F(s) = <f*,$> 

G(s) = <g*,!f!>, 

Se F(s}=g(s), a 1 < Re s<a2, onde (a 1 ,o 2 )=Qf Qq R, então 

pelo teorema anterior, 

( 1 o) 

(a, b) • 

I 11 I 

onde 

(12) 

com 

(13) 

para toda <P f: o. 

Seja X 
(a ,h) (x) a função indicadora do intervalo aberto 

Então 

-sx 
e X ( • ) (xl ~ a,n 

-sx 

1 im 
v~oo 

Qa,b (x) 
v 

a b -J 
exp{l/(~f; ' (x)-v ·)}, 

v 



sendo a distãncia de x no int,~rvalo (a+v- 1 ,b-v-- 1 ) 

que b-LL-2v 0>c-· 

11. 7 

Er!l particuLo.r, 
a I, 

(~ ''- ,. r> 
' \) • - lJ 

;l_, h 
e '-~ 

'J 
paro t:odo 1)>\! 0 • 

I 11 l 

Do teorcr,Lét J de c,) r r c que-

... <n*,-J1a,h"> 
' \i 

\1_>\'o ~ 

que, p:::lo teorema c~i'l convergênci.él JTLonótona implica 

I 15 I <f* x* >- <q*,x"(a,bl> ' ( I I -a, J 

onde 

a 1 <Rü s<(J 2 

para cada par de nu~eros reais a,b. 

Pelo mesmo t.eorema da converqência monótona tomos 

I 16 I 

-isto e, 

(171 

ou ainda 

I 18 I 

J
oo sx Jw-sx e-· f*(x)dx -· e q*{x)dx 

a 

-a 
e 

x f(x)dx I s-1 

-oo 

a 

-a 
e 

""Jxs-lf(x)dx = 

o 

-n 
e 

I s-1 
x IJ(x)chr= 

o 

-a 
e 

x g(x)dx I s-1 

ar: R, o 1 <Re s<'J2 

o que equivale a 



( 19! 
" 

Jxs-lJ(::)dx '~ 
ro 

Como 

'" f_ n. 

"' 

o-1 n-1 
x f(x)>Cl (' x n(x),?Cl, (s==n+iT), 11 1 <n<o 2 

1\. 3 

se clefinirr.~os 

- j X 

1\ 

-1 
f(x)dx Jx 

1\ 

-1 
q(x)dx 

para todo subconjunto A Dorel-mensurável de R, temos que JJf e ]Jg 

sao Medidas finitas, para todo a 1 <o<a 2 • 

Como a classe {(-co,a)} R é fechada por intersecção fi­ar 
nita, o teorema da extensão e da unicidade de medidas {vide p.e. 

B~uer (1971), pg. 27) garante 

( 2 o) 
-1 -1 

x f {x) - x <;J (x) Lcbc.;sgue-quase tod<1 parte, 

isto c 

(21) f(x) - n(x) Lebesgue-quase toda parte, 

C' ternc·s, portando C'Ue as distribui(;Ões,cle que f e '1 siJo densidades, 

são iquais. 
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APRtTDICE l\. 

l\ Fut~ÇFo C 

A funç~o G foi introduzida por Pincherlc (1888), estu­

dada ror BarnesCl90R) e r·1ellin Cl910) e foi Meijer (1941,1946) 

(vide Erdelyi e outros (1953) ,pq.207 e r~uke (1969) ,vol.I,p!J.l43) 

quem <:1 introduziu corn.o inteqral de Mellin-Darnes (v.idc Dixon c 

Ferrar (1936)). 

' 

I l l 

Como essa integral, ela 6 definida como 

m 
z8

{ n f(b.-s)l· 
j~l J 

•{ 11 rn-a.+sJld n fll-b.+sJH n fla.-s)l n J q p l 
j=l J =~+1 J j=n+l J 

ds 

onde G .=;, m ,;, p, O >- n _.:;_ c~, prcclu to vazio vale a unidac}e e os parE_ 

Metros complexos ~lj e hh são tais, que 

l, 2, ... ,m) coincide· com nenhum polo de 

isto é, 

nenhm1 T)olo de I'(b.-s) (]·~ . J 
rn-aj+s) (joo~l,J., ••• ,n) 

a.-b
1
tl,2, .•. para j=l,2, •.• ,m e h=l,2, .•. ,n J 1 . 

Também z, nece~·;sário z 1- O. 

Há tres possibilidades para o ca:r:~inho 1: 

i) L vai de -i 00 a 4ioo, com alquns desvios, SG necessários, de mo-

do que todos os po1os de 

ta e todos os de ~ (l-aj+s) 

p+'!<2 (m+n) 

(bj-s) (j:::::l,2, .•. ,m) fiquem a sua dire,! 

(j:=l,2, ••• 1 n) a sua esquerda. A inte­

e [arg z l<im+n-(p+q)/2) TI. rrral converge se 

ii) L é un ciclo cnmeçando e terminando em +~, no sentido horário, 



n ; ··' ..... 

cnolo}Jando todos o:; J)r;lo<; de !'(b,-:-;) íj=l,L,~ .• ,m), mar; nc~nl;ur.-: , ' J 
no lo de r (l-a. +s} ( 1· ::::1,2, ..• , n) . li. intocrral converqr: so n > 1 (', - J - - ' 
ou p 

U.i) L é. un1 ciclo corJt'\'ando c tcrJTd.nanc1o em -~"', no sent-ido anti­

horário, englobando todos os polos ü~,; T'(l-a.+s) (j=l,2, ... ,n), 
J 

nas nenhum polo de r(bj-::;) (j=:l,2, •.• ,m). A }ntegrul convP:rqe ~;e 

r> 1 e, ou p > q ou r= g c lzi > 1. 

A dcmonstraç~o destas afirmações está em Lukc (1969). 
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1\Pf:rHHCE C 

A função ll é ur1a função hipergeomõtríca gencralizoda 

da qual a função G~-de Meijer (vide apêndice I3) é um caso especi­

al. 

Ela foj introduzida e e~;tudada por Fax (196]) e I3raak­

sma (1964) a estudou, em detalhes, em suas expansoes assintóricas 

e continuações analiticas. 

Recentemente, Mathai e Saxena (1978) a apresentaram em 

livro, onde dão bastante detalhes sobre os trabalhos de Fox e 

Braaksma e, também, nlauns aspectos de suas aplica~~ões na Estatís 

tica e outras disciplinas. 

Aqui darc~mos somente sua definição, o cn.1c c suficiente 

para o entendimento de seu uso na resolução crcral do problema do 

capitulo I deste trabalho. 

e: 

I l) 

Sua defjnição como uma interrral do tipo Hcllin-Barncs 

(a1 ,J,
1
), ••. ,(a ,ll.) 

('c' . p p)~ 
'"I (h1,B1), .• • , (b ,P. ) q q 

=(2·n.) z . -1 f s 

L 

m n 
{TI f(b.-B.s)){ f! f(1-n.+ll.s)} 
j-1 J J ·~1 J J 

C] p 
(H f(1-b.+D.s)}{ D f(a.-l\ 0 s)} 
j=m+l J J j=n+l J J 

ds 

onde O .;::._ m :;:~ q, O ~ n ;;_ p; m,n,p e q inteiroc,; l\j (j'=-1 ,2, ••• ,p) 

e BJ (j=l,2, ... ,q) são números positivos e O<'> aj (j=l,2p .. ,p) e 

h. (j=l ,2, ••• ,o) são números complexos tais que 
J 

A.lh
1

+r) I l!h(a.-t-1) 
J 1 ' J 



C.2 

para r,t = 0,1,2, ••. , h-"-'1,2, ... ,m, j=l,2, •. .,n c L é: un conto.rno 

separando os polos r1e 

(j=l 1 2, .•. ,n). 

•'(b.-Il.s) 
J J 

i I 
_i..i) 

onde 

1\ integral converge 

para todo 7 f O, se 

I 1 ••l para O < z 
1 

< R , 

u = 
p 
1: A. 

i= l J 

r l\.. o -B. 
"1 J; ={ rr r •. · H n n. 1. 

j=l l j=l J 

(j:::l,2, .•. ,m) do~; ele f'(l-a.+A.s) 
l J 

~J>rl; 

se 11 = O, 

Hais detalhes sobre o contorno L e as condici)es de con 

vergência estão disponiveis em Braaksma(l964). 
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