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RESUMO

Nesta dissertagio ¢ feite um estudo do problema do carteire chinés: as
diferentes apresentagdes, formulagdes e métodos de resolugio. Foi feita uma
implementacio do método de resclugdo do problema definido em redes nfc orientadas,
que utiliza a teoria de emparelhamento. Finalmente, € feito o estudo de um problema

de distribuigio de jornal.
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CAPITULO 1
0 PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES



1.} INTRODUGXO

Considere a atividade didria de um carteiro. No infcio do dia eile examina a
correspondéncia e elabora um roteiro de entrega. Partinde da agéneia de correio, o
carteiro deve percorrer as ruas de forma a cobrir todos os enderegos que constam em
sua lista de entrega e, finalmente, retornar & agéncia para devolver a
correspondéncia que nfo pdde ser entregue. Observe que, ac elaborar o roteiro de
entrega, © carteiro procura fazé-lo de modo a percorrer a menor disténcia total.

Existe uma diversidade de situacBes semelhantes ac problema de entrega do
carteiro, Por exemplo, a distribuigdo de jornais para bancas de revistas em uma
cidade e também a distribuicio de jornais para seus assinantes. Outro problema
semelthante ¢ o de patruthamento, em que um carro de policia deve cobrir uma certa
quantidade de ruas em um bairro.

0 problema acima € conhecide como o problema do carteiro chinés {PCC), gue de
uma Torma mais geral se enquadra na classe de preblemas de roteamento e distribuigdo,
Em modelos de roteamento, aparecem restrigBes relacionande guantidades & serem
entregues e compromissos de entrega para determinados perfodos ou janelas de tempo,
Se, por exemplo, o agente de entrega é uma frota de caminhBes, entfic o tamanho desta,
assim como limitagBes de capacidade de cada vefculo, representam também restricles a
serem consideradas pelo modelo. Neste caso, o estudo do roteamentc ou distribuigio
pode também incluir uma analise indicando ¢ dimensionamento ideal da frota. Um bom
exemplo contendo todos estes elementos € o problema de distribuicgic que os
fabricantes de refrigerantes enfrentam.

Um outro problema de otimizagdo combinatorial, também muite conhecido, € o
problema do caxeire viajante (PFCV), que consiste em determinar uma rota de
comprimento total minimo passando por todos os vértices de uma dada rede; trata-se,
portauto, de um problema diferente do problema do carteiro chinés (PCC). Tanto o
{PCC} quanto o {PCV) pertencem a classe de problemas de roteamento. O estudo dos
mesmos € Tundamental no desenvolvimento de métodos e algoritmos para modelos mais
gerais. Em alguns casos algoritmos para (PCC) e (PCV} servem como subrotinas no
desenvolvimento de métodos para a soclugiio de problemas de roteamento.

Nesta dissertagio foi tratado o problema do carteira chings {(PCC). Este é
apresentado para trés tipos de rua que ¢ carteire deve percorrer: ruas de mio dupla,

ruas de mio Unica e ruas de ambos os tipos. Foil implementado o algoritmo de Edmonds



{2, para resolver o (PCC} em redes nd¢ orientadas, (ue se basea na teoria de
emparelhamento. Além disso, fol feito também um estudo de caso, tomande como base um
problema de distribuig8o de jornals para assinantes na cidade de S&o Paulo. Para este
problema foram analizadas duas soluges {rotas de entrega de jorpais). Uma solucio
relaxada, que considera todas &% ruas como sendo ruas de m8o dupla & uma solugfio
heuristica que considera a orientagido das ruas.

No capitulo 1, o problema do carteiro chinés € apresentade como um problema de
otimizagfo combinatorigl abordando os casos de ruas de mio dupla, mEo Unice & mista,
Além dissc s&o discutidos métcdos de selugdc do probiema. No capitulo I € feita a
descricdo de um algoritmo polinomial para o problema de emparelhamento perfeito 6timo
{EPO) baseade em {101 A solugdio de (EPO) € parte do método de solucio definide para
ruas com méo dupla. No capitulo III é feita a descrigio da implementacio
computacional para (PCC} com esias caracteristicas. Finalmente, o capitule IV é um

estudo de caso 2 respeito de um problema de distribuigdio de jornais na cidade de Sdo

Paulo.

1.2 DEFINICOES

Nesia seclo s3c apresentadas definigSes € conceitos utilizados em teoria de

grafos que sio necessarios para a apresentacfic deste trabalho.

i.2.1 REDE MISTA

Uma rede R{V,8,E} é definida por um conjunte V¥V n8o vazio e finito de vértices,
um conjuntc A de pares ordenados de vértices distintos, denominados arcos, e um
conjunte E de pares n#o ordenades de vértices denominados arestas, Se {u,v)] ¢ um
arco, entdo os vértices u e v séo denominados cauda e cabega do arco respectivamente,
Se {u,v} € uma aresta, entfio os vértices u e v s3o denominados extremos da aresta.
Uma rede RIV.A,E} com & # &, £ # 2 é chamada rede mista,

Uma sequéncia a;,as,...,8, de arcos e arestas, onde a=(v;,,v,J) ou
a;={v; 5, V), =2,k € nenhum vériice v, & incidente em mais de dois arcos ou
arestas da sequéncia, & um caminho. Note que este caminho passa pelos vértices v,
VgoosVy Um ciclo é um caminho em que os vértices inicial e final vy, e v, sdo

iguais.



Uma  sequéncia a,a,,...,a, #e arcos e arestas, onde ai=(vg«1,vi) ou
a,={v,, v}, =12,k € V5 = vy, € dita ser uma rota.
O comprimento de um caminho, cicle ou rota € igual ao nOmero de arcos e

arestas neles contido. A cada arco e aresta de uma rede € associado um tamanho. Dado
um caminho, cicle ou rota a;a,,...,8,, seu tamanho ¢ definido por Z‘:zlcl, onde ¢, ¢
igual ao tamanho do arco ou aresta a;.

Seja a rede R{V,A,E}). Dado o subconjunto de vértices ¥ ¢ V¥, a subrede gerada
por ¥V £ a rede maximal R(V.2,B') com & < & ¢ E' ¢ E. Por cutrg lado, dados os

subconjuntos A ¢ & e E" £ £ de arcos g arestas, respectivamente, a subrede gerada
por &' U B é a rede minimal R'(V A" .E"), com ¥ ¢ V.

1.2.2 REDE NAO ORIENTADA

Uma rede RIV,A,E) com & = @ é dita uma rede ndo orientada, Neste caso omitimos
o conjunto de arcos A e designamos a rede por R(V,E).

Dizemos gue uma rede R(V,E) é conexa se, para cada par de vértices u e v, existe
um caminho conectando u e v,

Um subconjunte T de arestas de uma rede nio orientada € uma drvore se:
al T gera uma rede conexa,
b} ¥ ndo contém ciclos,

Um subconjunto de arestas gue nio contém ciclos € uma Floresta. Uma drvore
geradora relativa a uma rede R{V,E) é uma &arvore cuja rede por ela gerada contém
todos os vértices em V.

Dado o subconjunte de vértices W ¢ ¥, definimes 8(¥') ¢ E como sendo o
subconjunte maximal de arestas {v,u} tal que Ny} ¥V = 1. Ou seja, 8(¥) & o
subconjunte de arestas com exatamente um extremo em V. Para o mesmo subconjunio ¥
definimos ¥(¥') ¢ E como sendo o subconjunto maximal de arestas {v,u} tal que
tvaal ¥V = 2. Ou seja, (¥} é o subconjunto de arestas com dois extremos em V.

O grau d, de um vértice v ¢ definido como sendo igual a |a8(v){. Um vértice
sobre o qual incida um nimerc {mpar de arestas & ditc um vértice impar {0 nimerc de
vértices impares em qualquer rede & parl). Uma rede é dita par se todos seus vértices
possuem grau par,

Uma rede R(V,E} é dita completa se a todo par de vértices em ¥ estd associada

uma aresta em E.



A rede R(V,E} é dita bipartida se existe uma particio do conjunte de vértices,
V=, UV, e¥, ¥, =0 tal que 8¥,) = 8(¥,) = E lou y(¥)} = #{V,} = 2).

1.2.3 REDE ORIENTADA

Uma rede RIV.AE}, onde E = @ & dita uma rede orientada. Neste caso omitimos o
conjunto £ e designamos a rede por RIV,A),

Dado o subcenjunto de vértices ¥ < V, definimos &* V') ¢ & como sende ¢
subconjunto de arcos tal que para [(v,u)l € V') temos que v € ¥ e u ¢ ¥, Da mesma
maneira, definimos 8(¥') ¢ & como sendo o subconjunio de arcos tal gque para
{v,u) &2 (V') temos que v e W e v @ V.

0 grau interno d; de um vértice v € igual a |3°(V)| e o grau externo d} de um
vertice v é igual a |8%{v}]. Uma rede R{V,A) € dita simétrica se d; = d}, V v & V.

Uma rede RIV,A) é dita biconectada se para cada par de vértices u e v existe

um caminho de u para v € um caminho de v para u,



1.3 0 PROBLEMA DE EULER

0 matematico suigo Leonhard Euler {(1707-1783) escreveu em 1736 um dos
primeiros artigos em teoria de grafpos a respeito de um problems conhecido como o
problema das pontes de Konisgberg. A cidade de Konigsberg, no leste da antiga
Prissia, situava-se sobre a jun¢fio de dois rios e duas ilhas. As margens, assim como
as ilhas, eram interligadas per sete pontes como mostra a figura L1, Em seu artigo,
Euler discutia a existéncia ou nBo de uma rota onde um cidadBo, saindo de sua casa,

percorresse uma Gnica vez cada ponie e retornasse ac ponto de partida,
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figura L.}

Este problema pode ser colocado em termos de uma rede. Considere a figura 12
& seguir. A rota gue Euler procurava corresponde s uma rota passando uma tnica vez
por cada aresta desta rede. Ndo é dificil ver gue neste caso ndo existe tal rota.
Sobre o vértice 4, por exemplo, incidem trés arestas. Utilizando a aresta e, para
atingi-lo, a aresta e, para deixa-lo e retornando pela aresta e; € necessario

repetir uma das trés arestas para abandoner o vértice 4 novamente.



figura 1.2

Determinacio de uma rota de Euler

O algoritmo abaixo determina uma roia de Euler em uma rede R{V,E). A sequéncia
L1, L {2). .., L (k) associada ac vértice v € ¥ representa a ordem em que oS
vértices adjacentes a v s8¢ atingidos a partir de v. Ou seja, guando passarmos por v
pela primeira vez, seguimos para o vértice L, (k). Na segunda vez seguimos para o

vértice L (k-1}, e assim por diante. Veja a descrigho abaixo deste algoritmo.

i} Seja r um vértice gualquer. Inicialmente n, e n sfo iguais a r. Faga k, = O

para todo vértice v € ¥. Seja a2 € A adjacente ao vértice n. Iniciaimente todas
as arestas sdo ndo rotuladas.

ii} Seja m tal que a = (mn). Faga k, = k, + 1 e L,k ) =n Rotule &
aresta a. Se o vértice m incide scbre uma aresta ainda ndo rotulada vé& para ©
passo iii). Casc contrério m deve ser igual & n,; MNeste casc v& para ¢ passo
iv).

iii} Faca n = m e a igual a qualquer aresta adjacente a m ndo rotulada. Va
para o passo iil

iv} Seja n, qualquer vértice adjacente a pelo menos uma aresta ndo rotulada e

pelo menos uma aresta rotulada. Faga a igual a uma aresta ndo rotulada,
adjacente a n, e v& para o passo ii). Pare, se ndc houver tal n,.



1.4 A ROTA DO CARTEIRC CHINES

O primeiro trabalho a respeito do problema do carteire chings {PCC) [1], foi
publicado em uma revista chinesa. Seu autor, o matemético chingés Kuan-Mei-Ko
apresenta condigSes necessdrias e suficientes para gue uma dada rota, satisfazendo as
condicbes do problema, seja 6tima. Entretanto, a descrigdo do método sugerido para
resolvé-lo ndo leva em conta aspectos como implementagio computacional e anédlise de
complexidade. Em 1972, Edmonds e Johnson {2} propuseram um algoritmo fortemente
polinomial para {PCC) em uma rede ndc¢ orientada baseado na teoria de emparelliamento
desenvolvida por Edmonds na década de 60 [3L

O método de resolucio do problema de carteire chinés depende do tipo de rede
utilizada. Se a rede é ndo orientada, ou seja, a rede contém somente arestas, entdo
os algoritmos propostos baselam-se na teoria de emparelhamento. Se a rede &
orientada, {PCC) é reduzido a um problema de fluxo. Em redes mistas ¢ probiema (PCCP)

& NP-completo.

I.4.1 REDE NXO ORIENTADA

A condigio necessdria € suficiente para que © problema do carigire chinés
tenha solugBo ¢ que a rede R{V,E) seja conectada. Se a rede é par, entdo a solugdo
para o problema do carteiro chinés é uma rota de Euler. Se a rede R nfio é par, a rota
do carteiro chinés deverd, necessariamente, percorrer algumas arestas mais de uma
vez. Seja 1 + X, o nimerc de vezes que 2 aresta a € £ € percorrida na golu¢io. Entdo
a rede R gerada pelo conjunte & confendo 1 + x, coplas da aresta a € £ € uma rede
par, Resolver o problema do carteiro chinés é, portanto, o mesmoe gue determinar uma

solugBo x, para ¢ problema de programacdo inteira {PCC}.



(PCC) minimizar zﬁ CoX,
restrite a {in
x(8(v)} ~ 2w, = b, v e V.
X, =2 0
w, =20

x, inteire

w,, inteiro
onde x{&{v)} = Y es(y) X, € by € igual a um se v é um vértice fmpar e zero se

v for um vértice par.

Edmonds e Johnson [2}, baseados na teoria de emparelhamento desenvolvida por
Edmonds em 1965, apresentaram em 1973 dois métodos para resolver o problema (PCC) O
primeire método consiste basicamente em resolver um problema de caminho minimoe e um
problema de emparelhamento perfeite. O segundo método se basela em um algeritmo de

emparelhamento mails geral e uma formulagfio linear {PE) equivalente a {PCC}.

{PE} minimizar ¥ ¢,X,
a
resirito a {2):
X3S =21, VS <V com {$] impar ¢ [5]|23

a2z Q

onde S} representa a cardinalidade do conjunto.

Nesta dissertaciio foi implementado ¢ métode primeiro métode. Passemos a seguir
& sua descrigio,

Determina-se primeire o caminhe minimo entre todos os vértices (mpares da
rede. Para isso existem algoritmos de complexidade O(1VI3), onde [Vi ¢é igual ao
nimerc de vértices da rede original R, Constrdi-se, entdo, uma rede completa
R{¥,Ey), cujos vértices sdo os vértices impares de R. O tamanho de uma aresta em R;
é igual ao tamanho do caminho minimo ligando os dois vértices impares correspondentes
em R. Determina-se um emparelhamento perfeito 6timo em R;, ou seja, um subconjunto
M, ¢ E; de arestas onde cada vértice de R pertence a exatamente uma aresta de M; e a
soma dos tamanhos de todas as arestas em M) € minima. Cada aresta m & ¥, da rede R},

corresponde a um caminho minimo ligando dois vértices {mpares em R. Faga x5 = 1 para



toda aresta a ¢ E presente em um caminho minime correspondendo a uma aresta do
emparelhamento M;. Construa a rede R’ contende 1 + x, cbpias da aresta a.

Veja ¢ exemplo da figura L3. Determina-se primeire o caminhe minlmo entre os
vértices impares a,o,d ¢ f da rede R, £ construida, ent3o, a rede Ry contende somente
os vértices {mpares. Uma vez obtido © emparelhamento 6timo {{a,f}{c,d} em R,
constréi~se a rede R' com asx arestas {a,f} e {g,d} duplicadas. A rede R’ assim obtida

¢ uma rede par. O caminho de Euler em R® corresponde & solugfo para {(PCC) relativa 3
rede R,

iR

IR

O

figura L3

Considere a demonstracio deste algoritmo. Em primeiro iugar, dols caminhos
minimos do emparelhamentc M; tém que ser disjuntos e, portanto, € correto fixar x, =
i ou 0. Para mostrar isto, suponha que sexistam dois caminhos minimos do
emparethamento M, ligandc os vértices v; e ¥} e v, e v, respectivamente, & uma aresta
a e [ pertencente a ambos., Vela que, removendo a, ficamos com dois caminhos entre
v, e v, {ou ¥4} e vj e v, {ou v,). O temanhc desses caminhos € menor que o tamanho

dos caminhos ligando v, ¢ v] ¢ v, € v;. Portante a soma das arestas {v,,v,} e {v},v3}



em R, ¢ menor que a soma das arestas {v,vi} e {v,V,}. Poderfamos, entSo, criar um
nove emparelhamente M; substituindo as arestas {v,vj} e {v,v}} do emparelhamento M,
pelas arestas {v,,vy} e {v{,v}}. O novo emparelhamento M; teria um tamanho total
menor que ¢ emparelhamento ¥, o que ndo € possivel uma vez que, por hipStese, M; é
um emparelhamente perfeito otimo em R;.

Resta mostrar que existem inteiros nfo negativos w, tal que a eguagio
x{8{v]}} - 2w, = b, com v € V seja satisfeita. Mas veja que x{8{v}} é par se ve ¥
for um vértice par, e {mpar caso coatrario. Isto porgue, em cada caminhe minimo
correspondendo a uma aresta do emparethamento M), temos que x{8{v}) é par para todos
o5 vértices pares do caminho e fmpar para os dois vértices [mpares na exiremidade
deste caminho. Mas cada vértice impar € extremidade de um Unico caminho minimo
correspondente a uma aresta do emparelhamento W;. Fica assim demonstrade que a
solugo x, produzide pelo algoritmo € uma solugio factivel do problema (PCC).

A solugdo x, produzida pele algoritmo € também uma solugdo 6tima de {PCC),
Considere uma solugio 6tima x de (PCC). Vamos partir da hipétese que o tamanho das
arestas € estritamente positive (¢, > 0). Suponha x; = 2k + 1, k¥ » | parag uma aresta
s & F qualquer. Faga x, = | e w, = w} + 2k para tedo v sobre o qual a ¢ E incida, Com
esta transformagdco obierfamos uma nova soluglo factivel, porém com o valor da fungfo
objetivo estritamente menor, o que contraria a hipStese de que x, € Gtima. Portanto,
%, s6 pode assumir os valores zero e wm. Isto implica gue uma soluglo Gtima xa é
composta de caminhos, conectando vértices impares, e ciclos. Pelo mesmo argumento
utilizado anteriormente, estes caminhos tém que ser disjuntos e n8oc existem tals
ciclos, caso contrdrio, x, nfo seria solugiic 6tima. Como um emparethamente perfeito
étimo representa a melhor combinagdo desses caminhos, a solugBio determinada pelo

algoritmo é de fate uma solugio dtima de (PCC),
1.4.2 REDE ORIENTADA

A condicBo necessdria e suficiente para a existéncia de uma rota do carteire
chinés em uma rede R(V,A} é que esta seja biconectada. Se a rede € simétrica, entdo a
solugio para o problema do carteiro chinds é uma rota de Euler {que obedece a
orientagdo dos arcos). Caso a rede R ndo seja simétrica, a rota do carteiro chinés

deverd percorrer alguns arcos mais de uma vez.
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Sejs a rede orientada R{V,A). O problema do carteiro chinés definido para a rede

assimétrica R, onde ¢, é o custo da aresta &, pode ser colocade em termos do problema
de fluxo abaixo.

{(PCCO) minimizar } X,
restrito a {3k
x{8*¥)) - x(&(¥v)) = b,, v € V.

X, 2 0
onde b, = d7 - df, por definicdo.

Este Problema de minimizaglio € conhecido como ¢ preoblema de fluxe Otimo. Um
vériice v ¢ denominade fonte, sorvedouro ou intermedidric se b, > 0, b, < 0, b, = 0,
respectivamente. Como os custos s8¢ valores inteiros e os b,’s também o sic, uma
solugio otima bésica % de {PCCO) é uma solugdio inteira nfo negativa (por causa da

unimodularidade de Al
1.4.3 {PCC) FARA REDE MISTA

A condigic necessaria e suficlente para que exista uma rota do carteiro chinés
em uma rede mista R(V.AE} & que esta seja uma rede biconectada. Neste caso, existem

trés situagbes distintas:

a) R ¢ uma rede par & simétrica.
b} R & uma rede par ndc siméirica,
o} B é uma rede ndo par.

Rede par e simétrica

Neste caso, a rota do carteiro ¢ a uma rota de Euler & € determinada em dois
estagios. No primeiro estégio s&o determinados ciclos passando por todas as arestas.
No segundo estdgio sd3o determinados ciclos passando por todos os arcos. Os ciclos

formasdos em cada estigio sSo, entdo, agregados para formar a rota de Fuler da rede

completa.

11



Rede par e ndo simétrica

O algeritmo para determinar uma rota do carteiro comega por fixar
arbitrariamente uma orientacdo para cada aresta de £ Define-se, assim, uma rede
orientada R {V,A)), onde A, = A U A(E), sendo o vconjunto A(E}) o conjunto dos arcos
definidos & partir de arestas de £ com orientagbes fixadas arbitreriamente. Resolve-
se o problema de fluxe {PCCO), porém com algumas alteragBes devido a definiglio
arbitréria de diregfes das arestas.

Se todos os vértices de R, sfo vértices intermediarics, entdo R, € uma rede par
¢ simétrica e, portanto, basta determinar a rota de Euler sobre R, aplicando o método
dos dois estagios descrito para este caso, Caso og vértices de R, n3o sejam todos

intermediarios, construa uma rede R'(V,4&'} da seguinte forma:

a) Para cada arco a € &, cologque este arco em & e faga com que o mesmo tenha
capacidade infinita e custo igual ao tamanho de a.

b} Para cada aresta a € E cologue dois arcos em & correspondendo #s duas
possiveis orientacBes de a. Faga com que cada um destes arcos tenha capacidade
infinita e custo igual ao custo de a.

c) Para cada aresta 2 € £ cologque um arco em A& que seja um arco com direcio
contraria ao arco em A, associado & aresta a. Arcos deste tipo sfo chamados

arcos artfificiais. Faga com gque o custo de cada arco artificial seja igusl a
zero e sua capacidade igual a dois.

Aplique ¢ agoritmo de fluxXo 6timo para a rede R’, considerando as demandas e
suprimentos correspodentes & rede orientada R_.

Se o algoritmo termina sem encontrar uma soclugdo factivel, entSo ndo existe uma
rota factivel para o problema inicial. Caso contrério, seja x, o valor do fluxo no

arco a de R (este valor serd sempre inteiro positivel. Na prova deste algoritmo é
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mostrado que o fluxo badsico &lime associade & um arce artificial é sempre igual a

zero ou dois. Construa uma rede R* da seguinte maneira:

a) Cologue em K" x, + 1 cépias de cada arco de R que nfo seja um arco
artificial.

b} Se o fluxoc em um arco artificial € igual a dois, entfo cologque uma unidade
deste arco em R®.

c} Se o fluxo no arco artificial ¢ igual a zero, reverta a diregio deste arco e

coloque uma cépia do novo arco em R*. Em outras palavras, se o fluxo de um arco
artificial é zero, entdio a diregiio arbitrada na rede orientada R, € mantida, se

é igual a dois sua diregdoc ¢ invertida,

A demonstragdo da validade deste algoritmo, assim como & solugdo para o problema
de fluxo &timo, estfdio além do escopo deste trabalho. Em caso de um estudo mals

profunde, sugere-se {7,8] como referéncias.
Rede nfo par

N&o é conhecido nenhum algoritmo polinomial para o problema do carteiro chinés
definide em uma rede mista ndo par; ou seja, trata-se de um problema NP-completo. No
entanto, Minieka [5] sugere ume heuristica com complexidade O(n®} baseada em dois
estdagios: primeiro, torne a rede par, segundo, torne a rede simétrica utilizande o©
algoritmo descrito acima. Néo existe nenhuma garantia de que esta estratégia conduza
a uma solugio oOtima para o problema inicial. Como wtltima referéncia a resipetoc do
problema do carteiro chinds considere os artigos [5,6] a respeito do problema do
carteire chinés definido para redes ndo orientadas onde o©s custes de uma aresta
quando percorrida nos dois sentidos s8o diferentes.

No capitule IV é apresentado um método heuristico para resolver o problema de
distribui¢io de jJornals em um estudo de case. O métode empregado pode ser faciimente

especializado para o {PCC).

13



CAPITULO I
O PROBLEMA DE EMPARELHAMENTO



Este capitulo foi elaborade com base nas referéncias {9,101, £ apresentade um
algoritmo para resolver o preblema de emparelhamente &timo (EPO), Trata-se de um
algoritmo primal-dual, baseado na teoria de emparelhamento desenvolvide por Jack
Edmonds {31 em 1965. O algoritmo evolul por emparelhamentos n8o perfeitos (solucdes
primal infactiveis} e solucdes dual factiveis satisfazendo as condiges de folpas
complementares. Em uma das fases do algoritmo € determinado um emparelthamento méximo
{EM} em uma subrede. Desta forma, vamos diseutir primeiro o problema de

emparelhamente méximeo.
1.1 EMPARELHAMENTO MAXIMO

Seja & rede nfio orientada RIV,E). Dado um subconjunto M de arestas de E,
defina o vetor %, onde ¥, = 1 se a € M e x, = G caso contrario, como sendo © velor de
incidéncia de M. Dizemos que M {ou X) é um emparethamento em R se x{3(v}} % 1 para
todo v € V¥ e, neste casc, dizemos que a € wma aresta emparelhada se x, = 1. Em outras
palavras, um subconjunto M ¢ E é um emparethamento se& sobre cada vértice v e ¥
incidir ne méximo uma aresta empareihada. Um vértice v € ¥ é chamado vértice exposto
em relacio ac emparelbamento M se sobre ele incidir somente arestas nio empareihadas
{x{8{v}) = 0}. Se x(6(v}} =1, ¥ v € V¥, ou seja, se sobre cada vértice da rede incide
exatamente uma aresta emparethada, dizemos que o vetor x € um emparelhamento

perfeito. A formulagdo abaixe (EM} corresponde ac problema de determinar um

emparelhamento de cardinalidade maxima.

{EM) maximizar }, X,
restrito a (1)
x(3v) =L, VveV
x, # 0, Vaet

%, inteiro para todo a € E

Um subconjunto de vértices ¥ « ¥ com |Y¥| impar major ou igual a trés £ dito

ser um subconjunto impar. Se X € um emparelhamento, ent8o vale a equaciio abaixo.

x(y{¥)) = (l¥i-1/2
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Seja F = {Y,,¥,,...,¥,} a femilia de tcdos os subconjuntos {mpares. Considere
a seguinte formulagéo.

{(EM-P) maximizar 3, X,
restrito a (2} :
x{(8(v}) =1, ¥veVW
Kyp(¥d) = (|¥|~1/2, ¥V ¥ & F

x, 20, Vaek

Qualgquer vetor X satisfazendo (1) também satisfaz (2). Por outro lado,
qualquer vetor x, inteiro, satisfazendo (2}, satisfez (1). Portanto, se a soluclo
6tima de (EM~P) 4 uma scluciio inteira, € também solucdio 6tima de {EM). E apresentado
a seguir um algoritmo para (EM~P) que termina com uma solugio 6tima inteira, sendo

portanto solugdo 6tima de (EM) também,

x

Seja @, a varidvel dual associada & restrigBo sobre o vértice v e M, a
varidvel dual associada & restrigio sobre o conjunto fmpar Y, em {EM-P). Veja que o
mimero de componentes do vetor g depende exponencialmente de |V¥i, Considere as

seguintes definicBes dadas a partir da solugBo dual (mu):

#

n(a) = n, + n, , a = {vu
T, 2 e 2V} )

d,(mu} = wla) + ula)

f

1ia)

0 dual de (EM-P} ¢

{(EM~D) minimizar T, %, + Lyerl1¥i-1){n,1/2
restrito a (3) :
dmpu) 21, Yacek
20 uz=0

G algoritmo a ser apresentado para (EM-P) evolui por ssiuges primal e dual
factiveis e atinge otimalidade quando as condigbes de folgas complementares sio

satisfeitas. Passemos a algumas defini¢gBes relativas a emparelbamentos e, a seguir, &
descricio do algoritmo.
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Caminho Aumentante

Dado uma rede R(V,E) & o empareihamento M, dizemos que um caminho P € um
caminho alternadc em relagdo ac emparelhamento M, se suas arestas siio alternadamente
arestas emparelhadas e arestas nfo emparelhadas. Um caminho aumentante é um caminho
alternado, cujos vértices ipicial e Tinal s8o expostos. Na figura IL1 a seguir, estd
representada a rede R(V,E) e um emparelhamento M formado pelas arestas em destaque
{reticuladas} {2,8), (3,4}, {710} e {89y . A figura 1.2 representa um caminho
alternado relativo a este emparelhamento, passande pelos vértices §, 2, 5, 7 € 10.
Finalmente a figura IL3 representa um caminho aumentante ligando os vértices
expostos 1 e 6. O algoritmo que vamos apresentar para ¢ problema (EM) baseia-se no

teorema enunciade a seguir.

8 g
R (VIE)
10
figura 1I.1
carminho alternads
figura 112
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caminho altemada aurnentants
figura 11,3

Teorema I1.1 (Berge, 1957)

Um emparelhamento ¥ em uma rede R{V,E} é um emparelhamento maximo se e

somante se nio existe um caminho aumentante em R.

Demonstrac8o: Se existe um caminho aumentante relativo a wm emparelhamento M,
entdo € possivel criar um novo emparelhamento ™', onde (M| = {M| + 1. Seja K, o
canjunto de arestas emparelhadas de P e K, o conjunto de arestas nfo emparelhadas de
P. Basta fazer W = K, U (MK,

Agora, seja um emparelhamento maximo M® e um emparelhamento ¥, onde
{#*] = {M] + 1. Considere o subconjunto de arestas K = {M U M'INM fy ¥°). Um vértice
¥ £ V¥ incide no maAximoe em uma aresta de M. A mesma restricdo vale para os vértices de
R em relacBo as arestas de emparelhamente M. Portantc K é uma unifo disjunta de
caminhos e ciclos, Cada ciclo contém alternadamente srestas em M e M® e, portante, o
mesmo numero de arestas de ambos. Por outro lado, cada caminho € formado também por
arestas alternadamente em M e M*. Como |M*] > [M!, pelo menos um destes caminhos
deverd ser um caminho aumentante em relagio a M. Podemos concluir entio que, se um
empareihamento qualguer M de uma rede nio for um emparelhamento maximo, exisie nesta
rede um caminho aumentante em relag8o ao emparelhamento M, Fica, assim, demonsirade ¢
teoremsa. B

0 teorema acima sugere um slgoritmo para {EM). Partinde de um emparethamento
gualquer, realiza-se uma busca para detectar a existéneia de caminhos aumentantes.
Uma vez encontrado um caminho aumentante, determina-se um hovo emparelthamento. No
exemplo da figura 114 é realizado uma ampliagio do ndmero de arestas da rede
R (rede da figura IL.1] a partir do caminho aumentante ligando os vértices 1 ¢ 6, A

rede da figura 11,5 contém o novo emparelhamento obtido com esta ampliagio.

17



figura I1.5

Este processo de busca de caminhos aumentantes € ampliagBes € repetido até que
a transformagdoc resuite em um emparelhamento em relacdo ao qual nfo haja nenhum
caminho aumentante. Para uma implementaglo computacional deste processo £ preciso
definir um procedimentoe eficiente de busca de iais caminhos.

O algoritmo & seguir baseia-se no crescimento de uma floresta de caminhos
alternades. Seja um emparelhamento M e uma rede R{V,E}. Uma drvore alternada designa
uma 4arvore cuja ralz é um vértice exposte e, além disso, o caminho predecessor de
qualquer de seus vértice € formado alternadamente por arestas em M e arestas nio
pertencentes a2 M. O algoritmo para {EM-P) consiste em gerar uma floresta de arvores
alternadas, cujas raizes sdo vértices expostos da rede. A seguir ¢ descrito o

crescimento desta floresta.

0 algoritmo evolui a partir de uma lista L contende wértices ji rotulades. Um
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vértice rotulade possul trés pardmetros: ¢ primeire parfmetro representa o antecessor
do vértice na arveore alternada a qual pertence; o segundo parfmetro indica se o
vértice & um vértice interno {I) ou externo (E); finalmente o iltimo par&mentro & a
raiz da 4rvore a qual pertence.

Primeiro, todo o vértice exposto é rotulado como sende um vériice externc (E),
raiz de uma &rvore e colocado na lista L. Se n8c houver nenhum vértice exposto, o
emparelhamente corrente € um emparelhamento méxime. Seja a rede RIV,E) e rlv} a raiz

da arvore a qual v pertence. A sondagem dos vértices obedece & seguinte regra.

Sondagem de um vértice externc v. Retire v da lista. Se existe algum
vértice externo w tal que {v,w} € E, entic os caminhos alternados
antecessores de v & w, respectivamente, formam, juntamente com a aresta
{v,w}, um caminho aumentante entre 0% vértices expostos riv) e rlw). Caso
contréario rotule todos os vértices w ainds ndo rotulados, onde a arests
{vww} ¢ £ e {v,w} g M, sendec M & ¢ emparelhamentc correnie, Tais vértices
recebem o rotudo (v,Ir(vl). Todos estes vértices incidem sobre arestas
emparelhadas. Seja {w,u} € M. O vértice u recebe o rétule {(w,E,r{w)l.

Toda vez que wum caminho aumentante ¢ encontrade, determina-se Wm  novo
emparelhaments. O processe de busca €, entdo, reiniciado, ou seja, todos o0s vértices
sao feitos novamente nio rotulados e . = @, Uma nova floresta € entdo plantada. As
rarzes das novas arvores, que s@o vértices expostos da rede corrente, sfic colocados
na lista L. O algeritmo pdra em duas circunst@ncias. Se ap6s Tazer a transformacdo do
caminho aumentante corrente nde houver nephum vértice exposto, entfo o emparelhamento
encontrado ¢ um emparelhamento méximo. Neste casc o emparelhamento encontrado € um
emparelhamente perfeito, ou seja, %(8{v}) = 1, ¥V v ¢ V. Outra situaglo de parada
ocorre guandoe a Tloresta gorrente n3c pode mals crescer, ou seja, nfic existe mais
nenhum vértice na lista L para ser sondado e nenhum caminho aumentante € encontrado,

Tal floresta é chamada Floresta Hingara.

Teorema I1.2 {Nemhauser & Laurence, 1988)

G algoritmo acima produyz um emparethamento méximo em uma rede bipartida.

Demonstrag8o: Seja M* o emparsithamente obtido ao final do aigoritmo e x* o
vetor de Incidéncia asscciado, Vamos determinar uma solugiio dual factivel, cujo valor
da funcio objetivo correspondente & igual a JM*i.

Quande o algoritmo, tfermina tem-ge um conjunte de Aarvores alternadas
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=¥, B, 1=1,2,0.8-1, € também um conjunte de vértices nfc rotulades V¥,. Como
nenhum vértice em V., é exposto, a subrede gerada por V¥, (V,E), contém um
emparsthamento perfeito, ou seja, x*(8{v)) = 1, ¥V v e V. Veja figura I1.6 a seguir.
Seja (VLVZ) uma particdo de V, tal que nenhuma aresta emparelhada de M* incida em Wi

ou V2 Seja também V{ o conjunto de vértice internos da arvore T,. Se #* & o vetor de
incidéncia do conjunto W' = {U?;_i V) U ¥ (ou seja, my € igual a um se ve W e
zero caso contrario), entio o veter {(n",n%), com p; = 0 para todo conjuntc {mpar ¥, £

uma selugdo dual factivel. Para ver isto, basta observar os caso listados a seguir,

a} Toda aresta pertencente a uma arvore incide em um vértice de W™

b} Nio existem arestas ligando vértices externes. Case contrarie, haveria um
ciclo na rede R{V,E)} que, por hipbtese, é uma rede bipartida.

c} NAo pode haver uma aresta ligande vértices externos de arvores diferentes,
Neste caso, um caminhc aumentante feria sido detectado.

d) Nfc pode haver uma aresta ligando um vértice externo e um vértice ndo
rotulado, Caso contrario, o vértice nd¢ rotulado teria sito rotulado a partir
deste vértice.

Como ¥, #n, = W'} = [M*) =7, x, , o emparelhamento M* é o emparelhamento

maximo e ¢ teorema esia demonstrado.w

figura 11.6

Aplicando o algoritmeo descrito anteriormente & rede bipartida da figura IL7

obtem-se a Adarvore alternada da figura IILB., Nesta 4&rvore existem dois caminhos
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aumentantes possiveis, um ligando a raiz 5 ao vértice 6 ¢ outro ligande & mesma raiz

ag vértee 9,

reds bipartida
figura 1.7
{5.1.9) {7.£5
(2 (31
{~E£5 {8,E e

{3.1,5}

caminho aumentante (5, 8, 3, 6}

figura I1.8

Realizando wma ampliacio em relagfio ac caminho aumentante do vértice 1 ao 6,
obtem-ze o emparelhamento representado na figura 11.9. Crescendo uma nova floresta,
sendo a raiz de uma das &rvores o vértice 5 e a raiz da outra igual ao vértice 9,
obtem-se a floresta alternada da figura I1.1I0. A pertir desta floresta nio ¢ mais
possivel rotular nenhum vértice e, portanto, esta ¢ dita ser ums floresta hingara. O

empareihamento corrente € um emparelhamento de cardinalidade méxima.
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figura 1.9

CED (1.19) (7.E,1) @11
7 (2) (s)
N2/ &S

(10.E9 8.1

Horesta hungara

figura .10

0 que impede que ¢ algoritmo acima seja aplicado a uma rede nfo bipartida é a
possivel existéncia de ciclos {mpares, ou seja, ciclos com um nGmero impar de

vértices. Considere este algoritmo aplicade 4 rede da figura I1.11




(1.1,%) (2.E.7)
LY BET
e

T

5/
{5.1) 7E (11EN

figura IL11

O algoritme termina sem detectar ¢ caminho aumentante ligando o0s vértices
I e 12. Veja que neste ponte existem dois vértices externos, 10 e 8, ligados por uma
aresta, o que nfio ocorreria se a rede Tosse bipartida,

Considere a subrede gerada pelos vértices 15,6,7,8,9,10,11} na figura I1.12.
Definiremos uma subrede com estas caracteristicas como sendo um anel simples. Veja 2

definicdc a seguir,

Anel Simples. Seja uma rede ndo orientada R(V,E) e um emparelhamento M sobrs
R. Um anel simples é uma subrede B{Vs,E») onde Ev ¢ gerado pelo subconjunte de
vértices fmpar ¥b com |¥s] =z 3, satisfarzendo &s seguintes propriedades:

a} Existe exatamente um vértice, definido como sende a base do anel, no
qual néo incide nenhuma aresta emparelhada de Eb.

b) Exite um ciclo em Ev que passa por todos os vértices em Vb, tal gue as
arestas incidentes na base sBo arestas nfo emparelhadas e as arestas restantes
sdo, alternadamente, emparelhadas e n&o emparelhadas. A base do anel pode ser
ou nfo incidente em uma aresta emparelhads de V.

-
@wwwwwua@

anel simples

figura II1.12



Supcnha gue a evolugdo do processo de sondagem dos vértices no algoritme
deserito anteriormente gere uma floresta de &rvores alteradas em que hajam dois
vértices externcs periencentes & mesma &rvore. Sejam v e w estes dois vértices, Os
caminhos alternados gue os ligam a raiz se cruzam em um vértice b. Este vértice é,
necessariamente, um vértice externo, pois dele emanam pelo menos duas aresias nfo
emparelhadas. O vértice b pode ser ou n8o um vértice exposto. Se b for um vértice
exposto, entdo b € também raiz da Arvore a qual v € w pertencem. Os caminhos desta
arvore que ligam v,b e w,b respectivamente, juntamente com z aresta {v,w} formam um
cicle com um mimero {mpar de vértices. A subrede gerada pelos vértices deste ciclo €
um anel simples, e o vértice b, no caso, é a base deste anel.

Seja a rede R(V,E}. Se, ao aplicar o algoritmo para {PCC} em R, um anel
BlWe,Eu) for detectado a partir de dols vértices externos v & w da mesma &arvore, &

realizada uma operacio chamada contracdo.

Contragdo

O procedimento de contragfio de um anel B(V,,E,} consiste em criar uma nova
rede RV ,E'} a partir da rede corrente RI{V,E}, onde os vértices do anel sfio
substituides por um inico vértice, P, que chamaremos pseudond. 0 subconjunta de
vértices ¥ ¢é constituido pelos vértices de V¥, exceto agueles pertencentes a Yo, mais
o vértice P, Para toda aresta {v,w} de R com w € ¥s e v & ¥, cria~-se uma aresta em
R definida pelo par {v,P}. Além destas arestas, o conjunto de arestas £ da nova
rede R' é formado pelas arestas da subrede gerada por ¥/We. As arestas geradas por ¥
nfo existem em E'. O novo emparsihamentoe B correspondente a M é formado pelas
aresfas de M gue pertencemy a B e a M. Se a base b do pseudond P incide sobre a
aresta emparelhada {b,i}, entdc a aresta {b,P} de R’ também pertence a W. Uma vez
feita a contracBo do anel, o pseudond P é colocado na lista L de vértices a serem
sondados, Um pseudond serd sempre um vértice externc. Repare que, apds a contracio do
anel B, temos V)] = [¥] - [¥e] + 1, & o nimeroe de vértices expostos em R € igual ao
nimerc de vértices expostos em R, pols se a base b & um vértice exposto, entdio o
pseudond P serd exposto.

A figura IL13 ¢ um exemple de contragdo. A subrede gerada pelas arestas e,

€, €4, By, €5 € € constitui o anel contrafdo B{V,,E, ). Com esta operagio, o anel
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simples B ¢é substituide pele pseudond P, gque recebe ¢ mesmo rétulo da base b de 8.

»

h o mn mm

{k e k} -

figura .13

O crescimente da floresta continua apbés a contragdo de um anel. Negte
processc, um novo anel B’ pode ser encontrado. Suponha gue um dos vértices de B’ seja
um pseudond, Neste caso, guando B é ceontraido, o pseudoné criado terda um outro
pseudond dentro de si. Suponhs, agora, que a2 base de B’ seja um pseudend e que ¥
seja contraido formando um pseudond P'. Diante desta perspectiva vamos definir o gque
seja o apice de um pseudond. Se a base de um pseudond for um vértice original, entdio
o Apice deste pseudoné € igual a sua base. Por outro lade, se a basge deste pseudond
for também um pseudond, o dpice do pseudond externo é igual ao 4pice de sua base,

A definigio de anel simples diz respeitc apenas a vértices da rede original R,
no entanto a definicio abaixo € mais genérica e corresponde 4 situagio descrita

anteriormente, ou seja, guando ¢ anel a ser contraidoe possul pseudonés.



Anel. Seja uma rede ndo orientada R{V.E) ¢ um emparelhamento ¥ scbre R. Um
anel ¢é uma subgrede B(Vv,Ev) onde Ev € gerado pelo subconjunto de vértices
impares ¥o com {¥e} 2 3, satisfazende as seguintes propriedades:

a} O conjunto de arestas Mv = M ) Ev € um emparelhamento méximo em B.

b} Exatamente um vértice é nio emparethado. Este fnico vértice, ap, ¢
chamade épice de B. Veja que o Aplce ap pode ser um vértice emparelhadso {em

), sendo gue neste caso, a aresta emparelthadas que nele incide n@o pertence a
En.

Seja R,(V,.E,) a rede corrente obtida com a contragio de ¥ anéis, Vamos chamar
os vértices do conjunto ¥, de vértices correnfes. Estes podem ser pseudonds ou
simplesmente vértices da rede original R, que chamarei de vértices originais.

A seguir € descrite um procedimente recursivo que amplia a cardinalidade do
emparelhamento ¥ da rede original R{V,E) a partir de um caminho aumentante encontrado

na rede R,.
Ampliagdo

Seja P um pseudond pertencente a um caminho aumentante na rede corrente R, e w
o vértice adjacente a P por uma aresta ndo emparelhada do caminbo aumentante. Seja R,
a rede obtida a partir de R, com a substituigBc de P pelo anel simples B a ele
associado e b a base deste anel, Considere agora o vértice b' em B, adjacente ao
vértice w. Por construgfo, existe um caminho aliernante de comprimento par ligando
b e b’ Substitua P por este caminho. O novo caminho € um caminho aumentante em R,
Este procedimento € repetide para cada pseudond no caminho aumentante, inclusive os
pseudonds que reaparecem quande um anel € substituido por um caminho aliernado. O
exemplo da figura I1.14 representa a substituicio do pseudond P pelo caminho

alternante, de comprimento par, ligando os vértices b e &' em P.
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figura 1114

Em algoritmos de emparelhamento, a contragio e ampliagio sfio procedimentos
executados repetidas vezes, Quande um pseudond € formado, ele passa a ser um vértice
corrente da rede naquele estagio. Posteriormente, este pseudond pode ser absorvide
por outro pseudond e, neste caso, dizemos gue o pseudond Interno se tornou um
pseudond dormente. Se um pseudond € um vértice da rede corrente, dizemos que ele ¢ um
pseudond corrente.

Vértices originais sfo vértices em V¥ da rede original R{V,E). Estes vértices
sao definidos como sendo vértice de nivel 0 (zero). Um pseudond, cujos vértices sdio
todos  vértices de nivel 0, & chamado pseudond de nivel 1 {neste caso ¢ anel
correspondente € um anel simples). Generalizando, um pseudond para o gqual pelo menos

um de seus vértices internos € um pseudond de nivel ¢ - 1 (s = 1) & tedos os demais

sdio pseudonds de nivel menor que {s - 1) € dito ser um pseudond de nivel s.

Teorema I1.3 (Katta G. Murty, 1992)
O nlmeroe total de pseudonds de todos os niveis, gue podem ser pseudonds
correntes ou pseudonés dormentes, € sempre menor ou igual & (V¥|/2, onde {¥W] é
o nlimero de vértices da rede original.
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Demonstra¢fo:  Basia lembrar que a rede obtida com uma operacio de
contracdo tem um nimero par de vértice a menos que a rede contendo o anel simples

contraido.m

O algoritmo abaixo resolve o problema {EM) para uma rede ndo orientada R(V,F).
Em relagic ao algoritmo anterior descrito, foram acrescentados os procedimentos de
contracdo e ampliagBo. A ralz da arvore a qual o vértice v pertence ¢ denotada por

riv) e o antecessor de v por p{v).
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Algoritmo de Emparelhamento para {EM).

Passo 1 Inicializacdo Escolha um emparelhaments inicial (pode ser o) em R

Passo 2 Plantar a Floresta Alternada Se ndo existem vértices expostes v& para o
passo 7. Casc comtrario, Taga com que cada wvértice exposio v seja raiz de uma érvore
alternada, atribuinde a v o rétulo {v,E,v). Coloque v na lista L.

Pagso 3 Selecione um Vértice da Lista L. Se L = @, v4 para o passo 7. Caso contrdrio
selecione um vértice de L e retire-o da lista.

Passo 4 Sondagem Seja v o vértice externo a ser sondado e {p(vLE,riv}) seu rétulo.
Para cada vértice w, piv) # w tal que {v,w} é uma aresta corrente faca o seguinte.

1} Se {pwhE.r{wl) € o rétulec de w e riw} # r{v), ou seja, w €& um vértice externo
nac pertencente & mesma Arvore de v, entdo um caminho aumentante {oi encontrado. Va
para o passo 5,

2) Se (plw)E,riw)} é o rotulo de w e riw} = r{v), ou seja, w £ um vértice externo
pertencente 4 mesma arvore de v, entdo um anel foi detectado. V& para o passo 6.

3} Se w for um vértice ainda ndo rotulade dé a ele o rdtuls (v,I,r{v]). Sobre w
necessariamente incide uma aresta emparelhada. Seja {w,u} esta aresta. Faga o vértice
© receber o rétulo (w,E,r{w)} e coloque~c na lista L.

Passo 5 Ampliacdo A partir do caminho aumentante detectade com a sondagem dos
vértices da rede corrente, faz-se uma itransformacdo sobre o emparelhamento corrente.

A cardinalidade do nove emparelhamento é superior ao emparelhamento anterior. Volte
para 2.

FPasso 6 ContragZo Uma vez detectade um anel simples B na rede corrente, aplicar o
procedimento para fazer a coniragio do mesmo e criar, assim, um pseudond. Utiliza-se
o procedimento de contracdo descrito anteriormente. Uma vez criada a nova rede com ©
pseudond P, dé a P o mesmo rétule que possuia a base de B e cologque P na lista L.
Volte ao passo 3.

Passo 7 Fim Quandoe chegamos a este ponte, o emparelhamento corrente € um
emparelhamento médximo. Se o emparelhamento ndco for um emparelhamento perfeito em R,
significa que a Tfloresta alternada da rede corrente € uma Floresta Hungara, 0
emparelhamento obtide & um emparelthamento maximo. Pare.

Cada vez que um caminho aumentante é detectado e o passo 5 executado, a
cardinalidade do emparelhamento aumenta de um. Portanto 0 passo 5 € executado pelo
algoritme ne méaximo |[¥{/2 vezes. Entre duas execucbes do passo 5, o passo 6 £
executade no méaximo {V|/2 vezes, {teorema 11.3), e ¢ passo 3 & executado no méximo
OliW}} vezes. Cada execugBo do passe 3 requer um esforgo igual a O{}Vi). Cada
execugio dos passos 5 ou 6 requer o tragado do caminhe predecessor até a raiz, o que
equivale a um esforgo proporcional a O{jV¥]). Assim, o esforco feito entre duas

execucBes do passe S5 é proporcional a O(I¥i2) e, portante, a complexidade do
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algoritmo para {EM), no pior caso & igual a O{]¥}9).
I1.2 EMPARELHAMENTO PERFEITO OTIMO (EPO)

Vamos considerar agora, ¢ problema de determinar um emparelhamento perfeito
Stimo {EPO} sobre uma rede RIV,E). Seja ¢, o custo associadc & aresta a € E e x o

vetor de incidéncia do emparelhamento M.

{EPO} minimizar §, c,X,
restrito a {4} :
x(8vi) = L, ¥ veV¥
x, 20, ¥aek
% inteiro ¥ a € E

a

Considere a seguinte formulagBo linear (EPO-P).

(EPO-P) minimizar I, €,%,
restrito a (8):
x(8(v}) =1, YvelV
®{y(¥)) s (J¥j-11/2, v ¥ ¢ F

xaaO,VaeE

onde F é a Tamilia de todos os subconjuntos {mpares.

Qualquer emparethamento satisfazendo as condicBes em {4), satisfaz também as
condigdes em {5). Portanto, se a soluglo dtima do problema {(EPO-P) ¢ uma solugio
inteira, sers# também soluglo Otima do problema {EPQ). Vamos apresentar, s seguir, um
algoritmo primal-dual que resolve (EPQ), e mostrar que, se existe um emparelhamento
perfeito na rede R(V,E), entdo este algoritmo termina com um emparelhamento perfeifo
otime em R.

Seja m, a variavel dual associada a restri¢io sobre o vértice v na formulagdo
(EPO-P} e p, a varidvel dual associada a restrigho sobre o conjunte {mpar Y. Veja que
o tamanho do vetor u depende exponenciaimente de [V|. Veremos mais tarde, no entanto,
que ndo mals do que {¥{/2 de suas componentes terdo valor diferente de zero.

Considere as seguintes definicGes dadas a partir da sclugdo dual (mpulk
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wla) = E{py: 8 € ?{\ﬁ’y)}
dyfmp) = nla) -~ pla)

O dual de {EPC-P) &

{(EPC-D} maximizar T, w, - Lyeeli¥[-1)(g,)/2
restrito a {6):
difmp) s ¢, Vaek
p el

Seja E¥mp) = {a € E : dj{mp) = ¢}, ou seja, E¥mpu) é o conjunto das arestas
associadas As restrigbes satisfeitas pela igualdade em (4). As condicdes de folgas
complementares de {EPO-P) e (EPG-D) s8o

X, > 0= difmu)l = ¢,, YaeV
pe > 0= xp(¥)} = (1¥{-1D72, ¥ ¥ e F

i

0 algoritmo do problema (EPO-P} comeca com uma scluglio dual (n%u% com
#® = 0. E aplicado, entdo, o algoritmo de emparelhamento méximo para a subrede R*
gerada pelas arestas em E™(#%,pu%), Nsste processo, alguns anéis podem ser detectados
e contraideos, formande pseudonds. Se o emparelhamenic encontrado satisfaz {4}, entdo
este €, tambsm, um emparelhamenio perfeito otimo, pois satisfez as condicies de
folgas complementares.

A fase primal do algoritmo de (EPO) corresponde a busca de uma solugEo primal
x satisfazendo (1) sobre a subrede de igualdade R*. Se este processc termina sem
encontrar um emparelhamento perfeito, ou seja, com uma soluglo primal infactivel, é
Teita uma transformacdio nas variaveis duais,

No algoritmo do problema (EM), sempre que um caminho aumentante € detectado,
podemos eliminar todos os pseudonds e plantar uma nova floresta. Em outras palavras,
voltamos & rede original, agora com um nove emparelhamento, e plantamos as arvores
alternadas a partir dos vértices expostos relativos ac novo emparelhamentn. Neste
caso, todos os pseudonds sdo vértices externos. No algoritme de {EPD), os pseudonds

deverfo ser mantidos até que a varidvel dual associada seja zero, caso contrario as
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condigbes de folgas complementares seriam desrespeitadas. Neste sentido, a
transformacgdo do emparelhamento, a partir de um caminho aumentante, deve fazer a
atualizagio da base de cada pseudoné contide no caminho. O exemplo da figura 1115
corresponde 4s situagbes em que, primeiro, a base de um pseudond contido em um
caminho aumentante n8o precisa ser atualizada e, segundo, a base de um pseudond

contide em um caminho sumentante precisa ser atualizada,

O

i
St

N N Y
base ) i ;
O el el
A N Ny
™ T N . nova
./ NS A bass
“‘%»@O N N
Ry p—_—y Nt

figura 1L15

Ao crescer uma nova Arvore, alguns pseudonds podem ser rotulados como vértices
internos da rede corrente. No entanto, a presenga de pseudonds interpnos nfo garante
gque a fase primal do algoritmo itermine com uma solugio étima de (1), A transformagio

dual procura, entre outras colsas, Tazer o© custo reduzido dos pseudonds Internos

igual a zero.
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Expansdo de um Pseudond

A operagdo de expancio de um pseudond £ realizada apenas sobre pseudonds
internos associados a py, = 0. Seja P o pseudond com rétulo (a,Lr(P)) e B o anel
simples correspondente, Enifo, a € um vértice exierno na floresta alternada da rede
corrente e {a,P} uma aresta n8o emparelhada. Seja {P,b} a aresta emparsihada
incidente em P. Existe um vértice v, em B, tal que {a,v} € uma aresta da rede
original com custe reduzido igual a zero. Podem ocorrer duas situagBes: ou v € hase
de P e, neste caso, o pseudond é desfeito e sua base recebe ¢ rétule de P, ou existe
um caminho alternade de comprimento par comegando a partir da aresta emparethada
incidente em v, ligendo v & base de B. Neste caso, a operagio de expans8o de P
consiste em substitui-lo por este caminho, rotulande cada vértice nele contido,
alternadamente, como um vértice interno (I} e um vértice exiterno {E}. O exemplo da

figura 1116 corresponde 4 expansic de um pseudond interno P.

vértice
axfarno |

pseudond
Interno

-

&xpandindo um pseudond interno fm, = 0)

figura IL.16
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Transformag¥e Dual (7}

&, = min {c, - dy{mpu} : a = {v,w} com v dentro de um
pseuwdond corrente externc e um  vértice
dentro de um pseudond ndo rotulado}

&, = min {{1/20c, ~ difm.pldl : a = {v,w} comv e w
dentrode pseudonds correntes distintos)

35 = min {(1/2)p, : ¥ ¢ o conjunto de vértices

originais dentro de um pseudond interno}

& = min {8,,5,.85)

Se 8 = 4w a rede original R ndo possul um emparelthamento perfeito € o problema

é, portanto, infactivel.

f x, + & v dentro de um pseudond exierno.
n, ={ m, - 8, v dentro de um pseudond interno.

| n,, v dentro de um pseudond ndc rotulado.

[ #, + 28, u, associado a um pseudond externo.
My = -{ My = 28, n, associado a um pseudond interno.

[ uy, caso contrério,

varficas nko ralidados

transformagéo dual

figura IL.17
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Algoritmo para o Emparelhamento Ferfeito Otime (EPO)

Passo 1 Inicializag@o Comece com a solugBo dual factivel {n%u%) tal que pu® = 0 e
7l = (1/2){min, {c, : a € E}) para cada v € V. Escolha um emparethamento inicial

gualquer ({pode ser o emparelhamento @) para a subrede E™(x®,u®).

Passo 2 Plantar a Floresta Alternada Se ndo existem vértices expostos va, para 10,
Caso contraric, faca com que cada vértice exposto v seja raiz de uma édrvore alternada
e {v,E,v) seu rétulo. Cologque todos estes vértices na lista L.

Pagso 3 Selecione um Vértice da Lista L Se L = @ v& para o passo 8. Caso contrério,
selecione um vértice da lista L.

Passo 4 Sondagem Seja v o vértice externo a ser sondado e (p{viE,r(vll seu rétulo.
Para cada vértice w com plv) # w, tal que {v,w} é uma aresta com custo reduzido zero,
faca o mesmo que foi definido no passo 4 do algoritmo de {(EM).

Pasgso 5 Ampliag8e A partir do caminho aumentante encontirado, determing o novo
emparelhamento. A base de cada pseudond neste caminho deve ser atualizada. Va para o
passo Z.

Passe 6 ContragSo Um anel fol detectado. Faga a sua contragio e celoque o pseudond
recém criade na lista L. V& para ¢ passo 3,

Passo 7 Expans8oc Realize a expansio do pseudoné interno com custo reduzido zero. V&
para ¢ passe 3.

Passo § Tansfarmac®o Dual Determine uma nova sclugdo dual a partir da trasformacio
dual definida em {7). Se 8 = +w vd para o passo 9. Se 8 = 85 v& para o passc 7. Caso

contraric vé para 3,

Paszso 9 Infactibilidade Chega-se a este ponto gquande 8§ = +w. Neste caso, ndo existe
um emparelhamento perfeito e, portante, (EPO) € infactivel.

Pasgo 10 Otimalidade Quando este ponto ¢ atingidco o emparelhamento corrente é um
emparelhamento perfeito otimo. Pare.
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Validade do Método

Teoremsa IL.4 {Katta G. Murty, 1992)

Se a solucBo dual corrente (m,p) € factivel, entic o valor 3 calculade

no passo B é estritamente positivo ou igual a +wo,

Demonstracior O passo 8 é executado somente quando a fase primal termina com
uma Floresta HUngara. Este fato, juntamente com =a factibilidade da solugBo dual
corrente (m,pj, implica que cada um dos conjuntos scbre os quais §,8,8; sfo

minimos, é vazio, ou consiste de elementos estritamente positivos.w

Teorema 1.5 (Katta G. Murty, 1992)
Se f{m,u) €& uma solugdo dual factivel, ¢ vetor {(n’,n') obtide com a

transformacio dual {7) ¢ também dual factivel.

Demonstragdo: Pelo teorema 1.4, 0 < 3 = §; Como g 2 0, temos que g’ = O.
Seja a € £ uma arresta original e a € 7(E,) onde E, é o conjunto de vértices de um
anel assoceiade a um pseudond corrente P. Independentemente de P ser rotulado ou nio,
valem as desigualdades dj{r’,u') = dy{mpu} = ¢,, sendo a UGltima desigualdade vilida
porque (m,u} é factivel. Portanto, o conjunto IE*(rr,p} ndo se altera em relagdo a

estas arestas.

Considere agora, a aresta a € E, a={v,w} onde v e w s8c vértices originais
contidos {ou iguais) a vértices correntes distintos V e W respectivamente. Se V é um

vertice externo e W interno, entdo
diylw'. ) = n, + my, = u, v, = dilmpl = ¢

Se ambos ¥V e W sBo externos, entdo

L 3

dylm ') = my, + My, = W, + M 20 = dilmpl =,
pris & = 8, e (m,u) ¢ Tactivel. Se V & externo e W ndo rotulado, entdo

Al ') = wy + My, = Ry 4 Wt 8 o= dimp) # oo,
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pois & = &, e (mpu) € factivel. Se V ¢ W 580 ambos nfo retulados ou ambos internos,
entdo djin',u'} = u, + n, & igual a m, + R, -8 ou w, + W, - 28 respectivamente, €
u, + n, = d;lmu) = ¢, Como & > O temos dyim’ ,p') = c,.8

Do teorema IL4 concluimos gue, partinde da solugBo {m%u®), que é claramente
dual factivel, o algoritmoc evolui por solugfes dual factiveis. Veja também que as
arestas incidentes em vértices correntes externos e internos, simultaneamente, nio
tém seu custo reduzide alterado. Além disso, as arestas pertencentes as Arvores &
arestas emparelhadas, permanecem em E'(npu). Portanto, depois de cada transformagio
dual a floresta alternada permanece contida em E*(mu) e o algoritmo retoma o©
processe de sondagem dos vértices correntes.

Neste ponto uma das seguintes situagles ocorre:

al Se & = &, pelo menos uma aresta ligando um vértice corrente externo e um

vértice corrente interno passa a ter custe reduzido igual a zero. Um vértice
ndo rotulado é rotulado e o crescimento da floresta alternada continua.

b} Se 8 = §,, peloc menos uma aresta ligando dois vértices correntes externos

passa a ter custo reduzide igual a zero. E feita a contragio de um pseudond e
o crescimento da floresta aiternada continua.

) Se & = 8, o0 custe reduzido de um pseudoné interno passa & ser zero. E
feita sua expansdo e o crescimente da floresta alternada continua.

d} Se 8 = +w o problema (EPO} é infactivel.

Analise de Complexidade

Considere que uma iteragfo no algoritmo de (EPO} ocorra entre duas amplisgBes
consecutivas. Neste caso, ocorrem no maximo (¥W}/72 iteragbes. Vamos fazer a andlige de
complexidade das operagbes realizadas entre os limites de uma operagio.

Apesar do algoritmo realizar a expansfio de pseudonods, esta operaglioc s0 é feita
sobre pseudonds que completaram pelo mencs uma iteragio. Isto por que um pseudons,
antes de ser expandido, deverd primeiro se tornar ndo rotulade, o que sO acontece
apés uma ampliagio. Uma vez criado um pseudond, ele pode ser abosorvido por outros
através de novas confracdes, porém permanece como tal até o fim da iteragBo na qual
foi eriado. Portanto, pele teorema 1.3, a operagdio de contragBo £ executada no

maximo [¥]|/2 vezes em cada iteragdo.
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Come somente pseudonds formados em iteragbes anteriores a jteracio corrente
podem ser expandidos, também pelo teorema I1.3, a operagdo de expansdo € executada no
maximo |¥]/2 vezes em cada iteraglo.

Beja Ky o conjuntc de todos os vértices originais contides em vértices
externos € K; o conjunte de vértices correnies Impares. Neste caso,
kel + 1K 5 (V1.

Depois de cada transformag@o dual, o valor & pode ser igual a +w, &;, &, ou
85. Se 8 for igual a +w, o algoritmo para.

Se & igual a &,, pelo menos um pseudond € criado. Todos os pseudonds interncs
dentro do anel contraido nic pertencem mais a Ky no entanto todos os vértices
internos destes pseudondés passaram a pertencer ao conjunte Kg. Portanto, ou
[Kel + IKy] permanece igual, ou aumenta. Como podem ocorrer no méximo [¥{/2
contragBes durante uma interagfio, o nimerc de transformagfes duais com & igual a §,
é, no maximo, igual a [¥[|/2.

Se & igual a &, pelo menos um pseudond interno serd expandido. Depois da
expansfo este vértice ndo mals pertencerd a K;. No entanio, pelo menos trés vértices
no anel simples correspondente serdo rotulades, pelo menos dois como vértices
internos € pelo menos um como vértice externo. Portanto, depois da expansfio, [¥]
aumenta em pelo menos um ¢ {Kp| aumenta em pelo menos um. Logo, |Kg! + [K;| aumenta
em pelo menos dois.

Se & igual a §; na transformacdo dual, ent8o, pele menos um vértice corrente
nio rotulado serd rotulado interno e |K;i incrementa no minimeo de um. O valor |Kg|
também incrementa de pelo menos um e, portanto, [Kgl + |K;| incrementa no minimo de
dois. Portanto, cada transformacdo dual em que & € igual a & ou 3, Iincrementa
IKgt + 1Kl de pelo menos dois, e, loge, o nimero méximo e tais transformagBes duais
em cada iteragio € ne maximo igual a |¥].

A complexidade das operagBes de contragdo, expansioc e das transformacles duais
¢ claramente igual a O(JE!}). Logo, a complexidade das operagdes realizadas a cada

iteraciio € CGUIVIIEl). Assim, © esforgo computacional deo algoritmo &, no pior caso,

proporcional a O{{¥|2]E{).
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CAPITULO ITI
METODO DE SOLUCAO DO PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES EM REDE NAO ORIENTADA



Neste capftulo vamos discutir aspectos da Implementeg¢o computacional do
método de solugdc do problema do carteiro chinés para uma rede ndoc orientada. Fol

utilizada a linguagem de programagdo C++ versfio 2.0 da AT&T e uma estagfio de trabatho
da SUN,

I11.1 PROGRAMA PRINCIPAL

Passamos a seguir a descrigioc das classes que fazem parte da estrutura de
dados do programa.

Duas classes s8o utilizadas para a leitura e manipulagdo da rede: vertex e
graph. A classe vertex £ wma "hash table” linsar usada para guardar o nome dos
vértices da rede da maneira como sio lidos. A medida em que é feita a leitura das
arestas, ¢ nome dos vértices € armazenado em vertex e a cada um associado um nimero.
A classe vertex contém, também, um vetor com a relagBo inversa, ou seja, dado o
nimero do vértice, este vetor retorna a4 posigBo correspondente na “hash table", A

figura .1 é um exemplo de “hash table" linear (a "hash function" € linear).

AB11 £AB11) = £AB34)
AB34 _
: *colizion®

W12 £é a "hash function®

*hash tabls”
figura 1.1

A classe graph é constituida por um vetor de Hstas, que a cada vértice
associa uma lista contendo a&s arestas nele incidentes, e uma tabela que, para cada
aresta associa quatro valores: o primeiro valor corresponde & sua cauda, o segundo,
sua cabega, o terceiro, seu tamanho, e, finalmente, um guarto valor gue represenia o
nimero de vezes que a aresta € percorrida ne soiugdo; inicialmente este valor é igual
a um, se & aresta deve necessariamente ser percorrida, e zeroc caso contrério. A

figura HLZ2 € um exemple da estrutura de dados implementada na classe graph.
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Vértices Lista de arestas adjacentes

ol gl [ e T
2| >3] 8] A [a
3| 2| A>T A>T "
4 M**Hl*j—ﬂﬂ'—}*»m—_l“

e e

arestas | cauda | cabeca | custo tep
1 1 2 5 0
2 1 3 1 0
3 2 3 4 1
4 2 4 2 0
& 3 4 10 1
6 1 4 3 1

tlasse graph
figura 1.2

As rotinas que o programa principal chama sfo: readgraph, odd_set, dijksira e
matehing. A rotina readgraph é chamada para fazer a leitura da rede, inicializando as
clagsses graph e vertex. A rotina odd_set € chamada para determinar o conjuntoe dog
vértices Impares da rede, contabilizando para isto, apenas as arestas obrigatérias. A
rotina dijkstra é chamada pars determinar os caminhos minimos entre todos os vértices
impares da rede. Ela utiliza uma classe chamada heap. Trata-se de uma lista de
prioridades cuja fungfo é manter a lista de vértices a serem sondados. Esta classe
contribui  para diminuir a complexidade envolvida na determinacio dos caminhos
minimos. Os caminhos minimos determinados pela rotina di jkstra sio armazenados em uma
tabela.

Uma vez calculados ¢s caminhos minimos, o programa principal gera uma nova
rede contendo, agora, somente os vértices impares. Como esta rede & compileta, fol
utilizada uma classe especial, chamada matrix, para armazena-la, Uma vez feita &
inicializagfo dessa classe, a rotina matching calcula o emparelbamento perfeito dtimo
dos vértice impares. Obtido este empareilhamento, calcula-se a rota de Euler na rede

original, tende em vista as arestas que devem ser repetidas. Estag correspondem &s
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arestas contidas nos caminhos minimos ligando vértices Impares emparelhados., ©
procedimento para a determinag&o da rota de Euler utiliza uma classe chamada stack.

Trata-se de uma pilhe que serve para armazenar a rota final obtida.

111.2 EMPARELHAMENTO PERFEITO

O emparelhamento perfeito Stime € determinado com a chamada do procedimento
matching. Este procedimento manipula uma estrutura de dados formada pelas classes
matrix, blossom, queue e pelos vetores male, antc, root e flag. As rotinas que o
procedimento matching chama sfo: exposed, pred, aum path, shrink e unshrink. Na sec3o
111.2.1 €& descrita a estrutura de dados utilizada pelo procedimento matching e na

gecio II1.2.2 as rotinas acima listadas.
[11.2.1 ESTRUTURA DE DADOS

A classe matrix, como ja foi colocade, serve para armazenar & rede completa
correspondendo aos vértices i{mpares da rede original, A classe blossom é utilizada
para armazenar 0% vértices da rede corrente e € constituida por um vetor. Se um
vértice v estd dentro de um anel simples correspondendo ao pseudond P, entdo a
posicdo de v neste vetor contém um aponiador para a posigio do pseudond P, Se P
também estiver contido dentro de um pseudond P, ent8o, na posicio gque lthe cabs no
vetor, existe um apontador para a posigio de P'. Se um vértice cu pseudond nio estd
dentro de outro pseudond, ou seja, se este for um vértice corrente, entdc o aponiador
indica sua prépria posigdo,

U numero de componentes do vetor de pseudonds Que sdo utilizadas nfo
ultrapassa ¢ valor 31W]|/2, onde V¥; é o conjuntc de vértices Impares da rede
original. Isto porque, pele teorema I1.3, podem existir no méximo |V,{/2 pseudonds na
rede corrente. A figura IIL3 representa um exemple de como os vértiices correntes sio

armazenados neste vetor.
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A classe gqueus é yma lista utilizada com duas fungbes no algoritme. A
primeira, para manter a lista de vértices a serem sondados. Cada vez gue um pgeudon6
& retirado desta lista, coloca-se na mesma o0s vértices do anel simples z ele
associado. A segunda funcBio da classe queue é armazenar, logo apés a iransformacgio
dual, os caminhos aumentantes detectados, o0s vértices que poderfio ser rotulados e os
pseudonds impares, com custe reduzido igual a zero, & serem expandidos.

Para armazenar as arvores alternadas, assim como os pseudonéds, o procedimento
matching utiliza o5 vetores mate, antc e root. Todos estes vetores sdo
unidimensionais e no méximo 3{¥{/2 de suas componentes sfo utilizadas. Se matelvl=w,
entdo matefwl=v e a aresta {v,w} é uma aresta emparelthada. Se matelv}=0, entlo v é um
vértice exposto. O valor de antclvl é igual ao valor da aresta que liga v a seu
antecessor imediato na drvore altenada. O valor de root{v] é igual ao valor do d&pice
do vwvértice raiz da arvore a gual v pertence. A figura IIL.4 € uma representacfo
grafica de como é feita a armazenagem de uma arvore alternada utilizando os vetores

root, antc e mate.
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matef7] mate[9]
figura liL.4

Os vetores antc ¢ root sio também utilizados para armazenar um anel. Neste
caso, rootlv] é o vértice antecessor de v no anel simples armazenado e anielvl é a
aresta que liga v a seu antecessor imediato no mesmo anel. Veja, na figura L5,

como um anel simples ¢ armazenade utilizande os vetores root e antc.

armazenagem de um anef

figura LS
O vetor flag ¢ utilizado com dois propézites. Quando dois vértices externos

pertencentes 4 mesma arvore sdc encontrados, para gue se possa fazer s contrac3o do

anel correspondente a esta situagdo, € preciso determinar a sua base. Esta base
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corresponde ao vértice comum aos dois caminhos antecessores que ligam os vértices am
questdo & raiz da 4rvore a qual pertencem. Estes dois caminhos 1ém que ser
percorridos até a raiz e, neste processo, as pcsit;ﬁes do vetor flag, correspondentes
acs vértices desies caminhos, s&¢ marcades até gque a posigiio relativa & base seja
marcada pela segunda vez.

A outra fungdo do vetor flag € determinar o caminho alternade, de comprimento
par, que liga um vértice deniro de um anel simples 2 sua base. Este procedimento é
realizade durante uma ampliagfio, toda a vez que um pseudoné é detectado em um caminho

aumentante, e, também, quando & realizada a expansdo de um pseudond,

111.2.2 ROTINAS

A rotina exposed, apds cada ampliagfio, identifica os vértices expostos
{vértices originais ou pseudonds) e os rotula como sendo raizes de Arvores
alternadas. Em outras palavras, a cada amplisgdo, a rotina exposed planta uma nova
flaresta. A rotina pred retorna, para um determinade vértice, o seu predecessor
relativo a rede corrente. A rotina aum_path realiza uma ampliacio z partir de um
caminho aumentante. No processe de transformaglo do emparelhamente corrente, a base
dos pseudonds que se encontram ne caminho aumentante sBo atualizadas. A rotina
aum_path chama duas vezes a rotina roufe que, por sua vez, chama a rotina recursiva
set_apex. A rotina shrink executa uma contraglio toda vez que um anel simples ¢
detectado. Finalmente, a2 rotina unshrink expande um pseudond Impar, quando seu custo

reduzido se torna zero.
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CAPITULO IV
ESTUDO DE CASO E CONCLUSHES



1V.1 UM PROBLEMA DE DISTRIBUIGCAO DE JORNAIS

Neste capitulo ¢ feita uma anadlise de um problema de distribuigio de jornais.
Us dades utilizados foram fornecidos pele jornal O Estado de S%o Paulo com ¢ objetivo
de permitir um estudo do roteamento da entrega de jornais a ssus asginsntes na cidade
de S8o0 Paulo, Esta fol mapeada em distritos que cobrem todos ¢s assinantes. O
processo de entrega € realizado independentemente em cada distrito. Ou seja, um dnico
vejculo € responsével pela entrega aos assinantes de um determinado distrito.

Foi feito um estuds em dois destes distritos. Em ambos, foram considerados os
pentos de entrega e a distdncia aproximada de percurso de cada rua, assim com sua
orientagio, em casc de ser rua de mio Gnica. E importante salientar que estes dados
estio sujeitos a alteracBes tals como: entrada ou saida de assinantes, mudanga na
orientagiic de slgumas ruas, ou mesmo interdigic parcial de algumas delas por
determinados pericdos.

Neste capitulo, uma rua € definida como sende a parte delimitada por duas
esguinas, diferente, portante, do significado real da palavra. Isto permite que
trechos de m&o Unica e mio dupla, sejam consideradas no programa. Além disso,
estendende o problema do carieiro chinés, s8o consideradas ruas obrigatérias e ruas
ndo obrigatérias. Ou seja, ruas pela quais a rota procurada deve necessariamenie
pagsar e ruas pelas quais a reta ndo precisa passar, mas que podem ser utilizadas.
Desta forma, o grau dos vértices € calculado somente em relacio a8 arestas
obrigatérias que nele incidem, e os graus interno e externo de um vértice sio
calculados somente em relaciio aos arcos obrigatdrios.

0O distrite 1 {figura IV.1} possui 84 esquinas (vértices) e 131 ruas {67
arestas e 64 arcos) das quais 9] cobrigatdrias; ou seja, ruas onde se localiza pelo
menos um assinante. As ruas obrigatéria somam 16,249 km.

O distrite 2 (figura IV.2) possul 169 esquinas e 283 ruas (100 arestas e 183
arcos} das quais 170 s80 obrigatdrias, totalizando 21,276 km.

Em ambas as figuras as ruas obrigatérias estam marcadas com um “x". Além
disto, hé a presenga de um viaduto em cada um dos distritos, ¢ gue dificulta a

visualizagBo do problema no plano.
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figura IV.1

Tigura V.2
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A determinagiic das rotas 6timas para os distritos dados constitui um problema
NP-completo. Apesar dos distritos 1 &€ 2 nd0 serem muito grandes, a enumeragio
completa das solugbes seria um problema certamente invidvel. Fol utilizado um método
heuristico baseado na escolha de orientagBes para ruas de mio dupla. Este método é
iterativo e, & partir da fixagio arbitrdria de orientagio das arestas obrigatdrias, é
determinado o fluxo 6&timo associado a rede transformada. Além desta heuristica, fol
também implementado um algoritmo baseado na teoria de emparelhamento discutida no
capitulo H, que calcula uma rota Otime para a rede, gquande as ruas sfio todas
consideradas ruas de mao dupla. O tamanhe desia rota representa um limitante inferior
para para o valor da solugio Otima e serve para avaliar o queo préxima a soluglo
heuristica encontra-se da solucBo étima,

O algoritme que calcula a rota para o problema relaxade foi implementado em
ura estagio de trabalhio SUN (SPARK-STATION) e ¢ método heuristico, baseado na teoria
de fluxo, foi implementade em um microcomputador do tipc IBM-PC.

Fol impiementado um terceiro programa, também em microcomputador, gque reproduz
em tela os mapas dos distritos e a simulagio das rotas obtidas pelos dois métodos
descritos anteriormente. O algoritmo de fluxo interage com este programa, de forma
gue é possivel tomar as decisfes de fixa¢8oc de orientaglio das ruas obrigatdrias de

mioc dupla a medida que as solugdes parciais v3o sendo apresentadas.

1V.2 SOLUCKO RELAXADA

{tilizando a implementag8o computacional, cuja estrutura de dados foi descrita
noe  capitule {11 deste trabalho, determinou-se as rotas o&timas dos distritos 1l e 2
considerando todas as ruas como sendo ruas de mio dupla. O tempo iotal de percurso
neste caso, obtide para cada uma das rotas, é importante e serve como limitante
inferior para o tempo total de percurse calculade em cada disfrite obsdecendo 2
orientagéo das ruas.

G algoritmo, aplicade ao distrito 1, detectou 44 vértices Impares na reds
original e, portanto, a roting que resolve (EPO) é aplicada a uma rede com este
nimers de vértices. Foram realizadas 22 ampliagBes em 20 iteragles. Veja gue pode
ocorrer mais de uma ampliagfio por iteragfio, caso & transformaciic dual detecte mais de
um caminho aumentante, No total, foram 35 transformacSes duais, 33 rotulamento e 4

operacbes de contracio. Foi obtida uma rota passande por 123 arestas totalizando
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20,495 km.

No distrito 2 foram detectados 82 vértices [mpares & realizadas 41 ampliagles
em 30 iteragbes. Ao todo, foram 81 transformacdes duais, 139 rotulamentos, 29
operagBes de contragBo e 7 operagbes de expansédo. Fol obtida uma rota passando por
241 arestas totalizande 27,132 km.

Tanto para o distrito ! quanto para o distritc 2, o tempo de processamento,
necessaric para a obtengdo das rotas, ndo uitrapassou 2 min.

A tendéncia gue se observa € de que, nas primeiras iteragles, o nimero de
caminhos aumentantes detectados € pgrande, sende que as operagBes de contragiio e
expans8o, assim come rotulamentos, praticamente néo ocorrem. Com ¢ aumento de nimero
de iteracSes, observa-se justamente o contrario. Isto indica que, com a evolugfo do
algoritmo, os caminhos aumentantes detectados vdo se tornando cada vez mais compridos
e o tamenho das arvores alternadas aumenta. Ou seja, para se detectar um novo caminho
aumentante é necessirio crescer florestas com arvores cada vez malores. A figura IV.3
corresponde a um caminho aumentanie, encontrade na trigésima iteraglio, entre os
psendonés expostos 103 e 93 (vértices com valor acima de 82 sfc pseudonds). O
comprimento deste caminho, em relagio a rede corrente, € igual a nove e, em relagiio a

+

rede original {a rede contendo 82 vértices), € igual a 25.
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G pseudond 103, existente neste caminho, ¢ um pseudond de nivel 5. Veja, na
figura IV.4, a relacdo de herancas dos pseudonés relativas ao nincho de pseudonds
para o gqual o vértice 105 € o pseudond corrente. Como se pode ver na figura, o
pseudond 105 foi obtido a partir da contragie do anel simples contendo os vértices
102 (pseudond), 100 (pseudond} e 79. Dos pseudondés dormentes contidos no pseudoné
105, apenas um € o resultado da contragie de um anel contendo mails de trés vértices.

O anel 94 € o resultade da contracio dos vértices 90 [pseudondl), 24 ,23, 74, e T3,
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IV.3 SOLUCRO HEURIST]CA

O métedo heuristico utilizado consiste emn fizar orientacBes a serem adotadas
para as ruas obrigatérias de méo dupla, transformando o problema de rofeamento em um
problema de fluxe otimo como descrito em L4.2. Ou seja, cada aresta nic obrigetéria
é transformada em dois arcos siméiricos ndo obrigatdrios e cada aresta obrigatéria é
transformada em dois arcos simétricos, sende um obrigatéric e o outre ndo
obrigatdério. A solugio oOtima €, entdo, determinada considerando a demanda em cada
vértice {grau interno menos grau externo} computada somente em relacdo mos arcos
abrigatérios do novo problema. A solugio obtida neste problema pode ser apresentada

sob & forma de um terno de nimeros inteiros (e,B,¥), para cada arco ou aresta

eriginal a

* para arcos obrigatérios: o =1, B, » = O}

* para arcos pao cbrigatérios: (o = 0, B, ¥ = 0}

* para arestas obrigatérias: {u = 1, B, ¥) com 8y = O
* para arestas ndo obrigatdrias: (@ = 0, B, ¥)

comB=gy=10u By =0
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Neste caso, o indice @ = 0 indica rua ndo obrigatdria e o =1 indica arco
obrigatério ou aresta obrigatéria (com orientagdo fixada); o indice 8 representa o
nimerc de vezes que o arco ou aresta {com orientagiic fixada) € utilizado; o {ndice ¥
representa o nimero de vezes que a aresta € utilizada com orientagio contréria a
fixada. A rede obtida com estes indices € uma rede simétrica.

Em uma primeira etapa, a decis@o heurfstica consiste em trocar a orientaglo
fixada para as arestas obrigatérias com g = 2 e resolver um nove problema de fluxo
atimo. Esta etapa reduz o tamanho da roia.

Em ums segunda etaps, devem ser efetuadas trocas tentativas em arestas
obrigatérias com (@ =1, B = 0, ¥ = 1), procurando reduzir o tamanho total da rota.
Veja gue esse tipo de alteragdo permite a diminuiggo do tamanhe da rota ou, na pior
das hipéteses, o tamanho desta permanece ¢ IMEsSMO.

A primeira etapa ¢ executada uma lUnica vez e produz uma redugdo no tamanho da
rota. Por outro lado, a segunda etapa € realizada testando diversas combinagBes de
orientagio das arestas obrigatérias para, possivelmente, obter novas redugBes no
tamanho da rota. Observe que & soluclio &tima do problema pode ser ohtida casc sejam
testadas todas as combinagBes de orientagfio das arestas; isto corresponde a uma
enumeraciio de todas as solugles factiveis para ¢ problema. £ importante salientar que
esta etapa foi realizada manuvalmernite, analizando a rota obtida em cada tentativa e
sua complexidade corresponde a um problema de fluxo 4timo, ou seja OlnZmxlog{n?/m))}
para cada tentativa.

Aplicando a heuristica obteve-se uma rota contendo 158 ruas totalizando
25,130 km para o distrito 1 e uma rota contendo 300 ruas totalizando 35,130 km para o
distrite 2. A solucic para ¢ problema de fluxo, resclvide cada vez que sio fixadag
novas orientacdes para as arestas, demanda um tempo de processamento da ordem de um

minute em um PC 386,
IV.4 AVALIAGAO DA ROTA

Foi desenvolvido um programa em Pascal com recursos graficos para produzir a
visualizacio dos mapas € as rotas dos distritos. Para cada distrite o programas

apresenta:

1} tela com o mapa completo, inclugive com os assinantes (figuras IVl e
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iv.2}.

2} telas com o mapa contende somente ruas obrigatérias e a marcagio dos
vértices {mpares e nio simétricos.

3} telas com a construgBe das rotas sugeridas: solugBo relaxada e soluglo
heuristica.

0 uso deste programa permite visualizar a execugfo de algumas conversSes
proibidas e outros defeitos que impedem & viabilidade da rota sugerida e que sio

eliminados com a alteraglo nos dades do problema,

V.5 CONCLUSOES

As rotas obtidas, aplicando ¢ algoritmoe de empareihamento, totalizam 20 km e
27 km para o0s distritos 1 e 2, respectivamente. Aplicando a heuristica {oram obtidas
rotas com os tamanhos 25 km e 3% km. Portanto, a soluglo relaxada representou uma
economia de 237 e 25% As rota obtidas para os problemas 1 e 2 relaxados passam por
123 e 237 ruas, respectivamente. Por outro Iado, as rotas obtidas pele método
heuristico passam por 158 e 300 ruas. £ conveniente lembrar que nas redes originais
na 91 ruas obrigatérias totalizando 16 km e 175 ruas cbrigatérias totalizando 21 km
para os distritos 1 e 2, respectivamente.

E bom lembrar que a entrega dos jornais é efetuada por volia das trés horas da
madrugada, gquando praticamente n#o ha trafego, e que, por este motivo, os
funciondrios encarregades da entrega eventualmente ndo obedecem & orientagfio das
ruas. Neste sentido a solugBo relaxada pode vir a ter uma importéncia malor do que
simplesmente uwm limitante inferior para o valor da solugfic obtida com o método

heuristico,
Ajustes na rede original

Eventualmente £ necessérip realizar alguns ajustes nos daedos originais do
problema para obter uma rota factivel. A seguir sfo discutidos alguns casos.

A solugio obtida pode ser formada por subrotas ndoc conectadas; observe que,
neste caso, a rede obrigatéria (rede gerada pelas ruas obrigatérias), assim como a
rede Euleriana obtida, sic nfo conectadas. U ajuste adotado para conectd~las foi o de

torpar obrigatériaz algumas ruas inicialmente nfo obrigatérias. FEstas ruas foram
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escolhidas a partir da visualizegfio das subrotas na tela do microcomputador.

Houve a necessidade de criagio de esquinas e ruas artificiais para evitar
conversbes proibidas.

A sequéncia de percursc de algumas ruas foi alterada para evitar que o
motorista encarregado da entrega percorresse duas vezes seguidas (em diregSes
contrarias) a mesma rua. Neste caso ele teria que realizar uma mancbra de 80 graus

no final da rua, sendc que € preferivel que tal rua seja percorrida em subrotas
distintas.

Orientacio das arestas obrigatérias

Foram consideradas apenas algumas combinagBes de arestas obrigatérias na
fixag8o de suas orientagBes. Numa primeira etapa foram invertidas as diregSes fixadas
para as arestas obrigatdrias utilizades mais de uma vez em sentide contréario ac
fixado. Posteriormente, em uma segunda etapa, foram testadas algumas combinacBes
"atraentes”.

0 uso da solugiio relaxada serve como pardmetro para ¢ esforge {nimero de
tentativas} empregado na heuristica. Acredita-se gue as solugbes heuristicas estejam
bem proximas do 6timo pelo nlimerc de combinagles testadas. As diferengas entre as
soluchies relaxadas e heuristicas parecem refletir gargalos no trafege que, na solugio
heuristica, obrigam =a repetir vdrias vezes subrotas necessarias para se alcangar

determinadas ruas.
Tempo x distancia

0 tamanho das ruas, fornecido pele jornal, foi dade em distincia (medida em
metros}. ¥ comum encontrar este tipo de problema com dados associados zo tempo de
percurso de cada rua. Observe que em uma situagBo dessas o tempo de percurso de uma
rua obrigatéria envolve o tempo de parada para enirega em apenas uma das vezes que
esta € percorrida. Ou seja, para cada rua obrigatdria devem ser fornecidos tempos de
percurso com entrega e sem enirega.

(s métodos discutidos também se aplicam ao problema com essas caracteristicas,
uma vez que o tempo total de parada para entrega independe da rota escolhida. Neste

sentido, nfo & preciso computar o iempo de parada para realizar a otimizagio das
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rotes, mas o itempo total de parada deve ser adicionado ao tempo total de percurso na
rota final obtida.

IV.6 COMENTARIOS FINAIS

O Método proposto mostrou-se exeguivel, tendo em vista as exigéneias do
pessoal do jornal O Estado de 580 Paulo que testou a viabilidade das rotas sugeridas.
Na realidade, a interdicfic parcial e tempordria de diversas ruas foil constatada
apenas nestes testes, quando as rotas sugeridas foram postas em pratica,

O ambiente obtido com ¢ desenvolvimento de um programa em Pascal que mostra os
mapas, as solughes obtidas, e realiza a simulag8o das rotas sobre o mapa produzide em
tela, possibilita ao usvério obter rapidamente solug@es satisfatérias.

Para finalizar, acreditamos ter alcancado o objetivo desta disseriagBo que, em
dltima insténcia, constitui um estude do problema do carteiro chinés. Foi considerado
em maiores detalhes o caso de redes nfio orientadas. Neste sentido ¢ capitule II foi
dedicado inteiramente ac problema de emparelhamento perfeite 6timo e o capltule I a
uma descricio da implementacio computacional daquele caso, baseada neo algoritmo
proposto por Edmonds {21, Além dos aspectos tedrico {cap. 1 e I} e computacional
{cap. HI} abordados, no capitulo IV, procurou-se fazer uma descrigio cientifica do

desenvolvimento de um trabalho prestado ao jornal O Estado de S3o Paulo.
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