Universidade Estadual de Campinas
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Departamento de Matematica

Aspectos Matematicos do Filtro de

Kalman Discreto
por

Dimas José Gongalves *

Mestrado em Matematica - Campinas SP

Orientador: Prof. Dr. Raymundo Luiz de Alencar

*Este trabalho contou com apoio financeiro do CNPq.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecario: Maria Julia Milani Rodrigues - CRB&a / 2116

{i386a

Ciongalves, Dimas José
Aspectos malematicos do Filtro de Kalman [hsereto [ [imas José

Gongalves — Campinas, |S.P. sn.], 2005,

Orientador . Raymundo Luiz de Alencar
Dissertagdo {mestrado) - Universsdade Fstadual de Campinas,

Institulo de Maternatica. Estatistica e Computagiio Cientifica.

| Kalman, Filiragem de. 2 Teorna da estimative, 3. Teorna do
controle. 4. Hilbert, Espagos de. 1. Alencar, Ravmundo Luiz de [
Universidade FEstadual de Campinas.  Tnstitto de Matematica,

Estatistica ¢ Compulagio Cientifica 11 Titulo

ata da defesa:

Ares de concentragior

lwlo em mnglés: Mathematical aspects of the [hscrete Kalman s Filter

Palavras-chave em inglés (Kevwords) | Kalman filtering 2 Estimation theory. 3. Control
theorv, 4. Hilberl spaces

Analise Funcional

Titwlagio: Mestre em Matematica

Banca exammadora: Profl Dr. Ravmundo Lutz de Alencar (UNIC AMIT

Prof. Dr. Sergio Antonio Tozoni (TINIC AMP)
Prol’ Dr. Elod Medina Galego (USP)

21022005




Aspectos Matematicos do Filtro de Kalman

Discreto

Este exemplar corresponde & redacéo final
da dissertagio devidamente corrigida e
defendida por Dimas José Gongalves e

aprovada pela comissao julgadora.

Campinas, 21 de fevereiro de 2005.

ﬂ@,ﬂ&%ﬂe e,

Prof Dr. Raymundo Lulz’d/ Alencar

Orientador
Banca examinadora;

Prof. Dr. Raymundo Luiz Alencar.
Prof. Dr. Sérgio Antonio Tozoni.
Prof. Dr. Eléi Medina Galego.

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Matemética, Estatistica e Computagio
Cientifica, UNICAMP como requisito par-
cial para obtengdo do titulo de Mestre

em Matematica.



Dissertacio de Mestrado defendida em 21 de Fevereiro de 2005 e aprovada pela
Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

R L 0 45

Prof (a). Dr (a). RAYMUNDO LUIZ ALENCAR

/

7
AT

Prof (a). Dr (a). fERGIO ANFONIO TOZONI

Yo

;:"d/ ;\;U/;, / (}dff VV - d/kﬁ/ jﬁ/

Prof (a). Dr (2). ELOI MEDINA GALEGO



Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de agradecer a pos graduagao do IMECC pela estrutura educacional
que me foi oferecida e agradecer os professores Sérgio Antonio Tozoni, FEléi Medina Galego e
Mario Infante pelas correcoes sugeridas na minha dissertacao de mestrado.

Dentre varios amigos que tenho, agradeco Bibiana e Fabio pelas ajudas em varios momentos
de que precisei. Sao grandes amigos que convivem comigo desde a faculdade.

Apenas esse agradecimento seria pouco para demonstrar a gratidao que sinto pelo meu orien-
tador Raymundo e pela sua esposa Cléo. Obrigado por me receberem em sua residéncia com
carinho, pela amizade e pela ajuda nos momentos dificeis.

Na vida nos conhecemos varios tipos de pessoas. Essa familia que eu conheci é composta por
pessoas especiais. Coloco a familia Mustafa nesses agradecimentos de forma alegre, pois é com
alegria que eu gosto de lembrar deles. O meu muito obrigado pelo o que vocés foram, sao e
serao para mim.

Por mais palavras que eu procure, pois mais gestos que eu tente mostrar, por mais... Nada
disso vai conseguir demonstrar o quao importante essa pessoa ¢ para mim. Talvez uma frase
simples expresse o que essa pessoa significa: eu te amo Tatiana. Muito obrigado pelo amor,
pela forga, compreensao e alegria que vocé passa.

O que eu tenho para dizer da minha familia , com certeza nao caberia em um livro, mas vou
tentar caracterizar o que cada um significa: meu pai, simbolo de forca e garra; minha mae,
simbolo de amor e carinho; meus frmaos, simbolo de amizade e uniao. Se hoje tenho satde,
educacao, alegria, amor e crenga em Deus, é porque vocés me proporcionaram tudo isso. Muito
obrigado pelo o que eu sou.

Por fim, dedico essa tese de mestrado ao meu irmao Josmar, que representa para mim a alegria

e a "vontade de viver ".



Resumo

Neste trabalho, agrupamos um minimo de contetido mateméatico para desenvolver uma prova
do Teorema do Filtro de Kalman (discreto).

A teoria de integracao de Lebesgue e alguns elementos ( Teorema da Projecao) da teoria
dos espacos de Hilbert sao as principais ferramentas matematicas incluidas, além de um estudo

das principais propriedades da esperanca condicional.
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Abstract

In this work we set a minimum of mathematical background to develop a proof of the
(discrete) Kalman Filter Theorem.

The Lebesgue integration theory and some elements (the projection theorem) of the Hilbert
space theory are the main mathematical tools included, besides a study of the main properties

of the conditional expectation.
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Plano Geral da Dissertacao

Estudar ferramentas e conceitos mateméticos para estabelecer uma forma simplificada do
Teorema de Kalman Discreto ( solu¢do do problema de estimagio recursiva para um sistema
discreto).

A ferramenta basica utilizada na demonstracao do Teorema de Kalman é o conceito de
esperanca condicional para estabelecer estimativas de minima varidncia. Com este proposito
foram estudadas propriedades gerais dos espacos de Hilbert, destacando em particular o Teo-
rema da Projecdo, que é essencial para estabelecer certos tipos de aproximagoes (estimativa
pelos minimos quadrados). Na teoria de integracao de Lebesgue, destacamos os principais teo-
remas de convergéncia, bem como o teorema de Radon-Nikodym, além do espaco de Hilbert
das funcoes de quadrado integravel.

Finalmente, foi dada uma atencao especial ao estudo da esperanca condicional de uma
variavel aleatéria com relacao a um vetor aleatério, onde as principais propriedades da esperanca

condicional foram estudadas.



Introducao

Entre os temas considerados para esta dissertacao, optamos por Filtro de Kalman, um tema
muito estudado pelas seguintes razoes: a grande importancia do filtro de Kalman por suas
aplicagoes em Engenharia; a necessidade do estudo de ferramentas mateméticas sofisticadas
para a compreensao teodrica do filtro de Kalman e a possibilidade de envolvimento com conceitos
e ferramentas matematicas que nao sao, em geral, desenvolvidas em disciplinas de um Mestrado
em Matematica.

No Capitulo 1, incluimos pré-requisitos de cardter mais geral, como espacos de Hilbert
( Teorema da Projecdo ), equagbes normais ( matriz de Gram ) e elementos da Teoria da
Medida e Integracao.

No Capitulo 2, desenvolvemos pré-requisitos mais especificos de Probabilidade e Estatistica,
como por exemplo: variaveis e vetores aleatorios, esperanca matemaética, variancia, covariancia
e , por fim, esperanca condicional de um vetor aleatorio baseado em outro vetor aleatoério.

No Capitulo 3, utilizando principalmente a esperanca condicional, estabelecemos as esti-
mativas de minima variancia, ferramenta basica para a demonstragao do Teorema de Kalman,
também incluido no terceiro e tltimo capitulo.

Salientamos que muitos dos topicos abordados na dissertacao poderiam ser de maneira
natural, ampliados e/ou desenvolvidos com maior profundidade; no entanto, procuramos nos
limitar ao minimo necessario, tendo em vista nosso objetivo.

Achamos que o teorema de Kalman ( filtragem ) é uma belissima aplicagdo da teoria de
integracao de Lebesgue e da teoria dos espacgos de Hilbert na solu¢ao de um problema importante
da matematica aplicada.

Finalizando, gostariamos de mencionar que algumas idéias aqui desenvolvidas surgiram



quando o orientador desta dissertacao, ministrou a disciplina Principios de Andlise Funcional
Aplicada - FM210 para o programa de mestrado do Instituto Tecnologico de Aeronautica (ITA).
Nossos agradecimentos a pos-graduacao do ITA pela aprovacao da disciplina e aos alunos Alex,
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desse capitulo é passar para o leitor nocoes basicas de Espacos de Hilbert,
Medida e Integracao que serao utilizadas ao longo do trabalho. Na secao 1.1 e 1.2, chamamos a
atencao do leitor para o Teorema da Projecao e para as equagoes normais, que serao resultados
essenciais para o desenvolvimento do Capitulo 3. Em relacao a secao 1.3, destacamos o Teorema
de Radon-Nikodyn, que sera utilizado na demonstracao da existéncia da esperanca condicional
( pagina 32 ), e destacamos também o Teorema de Fubini, que sera ttil para deduzir alguns

resultados do Capitulo 2.

1.1 Espacos de Hilbert

Definicao 1.1. Seja V um K-espaco vetorial, onde K=R ou K=C. Uma norma sobre V é uma
aplicacao || || : V — R que satisfaz as propriedades:

a) |[v][>0,YveW

b) ||v][=0<=v=0.

c) [[Av|=|A[|v],VAe€ K,YveV.

d) [[utovl<full+ vl Vu,veV.

Nesse caso, dizemos que o par (V.|| ||) € um espago normado.

Definicao 1.2. Seja V um K-espacgo vetorial, onde K=R ou K=C. Um produto interno sobre

V' é uma funcao < , >V xV — K que satisfaz as sequintes propriedades:



a

b

) <u+tv,w>=<u,w >+ <v,w>Yu,v,w e V.
) <Au,v>= A\ <u,v>, VA€ K, Yu,veV.
c) <u,v>=<v,u>,Vu,veV.

d <u,u>> 0, seu#0.

Um espaco vetorial V' munido de um produto interno <, > é denominado um espago pré-
hilbertiano e indicado por (V, <, >). A fun¢ao que associa cada v € V' ao numero /< v,v >

¢ uma norma sobre V', chamada norma induzida pelo produto interno <, >.

Propriedades: Seja V um espaco vetorial com produto interno < , >.

a) Regra do paralelogramo: ||u+v ||> + [[u—v |[?=2(]| v |[|? + || v ||?), Vu,v € V.
b) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: | <u,v > | <||u || .| v ||,Vu,v € V.

c) Desigualdade triangular: ||u+ov |[<||uw || + || v ||, Vu,v € V.

Definicao 1.3. Seja (x,)neny uma sequéncia em um espa¢o normado V. Dizemos que

(n)nen converge em V, se existe v € V que satisfaz:
Ve > 0,3N(e) € N tal que n > N(e) = z, —v ||[< €.

Nesse caso, dizemos que (z,),en converge para v e denotamos x, — v ou lim x, = v.
n—oo

Continuidade do produto interno: Sejam (Z,)nen € (Yn)nen Sequéncias em um espago

pré-hilbertiano. Se z, — x e y, — y, entao < x,,y, > — < x,y >.

Definicao 1.4. Dizemos que dois vetores x,y de um espaco pré-hilbertiano V sao ortogonais,
se < x,y>=0. Nesse caso, escrevemos rly. Sejam v € V e A C V. Dizemos que x €

ortogonal a A, se xla ,Ya € A. Nesse caso, escrevemos xLA. Denotamos por A+ o conjunto
At ={r eV :xlLA}.

Observagao: Decorre da continuidade do produto interno o seguinte fato: seja (,)ney uma
sequéncia em um espaco pré-hilbertiano V ey € V. Se x,1ly , Vn € Ne x, — x, entao x_Ly.
Assim, se A ¢ um subconjunto de um espaco pré-hilbertiano, entao A+ é um subespaco vetorial

fechado em V.

Teorema de Pitagoras: Sejam z,y vetores de um espaco pré-hilbertiano V. Se x Ly, entao
le+y IP=lz*+ 1y l* .
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Observe que a reciproca do teorema de Pitagoras é verdadeira se V' é espaco vetorial sobre o

corpo R.

Exemplo: Defina em C o produto interno candnico, ou seja,
<z,y>=uzxy, Vr,y e C.
Se x =1ey =1, entdo x nao é ortogonal a y, mas
le+yP=l=I*+yl* .
Portanto, sobre o corpo C a reciproca do teorema de Pitagoras nao é verdadeira.

Defini¢ao 1.5. Seja (z,)neny uma sequéncia em um espago normado. Dizemos que (Ty)nen €

sequéncia de Cauchy, se satisfaz:
Ve > 0,9dN(e) € N tal que m,n > N(e) =|| x, — . [|< €.

Definicao 1.6. Seja A um subconjunto de um espaco normado V. Se toda sequéncia de Cauchy
de elementos de A convergir para um elemento de A, entao dizemos que A é completo. Se 'V é
um espaco pré-hilbertiano completo, dizemos que V' é um espaco de Hzilbert.

Propriedades: Seja A um subconjunto de um espago normado V.

a) Se V é um espaco completo, entdo A é completo se e somente se A é fechado.

b) Se V tem dimensao finita, entdo V' é completo.

A seguir enunciamos o teorema da projecao, que serd um resultado fundamental no desenvolvi-

mento desta dissertagao.

Teorema da Projecao: Seja W um subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert V.

Se v € V, entao existe um tnico w € W que satisfaz as condigoes equivalentes:

Dfjv—w|<||[v—ul, Vu e W.
2)(v—w)LlW .

Como consequéncia imediata do teorema da projegao, temos as propriedades:



Propriedades: Seja H um espaco de Hilbert e W C H um subespaco fechado.
a) Para cada x € H, existe um tnico zg € (x + W) de norma minima. Além disso, zo € W+.

D)V =WaeWLeW=WHH.

Definicao 1.7. Sejam W um subespaco de um espago de Hilbert V e v € V. Se existir w € W

tal que (v —w) LW, dizemos que w € a projecao ortogonal de v sobre W. Denotaremos essa

projecao por projw(v) = w.

Proposicao 1.8. Sejam U e V subespacos fechados de um espaco de Hilbert H, tais que U +V
€ fechado. Se W € o subespaco que satisfaz W 1U e W @ U =U + V', entao

projusv(h) = proju(h) + projw(h) , Vh € H .

A demonstracoes dos resultados apresentados nessa se¢do, encontram-se na referéncia [5].

1.2 Equacoes Normais

A seguir, introduzimos a matriz de Gram e algumas de suas propriedades que serao utilizadas

no texto. Para a facilidade do leitor, provaremos algumas das propriedades.

Definicao 1.9. Sejam vy, ..., v, elementos de um espaco pré-hilbertiano. A matriz de ordem n

< v, > <VU,Uy > - <U,U, >

< V2,1 > < U,V > -+ < UUp>
(<vi,05 >)ij =

< Up,U1 > < Up,Ug > o0 < Up,Up >

é chamada matriz de Gram de vy, ..., v,. Denotamos essa matriz por G(vy, ..., v,).

Proposicao 1.10. Sejam wvq,...,v, elementos de um espaco pré-hilbertiano. Entao

det G(vy,...,v,) = 0 se, e somente se, {vy,...,v,} € um conjunto linearmente dependente.

Prova: Se det G(vy,...,v,) = 0, entdo as linhas da matriz de Gram formam um conjunto

linearmente dependente. Assim, existem escalares nao todos nulos aq, ..., «, tais que

Zai <V, V) >= 0,Vje {1,,71}

i=1



Disso, segue que

n n
ZO_éj. (ZO&Z < V5, Vj >> =0.
=1 i=1

n n
Ou seja a;.v; ||>= 0. Assim a;.v; = 0 e o conjunto {vy,...,v,+ é linearmente depen-
) 7 (2 Y (] 7 Y ) Un
i=1 i=1
dente.
Agora, assuma que {vy,...,v,} é linearmente dependente. Podemos supor sem perda de
generalidade que v; é combinacao linear de vy, ..., v,.Assim, temos que a primeira linha da

matriz G(vy, ..., v,) € combinacao linear das linhas restantes. Logo, det G(vy,...,v,) =0. B

Proposicao 1.11. Sejam vy, ...,v, elementos de um espaco de Hilbert H. Denote por V o

subespago gerado por vy, ...,v,. Se h € H, entdo projy(h) = Zai.vi, onde aq, ..., SG0
i=1

escalares que satisfazem as equagoes

aq < h, V1 >
(%) < h,v9 >

G(Ul, ..,Un)t = ’ (>I<)
o, < h,v, >

Prova: Sejam ay, ..., o, escalares tais que

projy(h) = Z ;.05
i=1

Do Teorema da Projecao seguem as equivaléncias:

projy(h) = Zai.vi <— (h — Zoz,ng) 1V «— (h — Z%‘-Uz‘) lu;, Vje{l,.,n} <<=
i=1

=1 i=1
n
= o <oy >=<huv; >, Vje{l, .. n}

i=1

aq < h,Ul >
' Q2 < h,Ug >

= Gvg,...,vn) . | | = . : [ |
oy, < h,v, >

Observagao : As equagoes em (x) sao denominadas "equagGes normais ".

9



Teorema 1.12. Seja {vy,...,v,} um conjunto linearmente independente em um espaco de
Hilbert H. Fizados escalares ay, ..., a,, 0o conjunto
T={x€eH :<zv;,>=a;, Yie{l,..,n}}

n

possui um unico elemento v de norma minima. Além disso, v = E ;.v; , onde

=1
aq ay
Tl=en]
Oy, Gy,

e G=G(vy,...,v,) € a matriz de Gram.

Prova: Denote por V o subespaco gerado por vy, ...,v,. Primeiro demonstraremos que existe
um tunico v € V pertencente a T. Pela Proposicao 1.10, temos que G ¢é invertivel. Assim,

existem 1nicos escalares oy, ..., o, tais que

a7 ai

&%) a2
G*. =

Qn Qp,

n

Logo, v = Zozi.vl- ¢ o tinico elemento pertencente a V N7T. Provemos que v + V+ = T. De
i=1

fato, se u € V1, entdo

<vHu,v >=<uvv >=a; , Vi €{1,..,n} .
Logo, v + V+ C T. Reciprocamente, seja x € T. Como H é espaco de Hilbert, temos que
H =V @ V"' e portanto existem w € V e u € V* tais que w + u = z. Da expressao
a; =< z,v; >=< w,v; >, Vi € {1,...,n}

segue que w € TNV. Logo, w=veT C (v+V?1).
Uma vez que v + V+ = T, temos por propriedades ( item (a) da pagina 8) que o elemento de
norma minima de T pertence a (V+)4. Como (V+)+ =V, o elemento de norma minima de T

é . [ ]

10



1.3 Nocoes de Medida e Integracao

Este paragrafo, com nogoes da teoria de Integracao se faz necessario nao somente porque 0s
principais conceitos que serdo objetos de estudo (esperanga, esperanca condicional, variancia e

outros) dependem da integral de Lebesgue mas também para estabelecer a notagao utilizada.

Definicao 1.13. Uma familia A de subconjuntos de um conjunto () é uma o-dlgebra, se satisfaz:
a)h, QeA.
b) Se B € A, entao o complementar B¢ = Q) — B pertence a A.

c) Se (Bp)nen € uma sequéncia em A, entdo (U Bn> cA.

n=1

Nesse caso, se B € A, entao dizemos que B é A-mensurdvel.

Seja A # () uma familia de subconjuntos de Q e A um subconjunto qualquer de Q. Observe
que a intersecao de todas as o-algebras que contém A é a menor g-algebra de subconjuntos de
Q2 que contém A. Essa menor o-algebra é chamada o-algebra gerada por A.

Diante desse fato, seja 2 o conjunto dos nimeros reais R. A "algebra de Borel " é a
o-algebra B(R) gerada por todos intervalos abertos (a,b) de R. Nesse caso, se B € G(R),

dizemos que B é um conjunto de Borel. Em geral, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.14. A menor o-dlgebra de subconjuntos de R™ que contém todos os conjuntos
abertos € chamada o-dlgebra de Borel. Ela serd denotada por B(R™) e qualquer conjunto em

B(R™) serd chamado conjunto de Borel.

Definicdo 1.15. Seja A wma o-dlgebra de subconjuntos de Q. Uma funcio p: A — R ,onde
R =RU{—00,+c}, é uma medida se satisfaz:

a)u(®) =0 .

b) u(B) >0, VBeA.

c) p € aditiva contdvel: se (By)nen € uma sequéncia disjunta (B, N B, =0 se n # m), entao



Nesse caso, dizemos que (2, A, ) € um espaco de medida.

Dizemos ainda, p € uma medida o-finita, se existe uma sequéncia (By,)nen em A tal que

w(Bp) # +o0o ,VneN e Q:UBH.

n=1
Um exemplo de medida que sera utilizada no decorrer da dissertacao é a medida de Lebesgue

A B(R) — R que possui a seguinte propriedade:
A(a,b) = b—a
para todo intervalo aberto (a,b) de R.

As propriedades abaixo serao utilizadas no texto, suas demonstracoes podem ser encontradas
na pagina 21 da referéncia [1].
Propriedades: Seja (€2, A, 1) um espaco de medida.
1) Se A, Be Ae AC B, entao u(A) < pu(B). Além disso, se u(A) # 400, entao

(B —A)=pu(B) — pu(A) .

2) Se (Bp)nen ¢ uma sequéncia crescente em A (B,, C B,,41 , Vn € N), entdo

ggu@0=u<UBJ-
n=1

3) Se (By)nen € uma sequéncia decrescente em A (B, O By1, Vn € N) e u(B;) # 400, entdo

hmu@@zu(ﬂBJ.
n—oo n=1
Definigao 1.16. Seja A uma o-dlgebra de um conjunto Q. Dizemos que uma funcio X : 2 — R

é A-mensurdvel (ou simplesmente, mensurdvel) se
(X <z]={teQ: X(t) <z}

pertence a A para todo v € R. Se X é mensurdvel, onde Q) =R e A = §(R"), entdo dizemos

que X € Borel-mensurdvel.
Sejam X e Y funcoes mensuraveis e ¢ € R. Nao é dificil ver que as funcoes
cX, X+Y, XY, |X]|

12



sao mensuraveis.
Seja f : 2 — R uma fungao simples, ou seja, Img(f) = {f(t) : t € Q} é um conjunto finito.
Denote Img(f) = {ay,...,a,} . Para cada i € {1,...,n} defina B; = f~'(a;). Dizemos que

n
E Qi-XB;
=1

¢ a representacao padrao de f.

Lembremos que a funcao caracteristica do conjunto A , x4 : 2 — R , é definida por

xa(x)=1sex € A
xa(z)=0sex ¢ A

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo do seguinte fato: se X é mensuravel, entao existe
uma sequéncia de fungoes simples (X, ),eny mensuraveis tais que | X, | < | X, 1| < |X|, vn € N

e lim X, = X.

n—o0

Definig¢ao 1.17. Sejam (Q, A, i) um espaco de medida e f uma fungdo mensurdvel nao negativa

(f(t) >0, Vte Q). Se f € simples, entao a integral de f com relagao a p é o nimero

/ fdp = Zai-M(Bi) )
L i=1

onde f = Zaz*X& € a representacao padrao de f.
i=1
Se X ¢ uma funcao mensurdvel nao negativa, definimos a integral de X com respeito a

por

/Xduzsup{/fd,u:OSfﬁXefEMS},
Q Q
onde MS é o conjunto das fungoes A-mensurdveis simples.

Teorema da convergéncia monoétona: Seja (X, ),eny uma sequéncia crescente de fungoes
(Xn(t) < Xyqa(t) , VE € Q, Vn € N) A-mensuraveis nao negativas. Se (X,,)nen converge para
X, entao

/Xd,u = lim [ X,du .
Q Q

n—oo

A demonstrac¢ao deste teorema pode ser encontrada em [1| na pagina 31.
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Observacgao: No decorrer da dissertacao, usaremos apenas a convergéncia "pontual "de funcoes,

isto é, (X, )nen converge para X se

lim X, (t) = X(t), Vte€ Q.

n—oo

Dada uma funcao mensuréavel f nao negativa, observe que a igualdade fQ fdp = +o00 pode
em certos casos aparecer. Assim, para definir a integral de uma fun¢ao mensuravel X qualquer,

é necessario fazer algumas consideracoes: sejam X e X~ as fun¢oes mensuraveis definidas por

X*(t) =max{X(t),0} , Vt € Q.
X~ (t) =max{—X(t),0} , Vt € Q.

Defini¢ao 1.18. Sejam (2, A, u) um espaco de medida e X uma fun¢ao mensurdvel. Dizemos

que X € integrdvel se
/X+d,u7é+oo e /X‘d,u;é—f—oo.
Q Q

Nesse caso, definimos a integral de X com respeito a j por

o= (fw) - ([x4)

Propriedades: Sejam X e Y funcoes integraveis e o um escalar real.

/X—i—Ydu:/Xd,LH—/Yd,u.
Q Q Q
/Oz.Xdu:a./Xd,u.
Q Q

Essas propriedades decorrem facilmente da definicao de integral.

1) X +Y é integréavel e

2) «.X é integravel e

Se X é uma funcao integravel e B € A, entao X.yp ¢é integravel e assim definimos

/Xd,u:/X.XB du .
B Q

Fixado um espaco de medida (€2, A, 1), dizemos que uma certa proposi¢ao vale p-quase

sempre, se existe um subconjunto N € A com p(N) = 0 tal que a proposi¢ao vale sobre o
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complemento N¢. Por exemplo, dizemos que uma sequéncia de fun¢oes (X,,),en A-mensuraveis

converge i -quase sempre para X, se existe conjunto N € A de medida nula tal que

X(t) = lim X, (t), Vt € N°.

n—oo

Por comodidade, o termo p-quase sempre serd denotado por p-q.s.

Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue: Seja (X, ),eny uma sequéncia de
funcoes mensuraveis que converge p-q.s para uma funcao X. Se existe uma funcao integravel

Y tal que |X,,| <Y para todo n € N, entao X é integravel e

n—oo

/Xd,u = lim [ X,du .
Q Q
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [1| na pagina 44.

Definicao 1.19. Seja p um numero real tal que 1 < p < +oo . Dizemos que duas fungoes
A-mensurdveis f e g sao p-equivalentes, se f = g p—q.s. A classe de equivaléncia determinada
por uma funcao f € indicada por [f] e consiste do conjunto de todas as fungoes mensurdveis
p-equivalentes a f. O espago de todas as classes [f] tal que |f|P € integrdvel é denotado por

L, = L,(2, A, ). Definimos a norma || ||, sobre L, por

= ( [ Iflpdu); .

E conveniente tratar os elementos de L, como func¢oes. Assim, devemos nos referir a classe [f]

como sendo o "elemento f de L, ".

1 1
Desigualdade de Holder: Sejam f e L,ege L, . Se —+— =1, entao fgc L e
p q
I fglly <M fllp-lglle -

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [1| na pagina 56.

Definicao 1.20. Sejam u e v medidas sobre uma o-dlgebra A. Se todo B € A, que satisfaz
w(B) =0, implicar em v(B) = 0, entao dizemos que v € absolutamente continua em relagao a

w. Nesse caso denotamos v < L.
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Propriedades importantes utilizadas no texto, dependem do teorema:
Teorema de Radon-Nikodym: Sejam p e v medidas o-finitas. Se v < u , entao existe uma

funcao mensuravel f nao negativa tal que

V(B):/deu,VBGA.

A funcao f ¢ chamada uma derivada de Radon-Nikodym de v em relagao a p e é denotada

d
por d—y Se f e g sao duas derivadas de Radon-Nikodym de v em relacdo a u, entdao f = g u—q.s.
1

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [1| na pagina 85.

Teorema 1.21. (Medida Produto) Sejam (1, A1, p1), ..., (Qn, A, 1) espagos de medidas o-
finitas. Se A é a o-dlgebra gerada por todos conjuntos da forma A; X ... X A, com A; € A;,

entao existe uma unica medida p definida sobre A tal que
Denotamos pr = 1y X ... X i, e dizemos que p € uma medida produto.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3] na pagina 106.

Uma consequéncia importante deste teorema é a coincidéncia da medida de Lebesgue \"
sobre B(R™) com o completamento da medida produto A x ... x X sobre G(R™), onde \ é a

medida de Lebesgue sobre G(R).

Teorema de Fubini : Sejam (€, A1, 1) e (Q2, Ay, o) espagos de medida o-finitos. Se

f € x Qs — R é uma funcao integravel com respeito a medida produto p; X po, entao

/le% fd(p < po) = /Ql ( QQf(w,y)duz(y)) dy (z) = /QQ < X f(x,y)d,ul(x)) dpus(y)

Aqui le f(x,y)dui(z) é definida para us-quase todo y e fQQ f(z,y)dus(y) é definida para

pi-quase todo x.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [3| na pagina 104.
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Capitulo 2

Nocoes de Probabilidade e Estatistica

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas nocoes basicas da Teoria de Probabilidade
e Estatistica que permitam conceituar com precisao FEsperanca Condicional. Dentre os con-
ceitos citados neste capitulo, chamamos a atencao do leitor para o conceito de "Esperanca
Condicional " (se¢ao 2.4) que serd uma ferramenta basica para o Capitulo 3, onde sera estu-

dado estimador de minima variancia.

2.1 Probabilidade e Funcao de Distribuicao Acumulada

Seja (2, A, P) um espa¢o de medida, neste capitulo, o conjunto €2 serd chamado de "espago

"

amostral ". Os elementos da o- algebra A serao denominados "eventos aleatérios " e uma

funcao X : 2 — R A-mensuréavel serd chamada de " variavel aleatéria ".

Defini¢ao 2.1. Seja (2, A, P) um espa¢o de medida. Se P(Q}) = 1, entio dizemos que P é

uma probabilidade sobre A. Nesse caso, dizemos que (2, A, P) é um espago de probabilidade.

Um exemplo simples de espaco de probabilidade (2, A, P) pode ser:
2 = (0, 1) intervalo aberto de R.
A=p3(0,1)={Bn(0,1): B € B(R)} o-algebra de Borel em (0, 1).
P = medida de Lebesgue restrita a A .
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Definicao 2.2. Sejam (2, A, P) um espaco de probabilidade e B € A um evento aleatorio. Se

Ae N eP(B)#0, entio dizemos que o nimero

P(AN B)

P(AIB) = =55

¢ a probabilidade condicional de A dado B. Se P(B) =0, definimos P(A|B) = 0.
Observe que a funcio P : A — R definida por
P(A)=P(A|B) , VA€ A

¢ uma probabilidade se P(B) # 0. Consequentemente, as propriedades de probabilidade sdo
mantidas, por exemplo:

P(A°|B) =1 — P(A|B) .

Observacao: Quando nao mencionarmos o espaco de probabilidade, estaremos considerando

um espaco (2, A, P), onde P ¢ uma medida de Probabilidade.

Definicao 2.3. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Dizemos que T C A € uma familia

de eventos independentes, se
P(Al N...N An> = P(A1> P(An) s \V/Ah ,An eTl , Vn € N.

Proposicao 2.4. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade.

1) Se A e B sao eventos independentes de A e P(B) # 0, entdo
P(A) = P(A|B) .

2) Se Ay, ..., A, sao eventos independentes, entio By, ..., B, sio eventos independentes, onde

B; = A; ou B; = A para todo i € {1,...,n}.

Prova: 1) Das igualdades P(AN B) = P(B).P(A|B) e P(AN B) = P(B).P(A) , segue que
P(A) = P(A|B).
2)Provemos que Aq, ..., A,_1, AS sdo eventos independentes: se iy, ...,ix € {1,...,n — 1}, entdo

por hipoétese

P(A;, N..NAy) = P(Ay,). ... P(Ay) .
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Agora, como A;, N...NA;, NA, e A, N..NA, NAS sao eventos disjuntos, cuja uniao é

Ay N..NA

i, TEIOS que

P(A;,Nn..NA, NA)+P(A,N..NA, NA,) =P(A,N..NA,) .
Assim,
= P(A;). ... .P(A;,).(1—-P(A,)) =P(A;). ... .P(A,,).P(A;) .
Ou seja, Ay, ..., A,—1, AY sao eventos independentes. Aplicando sucessivamente esse resultado,

teremos a demonstragao do item 2). |

Definicao 2.5. A funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria X, representada
por Fx, € definida por
Fx(z)=P([X <z]),VzeR.

Lembremos que [X <z]={te€Q: X(¢t) <z}.

Proposicao 2.6. Se X € uma varidvel aleatoria, entao a funcdao de distribuicao acumulada Fx
satisfaz as sequintes propriedades:
a) Fx ¢ nao-decrescente.

b) Se (z,)nen € uma sequéncia crescente em R, tal que lim xz, = +oo, entdo lim Fx(z,) =1.

n—oo n—od
c) Se (x,)nen € uma sequéncia decrescente em R, tal que lim x,, = —o0, entdo lim Fx(x,) = 0.

d) Fx é continua o direita .
e) Dado x € R, considere o evento aleatdrio [X = x| ={t € Q: X(t) =z}. Se P([X ==z]) =0,

entao Fx € continua em x.

Prova: a) Se z,y € Re z <y, entdo [X < 2] C [X < y]. Segue de propriedades ( (1) na

pagina 12), que Fx(z) < Fx(y). Assim, Fx é nao decrescente.

b) Como a sequéncia de eventos ([X < z,]),en € crescente, com relagdo a inclusdo, temos por

propriedades ( (2) da pagina 12)

JLIEOFX(mn) =P <D[X < xn]> .



Como U (X < z,] =, temos que

n=1

lim Fx(z,) =P(Q)=1.

n—oo

e}

c¢) A sequéncia de eventos ([X < x,])nen é decrescente com relagao a inclusao e ﬂ (X <z,] =0¢.
n=1

Logo, por propriedades ( (3) da pagina 12 ) segue que

lim Fy(z,) = P (ﬂ[x < xn]> = P(¢)=0.

n=1

d) Dado = € R, seja (z,)neny uma sequéncia decrescente em R, tal que lim z,, = . Como

ﬁX<xn—X<x],

temos que lim Fy(x,) = P([X < z]) = Fx(x). Logo, Fx é continua & direita.
n—oo
e) Seja (x,)nen uma sequéncia crescente em R, tal que lim z, = z e x, # z,Vn € N. Por
n—oo

propriedades ( (3) da pagina 12 ), temos que

lim Fx(a,) = P(X <a]).

onde [X <z]={t€w: X(t) <z}. Como [X <z]=[X <z]U[X =z temos que
Fi(@) = P(IX <)) + P(X =a]) = lim Fx(x,)

Assim Fx é continua a esquerda de x. Pelo item d), F'y é continua em . [ |

No caso da o-algebra de Borel, a proposicao anterior admite uma forma de reciproca:

Proposicao 2.7. Sejam A = 3(2) a o-dlgebra de Borel sobre o intervalo aberto Q = (0,1) de R
e P a medida de Lebesque restrita a A. Se ' : R — R € uma funcao que satisfaz as propriedades

a) , b), ¢)ed) da proposiciao anterior, entdo eriste uma varidvel aleatoria X : 0 — R tal que
F=Fx.
Prova: Defina X : 2 — R por
X(t)=inf{reR: F(x) > t},Vt € Q.

Uma vez que X é nao-decrescente, ela ¢ variavel aleatoria.
Dado t € Q, defina X (t) = y. Pela definicao de X, tome uma sequéncia decrescente (z,)nen

tal que
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F(z,) >t,VneN e lim z, =y .

n—oo

Como F' é continua a direita, temos que lim F(z,) = F(y). Logo, F(y) > t. Ou seja, provamos

que F(X(t)) > t, Vt € Q. Assim, como F é nao-decrescente, segue que
(X <z]={teQ:F(zx) >t} =(0,F(x)],Vz € R.

Pela definicao de P segue

2.2 Distribuicao de um vetor aleatoério

Definicao 2.8. Se X1, X, ..., X,, sao varidveis aleatorias definidas sobre um mesmo espaco de
probabilidade (2, A, P), entao dizemos que a fun¢io X : Q@ — R" dada por X = (X1, X, ..., X,,)

é um vetor aleatorio.

A préxima proposicao, mostra que a definicao de vetor aleatério é coerente com a definicao

de variavel aleatoria (definicao 1.16).

Proposicao 2.9. Uma funcao X : 2 — R™ € vetor aleatorio se, e somente se, o conjunto
(X eDl={teQ:X(t) e D}
¢ evento aleatdrio, para todo D € B(R™).

Prova: Dado z € R, temos que D = (—o00,z] X R x R X ... x R pertence a éalgebra de Borel
B(R™) e [X € D] = [X; < z|. Assim, se [X € B] ¢é evento aleatorio para todo B € G(R"), entdo
[ X < x] é evento aleatorio, Vo € R .Logo, X; é variavel aleatoria. De modo anélogo, prova-se
que X, X3, ..., X,, sao variaveis aleatorias.

Reciprocamente, suponha que X seja vetor aleatério. E facil ver que o conjunto
I'={D:DCR"e[X e€D]ecA}
¢ uma o -algebra. Uma vez que X ¢ vetor aleatorio, temos que

(—00,a1] X ... X (—00,a,] € I',Vay, ...,a, € R.
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Como B(R™) também é gerado pelo conjunto
{(—o00,a1] X ... X (—00,a,] : ay,...,a, € R} |
temos que B(R™) C I'. Assim, pela defini¢do de I" segue o resultado. [ |

Definicao 2.10. A distribuicao de um vetor aleatério X : 0 — R™ € a probabilidade Px
definida sobre B(R™) dada por

Px(B)=P([X € B]), BepR").

Da proposicao anterior, segue que Px estd bem definida. Além disso, como P é uma probabi-
lidade, temos que Px também é uma probabilidade.
Novos vetores aleatérios podem ser considerados, a partir de um vetor aleatério X dado,

conforme proposicao abaixo.

Proposicao 2.11. Seja X : Q — R"™ um vetor aleatorio. Se g : R — R™ € uma funcdo que
satisfaz

g (D) € B(R"),¥D € B(R™) ,

entao g o X € vetor aleatorio e sua distribuicao € dada por

Pyox = Px og*1 )

Prova: Se D € 3(R™), entao [go X € D] = X' (g7 (D)) . Assim, da proposigio anterior,

temos que g o X ¢ vetor aleatorio. Agora, a distribuicao P, x satisfaz :
Ppx(D) = P(X™(g7(D))) = P([X € "' (D)]) = Px(¢9~"(D)),VD € B(R™) .
Logo, Pjox = Pxog™!'. [

Definicao 2.12. As varidveis aleatérias X1, Xo, ..., X,, sdo independentes, se satisfazem

P(X, € B, X2 € By, ..., X, € B,) = [[ P(X; € B)),VBy, ..., B, € B(R) ,

=1

onde (X, € B, X, € By,.... X, € B,) = |[X; € B} .

i=1
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Propriedades: Sejam X, X, ..., X, varidveis aleatorias independentes.
1) Se By, ..., B, € B(R), entdo [X; € By|,..., [ X, € By] sdo eventos aleatorios independentes.

2) Se g1, ..., gn sdo fungoes Borel-mensuraveis, entao g; o X, ..., g, © X, sdo variaveis aleatorias

independentes.

3) Se X = (X3, ..., X,,) é um vetor aleatorio com distribui¢do Py, entao

n

Px(By x By x ... x B,) = | [ Px.(B:),VBi, ..., B, € B(R)

i=1

onde Py, é a distribuicao de X;.

Essas propriedades sao consequéncias direta da defini¢ao 2.12 . Por isso omitiremos as suas
demonstragoes. Observe que a propriedade (3) significa que X7, ..., X, sfo independentes se, e

somente se, Px ¢ a medida produto Py, x Px, X ... X Px, .

Defini¢ao 2.13. Sejam (Q,A, P) um espaco de probabilidade e X = (Xi,...,X,) um vetor

aleatorio. Se existe uma func¢ao positiva f : R" — R Borel-mensurdvel tal que
Pe(B) = [ fav, vB e ).
B
entao dizemos que [ € a densidade de X.

Observe que o Teorema de Radon-Nikodym garante: X possui densidade se, e somente se,

Py <A™
Proposicao 2.14. Seja X = (Y, Z) um vetor aleatorio. Se Px < N2, entdo Py < X\ e Pz < \.
Prova: Sejam f a densidade de X e g : R — R a fungao dada por

o) = [ F2)ae)

Pelo Teorema de Fubini, temos que g estd bem definida e

PeB) = Pe(Bx ) = [ g = [ e = [ [ foeiae ) ao) -

BxR

~ [swnaixe = [ gar. B esm).
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Ou seja, Y possui densidade g e portanto Py < A. De modo anélogo, prova-se que a fun¢ao

h : R — R dada por
h(z) = / fly,2)d\(y) , V2 € R
R
[ |

é a funcao densidade de Z.

Com alguma restricao, a proposi¢ao anterior admite uma reciproca:

Proposicao 2.15. Seja X = (Y, Z) um vetor aletério. Suponha que Y e Z sao independentes.
Se Py < X\ e Py < )\, entdo Px < \2.

Prova: Sejam g e h as densidades de Y e Z respectivamente. Defina a funcao Borel-mensuravel
f:R? - R por

fly.2) = g(y).h(2) , V(y,2) € R?
e a medida p : B(R?*) — R por

() = /Cfd/\2 Y € BR) .

Pelo Teorema de Fubini temos

(A x B) = (/A gd)\) . (/B hdA) = Py(A).P4(B) , VA, B € 3(R) .

Ou seja, p é a medida produto Py x Pz. Como Y e Z sao variaveis aleatorias independentes,
temos que Px é a medida produto Py X Pz. Pela unicidade da medida produto, temos que

Px = p. Portanto, f é a densidade de X. [

Proposigao 2.16. Seja X = (Y, Z) um vetor aleatdrio com densidade f. Se existem funcoes

Borel-mensurdveis g e h nao negativas, tais que f(y,z) = g(y).h(z) A —q.s. e

/gd/\:/hd)\:l,

entao Y e Z sao independentes. Além disso, g e h sao as densidades de'Y e Z respectivamente.

Prova: Dado y € R, temos

/R £y, 2)dA(2) = / 9(y) h(2)AN(2) = g(y) / hdh = g(y) .
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Assim, pela demonstracao da Proposicao 2.14, temos que g é a densidade de Y. De modo
analogo, prova-se que h é a densidade de Z.

Dados A, B € 5(R), temos que

P(Y€ A ZeB)=Px(AxB)= » fd\? = (/Agd)\) : (/B hd)\) = Py(A).P4(B) .

Assim, Y e Z sao variaveis aleatorias independentes. |

2.3 Esperanca, Variancia e Covariancia

Definicao 2.17. Seja X uma varidvel aleatdria integravel (X € L1(Q, A, P)). A esperanca

( média ou valor esperado ) de X, denotada por E(X), é o nimero

E(X) = /Q XdP .

Propriedades: Sejam X e Y varidveis aleatérias integraveis e a € R.
1)E(a.X) =a.E(X) .

2Q)EX+Y)=EX)+EY).

3)Se X <Y, entao E(X) < E(Y) .

As demonstracoes dessas propriedades sao simples, basta usar as propriedades de integral.

Teorema 2.18. Sejam g : R® — R uma funcao Borel-mensurdvel e X : Q0 — R™ um vetor

aleatdrio. Se go X € L1(Q, A, P), entao g € L1 (R™, B(R™), Px). Além disso,

E(go X) :/ gdPx .
Prova: Seja ¢ uma funcao Borel-mensuravel simples, tal que
0<p<g".

Como gt o X = (go X)™, temos que

0<poX <(goX)* . (*)
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n
Se Z a;.x 4, ¢ a representacao padrao de ¢, entao
i=1

@OX:ZCLZ‘.XBi 5

i=1

onde B; = [X € A;| para todo i € {1,...,n}. Portanto

/gponP Zaz .):Zai.PX(AZ-):/ @dPx .
i=1 R

=1

Logo, segue de (*) que

O§/ g+dPX§/(goX)+dP<+oo.
n Q

De modo analogo, mostra-se que
/ g dPx < 400 .

Portanto, g € Li(R", B(R"™), Px). Agora, suponha que g é fun¢do simples com representacao

padrao

=1

Uma vez que go X = Z d;.xc,, onde C; = [X € D], temos

=1

E(go X) = de ZdPX :/ gdPy .

Ou seja, o teorema é valido para g simples. Agora, se g é uma fungido qualquer, seja (g,)nen

uma sequéncia de fung¢oes Borel-mensuraveis simples tais que
lim g, =g e |gn| <|g|,¥n € N.
n—oo
Temos que (g, © X),en € uma sequéncia de varidveis aleatorias que satisfaz
lim g, 0o X =goX e |ghoX|<|goX]|, VneN.
n—oo

Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

n—oo

lim gndPx :/ gdPx
Rn n
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lim (gnoX)dP:/gonP.
Q

n—oo 9]

Como o teorema ¢ valido para funcoes simples, segue que

/(gnOX)dP:/ gndPX,VnEN
Q n

e portanto

E(goX):/gonPZ/ gdPx . |
9 n

Proposicao 2.19. Se X € Li(Q, A, P), entao
E(X)= /t dPx(t)
R
Prova: Basta aplicar o teorema anterior a funcao g : R — R definida por
gty =t , VteR. |

Antes de definir a variancia de uma variavel aleatoria X € Ly(€2, A, P), serd necessario
garantir a existéncia da esperanca E(X). Para isso precisamos da seguinte proposicao :
Proposigao 2.20. Seja X uma varidvel aleatoria. Se X € L,(Q,A,P) e 1 < q < p, entdo
X € LS4, A, P).

Prova: Como P é uma probabilidade, temos que a funcao constante que assume o valor "1 "é

integravel. Assim, 1+ |X|? é integravel. Da desigualdade

I X()]? < 1+ |X(@)]P, VteQ
segue que X € L, (2, A, P). [ |
Definicao 2.21. Seja X € Ly(Q), A, P) uma varidvel aleatéria. A varidncia de X, denotada
por var(X), é a esperanca

var(X) = B([X — B(X)]?) .

Dizemos ainda que o(X) = (var(X))2 ¢ o desvio padrio de X. Se Y € Ly(Q, A, P) é uma
varidvel aleatoria, entao definimos a covaridincia de X e'Y por

Cov(X,Y) = E([X — E(X).[Y — E(Y)]) .
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A desigualdade de Holder garante que (X — E(X)).(Y — E(Y)) é integravel. Deste modo, a

covariancia esta bem definida.

Propriedades: Sejam XY € Ly(Q2, A, P) variaveis aleatorias e & € R um nimero Real.
1) var(X) = Cov(X, X) .

2) var(X) = E(X?) — (E(X))? .

3) var(a.X) = a?wvar(X) .

4) Cov(X,Y)=FE(XY)—- E(X).E(Y) .

5) var(X +Y) = var(X) +2Cov(X,Y) +var(Y) .

6) [Cov(X,Y)| < o(X).o(Y) .

Prova: Essas propriedades sao faceis de serem demonstradas. Provaremos apenas aquela

mencionada no item (6):

|Cov(X,Y)| =

/[X _B(XOLY - E(Y)]dP‘ < / X = B(X)L|Y — E(Y)|dP .
Q Q

Da desigualdade de Holder segue:

ICov(X,Y)| < (/Q X — E(X)|2dp)é . (/Q Y — E(Y)\def —o(X)oY). ®

Definigao 2.22. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias pertencentes a Lo(S2, A, P). Se Cov(X,Y) = 0,

dizemos que X e Y sao nao correlacionadas.

Observe que, perante as propriedades anteriores, as condigoes abaixo sao equivalentes:
1) X e Y sao nao correlacionadas.

2) E(X.Y)=E(X).E(Y).

3) var(X +Y) = var(X) +var(Y) .

Proposicao 2.23. Se X,Y € Ly(), A, P) sao varidveis aleatdrias independentes, entdo X eY

sao nao correlacionadas.
Prova: Seja g : R? — R a funcao Borel-mensurével dada por

g(z,y) =2y
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Temos que

B(X).B(Y) = ( /Q XdP) ( /Q de).

Pela Proposicao 2.19 e Teorema de Fubini segue

p0)£0) = ( [ward). ([ varw) = [ o

onde p é a medida produto Py X Py. Denotando por Z o vetor aleatério (X,Y), temos que
Py = p, pois X e Y sao independentes. Portanto, do Teorema 2.18 segue:

E(X).E(Y) = /

R2

gdPy = / go ZdP = / XYdP=E(XY).
Q Q
Logo, X e Y sao nao correlacionadas. ]

Defini¢ao 2.24. Sejam Xy, X, ..., X, varidveis aleatorias pertencentes a L1(2, A, P). A es-
peranga do vetor aleatorio X = (X1, Xs, ..., X,,), denotada por E(X), € o vetor do R™ definido
por

E(X) = (B(X,), B(Xa), ., B(X,)) .

No que segue, usaremos a nota¢ao matricial para X e F(X) :

[ X, | [ B(X) |
X E(X3)
X=| 2| erx)=| "
| X, | E(X,) |

Caso contrario, ficard claro no contexto quando nao estamos usando notacao matricial. Por
comodidade, dizemos que X é um n-vetor aleatoério se X; € Ly(2, A, P). Observe que estamos

diferenciando o termo vetor aleatério de n-vetor aleatorio.

Definigao 2.25. Sejam X e Y n-vetor e m-vetor aleatorios respectivamente. A covaridncia de

X eY , denotada por Cov(X,Y), € a matriz definida por

Cov(X,Y) = E([X — E(X)|[Y — E(Y)]") .
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Observe que o produto acima é o produto de matrizes e que Cov(X,Y') € uma matriz pertencente

a M,xm(R). Se

Xy Y,
X Y,
x=|"? e v=|""7
X, Y,

entdo a entrada (i,j) da matriz Cov(X,Y’) é dada por Cov(X;,Y;) .
Nesse sentido, podemos estender a definicao de nao correlacionados para vetores aleatorios.

Dizemos que X e Y sdo nao correlacionados se a matriz Cov(X,Y’) é nula.

Propriedades: Sejam X e Y n-vetor e m-vetor aleatorios respectivamente.

1) Se A € My, (R), entao F(A.X) = A.E(X).

2) Se A € Myxn(R) e B € Mjyn(R), entdo Cov(A.X,B.Y) = A.Cov(X,Y).B"
3) Cov(X,Y)=EXY") — E(X).E(Y").

4) Se E(X)=0o0u E(Y) =0, entao Cov(X,Y) = E(X.Y").

Prova:

1) Se A= (a;;)i;, entdo
j=1 j=1

Logo, E(A.X) = A.E(X).

2) Cou(A.X, BY) = E(JA.X —E(A.X).[BY —E(B.Y)]') = E(A|X — E(X)].[Y —E(Y)]' Bt) =

— AE(X - E(X).[Y — E(Y)]")B' = A.Cou(X,Y).B" .

3) Cou(X,Y) = E((X—E(X).[Y —~E(Y)]") = E(X.Y'- X.E(Y)'— E(X).Y'+ E(X).E(Y)") =

= B(X.Y") = BE(X).E(Y)' — E(X).E(Y") + E(X).E(Y)' = E(X.Y") — E(X).E(Y") .

4) Consequéncia direta da anterior. |
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Seja H = Ly(Q, A, P) x ... x Ly(2, A, P) o espago vetorial formado por todos n-vetores
aleatoérios. Defina em H o produto interno < , >: H x H — R dado por:
< XY >= iE(XZYZ) ,
i=1
X1 Y
onde X = : e Y= 1 |. Umavez que Ly(f2, A, P) é espago de Hilbert com o
X, Y,
produto interno ( | ) definido por (f|g) = E(f.g), temos que H é espaco de Hilbert com o
produto interno acima. Algumas das propriedades do espago H que serao utilizadas no préximo
capitulo, sao as seguintes:
X1 Y
Propriedades: Sejam X = : e Y= : elementos de H.
X, Y,
1) < X,Y >=E(X"Y) .
2) < X,Y >=tr E(X.Y"), onde tr : M,(R) — R é a funcdo trago (soma dos elementos da

diagonal da matriz).

3) || X||* = Z | X;||5, onde || ||2 é a norma induzida pelo produto interno (| ) em Ly(Q, A, P).

=1

4) ||X|]? = tr G, onde G = G(Xy, ..., X,,) é a matriz de Gram relativa ao produto interno ( | ).

Entre as propriedades citadas, chamamos a atencdo para a propriedade (3). Ela sera de
grande importancia na se¢ao de Estimador de minima varianca.
n

IX|1P =< X, X >=) E(X})=> (Xi|X;) =) |IXi3 .
=1

=1 =1
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2.4 Esperanca Condicional

Sejam A e 3 o-algebras de um espaco amostral 2. Se § C A, entao dizemos que ( é sub-o-

algebra de A.

Proposicao 2.26. Sejam (2, A, 1) um espago de medida e 3 uma sub-o-dlgebra de A. Denote

por v a medida p restrita o 5. Se X € func¢do B-mensurdvel nao negativa, entdao

/Xdu = /Xdp.
Q Q

Prova: Se ¢ é fungao S-mensurével simples, nao negativa e com representacao padrao E @i X A; s
. i=1
entao

/ngdl/ = ZCLZV(Az) = Zai-/i(Ai)_/Q(pdlua
=1 =1

ou seja, o resultado é valido para fungoes simples. Agora, seja (¢, )nen Uma sequéncia crescente

de funcoes S-mensuraveis simples e nao negativas tais que :

lim ¢, = X .

n—oo

Pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona, temos

/Xdy = lim [ p,dv = lim [ @,du = /Xd,u . |
Q Q

Definicao 2.27. Sejam X € L1(Q, A, P), onde P é uma probabilidade, e 3 uma sub-o-dlgebra
de A. A esperanca condicional de X em relacao a 3 € uma funcaoY : Q2 — R, B-mensurdvel

que satisfaz

/YdP:/XdP, VB eg.
B B
Nesse caso, denotamos Y = E(X|().

Observagoes: (a) Se Y e Z sdo as esperangas condicionais de X em relagdo a [, entdo

Y =7 P-qg.s.
(b) E(X|0) sempre existe, de fato: defina as medidas ™ e u~ sobre a o-agebra (3 por
ut(B) :/X+dP, VB e,
B

32



M(B):/BXdP, VBeg.

Denote por Pa probabilidade P restrita a 5. Pela definicao de u™, temos que pu* < P. Assim,

pelo teorema de Radon-Nikodym, existe uma fungao S-mensurével f nao negativa tal que

m(B):/fdﬁ,VBeﬁ.
B

Pela proposicao anterior, temos que:

,u*(B):/fdP,VBeﬁ.
B

De maneira analoga, prova-se que existe uma funcao S-mensuravel g tal que

M_(B):/BgdP,VBeﬁ.

Portanto, a esperanca condicional de X é a fun¢ao [S-mensuravel

EX|)=f—g. ®
A seguir listamos as principais propriedades da esperanca condicional.
Propriedades: Sejam X,Y € Li(2, A, P) e 3 uma sub-o-algebra de A.
1) Se a,b € R, entdao E(a.X +0.Y|3) = a.E(X|B) + b.E(Y|().
2) Se X & [f-mensuravel, entao E(X|5) =X .
3) Se X >0, entao E(X|5) > 0 P-q.s.
4) Se X <Y, entao E(X|5) < E(Y|5) P-q.s.
5) Se v é sub-o-dlgebra de [, entao E(X|y) = E(E(X|5)]v) P-q.s.

Prova: 1) Temos que:

/Ba.E(X\ﬁ) +b.E(Y|B)dP = a/

B

E(X]ﬁ)dPer/ E(Y|B)dP =

:a/XdP+b/YdP:/aX+bYdP, VBeS.
B B B
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Logo, segue o resultado.
2) A verificagdo ¢ imediata.

3) Defina o conjunto S-mensuravel N = {t € Q : E(X|5)(t) < 0}. Como —E(X|3).xny > 0,

temos que
/ B(X|3)dP <0 .
N
Mas,
/E(X\ﬁ)dP:/ XdP e /XszO.
N N N
Logo,

/IHXWMP:O.

Assim, de —FE(X|3).xny > 0, temos que —FE(X|3).xny =0 P-q.s. Logo, P(N) = 0. ou seja,

E(X|#) > 0 a menos do conjunto de medida nula N.

4) Se X <Y, entao 0 < (Y — X). Assim, pela propriedade (3) temos
E(Y - X|3) 20 P-gs.

Como E(Y — X|B) = E(Y|8) — E(X|3), segue o resultado.

5) Para todo B € « vale:

éﬂﬂﬂ@MM:LEme:LXﬁ.

Logo, E(E(X|8)l) = E(X]7) P-qss. .

Proposigao 2.28. Sejam X, Y € Ly(Q, A, P) e 5 uma sub-o-dlgebra de A. SeY é -mensurdvel,
entio E(X.Y|B) = Y.E(X|B).

m

Prova: Seja ¢ uma fungao [S-mensuravel simples com representacao padrao Z a;.xp, . Para
i=1

todo B € 3 temos

| wBCxIP = S, [ B9 xmap - Zal E(X|8)dP

1 BNB;
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:Zai./ XdP:Zai./X.XBidP:/go.XdP.
i=1 BNB; i=1 B B

Portanto, E(¢.X|3) = ¢.E(X|B).
Como Y é mensuravel, existe uma sequéncia de fungoes (¢, )neny [-mensuraveis simples que

satisfazem:

a) |on(z)] <|Y(2)], VneNeVzeQ.
b) lim ¢, =Y .

n—oo

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

lim o XdP = / Y.XdP , VB € (.
B B

n—oo

Por outro lado,

lim [ ¢,XdP = lim / E(p,X|6)dP = lim / on.E(X|B)dP , VB € f.

n—oo
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

lim | . XdP = / Y.E(X|8)dP,YB € 3 .
B B

n—oo

Logo

/Y.E(X|6)dP - / Y.XdP,VB € 8. ]
B B

Observacio: seja € um conjunto ndo vazio e Y : Q — R” uma funcdo qualquer. E facil
ver que a familia 5(Y'), dada por 3(Y) = {Y"1(B) : B € 3(R")} , define uma o-algebra de
subconjuntos de 2. Por outro lado, também é facil ver que se A é uma o-algebra de subconjuntos
de Q tal que Y é A-mensuravel, entdo 5(Y) C A, ou seja, 3(Y) é a menor o-algebra sobre

que torna Y mensuravel.

Definigao 2.29. Seja X € Li(2, A, P) uma varidvel aleatoria. A esperanga condicional de X,

dado um vetor aleatorio Y : QQ — R", € a varidvel aleatdoria E(X|B(Y)).
Notacao: E(X|Y) = E(X|B(Y)) .
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Teorema 2.30. Seja X € Ly1(Q, A, P) uma varidvel aleatoria. Se'Y : Q — R™ é um vetor
aleatorio, entao existe uma funcao Borel-mensurdvel g : R™ — R tal que:

E(X|Y)=goY P—gq.s

Observacao: omitiremos a demonstracao deste teorema, mas ela é uma consequéncia direta do
seguinte resultado sobre mensurabilidade: Sejam Q, W conjuntos nao vazios, (W, X) um espaco
mensuravel e Y : Q — W uma aplicacdo. Entdo, uma fungao X : Q@ — R é S(Y)-mensuravel
se, e somente se, X = g oY para alguma funcdo g ¥ -mensuravel sobre W. (para os detalhes

veja [3| na pagina 98)

Proposicao 2.31. Sejam X € Ly(Q, A, P) e Y : Q — R" uma varidvel e um vetor aleatdrios
respectivamente. Se g : R — R € uma fungao Borel-mensurdvel tal que goY € Ly(Q, A, P),

entao

(X —EX|Y)) L (EX|Y)—goY).

Antes de demonstrar a proposicao, enunciaremos um resultado:
Desigualdade Condicional de Jensen: seja f € Li(2, A, P) uma variavel aleatoria cuja
imagem estd contida em um conjunto aberto e convexo C. Seja h : ' — R uma funcao

convexa:
h(t.x+ (1 —t).y) <th(x)+ (1 —1t).h(y), Ve,yeC e 0<t<1.
Se ho f é integravel e 3 é sub-o-algebra de A, entao
E(ho f|8) = h(E(f]5))

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [3] na pagina 274.
Prova: Pois bem, a fungao h : R — R definida por h(t) = t* é convexa e ho X = X? ¢é

integravel. Logo, pela desigualdade de Jensen temos
E(X?Y) > [E(X|Y)]?

Ou seja, E(X|Y) € Ly. Da defini¢do de esperanca condicional e da Proposi¢ao 2.28, seguem as

igualdades:

(1) AXMMWMZAEWEMWWWPﬁéﬂMWE@WW’
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) /X.goYdP:/E(X.goY\Y)dP:/goY.E(X|Y)dP.
Q Q Q
Agora, das propriedades de produto interno e das expressoes (1) e (2) temos

< X — B(X|Y), B(X|]Y)—goY >= / X.E(X|Y)dP — / X.goYdP+
Q Q

—/E(X]Y)QdP—i—/E(X]Y).goYdP:O.
Q Q

Portanto (X — E(X[|Y)) L (E(X|Y)—goY) . [ |
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Capitulo 3

Estimadores e o Teorema de Kalman

Nesse capitulo trataremos do tema "Estimador ". Com o conceito de Esperanca Condicional,
descrito na secao 2.4, obtemos a relacao que caracteriza o Estimador de minima variancia
( Teorema 3.6 ).

Com relacao a importancia da secao 3.3, a partir dela obteremos ferramentas necessarias

para que o Teorema de Kalman, por fim, seja demonstrado.

3.1 Estimativa pelos minimos quadrados

Sejam (z1,vy1) , (2,%2) , .., (Zn,yn) pontos do R?. Estamos interessados em determinar uma

" aos dados acima, segundo um critério pré estabelecido.

linha reta que "melhor se adapta
Devemos procurar uma funcdo f : R — R da forma f(z) = a + bx. Dada uma fungao f desta

forma, obtemos os pontos
(xlaf(wl)) PECER) ($n7f<xn>) :

Obviamente, nao temos necessariamente as igualdades

f(xl) =Y, Vi € {1, ,n} .

Agora, para cada i, temos um erro e; definido por e; = y; — f(z;). O critério que sera utilizado
n

para determinar a "melhor reta " é dado por: minimizar a soma dos erros ao quadrado E e;>

i=1
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, isto é, encontrar uma funcao f que minimiza a soma

n

S (i - fla)?

i=1
Pois bem, sejam
(7 I x
1 =z a
v=|"?| ., m= 2| e 7=
b
Yn 1z,

matrizes e < , > o produto interno Euclidiano no R". Uma vez que

Y —M.Z|?=<Y —=M.Z)Y = M.Z >= Z(yi — fz))?,

i=1

temos que determinar Z que minimiza
Y — M.Z|]* .

Como R™ & um espago de Hilbert e W = {M.K : K € My.1(R)} & um subespago vetorial
fechado de R", temos pelo Teorema da Projecao, que o vetor Y — M.Z de norma minima, é o

vetor que satisfaz

Y -MZ)LW.
Diante dessa condicao, podemos caracterizar a matriz Z desejada conforme abaixo
Y -MIOH)LW <<= <Y -MZ,6K MK >=0, VK € My,;(R) <=
—=0=(MEK).(Y -MZ)=K. (MY —M'"M.Z) , VK € Myy;(R) <=
= MY -M'MZ=0.
Assim, a matriz Z desejada é a solucao do sistema:
(M*.M).Z = M"Y .

Denotando por M; a i-ésima coluna de M, temos que (M*.M) é a matriz de Gram G(M;, M,)
com relagdo ao produto interno < , > em R". Como {M;, M} é um conjunto linearmente

independente, temos pela Proposicao 1.10 que M. M & invertivel. Logo,
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Z = (M M) M"Y .

A linha f(z) = a + b.z que minimiza

n

> (i~ flz)?

i=1

é chamada aprozimacao linear pelos minimos quadrados.

Teorema 3.1. ( FEstimativa pelos minimos quadrados ): Sejam y € Mpyx1(R) um vetor e
W € Myxn(R) uma matriz, cujas colunas formam um conjunto linearmente independente e

n < m. Entao existe um tinico vetor T tal que
ly =Wzl <lly = Wl , Vo € Mpx(R)
Além disso, T = (W' W) L Wty.

Prova: O subconjunto H = {W.x : x € M,»1(R)} é um subespago vetorial fechado de R™,
pois tem dimensao finita. Como R™ é espaco de Hilbert, temos pelo Teorema da Projecao, que
existe um tinico Z € H que minimiza ||y — Z||. Denotando Z = W.Z, o Teorema da Proje¢ao
garante que

(y—WZx) L H.
Portanto, para todo = € M, «1(R), temos
O=<y—-Wz,Wa>=Wa)(y—W32) =2 (Wy-W.W2).

Logo,

Wiy —-W'W2z=0.
Denotando por W; a i-ésima coluna da matriz W, temos que WY é a matriz de Gram

GWy,...W,). Como {Wi,...W,} & um conjunto linearmente independente, temos pela

Proposicao 1.10 que WEW & invertivel. Logo, de Why = W' W.Z , segue que
T=W'W) LWy . |

Observe que a aproximagao linear pelos minimos quadrados é um caso particular desse

teorema.
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3.2 Estimador de minima variancia

Nessa se¢ao (€2, A, P) é um espago de probabilidade, Y : 2 — R" um vetor aleatorio e

X : Q — R uma variavel aleatoria.
Definicao 3.2. Um estimador X de X, baseado em Y, € uma varidvel aleatoria da forma
X = goY

para alguma funcao g : R™ — R Borel-mensurdvel. Sey =Y (t) é uma "medida " de Y, entdao

dizemos que T = g(y) € uma estimativa de X baseado em vy, isto é, T = X (t)

Claramente o estimador X depende da escolha da fungao g. No entanto, estaremos interessa-
dos em "estimadores especiais" no decorrer da dissertacdo. Pois bem, suponha X € Ly(2, A, P)

e seja || ||2 a norma sobre Ly induzida pelo produto interno ( | ) definido na péagina 31, ou seja,

Ilebz(E(X2»5::(jQLYFdP);.

Definicao 3.3. Um estimador X de X, baseado em Y, é chamado estimador de minima
varidncia se X € Ly e

| X=Xz <l hoY =X |
para toda funcao h Borel-mensurdvel que satisfaz hoY € Ls.

Nesse caso, se y = Y (t) 6 uma medida de Y, entdo dizemos que 7 = X (¢) é6 uma estimativa

de minima variancia de X baseado em y.

Teorema 3.4. Se M(Y) € o conjunto de todas fun¢ies h oY tal que h é Borel-mensurdvel e

hoY € Ly, entio M(Y') é um subespago fechado de Ls.

Prova: A demonstracao que M(Y') é subespaco de Ly é imediata. Provemos que M(Y) é
fechado: seja (gn)neny uma sequéncia de fungoes Borel-mensuraveis tal que g, oY € M(Y') para
todon € Neg,oY — Z nanorma de Ly. Da Proposicao 2.31 e Teorema de Pitagoras, temos

que
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| Z=gnoY 2=l Z=E(Z|Y)+E(Z|]Y)—guoY |z =l Z=E(Z[Y) |3 + | E(Z]Y)=gnoY |3=
= Z — B(ZIY) [+ lim || E(Z]Y) - gaoY [3=0=
=|Z-EZ)Y)|}=0=Z=EZ|Y) .
Pelo Teorema 2.30 existe g Borel-mensuravel tal que Z = goY. Portanto, M (Y) é fechado. W

Corolario 3.5. O estimador de minima varidncia X de X € a projecao ortogonal de X sobre

o subespago M(Y). Além disso, temos que (X — X)LM(Y).

Prova: Como Ly é espaco de Hilbert e M(Y) é um subespago fechado de Ls, temos pelo

Teorema da Projecao , que o estimador X satisfaz
(X — X)LM(Y) .
Ou seja, Xéa projecao ortogonal de X sobre M (Y'). |

Teorema 3.6. A varidvel aleatoria E(X|Y) € o estimador de minima varidncia de X baseado

emY.

Prova: Seja g : R" — R uma fung¢ao Borel-mensuravel tal que g oY € M(Y). Entao pelo

Teorema de Pitdgoras e Proposicao 2.31 temos que
X —goY 3= X-EXY)+EX|Y)—-goY | =

= | X -EXY) [+ [ BX|Y) —goY |z > | X - E(X[Y) |3 -
Logo E(X|Y) é o estimador de minima variancia. [

Definicao 3.7. Um estimador X de X Jbaseado em Y, é chamado nao-tendencioso se

Observacao: Se E()A(\Y) = X, entdo X 6 um estimador ndo tendencioso de X, de fato, pela

definicao de esperanca condicional, em particular temos para o conjunto {2
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E(X) = E(E(R|Y)) = /

E(X|Y)dP = / XdP = E(X) .
Q Q

Observamos que em geral, a condicio E(X|Y) = X aparece como a definicio de estimador nao

tendencioso. Um exemplo de estimador nao tendencioso é o de minima variancia. De fato,

E(E(X|Y)) = /

E(X|V)dP = / XdP = E(X) .

3.3 Estimador linear de minima variancia

Para facilitar a compreensao da demonstracao do teorema de Kalman no préximo paragrafo,
parte de sua demonstracao foi antecipada para alguns dos teoremas deste paragrafo.

Sejam X , Y n-vetor e m-vetor aleatorios respectivamente indicados por

X4 Y

Xn Yo

Como foi visto na pagina 31, o espago H = Lo(2, A, P) X ... X La(2, A, P) possui uma norma
|| || induzida pela norma || ||o de Ly(2, A, P), a saber,

1
2

X |- (_Z | X, ||§) = (Z E<X§>)

Definicao 3.8. O estimador linear de minima variincia de X, baseado em Y, é o vetor

aleatério X = ()A(h ,)?n) € H que satisfaz:

a) X = K.Y, onde K € Myn(R) € uma matriz constante (estimador linear).

b) || X — X || € minimo com respeito ao item a), ou seja,

I X - X I TY = X ||, VT € Mpym(R) .
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O proéximo teorema estabelece uma forma explicita para a matriz K.

Teorema 3.9. Se E(Y.Y") ¢ invertivel, entao o estimador linear de minima varidncia X de

X, baseado em Y, € dado por
X =EB(XYY).E(YY) 'Y .

Além disso, se X eY possuem esperancas nulas, entao a matriz covaridncia do erro X — X €

dada por
E(X — X][X - X]') = E(X.X") — BE(X.Y").E(Y.Y) "E(Y.X") .
Prova: Sejam K € Mxm(R) e Kl = | kiy ko ... kim ] a linha i da matriz K. Se
X
X=|: |=KY,
X

entio X; = KLY | isto é, X pertence ao subespago gerado V = [Y7,...,Y,,]. Assim, da
igualdade
1KY = X|* = KLY — Xil3
i=1

segue que )A(Z = projy(X;) . Da Proposicao 1.11, temos que )A(Z = KLY, onde

< Xi, Y, > E(XZYi)

< X, Y > E(X,.Ys)
GV, Yy) K = | —

< XY, > E(X,.Y,n)

Como a matriz de Gram é dada por G(Y1, ..., Yy,) = E(Y.Y"), temos que E(Y.Y").K* = E(Y.X")
e portanto

X =EBXYY).EYY) Yy

Por substituicao direta, obtemos a expressao

~ ~

E(X - X][X - X]') = E(X.X") — E(X.Y).E(Y.Y") " E(Y.X")
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Por outro lado, se E(X) e E(Y') sdo nulos, entdo

~ ~

Cov(X — X, X — X) = E(X — X].[X — X]")

e portanto segue o resultado. |

Observacao: a hipotese E(Y.Y") ser invertivel do teorema anterior poderia ser evitada, mas

nésse caso deveria-se introduzir o conceito de pseudo-inverso de uma matriz.

Corolario 3.10. Suponha que
Y=WX+¢e,

onde Y e e siao m-vetores aleatorios, X € n-vetor aleatorio e W € M5, (R) é uma matriz

constante. Sejam F' e D matrizes definidas por

E(X.XY)=F

E(ee’y=D
Se E(e.X") =0 e (W.F.W'+ D) ¢ invertivel, entdo o estimador linear de minima varidncia X
de X, baseado em Y, é dado por

X =FW'(WEW'+ D)y .

Se X e Y possuem esperangas nulas, entao a covaridncia do erro X — X € dada por

A~ A~

E(X -X][X-X]"Y=F - FW'(W.FW'+ D) ' W.F .

Prova: Computando E(Y.Y') = WFW!'+ D e E(X.Y') = FW! temos pelo teorema
anterior

X =FW'(WEW'+ D)"Y

E(X - X|[X-X]')=F - FW'.(W.EW'+ D)"".W.F .

Como visto antes, se X e Y possuem esperancas nulas, entao

A~ ~

Coo(X - X, X-X)=E(X-X][X-X]). =
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Teorema 3.11. Sejam Y e X m-vetor e n-vetor aleatdrios respectivamente. Suponha que
EY.Y") € invertivel e denote por X o estimador linear de minima varidncia de X

baseado em Y .

a) Se T € Myn(R) é uma matriz constante, entdo T.X ¢ o estimador linear de minima

varidneia de T.X baseado em Y .

b) Se P € M,(R) ¢ uma matriz positiva definida, entio o estimador X ¢ o estimador linear Z
que minimiza

E([Z - X]'.P.[Z — X])
Prova: a) Do Teorema 3.9, temos que o estimador linear T.X de T.X & dado por
TX =E(T.XY).EYY)'=TEXY").EYY) ' =TX
b) Como P é uma matriz positiva definida, existe A € M, (R) tal que A*.A = P. Da igualdade

E(Z - X|'.P|Z — X]) = B(|A.Z — AX]'|A.Z — AX]) = |A.Z — AX|?

e do item a), temos que X ¢ o estimador linear Z que minimiza a expressao acima. |
Yi
Teorema 3.12. Sejam Y = : um n-vetor aleatorio e V' o subespaco gerado por Yy, ..., Y,.
Y,
Y;
Dado um subespago fechado U de L*(Q2, A, P), defina Y = © |, de modo que
Y,

Y=Y —proju(V;) , Vie {1,...n} .

Suponha que U +V ¢é fechado. Se X ¢ varidvel aleatoria, entao a sua projegao sobre U +V é

X = proju(X) + B(XYY).EY.Y) 'Y .

Prova: Vamos assumir que A = {571, ...,17,1} é um conjunto linearmente independente , pois
usaremos o fato que F(Y.Y*)~! existe. Caso contrario, escolhemos um subconjunto {Y; , ..., Y; }

de A, de modo que ele seja uma base para o subespaco gerado [}71, o )7] e definimos
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Y,

Yi,
Suponhamos entao que {571, oy Yn} seja um conjunto linearmente independente. Pois bem, seja
T o subespaco gerado pelas coordenadas de Y. Observando que projr(X) é o estimador linear

de minima variancia de X baseado em Y, em consequéncia do Teorema 3.9 temos a igualdade:
projr(X) = BE(X.YY).E(Y.YY)™LY .

Uma vez que T LU e T U =V + U, temos pela Proposi¢ao 1.8 a igualdade

X = proju(X) + projr(X) = proju(X) + E(X.Y").E(Y.Y) LY . |
Observacao: o teorema anterior serd aplicado com as seguintes hipoteses. Suponhamos que
num primeiro passo, obtemos X’ um estimador linear de minima variancia de X = (X, ..., X,,)
baseado no vetor u = (uy,...,ug). Num segundo passo, dado o vetor Y = (Yi,...,Y},), procu-

ramos um estimador X” de X baseado no vetor

(g, ooy Upey Y1, oy Vi)

Nesse sentido, dizemos que X” é um estimador baseado nos dados "antigos (u) e novos (Y) " .

Y;
Sejam Y = - |, V osubespaco gerado por Y7, ..., Y,, e U o subespaco gerado por uq, ..., u.
Yo
XY
Como o estimador X" = : ¢ tal que X! é a projecao de X; sobre U + V, temos pelo
X//

ultimo teoremas

X! =X+ EBX; YY).EY.Y) LY,

onde a i-ésima coordenada de Y 6 V; = Y; — proju(Y;). Ou seja,

X'=X'+EXYY)EYYH)'ly.
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Observe que o vetor Y menos o seu estimador linear, baseado em u, resulta no vetor Y.
Conforme notacgao introduzida na observacao acima, temos um proximo teorema na forma:

Teorema 3.13. Seja R = E([X — X'].[X — X"]) e suponha que Y (dados novos) tenha a forma
Y=WX+¢e,
onde € € um vetor aleatorio de esperanca nula nao correlacionado com u e X. FEntao
X"=X"+ RW'(WRW'+ Q) ".(Y —W.X"),
sendo Q = E(e.e'). Além disso,
E(X - X".[X-X""Y=R—-RW.(WRW'+ Q)" W.R .
Prova: Das propriedades de Covariancia, temos que
Cov(e,u) = E(eu') — E(e).E(u') = E(e.u') .

Como ¢ e u sdo nao correlacionados, temos que E(e.u’) = 0. Essa condi¢ao nos diz que ; LU

para todo i. Assim, denotando por W; a i-ésima linha de W, temos
proju(Y;) = proju(W;.X) + proju(ei) = proju(Wi.-X) ,

ou seja, o estimador linear de minima variancia de Y, baseado em u, é o estimador linear de

W.X baseado em u. Assim, pelo Teorema 3.11 e pela definicio de Y segue que

Y=Y-WX .
Uma vez que F(X’.Y*) =0, a altima observacio nos diz que

X" = X'+ E(X - X1.YY)[EY.YH LYy .
Denotando por e o erro X — X', segue do Teorema 3.9
X"=X+¢,
onde € é o estimador de e baseado em Y. Uma vez que
Y =YV -WX = WX+e-WX =We+e,
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como E(c.e’) =0e R= E([X — X'].[X — X"]"), o Corolario 3.10 implica em

X"=X'+RW'(W.RW'+Q) (Y —W.X")

BE(X — X".[X — X")") = E(le — &l.le —e]') = R — RW.(W.RW* + Q)"L.W.R . n

3.4 Teorema de Kalman

Seja (u(k))ken uma sequéncia de n-vetores aleatorios que satisfazem :

E(u(k)) =0, Vk €N,
E(u(k).u()) = Q(k).0n , Vk,1 €N,

onde d;; é o simbolo de Kronecker.

Defina a sequéncia (z(k))ren pela equagao :
z(k+1) = o(k).x(k) +ulk) ,

sendo ®(k) € M, (R) uma matriz constante para cada k e z(0) um vetor aleatorio inicial com
esperanca nula.

Dada uma sequéncia de vetores aleatorios (v(k))ken, vamos encontrar um método para esti-
mar z(k), baseado nos dados v(0),v(1),...,v(k — 1). Para isso, vamos fazer algumas

consideracoes:

v(k) = M(k).x(k) + w(k) , Vk € N,

onde M (k) € Mp,«,(R) é matriz constante para cada k € N e w(k) ¢ um n-vetor aleatorio que

satisfaz:

E(w(k)) =0, Vk €N
E(w(k)w(D)t) = R(k).6w , Vk,1 €N |

onde R(k) ¢ positiva definida. Assuma que z(0), u(k) e w(l) sdo dois a dois nao correlacionados

para todo k,l € N.
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No que segue, denotaremos o estimador linear de minima variancia de x(k), baseado em
v(1),...,v(j), por Z(klj). Assim, se V(j) denota o subespaco gerado pelas coordenadas de
v(1),...,v(j), entdo a i-ésima coordenada de z(k|j) é a projecao da i-ésima coordenada de x(k)

sobre o subespago V' (j).

Teorema de Kalman (Solugio para o problema de estimacao recursiva)

O estimador linear Z(k + 1|k) é gerado recursivamente de acordo com a equagéio

(1) &k + 1|k) = O(k).P(k). M (k) [M(k).P(k). M(K)* + R(E)]) . [v(k) — M(k).Z(k|k — 1)+
(k) E(klk—1)

onde P(k) = E([z(k) — 2(k|k — 1)].[z(k) — Z(k|k — 1)]") é gerado recursivamente por

(2)P(k+1) = ®(k).P(k).{Td — M(k)".[M(k).P(k).M(k)" + R(k)] V.M (k).P(k)}.® (k)" + Q(k).

As condicdes iniciais para essas equagdes sao o estimador inicial Z(0| — 1) = 7(0) e P(0).

Prova: Tomando como exemplo as duas expressoes abaixo :

2(2) = B(1).9(0).2(0) + &(1).1(0) + u(1) |

8
—~
w
~—
I

B(2).0(1).8(0).2(0) + B(2).8(1).4(0) + B(2)u(1) + u(2) |

¢ facil ver que z(i) ¢ combinacao de u(i — 1),u(i — 2),...,u(0) e x(0), ou seja, fixado i € N,

existem matrizes Ag, Ay, ..., A; de M, (R) tais que

i1
(i) = Anw(0) + Y Aju(j) .
j=0
Por propriedades de covariancia, se k > i, entao
i1
Cov(x(i),u(k)) = Cov(A;.x(0),u(k)) + Z Cov(Aju(j),u(k)) =
§=0

= A;.Cov(z(0),u(k)) + iA]E(u(j)u(k;)t) =0,

ou seja, se k > i, entdo (1) e u(k) sdo nao correlacionados. Agora, como v(i) = M (i).x(i)+ w(i),

temos que
Cov(v(i),u(k)) = M(7).Cov(z(i), u(k)) + Cov(w(i),u(k)) =0, se k > i,
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ou seja, v(7) e u(k) sdo nao correlacionados. Essa condigdo nos diz: cada cordenada de u(k)
¢ ortogonal ao subespaco V(i) se k > i. Assim, o estimador linear de minima varidncia de
x(k + 1), baseado em wv(1),...,v(k), é o estimador linear de minima varidncia de ®(k).z(k)
baseado em v(1), ..., v(k).
Pelo Teorema 3.11, temos

2(k + 1|k) = O(k).3(k|k) .

Supondo que Z(k|k — 1) e P(k) foram computados, temos pelo Teorema 3.13:
Z(k|k) = T(k|k — 1)+ P(k).M (k) [M(k).P(k).M(k)" + R(k)] " [v(k) — M(k).Z(k|k — 1)].

Observe que ao aplicarmos o Teorema 3.13, estamos considerando v(1),...,v(k — 1) o conjunto
de dados "antigos "e v(k) o vetor de dados "novos".
Das duas expressdes acima, segue a equacgdo (1) do teorema. Agora, deduziremos P(k)

recursivamente: uma vez que
ok +1) — 3k + 1|k) = D(k).[x(k) — Z(k|k)] + u(k) |
segue que
Pk +1) = ®(k).B([e(k) — (k[R)].[e(k) — 2(k[R)]).B(k) + Q(k) .
Pelo Teorema 3.13, temos
E([x (k)= (k|E)].[2 (k) =2 (k|k)]) = P(k)—P(k).M(k)".[M (k). P(k). M(k)+R(k)) " .M (k). P(k)

Das duas tltimas expressoes segue a equagao (2) do teorema. |
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Apéndice A

Algumas Aplicacoes Praticas do Filtro de

Kalman

Em 1960, Rudolf Emil Kalman publicou o seu famoso artigo descrevendo uma solucao recursiva
para o problema da filtragem linear de dados discretos. Desde entao, devido principalmente
aos avancos da computacao digital, o Filtro de Kalman tem sido uma ferramenta de muita
pesquisa e desenvolvimento. A filtragem de Kalman vem sendo aplicada em areas tao diversas
quanto a aeroespacial, navegacao maritima, instrumentagao de usinas nucleares, modelamento
demografico, astronomia, economia e indistrias em geral.

A primeira aplicacao pratica para o Filtro de Kalman foi encontrada por Stanley F. Shimidt
que trabalhava no projeto Apollo da NASA cujo objetivo era levar uma nave 4 Lua e traze-la de
volta a Terra. No momento ele tinha problemas na estimacgao de trajetorias e controle. Shimidt
trabalhou no que seria a primeira implementacao completa do Filtro de Kalman e tornou o
mesmo parte integrante do sistema de controle da Apollo. Também por influéncia de Shimidt,
o Filtro de Kalman foi incluido no sistema de navegacao do cargueiro aéreo C5A. Neste caso,
o Filtro de Kalman resolveu o problema da fusao sensorial, quando combinou dados de radar
com aqueles provenientes de sensores inerciais para estimar a trajetéria do aviao. Desde entao
o Filtro de Kalman vem sendo parte integrante da maioria dos sistemas onboard de estimacao
de trajetoria e controle em aeronaves.

O Filtro de Kalman é considerado por muitos o grande avanco da teoria de estimacao do

século vinte. Muitas realizacoes desde sua introducao talvez nao fossem possiveis sem ele. As
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principais aplicagoes da filtragem de Kalman estdo nos sistemas de controle modernos e na
navegacao e rastreamento de todos os tipos de veiculos.

Mas o que é o Filtro de Kalman? Teoricamente, ele é um estimador para aquilo que é
chamado o "problema Gaussiano-linear-quadratico", que é o problema da estimagao dos estados
instantaneos de um sistema linear dinamico perturbado por ruido Gaussiano branco usando-se
medicoes linearmente relacionadas aos estados e também corrompidas por ruido branco. Na
pratica, o Filtro de Kalman é um conjunto de equacoes matematicas que prové uma solucao
computacional eficiente para o método dos minimos quadrados. O filtro é muito poderoso pois
permite a estimacao dos estados passados, presentes e futuros de um sistema sendo que para

1880 nao é necessario um conhecimento preciso de seu modelo.

33



Referéncias Bibliograficas

[1] Bartle, R.G. Elements of Integration, John Wiley Sons Iwc, 1966.
[2] Bussab, W.O. e Morettin, P.A. Estatistica Bdsica, Atual Editora, 1985.

[3] Dudley, R.M. Real Analysis and Probability, Wadsworth and Brooks / Cole Advanced
Books-California,1989.

[4] Honig,C.S. Andlise Funcional e Aplicagoes ,vol. 1, IME-USP, Sao Paulo, 1970.
[5] Luenberger, D.G. Optimization by Vector Space Methods, John Wiley,1969.

[6] Pereira, G. A. S.- Filtro de Kalman: Teoria e Aplicagdes, Centro de Pesquisa e Desenvolvi-

mento em Engenharia Elétrica-U.F.M.G

o4



	Folha de Rosto.pdf
	Página 1

	Folha da Banca.pdf
	Página 1


