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Resumo

Este trabalho consistiu no estudo das aplicagdes de topologia algébrica (recobrimentos,
teorema de Van Kampen) em teoria de grupos e também, no estudo detalhado do resultado de R.
Bieri, R. Strebel [Proc. London Math. Soc. (3) 41 (1980), no. 3, 439-464], que para um grupo G do
tipo F'P,, ou GG contém subgrupo livre ndo ciclico ou para qualquer subgrupo normal N < G tal que
@ = G/N é abeliano, N/[N, N| é um Z(Q)-mbdulo manso via conjugagdo. A defini¢do de médulo

manso usa o invariante de Bieri-Strebel ¥ 4(Q), nesse caso A = N/[N, N|.
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Abstract

This work consisted of the study of the applications of algebraic topology (covering
maps, Van Kampen theorem) in group theory and also, in the detailed study of a result of R. Bieri, R.
Strebel [Proc. London Math. Soc. (3) 41 (1980), no. 3, 439-464], that for a group G of type F Ps,
either G has a free non-cyclic subgroup or for any normal subgroup N <1 G such that Q = G/N is
abelian, N/[N, N] is a tame Z()-module where () acts via conjugation. The definition of tame module
uses the Bieri-Strebel invariant ¥ 4 (@), in this case A = N/[N, N].
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Introducao

Neste trabalho estudamos aplicagdes dos métodos de topologia algébrica em teoria de grupos.
A tese é dividida em 3 partes. A primeira estuda propriedades combinatoriais de grupos : grupos
livres, grupos finitamente apresentdveis (no sentido que sdo definidos com niimero finito de geradores
e relacdes), "push-out"de grupos e grupos livres amalgamados. Os grupos livres amalgamados sdo
partes importantes da teoria de Bass-Serre sobre grupos que agem sobre arvores (veja [11], [6]) mas
neste trabalho ndo abordamos esse assunto. Os métodos usados para desenvolver esse capitulo sdo

combinatoriais e seguimos do livro de Cohen [6], a exposi¢ao dessa matéria.

A segunda parte trata propriedades bdsicas de topologia algébrica. A principio estudamos propri-
edades do grupo fundamental e recobrimentos de espagos topoldgicos. O grupo fundamental de um
espacgo topoldgico € um invariante importantissimo nos estudos de espacos topoldgicos. No caso de
recobrimentos de espacos existe resultado que liga o grupo fundamental da base com o grupo dos au-
tomorfismos do recobrimento ( veja teorema 2.11 e corolério 2.8). Estudamos também o Teorema de
Van Kampen : sejam X a unido de dois espacos U e V' que sdo abertosem X e, X, U,V e U NV sdo
todos conexos por caminhos, entdo o grupo fundamental de X € o push-out dos grupos fundamentais
dos espacos U, V', U NV com aplicacdes induzidas pela inclusdes dos espagos correspondentes (veja
teorema 2.12, [9]).

No terceiro capitulo estudamos um resultado de Bieri-Strebel ( Teorema 4.1, [4]) :

Teorema : Seja G um grupo de tipo homolégico F'P, sobre um anel R comutativo e Noetheriano.
Seja N um subgrupo normal de G tal que G/N ¢é abeliano. Entdo ou N contém subgrupo livre ndo

ciclico ou N/[N, N| é um Z(Q)-médulo manso via agdo de () induzida pela conjugagao.

Para um ndmero natural m dizemos que um grupo G tem tipo homolégico F'P,, sobre R se existe
resolugdo projetiva de RG - médulo trivial R, com todos os médulos de dimensdo < m finitamente
gerados (veja [2]). Neste trabalho nés supomos que R € o anel dos inteiros e que G € finitamente
apresentdvel. Cada grupo finitamente apresentavel tem tipo homolégico ['P, mas a inversa ndo vale

(isso foi demonstrado recentemente em [1]). No artigo [4] algumas redugdes sdo feitas para chegar no



caso de grupos finitamente apresentdveis. Evitamos essas reducdes técnicas assumindo que o grupo GG
¢ finitamente apresentavel (isso ndo afeta a idéia principal da demonstracdo). Estudamos o complexo
de Cayley I de G com respeito a uma apresentacdo finita de GG, G age propriamente descontinuo em
T, e estudamos o recobrimento I’ — I' =T /N. Pelos resultados do capitulo 2 o grupo fundamental
de I' é isomorfo a N. A defini¢do de Z()-mdédulo manso estd ligada com a defini¢do do invariante
de Bieri-Strebel (se¢do 3.4). Um Z@-moédulo A ndo € manso se existem dois pontos antipodais em
S(Q) \ X4(Q). Em geral consideramos dois caracteres antipodais de (G, com N no nicleo e cada
um desses caracteres define um subespaco de I'. Aplicando o Teorema de Van Kampen sobre esses
subespacos (com unido [') obtemos uma decomposi¢ao do grupo N como "push-out". Usando mais
redugdes podemos assumir que /N vira produto livre amalgamado de dois subgrupos M; e M, tais
que ou um dos grupos € igual a N (nesse caso um dos caracteres define elemento de ¥ 4(Q) onde
A = N/[N,NJ])ou M; # N, M, # N e ndo é permitido que [N : M;] = [N : M,] = 2. No ultimo

caso N sempre contém um subgrupo livre ndo ciclico.



Capitulo 1

Grupos Livres e Produtos Livres
Amalgamados

Neste capitulo inicial apresentaremos os conceitos algébricos que serdo utilizados durante o capi-
tulo posterior. Estaremos definindo grupos livres, grupos finitamente apresentdveis e suas proprieda-

des basicas.

1.1 Grupos Livres

Definicdo 1.1. Sejam X um conjunto, G um grupo e i : X — G uma aplicagdo. O par (G, i) é
chamado um grupo livre sobre X se para qualquer grupo H e qualquer aplicacdo f : X — H existe
um tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que f = ¢i. Normalmente chamaremos G de grupo livre,

omitindo a aplicagao 1.
Exemplo 1.1. O grupo Z dos nimeros inteiros € livre sobre o conjunto X = {z} talque i(z) € {—1,1}.
Exemplo 1.2. O grupo trivial {1} é livre sobre o conjunto vazio.

Proposicao 1.1. Sejam (Gy,i1) e (Go,is) grupos livres sobre X. Entdo existe isomorfismo

¢ : Gy — Gy tal que pi; = 1.

Demonstracdao: Como (Gy,i;) é livre sobre X, o homomorfismo ¢ existe. Analogamente existe
um homomorfismo v : Gy, — Gy tal que ¥is = 4. Entdo, Ypiy = i3 = Idg,7;. Entdo pela
propriedade de grupo livre temos que ¢ = Idg,. Do mesmo modo temos que ¢y = Idg, e entdo,

€ isomorfismo. 0
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Faremos agora a constru¢io do grupo livre F'(X) sobre o conjunto X. Seja M (X) o conjunto das
seqiiéncias finitas (x;,, x;,, ..., 7;,) de elementos de X. Definimos uma multiplicagdo do seguinte

modo:

(:131'1,1‘1'2, s >$in)(xj17$j2’ s 7xjm) = (:131'1,1‘1'2, co iy Ly Lggs v - 7$jm)

A multiplicacdo assim definida € associativa e com unidade 1, que é a sequéncia vazia. Também,
x — (x) é injetiva, e se identificamos = com (z), todo elemento de M (X) pode ser unicamente
escrito como produto x;, . .. z;, , para algum n. Observamos que M (X) ndo é grupo pois os elementos

diferentes da unidade ndo possuem inversos.

Seja — : X — X uma aplicagio biunivoca tal que X N X = (). Entio, denotamos Z € X por
21, Dizemos que os elementos de M (X U X) sdo palavras sobre X. Se w é uma palavra L
onde z;, € Xee¢; = %1, entdo n é chamado o comprimento de w e é denotado por |w| ou /(w) e
{xi,, ..., x;,} é oconjunto de letras de w. Dizemos que w é uma palavra reduzida quando z;, = w;

implica que €, # —¢, 41, paral <r <n — 1.

Suponha que w € uma palavra ndo reduzida, entdo existe um r tal que €, = —¢,1 € x;, = ;.
: ! £1 Er—1 Er+4+2 En : ! 4 : :
Agora seja w' a palavra x| ...x;"" @770 x;". Dizemos que w’ € obtida a partir de w por uma

redugdo elementar. Se w” é obtida de w por uma sequéncia de redugdes elementares dizemos que w”

€ redugdo de w.
Definamos agora a seguinte relacdo de equivaléncia =:

w = W' se, e somente se, w € idéntico a w’ ou, se existe uma sequéncia de palavras wy, ws, . .., Wy
tal que w1 = w e wy, = ' e paratodo j < k uma das palavras w; e w;; vem da outra por uma reducao

elementar.

O conjunto de classes de equivaléncia é denotado por F'(X). A classe de equivaléncia de w é

denotado por [w]. E fécil verificar que se u, v, w,w’ e v sdo palavras entdo:
w=w = uwv = uww'v
— — / —
u=u,w=uw = uw=uw

Entdo, com a lei de composicéo [u][w] = [uw] temos que F'(X) é um grupo. O elemento inverso

de [xj'a;> ... 2] é [z, ...

—€2,.,—€1
. xX.
in

&y ']. Definimos uma aplica¢do i : X — F(X) por i(z) = [z] e

claramente F'(X) é gerado por i(X).

Teorema 1.2. O grupo (F(X), 1) é grupo livre sobre X.
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Demonstracao: Sejam G um grupo e f : X — G uma aplicacdo. Definimos uma aplicacio
¢ M(XUX) — G tal que (' z52 .. .a5m) = f(xi,) f(25,)%2 ... f(;,)". Se w' € obtido de
w por uma redu¢@o elementar entdo, w e w’' tem a mesma imagem. Entdo, a aplicacdo v define uma
aplicacdo ¢ : F(X) — G dada por ¢(|w]) = ¢¥/(w) e € homomorfismo e f = i. O homomorfismo

 com esta propriedade é tnico pois F'(X) é gerado por i(X). O

Teorema 1.3. (Forma Normal de Grupos Livres) Existe somente uma palavra reduzida para cada

classe de equivaléncia.

Demonstracfio: Sejam S o conjunto das palavras reduzidas em M (XUX) e G o grupo de permutagdes
de S. Definimos um homomorfismo ¢ : F/(X) — G tal que ¢([w]) € uma permutacdo que envia a
sequéncia vazia ( ) em w quando w é uma palavra reduzida. Isso implica que quando w e w’ s3o ambas

palavras reduzidas e [w] = [w'], a permutagdo ¢([w]) envia ( ) em w e ', portanto w e w’ s30 iguais.

No teorema anterior demonstramos que F'(X) é grupo livre e por isso, basta definirmos uma
aplicacdo f : X — (. Definimos f(x) como a permutacdo que envia w a rw se w nao comega
com z~! e envia w a u se w € x~'u como palavra. Facilmente se verifica que f(z) é uma permutagio
de S cuja inversa envia w a 7 'w se w ndo comega com z € envia w a v se w é v como palavra.
Lembremos que uma palavra reduzida ndo pode iniciar com zx~! nem z~'z.

Se w é uma palavra reduzida x;'x;” ... 2;" entdo, ¢([w]) € o produto f(x;, ) f(2i,)%2 ... f(x;,)™"

e por indug¢@o sobre n temos que ¢([w]) envia ( ) a w. O

Corolario 1.1. A aplicagdo i : X — F (X)) ¢ injetiva.

Demonstracao: Se = e y sdo elementos distintos de X, eles sdo palavras reduzidas. Entdo, eles

pertecem as classes de equivaléncias distintas. 0

Teorema 1.4. F'(X) ¢ isomorfo a F(Y) se e somente se |X| = |Y|.

Demonstracao: Seja f uma aplicacdo biunivoca de X sobre Y. Entdo, f estende-se a um homo-
morfismo ¢ : F(X) — F(Y). A aplicagdo f~' de Y sobre X ¢ estendida ao homomorfismo
Y F(Y) — F(X). A composicdo ¢y e a identidade de F'(X) estendem a identidade de X, entdo
pela unicidade na defini¢do de produto livre temos que ¢¢ € a identidade de F(X). Analogamente

1) € a identidade de F'(Y) e entdo, ¢ é isomorfismo.

Agora suponhamos que F'(X) é isomorfo a F(Y). O nimero de isomorfismo de F(X) a Zy é o
mesmo que o nimero de homomorfismo de X a Z; e é igual a 2%/, Entdo 2% = 2/¥l, Se um dos

conjuntos X e Y é finito, isso implica que |X| = |Y].
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Suponhamos que X e Y sd@o infinitos. Neste caso, usando o axioma da escolha temos que
IM(XU X)| = XUX| = |X]| e como F(X) é o conjunto das classes de equivaléncia de M (X U X)
temos |F(X)| < |X|. Como i : X — F(X) € injetora, |X| < |F(X)|. Entdo, |X| = |F(X)| =
[F(Y)] = Y. O

Dizemos que um grupo G é grupo livre se é isomorfo a F'(X) para algum X.

Definicdo 1.2. Seja G um grupo livre e ¢ : F(X) — G um isomorfismo. A imagem de X em G é
chamada base de GG, e G é chamado de livre sobre a imagem de X. O nimero cardinal de uma base

de GG é chamado posto de G.

Proposicao 1.5. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. As seguintes condicbes sdo equiva-

lentes:

1. G é um grupo livre com base X.

2. Todo elemento g de G pode ser escrito como um produto x;'x;’ ... x;" para algum n > 0
(n = 0 corresponde a g = 1¢), onde x;, € X, e, € {—1,1} esex; = T, entao, €, # —Ep41,

e este produto é unico, isto é, para g fixo, 0, T, ..., Ti ,E1,...,En SAO UNICOS.

3. G é gerado por X e 1 # x}!x;? ... 2" para todon > 1 tal que v;, € X e, € {—1,1} e se

11 712

Ti, = T;, entdo, e, # —Erq1.

Demonstracdo: Por definicdo (2) implica (3). (1) implica (2) pois G é isomorfo a F'(X) e toda classe

[w] € F(X) tem um tnico representante w que ¢ a palavra reduzida.

Suponha agora que a condi¢ao (3) é assegurada. Consideremos o homomorfismo ¢ : F(X) — G
que ¢ a identidade sobre X. Como G ¢é gerado por X, o homomorfismo ¢ € sobrejetor. Pela condi¢ao

(3), Ker(yp) é trivial. Entdo, ¢ é isomorfismo e G € livre com base ¢(X) = X. O

Corolario 1.2. Sejam G um grupo gerado por um subconjunto X e ¢ : G — H um homomorfismo

tal que ¢ é biunivoca sobre X e o(G) é um grupo livre com base ¢(X). Entdo G ¢é livre com base X.

Corolario 1.3. Sejam G um grupo livre com base X e Y um subconjunto de X. Entdo o subgrupo de

G gerado por Y é um grupo livre com base Y.

1.2 Geradores e Relacoes de Grupos

Proposicao 1.6. Todo grupo é quociente de um grupo livre.
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Demonstracao: Seja f : G — G a identidade de G; f estende-se a um tnico homomorfismo

F(G) — G que € sobrejetivo. O

Definicio 1.3. Sejam G um grupo, X um conjunto e ¢ : F'(X) — G um homomorfismo sobrejetor.
Entdo os elementos de ¢(X) sdo chamados de geradores de GG e os elementos de Ker(y) sdo cha-
mados relagées de G (sobre ). (X|R) é chamado apresentagdo de G se existe um homomorfismo
sobrejetor ¢ : F'(X) — G tal que R é um subconjunto do nticleo de ¢ e esse nicleo é o menor sub-
grupo normal de F'(X) que contém R. O niicleo é chamado fecho normal de R em F(X) é denotado
por Ker(p) = (RF®)Y = ({rf |r € R, f € F(X)}) C F(X); onde 7/ = f~'rf. Se ambos X e R

sdo conjuntos finitos dizemos que a apresentagdo é finita. Também escrevemos ( R)"® para (RF ).

F(X
Observamos que G € finitamente apresentdvel se G = %, onde X € um subconjunto finito
de G.
Exemplo 1.3. O grupo F'(X) tem apresentagio (X|0).
. o F(X)
Exemplo 1.4. X = {z}, R = (). Aqui F(X) é ciclico, infinito e (X|R) = G = ) = 7.

Exemplo 1.5. X = {z}, R = {2"}

(x|z™) é uma apresentac@o do grupo ciclico de ordem n.
F(X)
(RFE9)

Teorema 1.7. (Teorema de von Dyck) Sejam G e H grupos, ¢ : F(X) — G um homomor-

(x]z™) =G = = Zn,

fismo sobrejetor que dd apresentagcdo (X|R) de G, f : X — H uma fungdo e 0 : F(X) — H
0 homomorfismo que estende f. Se O(r) = 1 para todo r € R entdo existe um homomorfismo
¥ : G — H tal que f(x) = Yp(x) para todo z € X.

Demonstracao: Ja temos assegurado que R C Ker(f) e, desde que Ker(p) é, por definicdo, o
subgrupo normal gerado por R, vemos que Ker(yp) C Ker(f). Segue que o homomorfismo desejado

1 pode ser definido fazendo (g) como 0(y) para qualquer y € F'(X) tal que p(y) = g. O

Definicao 1.4. Seja (X|R) uma apresentacdo de um grupo GG que é associada a um epimorfismo
¢ : F(X) — G. Entdo, (X|R U S) é uma apresenta¢do de G associada também a ¢, onde S é um
subconjunto do fecho normal de R em F'(X). Dizemos que (X|R U S) é obtida a partir da apresen-
tacdo (X|R) por uma transformagdo geral de Tietze de tipo I e que (X|R) é obtido da apresentacdo
(X|RU S') por uma transformagdo geral de Tietze do tipo I'. Se S tem um s6 elemento dizemos que

estas transformacdes sao simples.
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Definicéio 1.5. Sejam Y um subconjunto de G tal que X N'Y = () e u, um elemento de F(X) para
todo y € Y. Entdo temos uma apresentagdo (X U Y|R U {yu,'|y € Y}) de G que € associada a um
homomorfismo ¢ : F(XUY) — G cuja restri¢do sobre F'(X) é ¢ e ¢(y) = ¢(u,). Dizemos que
(XUY|RU{yu, 'y € Y}) € obtida a partir de (X|R) por uma transformagdo geral de Tietze do tipo
IT e que (X|R) é obtida de (XU Y|R U {yu,'|ly € Y}) por uma transformacao geral de Tietze do

tipo II'. Se Y contém um sé elemento dizemos que estas transformagdes sdo simples.

Observacio 1.1. O niicleo de 1 é o fecho normal N de R U {yu,-1},ey em F(XUY). E claro que
N é um subconjunto do niicleo de 1. Entdo 1 induz um homomorfimo = : F(XUY)/N — G
e pelo Teorema de Von Dyck existe um homomorfismo 0 : G — F(XUY)/N que envia p(x) a
classes de x em F(XUY)/N para cada x € X. Entdo w0 e O sdo identidades de G e F(XUY)/N

respectivamente.

Teorema 1.8. Duas apresentacoes de um grupo G podem ser obtidas uma da outra por uma sequén-
cia de transformagées gerais de Tietze. No caso onde ambas as apresentacdes serem finitas, as

transformacoes podem ser escolhidas simples.

Teorema 1.9. Seja G um grupo com duas apresentagées (X|R) e (Y|S) com homomorfismos associ-
ados p : F(X) — G et : F(Y) — G. Se X, Y e R sdo todos finitos, existe um subconjunto finito

Si de S tal que (Y|S1) é uma apresentacdo de G com homomorfismo associado 1.

As demonstracgdes destes resultados ndo sao dificeis, mas sdo longas e usam-se propriedades com-

binatoriais de grupos. Este Teorema implica o seguinte resultado.

Teorema 1.10. Sejam H, um grupo finitamente gerado, Hy um grupo finitamente apresentdvel e
Hy, %5 Hy um homomorfismo sobrejetor de grupos. Entdo existe um subconjunto finito Y de H tal
que Ker(p) é o fecho normal de’ Y em Hy, isto é, Ker(u) = (Y1),

Corolario 1.4. Ser finitamente apresentdvel para um grupo ndo depende da escolha do conjunto

finito de geradores.

Demonstracao (do coroldrio): Seja H, um grupo finitamente apresentavel. Hy, = (X|R), onde X é
finito. Sejam X; um subconjunto finito de H» tal que Hy, = (X;) e H; = F(X;) onde F'(X;) é o grupo
livre com base X;. Entdo, pela propriedade universal de grupo livre, existe um tnico homomorfismo

i Hy — Hs cuja resti¢do sobre X € a identidade.

Agora, pelo teorema anterior temos que existe um subconjunto finito Y de Ker(u) tal que Ker(u) =

(YH1), E temos que (X;|Y') é uma apresentacio finita de H.. O
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1.3 Produto Livre

Definicdo 1.6. Sejam {G,} uma familia de grupos, G um grupo e i, : G, — G homomorfismos.
Entdo, (G, {i,}) € chamado de produto livre dos grupos G, se para todo grupo H e homomorfismos

fa : G4 — H existe um tnico homomorfismo f : G — H tal que f, = fi, para todo a.

Proposicdo 1.11. Se (G, {i,}) e (H,{ja}) sdo produtos livres do grupo G, entdo, existe um tinico

isomorfismo f : G — H tal que fi, = j, para todo .

Demonstracao: Pela defini¢do de produto livre existe um homomorfismo f : G — H tal que
fia = jo para todo «, e também um homomorfismo f’ : H — G tal que f’j, = i, para todo «.
Desde que f’fi, = i, para todo «, a unicidade do homomorfismo na defini¢do, garante que f'f é a

identidade da aplicagdo em G, e analogamente temos que f f’ é a identidade em H. 0J

Proposicao 1.12. Seja (G, i, ) produto livre do grupo G,. Entdo:

1. i, € um monomorfismo se, e somente se, existe um grupo H e homomorfismos fg : Gg — H

para todo 3 tal que f, é um monomorfismo.

2. 1, € um monomorfismo para todo c.

Demonstracdo: (2) segue de (1) tomando H = G, e f, sendo a identidade e todos os fz sendo

trivial. (1) é assegurado porque existe um homomorfismo f com f, = fi,. OJ

Teorema 1.13. Qualquer familia de grupos G, tem produto livre.

Demonstracdo: Seja G, grupo com apresentagdo (X,|R,) e com o homomorfismo associado ¢,
F(Xa)
FUXa)
(U Ry)7 U]
0 homomorfismo natural ¢ associado, isto €, com a projecao candnica. Pelo Teorema de von Dyck, a

Identificamos G, com e ¢, com a projecdo candnica. Podemos assumir que X, N X3 = ()

para o # 3. Seja G' o grupo de modo que G tenha apresentacédo (| J X, || R,) com
inclusdo de X, em | J X, induz um homomorfismo i, de G, em G. Mostraremos que (G, {i,}) é 0

produto livre.

Entdo, sejam f, : G, — H homomorfismos. f, induz um homomorfismo ¢, de F'(X,) em H
tal que Vo (R,) = 1, isto &, ¥, (z) = folpa(x)),Vx € X,. Entdo existe um homomorfismo ¢ de
F(UX,) em H tal que v restrito a X,, é ¢,. Desde que ¢(|J R,) = 1, ¢ induz um homomorfismo
f: G — Hcom fp = 1. Também, para todo z, € X,, fia(¢a(za)) = fe(ra) = P(z,) por
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defini¢do de f € iy, € V(T0) = Ya(Ta) = faa(rs) por defini¢do de ¢ e 1,. Desde que ¢, (X, ) gera
G, vemos que f, = fi,. Temos ainda que f € tnico pois G é gerado por | i, (pa(Xy)). O

Teorema 1.14. (Forma Normal) Seja (G, {i,}) o produto livre dos grupos G,. Entdo:
1. cada i, é um monomorfismo.

2. olhando i, como a inclusdo, qualquer elemento g de G pode ser unicamente escrito como
9192 - - - gn, onde n > 0, g; € G,, para algum «;, g; # 1 e a, # a1 parar < n(n =0

corresponde a g = 1).

Demonstracdo: Denotemos i, (g, ) por g, para g, € G.

(1) ja foi provado, e provaremos (2) mostrando que qualquer u € G pode ser escrito unicamente

como ngQ ce. gna comn Z 0’ g; € GOéi’ gi 7£ le Ay 7£ Q1.

Desde que nossa constru¢io mostra que | J,G, gera G, qualquer u pode ser escrito como g o
.. gnocomn > 0,9 € G, ¢ # 1 e a, = a,41 € permitido. Se o, = ;41 € g, # 9;:1 entio
podemos escrever % como §1Js - . . Gr—1hGr+2 - - - Gn» onde 1 # h = g,g,41 € G4, , enquanto que se
Qp = Qpy1 € Gp = G, jl podemos escrever u como §1Gs - - . §r—1Gr+2 - - - §n. Por indugdo em n, existe

pelo menos uma forma de escrever u da forma desejada.

Para provar a unicidade, seguiremos o método utilizado na demonstracdo do Teorema 1.3. Seja
S o conjunto de todas as sequéncias (g1, 92,...,9,) comn > 0, g; € G, g; # 1 e a, # 41, em

particular, a sequéncia vazia ( ) estd em S.

Tomemos g, € G, \ {1}. Uma aplica¢do de S em S é definida aplicando:

(917"'agn)a(gavgla"'agn) Se(l/%()él
(G1,---+9n) a(gag1,92,-- - 9n) S€E ¥ = Q1 € gor 7# 1
(G1,---,9n) 2 (g2, ..., gn)sS€EQ@ =01 € gagr =1

Isto define uma fungdo ¢, de G, para o conjunto das aplicagdes de S nele mesmo (definindo
©va(1) como sendo a identidade), onde a operag@o do conjunto de aplicagdes de S em S é composigao.
¢, preserva a multiplicagdo. Isto implica que ¢, aplica em Sym(.S), o grupo das permutagdes de .S,

desde que p,(g,) tem inverso ¢, (g ").

Seja p : G — Sym(S) o homomorfismo tal que ¢, = i, para todo o. Tomamos u € G
e o escrevemos como hihy ... hy,, com h; # 1, h; € G,,, e a; # ;1. Facilmente se prova que
(u) aplicado na sequéncia vazia nos dd a sequéncia (hy, ho, ..., hy,), € entdo hy, ho, ..., h,, sdo

unicamente determinados por . U
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1.4 ''Push-out'e Produto Livre Amalgamado

Definicao 1.7. Sejam Gy, G e Go grupos, i1 : Go — Gy e iy : Gy — Gy homomorfismos.
Suponha que exista um grupo G munido com j; : G, — G homomorfismos tais que ji2; = Jolo
e para todo grupo H munido com homomorfismos ¢y : G, — H tais que p11; = iy existe um
unico homomorfismo ¢ : G — H tal que @jr = ¢, k = 1,2. Dizemos que G é "push-out"de

G07 G17 G27 il € Z.2-

Teorema 1.15. Para quaisquer Gy, G1, Go, 11 e 1o, existe o "push-out".

Demonstragdo: Parar = 1,2, seja G, grupo com apresentagdo (X, |R,), onde ¥, € 0 homomorfismo
(R,)FED e ¥, com proje¢do candnica. Seja Y

um conjunto de geradores de G, e escolha para todo y € Y, w,, € F(X,) tal que i,(y) = ¥, (wy,).

associado e X; N X, = (). Identificamos G, com

Seja G o grupo com apresentacdo (X; U Xs| Ry, Ry, {wy_llwyg}yey> com homomorfismo associado 7.
Entdo, temos a aplicagdo natural j, de GG, em G, induzida pela inclusdo de X, em X; U Xy, e G é
gerado por j;1(G1) U jo(G2). Portanto, existe no maximo um homomorfismo de G' com especificos

valores em j; (G1) U ja(G2).

Suponha que tenhamos os homomorfismos ¢, de GG, ao grupo H tais que @17, = @sis. Entdo
¢, definem homomorfismos v, de F'(X,) a H que é trivial em R,. Seja pu : F(X; UXy) — H o
homomorfismo definido por p|x, = ,|x,. Pelo Teorema 1.7 existe ¢ : G — H tal que om = p,

que por construgao satisfaz ¢j, = ¢,. 0

Definicao 1.8. Quando i, e 75 sdo injetivas, o "push-out"G é chamado de produto livre amalgamado

de G e G5 com amalgama G.

Neste caso, geralmente olhamos GGy como um subgrupo de G; e G, € i1 e 75 como as inclusdes.

Denotamos G por G *¢,, Ga.
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Definicao 1.9. Dizemos que um conjunto S € transversal a esquerda de um subgrupo C' em A se S

contém exatamente um membro de cada classe lateral aC), isto é, A = U aC.
a€S

Podemos provar o Teorema da Forma Normal usando os conjuntos transversais S e 7.

Teorema 1.16. (Forma Normal) Sejam G o produto livre amalgamado de A, B com amdlgama C,
ig: C — Aeip : C — B sdo inclusoes e, S e T transversais a esquerda de C' em A e B
respectivamente, com 1 € S N'T. Considerando jo : A — G e jg : B — G homomorfismos da

definicdo do "push-out"(G1 = A, Gy = B, j1 = ja,Jo = jB, 11 = 14 € iy = ip), temos:

1. ja e jp sdo monomorfismos.
2. ja(A) N jp(B) = ja(C) = ju(0).

3. Considerando j e jp inclusédes, qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como

ULl . . . UG, onden > 0,¢ € C e uy, usg, . .., u, vem alternadamente de S\ {1} e T'\ {1}

Demonstracao: Pela defini¢ao de produto livre amalgamado, sabemos que a restricdo de j4 sobre C'
¢ igual a restri¢do de jg sobre C'. Também considerando j 4 € jp como inclusdes, uma vez que a parte

(1) é demonstrada, (2) pode ser expresso como A N B = C'. Entao (2) segue da unicidade em (3).

Denotemos j4(a) por a e jp(b) por b. Como no Teorema da Forma Normal para produto livre,
para provar (1) e (3) é suficiente mostrar que para qualquer g € A ¢ B existem Unicos w1, us, . . . , Uy,
eccomn > 0,c € C e upug,...,u, vindos alternadamente de S \ {1} e 7"\ {1} tal que
g = Uylsy . . . u,C. Agora qualquer g pode ser escrito como g1 7s - . . gk, onde g; € AU B para algum k.
Se g; e i1 pertencem ambos a A ou ambos a 53, podemos expressar g como 13 - - - Gi—1hGiv2 - - - G
onde h = g¢;g;11. Continuando desta forma, vemos que g pode ser expressa ou como ¢ ou como

G132 - - - G, onde g1, ga, . . ., g, sdo alternadamente de A\ C'e B\ C.

Indutivamente, escrevamos gy Gs - . . §n—1 COMO Uy lls . . . U, 16, onde u; € (SUT)\{1},u; € ¢;C
e u; € Cg;C para cada i > 1, e que u; vem alternadamente de S \ {1} e 7"\ {1}. Entdo,
g = Uy... Up_1CGn = TUy...Un_1h, onde h = cg,, e ainda ¢ = Ty ...TUp_1TUnd, onde h = u,d

comu, € SUT.

Desde que u,d = cg,, temos que u,, € C'g,C, que é o desejado. Também temos que u,, # 1 pois

gn ¢ C'. Logo temos provado que cada elemento de GG pode ser escrito na forma desejada.

Agora provemos a unicidade pelo método utilizado no Teorema da Forma Normal para grupos

livres. Seja X o conjunto de todas as sequéncias (uy, us, ..., U,,c)comn > 0,c € C' e uy,us, ..., u,
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alternadamente em S \ {1} e 7"\ {1}. Definimos um homomorfismo ¢ de G em Sym(X) tal que,
quando g é expresso como uus . .. u,c da forma desejada, a acdo de ¢(g) na seguéncia (1) é a
sequéncia (uy,us,...,un,,c). Isto provard a unicidade da representacdo de g. Observamos que o

grupo de permutacdes Sym(X) atua sobre X a direita.

Pela defini¢do de produto livre amalgamado, para construir ¢ basta definir ¢ (a) e ¢(b) paraa € A

e b € B com as propriedades que
plaraz) = p(ar)plaz), Vai,as € A
p(bibs) = @(b1)ip(bs), Vb1, by € B

e que as defini¢des de ¢ em A e em B concordam-se em C' (entdo € automaticamente aplicacdo de
A em Sym(X), desde que p(a~!) é o inverso de (a)). Definimos ¢ em A, onde a agdo de p(a) em

(ug, ug, ..., Up,cC) é:

Uy, Uy ooy Up, U, d) S€ U, € A,ca=vdcomv € S\ {1} ede C,

UL, Uy .y Up,d) seu, € Aeca=dcomd € C (istoé, sea € C),

ULy Uy« ooy Up_1,0,d) S€ Uy € Aeuyca=vdcomov € S\ {l}ede C,
UL, Uy .oy Up_1,d) S€ U, € Aeuy,ca=dcomd € C.

Nao ¢ dificil provar que p(a’a) = ¢(a’)p(a). Definimos ¢ em B de forma semelhante, trocando

A por B. E também € facil verificar que as definicdes de ¢ em A e em B concordam-se em C'. 0

Pela inconveniéncia de trabalhar com transversais, o seguinte teorema € mais utilizado:

Teorema 1.17. (Forma Reduzida) Seja G o produto livre amalgamado de A e B com amdlgama C,

1g:C — Aeig:C — B. Considerando j4 : A — G e jg : B — G inclusdes, temos:

1. qualquer w € G\ C pode ser escrita como g1gs . . . gn, onde n > 1 e g; vem alternadamente de
A\CeB\C.

2. se também podemos escrever w como hihsy ... h,, com h; alternadamente de A\ C e B\ C

entdo, m =nehy € g1C e h; € Cg;C para todos os outros 1.
3. sen > 1entdo, w & AU B.

4. qualquer produto g1gs . . . gn, onde n > 1 e g; vem alternadamente de A\ C' e B\ C ndo pode

estar em C.
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Demonstracao: O item (1) ja foi provado anteriormente no Teorema da Forma Normal. Mostramos
também que se w € expresso como em (1) entdo, sua forma normal é ujus . .. u,c onde u; € ¢1C e
u; € Cg;C para todos os outros ¢. Entdo (2) segue devido a unicidade da forma normal. O Teorema
da Forma Normal ainda nos diz que tal produto nao pode estar em C' e pode pertencer somente a
AUBsen=1. OJ

Proposicao 1.18. Sejam A e B subgrupos de um grupo G ¢ C' = AN B. Entdo, G = A *xc B
se, e somente se, todo elemento de G \ C pode ser escrito como um produto ¢,gs ... g, com g;

alternadamente de A\ C' e B\ C e nenhum deste produto é igual a 1.

Demonstracao: Uma das inclusdes vem da propriedade de produto livre amalgamado.

Agora seja G com esta propriedade. As inclusdes de A e B em G nos dd um homomorfismo de

A x¢ B em G que € injetora e sobrejetora pelas condigdes dadas. Logo G = A x¢ B. U



Capitulo 2

Topologia Algébrica

Neste capitulo apresentaremos alguns fatos bésicos da topologia algébrica como o grupo funda-
mental e espacos de recobrimento. Iniciaremos dando as definicdes bésica de topologia como ho-
motopia entre aplicagdes continuas gerais e depois restringiremos a caminhos fechados para definir

grupo fundamental.

Alguns dos teoremas que trataremos aqui serdo de grande importincia no desenvolvimento do
capitulo 3, como por exemplo o teorema de Seifert-Van Kampen ou o teorema que nos daré a carac-

terizacdo do grupo fundamental do Complexo de Cayley I'.

2.1 Grupo fundamental

Neste capitulo, X, Y e Z sao espagos topoldgicos e [ estard significando o intervalo compacto
[0, 1].

Definicao 2.1. Duas aplicagdes continuas f,g : X —— Y s@o homotdpicas quando existe uma
aplicagdo continua
H:XxI—Y

tal que H(x,0) = f(x)e H(x,1) = g(x) paratodo xz € X. A aplicagdo H chama-se uma homotopia

entre f e g e denotaremos neste caso por H : f ~ g ou simplesmente [ ~ g.

Definicao 2.2. Uma aplicacdo continua f : X — Y chama-se equivaléncia homotdpica quando
existe g : ¥ — X continua tal que go f ~ idx e f o g ~ idy. Diz-se entdo, que g € um inverso

homotopico de f e que os espagos topoldgicos X e Y tem o mesmo tipo de homotopia.

Definicao 2.3. X ¢ contrdtil quando tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto.

17
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Citaremos agora algumas propriedades basicas de homotopias, mas sem provar pois esse nao € o

nosso objetivo principal. Temos que:

1. A relacdo de homotopia f ~ ¢ é uma relacdo de equivaléncia no conjunto das aplicacdes

continuas de X em Y.

2. Sejam f,f' : X — Y egqg,g : Y — Z aplicagdes continuas. Se f ~ f' e g ~ ¢ entdo,
gof~golf.

3. X € contritil se, e somente se, a aplicagdo identidade id : X — X € homotdpica a uma
aplicagdo constante X — X, isto €, uma aplicacdo com imagem num ponto.

4. Um espaco contratil X é conexo por caminhos.

5. Se X ou Y é contrétil entdo, toda aplicacdo continua f : X — Y € homotdpica a uma

constante.

A prova pode ser encontrada no capitulo 1 em [8] ou em qualquer livro de topologia.

Vejamos agora um caso particular de homotopia, a homotopia de caminhos fechados baseados

num ponto zy € X.

Definicao 2.4. Dizemos que uma aplicacio continua o : I — X é um caminho. Dizemos que « é
um caminho fechado baseado no ponto xo € X se a(0) = a(1) = x,. Dizemos também caminho
fechado com ponto bdsico xq ou caminho fechado com ponto base x para caminho fechado baseado

no ponto xg.

Definicao 2.5. Sejam a,b,c € X, a: [ — X caminhoentre ae b,e 5 : I — X caminho entre b e

c. Definimos o caminho « * 3 entre a e c por:

(ax B)(t) = o(21)

o
(VAN
~
(VAN
N | —

t

IN
IN
—

N | —

(ax B)(t) = 6(2t — 1)

Definicio 2.6. Os caminhos fechados o, 3 : I — X baseados no ponto zy € X (ou seja, a(0) =
a(l) = zg e B(0) = B(1) = xo) sdo homotdpicos com extremos fixos quando existe uma aplicacdo
continua H : I x I — X tais que H(s,0) = «(s), H(s,1) = ((s), H(0,t) = H(1,t) = x( para
quaisquer s,t € [. Como temos que a homotopia ¢ uma relacdo de equivaléncia, denotemos por

I1; (X, o) o conjunto das classes de equivaléncia no conjunto dos caminhos fechados em X baseadas
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no ponto xy. O conjunto IT; (X, zo) munido com a operagdo [a] * [3] = [« * (] é um grupo chamado

1

de grupo fundamental de X com ponto base x(, onde o elemento inverso de [a] é [a]™" = [a], com

alt) = a(l —t).

Exemplo 2.1. O grupo fundamental da esfera S' baseado no ponto zy € isomorfo ao grupo dos

[aY)

nuimeros inteiros Z, isto é, I1; (S, zq) = Z.

Proposicao 2.1. Cada classe de homotopia v de caminhos que ligam xq a x1 induz um isomorfismo

v (X, 21) — (X, 20), dado por (o) = yay™!, a € T[1(X, 1)

Demonstracdo: Seja v uma classe de homotopia de caminhos que ligam zy a z1. Se « € I1; (X, z1)
entdo yay~' € TI;(X,zg). Além disso y(af)y™' = (yay 1) (y8y7"). Logo,y(a) definido por

1

yay~1, € um homomorfismo. Como a — v~ !a-y é um inverso bilateral para 7, concluimos que 7 é

um isomorfismo. O

Corolario 2.1. Se X é conexo por caminhos entdo, para quaisquer pontos bdsicos xo,r1 € X, os
grupos fundamentais 11, (X, xo) e 111 (X, x1) sdo isomorfos. Neste caso, denotamos o grupo funda-
mental de X por I1;(X).

Uma aplicagdo continua h : X — Y induz um homomorfismo hy : I1; (X, zo) — L (Y, yo),
Yo = h(x), definido por hy(a) = [h o f], onde o = [f].

Proposicao 2.2. Se dois espagos topologicos conexos por caminhos X e Y, tem o mesmo tipo de

homotopia entdo seus grupos fundamentais sdo isomorfos.

Demonstracao: Como X e Y tem o mesmo tipo de homotopia entdo, existem fungdes continuas
f: X —Yeg:Y — Xtaisquego f ~idxe fog = idy. Entdo, temos 0os homomorfismos
induzidos (g o f)x e (f o g)x. Usando que a induzida da identidade € a identidade e que a induzida
da composi¢do é a composi¢do das induzidas, facilmente provamos que id = (idx )z = (go f)y =
(9)4 0 (/) eid = (idy)s = (f 0 g)s = ()4 0 (9)4 e portanto, IT, (X) I, (Y). O

Corolario 2.2. O grupo fundamental de um espaco contrdtil possui um iinico elemento, o elemento

neutro.

Definicao 2.7. Um espaco topoldgico X € dito simplesmente conexo quando € conexo por caminhos

e tem-se I1; (X, z9) = {1} paraum z, € X (entdo para qualquer 2y € X).

Observamos que todo espago contrétil € simplesmente conexo.
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2.2 Espacos de Recobrimento

Definicao 2.8. Uma aplicacdo f : X — Y € dita localmente injetiva se todo ponto x € X possui

uma vizinhanga U tal que f|y € injetiva.

Definicao 2.9. Sejam f : X — Y e g : Z — Y aplicacdes continuas. Um levantamento de g

(relativamente a f) € uma aplicacdo continua g : 7 — X talque f o g = g.

Proposicao 2.3. Seja f : X — Y continua, localmente injetiva, definida num espaco de Hausdorff
X. Se Z é conexo e g : Z — Y ¢ continua entdo, dois levantamentos g,q : Z — X de g, que

coincidem num ponto zy € Z sdo iguais.

Demonstracdo: O conjunto A = {z € Z;§(z) = ¢(z)} ndo é vazio pois z; € A. Como X é um
espago de Hausdorff, A é fechado em Z. Para concluir que § = ¢, basta entdo provar que A é aberto
em Z. Seja entdo, a € A. Existe uma vizinhanga V de g(a) = g(a) tal que f|y é injetiva. Pela
continuidade de g e g, existe uma vizinhang¢a U de a com g(U) C V e g(U) C V. Entdo, para todo
z € Utemos f§(z) = g(z) = fg(z) e, pela injetividade de f em V', §(z) = g(z). LogoU C A. O

Definicdo 2.10. Uma aplicacio p : X — X chama-se uma aplicacdo de recobrimento quando cada

ponto z € X pertence a um aberto V' C X tal que p~1(V) = U U, €é uma reunido de abertos U,,

(63
dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p homeomorficamente sobre 1. Cada aberto V'
desse tipo chama-se uma vizinhanga distinguida. O espacgo X chama-se um espago de recobrimento

de X e, paracada xz € X, o conjunto p_l(x) chama-se a fibra sobre . As vezes, X chama-se a base.

Exemplo 2.2. A aplicagdo p: R — R/Z = S' p(t) = (cost, sen t) é recobrimento.

Quando p : X — X é um recobrimento, a condi¢do de que X seja Hausdorff pode ser omitida

da Proposicdo 2.3. Entdo, temos:

Proposicao 2.4. Sejam p : X — X uma aplicacdo de recobrimento e Z um espaco conexo. Se
G.9: Z — X sdo tais que po § = po § = g, entdo ou §(z) # §(z) para todo z € Z ou entdo,
=3q.

Ny

Demonstracao: Como p € localmente injetiva, usamos a demonstracdo da Proposi¢do 2.3 para con-
cluir que o conjunto A = {z € Z;§(z) = g(z)} é aberto. Para mostrar que A é fechado, sem usar

que X é um espaco de Hausdorff, seja z € Z tal que §(z) # §(z). Estes pontos se aplicam por p no



CAPITULO 2. TOPOLOGIA ALGEBRICA 21

mesmo ponto g(z) € X. Seja V uma vizinhanga distinguida de g(z). Entdo, p~ (V) = U U,, reu-

nido disjunta de abertos que se aplicam homeomorficamente por p sobre V. Existem porta%to a# 0
tais que §(z) € U, e §(z) € Ug. Tomando uma vizinhanga aberta W > z em Z tal que g(W) C U, e
g(W) C Ug vemos que g(w) # g(w) paratodow € W. Logo W C Z\ Aeassim Z \ A é aberto e
A ¢é fechado. O

Dada uma aplicacdo de recobrimento p : X — X, sejam & € X e z = p(Z). Usaremos a
notagio H (%) para representar a imagem do homomorfismo py : I1;(X, &) — TI;(X, x), induzido

pela projecdo de recobrimento p.

Se X ¢ simplesmente conexo entdo, H (i) = {1} paratodo & € X.

Teorema 2.5. Sejam p : X — X um recobrimento, a,b : I — X caminhos que come¢cam no
mesmo ponto x e terminam no mesmo ponto y, e a,b : I — X seus levantamentos a partir de um
ponto & € X, isto é, a(0) = & = b(0). A fim de que a(1) = b(1), é necessdrio e suficiente que
lab™1] € H(%).

Demonstrag¢io: Supondo que [ab!] € H(Z), o levantamento ¢ do caminho ab™! a partir do ponto 7 é
fechado. Os caminhos @, b : I — X, definidos por a(s) = &(s/2) e b(s) = &(1 — 5/2), comegam no
ponto Z, terminam no mesmo ponto ¢(1/2) e sdo levantamentos de a e b respectivamente. A reciproca

€ clara. O

Corolario 2.3. Seja p : X — X um recobrimento, com X conexo por caminhos. Fixado um ponto

xo € X, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. Para algum &y € p~*(xq), 0 subgrupo H (%) C 11, (X, zo) é normal;
2. Os subgrupos H(z) C 11,(X, z0), quando T percorre p~'(x), sd@o normais e iguais entre si;

3. Dado um caminho fechado a : [ — X, com ponto bdsico x, ou todos os levantamentos de a

a partir dos pontos T € p~'(xy) sdo fechados ou nenhum é.

Demonstracdo: Tendo em vista o teorema acima, a condigdo (3) equivale a dizer que [a] € H(Zo)
se, e somente se, [a] € H(Z) paratodo Z € p~'(z,). Mas isto significa dizer que os grupos H () sdo
todos iguais, quando 7 varia na fibra p~!(z,). Mas esses grupos constituem uma classe de conjugagio,

logo sdo iguais se, e somente se, um deles € normal, e portanto todos sao. 0

Definicao 2.11. Quando X € conexo por caminhos e uma das condicdes do coroldrio acima € satis-

feita, dizemos que p : X — X é um recobrimento regular.
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2.2.1 Acoes Propriamente Descontinuas de Grupos

Sabemos que o conjunto dos homeomorfismos de um espaco topoldgico X é um grupo em relagao

a operacdo composi¢do. Um subgrupo G desse grupo chama-se grupo de homeomorfismos de X.

A Oorbita de um ponto z € X relativamente a um grupo de homeomorfismos G é o conjunto
G-x={g(z)|g € G}. Arelagdo "existe g € G tal que g(z) = y"é uma rela¢do de equivaléncia entre
pontos x,y € X. A classe de equivaléncia de um ponto x € X segundo essa relacdo € a sua 6rbita

G - z. Por simplicidade de notac@o indicaremos g(x) apenas por gz.

Definicao 2.12. Um grupo G de homeomorfismos de X diz-se propriamente descontinuo quando
todo ponto = € X possui uma vizinhanga V' tal que, para todo g € G diferente da identidade, tem-se
g -V NV = (). Equivalentemente: se ¢ # h em G entdo, g - V N h -V = (). Diremos que V' é uma

vizinhanca conveniente de x.

Se GG é um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos de um espago X entdo, para todo
g # idyx em G e todo x € X tem-se gr # x, ou seja, a menos da identidade, os homeomorfismos

pertencentes a G ndao possuem pontos fixos. Diz-se também que G opera livremente em X .

Dado um grupo G de homeomorfismos de X, indicamos por X /G o espago quociente de X pela
relacdo de equivaléncia cujas classes s@o as Orbitas G-z, € X. A projecdo canbnicap : X — X/G
associa a cada ponto x € X sua 6rbita p(z) = G - . A topologia de X/G tem como abertos os
conjuntos A C X/G tais que p~'(A) é aberto em X. Assim, os abertos de X/G tem a forma p(U)
onde U C X € um aberto que € unido de orbitas.

A aplicagio p : X — X/G ¢é aberta pois se V' C X € aberto entdo p!(p(V)) = U g-Veé

geG
aberto em X.

Teorema 2.6. Seja G um grupo de homeomorfismos operando livremente no espaco X. Se G é
propriamente descontinuo entdo, a proje¢do canédnica p : X — X /G é uma aplica¢do de recobri-

mento.

Demonstracdo: Sejam y = p(x) um ponto arbitrario de X/G e U > x uma vizinhanga conveniente.
Como p é uma aplicagdo aberta, V = p(U) é uma vizinhanga aberta de y. Temos que p~ (V) =

U g - U é reunido de abertos, dois a dois disjuntos (pois U € conveniente), restrita a cada um dos
geG
quais a aplicagdo continua aberta p € injetiva, logo ¢ um homeomorfismo sobre p(g-U) = p(U) = V.

Logo p € recobrimento. 0
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Quando G é um grupo de homeomorfismos que age propriamente descontinuo sobre o espago
topoldgico X, conexo por caminhos, a aplicagdo quociente p : X — X /G é um recobrimento

regular.

Teorema 2.7. Sejap : X — X um recobrimento, onde o espaco X é conexo por caminhos. Sejam Z
um espaco conexo e localmente conexo por caminhos (logo conexo por caminhos) e
I (Z,2) — (X,x0) uma aplicagdo continua. Dado 7o € p~'(x¢), a fim de que [ possua um

levantamento f - (Z, z)) — (X, &), € necessdrio e suficiente que f4(I1,(Z, 2)) C H(Zo).

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada na pagina 153 no livro [8].

Corolario 2.4. Sejam X conexo por caminhos e Z simplesmente conexo. Toda aplicagcdo
[ (Z,2) — (X,x0) admite um levantamento f : (Z,%)) — (X,%), onde &y € p~(xo) é

escolhido arbitrariamente.

Por este corolério, podemos ver que todo caminho pode ser levantado.

2.2.2 Homomorfismo entre Recobrimentos

Sejam p; : Xl — Xepsy: )~(2 — X dois recobrimentos com a mesma base X. Um homomor-
fismo entre eles € uma aplicacio continua f : X, — X, tal que py o f = p1, 0 que torna comutativo

o diagrama abaixo:

X, ! X,
p2
p1
X

Diz-se que f : X; — X5 € um isomorfismo quando f é um homeomorfismo tal que ps o f = p;.
Entdo f~!: Xy, — X, também é um isomorfismo. Neste caso, os recobrimentos p; € p, dizem-se

isomorfos.

Um endomorfismo de um recobrimento ¢ um homomorfismo do recobrimento em si mesmo.
Quando o endomorfismo f for um homeomorfismo de X sobre si mesmo, dizemos que f é um
automorfismo. O conjunto G(X|X) dos automorfismos de recobrimento p : X — X constitui um

grupo relativamente a composicao de aplicacoes.

O grupo dos automorfismo do recobrimento p : X — X/G é exatamente o grupo G. Com

efeito, se ¢ € G entdo para todo x € X, vale p(gz) = G-gxr = G-z = p(x),logopog =pe
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daf g € G(X|X/G). Reciprocamente, dado um automorfismo f : X — X, fixemos zy € X e seja
x1 = f(xo). Entdo z; pertence a mesma fibra que ¢, logo existe g € G com gry = x;. Portanto f e

g sdo levantamentos de p que coincidem no ponto xy. Como X € conexo, temos f = g, donde f € G.

Teorema 2.8. Sejam p; : X1 — X e py : Xo — X recobrimentos com a mesma base X. Se X, é
conexo e localmente conexo por caminhos, todo homomorfismo [ : X1 — Xy é um recobrimento.

Em particular, f é sobrejetivo.

A demonstracdo pode ser encontrada no Capitulo 5, Proposicao 7 no livro [8].

No préximo teorema, temos 0s recobrimentos p; : X’i — X, 1 = 1,2. Dados os pontos
7; € X, com pi(Z;) = w0, indicaremos com H;(Z;) os subgrupos de I, (X, z() que sdo imagens

dos homomorfismos induzidos (p;)4 : Hl(f(i,féi) — I (X, 20),i =1, 2.

Teorema 2.9. Sejam X, e X, conexos e localmente conexos por caminhos. A fim de que exista um

homomorfismo f : X, — X, com f(&1) = &y € necessdrio e suficiente que Hi(Z1) C Hy(Z5).

Demonstracao: Segue-se do Teorema 2.7, pois um homomorfismo f é um levantamento de p; rela-

tivamente ao recobrimento po. 0

Corolario 2.5. Seja p : X — X wum recobrimento, cujo dominio X é simplesmente conexo e
localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento q : Y — X com Y conexo, existe um

recobrimento f : X — Y tal que go f = p

Corolario 2.6. Nas hipéteses do Teorema 2.9, 0 homomorfismo f : X1 — X, com | (T1) =29 &

um isomorfismo se, e somente se, H (1) = Hy(Z5).

Por enquanto vamos supor p : X — X recobrimento e até o fim desta secdo iremos supor
X conexo e localmente conexo por caminhos. Sejam Zg, #; € p~!(xp). Como vimos, existe um
endomorfismo f : X — X tal que f (&) = &, se, e somente se, H (%) C H (). Sabemos também
que H(7) = a ' H(%)a, onde o € TI; (X, x¢) € a classe de homotopia de a = poa, onde o caminho
4 comeca em Z, e termina em Z;, no espaco X. Entdo dados dois pontos quaisquer i, i; € X
situados na mesma fibra p~'(z), existe um automorfismo f : X — X tal que f(Z) = 71 se, e

somente se, H (Zo) = H (&) .

Se o recobrimento p : X — X é regular, segue-se entdo que, dados dois pontos quaisquer
To,T1 € X situados na mesma fibra p‘l(xo), existe um endomorfismo f : X — X tal que
f(z¢) = %;. Além disso, todo endomorfismo de um recobrimento regular é um automorfismo. Entao

o grupo G (X | X') dos automorfismos de um recobrimento regular atua transitivamente nas fibras.
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O normalizador do subgrupo K num grupo G é o conjunto N (K') formado pelos elementos g € G
tais que g ' K g = K. O normalizador N (K) é o maior subgrupo de G que contém K como subgrupo

normal. K é um subgrupo normal do grupo G se, e somente se, N(K) = G.

Ainda temos que o grupo fundamental IT; (X, z) opera transitivamente a direita na fibra p~!(z,)
e a atuagdo de a € II;(X, zg) sobre & € p~'(xg) € representado por 7 - v € ¥ - a = a(1) onde
a: I — X é o levantamento, a partir de #, de um caminho a : I — X tal que a@ = [a)].

Em termo destas nogdes, a existéncia de um endomorfismo f : X — X com f(Zo) = &1, onde
T1 = Ty - , equivalente 2 afirmagdo de que H (7o) C a ' H(Z)a. Além disso, f é um automorfismo
se, e somente se, H (7o) = a ' H(Zg)a, ou seja, se, e somente se, « € N(H (p)).

Em particular, para cada o € N(H (%)), existe um tnico automorfismo f : X — X tal que
f(;%(]) = L%Q - Q.

Com estes dados temos:

Lema 2.10. Seja f : X — X um endomorfismo do recobrimento p - X — X. Para quaisquer
ieXeaclly(X,p(&), vale f(i-a) = f(i)-

Demonstracdo: Sejam o = [a] e @ um levantamento de a comegando no ponto z. Entdo 7 -« = a(1),

donde f(Z - o) = f(a(1)). Por outro lado, f o a € um levantamento de a que comega no ponto f(7).

Logo /(#) - a = (f o a)(1) = f(a(1)) = f(z - a). 0

Teorema 2.11. Seja p : X — X um recobrimento com X conexo e localmente conexo por ca-
minhos. Para cada &y € X, existe um isomorfismo de grupos G(X|X) = N(H %))/ H (%), onde
N(H(%g)) € o normalizador do subgrupo H(Zo) em 111 (X, xq), xo = p(Zo)-

Demonstracio: Definimos uma aplicacdo ¢ : N(H (%)) — G(X|X) do seguinte modo: para cada
o € N(H (%)), p(a) = fonde f : X — X é o automorfismo tal que f(Zo) = 7 - . Se p(a) = f

e p(B) = g, temos Ty - o« = f(Zg) € T - B = g(Zp). Pelo lema acima,
(f 0 9)(Zo) = f(g(Z0)) = f(Zo - B) = [(Zo) - B =0 af.

Portanto f o g = ¢(af) e ¢ € um homomorfismo de grupos. Tem-se p(«) = idg, ou seja
To-a = Iy, se, e somente se, « € H(Zy). Assim, H(Zy) é o nicleo de . Afirmamos que ¢ é
sobrejetivo. Com efeito, dado f € G(X|X), seja f(Z) = ;. Como II;(X,zy) opera transitiva-

mente em p~!(xg), existe a € II;(X,xg) tal que T; = T - a. Sendo f um automorfismo, temos
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a € N(H(Zg)). Como f(Zg) = T - o, segue-se que f = ¢(«). O teorema do Isomorfismo para gru-
pos nos fornece, por passagem ao quociente, um isomorfismo 3 : N (H (io))/H (%) — G(X|X).
U

Corolario 2.7. Se X ¢é conexo e localmente conexo por caminhos e o recobrimento é regular, tem-se
um isomorfismo G(X|X) 2 I, (X, o)/ H (%) para cada &y € p~'(z).

Corolario 2.8. Se X ¢ simplesmente conexo entdo o grupo GG (f( | X) € isomorfo ao grupo fundamental
Hl <X7 ZL‘())-

2.3 Teorema de Seifert-Van Kampen

Assuma que U e V' s@o subconjutos abertos, conexos por caminhos de X taisque X = U UV e
U NV € ndo vazio e conexo por caminhos. Escolhemos um ponto bésico o € U N V para todo o

grupo fundamental que iremos considerar nesta se¢ao.

Sabemos que dados 71, 75 € i3 aplicacdes de inclusdo de U, V e UNV em X respectivamente, temos
1, Y9 € 13 homomorfismos de 11, (U), 111 (V') e I1; (U N'V') em II; (X)) respectivamente. Denotamos
por 1, o 0s homomorfismos de I1; (U N'V') em I1; (U) e I1; (V') induzidos pelas inclusdes de U NV

em U e V. Enunciemos entao:

Teorema 2.12. (Seifert-Van Kampen)Seja H um grupo qualquer, py, ps e ps homomorfismos tais

que tornam o seguinte diagrama comutativo

IL(U)
N
IL,(UNV) r H
x P2
1L (V)
Entdo, existe um tinico homomorfismo o : 111(X) — H tal que os trés diagramas abaixo sdo
comutativos:
11, (X) 11, (X) 11, (X)
> >
Hl(U) g Hl(V g Hl(UﬂV) g

)%
U e
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Observacdo 2.1. O Teorema de Seifert-Van Kampen é equivalente a dizer que 11, (X)) é "push-out"de
Hl(U N V), Hl(U), Hl(V), Y1 € Po.

Este teorema € um caso particular do teorema que iremos enunciar logo em seguida, mas antes

faremos algumas consideracdes para as hipdteses do teorema:

1. X € um espaco topoldgico conexo por caminhos e g € X.

2. {U, : A € A} é uma cobertura de X por conjuntos abertos, conexo por caminhos tal que para
todo A\ € A, xyp € U,.

3. Para quaisquer dois indices A1, Ay € A existe um indice A € A tal que Uy, N Uy, = U,.

Iremos considerar o ponto zy como o ponto basico dos grupos fundamentais dos conjuntos citados

acima, mas para abreviar, iremos omitir o ponto basico da nota¢do do grupo fundamental.

Se U, C U, entdo a aplicagdo ¢, : II;(U,) — II,(U,) estard denotando o homomorfismo in-
duzido pela aplicacdo de inclusdo. Semelhantemente, para qualquer indice A, ¢, : 11 (Uy) — I1;(X)

€ induzido pela inclusdo de Uy — X. Se U, C U, o seguinte diagrama € comutativo:

Teorema 2.13. Sobre as hipdteses acima citadas, o grupo fundamental 11,(X) satisfaz a seguinte
propriedade universal: Sejam H um grupo qualquer e py : 11,(Uy) — H sendo qualquer colegdo

de homomorfismos definidos para todo \ € A tal que se Uy C U, o seguinte diagrama é comutativo:

Uy)
e
Y

Uy)

I, (
PAp H
I, (
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Entdo, existe um vnico homomorfismo o : I1(X) — H tal que para \ € A\ o seguinte diagrama é

comutativo.

H1(UA) g

Diagrama 1
Mais ainda, esta propriedade univesal, caracteriza 11,(X) a menos de isomorfismo.

A demonstra¢do dos seguintes Lemas pode ser encontrada em [9], Lema 2.3 e Lema 2.4. A

demonstra¢@o do primeiro lema € facil e do segundo € longa e técnica.
Lema 2.14. O grupo 11,(X) é gerado pela unido de imagens ,(11,(Uy)), A € A.

Lema 2.15. Sejam 3; € I1,(Uy,),i = 1,...,q tais que V5, (51) - ¥x,(B2) - . .. - ¥x,(By) = 1. Entdo, o
produto px,(61) - pr,(B2) - .. pa,(Bg) = 1.

Demonstracdo do Teorema 2.13: Sejam H um grupo qualquer e py : II;(U,) — H, A € A, um
conjunto de homomorfismos satisfazendo as hipdteses do teorema. Iremos mostrar a existéncia de um
tinico homomorfismo o : I1; (X)) — H tal que torna o diagrama 1 do teorema 2.13 comutativo para

qualquer A € A.

Pelo lema 2.14, é claro que um homomorfismo o, se existe, deve ser tnico. Seja a € II;(X).

Entdo pelo lema 2.14, temos

a =1y (o) Ua, () .-y, (o) (2.1
onde o; € I1;(Uy,), i = 1,2,. .., n. Portanto, se 0 homomorfismo o existe, devemos ter que
o(a) = px (1) - pry(az) - ... pa, (). (2.2)

Tomaremos a equagdo 2.2 como definicdo de o e para justificar esta defini¢do, deveremos mostrar
que o independe da escolha da representacdo de o na forma 2.1. Mas o Lema 2.15 nos da essa

independéncia. E entdo, o ¢ homomorfismo e a comutatividade desejada é assegurada. U



Capitulo 3

O Invariante de Bieri-Strebel e Modulo
Manso

Neste capitulo introduziremos conceitos novos como o Invariante de Bieri-Strebel e Mdédulo
Manso que aparecem em um dos resultados do Teorema Principal. Também aparece aqui o com-

plexo de Cayley I que é de grande importancia nos resultados deste trabalho.

No desenvolver deste capitulo, resgataremos vdrios teoremas e conceitos que foram discutidos
em capitulos anteriores, mas a principio, daremos uma breve apresentacdao dos grupos do tipo FP,,
e suas propriedades, pois este tipo de grupo faz parte da versdo generalizada que o nosso Teorema
Principal possui. Esta versdo trabalha com grupos do tipo FP, enquanto nds abordaremos sobre

grupos Finitamente Apresentaveis.

Z estara denotando o conjunto dos nimeros inteiros.

3.1 Propriedade FPm

Defini¢cao 3.1. Um grupo G € dito do tipo FPP,, sobre Z se existe uma resolu¢do projetiva do
ZG-mddulo trivial Z

o F—... = F—>F,—>F —-Fy—>Z—0

tal que cada IF; é finitamente gerado, VO < i < m.

Observacao 3.1. Seja R um anel. Um R-modulo é projetivo se, e somente se, é somando de R-mddulo

livre.

29
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Lema 3.1. Um grupo G tem tipo FP,, sobre 7Z se, e somente se, existe resolucdo livre do Z.G-mddulo
trivial 7.

—>FZ—>—>F3—>]F2—>F1—>FO—>Z—>O

tal que cada F; é finitamente gerado, V0 < 1 < m.

Lembrando que cada mddulo livre € médulo projetivo, podemos observar que uma das implica-

¢oes do lema € imediato. Mas a demonstracao do lema pode ser encontrada no Capitulo 8, Proposicao
4.3 em [5].

Lema 3.2. Cada grupo G tem tipo FP,,.

Demonstragao: Basta tomar o seguinte epimorfismo de ZG-mddulo:

€ : ZG — 7, que € definido da seguinte maneira

5<Zzg.g> v,

ZQQEGGZ zg €L

Esta aplicacdo é chamada de augmentacao. U
Lema 3.3. G ¢ finitamente gerado <= G tem tipo FP, sobre 7.

Lema 3.4. G ¢ finitamente apresentdvel =—> G tem tipo FPs.

A demontracdo destes dois ultimos lemas pode ser encontrada na Proposi¢do 2.1 em [2] e no
Capitulo 2, Proposicdo 5.4 em [5]. De fato, se G € finitamente apresentdvel existem uma apresentacio
finita (X'|R) de G e um epimorfismo de grupos ¢: F'(X) — G com niicleo K sendo o fecho normal
de R em F(X). Nio é dificil demonstrar que G tem tipo FP, se, somente se K = K/[K, K] é
finitamente gerado como Z[F (X )]-médulo via conjugagio. Ao mesmo tempo, a imagem de R em K
gera K como Z[F(X)]-médulo. Isso mostra que a propriedade ser finitamente apresentdvel implica
tipo FP,.

Agora iremos somente enunciar o Teorema geral que motivou este estudo, mas iremos definir so-

mente mais tarde Modulo Manso, pois ainda necessitamos de alguns conceitos novos para tal médulo.

G
Teorema 3.5. Seja G um grupo do tipo FPy sobre 7, N << G um subgrupo normal de G com () = N

é um 7.Q)-modulo manso via

N
abeliano. Entdo, ou N contém subgrupo livre ndo ciclico ou N, N]
conjugagdo. 7
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Observacao 3.2. Cada subgrupo caracteristico é normal. Se M é um grupo e N < M um subgrupo,
entdo [N, N| é subgrupo caracteristico de N. Portanto, temos que [N, N| é subgrupo normal de N e
se N <A M entdo [N, N| é normal em M. Observamos que G age sobre N a esquerda via conjugacao,
isto é, g xn = gng~' e isso induz uma acdo de G/[N,N] sobre N/[N,N]. Como N/[N,N] é
abeliano e age trivialmente sobre si mesmo, entdo a agdo de G /[N, N| sobre N/[N, N| induz uma

G/IN,N G
/LN, N isto é, N/[N, N| é ZQ-médulo a esquerda. Como

N

jode ———5 = — = bre ———,
agdo de N/[N, ] N Q sobre N, N]
Q ¢ finitamente apresentdvel (pois é grupo abeliano finitamente gerado e GG é finitamente gerado) o
Teorema 1.10 implica que N € o fecho normal em G de um conjunto finito. Portanto N/[N, N| é um

Z.Q)-modulo finitamente gerado via acdo de () induzida pela conjugacdo.

3.2 Complexo de Cayley

Definicao 3.2. Seja X um espaco de Hausdorff. Entao X é um C'W-complexo se as seguintes condi-

coes sdo asseguradas:

1. X ¢é unido disjunta de células e, toda célula e é homeomorfa a algum espago euclideano R/,

onde |e| é chamado de dimensdo de e.

2. o n-ésimo esqueleto de uma C'W-decomposi¢do € X" = Uy, <,e. Além disso para toda c€lula
e de dimensdo n existe uma aplicagdo continua ¢, : (B", S"1) — (X" 1 Ue, X"1) tal que

a restri¢do de ¢, : B"\S"! — ¢ é um homeomorfismo.
3. O fecho é de toda célula e esta contido numa uniao finita de células.

4. Um subconjunto A C X é fechado em X se, somente se A N e é fechado em é para toda célula

e da CW-decomposicdo de X.

Durante esta sec¢do, estaremos usando G como grupo finitamente apresentavel, X um subconjunto
finito de G, F'(X) o grupo livre com base X e R um subconjunto finito de F'(X).
- o~ FX)
(X, R) uma apresentagio do grupo G; G = RF@)
Faremos agora a constru¢do do Complexo de Cayley I em relac@o a apresentacdo (X, R).

I' ¢ um C'W-complexo de dimensdo 2, constituido pelos vértices, arestas e células que sdo cons-

truidos do seguinte modo:

Para o conjunto dos vértices tomamos o conjunto G e denotamos por V' (I').
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V(I") é um conjunto discreto.

Para as arestas tomamos o produto cartesiano G x X que denotamos por F/(I).

Sejae = (g,2) e G xX=E(I)
Definimos:
o(e) = g como o comego da aresta e e

7(e) = g.m(z) como o fim da aresta e, onde a aplicagdo 7 € a seguinte proje¢do candnica:
FX)
(RFCO)”

Ambos, o(e) = g e 7(e) = g.m(x) sdo vértices.

m: FX)—G=

e=(g,%)

g=o(e). gm(x) = 7(e)
Ainda considerando as arestas, é conveniente definirmos as arestas G x X!,
(g,271) € G x X! ¢ aaresta inversa de (g.m(z7!),z) € G x X.

(gm(z="))

Na realizacdo geométrica do complexo, a aresta e a inversa sdo representadas com um unico

intervalo unitario.

Exemplo 3.1. Seja G = Z = (X) com X = {x}, onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros.

Temos que V(I') = Ze E(I') = Z x {z}.

(3x")
—

—>
(2X)

Exemplo 3.2. Seja G = Z @& Z. Temos que V(I') = G = Z ® Z C R?; seja X = {z,y}, onde
r=(1,0)ey=(0,1) e Z® Z.

Sejam v; = (21, 22),v2 = (21 + 1,22),v3 = (21,20 + 1) € Z D Z, entdo, e; = (v1,x) € E(I') e

es = (v1,y) € E(I'). Graficamente:
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V3.
V1. Tl> .Ug

V(') e E(') formam o grafo de T e G age sobre o grafo via multiplicagdo * a esquerda.

Vejamos como G estd atuando pela multiplicagdo a esquerda em E(I):

Seja (g,z°) € E(I'), e = £1 e definimos ¢; * (g,2°) = (g19,2°) € E(I'), 9,91 € G.

Como o produto em G € associativo, temos que (g192) * (g, %) = g1 * (g2 * (g, x%)).

Vejamos também como G age sobre V' (I') via multiplicag@o a esquerda:
9,91 € G =V(I),e = +1 e definimos g, * g = g1 9.

Com esta definicao, temos que

o(g1%(g,2%)) = g1 % 0((g,2%)) e (g1 * (9,2%)) = g1 * 7((9g,2)).

Defini¢do 3.3. Um caminho no grafo V(I') U E(T) é uma sequéncia ejeses...ep, k > 1 e
V1<i<k—1, 7(e;) = o(eis1), e; € G x XEL,

Se k = 0, o caminho ejeses . . . e € um ponto.

Observacao 3.3. Daqui para frente, quando falarmos em caminhos, estaremos nos referindo a cami-
nhos no grafo V(I') U E(T') definido acima.

Defini¢do 3.4. Um caminho ejeqzes . . . ey, e; € E(T") é dito fechado se T(ey,) = o(eq).
Definicao 3.5. Sejam ¢; = (g;, x}") € E(f‘) eec = =+1, xz; € X. O rétulo de um caminho ejeses . . . e,

(ndo necessariamente fechado) é z{'x5?25’ ... x3* e € uma palavra sobre o alfabeto X U X~ O

conjunto de todas as palavras sobre M U M ~! € denotado por M (X U X~ 1). O grupo livre F'(X) por
MXuX)

~J

construgao é , onde ~ € a classe de equivaléncia definida no capitulo 1.

Definicao 3.6. Dizemos que um caminho ejeses . . . ex é reduzido se ndo existe 7 tal que e; 11 = &,
onde € = (g,2°) = (g - w(z°),27°),g € V(I'), e = £1.
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Observacao 3.4. O caminho é reduzido < o rotulo do caminho é palavra reduzida. Nesse caso

podemos identificar o rétulo com um elemento do grupo livre F(X).

Lema 3.6. Um caminho ¢é fechado se, e somente se a imagem do seu rotulo via

~ FX) )
m FX) - G= TRFO pertence ao niicleo de m, Ker(m).

Demonstracao: Seja ejeses . . . e, um caminho fechado com ponto base em g € . Neste caso temos:
€1 = (97 xil)
es = (gm(21'), 23°)

e3 = (gm(ai')m(25?), 25°)

er = (gm(ai)m(23?)m(as?) . m(z)), 23)
Como 7 é homomorfismo temos que 7(ey,) = gm (2] )m(23?)m(25?) ... w(x, ) w(2fF) = gm(af 252

€3 €k—1 ,.€k
xS x k)

Ainda temos que:

eresey . .. e, € um caminho fechado & g = o(e)) = 7(e) = gm(a]'a5?2y ... xf adk) &
lg = m(z]a5?ay .. af adk) & aftad?ad® . a2tk € Ker(w), onde xi'a3%a3 ... x) a7 é a
imagem do rétulo do caminho ejezes . . . e em F(X).

O que conclui a nossa demonstragao. U

Agora para completar o Complexo de Cayley I nos falta definir as células de dimensdo 2 . Para
o conjunto das células, tomamos G x R que denotamos por C(T'). Dado r € R C F(X), temos
r =252 . .. x5k que é uma palavra reduzida, z; € XUX ™!, &; = +1. Sejac = (g,7) € C(T'). O
bordo de ¢ denotado por dc € um caminho fechado no grafo com fim e comego no vértice g e rétulo r

como palavra.

Observacao 3.5. R C Ker(n) entdo, a imagem do rétulo do caminho eieses . . . e, em F(X) estd em

Ker(m) e portanto pelo Lema 3.6 temos que o caminho ejeses . . . ey, é fechado.

O complexo de Cayley T' pode ser identificado pela tripla (V/(T'), E(I'),C(I)). A realizagdo

geométrica de I é dada pela topologia de CW-complexo.

Exemplo 3.3. Sejam G = Z® Z = Z*> C R%,, X = {z,y}, onde z = (1,0) e y = (0,1).

VD) =G =(X|R)e ET) =G x X
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Queremos que G seja abeliano entdo, devemos ter R = {z 1y lzy}.
Sejac = (g,7) € C(T') =G x R.

Calculando dc=(g,z7) (g (z7 ),y ") (gr(z7y™1),2)(9n(z 'y 'x),y) e ¢ = D? onde D? € o

disco em R2.

Neste caso temos que o Complexo de Cayley TFéo espago R?.

Proposicao 3.7. O complexo de Cayley T ¢ conexo por caminhos.

Demonstracao: Seja (X, R) a apresentacdo do grupo G usada na defini¢o de T. Basta mostrar que

dados dois vértices de I" existe um caminho que os liga.
Sejam ¢, g5 € V(f) = G e * denota a acdio a esquerda de G sobre o grafo de I

Se existe um caminho w no grafo de I' com comego 1¢ e fim g; 'go = g entdo, g; * w serd um

caminho no grafo que liga g; e go. Mostraremos entao, que existe tal caminho w entre 1g e g.
F(X)
(RFCO)
uma palavra reduzida z{'z5*...2;F € F(X) tal que g = w(27'23*...27*). Como 7 é homomorfismo

Temos que a aplica¢do 7 : F(X) — = G € sobrejetora, entdo, dado g € G, existe

temos que g = w(z7' a3 ...a}F) = w(a()w(x5?)...w(23F) e dados o ponto inicial (no nosso caso 1) e

os rétulos, conseguimos o seguinte caminho:
(lg, 27" (Lg.m(27), 252)...(lg.m(2]).m(23?) ... (2} 7), o) = w

Este € o caminho que precisdvamos. Logo, existe g; * w, caminho entre g; e g» e portanto I'

é
conexo por caminhos. O

Proposicao 3.8. O grupo fundamental 11, (f) é trivial, isto é, o complexo de Cayley I é simplesmente

conexo.

Demonstracio: Seja To complexo de Cayley associado a apresentagdo (X, R) de G.
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Temos que os 3 itens abaixo sdo equivalentes:

1. IL(T) =1
2. cada caminho fechado em I" é homot6pico ao caminho trivial.

3. cada caminho fechado no grafo de ' ¢ homot6pico ao caminho trivial em T,

Iremos demonstrar o item 3 para obtermos o resultado desejado.

Seja w um caminho fechado e reduzido no grafo de T', com o(w) = 7(w) = ¢, g € G. Como o
rétulo de w é uma palavra reduzida em X U X~!, podemos identificar esse rétulo com um elemento
de F(X).

Como w é um caminho fechado, temos pelo Lema 3.6 que o rétulo de w pertence a Ker(r) =
< RF(X)>.

Denotemos (rétulo (w))= (r{l)fl(rgz)”...(r;j)gj em F(X) onde r; € R, f; € F(X),
g, = £1 V1 <1 < j e lembrando que rzf L= (f) i f E possivel que ocorra cancelamento em
(rftyer (rf2)e2 (r{ﬂ )%. Temos que w é homotdpico a concatenagdo de caminhos fechados w; basea-
fi

)

dos em g com rétulos (%)% como palavras sobre o alfabeto X U X1,

Analisemos rétulo(w;) = (rzf )¥i. Observamos que w; é caminho fechado em g e é homot6pico
a concatenacdo de caminhos w;, w;o € w;ll, onde w;; € caminho com comeco g e rétulo f{l, wio €

caminho fechado baseado no ponto final de w;; com rétulo r;.

Por hipétese w;s € contratil e portanto w; é homotdpico a um ponto. Logo w € homotdpico ao
caminho trivial em I'.

w;
D Op — > o
& (w,)" g7

O

Ja vimos que G age sobre o grafo de T via multiplicacdo a esquerda. Vejamos agora que G age
liviemente sobre I' via multiplicacdo 2 esquerda. Definamos g * (¢,7) := (¢19,7), 9,1 € G e
r € R. Um cdlculo ficil mostra que d(g1 * (g,7)) = g1 * (0(g,7)). Logo,se g € G, g # 1g,
e € V(T')UE(T) U C(D) entio, ge # e e ge € V(I') U E(I') U C(T), isto é, G age livremente sobre
I

r .
Agora, seja [’ = N onde N <1 G € um subgrupo normal de G. O complexo I' € o quociente de I"
via acdo do subgrupo V.
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Seja 0 a projecdo candnica de I em I'. A cada ponto em I, estd associado uma N- 6rbita em T,

que é um subconjunto fechado em T, isto &, N- 6rbita={g * v|g € N} e v um ponto fixo em I.

Temos os seguintes resultados (2 € mais forte que 1):

1. G age livremente sobre f‘;

2. A acdo do grupo G sobre Ié propriamente descontinua, isto é, Vv € T, 3 u, vizinhanca de v
em I tal que Vg € G\{lg}: (g * uy) Nu, = 0.

Os itens acima valem para G, logo valem para qualquer subgrupo de G, em particular para N.

Podemos identificar I" por (V ("), E(T"), C(I")) onde

V(D) = (Ngl g€ G} = =
E(l) ={(Ng,z)lg € G, zeX}= % x X

G
C(T)={(Ng,r)|lge G, re R} = v % R
Assim [' também tem estrutura de C'WW-complexo.

Temos entdo, que N age livremente sobre T e ainda mais, essa acdo é propriamente descontinua.
Logo pelo Teorema 2.6 temos que 6 é uma aplicacdo de recobrimento. Com estes resultados, estamos
nas hipéteses do Corolério 2.8, que nos mostra que o grupo fundamental de I' é isomorfo ao grupo
de automorfismos do recobrimento €. Mas temos que o grupo de automorfismos do recobrimento 6 é

[

exatamente NV, e podemos concluir que IT; (I') = N.

3.3 Um Conjunto Finito de Geradores de G

Agora vamos supor que () = N € um grupo abeliano finitamente gerado. Pela classificacdo
de grupos abelianos finitamente gerados existe um subgrupo (Qy de @ tal que Qg = Z" e )y tem
indice finito em () (este resultado pode ser encontrado no Capitulo 1.10, Teorema 8 do livro [7]).
Denotemos por G a pré-imagem de () pela projecdo candnica — : G — (). Pelo teorema do

isomorfismo temos que — = —.
Go Qo
Gy

Entdo G € subgrupo de indice finitoem G talque N C Go C G e N = 7",

Observacao 3.6. Como o indice de Gy em G ¢ finito, G € finitamente apresentdvel se, e somente se,
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Gy é finitamente apresentdvel. Entdo podemos substituir Gy por G e de agora em diante iremos supor
G
v/
N
Sejam {q1,q2,q5 - - - qn} uma base de Z" e T' = {t,ts,13,...,t,} um subconjunto de G com a

seguinte propriedade:

-: G —

ti — ti=q = Nt

=l &

. . G .
onde 7" é o conjunto de elementos de G tal que a imagem de 7" em N ¢ uma base como grupo livre
G —
beliano, — = (T').
abeliano, — (T)

Lema 3.9. G ¢ finitamente gerado entdo, existe um subconjunto finito M de N tal que M U T gera
G.

Demonstracao: Vejamos como construir o conjunto M. Como G € finitamente gerado, seja
G = (Vp), para um subconjunto finito V5 de G. Entdao G = (Vy U T) e sejam v € V e — a pro-

jecdo candnica G — N (T). Logo, vN =0 = ;76,7 ... t,”" = t7't3* ... t>» N. Entdo, existem

h, € N e z; dependentes de v tal que v = t7't5* ...t h,,.

Afirmamos que G = (T' U {hy,}vev,). E claro que G D (T U {hy}vev,). Mostraremos que
G C (TU{hy}vevy)- Jatemos que G = (VoUT') entdo, basta mostrarmos que VoUT C (TU{h, }uevy)-

Se v € Vjentdo, v = t't5* ...t hy,.

Temos que {h, ey, € N entdo, definimos M = {h, }vevs - O

Conseguimos, entdo, um conjunto de geradores adequado para G, G = (M U T'). Observamos

que
V() G
v =" =5 =e=2,
E(F)—E](\f)xX%QxX,X:—MUT.

Temos no grafo de I' dois tipos de arestas (¢q,x), dependendo se x € M ou z € T. Como

X=MUTeM C N, podemos ter os seguintes casos:

- G
1. sexEMentﬁo,leemeoisQ:N.
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2. se x € T entdo,  pertence a uma base de Z" sobre Z.

No primeiro caso temos que a aresta (¢, «) é fechada com inicio e fim ¢ (loop) e no segundo temos

que € um segmento de reta com inicio q e fim ¢z.

Vejamos graficamente para o caso em que n = 2:

Q(q,X)
_ y v
q qx

3.4 O invariante de Bieri-Strebel e Modulo Manso

Sejam () um grupo abeliano finitamente gerado e v : (¢ — R um homomorfismo nio nulo

de grupos abelianos, onde R é o grupo dos reais munido com a operagdo de adi¢do: v(q1q2) =
v(q1) + v(ga). O grupo @ = N estd munido com a operagdo de multiplicacdo, mas se () = Z" como

grupo abeliano, a operacdo de Z" é +.

Definamos agora o seguinte subconjunto de Q:

Qv = {C] € Q‘/U((ﬁ > O}

Observe que (), ndo € um subgrupo mas um submondide de (), isto é, 1o € @), e se q1,q2 € @,
entdo, q1q2 € Q,. Definimos Hom(Q,R) como o conjunto de homomorfismo de Z-médulos, isto é,

homomorfismos de grupos abelianos.

O espago R™ é um espago com produto interno ( , ), entdo para cada w € R” temos um homo-

morfismo de grupos abelianos:

Y, L — R
t — (t,w)

A aplicacdo
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R" — Hom(Z",R) (3.1)

W F— QY

€ um isomorfismo de grupos abelianos.

Lembrando que, se () € um grupo abeliano finitamente gerado qualquer, temos que ele pode ser
escrito como soma direta de um grupo abeliano finito B e um subgrupo abeliano livre F' = Z" para

algum n, ou seja, ) = Z" & B (na notacao aditiva).

Quando B é um grupo abeliano finito, temos que Hom(B,R) = 0. De fato: se b € B existe um
aeN={1,2/3,...} tal que ab = 0. Se ¢ € Hom(B,R) homomorfismo de Z-mddulos, temos que
0 = (0) = p(ab) = ap(b). Como a # 0 e R ndo possui divisores de zero, devemos ter ¢(b) = 0.

Como b foi tomado arbitrariamente, ¢ = 0. Ou seja, Hom(B,R) = 0.

Entdo se () = Z" & B e considerando que Hom(Z,R) = R temos:

Hom(Q,R) = Hom(Z" & B,R) = Hom(Z",R) ® Hom(B,R) = Hom(Z",R) = Hom(Z &
7Z®...® Z,R)=Z Hom(Z,R)® Hom(Z,R) @& ... ®» Hom(Z,R) = R"

Portanto, Hom(Q,R) = R™. No caso () = Z" o dltimo isomorfismo foi explicado com a aplica-
cdo (3.1).

Definicdo 3.7. Sejam 1,02 € Hom(Q,R) ndo-triviais. Dizemos que ¢; e 9 sdo equivalentes
(1 ~ ¢2) se existe um nimero real positivo r tal que @1 = 7 9, onde (r-¢2)(q) = r-v2(q),q € Q.
E fécil ver que ~ é uma relacdo de equivaléncia, isto &, ¢ ~ ©, Y1 ~ Qo = Py ~ V1, € Y1 ~ Qo €
pa ~ Y3 = P71 ~ 3. Definimos entdo, o seguinte quociente:

_Hom(Q.R)\{0}

~

5(Q)

Denotamos por [¢] a classe de equivaléncia de ¢. Se [p] € S(Q), podemos identificar esta
classe de equivaléncia com a interseccao do correspondente raio em R" com a esfera unitdria em
R". E podemos entdo, ver S(()) como a esfera unitdria S*~! em R™. Chamamos S(Q) de esfera de

homomorfismo de ().

Definicao 3.8. Sejam () um grupo finitamente gerado e A um Z)-mddulo a esquerda finitamente

gerado. Definimos o invariante de Bieri-Strebel como o seguinte conjunto:

Y4(Q) = {[¢] € S(Q)|A é finitamente gerado como Z(Q),-mbdulo }
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72Q, = {Z 2,9 | ¢ € Q. e quase todos os coeficientes z, sdo zero, z, € Z } C Z(Q).
2q€L

Observamos que Z(),, € subanel de Z() pois ()., € submondide de ().

Definicio 3.9. Um ZQ)-médulo A € dito Manso se S(Q) = X 4(Q) U —X4(Q).

Ou equivalentemente: S(Q) = X4(Q) U —X4(Q) < F¢] € S(Q) tal que [¢] € ZA(Q) e
[p] & —2a(Q).

Exemplo 3.4. Considerando o exemplo 3.2, onde G = Z® 7Z, A = Ze @ = G/A = 7Z. Entdo Q
age trivialmente sobre A via conjugacdo. Como A € finitamente gerado como grupo abeliano, A é
finitamente gerado sobre Z@Q,, para qualquer [p] € S(Q). Nesse caso ¥4(Q) = S(Q) e S(Q) = S°

tem exatamente dois pontos.

Exemplo 3.5. Sejam A = Z[1/2] subanel do anel dos nimeros racionais gerado por Z e 1/2, e
Q={(q9)=Z.
(@ age sobre A do seguinte modo: ¢'a = 2'a,a € A,i € Z.

Seja o € Hom(Q,R) = R. S(Q) possui 2 pontos que correspondem aos seguintes homomorfis-

mos:

o1 0 Q@ — R, 2 Q — R
qr—>1

Entdo, 5(Q) = {[#1], [},

Q= {b € Qlpr(b) = 0} = {q'li = 0},

Qpy = {b € Qlipa(b) = 0} = {¢'|i < 0}.

A = Z[1/2] ndo ¢ finitamente gerado por Z(@),, . De fato:

ZQu =7 ®Zq®Zg* ® ..., qage sobre A via multiplicagdo por 2 e se a € A, temos que
ZQ,,a = Za pois Zga = Z(qa) = Z(2a) C Za, e Zq'a = Z2'a C Za.

Se A for finitamente gerado por ZQ),,, entdo, A = ZQ,, a1 + ZQy a2 + ZQy a3 + . .. + ZQy,

a;, a; € A =7[1/2]. Entdo, A é finitamente gerado como Z-mddulo.

. 25 7 7z
Temos ainda que a; = QTZ]-’ dai se a=méix{c;} entdo, a; € %" Portanto, Y Za; C 2o
1 Z
eEAC —e € -, 0 que ¢ uma contradi¢do. Portanto, [p1] & X4(Q).

2a+1 - 2a 2a+1 2
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1

Mas A € finitamente gerado por Z(),, pois ¢ - age sobre A via multiplicagdo por 1/2 e se

, Z Z Z 7
ap =1 € Z[1/2] = A,i > 0 temos que Zq 'ag = U Dai, ZQg,a0 =Z + =+ — ... =

2! 2 2 2277
Z[1/2] e portanto, [¢2] € X 4(Q).

Observamos que neste exemplo a esfera S(Q)) ndo é conexa.

3.5 Complexo I', Subcomplexo [, e Subcomplexo ['_,

Nessa subsecdo consideraremos I' = I'/N, Q = % ~7"ev=( ,w):Q — Rhomomorfismo
ndo nulo, w € R” fixo. Denotemos por I', o subcomplexo maximal de I' que tem vértices em
Q, = {q¢ € Q| v(¢) > 0}. Analogamente temos I'_,, o subcomplexo maximal de I" que tem
vértices em ()_,,. Para nds € interessante que a intersecao de dois subcomplexos seja conexo, mas em
geral I', N I'_, pode ndo ser conexo. Para que isto ocorra, fazemos uma translagdao em I'_, com um

determinado ¢ € Q.

Lema 3.10. Seja g € Q. Se v(q) > v/2||w

, entdo I', N ql'_, é conexo.

A demonstracio deste lema pode ser encontrada na pagina 455 do artigo [4].

Lema 3.11. Sejam G = (X|R), | o comprimento mdximo dos elementos de R se R # (), e | = 1 se
R=10. Seq € Q comv(q) > l||w||, entdo, T =T, Uql_,.

w
Demonstracio: Precisamos demonstrar que:

L V(D) = V(T,) UV ()
2. B(T) = E(T,) U B(ql )

3. C(I) = C(I,) UC(ql )

Vemos que o item 1, E(I") O E(I',) U E(qI'_,) e C(I") 2 C(I',) U C(q'—,) sdo claros.
Em (2) temos 2 tipos de arestas: aresta fechada e aresta com inicio e fim distintos.

No primeiro caso, ndo temos problema pois a aresta fechada é uma curva fechada que esté intei-

ramente contidaem I', ou gI'_,,.

No segundo caso podemos ter que a aresta e estd com um vértice em [, e o outro vértice em ql'_,,.

Este € um caso ruim para nds. Ver figura 3.1
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R” [ Jar,
A r,
% r,Oar,

Figura 3.1: caso ruim

Observemos o que ocorre neste caso:

Temos que v(q) = (¢, w) e tomemos a proje¢ao de e sobre w. Dat:

(g, ) - wll _ @)l _ [o(@)] _ v(g)
P ol = Tl ~ Tl

L= [le]| = [lprojuell > |lprojuqll =

Logo se v(q) = (¢,w) < ||w|| ndo caimos nas hipéteses do lema e portanto, se v(q) > ||w]||, o

item 2 vale.

No item 3, o caso ruim novamente ocorre quando a célula ¢ ndo estd inteiramente em [, ou em

ql'_,. Figura 3.2.

R* [ lar,
N r,
: l ) [ Loar,

Figura 3.2: caso ruim

Se isto ocorre, tomamos agora a projecdo de c sobre w. A célula é fechada e conexa, logo a
projec¢do (proj,c) é um intervalo fechado. Entdo

I(g.)-wll _ lg.©)] _ (g.v)

[lwlf? [l [lel]

11 , .
5! 2 [59¢] 2 [lprojucl| > |lprojuall =
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(o) 1 o L
Logo, ~——= < —. Entdo, v(q) = (¢,w) < =||w|| < I]|w]]
ol 2 2

Ou seja, o caso ruim ndo cai nas hipoteses do lema. E portanto, temos que o item 3 vale se
v(q) = I |wl]- m

3.6 Teorema do Modulo Manso

Nesta secdo iremos demonstrar uma versao do Teorema 4.1 do artigo [4]. Vamos supor que o
grupo G ndo é somente do tipo FPP, mas finitamente apresentdvel (isto € bem mais forte que FPy, em
geral). No artigo original é considerada uma sequéncia exata curta de grupos S — H — G, onde H
¢ finitamente apresentavel e m ®z K = 0. As técnicas dos proximos capitulos se aplicam em H e
todos os resultados sobre H passam para o quociente G. Para nao fazermos muitas reducdes técnicas

escolhemos trabalhar somente com o caso G finitamente apresentdvel, que € o caso principal.

O resto da dissertacdo contém a demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 3.12. Seja G um grupo finitamente apresentdvel, N <\ G um subgrupo normal de G com
Q= N abeliano. Entdo, ou N contém subgrupo livre ndo ciclico ou m € um 7Z.0)-modulo manso
via conjugagdo. 7

Denotemos: I'y = 1", 'y = ql'_,, I'12 = 'y NI'5 conexo por caminhos, I' = 'y UI's. Observamos
que v(g) > 0. Sejam &; os homomorfismos induzido pelo mergulho de I'y N Ty em I'; e Bj 0s

homomorfismos induzido pelo mergulhode I';em I', j = 1, 2.

H1(F12) L HI(PI)

agl iﬁl

H1 (Fg) ? Hl(F)

2

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen, temos que I1; (") é "push-out"de I1; (I'15), I11(T'y), II1(Ts),
&1 e (. Definimos M; como a imagem de I, (I';) em IT; (T") via Bj, M5 como a imagem de I1; (I'y5)

em IT;(T') via B10dy = (30 do, «; ainclusdo de M, em M; e M =1I;(I") € o grupo N.

Lema 3.13. M ¢é ”push—out"de M12, Ml, MQ, a1 € a.

Demonstracao: Sejam [; inclusdo de M; em M, (35 inclusdo de M em M, hy, hy homomorfismos

de grupos tais que hyay = hoay € H um grupo.
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diagrama 1

Mostraremos que existe um tnico homomorfismo 6 tal que h; = 03; e hy = 03,. Observemos o

seguinte diagrama:

a1 =inclusao

M M,
X V
H1<F12) S Hl(rl) B1
a2 dQl /é h1
B2

diagrama 2

ondeg = 515[1 = BQ&Z.

Temos que hyarz() = hyay(6) pois por hipétese hoay = hiay. Entdo, temos que hiéy = hois
onde hy = hif3; € hy = hof35. J4 temos que M = II;(T") é "push-out"de II; (I'12), 111 (T'y), I1; (T'2), &y
e (r». Entdo, dados ﬁj homomorfismo de II; (I';) em H tais que Bldl = i~125z2, existe um tnico 6 tal
que iLj = éBJ

Portanto, no diagrama 1 temos a existéncia de ¢ := 6. Falta mostrarmos que € tnico.

Observamos que M = <ImBl U Imﬁg), entdo M = (Im/3; U Imfs). Isso mostra que se 6 existe,

deve ser unico.
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Logo, M & "push-out"de Mo, My, Ms, a; e as. No caso quando o e ap sdo injetivos, o "push-
out"M é também chamado de produto livre amalgamado e denotado por M ), My como visto no

capitulo 1. U

Proposicao 3.14. Seja M = My *ps,, My um produto livre amalgamado. Entdo, uma das seguintes

condigoes vale:
1. M contém subgrupo livre ndo ciclico;
2. [My : Myp] =2 = [My: Mys);
3. My = My ou My = M.

Antes de demonstrarmos esta proposic¢do, observemos que M = II;(I') = N e portanto o item
1 da Proposicao 3.14 implica um dos resultados do nosso teorema principal (isto €, N tem subgrupo

livre néo ciclico).

Vamos mostrar que se o item 2 vale, podemos mudar ¢ na definicdo de I'; para obter uma nova
decomposi¢do de I1; (I') como produto livre amalgamado, onde o item 3 vale. Recordamos que M é
aimagem de I1; (I";) em Iy (T"), M, é a imagem de II;(I'y) em I1; (T).

Seja g € My \ My, entdo My C (Mo, g) € My, V. = (Mis,g). Pelo Teorema de La-

=

grange temos que 2 = [M; : M| = [M; : V][V : Mis]. Como My C (Mja,g) = V entio,
[V @ M| = 2,[M; : V] = 1eportanto M; = V = (Mjy,g). Como g € M, entdo g é ima-
gem de um elemento [y] de IT;(I";) em II;(I"), onde 7 é caminho fechado em I'; com ponto inicial

1o € V(T'). Ainda, g & M5 implicaque v € I'y N Is.

Entdo, tomemos um ¢ € () de modo que v C flz = FlﬂfQ, onde fz =ql'_,CIyel' =14 Ufg.
Sejam M, a imagem de Hl(flg) em II;(T") e M, a imagem de H1<f2) em II;(I"). Entdo a nova
decomposicao I' =T'; U Iydda decomposicd@o de M como produto livre amalgamado My *y; M.
Nesse caso M; = Mo, isto &, M, = (Mis, g) C My, pois My C My € g€ My C M.

Ocorrendo o caso 3, temos que M = M; ou M = M,. Observamos que M = M *p;, My =
<M1,M2>. Se Ml = M12 temos que M1 = M12 g MQ, M = <M1,M2> = <M2> = MQ. Portanto
M = Mo, e quando isto ocorre temos que I1;(T",) b, IT,(I") = N € sobrejetora.

Analogamente, se My = M, concluimos que M = M; e I1;(I') P, I1;(T") = N é sobrejetora.

Voltando as definicdes que tinhamos anteriormente, demonstremos entdo, o seguinte resultado:

Lema 3.15. 11, (¢I"_,) 2, I1,(T") & N é sobrejetora —> 11;(I"_,) B, I1,(T) = N ¢€ sobrejetora,

onde (5 é homomorfismo induzido pela inclusdo de I' _,, em T'.
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Demonstracao: Temos os seguintes isomorfismos:

1. T (T, 1g) = Ty (gT,, q)

2. Hl(qr—w Q) = Hl(qF—va 1Q)

No primeiro caso, basta tomar a translacdo por g e ¢~ '.

No segundo caso, observamos que o subcomplexo ¢I'_, é conexo por caminhos. O isomorfismo

¢
Iy (qI'—y, q) = 111 (¢I'—,, 1¢) € dado da seguinte maneira:

&([n]) = [171l71] com inversa ¢~ ([12]) = [[7'72!], onde ; C ¢T'_, é um caminho fechado com
ponto bésico ¢, [ € ¢qI'_, € um caminho com inicio em 1¢ e fim g € 7> C ¢I'_, € um caminho fechado
com ponto bésico 1g. Entdo [y,l~! € um caminho fechado em ¢I"_, com ponto basico 1g e [71yol €

um caminho fechado em ¢I'_,, com ponto bdsico q.

Por 1 e 2 temos que IT; (I'_,, 1) = I1;(¢I'_,, 1¢): Vy C I'_, caminho fechado com ponto bésico
1¢ associamos 7 := [(¢7y)l~! caminho fechado em ¢I'_, com ponto bésico 14, onde ¢ é o caminho

obtido de v usando a translacdo com gq.

L

Agora vamos discutir em detalhes o isomorfismo II;(I") N. Sejam 6 um caminho redu-

zido e fechado em I' com comeco 1¢, w a imagem do rétulo de § em F(X), entdo w € F(X) e
F(X)
(RFED)
um w e a imagem 7(w) deve ser elemento de N, pelo Lema 3.6. Entdo o isomorfismo ¢ é dado por

P([0]) = 7(w).

Agora sejam -y um caminho reduzido e fechado em I'_,, com ponto bdsico 1¢ e w a imagem do

7 : F(X) — G € a projecao candnica, lembrando que G = . Para cada ¢ estd associado

rétulo de v em F(X). Sejam 7 := I(qy)!™! caminho fechado em ¢I"_, com ponto bdsico 1g e w; a
imagem do rétulo de [ em F(X). Entio (,([7]) = 7(&), Ba([3]) = Bo[l(gy)17Y]) = m(widow;!) =
7(wy1)m(W)m(wi) ! observando que o rétulo de ¢ € igual ao de 7.

Denotemos 7(w;) por h, e temos que Im(3,) = {m(&)| & é a imagem em F(X) do rétulo
de v, [y] € IL(I'_y,10)} e Im(By) = h{m(&)| & é a imagem em F(X) do rétulo de v,[y] €
(T _y, 1g) }h~t = hIm(Bs)h .

Finalmente hIm(3:)h~" = Im(B3;) = N pois 3, é sobrejetora. Como N << G e h € G temos
Im(Bs) = h=*I'm(fB,)h = N. Portanto /3, é sobrejetora. O

Voltemos agora a demonstracdo da Proposicdo 3.14.
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Demonstracao (Proposicdo 3.14): O fato que a Proposicao 3.14 vale pode ser visto como corolério da
Teoria de Bass-Serre sobre grupos que agem sobre arvores. Como nesse trabalho nés nao abordamos
essa teoria, vamos considerar uma demonstracdo usando forma reduzida de elementos do produto

livre amalgamado, discutido no Teorema 1.17 do primeiro capitulo.

Suponhamos entdo que os itens 2 e 3 ndo sejam validos. Entdo existem aj,a2 € M; \ Mz e
bl, bQ c MQ \ Mlg.

Temos que a,by, asby € M e discutiremos quando a,b; e asb, geram subgrupo de M que € livre

de posto 2, isto €, quando M possui subgrupo livre ndo ciclico.

Um grupo gerado por g; € g2 € livre de posto 2 se, e somente se, qualquer palavra reduzida ndo

trivial de g; e g, € sempre diferente da unidade.

Consideramos g}f‘{(]?{(]‘f{cyg2 . .gf‘kggk, onde 51 # 0,00 # 0,02 # 0,3 #0,..., a5 # 0(ay e
Ok podem ser zeros). Substituimos g; com a1by, go com asb, € obtemos uma palavra de ay, as, by e
b, que representa elemento do produto livre amalgamado M; *,,,, M. Estudaremos possibilidades
sobre subpalavras com o objetivo de ver quando podemos usar o critério de forma reduzida sobre

elementos do produto livre amalgamado.

Podemos ter por exemplo:

alblalbl a2b2a2b2
alblagbg a2b2a1b1
alﬂa? a2£a;1
by tay tagh, by tay tab,
b1—1a1—1b2—1a2—1 b2_1a2_1b1_1a1_1
by ta; b et by tay by tay?

Queremos que blbgl & Mo, aflag ¢ Mo, bel_1 Z Mise a;lal ¢ Mis. Mas como M, é grupo,

podemos somente considerar os casos em que by by ! ¢ Mo, aflaQ & M.

Observamos que b1 b5 ! ¢ M, é equivalente a Mioby # Misbs € que al_laQ ¢ M, é equivalente a
ay M5 # as M. Entdo:

Jday,as € My \ Mys : ay Mg # asMyy < [My 2 Mys] >3

by, by € Mo\ Myo : Myoby # Misby < [My @ Mis] >3

Considerando g; = a1by, g2 = asbs € levando em conta que blbgl ¢ Mo, aflag ¢ M mais o
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resultado do Teorema 1.17 temos que g% go' g02 52 ... ¢ gb% £ 1.

Agora, consideramos o caso em que [M; : M) < 3ou [Ms : Mis] < 3. Como M e M, possuem
papéis simétricos entdo, podemos supor [M; : Mis] < 3.

Se [M; : Mjs] < 3entdo, [M; : M) = 1 ou [M; : Myp] = 2. Como estamos supondo que os
itens (2) e (3) ndo valem entdo, [My : Mis| # 1 e [M; : Mys] # 1. Logo restam que [M; : Myp] = 2
e [My : Mis] # 2.

Sejam g, = abs, g2 = byabe, onde a € M\ My, by, by, by € M\ M e consideramos quando ¢ e

g2 geram subgrupo livre de posto 2. Como no caso anterior procuremos onde ocorre uma cancelacao,

isto €, quando o produto consecutivo de dois elementos de um mesmo grupo estd em M.

Podemos ter:

biababyaby by ta b oy ta o)t
absbyab, absby'atb;?
biabyby ta™! by ta=tb Ty ta !

Como M é grupo podemos considerar somente os seguintes casos: boby & Mio,b3by & Mo e
bsby Ve M.

boby & Mg < Moy # Mygby!

bsby & Myz < Misbs # Mioby

bsby ' & Myy < Miobs # Mighs

Portanto precisamos M, Mubfl, Mi9by € Mi3b3 como classes laterais a direita, diferentes dois
a dois, isto é, precisamos [My : M| > 4.

Considerando os casos acima, mais o resultado do Teorema 1.17 e novamente substituindo

a1 B az B2

g1 = abs,g» = biaby em gi gy g7*gs" ... g7 gy" temos que g7 g5 gi%gy" .. gitgs" # 1. Logo
se [My : Mis] > 4,(g1, g2) é subgrupo livre de posto 2.

Consideramos agora o caso quando [M; : My = 2 e [My : M) = 3. Sejam a € M; \ M,
b € My \ Mis,g1 = bab e go = ababa™'. Queremos mostrar que g; € go geram subgrupo livre
de posto 2. Vejamos onde ocorrem as cancelagdes em g|* gg Yg1? 952 gt ggk. Observamos que
b*> & M, entdo (bab)™ tem uma das seguintes formas reduzidas:
(bab)™ = { —1,-1p-1p—1,-1 —1bab—blab:1'bg[1)7 e m =0
b= a b0t b b aT b, se m< 0

Vejamos agora (ababa=!)™:
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v a(bab)(bab) ... (bab)a™t, se m >0
(ababa™)™ = { a( a0 (b a0 L (0 a T )a T, se m < 0
Como (g;)™ = (bab)™ inicia e termina com b ou b~1, (g2)™ = (ababa™')™ inicia com a e ter-
bilail

Qi1

mina com ¢~ ! e em niio ocorre cancelamento, consequentemente temos que g< gb' e gb' g

sdo formas reduzidas. Logo g7" gg Yg1? g§2 g7t gg * pode ser apresentado como palavra reduzida de
ar B az Bo ay Ok

a,a”t,be b=t em M, *y,, Mo, portanto gi g5 g2 g5 . .. g1*gs" # 1. Entdo, (g1, g2) é subgrupo livre
de posto 2. O

Agora vamos considerar um complexo de Z-moédulos livre:

02

o: 202 7E 2 gy =y L

Z.I é o Z-mbdulo livre com base I, para I = C, E' ou V, isto é, os conjuntos de células, arestas ou

vértices de um C'W —complexo.

Observacao 3.7. Podemos ter outros complexos, mas para nos é suficiente o complexo acima.

Como ZI é médulo livre, precisamos somente definir 0; sobre a base, isto €, precisamos definir
Oolv, 01| e Oalc. Oolv € a aplicagdo de augmentagdo:
80|V -V — Z

gr—>1

Lembrando que 7(e) é o fim da aresta e e o(e) € o inicio de e, definimos:

Ohlg : B — 7V
e — 1(e)—o(e)

Finalmente, no caso das células ¢ € C, o bordo dc de ¢ é um caminho fechado ej' ... ei’“,

g; = t1,e; € E. Definimos 0y(c) = €1€1 + €262 + . .. + £xéy.
Agora é facil ver que Im(02) C Ker(0y) e Im(0;) C Ker(dy)

Denotamos por H;(I") para ¢ = 0, 1 os grupos homolégicos do complexo g, isto &,

Ker(0y) Ker(0p)
H(T)= ———, Hy(I') = ———=.
1( ) ]m(82> 0< ) Im(@l)
Observamos que Ker(dy) é o Z-médulo gerado por vy — vg, v1,v9 € V. Sejam vy e vg conexos
por caminho €' ...e:*. Entdo 0y (e1e1 + ... + exex) = va — v1 € V9 — v1 € Im(0y), logo Im(0,) =

Ker(0y). Isto é, Hy(I') = 0 se, e somente se, I' é conexo por caminhos.
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Observacao 3.8. Os grupos homologicos H; podem ser definidos por qualquer espago topologico e

para qualquer i > 0.

Teorema 3.16. (Hurewicz) Seja X um espaco topologico conexo por caminhos. Entdo, existe isomor-

I (X
fismo entre Hy(X) e 1(X)

e esse iSOﬂ’lOl" SMo é natural.
[T, (%), 0, (X)) g

Observacao 3.9. 11, (X) ndo depende do ponto bdsico se X for conexo por caminhos.

O Teorema 3.14 implica trés possibilidades, na qual o item 1 diz que M = M; *;;,, M> contém
subgrupo livre ndo ciclico, que € um dos resultados do nosso teorema principal. Supondo entdo, que
o item 1 ndo vale vimos que o item 3 € sempre valido (trocando se necessdrio o subcomplexo I';) e
portanto My = M = N ou My = M = N.

Se N nio possui subgrupo livre de posto 2 entdo, I1; (I",) — II(I") é sobrejetoraou I, (I"_,) — II(T)

€ sobrejetora e isto implica que :

1. H(T',) N H,(T") é epimorfismo ou
2. Hi(I',) N H,(T") é epimorfismo.

‘ . 11, (1)
Como I' é conexo por caminhos, temos pelo teorema de Hurewicz que H,(I") = =
: P P aue ) = 00, ), 11,

[N, N]
Nosso objetivo agora serd demonstrar que H;(I,) € finitamente gerado como Z(@),,-médulo pois

isto implica que H,(I") é finitamente gerado como Z(),-médulo.

E do mesmo modo, pode-se demonstrar que H;(I"_,) é finitamente gerado como Z() _,-mddulo.

¢ finitamente gerado como Z(),-mdédulo ou € finitamente gerado como

N
[V, N

¢ Z()-mdbdulo manso, que € o outro resultado do nosso

Enta N
ntao
- [NV, N]

7Z.() _,-médulo. E isto significa que

N
[N, N]
teorema principal.

Lema 3.17. H,(T',) é finitamente gerado como 7Z.Q).,-médulo.
Demonstracao: Consideremos o seguinte complexo:

ZCO(T,) -2 ZE(T,) 25 Zv([,) 2 Z — 0
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K
Como 0; ¢ homomorfismo de Z(),-mddulos entdo, Ker(dy), Im(d2) e Hi(T',) = #g)l)) sd0
mi0O2

7.Q),-médulos. Basta demonstrarmos que Ker(0;) é finitamente gerado como Z(),-médulo.
Ker(0y) é um Z-submédulo de ZE(I',,) gerado por elementos que sdo arestas fechadas (loops)

e abelianizacdo de caminhos fechados vy em I, isto é, v = (v, q1) + (vq1, ¢2) — (Yq2, 1) — (Y, ¢2),

onde v, yq1,Yqe, yq1q2 € Q. € {q1, g2} pertence a imagem de 7' em ) = N Lembremos que G tem

apresentacdo (X|R) com conjunto especial de geradores X = M U 7" definido na subsegdo 3.3.

. Y4 Y¥q.9,.

M ¥Qq.

As arestas fechadas em I', formam um ndmero finito de (),-6rbitas disjuntas e esse nimero €

exatamente | M |.

Resta verificar que o segundo tipo de geradores (do tipo ) € finito médulo a agdo de @),. Supo-
nhamos que para a base g1, ¢, . . ., ¢, de @, v(g;) > 0, Vi. Caso v(g;) < 0 para algum j, trocamos g,
por ¢; . Como v ¢ homomorfismo, observamos que v(yq;) = v(y) + v(q;) > v(y) e portanto, o valor

minimal de v sobre as arestas em 7y é v(y).

Consideramos v = (y, ¢1) + (yq1, ¢2) — (yq2, ¢1) — (y, g2) em ZI',,. Entdo devemos ter v(y) > 0.
Mas v(y) > 0 se, somente se y € ), = V(I',). Logo os caminhos fechados em I', sdo jungdes de
caminhos do tipo 7.

Seja 7 = (L, q1) + (¢1,¢2) — (142, 1) — (@2, 02) € ZE(T,), E(I'y) = Qu x X,y € Ker(0h),
v € fixo e existe s6 um nimero finito de elementos deste tipo. Entdo, v = y7. Logo ~y e portanto,
os caminhos fechados em I', formam um ntimero finito de (),-6rbitas com todos os geradores 7

possiveis.

Logo os geradores de Ker(0;) formam um ndmero finito de ),-6rbitas e portanto, Ker(d;) é
finitamente gerado como Z(Q,-médulo. O que nos mostra que H;(I',) é finitamente gerado como
7.(),,-modulo. O

Assim temos todos os dados e encaminhamentos para a demonstra¢do do Teorema Principal.
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3.7 Grupos Metabelianos

Observamos que o artigo [4] contém mais resultados do que nés discutimos no terceiro capitulo.
Dizemos que G é grupo metabeliano se existe uma sequéncia exata curta de grupos A — G — @
com A e () abelianos. No caso de G ser finitamente gerado e metabeliano (nesse caso G ndo pode ter
subgrupo livre nao ciclico), a volta do Teorema 4.1 de Bieri-Strebel vale. Este vem como o Teorema
5.4 do artigo [4].

Teorema 5.4: Seja G' um grupo finitamente gerado com subgrupo normal abeliano A e quociente

@ = G/A também abeliano. Entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

1. G é finitamente apresentavel,
2. G temtipo F' P,

3. A é um Z()-mddulo manso, onde () age sobre A via conjugacgao.

3.8 Um Exemplo

Seja A o grupo abeliano Z[%] com operagdo + e () = 7Z grupo infinito ciclico com gerador gq.
Consideramos o produto semi-direto G = A x () (a definicdo pode ser encontrada em [10]) onde ¢
age via conjugacgdo por meio da multiplicacdo com 2/3, isto é,

L _2a
3
para cada a € A. Neste caso vemos que G € metabeliano. Neste caso A ¢ finitamente gerado como

qaq €A

7Z.Q)-mddulo via conjugacdo (de fato é ciclico com gerador 1), S(Q)) como no exemplo 3.5 tem dois
pontos e ¥ 4(Q) = (0 pois A ndo é finitamente gerado como Z[2]-médulo e A ndo é finitamente gerado
como Z[3]-médulo. Observamos que Z[2], o anel gerado por Z e 2/3, é igual a Z[3] e Z[2], o anel
gerado por Z e 3/2, é igual a Z[%] Entdo A ndo ¢ um Z(Q)-mdédulo manso. Por outro lado G € extensdo
de um grupo abeliano por outro abeliano, portanto € solivel. Grupos soltiveis ndo contém subgrupos

livres nio ciclicos. Entdo, pelo Teorema principal GG ndo € finitamente apresentavel.

Observamos que esse exemplo segue também do resultado principal de [3] que usa decomposi¢ao
de grupos do tipo P, como extensdes H /N N, mas essas extensdes ndo foram estudadas nesse traba-
lho. Ressaltamos somente que os produtos livres amalgamados e as extensdes H NN sdo os blocos
basicos na construcdo do grupo fundamental de grafo de grupos, que € objeto principal da teoria de

Bass-Serre sobre grupos que agem sobre arvores.



Conclusao

Nesta tese alcancamos 0s nossos objetivos e apresentamos como as técnicas da teoria combina-
torial de grupos (grupos livres, grupos finitamente apresentdveis, “push-out”, geradores e relacdes
de grupos) e da topologia algébrica (grupo fundamental, recobrimento de espagos topoldgicos, gru-
pos que agem propriamente descontinuos e Teorema de Seifert-Van Kampen) podem ser usados para

obter resultados em teoria de grupos.
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