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Resumo

Neste trabalho apresentamos um nove método para minimizar o nimero de objetos
processados e o nimero de padrdes distintos (sefup) num problema de corte unidimen-
sional. Suavizamos a funcdo objetivo, inteira e nio linear, proposta por Haessler em
1975. Para gerar os padroes de corte utilizamos inicialmente uma heuristica (SHP de-
senvolvida por Haessler), e posteriormente adaptamos o método de geragio de colunas

de Gilmore e Gomory para este modelo nao-linear.

Palavras-Chaves: Problema de corte de estoque; Geragao de colunas; Setup; Heurfstica;

Programagao Nao-Linear.

Abstract

In this work we introduce a new method to minimize both the number of processed
objects and the number of nonzeros cutting patterns (i.e., setup) in an one-dimensional
cutting stock problem. To do so, we smooth the discontinuous nonlinear function
used in Haessler(1975) to represent both objectives: the number of objects and setup
number. To generate the cutting patterns we use the Gilmore&Gomory strategy with
a starting basis given by the method SHP (Sequential Heuristic Procedure) developed

by Haessler.

Keywords: Cutting stock problem; Column generation; Heuristic; Setup; Nonlinear

programming.
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Prefacio

DA ETERNA PROCURA - Mario Quintana

86 o desejo inquieto, que nio passa,
Faz o encanto da coisa desgjada...

E terminamos desdenhando a caga

Pela doida aventura da cacada.

Apesar de ndo ser comum escrever um prefdcio numa tese de doutorado, ape-
nas uma sec&o de agradecimentos, optel em fazé-lo, pois achel interessante descrever,

mesmo que brevemente, a importédncia da trajetdria que culmina, por ora, neste tra-

balho.

Acredito ser importante registrar que, no inicio da graduagao, desejava optar por
matemadtica aplicada ao final do terceiro semestre do curso. Contudo, em virtude
de uma bolsa de iniciagdo cientifica, oferecida pelo professor José Carlos de Souza
Kill para estudar topologia, optel por matematica pura. Fiquei tdo encantado com a
matemadtica que acabei fazendo mestrado na drea de AplicagGes Harmonicas, também
na matematica pura, com a orientagdo do Professor Caio Negreiros. Todavia, ao final
do mestrado sentia que néo era isso que eu buscava. Resolvi, entio, entrar no doutorado
em matemdtica aplicada, mas sem ainda saber o que fazer. Gentilmente o professor
José Mério Martinez me ofereceu um projeto na area de programacao ndo-linear, o

qual aceitei e recebi apoio da FAPESP. Mas néo era isso ainda o que me impulsionava

X



a pesquisa. Quando vi pela primeira vez Programacéo Linear tive certeza que era por
ali que eu queria seguir. E por sorte, fiz esta disciplina com o professor Antonio Carlos
Moretti, que além de profundo conhecimento passava um contagiante entusiasmo com
a disciplina. Consultei os professores Martinez e Moretti sobre meu desejo de mudar

de tema e os dois foram extremamente compreensiveis.

Como nem tudo sdo flores, pois se fossem, essas ndo seriam tdo especiais, uma
pedra apareceu no meio do caminho. Fiquei um ano afastado da universidade. Mesmo
assim Moretti continuou disposto a me orientar. Aqui ji é imprescindivel registrar
minha enorme gratidio por este gesto. Quando retornei ao doutorado, Moretti me a-
presentou uma idéia: resolver uma sequéncia de problemas suavizados para minimizar
0 desperdicio e o setup num problema de corte unidimensional, utilizando para iniciar
o trabalho a formulagiio proposta por Haessler [23] e o artigo do Martinez [39] sobre
suavizacio de funcoes descontinuas. Depois de um ano, periodo em que cursei as
disciplinas obrigatérias e fiz o primeiro exame de qualificaggo, iniciei de fato a pesquisa.
Apés estudar os artigos e fazer alguns simples testes computacionais, surge a primeira
grande dificuldade: como adaptar a genial idéia de Gilmore e Gomory para um proble-
ma de programacao nio-linear? Até obter a proposta que apresentamos no capitulo 4
foram vérios e varios meses de estudos e testes. Paralelamente a esta busca, tive que
superar a falta de experiéncia com a implementacdo computacional, visto que minha

formacdo em matemdtica pura restringiu meus conhecimentos em computacio a duas

disciplinas no vrimeiro ano de graduagao. Novamente devo aqui agradecer ao Moretti
pela paciéncis. -ela sdbia orientagdo e por ter acreditado que eu poderia superar essa e
outras deficiéncias. E assim seguimos na “cacada”, ora tentando uma linha, ora outra,
ora concluindo que estava pronto, ora desanimando um pouco, mas sempre aprendendo

algo.

Nestes dois anos de pesquisa foram importantes as apresentagdes dos resultados

parciais na VII e VIII Oficina Nacional de Problemas de Corte e Empacotamento,
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encontro anual do Projeto Tematico da FAPESP “Teoria e Prdtica em Problemas de
Corte e Empacotamento”, e no XXVII Congresso Nacional de Matematica Aplicada.
Nestes congressos houve vdrias sugestoes lteis para a sequéncia do trabalho. Vale
destacar, em particular, e agradecer as sugestoes dos professores Marcos Nereu Are-
nales (ICMC/USP}, Reinaldo Morédbito (DEP/UFSCAR) e Hordcio Hideki Yanasse
(LAC/INPE).

Acredito que ja é possivel compreender o papel fundamental desta trajetéria na
minha convicta opgao em seguir a vida académica. Esta “eterna procura” € tdo apaixo-
nante que acaba superando, ao meu ver, um certo desalento quando vemos a injusta
defasagem de recursos financeiros, notéria quando comparamos a carreira docente com

equivalentes na inddstria ou no sistema bancério e financeiro.

Por fim, gostaria de agradecer a todos que contribuiram para esta conclusio. Nao
poderia comecar sem citar meus pais, Benedito e Carmen, que dedicaram a vida para
educar, em todos os sentidos, a mim e a minha irma Camila, que também sempre esteve
ao meu lado. Ofereco a eles este trabalho como uma singela forma de agradecer todo
o amor que sempre me deram. Sou muito grato também a Kétia, pelo imenso amor,
carinho, companheirismo e pelos momentos magicos que, por consequéncia, tornaram
mais agraddveis, criativos e produtivos estes anos de trabalho. Agradeco a Rosinha,
Marilia, Dantas, Gediel e Celsdo pela imprescindivel amizade. Sou grato aocs colegas
e amigos de trabalho na Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC), especialmente
ao Adson, Brigida, Gleidson, Jodo Paulo e Luiz Anténio, que, pela amizade rdpida
e sinceramente construida, foram fundamentais para minha adaptacdo em Ilhéus e,
assim, importantes para conclusdo deste trabalho, desenvolvido durante um ano na
“boa terra”. Agradeco de forma geral a todos os demais familiares e amigos pelo
constante apoio. Seria enfadonho, para quem 18, citar todos. Gostaria de agradecer
também as professoras Marcia Aparecida Gomes Ruggiero e Valéria de Podestd Gomes,

pelas valiosissimas correcoes e sugestoes dadas no segundo exame de qualificacio. Pelos
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mesmos motivos sou grato aos professores que formaram a banca examidora desta
tese. E mais uma vez, agradeco ao Moretti, pelo que j4 disse acima, e pela amizade,

dedicacao, compreensao e incentivo.

E importante agradecer, ainda, s instituicdes que viabilizaram este trabalho e
esta trajetdria: & Unicamp, especialmente aos 6timos professores que tive, funciondrios
e colegas do IMECC; & CAPES, que me financiou através de sua bolsa por dois aros; a
UESC, que me deu dignas condicdes de pesquisa e docéncia e uma licenga remunerada

de seis meses, apds um ano de trabalho, para esta conclusfo, entre outros beneficios.
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Abreviacoes e Notacao

|z] - maior inteiro menor ou igual a x

[z] - menor inteiro maior ou igual a x

N - conjunto dos nimeros naturais: {0,1,2,...}
Z - conjunto dos mimeros inteiros

R - conjunto dos nimeros reais

A' - matriz transposta de A

A1 - matriz inversa de A

inf X - infimo do conjunto X C R

sup X - supremo do conjunto X C R

MTB2 - Algoritmo de Martello e Toth para resolver o Problema da Mochila Limitada
PCaP - Problema do Carregamento de Paletes

PCaPD - Problema do Carregamento de Paletes do Distribuidor
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PCaPP - Problema do Carregamento de Paletes do Produtor

PCC - Problema de Carregamento de Contéineres

PCD - Problema de Corte unidimensional para minimizar o Desperdicio

PCE - Problemas de Corte e Empacotamento

PCQOP - Problema de Corte unidimensional para minimizar o nimero de Objetos Pro-

cessados

PCOPD - Problema de Corte unidimensional para minimizar o niimero de Objetos

Processados no caso de Diversos tipos de bobinas em estoque

PCOPL - Problema de Corte unidimensional para minimizar o nimero de Objetos

Processados no caso de Limitag8o de estoque

PCOPR. - Problema de Corte unidimensional para minimizar o nimero de Objetos

Processados Relaxado

PCOPS - Problema de Corte unidimensional para minimizar o nimero de Objetos

Processados e o Setup

PCOPSR - Problema de Corte unidimensional para minimizar o nimero de Objetos

Processados e o Sefup Relaxado

PEB - Problema de Empacotamento de Bin’s

PLA1 - Problema Linear Auxiliar 1

PLA2 - Problema Linear Auxiliar 2

PMQ-1 - Problema da Mochila 0 ou 1



PMO-1R. - Problema da Mochila 0 ou 1 Relaxado

PMI - Problema da Mochila Himitada

PML - Problema da Mochila Limitada

PMMO-1 - Problema de Miltiplas Mochilas 0-1

PPL - Problema de Programacéo Linear

PR - Problema Residual
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Capitulo 1

Introducao

Nosso objetivo neste trabalho foi resolver o Problema de Programagcao Inteira Nao
Linear para minimizar o nimero de objetos processados e o setup num Problema de
Corte Unidimensional. Tal formulacéo foi proposta por Haessler em 1975 [23], mas néo
foi abordada nem por ele nem por qualquer outro pesquisador até o momento. Para
atacar tal problema optamos por estudar, inicialmente, os resultados apresentados
por Martinez [39] sobre aplicagbes de técnicas de programacio nio linear em fungdes
diferencidveis que aproximam funcoes descontinuas. E como a geracao de padroes de
corte constitui uma etapa crucial num problema de corte unidimensional, buscamos
uma heuristica para gerar os padrées iniciais e depois uma adaptagido do método de

Gilmore e Gomory {21, 22] para nosso modelo ndo-linear.

Objetivamos neste texto definir os principais conceitos e apresentar os resultados
necessarios para compreensao do novo método que propomos, bem como, dar uma
idéia geral da importincia e do desenvolvimento da pesquisa sobre problemas de corte
unidimensional, principalmente quando se objetiva minimizar o sefup. Procuramos,
sobretudo, apresentar nosso método de maneira clara, de forma que este possa ser

reproduzido por quem 1& o trabalho, e aferir a qualidade do mesmo de maneira justa.




Acreditamos que seja necessdrio apenas conhecimentos bésicos sobre otimizacao para

um razoavel entendimento do texto.

Visando cumprir estes objetivos formatamos o trabalho como segue. No segundo
capitulo apresentamos uma introdugio aos Problemas de Corte e Empacotamento
(PCE), dando énfase ao Problema de Corte Unidimensional, suas diversas formulagoes
e aplicagdes. No capitulo 3 detalhamos o método de geragao de colunas, proposto ini-
cialmente por Gilmore e Gomory [21, 22|. Para isso, apresentamos também o método
simplex, algumas heuristicas para geracio de solugGes iniciais, os principais métodos de
arredondamento e alguns métodos de resolug@o do problema da mochila. No capitulo 4
descrevemos quatro métodos para minimizar o niimero de objetos processados e o setup
num problema de corte unidimensional: SHP, KOMBI, branch-cut-price, ILS-APG.
Damos especial atencdo aos métodos SHP e KOMBI, pois os utilizamos para aferir a
qualidade do novo método que propomos neste trabalho. A descricdo deste método é
feita no capitulo 5, apds apresentarmos os resultados de Martinez [39] sobre suavizagio
de fungtes custo descontinuas. No capitulo 6 detalhamos a implementacio computa-
cional, descrevemos os testes computacionais e os resultados obtidos. No capitulo 7
apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros. Escrevemos ainda
um apéndice sobre as Classes P e AP, que traz uma anélise da complexidade com-
putacional de alguns Problemas de Corte e Empacotamento. Ao final, nos apéndice B
e C, transcrevemos, respectivamente, os pseudo-cédigos do método branch-and-bound

e de um gerador de solugdes iniciais que utilizamos no novo método que propomos.

Vale registrar que utilizamos apenas softwares livres ou gratuitos para confecgéo
deste trabalho: editor BIEX2e; linguagem Fortran, com compilador g77 para os cédigos;
Mupad Light 2.5.3 para os graficos; e sistema operacional Linux. Também gostarfamos
de destacar que evitamos, na medida do possivel, usar palavras de origem anglo-
saxdnica. Além de softwares citada acima, utilizamos as palavras setup, bin, simu-

lated annealing, branch-and-price, branch-cut-price, branch-and-bound, forward move



e bactracking move no contexto do algoritmo branch-and-bound, pois sio largamente
utilizadas em todo o mundo, e néo encontramos tradugéo destas em nenhum artigo ou

livro. Também procuramos nfo usar anglicismos.



Capitulo 2

Problemas de Corte e

Empacotamento

2.1 Introducao

O Problema de Corte consiste, basicamente, em encontrar a melhor maneira de
obter pecas de diferentes tamanhos a partir do corte de pecas maiores. Mais especifi-
camente, suponhamos que deseja-se obter m tipos de pecas diferentes, cada uma com
certa especificidade (comprimento, drea, volume ou massa) w;, em uma quantidade d;,
a partir de pecas maiores de capacidade W > w;, para ¢ = 1,...,m. O Problema de
Corte objetiva encontrar a melhor forma de se cortar as pegas maiores, minimizando
algum tipo de custo ou maximizando o lucro, para se obter os itens desejados, nas

quantidades demandadas.

J& o reverso desse problema, encontrar a melhor forma de armazenar m diferentes
tipos de pecgas de especificidade w;, numa quantidade d;, num recipiente de capacidade

W, ou seja, o problema de encontrar a melhor forma de armazenar pegas menores num



recipiente maior, € chamado de Problema de Empacotamento. Devido a dualidade entre
corte e espago, o Problema de Corte poder ser visto como Problema de Empacotamento
e vice-versa. Constituiu-se assim, um mesmo ramo da Pesquisa Operacional, chamado

de Problemas de Corte e Empacotamento (PCE}.

Kantorovich produziu em 1939 o primeiro trabalho, publicado em 1960 [30], com
uma formulagdo para minimizar as perdas (¢rim loss) num problema de corte uni-
dimensional. Problemas similares foram tratados por Paull e Walter em 1954 [44],
Metzger em 1958 [41] e Eilon em 1960 [16]. Contudo, em todos eles foram apresenta-
dos métodos adequados apenas para problemas pequenos (Dowsland e Dowsland [13]).
Com os trabalhos de Gilmore e Gomory em 1961 e 1963, [21] e [22] respectivamente,
houve um significativo avango no estudo de problemas de corte através do processo de

geracao de colunas, que estudaremos no terceiro capitulo.

Desde entdo o estudo dos problemas de corte ganhou grande importancia para o
planejamento da produgio em algumas industrias, como de papel, vidro, quimica, téxtil
e metaltirgica. O objetivo geralmente é de minimizar as perdas, mas pode ser também
maximizar o lucro, minimizar o nmero de objetos (matéria prima) usados, o tempo de
produgdo ou uma combinagdo desses. J4 o estudo dos problemas de empacotamento
tém aplicages principalmente nas dreas de logistica de diversas indistrias, no setor
atacadista e nas empresas de transporte rodoviario, ferrovidrio, aéreo e maritimo. O
objetivo geralmente é de maximizar o uso do espago, ou seja, empacotar o maior
numero de pegas no menor nimero de paletes, caixas, vagoes, caminhses, contéineres,

compartimentos de avides...

Devido a este grande nidmero de aplicacdes e a dificuldade de resolugdo, visto
que a maioria dos PCE pertencem & classe N'P-completo (ver Apéndice A), vérios
pesquisadores em todo o mundo tém concentrado esforcos no desenvolvimento de novos

e eficientes métodos de resolucéo, em sua grande maijoria heuristicos.



Com base nos diversos trabalhos publicados na literatura - mais de 700 até 1990,
data da pesquisa - Dyckhoff [14] propés uma classificacio dos PCE através de quatro
caracteristicas principais, baseada na légica do problema: dimensao, forma de alocagio
das unidades, sortimento de unidades grandes e sortimento de unidades pequenas.
Essa classificag@o foi importante, pois permitiu concentrar as pesquisas sobre tipos de
problemas melhor definidos. Cada uma destas caracteristicas foram subdivididas nos

seguintes tipos (representados pelos simbolos entre parénteses):

1. Dimensio:
(1)Unidimensional;
(2)Bidimensional;
(3)Tridimensional;
(N} N-dimensional, com N > 3.
2. Forma de Alocagéio das Unidades:
(V) selegio de unidades grandes;

(B} selecdo de unidades pequenas.

3. Sortimento de Unidades Grandes:
(O) uma unidade;
(1) unidades de tamanhos iguais;

(D)} unidades de tamanhos diferentes.

4, Sortimento de Unidades Pequenas:

(F) poucas unidades de tamanhos diferentes;

(M) muitas unidades de muitos tamanhos diferentes;
(R) muitas unidades de poucos tamanhos diferentes;
(

C) unidades de tamanhos iguais.



Vale notar que a combina¢fio destas caracteristicas resulta em 96 tipos diferentes

de problemas. E cada um destes tipos pode apresentar restrigoes diversas.

A tipologia é denotada pela quadripla «/G/7v/8, onde o respresenta a dimenséo
do problema, § a forma de alocagdo, v o sortimento de unidades e § o sortimento
de unidades pequenas. Por exemplo, a tipologia 2/V/I/M representa um problema
bidimensional, com selecao de unidades iguais, sortimento de unidades grandes iguais e
muitas unidades de tamanhos diferentes. Na tabela 2.1 apresentamos alguns problemas

cldssicos e sua tipologia.

Problema Tipologia
Problema de Corte de Estoque (cléssico) 1/V/I/R
Problema da Mochila 1/B/0O/

Problema de Empacotamento de Bin's 1/V/I/M
Problema de Carregamento de Veiculos {cldssico) V/I/F

Problema do Carregamento de Paletes do Produtor 2/B/O/C
Problema do Carregamento de Paletes do Distribuidor 2/B/0O/

2/V/I]
Tabela 2.1: Exemplos da Tipologia de Dyckhoff

Quando alguma especificagdo na tipologia de um problema nio é fixada, é porque
esta ndo caracteriza, ou nao altera a légica do problema, ou mesmo porque existem
varias formulagOes e restrigoes diferentes referentes a especificacdo em branco para o
mesmo problema. Vale citar, para exemplificar, a tipologia 1/B/0/ do Problema da
Mochila que ndo especifica o tipo de sortimento de unidades pequenas. De fato, se
houver poucas unidades de tamanhos diferentes, muitas unidades de muitos tamanhos
diferentes ou muitas unidades de poucos tamanhos diferentes, ndo hé alteracdo na
formulacao do problema. Na secéo 2.3 abordaremos algumas formulagoes do Problema
da Mochila que evidenciaréo que estes trés tipos de sortimentos de unidades pequenas

s&o irrelevantes para a légica do problema. Vale observar, por fim, que o Problema da
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Mochila se torna trivial, e assim desinteressante, no caso de termos apenas unidades

pequenas de tamanhos iguais.

Nas proximas secoes abordaremos brevemente cada um dos problemas listados na

tabela 2.1.

2.2 O Problema de Corte de Estoque Unidimen-

sional

O Problema de Corte de Estoque Unidimensional (1/V/I/R) é caracterizado, como
o proprio nome sugere, pelo corte em apenas um sentido, ou seja, uma bobina mestre
passa numa méquina que faz cortes em apenas uma dimensdo. Mais especificamente,
tem-se um numero m de diferentes itens, cada um de largura w;, que devem ser pro-
duzidos para atender cada uma das demandas d;, a partir de uma bobina mestre de

largura W > w; para todo ¢, através de cortes ao longo de seu comprimento.

Chamamos cada disposicao dos itens na bobina mestre de “padrao de corte”.

Bobina mestre Ew—--»—w——-—Larguxa da bobing ——— ( )

§ Faca

Desperdicio

Corte

4
e (o (o 1

Largura da bobing = W) +Wo + Wq + Wy + desperdicio

Figura 2.1: Processo de Corte Unidimensional



Vejamos um exemplo para clarear as idéias.

Suponhamos que uma indudstria possua um numero ilimitado de bobinas de 2 me-
tros de largura no estoque e trés tipos de itens, em trés diferentes larguras, para serem
produzidos a partir destas bobinas mestre: 30 centimetros(cm), 40 centimetros, 50
centimetros. Dentre todas as possibilidades de disposicao dos itens em cada bobina

(padrdes de corte}, listamos quatro:

1) 6 itens de 30 cm;
2) 5 itens de 30 cm e 1 item de 50 cm;
3) 2 itens de 40 cm e 2 itens de 50 cm;

4) 3 itens de 50 cm e 1 item de 40 cm.

Em cada padrio de corte calculamos o quanto é desperdigado, isto é, a “sobra”

(ver figura 2.2):

Perda no Padrao 1= 200 - 6x30== 20 cm;

Perda no Padrao 2= 200 - (5x30+50)=0;

Perda no Padrao 3= 200 - (2x40+2x50)=20 cm;

Perda no Padrio 4= 200 - (3x50+40)=10 cm.

O objetivo na industria é ébvio: atender a demanda com menor custo possivel.

E razodvel assumir como um custo relevante a quantidade de material desperdicado,

visto que podem haver, e provavelmente haverd, padroes de corte com “sobras”.



20 30 30 30 30 30 24
Fadrip 2
30 30 20 30 20 50
l Padrio 3
40 40 50 50 20
l Padréo 4
50 50 30 40 10

Figura 2.2: Padrées de Corte (desperdicio em preto)

Voltando ao nosso exemplo, suponhamos que seja requisitade 100 unidades de

30 centimetros, 80 de 40 centimetros, 120 de 50 centimetros e os padrdes de corte

disponiveis sdo os quatro listados acima. Se definirmos z; como o nimero de bobinas

cortadas com o padréo i, temos ¢ seguinte Problema de Programacao Inteira:

Minimizar

sujeito a

{2021 + 29 + 2023 + 10z4)
6zx; + bxy = 100

229+ x4 =280

Ty + 223+ 34 = 120

reN
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De forma geral temos o seguinte problema de programacao inteira que chamaremos

de Problema de Corte Unidimensional para minimizar o Desperdicio (PCD):

n
Minimizar ¢; > Tyz;
=1

sujeito a: Y i ayzi=d; i=1,..,m

Zy eN jml,,'ﬂ

onde:

n - mimero de possiveis padroes de corte;

¢; - custo por metro desperdigado;

z; - nimero de bobinas processadas com o padrio de corte ¢;
m -

T; =W — 3 aj;w; - perda em metros em cada padrio j;
d=]

a;; - nimero de itens do tipo ¢ no padréo j;

d; - nimero de itens do tipo ¢ demandados.

No exemplo acima algumas perguntas s&o pertinentes: por que escolhemos aqueles
padrdes de corte? E se escolhéssemos outros? Mais geralmente, € possivel trabalhar
com todos os padroes de corte viaveis? Do ponto de vista computacional ndo. Com
efeito, o mimero de padrbes de corte vidveis é geralmente muito grande, o que tornaria
qualquer método de resolugao muito lento. Desta forma, a escolha dos padrées a serem

avaliados constitui uma etapa crucial na resolucdo de um Problema de Corte. Como
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j& observamos, no capitulo 3 daremos especial atencdo a um processo de geracao de

padroes de corte, chamado de geracao de colunas.

Podemos considerar como objetivo minimizar o niimero de bobinas utilizadas ao
invés de minimizar o desperdicio. Chamaremos o problema de corte com este objetivo

de Problema de Corte Unidimensional para Minimizar o ntimero de Objetos Processa-

dos(PCOP):

7
Minimizar ¢ z;
=1
k2
sujeito a: Y ayz;=d;, t=1,...m.
=1
$j€N, ij=1,.,n.

onde ¢ é o custo de cada bobina.

Porém, se exigimos que a demanda deva ser atendida exatamente, ou seja, 0 excesso
de producgao serd considerado desperdicio, é facil se convencer, e mais rigorosamente
demonstrar, que minimizar ¢ nimerc de bobinas utilizadas é equivalente a minimizar

o desperdicio.

Proposicao 2.1. Um vetor x € solugdo otima do PCD se e somente se € também

solugdo étima do PCOP.

Demonstracao:

T
No PCD temos que minimizar a fungéo f(z) = ¢1 > Tjz;.
F=1
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T
Temos T; = W — > a;;w;. Sem perda de generalidade podemos assumir que
i=1

Cy = 1.
Assim f(.fl:) = i(w — i&ijwi)iﬁj :>f($) = i}(“f Ty — iaijwixj).
1= = VE =

T

Donde f(.’L') =W Z ’wf‘j —_ Z Wy Z Qi Ty-
i=1 J=1

j=1

Como Y ai;z; = d; temos f(z) =W " z; — > wid;.
j=1 =t i=1

7 n
Logo, r minimiza ) Tjx; se e somente se minimiza Y z;, como queriamos de-
monstrar.

Podemos trabalhar ainda com outras restricdes e objetivos, como veremos nas

préximas subsecoes.

2.2.1 Diversos tipos de bobinas em estoque em quantidade

ilimitada

Este caso, onde temos varios tipos de bobinas no estoque em quantidade ilimitada,
ocorre em indistrias que produzem as bobinas em maquinas diferentes ou as adquirem

no mercado em diferentes tamanhos, como as barras de ago na construgao civil.

Assumindo que temos NB diferentes bobinas em estoque, cada uma de largura
W, e custo ¢, para cada & = 1,..., NB, temos o seguinte Problema de Corte para
Minimizar o nimero de Objetos Processados no caso de Diversos tipos de Bobinas em

estoque (PCOPD):
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NB n
Minimizar > cx D Ty

k=1 j=1

NB n
sujeito a: D > ayze; =di, i=1,..,m.
k=1 j=1

zkj €N, k=1,.,NB, j=1,..n

onde:

Tr;= numero de vezes que a bobina do tipo k é processada com o padréo j.

2.2.2 Diversos tipos de bobinas em estoque em quantidade

lIimitada

Este caso ocorre em indtstrias com limitada capacidade de produgao das bobinas
mestres, ou naquelas onde as bobinas sdo compradas com certa antecedéncia, devido
4 demora ou incerteza no prazo de entrega, como as bobinas de ago na industria

metaldrgica.

Seja by a disponibilidade em estoque da bobina do tipo k, k= 1,..., NB. Temos o
seguinte Problema de Corte para minimizar o nimero de Objetos Processados no caso

de Limitagao de estoque {PCOPL):
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Minimizar 3 3 zz;

sujeito a: I
k=1j=1
n
Zl’kjgb,tg k=1,,NB
i=1
Zr; € N, k=1,..NB, 7=1,..,n.

2.2.3 Tolerancia em relagao a demanda

Existem ainda outros modelos que podem ser uteis e necessdrios no planejamento
da producdo em determinadas industrias. Pode-se estabelecer, por exemplo, uma
tolerdncia em torno da demanda solicitada, ou seja, a producdo de cada item ¢ pode
ficar entre um valor minimo d; e um valor méximo D;, dependendo exatamente da

demanda, tempo de producdo e do custo de estoque.

Correia e outros tratam em [10] dessa tolerdncia na inddstria papeleira da Europa.
Existe um Padrao de TolerAncia Europeu (tabela 2.2) que deve ser respeitado quando
hé excesso de produgao ou mesmeo sub-producéo. Mais especificamente, o cliente é obri-
gado a aceitar uma variagao na quantidade produzida quando esta satisfaz a tolerdncia
prevista na tabela. Quando o excesso de produgéo estd acima dessa tolerdncia o De-

partamento de Vendas tenta negociar a aceitacio desta quantidade extra com o cliente.
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Quantidade Demandada (em toneladas) Tolerdncia

Acima de 100 Prévio acordo
50-100 +/- 4%

20-50 +/- 6%

10-20 +/- 8%

5-10 +/- 10%

3-5 +/- 15%
Menos de 3 +/- 20%

Tabela 2.2: Padréo de Tolerdncia Europeu na Indistria de Papel

2.2.4 O setup num Problema de Corte

Voltando nossa andlise para a funcao objetivo, vale observar que, em alguns casos,
minimizar o néimero de objetos processados e/ou o deperdicio pode ndo ser suficiente.
De fato, quando, por exemplo, hd uma demanda grande para ser atendida em pouco
tempo, ganha substancial importancia o custo de cada troca de padrao de corte, uma
vez que estas trocas demandam ajuste de méaquinas (facas para os cortes) e, por con-
seguinte, tempo (setup) e trabalho. Acrescentando este custo ao PCOP, obtemos o

modelo para o Problema de Corte Unidimensional para Minimizar o nimero de Obje-

tos Processados e o Setup {(PCOPS):

n k3
Minimizar ¢ Y. z;+cp >0 (-Tj )

j=1 =1
kA

sujeito & Y ayz; = d;, t=1,...,m.
=1
I GN, jzl,,n
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onde:

co - custo de cada troca do padrao de corte;

1 sex; >0,
6(z;) =
0 sex; =10

Um outro exemplo simples da aplicabilidade deste tipo de modelo esté presente nas
inddstrias gréficas, conforme Teghem e outros abordam em [48]: considere o problema
de imprimir capas de livros num custo minimo, e que em cada chapa matriz € possivel
colocar 4 capas, isto é, cada padrdo comporta 4 capas. Existe um custo fixo para
produzir cada chapa matriz e um custo relativamente pequeno para produzir cada
folha & partir desta chapa matriz. Ou seja, o nimero de padroes usados é o que eleva

realmente o custo de impresséo das capas,

Problemas de otimizacdo combinatéria envolvendo custos de setup (custos fixos)
sdo notoriamente dificeis de se resolver. No capftulo 4 faremos uma breve revisio da
literatura sobre o PCOPS. No capitulo 5 apresentaremos um novo método de resolucdo
baseado num modelo ndo linear que aproxima o PCOPS. No capitulo 6 detalharemos a
implementacdo computacional do nosso método e os testes computacionais para aferir

a qualidade do mesmo.

2.3 O Problema da Mochila

O Problema da Mochila (1/B/0/) apareceu na literatura em 1957 no artigo “Dis-
crete variable extremum problems”, de George Dantizg e recebeu este nome devido a

seguinte motivagao :

Uma pessoa pretende viajar com uma Mochila de Capacidade W, em guilogramas
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por exemplo, e precisa escolher queois utensilios levar, como calga, camisa, toalha, sa-
pato, livro, alicate, botas ... Atribuindo a cada utensilio de peso w; uma utilidade u;, o

que levar de forma a mazimizar a utilidade total?

A modelagem deste Problema é simples: associamos a cada objeto uma varidvel
z; que assume 1 se o0 mesmo é colocado na mochila e 0 caso contrario. Obtemos a

seguinte formulagdo para o Problema da Mochila 0-1 (PMO0-1):

n
Maximizar ) w;T;
i=1

b
sujeito a: Y wx; < W

i=1

T; € {O, 1}, i=1,..7n.

onde n é o numero de objetos.

Este modelo é apropriado também para a seguinte situagdo: suponha que vocé quer
investir W reais e precisa escolher entre n possiveis investimentos, e cada um desses
investimentos gera um lucro de u; reais para um investimento de w; reais, i = 1,....,n

Nao é permitido investir na aplicacdo ¢ quantia diferente de w; reais para cada
i==1,...n, ou seja, ou se investe w; reais na aplicagdo ¢ ou néo se investe na aplicagéo

i

Na secao 3.5 falaremos sobre alguns métodos de resolucdo do PMO-1, mas acre-
ditamos ser instrutivo citarmos j& uma heuristica de construgio gulosa que obtém, de
forma muito simples e rapida, um solugdo para o PMO0-1 de razodvel qualidade em

muitos casos.

Chamamos uma estratégia de gulosa quando esta leva em conta sobretudo o valor,
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a grandeza, a utilidade daquilo que se estd analisando. N&o por acaso as estratégias
gulosas também sio chamadas de miopes, visto que “enxergam” apenas os grandes
valores. Para clarear as idéias, vale citar uma simples heurfstica gulosa para o Problema

da Mochila 0-1:

Heuristica Gulosa para o PMO0-1

e Seja W a capacidade da mochila, m o nimero de itens, cada um com uma utili-

dade u; e peso wy, tal que uy/wr > ugf/we > .. > Up, /Wiy,
e Para i=1,..m faca

— Se W > w; coloque o tem ¢ na mochila;

~ Faca W =W —uy

Esta heuristica é chamada gulosa pois coloca na mochila preferencialmente os
itens com maior densidade {utilidade/peso}. Para mais informagfes sobre as heuristicas

gulosas para o PM0-1 veja & referéncia [38].

O PMO-1, contudo, ndo atende a todos os “problemas da mochila” que encon-
tramos no dia a dia. De fato, em muitas situacgbes é preciso definir a quantidade de
objetos que serao colocados na mochila ao invés de simplesmente definir se o mesmo é
simplesmente colocado ou ndo, ou a quantia que investiremos em cada tipo de aplicago.
No exemplo da pessoa que arruma a mochila para viagem supracitado, pode ser mais
util e necessario definir quantas camisas e calgas levar do que se leva uma unidade ou
nao. Para modelar este problema definimos z; como sendo a quantidade de objetos do

tipo ¢ a serem levados na mochila. Temos a seguinte formulacao desse que chamaremos

de Problema da Mochila Ilimitada (PMI}:
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n
Maximizar ) uz;
i=1

n
sujeito a: Y wiz; < W
=1
EzEN, 7 == 1,,?’3

Vale observar que o PMI é uma boa formulacdo para o problema de cortar itens

menores de apenas uma bobina maior.

QOutra restricdo que pode aparecer em problemas reais é a limitacdo do nimero de
objetos que podem ser colocados na Mochila. Voltando novamente ao nosso exemplo,
para clarear as idéias, suponhamos que tenha-se a disposicio 7 camisas, 5 calcas e 2
livros para serem levados para viagem. Neste caso seria preciso alterar o modelo do
problema, acrescentando estes limitantes as restrigdes. Obtemos assim o Problema da

Mochila Limitada (PML):
Maximizar > w2,
FER

b3
sujeito ar Y wizm < W
i=1

onde b; é o nimero maximo de objetos do tipo 7 que podem ser postos na mochila.

Vale observar que o PM0-1 pode ser transformado num PML fazendo b; = 1 para
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todo i = 1,...n. Da mesma forma o PMI pode ser formulado como um PML fazendo

Uma importante generalizagio do Problema da Mochila 0-1 {PM-01) é o Problema
de Miltiplas Mochilas 0-1 (PMMO0-1), apropriado para o caso de haver m mochilas,

cada uma de capacidade ¢;. Temos o seguinte modelo do PMM(-1:

me T
Maximizar . Y piTi

ja=] je=1
T
suijeito a: wiiki; S ¢, 1=1,...,m
J=1
m
SNxy <1, j=1,..,n

i==]

z; €{0,1}, i=1..m, j=1..,n

onde z;; = 1 se o item j é colocado na mochila <.
Se m =1 o0 PMMO-1 se reduz, obviamente, ao PMO0-1.

Os Problemas da Mochila tem vérias aplicagGes em diversas areas da Pesquisa
Operacional. Por exemplo, em investimentos de capital, orcamento, carregamento de
veiculos e como um sub-problema em Problemas de Corte como veremos no capitulo 3.
Em contrapartida s&o problemas de dificil resolucao, visto serem problemas N'P-dificil

(ver apéndice A).
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2.4 Problema de Empacotamento de Bin’s

Suponhamos agora a seguinte situacao: uma fabrica produz n produtos diferentes,
cada um de tamanho w;, e possui um tnico tipo de recipiente, com capacidade W, em
quilogramas por exemplo, para despaché-los. Deseja-se distribuir os produtos no menor
ntmero possivel de recipientes (bin’s). Podemos formular este problema, chamado de

Empacotamento de Bin’s (PEB), da seguinte maneira:

k3
Minimizar >
=1

m
sujeito a:  p wyzy S Wy, i=1,..,n
i=1

inj=1, j:lxl,,m

i=1

y,E{O,l} ?:21,...,??,

i € {O, }.} t=1,..,n, j=1,..,m.

onde y; = 1 se 0 bin i é usado e 0 caso contrério; e z;; = 1 se o item j é associado ao

bin 7 e 0 caso contrario.

Esta formulacéo é ideal, também, no caso de se necessitar produzir um item de
cada tipo de pec¢a a partir de um tinico tipo de bobina mestre. Vale observar ainda que
podemos “olhar” o PEB como um problema de vdrias mochilas (bins) 0 ou 1. Como
vimos, o PEB tem a seguinte tipologia 1/V/I/M. Assim, o que diferencia o PEB do
Problema de Corte de Estoque Cldssico € o sortimento de unidades pequenas: no PEB

temos muitas unidades de muitos tamanhos diferentes enquanto no Problema de Corte
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de Estoque temos muitas unidades de poucos tamanhos diferentes.

Vale destacar que o PEB é N'P-dificil no sentido forte (ver apéndice A).

2.5 Problema de Carregamento de Veiculos (Classico)

O Problema de Carregamento de Veiculos tem a seguinte tipologia (1/V/I/F)
como vimos na tabela 2.1. Nota-se que a unica diferenca desse problema para o PEB
se d4 em relacdo ao sortimento de unidades pequenas, visto que neste caso temos poucas
unidades de tamanho pequeno. Para clarear as idéias, suponhamos a seguinte situagéo
comum em diversas empresas: deseja-se transportar n tipos de cargas, cada uma de
peso w;, no menor niimero possivel de veiculos de capacidade W. Eilon e Christofildes

[17] propuseram a seguinte formulagio para este problema:
I i
Minimizar > p; Y Ty
j=1 " i=1

n
sujeito a: > wiz;;, <L j=1,..,m

gl

T
Szy=1 i=1,..,n j=1..m
=1
zi; € {0,1} i=1,..,n, j=1..m.

onde:
z;; = 1 se o item de carga ¢ for alocado no veiculo j e 0 caso contrario;

p; € a penalidade associada a alocagfo de itens no velculo j.
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Para atingir o objetivo de minimizar o nimero de carros utilizados, a penalidade p;
aumenta com j de forma a termos p;; >> p; > 0. Com isso, é sempre melhor carregar

veiculos j& ocupados com alguns itens antes de carregar um novo veiculo ainda vazio.

2.6 Problema do Carregamento de Paletes

O Problema do Carregamento de Paletes {(PCaP - 2/B//) consiste, basicamente,
em encontrar a melhor forma de empacotar caixas retangulares num palete (plataforma
de madeira, metal, fibra ou outro material, disposta horizontalmente, na qual a carga
pode ser empilhada e estabilizada). Geralmente se objetiva maximizar o nimero de

caixas no palete.

L L/

':\'b (Caixas

lgoais

Palete

AN

1Y

N 7 7

Figura 2.3: Palete do Produtor

Hodgson [27] dividiu o PCaP em dois casos (ver figuras 2.3 e 2.4):

1. PCaP do Produtor

Produtos fabricados por um produtor sdo embalados em caixas iguais de di-

mensdes (I, w, k). Estas séo colocadas em Paletes de dimensdes (L, W, H}, onde
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H é a altura méaxima do carregamento. Em virtude do empacotamento de itens
de tamanhos iguais, o PCaP do Produtor tem a tipologia 2/B/0Q/C, onde C

representa o sortimento de pequenas unidades iguais.

. PCaP do Distribuidor

Umn distribuidor, como um atacadista por exemplo, geralmente necessita em-
pacotar n caixas de diferentes (i, w;, h;), ¢ = 1,...,n, em Paletes de tamanho
{L,W, H}. Este é o chamado PCaP do Distribuidor (PCaPD). Bischoff ¢ Ratcliff
[6], ¢ Morabito e Arenales [43] mostraram que esse problema pode ser traba-
lhado como um Problema de Carregamento de Contéineres (PCC). A tipologia
do PCaPD ¢ 2/B/0/, quando temos apenas um palete para ser usado e este é
carregado em camadas (bidimensionais), enquanto a do PCC é 3/B/(O/. No caso

de se poder usar vérios Paletes, a tipologia do PCaPD é3/B/I/.

"\, Caixas

Tiferentes

Palete

Figura 2.4: Palete do Distribuidor
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Capitulo 3

Geracao de Colunas num Problema

de Corte Unidimensional

3.1 O Método Simplex

O estudo da programacéo linear tem raizes nos trabalhos de Fourier sobre inequacoes
lineares, publicados em 1826. Kantorovich abordou alguns problemas de programacao
linear em trabalho de 1939, que foi publicado apenas em 1960 [30] {0 mesmo que traz
a primeira formulagao para o problema de minimizar as perdas num problema de corte
de estoque). Mas a programacio linear ganhou grande impulso quando Dantzig di-
vilgou em 1947 o Método Simplex, desenvolvido inicialmente para resolver problemas
de planejamento da Forca Aérea Americana. Em pouco tempo a programagio lin-
ear foi aplicada & diversas dreas do conhecimento. Koopman, por exemplo, mostrou
que a programacao linear era muito apropriada para alguns modelos na economia.
Em 1975, Kantorovich e Koopman receberam o prémio Nobel de Economia “por suas
contribuicdes & teoria de alocagdo otimna de recursos”. Aparentemente a Royal Swedish

Academy of Sciences, que concede 0 prémio, considerou os trabalhos de Dantzig “muito
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matematico” para um prémio de economia.

Antes de abordar o Método Simplex, é importante registrar que nos baseamos
em [2], um bom texto introdutério aos Problemas de Corte e Empacotamento, para

escrever as duas primeiras se¢oes deste capitulo.

Para estudarmos o Método Simplex, consideremos o seguinte problema de programacao

linear (PPL):

n
Minimizar f(z) =Y, cz;
i=1

sujeito a:  Ax=2b

onde A € R™*™ e posto (A) = m.

Seja B € R™*™ uma particio de A tal que posto (B} =m e N € R™*"~™ tal que
A= (B, N). Da mesma forma sejam z = (zp,zn) e ¢ = (cp,en)?. Chamamos zp de

vetor das varidveis basicas e z de vetor das varidveis nio basicas.

Temos assim:

Ar=be Bzg+ Nzy=be 25=B"%—- BNz,

Definicao . A solucio particular do PPL dada por 2% = B~'b e 2% = 0 é chamada
solucdo basica . Se 2% = B~'b > 0 temos uma solugio basica primal-vidvel e dizemos

que a partigdo bdsica é primal-vidvel.
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T = LB~ de vetor multiplicador

Definigao . Chamamos o vetor 7 € R™ dado por 7
simplex ou vetor das varidveis duais. Se ¢; — m‘Taj >0 paraj=1,..,n, entdo 7 é uma

solucdo bésica dual-vidvel. {Note que wTaj = ¢; para a; € B).
Temos o seguinte resultado cldssico da Programacédo Linear:
Teorema 3.1. Se o PPL tém uma solugGo dtima entdo existe uma particao bdsica

otima.

Podemos escrever a fungio objetivo f{z) em termos das varidveis nao bésicas:

f(fE) = CBIR -+ CNIN = CB(B_lb - B—INI]?N) 4+ CNIN

- f(xo) + (exy — 7T Ny

+Z 7ra:,

JEIN

onde Iy é o conjunto de indices da matriz ndo bésica N.

Desta forma, € facil ver que a funcéo objetivo, restrita ao sistema Ax = b, se altera

quando promovemos pertubagdes na solugdo basica.

Definicao . Chamamos de Estratégia Simplex a seguinte pertubacao da solucao bésica:

e escotha k € Iy tal que ¢ — 7l ax < 0;

o faca:

>0 quandoi=k,
€T; ==

0 quando ¢ € Iy\Kk

28



A estratégia simplex produz assim uma nova solucao dada por:

rp=2%+¢-y

Iy =¢€-€

onde y = ~B lag e e = (0,...,1,0,...,0)7, com 1 na k-ésima componente.

Desta forma o valor da fungéo objetivo é dada por:

Vale notar que a diregdo d € R", dada por d = (dg,dn) = (y, ex), define uma
pertubacao da soluco bésica e é chamada de direcdo simplex. Se a solucdo bésica for
nao degenerada, isto é, z; > 0, segue que d é uma direcio de descida vidvel, visto que,

Id=c —77la, < 0.

Obviamente desejamos apenas solugdes vidveis, o que implica que x5 > 0. Logo,

usamos o seguinte procedimento para obter o maior valor possivel de &:

2 Th
g’ = « =i = minimo { ——% y; <0, i=1,..,m
s Yi

onde m%j é a j-ésima componente de 1%. Sey; > 0 i = 1,...,m, o problema ¢ ilimitado.

Com esta escolha de ¢, a i-ésima componente de zp se anula enquanto apenas uma
variavel ndo bédsica se tornou positiva: z; = £ > 0. Obtemos assim uma nova parti¢do

basica conforme o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Considere o nova particio A = (B',N'), onde a i-ésima coluna de
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B’ € dada por a; € N. A nova particao € bdsica primal-vidvel, e sua solugao bdsica

associada € dada por x! = 2V + £%4.

Dentre os indices k € Iy que satisfazem a relago ¢, — rlay < 0, podemos escolher
aquele que nos da a direcao simplex com a maior taxa de descida na funcdo objetivo

através da seguinte escolha gulosa:

¢y — 7 ap = Minimo {¢; —77a; ,j=1,..,n}
Assim, se ¢ — war > 0, obtemos uma particio dual-vidvel e, portanto, uma
particdo basica étima.

Desta forma, enquanto a solucdo basica dual foi invidvel, podemos repetir o pro-

cedimento acima. Podemos resumir isso no:

Métode Primal-Simplex

1. Encontre uma particao bédsica primal-viavel: A = (B, N);
2. Faca zg = B~1b;

3. Encontre o menor custo relativo:

T T

e — T ag = Minimo {¢; - 77a; ,j=1,..,n};
4. Se ¢ — w7a > 0 —Solugéo 6tima foi encontrada —Fim;
5. Determine a direcio simplex: y = —B lay;

6. Se y > 0 —Problema ¢ ilimitado —FIM;

7. Determine o passo:

a e
0___”’-53. _ sox _ B; ) . .
g = ——t = minimo { w5 ¥ <0, i= 1,..,m};
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8. Atualize a particao basica e volte ao passo 2.

3.2 O Método de Geracao de Colunas

Em muitos problemas de otimizagao linear ou inteira o nimero de varidveis é
muito grande, impossibilitando o uso de métodos exatos como o método primal-simplex.
Gilmore e Gomory [21, 22] propuseram, no inicio da década de 60 do século passado,
um método que gera uma coluna apés cada iteracdo do método primal-simplex. Por

esse motivo recebeu o nome de Método de Geracao de Colunas.

Para melhor compreensao deste método consideremos novamente o PPL:

n
Minimizar f(z) = > ¢z;
=1

sujeito a: Az =1b

onde b € R™, A é a matriz com todas as n colunas vidveis do problema, X o conjunto

de colunas vidvels e h << n.

De forma sucinta o Método de Geracao de Colunas consiste nos seguintes proce-

dimentos:

1. Fnconira-se uma matriz basica B;

2. Gera-se uma coluna a € X para entrar na base B de forma a melhorar a solugéo

corrente. Caso ndo seja possivel —FIM;
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3. Aplica-se uma iteracdo do Método Primal-Simplex e volta para 2.

Como vimos na se¢io anterior, a varidvel z;, a entrar na base deve ser a correspon-

dente & coluna a; tal que:

¢y — T ax = Minimo {¢; — wTaj d=1,...,n} (3.1)

Seja a = (a1, a2, ...,am), & € X, e seu coeficiente na fungdo objetivo ¢(a) = v +

I
> yai. O custo relativo da varidvel correspondente & coluna a pode ser determinado
i=1

por:

m m m
pla) =cla) —7Ta =+ Z'}’z’ai - Z iy = Yo + Z (ve — mi)ay (3.2)
i=1 i=1 i=1

Gilmore e Gomory propuseram, baseado na escolha da varidvel a entrar na base
no método simplex {equagdo 3.1), encontrar a coluna a que minimiza o custo relativo

{equagdo 3.2):

T
Minimizar ¢(a) = v+ > (7 — Ti)a
im=]

sujeito a: (a1,..,am) € X

a; € N 1=1,..,m.

Devemos, assim, resolver um sub-problema para obter a coluna a que entrard na

base. Detalhadamente temos o seguinte método para resolver o PPL, onde m << n:

Método de Geracdo de Colunas
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1. Encontre uma particio bésica primal-vidvel: A == {B, N});
2. Faca zg = B~ b,

3. Encontre o vetor multiplicador simplex #¥ = cgB™!;

4. Encontre q, solugdo do seguinte sub-problema:

m
Minimizar ¢(a) = v+ > (7 ~ mi)as
i=1

sujeito a: (a1, ...,0m) € X
a; € N, i == l,...,m.
5. Se ¢(a) > 0 —=Fim;
6. Determine a diregio simplex: y = — B q;
7. Se y > 0 - Problema é ilimitado —Fim;
xD

O
. . . Tg, ]
8. Determine o passo: £° = ——y‘%l = minimo {_3}2’? y; <0, t=1,...,m};

9. Atualize a particio béasica e volte ao passo 2.

E importante ressaltar que a grande vantagem deste método é a possibilidade de

se trabalhar com apenas m -+ 1 colunas explicitamente, durante todo o processo.

3.3 Geracao de Colunas num Problema de Corte

Consideremos o seguinte Problema de Corte Unidimensional para Minimizar o

nimero de Objetos Processados (PCOP}, como vimos no capitulo 2:
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Minimizar ¢ z;
T

sujeito a: > ayrj=d; i=1,..,m.
CCJGN, jml,n

m
As colunas a; = (045, a2, ..., Gm;) devemn satisfazer a desigualdade W — 3~ aj;w; >

i=1
0, onde W ¢ a largura da bobina mestre, w; a largura do item 7 e cada termo a;; é um
inteiro nao-negativo, representando a quantidade de itens do tipo ¢ no padrao j, como

vimos no segundo capitulo.

Para aplicar o método de Gilmore e Gomory relaxamos a condigao de integralidade
da solucao, ou seja, trabalhamos com varidveis reais nao-negativas. Obtemos assim,

um problema de programacao linear que chamaremos de PCOP Relaxado (PCOPR).

Temos neste caso vy = 1, considerando o custo de cada objeto processado igual a
1(c=1), e~ =0parai=1,..,m. Desta forma, para gerarmos uma nova coluna, que

corresponde a um novo padrao de corte, temos que resolver o seguinte sub-problema:
m
Minimizar @(a) =1- > ma
i=1
m
sujeito a: > w;a; < W
gam]

Gy EN, 1= 1,...,m.

Resolver este sub-problema equivale a obter a solugao étima do seguinte Problema

da Mochila {PMI):
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m
Maximizar Y 70
i=1

m
sujeito a:  »_ wya; < W

i=1

a; € N, =1, .., m.

Podemos resolver o Problema da Mochila com algum método exato, como branch-

and-bound, que descreveremos na segéo 3.5.

3.4 Heuristicas para geracao de solucgoes iniciais

Para aplicar o método de Gilmore e Gomory precisamos, antes de tudo, obter a
matriz basica e a respectiva solucgdo inicial. Apresentaremos duas heuristicas simples

que se baseiam em estratégias gulosas.

Para gerar m padroes de corte num problema de corte unidimensional, a heuristica
gulosa mais simples é colocar em cada padrdo o maior nimero possivel de um tnico

tipo de item. Vejamos isso mais detalhadamente.

Um padréo de corte com apenas um tipo de item € chamado de padrao de corte
homogéneo. Assim, um padréo de corte é homogéneo se e somente se o vetor associado
tem apenas uma coordenada ndo-nula: a = {0,...,0,a;0,...,0}. Num PCOP com
m tipos de itens demandados, podemos obter uma matriz para iniciar o processo de
geracao de colunas com m padrdes de cortes homogéneos. Chamaremos de solucio

inicial homogénea a solugio obtida através da seguinte construgao:

o a; = (0,..., 4, ...,0), onde a; = [ZLWZJ Yi=1,..,m, ou seja, a; ¢ o maior inteiro
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w.

w;i’

menor ou igual a

d.
. .’lii:EiLi.

Contudo, podemos construir uma solugao de melhor gualidade com uma outra
simples heuristica gulosa, chamada FFD (First Fit Decreasing). A idéia é alocar prefe-
rencialmente os itens maiores, com a maior frequéncia possivel em cada padrao. Assim,
inicialmente reordenamos os itens de forma que eles estejam em ordem decrescente em
relacdo a largura. Isto porque, e nado é dificil se convencer, os itens maijores sao os
mais complicados de serem alocados e os itens pequenos, em contra-partida, facilmente
sdo “encaixados” quando nao conseguimos mais alocar os itens grandes. A estratégia
gulosa €, basicamente, alocar primeiro o maior ndmero possivel de itens grandes. De-

talhadamente temos a seguinte heuristica:

Heuristica FFD

fu—

. Seja j=1, R={1,2,...,m}

2. Fagaparai=1,..,m:

0 sei ¢ R
G ]
bi; = W37 wibiy
—Ee— | sei € R

3. z; = £&& = minep{di/by , by > 0}. (Logo z;by; < d; Vi € R e z;be; = di para

bkj

algum &k € R);

5. R = R\k;

[=)]

. j=7+1 Sej>m —Fim Caso contrario volte a 2.
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Assim, o passo 3 garante que a cada iteracido a demanda de um item € atendida

exatamente. Apds m iterages temos m padroes de corte e uma solugdo inicial inteira.

Jé vimos portante, como gerar uma solugao inicial para o PCOP e, depois, como
usar o método de geracio de colunas para obter uma solugio para o PCOP relaxado.
Na proéxima se¢do veremos alguns métodos para arredondar esta solucao oriunda do
processo de geracao de colunas, visto que buscamos uma solugéo inteira do PCOP, ou

seja, quantos objetos (inteiros) serdo processados com cada padrao.

3.5 Arredondamento da solucao

Trabalharemos nesta segdo com o Problema de Corte para Minimizar a Producao

com retricbes de desigualdade ao invés de restricbes de igualdade (PCOPY):

T
Minimizar ¢} z;
J=1

n
SlljeitO a: Z Qi3T5 > di, i = 1, veey TTL.
=1

SEjeN, j= ].,...,T?,.

Wascher e Gau [56] dividiram os métodos de arredondamento (para o PCOP) des-
critos na literatura em trés tipos: Aproximacdo Bdsica de Padrdes {B), Aproximacao

por Problemas Residuais (R) e Aproximagio por Composigio de Métodos (C).

Apresentamos nas proximas subsegdes alguns destes algoritmos, com a denominacio
proposta por Wascher e Gau. Em todos os casos vamos supor, sem perda de generali-

dade, que z = (21, ..., Z,) € uma solugio basica 6tima do PCOPR, obtida através do
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método de geragio de colunas e z* = (z%, ..., 2%,) é a solugio obtida apds o processo de

arredondamento.

3.5.1 Aproximacao Basica de Padroes

Wascher e Gau apresentam quatro métodos béasicos de arredondamento:

o Método BRUSIM

Este é o mais simples método de arredondamento: para cada varidvel z; toma-se

o . , .
o menor inteiro maior ou igual a x;, ou seja, z; = [z;].

As vantagens desse procedimento sdo ébvias: ele é extremamente rapido e nos
d4 uma solugdo vidvel. Entretanto, tem sido observado que este método sempre

resulta em solucdes inteiras muito distantes do valor étimo da funcdo objetivo.

¢ Método BRURED

O arredondamento para cima das varidveis de forma simultanea como no Método
BRUSIM gera, quase sempre, um excesso de producio que pode ser minorado.
De fato, podemos checar, apds a aplicacio deste método, quais varidveis podem
ser diminuidas em uma unidade sem deixar de atender a demanda. Assim, ve-
rificamos, para cada k € {1,2,...,n}, se a varidvel z,, apds o método BRUSIM,

satisfaz a desigualdade:

ai(zy ~ 1) + E ayr; > d;, 1=1,...,m
J=Lij#k

Se z;, satisfaz tal desigualdade fazemos z} = z; — 1.

s Método BRUSUC

Neste caso fixamos todas as varidveis zy inteiras e também a varidvel com maior

parte fraciondria é arredondada para o inteiro superior, isto €, se x; € inteira
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fazemos z} = 7y e =} = [z;], onde [x/] — z; > [z;] — i ,¥Yi=1,...,m. Obtemos

assim um outro problema de programagao linear:

Mininimizar > £

i€Jde

Sujeito a: Z aija?j > dz', i=1..,m
jeJr
Z; = 0, j€Jp

onde:

Jg € o conjunto de indices das varidveis bésicas;

;=13 , j € Jpsex” éinteiro;

a varidvel z; com a maior parte fraciondria é arredondada para cima: Z; = [z;].

Repete-se, entao, este processo até fodas as variaveis zj, k = 1,...,m, serem
inteiras. Isto ocorre em no méximo m iteragdes, pois em cada iteracao pelo

menos uma varidavel é fixada.

¢ Método BOPT

A primeira iteracdo deste método em nada difere do Método BRUSUC: fixa-se
todas as varidveis z; inteiras e também a varidvel com major parte fracionéria é
arredondada para o inteiro superior. Em seguida, resolve-se o problema resultante

através de um método de Programagao Inteira.

3.5.2 Aproximacao por Problemas Residuais

O primeiro passo nestes métodos é arredondar para baixo a solugdo otima do

PCOPR, ou seja, trabalha-se com o vetor de frequéncias inteiras T = (|z1], ..., [Zm ).
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Como estamos assumindo que a solu¢do do PCOPR n#o é inteira, T ndo é uma solugdo
viavel, ou seja, apds o processo de arredondamento para baixo alguns itens nao terfo

as demandas atendidas. Definimos, assim, a demanda residual como sendo:

dr; = max (87 d; — Zaij[.mjj) , t=1,2,..,m.
=1

Com isto, temos o seguinte Problema Residual (PR):

T
Minimizar Zl z;
j:

T
sujeito a: Y ayz; > dry, i=1,...,m
=1

z; € N, j=1..,n

Os chamados algoritmos de aproximagao por Problemas Residuais se diferenciam

pelo método utilizado para resolver o PR.

Vale ressaltar que, uma vez que as demandas residuais sdo bem menores que as
demandas do problema original, o Problema Residual é geralmente tratado como um

Problema de Empacotamento de Bin’s.

e Método ROPT

O problema residual é resolvido por um método de Programacio Inteira. Assim,
obtém-se uma solugédo étima do PR que, composta com a solucéo ZF obtida com
o arredondamento para baixo da solugdo do PCOPR, néo necessariamente é
solugdo 6tima do PCOP. Caso o nimero m de itens seja grande, é preciso resolver

um Problema Residual Grande, o que pode tornar este procedimento proibitivo
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computacionalmente, visto que o Problema de Empacotamento de Bin’s é N'P-

dificil no sentido forte {ver apéndice A).

Método RFFD

O problema residual é resolvido usando-se a heuristica FFD. Com isto, este

método é bem mais rapido computacionalmente em relagdo ac ROPT.

Método RSUC

Neste método, o Problema Residual também ¢ relaxado em relacdo as condigdes
de integralidade e resolvido através do Método de Geragio de Colunas. Este pro-
cesso é repetido até o arredondamento para baixo resultar em frequéncias nulas.
No caso de alguma demanda nfo ser atendida, resolve-se o problema residual
corrente através de um algoritmo exato para o Problema de Empacotamento de

Bin’s.

3.5.3 Aproximacao por Composicao de Métodos

Stadler [46] apresentou um procedimento que combina idéias da Aproximagao

Baésica de Padrdes e da Aproximacdo por Problemas Residuais. Ele inicia com o método

BRUSUC para gerar uma solugio vidvel para o PCOP. Como neste estégio geralmente

ocorre excesso de producio, tenta-se reduzi-lo iterativamente: identifica-se o padriao

que contém o maior nimero de itens com excesso de produgdo; reduz-se a frequéncia

deste padrdo em uma unidade. Este processo € repetido até nao existir mais excesso

de produgao. Obtemos assim, um Problema Residual que pode ser resolvide por um

método exato ou heuristico. Temos neste caso dois procedimentos possiveis:

¢ Método CSTAOPT

Inicialmente o método BRUSUC ¢ aplicado, seguido do procedimento de redugéo

de Stadler, como descrevemos acima. O problema residual é resolvido através de
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um algoritmo exato.

e Método CSTAFFD

O que difere este método do CSTAOPT é a resolugdo do Problema Residual, que

neste caso se da com a aplicacio da heuristica FFD.

3.5.4 Desempenho dos métodos

Wascher e Gau [56) realizaram testes para aferir o comportamento e qualidade de
cada um destes métodos. Ao todo, aplicaram os métodos para 5 classes de problemas,
com diversas quantidades de itens diferentes, m = 10, m = 20, m = 30, m = 40, m ==
50. Em cada classe foram resolvidos 800 problemas. Dentre os resultados apresentados

destacamos os da tabela 3.1.

Método # de Problemas onde a solugdo Gtima foi obtida | Tempo Total {s]
BRUSIM 188 14538
BRURED 821 14538
BRUSUC 578 17343
BOPT 1472 282102
ROPT 3874 18887
RFFD 3701 14538
RSUC 3921 18470
CSTAOPT 3709 17859
CSTAFFD 3630 17625

Tabela 3.1: Qualidade da solugdo e tempo computacional dos Métodos de Aproximacio

Observacdo. Wascher e Gau usaram um PC-486, 66 MHz nos testes com excegdo do
Método BOPT. Também com excegio ao BOPT, o tempo computacional se refere ao

tempo usado na resolugao do PCOPR usando o Método de Geragdo de colunas mais o
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tempo do método de arredondamento. O tempo atribuido ao Método BOPT se refere
apenas ao tempo computacional do método heuristico, e foi obtido numa estagéo de
trabalho HP9000/720, 57 MIPS, visto que o método se mostrou muito extenso em

relacdo ao tempo computacional.

Em relacio aos métodos de Aproximacio Bdsica de Padrbes é possivel notar que
o BOPT ¢ superior em relacdo a qualidade da soluggo. Porém, é muito caro computa-
cionalmente. J4 0 BRURED é rdpido computacionalmente e tem solugdes melhores em
geral do que o BRUSUC e o BRUSIM. Por conseguinte, 0 BRURED é o método mais

competitivo entre os métodos desta classe.

E notéria também a superiodade dos Métodos de Aproximagéo por Problemas
Residuais se comparados com os de Aproximacdo Bésica de Padrdes em relagao a
qualidade da solugdo. O método RFFD é o mais répido desta classe de métodos e
atingiu a solugdio 6tima em 92,5% dos problemas. J4 o RSUC atingiu a soluco Gtima
ern 98% dos problemas. Vale destacar que o CSTAOPT, que obteve o étimo em 92, 5%,
e 0 RSUC ficaram no méximo uma unidade da solucdo étima em todos os problemas
testados. Jd ROPT, que obteve o étimo em 96,85% dos problemas testados, nao
apresentou esta propriedade de ficar no méximo uma unidade do 6timo em todos os
problemas. Desta forma, CSTAOPT e RSUC sio, destacadamente, os métodos de

arredondamento mais competitivos tratados pelos autores do referido artigo.

Poldi apresentou em [45] algumas tteis modificacdes aos métodos cldssicos de

arredondamento, obtendo resultados competitivos.

Por fim, é importante ressaltar que, no caso de trabalharmos com o Problema
de Corte para Minimizar o nimero de Objetos Processados e o Setup (PCOPS), os
métodos BRUSIM, BRURED, BRUSUC e BOPT apresentam a vantagem de nao au-

mentar o nimero de padroes distintos. Voltaremos a este assunto no capitulo 6.
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3.6 Resolvendo o Problema da Mochila

Martello e Toth [38] é uma indispensével referéncia para o estudo do Problema da
Mochila em suas diversas variacdes. Extraimos desse importante livro uma brevissima
apresentacao do que consideramos ser as idéias centrais dos métodos de resolugao do
Problema da Mochila 0-1 (PMO0-1), do Problema da Mochila Ilimitado (PMI} e do
Problema da Mochila Limitado (PML).

Comecemos por descrever o limitante superior para o PM0-1 obtido por Dantzig
em 1957. Para isso, relaxamos inicialmente as condi¢oes de integralidade do PMO-1,

obtendo o problema de programacao linear PM0-1R:

TL
Maximizar > u;
=1

n
sujeito a: > wiz; < W

=1

0<a; <1, i=1,..,n

Assumimos sem perda de generalidade que:

u;, w; e W sao inteiros positivos

iwj>W

j=1
w; KW, 7=1,2,..,n.

Sem perda de generalidade podemos supor também que os itens estdo em ordem

decrescente em relacdo a densidade (utilidade/peso), isto é
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Suponhamos que os itens sdo consecutivamente inseridos na mochila até o primeiro
item s néo poder ser colocado por exceder a capacidade. Este item é chamado de item

critico e € dado, mais especificamente, por:

7
szmin{j:Zwi>W}
i=1

Devido as hipéteses assumidas, temos que 1 < 5 < n. Dantzig apresentou em 1957

0 seguinte tecrema:

Teorema 3.3. A solugdo 6tima T de PMO-1R é:

Z; = 1 para 3=1,..,8~1
Z; = 0 pera j=s5+1,..,m
_ W
£y = —
Wy
onde
s—1
W=W——ij
i=1

Demonstracdo: E facil ver que qualquer solucio x de PMO-1R deve ser maximal, no
n

sentido de > w;z; = W. Sem perda de generalidade, podemos supor que u;/w; >
Jj=1

u;41/wj41 para todo j = 1,...,n. Seja z* solugdo Stima do PMO-1. Suponhamos por

absurdo que z; < 1 para algum % < s. Devemos ter, assim, z, > £, para algum
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g > 5. Dado um £ > 0 suficientemente pequeno, podemos aumentar o valor de x}
por ¢ decrescendo o valor de z; por cwy/w, O valor da fun¢do objetivo aumenta,
assim, em €(up — Uqwi/wy) > 0, visto que ug/wi > ug/w,. Isto contradiz a hipétese
de otimalidade da solugio. Da mesma forma mostramos que z; > 0 para k > s é

impossivel. Portanto, como toda solugio étima é maximal, temos &, = W /w,.

Assim, o valor 6timo do PMO-1R é dada por:

5—1
- U
2(PM0O-1R) = Z u; + W;U—i-
=1
Devido a integralidade de u; e x;, temos o seguinte limitante superior para o

PMO-1:

L, = |2(PM0-1R)| = §Uj n [- %J

j=1 5

Martello e Toth em [36] obtiveram o primeiro limitante que domina o limitante de
Dantzig:

Teorema 3.4. Seja

g1
LO e Zu}' -+ [Wﬂiﬂj

=1 Ws+1

gl
L= Zuj + [us — (w, = W) US_IJ
$=1 Wy

Entdo:

1. Um limitante superior de PMO-1 €
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LQ = m&X{LO, Ll}

2. Para qualquer PMO-1 temos Ly < L.

A demonstragio pode ser encontrada também em [38].

Em relacao aos métodos de resolugdo, nos concentraremos principalmente no
chamado método branch-and-bound. Segundo Martello e Toth [38] o primeiro algo-
ritmo branch-and-bound capaz de obter a solugéo exata de um Problema da Mochila 0
ou 1 {PMO0-1) foi apresentado por Kolesar em 1967 [31]. Este consistia em um método
de busca binéria: (a) em cada né, seleciona um item ainda néo fixado j tendo méximo
lucro por unidade de peso (densidade) e gera dois nds descendentes, fixando z; em 1 e

0; (b) continua a busca por um né vidvel cujo valor do limite superior L; é médximo.

Horowitz e Sahni [28] apresentaram em 1974 um algoritmo branch-and-bound com
algumas modificagOes em relagfo a proposta de Kolesar. Definiram basicamente dois

tipos de movimento:

¢ Movimento para frente (Forward move): Inser¢éo da maior quantidade

possivel (inteira) de itens consecutivos na solugdio corrente.

e Movimento para tras {Backiracking move): Remocio do tltimo item in-

serido na solugao corrente.

Quando um forward move € esgotado, o limite superior L, correspondente & solucgéo
corrente é calculado e comparado com a melhor solugio encontrada. Se nao for possivel
melhorar a solugdo faz-se um backtracking move. Caso contrério, faz-se um forward
move. Se o Gltimo item tiver sido considerado, compara-se a solugao corrente com a
melhor solugdo encontrada para uma possivel atualizacdo. Se ndo for possivel fazer

mais nenhum backtracking mowe o algoritmo termina.
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Martello e Toth [36] apresentaram em 1977 algumas modificaces a esta proposta
de Horowitz e Sahni, obtendo um método mais eficiente. Entre estas mudancas esta
a troca do limitante superior usado na comparagao, Lo ao invés do L;. Os mesmos
Martello e Toth, em outro artigo publicado no mesmo ano [37], adaptaram este algo-

ritmo para resolver o Problema da Mochila Hlimitado.

Transcrevemos no apéndice B o pseudo-cédigo de um branch-and-bound sugerido
por Chvatal [8] para gerar uma coluna, solugdo de um PMI, para o problema de corte

unidimensional.

No mesmo artigo que trouxe um algoritmo branch-and-bound para o PMI, Martelo
e Toth [37] apresentaram um branch-and-bound para o Problema da Mochila Limitada

(PML), transformado este num PMO0-1.
Consideremos o seguinte PML:
T
Maximizar Z UL
=1

n
sujeito a:  »_wz; < W
=1
z; < by, i=1,..n
z; € N t=1,..,n.

onde b; é o néimero maximo de objetos do tipo ¢ que podem ser postos na mochila.

O algoritmo TB0I, descrito também em [38], transforma o PML acima num PMO-
1 com 7 varidveis, com utilidades #;, peso w; para todo i = 1,...,7i e capacidade da

mochila W:
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Pseudo-Cédigo TBOl - Transforma PML em PMO1
Inicio
7 =0

para j==(1) até n

Inicio

repita
se f+k>bjentao k=0~
Roe=fi41
un = ku;
umn = kw;
B=0+k
k=2k

até 3 = by

Fim

Fim
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n
Vale notar que o problema transformado tem 7 = Y [logy(b; + 1)] varidveis.
i=1

Em nossa implementacéao, que detalharemos no capitulo 6, utilizamos o algoritmo
MTB2, disponibilizado por Martello ¢ Toth em [38], implementado na linguagem For-
tran. Este algoritmo utiliza o TB0I para transformar o PML em um PM0-1. Neste
PMO-1 aplica-se um algoritmo, MT2 [38], que contém o método branch-and-bound por

eles desenvolvido.
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Capitulo 4

Minimizacao do Setup num

Problema de Corte Unidimensional

Neste capitulo estudaremos alguns métodos de resolugao do Problema de Corte

unidimensional para minimizar o nimero de Objetos Processados e o Setup (PCOPS):

. . T T
Minimizar 5] ijl I;+ Cy ijl (5(123)
sujeito a: Z;;l aijz; = d, i=1,..,m.

Iy & N, j = 1, veey T2

onde:

¢z ~ custo de setup;



5(z;) 1 sex; >0,
s} ==
’ 0 sex; =0

Este problema apresenta dois objetivos conflitantes: minimizar o nimero de Obje-
tos Processados bem como o nimero de padroes distintos. Como dissemos no segundo
capitulo, este problema ¢ de dificil resolugdo e tem grande importéancia no planejamento

da producao de algumas indistrias.

A dificuldade em se resolver este problema resulta da descontinuidade da fungdo
objetivo. De fato, ndo podemos relaxar as condicOes de integralidade da solugdo e
usar o0 Método de Geracdo de Colunas, pois nao temos linearidade e continuidade na
funcdo objetivo. Nao por acaso a grande maioria dos métodos publicados para resolver

o PCOPS séo heuristicos e nao abordam esta formulacdo.

N&o nos propomos a fazer um estado-da-arte neste capitulo. Apresentamos qua-
tro métodos diferentes que representam quatro diferentes abordagens, presentes na
literatura, para o mesmo problema: um procedimento heuristico sequencial (SHP);
um procedimento de redugdo de padrdes por combinagdo, também chamado de pro-
cedimento poés-otimizacdo (Kombi); um método exato, branch-cut-price; um método
que reduz o desvio quadrético da producdo em relagdo a demanda para um setup fixo

(ILS-APG).

4.1 Heuristica SHP

Este método foi proposto por Haessler [23] e se baseia numa técnica exaustiva de
repeticao de padrio (Sequential Heuristic Procedure - SHP): em cada iteracdo calcula-
se alguns parametros de aspiracdo, faz-se uma busca por padroes de corte que satisfa-

cam tais parametros até que todas as demandas sejam atendidas.
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Antes de descrever detalhadamente o método vamos explicitar os pardmetros de

aspiracio utilizados em cada iteragao :

¢ MAXTL: maximo de desperdicio toleravel;

e MAXR: nimero maximo de itens permitidos no padrao - depende do ntimero de

facas da maquina de corte;
o MINR: nimero minimo de itens permitidos no padrao;

o MINU: nimero minimo de objetos processados com o padrio.

Em cada iteracdo do método SHP calcula-se a demanda residual dr; para cada
item ¢. Isto porque na j-ésima iteracéo se define nao sé o padrio a; = (a1, @j, ..., Gmyj)

como também o valor da varidvel z;. Definimos assim:

J
dr; = max {0,d; — Zaik:ck} , 1=1,2 ..., m.

ke=]

Obviamente, antes do processo se iniciar temos dr; =d;, 1 =1,2,...,m.
Em cada iteracdo duas estimativas sdo fundamentais:

driw; . . . .
e NR = —Z~—V—Vif-w— - nimero de objetos que ainda devem ser processados para satis-

fazer a demanda;

e« NJ = %}%—5 - numero médio de itens obtidos em cada bobina.

No referido artigo, Haessler propos também os valores a serem atribuidos a cada

parametro de aspiracao :
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MAXTL € [0.006W, 0.03W];
¢ MAXR: igual a capacidade maxima da maquina de corte;
e MINR = NT —1;

e MINU= &« NR onde « € [0.5,0.9)].

Observacao: Os parametros MAXTL e MINU introduzem novas restrigbes ao

padrdo que deve ser gerado na iteragao j: W — > = ayw; < MAXTL, z; > MINU.

f==l

Podemos agora apresentar a heuristica SHP:

Heuristica SHP

1. Dados de entrada: W, m, w; e d; para cada ¢ = 1,...,m, MAXTL, MAXR, «;
2. Calcula NR, NI , MINR, MINU;

3. Calcula b; = [M%v"ﬁ J, i =1, ...,m (limitante superior para cada item no padrdo

a ser construido);
4. Ordena os itens por ordem decrescente de demanda residual;

5. Gera padrdes de corte em ordem lexicografica, respeitando os limitantes b;, garantindo
que o item com maior demanda residual esteja no padrio, até que se tenha um

padrao que satisfaga os trés parametros de aspiragdo (MAXTL, MAXR, MINR);

6. Se a busca por um padrao satisfazendo os critérios de aspiragao falhou, va para o
passo 8, caso contrério, tendo obtido um padrdo de corte a; = (a;, asj, .--» Gmj ),

faga z; = min {|di/a;;] i=1,...,m}

7. Atualiza d;. Se d; =0V i=1,...,m —FIM, caso contrario volte a 2;
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8. Se MINU > 1faga MINU = MINU — 1 e volte a 3;

9. Se MINU =1 faca a busca descrita em 5, selecionando o padréo com o menor

desperdicio e volte a 6;

Observacdo: O passo 8 amplia o conjunto de possiveis padrdes de corte a serem
gerados. J4 o passo 9 garante que o processo termina num ndmero finito de passos e

com uma solugéo vidvel.

Vale notar que o método nio usa os valores de ¢; e ¢, apesar da formulagao da
funcao objetivo do PCOPS ter sido proposta no referido artigo. No caso de se necessitar
diminuir o nimero de padrdes distintos (setup), deve-se permitir padrdes de corte com

maior desperdicio, ou seja, aumentar o parametro MAXTL.

O SHP ¢ um método que nos d4 uma boa solugao para o0 PCOPS e néo é caro com-
putacionalmente. Por este motivo muitos métodos publicados na literatura utilizam o
SHP para gerar uma solugdo inicial e também como base de comparagao para aferir
a qualidade dos mesmos. No préximo capitulo apresentaremos algumas modificagtes

que fizemos no algoritmo original que descrevemos acima.

4.2 Heuristica KOMBI

Este método foi desenvolvido por Foester e Wascher [18] e se baseia na combinagéo
de padroes visando diminuir o setup de uma solugéo inicial. Este processo de reduzir
o numero de padrdes num procedimento péds-otimizagao foi mencionado inicialmente
por Hardley [25]. Outros métodos baseados nesta idéia foram publicados por Johnston
133], Allwood e Goulimis [1] e Diegel et al. [11]. Todos tém em comum a combinagao
de pares ou triplas de padrdes, mas diferem na forma em que essas combinagdes sao

realizadas.
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O método Kombi pode ser visto como uma generalizagdo do método de Diegel
et al. [11]. O Kombi se baseia no simples fato da soma das frequéncias dos padroes
resultantes ser igual a soma das frequéncias dos padroes originais, ou seja, mantém

constante o nimero de objetos processados com uma possivel reducgao do setup.

Mais detalhadamente vamos descrever a combinacao 2 para 1 proposta por Diegel
et al.. Sejam dois padrdes 1 e 2 com as respectivas frequéncias x; e z,. Para cada item
de largura w;, i = 1,...,m, a soma s; = ;71 + Q;pT2 representa o numero de itens do
tipo ¢ fornecidos pelos dois padrées, enquanto z, = 1+, é 0 nimero total de bobinag
processadas com os padroes 1 e 2. Estes dois padrées podem ser substituidos por um
outro padrio a, = (@14, .-s Gma), COM Gy = S;/Z,, ¢ = 1, ..., m se todas as razoes s;/,
forem inteiras. Assim, utilizando o novo padrdo z, vezes, teremos a mesma produgio

decada itemi,1=1,....m.

Como dissemos, o KOMBI generaliza este método, baseando-se no fato da soma
das frequéncias dos novos padrdes serem iguais & soma das frequéncias dos padrdes

iniciais. Vejamos trés tipos de procedimentos:

1. Combinagtes 3 para 2 € 3 para 1

Baseado nesta propriedade, podemos obter dois padrdes * e x, com frequéncias
T+« € Zux, de trés padrdes, 1, 2 e 3, de pelo menos trés maneiras diferentes

(combinac@o 3 para 2):

Ty T1 € I o + I3;

Ty = Lg € Tew =1+ T3

T = L3 € Teax =1+ Ta.

Para obter os dois padrdes * = {@1a; -, Qma) € % = {G1ss, -.., Gmss ), adOta-se 0

seguinte procedimento:

e Calcula as somas 8; = @121 + Q;9T9 + G323, 1 = 1, ..., m;
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e Determina, recursivamente, todas as possiveis decomposicoes de s;, isto é,
todos 08 pares (Gix, Giex)s Giny Gisse i0tEITOS, tal qUe 8; = Qs + GinsTux, ODde
os padrdes * e #* $a0 vidveis (se a viablidade de algum padrio € violada o

procedimento recursivo é abortado).

Da mesma forma podemos realizar a combinacao 3 para 1.

. Combinagoes 4 para 3, 4 para 2 e 4 para 1

Consideremos 4 padrdes arbitrdrios 1, 2, 3 e 4 que serdo combinados em 3 padroes

*, %k € % % % COI as seguintes frequéncias:

.'L'* = :C.?]. 3 fL‘** = 1:32 H $*** = :Ujs "I_ x}é

onde j1, ja, J3, Js € {1,2, 3,4} séo dois a dois distintos.

Podemos ter seis tipos de combinacoes diferentes. Analogamente, deve-se deter-
minar todas as combinacdes possiveis e VIAVes (Gix, Gius, Gises) de 5, satisfazendo
85 %= QixTx T BjexTax " QinanTans- Vale Tessaltar que as combinacdes 3 para 2 e 2

para 1 sdo casos particulares da combinacéo 4 para 3.

Na combinacio de 4 padres em 2 (4 para 2} temos 7 conjuntos de frequéncias

Ty € T, para os padroes resultantes = e sx:

Tu = Tj; € Tyw = Tjy + Ty + Tj,

ou

Tu = Tjy T Lj; € Taw = Tjg + Ty

onde 71, j2, 73,74 € {1,2,3,4} sdo dois a dois distintos. O mesmo procedimento
recursivo identifica os dois padrdes % e *%. Da mesma forma, desenvolvemos a

combinagdo 4 para 1.
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Estes procedimentos podem ser generalizados para combinacdes p para g, com
p > g quaisquer. Porém, para ndo ser muito caro computacionalmente o método
KOMBI se limitou a trabalhar com, no mdximo, 4 padrdes e com redugbes p para

(p-1). A implementagio mails extensa deste método recebeu o nome de KOMBI234:

Pseudo-Cédigo do KOMBI234

Enquanto combinagoes 2 para 1 sfo encontradas faca:
Para todos os pares de padroes i, j» faca:
combinago 2 para 1
Fim
Fim
Enqguanto combinacgdes 3 para 2 sdo encontradas faga:
Para todos as triplas de padrées 71, jo, 73 faga:
combinagéo 3 para 2
Fim
Fim
Enquanto combinagoes 4 para 3 sdo encontradas faga:
Para todos as quadruplas de padrdes ji, js, js, j4 faca:

combinacio 4 para 3
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Fim

Fim

Para reduzir ainda mais o tempo computacional pode se Limitar o KOMBI as
combinagbes 2 para 1 e 3 para 2. Esta implementacio do Kombi recebe o nome de

KOMBIZ23.

Segundo os resultados apresentados por Foester e Wascher {18], KOMBI reduziu o
setup em mais de 60% dos problemas testados. Apresentou ainda melhores resultados,
em quase todos os casos, em relacdo aos métodos similares e também se mostrou
superior ao SHP, descrito na secfo anterior. Apresentaremos alguns resultados do
KOMBI234 no capitulo 6. Estes servirao de parametro para aferir a qualidade do

método que estamos propondo.

Limeira apresentou em [34] uma variante no método Kombi, além de outras trés

heuristicas que buscam obter um nimero reduzido de padrodes distintos.

4.3 Meétodo exato branch-cut-price

Vanderbeck [52] prop6s modelar o problema de minimizacio do setup como de
Programagao Inteira nao-linear, e chamou este de Problema de Minimizacdo de Padrao

(PMP). Inicialmente, o PMP tem a seguinte formulagio chamada P:

K
Z = Minimizar Y yk
k=1

sujeito a:
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K

dagu=di i=1,..n (4.1)
k=1
K
Y u<K (4.2)
k=1
<Ky k=1,.,K (4.3)
Zwixik S Wyk k= 1, ey k (44)
i=1
€N i=1,..,m, k=1,.., K (45)
v € {0,1} k=1,...K (4.6)
xeN k=1, K (47)

onde:

o K éntmero de bobinas em estoque que podem ser processadas (obtido resolvendo-

se 0 PCOP padrdo, conforme definimos no segundo capitulo};

e z. € 0 numero de vezes que o padrao k é usado;

yr = 1 se o padrdo k é usado e 0 caso contrario;

e 1 € o ndmero de itens do tipo ¢ no padrio k.

O objetivo ¢, assim, minimizar o nimerc de diferentes padroes de corte que séo
utilizados. As restricdes 4.1, que sfo nao-lineares, asseguram que as demandas sao
atendidas exatamente. A restric8o 4.2 corresponde ao limitante (K) do nidmero de
bobinas a serem utilizadas. A restrigdo 4.3 se refere & propriedade da varidvel y,. Por

fim, a restricdo 4.4 garante a viabilidade dos padroes de corte.

Visto que a formulagdo P é um problema de programagio inteira nio-linear,

trabalha-se com uma relaxacao fraca, resultando num problema de programacéo inteira
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linear. Para isso, usa-se a decomposicio de Dantizg-Wolfe adaptada para programacao
inteira [51]. Obtém-se inicialmente K sub-problemas idénticos, que consistem em se-
lecionar um padrdo de corte vidvel e fixar o mimero de vezes que ele é utilizado. A
formulacao mestre (M) abaixo é uma reformulacio do PMP em termos das solugdes

desses sub-problemas:

ZM = Minimjzar Z,\q (4.8}
geq
sujeito a: Z QerA=d; i=1,...,m (4.9
gsQ
> g <K (4.10)
geq

onde:

n
o Q={g=1(q0,q1,qm) E N 3 wiq; <W, qog: < d; V i}, é o conjunto das
gl

solugBes vidveis para as restrigoes (4.3-4.7) para um k fixo e uma relaxacio da

restricao 4.1.

e ), é uma variavel associada a cada ponto ¢ € @), que assume valor 1 se o padrao

de corte (g1, ..., gn) € usado go vezes, e assume valor 0 caso contrério.

Vale observar que A, = 1 na formulacdo [M] ¢ equivalente a (21, ..., Tnk, Y&, 2x) =

(g1, ..., Gn, 1,90) para algum % na formulagéo [P].

A formulagdo [M] é um problema de programacio inteira linear com grande
ndmero de varidveis. As nio linearidades de [P] estio implicitas nas definigdes das colu-

nas. Devido ao grande nimero de colunas e varidveis associadas em [M], utiliza-se um
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procedimento de geracdo de colunas num problema de programagéo inteira, chamado
algoritmo branch-and-price (Barnhart e outros [4], Vanderbeck e Wolsey [54]). Assim,
este método consiste em inserir o método de geracdo de colunas num algoritmo branch-
and-bound. Em cada nd da arvore do método branch-and-bound, é obtido um limitante

inferior resolvendo-se uma relaxagao linear do problema mestre corrente.

Este método resolve exatamente problemas de pequeno porte. Porém, falha na

obtencdo de solugdes Stimas em problemas de tamanhos moderados e grandes.

4.4 Heuristica ILS-APG

Umetami, Yagiura e Ibaraki [49] desenvolveram o “Iterated Local Search algorithm
with Adaptive Pattern Generations” (ILS-APG) cuja idéia bésica ¢, fixando o nimero
de padroes distintos (setup), buscar uma solugdo com desvio quadratico, dos itens

produzidos em relacao 4 demanda, suficientemente pequeno.

Para descrever os modelos apresentados por Umetami, Yagiura e Ibaraki pre-
cisamos definir algumas novas notagdes: seja S o conjunto de todos os padrdes vidveis,
IT C S o conjunto solugdo do PCOPS e z = (21,29, ..., ) € Zing, onde z; representa
a frequéncia do padrdo p; € II e I} € igual ao nimero de elementos do conjunto I, ou

seja, o niimero de padrdes distintos.

Podemos agora apresentar o MIN-PAT:
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Minimizar |TI]

2
sujeito a: E ( Z Gy — dz) S D

z; € N, para p; €11

onde D é o limitante do desvio quadratico das demandas.

Vale notar que, se D = (0, MIN-PAT é o mesmo problema de minimizacdo de
Padrdes (PMP) que abordamos na segdo anterior. Mas como dissemos, o ILS-APG
fixa o setup e busca minimizar o desvio quadratico em rela¢io & demanda conforme o

seguinte modelo, chamado de MIN-DEV:

2
Minimizar f(ﬂ, CC) = Qi3T5 — di
L \p;ell

sujeitoa: II=n

z; € Ly, para p; € I1

Apesar dessa formulagao ignorar o desperdicio, o mesmo pode ser controlado res-

tringindo o conjunto S aos padrées de corte com pequena perda por exemplo.

63



O processo de busca local consiste em, partindo de uma solugéo inicial, encon-
trar uma solucao melhor na vizinhanca dessa solucdo inicial, obtendo assim um étimo
local. A busca local iterada (ILS) repete este processo partindo de outras solugdes
iniciais obtidas por pertubacdes aleatdrias. Define-se como vizinhanga neste método,
o conjunto de solucdes obtidas através da substituicdo de um padrao por outro dife-
rente. Para calcular o valor da funcao objetivo na vizinhanca é necessério calcular as
frequéncias dos padroes de corte. Para isso, é usado uma heuristica baseada no Método
de Gauss-Seidel ndo-linear. Como ndo é possivel trabalhar com todos os padrdes de

corte viavels, usa-se uma heuristica de geracéo de padres de corte (APG).
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Capitulo 5

Modelo Nao-Linear para o PCOPS

Apresentamos neste capitulo um novo método para resolugao do Problema de
Corte para Minimizar o ndmero de Objetos Processados e o Setup (PCOPS). Ao
contrario dos outros métodos que visam minimizar o setup e o numero de objetos,
buscamos desenvolver um método que resolvesse de fato o PCOPS, partindo de sua
formulacdo, utilizando, assim, os custos ¢; (custo unitdrio de cada objeto) e ¢z {custo

do setup) na fungao objetivo a ser minimizada:

T2 n
Minimizar ¢, > z; +ca 3 0(z;)

=1 =1
T
sujeito a: Y a;z; > d;, i=1,..,m.
=1
Ty & N, } = 1,...,’1’1,.

Visto que a fungio objetivo deste problema de programacéo inteira é descontinua, o

primeiro passo foi suaviza-la. Uma vez “contornado” este problema, como explicaremos
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nas secoes 5.1 e 5.2, nos deparamos com o desafio de gerar colunas para um problema
ndo-linear. Apresentaremos na se¢do 5.3 uma proposta que utiliza um problema de
programacio linear auxiliar. E importante notar que na formulagéo acima temos uma
restrigo de desigualdade ao invés de igualdade em relagdo a demanda. Adotamos esta
restrigdo, pois trabalhar com a designaldade ampliou a possibilidade de obter solugoes
com baixo setup sem aumentar demasiadamente o niimero de objetos processados.
Com efeito, a restricio de igualdade restringe o espaco das possiveis solugdes. Assim, a
partir da seg@o 5.2, quando nos referirmos ao PCOPS estd implicito que trabalhamos
com restricoes de desigualdade em relagio & demanda. Isso também nao € estranho
as aplicagGes indistriais como vimos no segundo capitulo. No capitulo 6 mostraremos
os testes computacionais que indicam que esta combinagdo da suavizagdo, com um
método de programacao nao-linear, com geragdo de colunas adaptada a esta formulacio
e com uma simples heurfstica de arredondamento, resultaram num novo e competitivo

método.

5.1 Minimizacao de Funcoes Custo Descontinuas

por Suavizacao

Muitos problemas préticos requerem a minimizagdo de funges que envolvem cus-
tos descontinuos. Além do Problema de Corte para Minimizar o nimerc de Objetos
Processados e o Setup (PCOPS), visto nos capitulos anteriores, podemos citar modelos
para expansao de capacidade de redes de telecomunicagdes [47], problemas de alocagao
de capacidades e fluxo [29], entre outros. Entre as ferramentas usadas para resolver
esses problemas estdo o Método Monte Carlo [55], métodos de decomposicio [47],
técnicas de programagdo inteira [29], estratégias do gradiente projetado (9] e simulated

annealing [35].
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Martinez [39] propds um método que usa uma suavizagio da funcido custo descon-
tinua para poder aplicar um método de programacgao nao-linear. Considere o seguinte

problema de otimizagao:

T

Min f(z)+ Y Hilgi(z)] sa. z€0 (5.1)

f=]

onde f:R™ — R é continua, g; : R™ — R é continua para todoi=1,...,m,Q CR" e
H,:R—R, 1=1,..,m, é ndo-decrescente tal que H; é continua exceto nos pontos
a;, 7€ 0 conjuﬁto I; pode ser finito ou infinito, mas o conjunto dos pontos onde

H; é descontinua € um conjunto discreto, ou seja:

inf{|ai — au;| tal que I, j € ;1 # j} >0 (5.2)

Consideramos também que os limites laterais lim, , - H;(t), im, .+ H;(t), existem
. T} T

para todo j € [; e:

lim Hz(t) = Hi(afu) < lim Hz(t)
tﬁa; t—»a;ﬁ;

paratodoj€ I, 1 = 1,...,m.

A funcdo custo H; serd aproximada por uma familia de fungdes continuas nio-
decrescentes Hy, : R — R. Assumimos que estas funcdes aproximativas sdo tais que,

para todo p > 0,

klim Hy(t) = Hi(t) uniformemente em R\ U (qij, oy + p). (5.3)
Jjel;

67



Note que (5.3) implica que:

lim Hy(t) = Hi(t) Vt€R

k—o0

Para cada k definimos o problema aproximado FP; como:

Minimizar f(z) + Z Hilgi(z)], sujeitoa: z € (5.4)
i=1

Como {5.4) tem fungdo objetivo continua, podemos usar algoritmos de otimizacéo
continua para obter sua solugdo . O teorema seguinte, demonstrado por Martinez em

[39], prova que a solugdo de (5.1) pode ser aproximada pela solugao de (5.4).

Teorema 5.1 (Martinez). Assuma gue para todo k = 0,1,2, ..., z° € solucdo de (5.4)

e que ¥ € §) € um ponto de acumulacdo de {z*}. Entdo z* € solugdo de (5.1).

Demonstragae: Tomando uma sequéncia apropriada e renomeando-a, podemos assumir,

k

sem perda de generalidade, que z° — z*. Como todas as fungoes g; sdo continuas, isto

implica que:

g:(z¥) — gi(z*), ¥V i=1,..,m. (5.5)

Suponha que i € {1,...,m} é tal que:

9i(z") & {cuj, 7 € L}

Defina
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. * ;
p=3 min{|g;(z*) — au5l, 7 € L}

A hipétese (5.2) garante que p > 0. Dado € > 0, por (5.3), existe kg tal que, para

todo & > ko,

|Hia(t) - i) < 2/2, ¥ t € B\ | (g, 05 + ). (5.6)

jely

Pela continuidade de g;, existe k; tal que:

gz‘(l”k) € R\ U (Quj, 0uj + ). (5.7)

i€l
Entdo, por (5.6) temos:
| Ha[(9:(=")] — Hil(gi(=")]] < /2, V k> max{ko, k1}. (5.8)

Como gi(z*) — gi(z*) e gi(z*) € {cu; , j € I;}, temos que H; é continua em g;(z*).

Portanto, existe ko tal que:

(Hiel(g:(z%)] - Hil(g:(=®))| < €/2, ¥ k 2 ko, (5.9)

Por (5.8) e (5.9) temos que, para k > max{kq, k1, k2}:

| Hiel(gs ()] — Hil(g:(=¥)])| < | Hirl(:(2")] — Hil(9:(«®)]|+| Hil(9:(z*)] — Hil(gilz™)]] S &
(5.10)
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Provamos assim que, se g;(z*) ¢ {au;, 7 € Li}:

Jim Hylgi(z*)] = Hilgi(2)]. (5.11)

Suponha agora que g;(z*) = «; para algum j € [;. A sequéncia {Hilg:(2*)]}
pode ser decomposta em duas subsequéncias: uma que corresponde aos indices k tal
que gi(z*) < ay; (subsequéncia esquerda) e outra correspondente aos fndices k tal
que g;(z") > ;; (subsequéncia direita). Uma delas pode ser finita. Suponhamos que
a subsequéncia esquerda é infinita. Dado um £ > 0 arbitrédrio, tome k; como antes.

Como na prévia escolha de k;, existe k3 tal que para todos os indices & da subsequéncia

esquerda com k > k3 vale (5.7). Portanto, para estes indices k > k3 temos:

[ Hitl(g:(2*)] — Hi[(g:(2")]] < /2

Pela continuidade a esquerda de H; em q;;, existe k4 tal que para todos os indices

k da subsequéncia esquerda tal que k > k4, temos:

| Hil(g:(«*)] - Hil(g:(z")]| < /2

Combinando as duas desigualdades anteriores, podemos concluir que, para todos

os {ndices da subsequéncia esquerda tal que k > max{ko, ks, k4 },

| Hi[(g:(z")] — Hil(gi(z")]] < €
Logo, para subsequéncia esquerda:
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Jlim Hy[gi(a*)] = Hilgi(z™)]. (5.12)

Para a subsequéncia direita, como g;(z*) > g:(z*), temos que

Hixlg:i(z®)] 2 Hixlgs(z")]

visto que Hj, é ndo-decrescente. Portanto,

oy O —00 00

Por (5.12) e (5.13), temos que, quando g;(x*) == y; para algum j € I

lim inf Hie[gi(a")] > Hi[gi(")]. (5.14)

Por (5.11) e (5.14) e pela continuidade de f, temos que:

lmint f(24) + Y Halae)] = f@)+ Y Bla@) (519
i=1 i=}

Suponhamos agora, por absurdo, que z* ndo é solugio do problema (5.1). Neste

caso, existe T € {2 e ¢ > 0 tal que:

Flz) + Z Hig(®)] < flz*) + }: Hilgi{z") — ¢ (5.16)
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Mas, para todo i =1, ..., m,

klilf{.loﬂik[.gi)i)] = Hy[g:(Z)],
logo,

m m

im f(Z)+ Y Hulg:)2)] = f(&) + ) _ Hile:(®)].

P : :
g=1 i=1

Portanto, por (5.16), existe ks tal que:

£(@)+ 3 Halo)2)) < £(7)+ Y Hila(e")} = /2

para todo k > ks. Assim, por (5.15), para k > ks temos que:

@)+ Halod®)] < iminf /(a5) + 3 Higi(s")] - ¢/2

Como z* é solucio de (5.4), isto implica que:

™m e

F@) + ) Halg(2)] <liminf £(2) + ) Hilg:(2)] - ¢/2

i=1 i=1

para todo k& > ks. Isto contradiz a hipGtese de que z* nfo é solugéo de (5.1). Como

queriamos demonstrar.

72



5.2 Suavizando o PCOPS

Como ja observamos, a partir de agora trabalharemos com o Problema de Corte
para Minimizar o nimero de Objetos Processados e o Setup (PCOPS) com restrigdes
de desigualdade em relagédo a demanda, ou seja, a demanda precisa ser atendida mas
nao exatamente. O custo de um eventual, na verdade provavel, excesso de produgao
estd automaticamente incluso na funcdo objetivo que visa minimizar o nimero de
objetos e o setup. Porém, é importante salientar que os resultados da seg@o anterior,
onde apresentamos os problemas com restri¢des de igualdade, continuam valendo, visto
que basta acrescentar varidveis de folga para obter uma formulacgfio com restrigdes de

igualdade.

O primeiro passo para suavizar o PCOPS é relaxar as condicoes de integralidade.
Assim, utilizando a notagdo da secao anterior, trabalharemos com o seguinte problema

de minimizagdo que chamamos de PCOPSR:

Minimizar ¢;f(z) + ¢ i Hi{x)

i=1
sujeito a:  x € §}

onde:

e O={zcR" tal que Az > d, = > 0};

. f($)=§:$z';

iw=l

o Hit)=4(t),i=1,..n

Temos I; = {0} para todo i = 1,...,n, visto que ¢ = 0 & o tinico ponto de descon-

tinuidade de H;{t), i = 1,...,n. Vale observar que:
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lim Hi(£) = 0= H;(0) < lim H(t) =1

e Lo}

Aproximaremos cada uma das funcoes H; pelas seguintes fungoes continuas:

0 se t<0
Hi (t) B
E2/(1+kt?) se t>0
E fécil ver que limy_.oc Hix(t) = H;(t) paratodot € R, para todo i = 1,...,n e que
H;.(t) converge uniformemente para H;(t) se t # 0. As figuras 5.1 e 5.2 ilustram esta

propriedade.

Assim, estamos nas condicdes do teorema (5.1). Seja P, o seguinte problema de

programagio ndo-linear que chamaremos de Problema Aproximado:

n n 2
- . . kz i
Minpimizar ¢ 321 T;+ ¢ Z_Z:l ““‘1“51+k$j

ki3
sujeito a: ) a;x; > di, i=1,..m.
j=1
m]ZOJ .7: 1,.?1
Logo, pelo teorema (5.1), se para todo k = 0,1,2, ..., z; é solugdo do Problema

Aproximado Py e z* € ponto de acumulacgio da sequéncia {z;}, entdo z* ¢é solugdo do

PCOPSR.

Uma vez obtida a solugao do PCOPSR, podemos usar uma heuristica de arredonda-

mento para obter uma solugao do PCOPS. Contudo, existe um problema prévio a ser
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Figura 5.1: Gréficos da funcdo Hy (k=1 e k=10)
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Figura 5.2: Gréficos da funcio Hy; (k=100 e k=1000)

76



resolvido: que colunas usar no PCOPSR? Apresentamos uma proposta na préxima

secao.

5.3 Gerando Colunas em um Problema Nao-Linear

Como observamos nos primeiros capitulos, ndo é possivel trabalhar com todos
03 padroes de corte viavels. Com isso, buscamos adaptar o Método de Geragao de
Colunas para o problema aproximado £y, que ¢ um problema de programac@o nio-
linear que aproxima a solugdo do PCOPS. Assim, a idéia foi encontrar um problema

de programagdo linear que possibilitasse o uso do método de geracio de colunas.

Considere o seguinte problema de programacao linear auxiliar que chamaremos de

PLAT :

n P
Min > z—> u (5.17)

iwml i=1

sujeito a: Zaijffj >d;, 1=12,....m (5.18)
j=1
Y y=P (5.19)
j=1
Lyj—z; 20, j=1,2,...,n (5.20)
0<y; <1, j=1,2..,n (5.21)
z; >0, 5=1,2,...n (5.22)

onde:

e P é o numero de padrdes distintos presentes na solucdo oriunda de Py;
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e [ é um numero real grande.

A equagdo (5.20) determina que, se y; = 0 entéo z; = 0. Como a fungéo objetivo
(5.17) tende a tornar y; = 1 para j = 1,..., P, arestricdo (5.19) garante, neste caso, que
(n— P) componentes de ¥ se anulam, mais especificamente ypi: = Ypio = ... = Yp = 0,
donde concluimos que z; = 0 para j = P+ 1,...,n. Seja z* uma solucdo 6tima deste
problema. Temos =35, = ... = z;, = 0. Ou seja, setup < P, onde, lembremos, setup é
o nimero de padroes distintos na solugio final. Se i ¥ < i x; nossa hipétese de
otimalidade da solucdo z do PCOPS estaria violada.JP zﬁogo, T ]:ér*

Entretanto, é ficil notar que podemos simplificar este procedimento resolvendo
o Problema de Programacio Linear com apenas as primeiras P varidveis. Esta foi a
nossa opg¢ao. Assim, utilizamos o seguinte Problema de Programagdo Linear Auxiliar

(PLA2) para gerar colunas:

P
Mininimizar =}~ z;
Je=1

P
sujeito a: dagr;>dy, t=1,..,m.
=
z; >0, j=1,..P

No processo de geragio de colunas para o PLA2 temos que resolver um Problema
da Mochila como observamos no capitulo 3. Haessler sugeriu em [24] que fosse re-
solvido um Problema da Mochila Limitada (PML) para gerar boas colunas que, além
de diminuirem o nimero de objetos processados, também ajudassem a minimizar o

setup. Neste artigo, Haessler sugeriu fixar os limitantes da seguinte forma:
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o ldy | W .
b; —-mm{l—é, [EI—J}, i==1,...,m

Incorporamos esta estratégia de gerar colunas através da resolucgdo de um PML
no nosso método, utilizando porém, outra heuristica, por nés desenvolvida, para gerar
estes limitantes b;, ¢ = 1, ..., m, conforme explicaremos no proximo capitulo. Isto porque
consideramos “demasiadamente heuristico” dividir por 10 a demanda para obter os

limitantes para cada item.

5.4 O Novo Método

Antes de apresentar o novo método, vale recordar a formulacdo do PCOPS com

restricbes de desigualdade:

ki3

Minimizar ¢; >, z; 4¢3 9. 5(%’)

J=1 j=l1
T
sujeito a:  >_ ayx; > d;, i=1,..,m.
=1
l'jEN, j=1,,n

Podemos agora descrever o novo método (NM) mais detalhadamente:

Novo Método

1. Gere uma solucao inicial heuristicamente para o PCOPS;
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. Fa¢a a melhor soluco encontrada {z*) igual a solugéo inicial;

. Obtenha uma solugdo para o PCOPS corrente resolvendo P, com restricdes de

desigualdade, para k£ = 101 | i =1,2,...,5;
. Se a solugdo encontrada em (3) é melhor que (z*) atualize-a;
. Obtenha os multiplicadores simplex m;, i = 1, ..., m, resolvendo o PLAZ;

. Resolva o problema da mochila limitada (PML) formada pelos multiplicadores

simplex de PLAZ:

m
Maximizar Z = Y muz;
i=1

ki3
sujeito a: > wz; < W

fuml

T < by, i=1,....m

z; €N t== 1., m.

. 3¢ Z <1 resolva o Problema da Mochila sem limitantes;

. Se Z <1 —FIM. Caso contrério insira a coluna gerada na matriz do PCOPS e

volte a {3).

. Use um método de arredondamento para obter uma solucdo inteira.

Vale observar que o procedimento de geragio de colunas que propomos € heuristico,

ou seja, ndo podemos garantir que tenha o desempenho que desejamos em todos os

casos. Até porque nao necessariamente encontramos a solu¢do 6tima global do P.. O

malis provavel é obtermos otimos locais. Porém, os testes computacionais mostraram

gue nossa proposta obtém bons resultados.
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No préximo capitulo detalharemos como implementamos cada passo do novo método.

Descreveremos também os resultados computacionais, nossas conclusoes e perspectivas.
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Capitulo 6

Implementacao e Resultados

Computacionais

6.1 Implementacao do Método NM

Para obter a solucdo inicial que utilizamos no método NM, implementamos o

método SHP descrito no capitulo 4 com algumas pequenas modificacoes:

e a0 invés de fixar o pardmetro MAXTL, que é o limitante de desperdicio no padrao
que estd sendo gerado, inicializamos com um valor baixo, MAXTL = 0,01W,
pois no inicio do processo é possivel gerar padroes com despedicio muito pequeno,
e a cada padrio gerado aumentamos o pardmetro em 0,25%, ou seja, fazemos

MAXTL = MAXTL + 0,0025W, até atingir o limite de 3% de W.

e Também nao fixamos o valor de MINU. Inicializamos com MINU =0,5NR e a
cada novo padrao gerado somamos 0, 05N R até o méximo de 0,9N R. Isso porque
desejamos gerar uma solugfo com baixo desperdicio e um setup ndo muito alto,

pois o nosso método certamente melhora o setup. Como quanto mais alto o MINU
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provavelmente menor serd o sefup e maior o desperdicio, resolvemos ampliar o
espaco de busca nas primeiras iteracdes fixando o pardmetro MINU no menor
valor sugerido por Haessler (MINU = 0,5NR), e posteriormente, aumentd-lo

5% por iteracgio, para ndo comprometer demasiadamente o setup.

e No passo 5 do algoritmo SHP é feita a busca em ordem lexicogréfica com intuito
de obter um padrio que satisfaca os critérios de aspiracdo. E vélido explicar
nossa implementacéo deste passo. Iniciamos alocando no padrio que estd sendo
gerado o maior nimero possivel do item com maior demanda residual. Depois
tentamos, seguindo a ordem decrescente em relacio a demanda residual, alocar
o maior nimero possivel de itens diferentes. No caso do padrdo gerado néo
satisfazer os critérios de aspiracdo diminuimos em uma unidade a frequéncia do
item com maior demanda residual e repetimos a busca. Adotamos esta estratégia
heuristica por acreditar que, alocando o maijor nimero de itens diferentes no
padrao, poderiamos contribuir para uma solugio final com baixo setup. Eo
inverso do que ocorre na heuristica FFD, onde tenta-se alocar o maior niimero
possivel de cada um dos itens no padrio que € gerado. Como observamos no
capftulo 3, a heuristica FFD gera uma boa solucfo inicial, com baixo desperdicio,
mas com Setup = m. Com a heuristica SHP buscamos um setup menor, € por
isso optamos por uma busca que “privilegiasse” padrées com baixo setup, ja que

o baixo desperdicio ja é “garantido” pelo pardmetro MAXTL.

Jé o pardmetro MINR é fixado conforme sugestio de Haessler em MINR = NI—1.

O parametro MAXR, nimero maximo de facas, nao foi utilizado.

Utilizamos o BOX9903 [32, 58], desenvolvido pelo Grupo de Otimizagdo do Depar-
tamento de Matematica Aplicada da Unicamp, para resolver a sequéncia de problemas
Py (0 BOX9903 esta disponivel na pagina do professor Martinez {58}). Esta sub-rotina

resolve o seguinte problema de otimizacio:
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Minimizar f(z)

sujeito a: Az =d

onde f: R"—R e h : R"—R™ sio diferencidveis e A é uma matriz m x n. No nosso
caso néo temos a funcdo A(z), [ = 0 e u = oco. Como nosso problema P tem restrigdes
de desigualdade, precisamos acrescentar variaveis de folga para utilizarmos o BOX9903
que foi desenvolvido para trabalhar com restrigdes de igualdade. Obtemos entdo uma

nova matriz A. Assim, em cada iteracio o BOX9903 resolve o seguinte problema:
Minimizar L(z)

sujeitoa: [<z<u

onde:

:c)—cl T; + Co hm (z:) + X - (Az —d) + (p/2) - Az —dl)?
2

faxl i=1

é chamado de Lagrangiano Aumentado. Na iteracio j temos p = 10 e k = 1071,
sendo que j assume os valores 1,2,3,4 e 5, ou seja, utilizamos 5 iteractes do método.
E importante ressaltar que o pardmetro & do problema aproximado aumenta a cada

iteracdo do método do lagrangiano aumentado. Nos testes verificamos que isso em
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nada alterava a qualidade da solugfo e trouxe ainda um grande ganho de tempo com-
putacional. O vetor de multiplicadores de lagrange A é estimado em cada iteracdo j

através da seguinte expressao:

)\j = Aj—l -+ ,Oj(z.’ﬁj —_ b)

Vale lembrar que:

hig(z) = kz?/(1 + kz?)

Como o método nao necessariamente encontra o étimo global, a cada nova coluna
adicionada a matriz de restrigdes A, resolvemos a sequéncia de Problemas B, k = 10}
para i = 1,2,3,4,5, com 20 solugdes iniciais diferentes: a solugao corrente, a solucio
nula e outras 18 geradas aleatoriamente. A solug@o corrente do Py € a melhor solugdo
encontrada. Para fazer a geracio aleatéria dessas 18 solugles iniciais utilizamos uma
proposta de Martinez presente no cédigo staricos, disponibilizado em sua pégina [58].

No apéndice C transcrevemos o pseudo-cédigo deste gerador de solugdes iniciais.

Apds resolver a sequéncia de problemas Py, devemos gerar uma coluna para entrar
na matriz de restrigoes. Tentamos inicialmente gerar uma boa coluna também para o
setup, resolvendo assim um Problema da Mochila Limitada conforme descrevemos no
capitulo anterior. Para isso é necessario definir os limitantes. Objetivando diminuir o
setup em 20% desenvolvemos uma nova heuristica para obter estes limitantes. Sendo o
Setup = P, ou seja, existindo P padroes distintos na solucao corrente, o nosso objetivo
é obter, apds a geragao de colunas, Setup = 0.8P. Seja NB o ntimero de objetos
processados na solugao corrente. Supondo que este fique constante, devemos ter em
média M BP = NB/Setup objetos processados por padrao. Suponhamos que o novo

padrdo a ser gerado entre na solugdo com este valor, isto €, z,.1 = MBP, e que os
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itens alocados neste padrao ndo estejam presentes em outros padrdes nao-nulos, o que
seria razodvel, ja que desejarnos diminuir o setup. Neste caso, para nao excedermos a
demanda, cada item ¢ deveria ser limitado por b; = d;/M BP. Como precisamos de um
limitante inteiro, arredondamos b; para baixo. E caso b; > W/w; fazemos b; = |W/w;],
que € o limitante relativo 4 largura da bobina, uma vez que admitimos apenas padroes

vigveis,

Trabalhamos, desta forma, com estes limitantes para gerar uma nova coluna
através do método de Gilmore e Gomory resolvendo um Problema da Mochila Limi-
tada. Para isso, utilizamos o algoritmo de Martello e Toth MTB2 e para resolver o
Problema da Mochila Ilimitada (PMI} utilizamos o algoritmo branch-and-bound, con-

forme descrevemos no capitulo 3.

Por fim, para arredondar a solugéo encontrada ao final do processo, utilizamos o
método BRURED, descrito no capitule 3, pois este nao altera o nimero de padroes

distintos e é extremamente rapido do ponto de vista computacional.

Podemos assim, detalhar a implementacao do método NM:

Implementacao do Método NM

1. Gere uma solucio inicial através da heuristica SHP ;
2. Faga a melhor solucdo encontrada (z*) igual a solugio inicial:

3. Utilizando o BOX9903 obtenha uma solucdo para o PCOPS corrente resolvendo
Py, com restricdes de desigualdade, para k = 10*! | i = 1,2,...,5, com 20

solucdes iniciais diferentes;
4. Se a solugdo encontrada em (3) € melhor que z* atualize-a;

5. Obtenha os multiplicadores simplex m;, 7 = 1, ..., m, resolvendo-se PLAZ;
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6. Resolva o problema da mochila limitada (PML), através o método de Martello e

Toth MTB2, obtendo o valor da funcao objetivo Z e a coluna a solugdo do PML;

7. Se Z < 1 resolva o Problema da Mochila Ilimitada através do método Branch-

and-Bound;

8. Se Z < 1 —FIM. Caso contrario insira a coluna gerada na matriz do PCOPS e

volte a (3).

9. Use o método BRURED para obter uma solugao inteira.

6.2 Testes Computacionais

Geramos, através do gerador CUTGEN1 desenvolvido por Gau e Wascher [20],
100 problemas para cada uma das 18 classes caracterizadas pelos diferentes valores para
o limite inferior e superior do comprimento dos itens (v; e v do CUTGEN1}, demanda
média (DBar de CUTGEN1) e niimero de itens demandados (m de CUTGEN1). Mais

especificamente:

e v; assumiu os valores 0,01 ¢ 0,2;

s v, assumiu os valores 0,2 e 0, §;

O mimero de itens requeridos foi fixado em 10, 20 ou 40,

A demanda média dos itens foi 10 ou 100.

Obtemos desta forma, seis classes com itens pequenos (v; = 0,01 e v9 = 0, 2}, seis
com itens de larguras variadas {v; = 0,01 e vy == 0,8) e outras seis classes com itens

grandes (v; = 0,2 e v; = 0, 8}, conforme a tabela 6.1.
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Classe | vy | vp |m | d
1 0,01 {0,2]10! 10
2 0,01 10,2]|10] 100
3 001102120} 10
4 0,01 10,2720 100
5 0,01 : 02|40 10
) 0,01 10,2740 100
7 0,01:08]|10] 10
8 0,01 10,8110 100
9 0,01 08120 10

10 0,01 10,820 100
11 0,01 108|40! 10
12 | 0,010,840 100
13 02 :08|101 10
14 02 10810 100
15 0,2 108120 10
16 0,2 16,8120 100
17 0,2 0,840 10
18 0,2 10,840 100

Tabela, 6.1: Classes Geradas

Comparamos os nossos resultados com os obtidos usando a nossa implementagao
da heuristica SHP e os obtidos pela heuristica Kombi234, desenvolvida por Foester
e Wascher [18], conforme descrevemos no capitulo 4. Estes métodos também foram
usados por Umetami et al. [49] para efeitos de comparac¢do da sua heuristica ILS-
APG. Adotamos no gerador CUTGENI a mesma semente, 1994, usadas por Foester e

Wascher e Umetami para gerar os 1800 problemas testes.
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Estamos comparando o método NM com o heuristica Kombi234 cuja solucao inicial
foi obtida através do procedimento de Stadler [46] que descrevemos no capitulo 3:
utiliza-se 0 método de geracdo de colunas e depois usa-se o método CSTAOPT para
obter uma solucdo inteira vidvel. Isto porgue foi esta “combinagao”, Procedimento de
Stadler + Kombi234, que obteve os melhores resultados até entao na literatura, segundo

os préprios autores Foester ¢ Wascher, no minimo até a publicagio desse trabalho [18].

Implementamos o método NM e a heuristica SHP na linguagem Fortran, com com-
pilador g77 para Linux, num micro-computador com processador Athlon XP 1800Mhz,
512MB de RAM. Os resultados da heuristica Kombi234 foram obtidos num cddigo em
MODULA-2 em MS-DOS 6.0 usando um IBM 486/66, implementado pelos préprios

autores Foester e Wascher {18].

Apresentamos os resultados do método NM com dois valores para o custo do
setup: g = 100, que chamaremos de NM100 e ¢; = 300, que chamaremos de NM300.
Nos dois casos fixamos o custo de cada objeto processado em uma unidade, ou seja,
¢; = 1. Estes valores de ¢; cumprem o pape! de penalizar o niimerc de padroes distintos
(setup). Desta forma, NM300 obtém um sefup menor que o NM100 na maioria das
classes. Visto que setup e nimero de objetos processados sdo objetivos conflitantes, o

NM100 apresentou niimero de objetos menor que o NM300 na maioria das classes.

6.2.1 Comparando o setup e o niimero de objetos processados

As tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 apresentam as médias do nimero de objetos e do setup
para 100 problemas de cada uma das classes, divididas, respectivamente, em classes

com itens pequenos, com itens de largura variadas e com itens grandes.

A tabela 6.5 apresenta a variagéo do setup e do numero de objetos do método

NM100 em relacdo & heuristica SHP. Para o cédlculo da variagdo do setup utilizamos
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SHP Kombi NMI100 NM300
Classe | setup Objetos | setup Objetos | setup Objetos | setup Objetos
i 3,95 14,17 | 3,40 11,49 | 3,14 18,44 | 3,02 14,30
2 5,94 116473 781 110,25 466 11666 450 12148
3 5,00 25,29 | 5,89 22,13 | 4,88 25,18 1 4,84 25,14
4 7,31 22533 14,26 215,93 | 7,16 226,72 | 7,28 224,86
5 6,87 46,89 | 10,75 42,96 | 7,02 45,64 | 7,02 45,66
6 10,81 433,59 | 25,44 424,71 | 10,96 432,68 | 10,92 432,72
Média | 6,65 143,62 1126 137,91 | 6,30 14422 | 6,26 144,03

Tabela 6.2: Médias para classes com itens pequenos

SHP Kombi NM100 NM300
Classe | sefup Objetos | setup Objetos | setup Objetos | sefup Objetos
7 8,84 5584 | 7,90 50,21 | 5,78 50,84 | 5,54 51,54
8 9,76 51576 | 9,96 499,52 | 8,22 506,02 | 8,00 49594
9 17,19 108,54 | 15,03 93,67 | 10,90 106,72 | 10,68 114,52
10 19,37 1001,59 | 19,28 932,32 | 14,56 969,40 | 13,96 969,20
11 32,20 202,801 28,74 176,97 | 19,80 220,46 | 20,00 231,84
12 | 37,25 1873,05 | 37,31 1766,20 | 25,58 1813,60 | 23,68 1861,20
Média | 20,77 626,26 | 19,70 586,48 | 14,14 611,17 | 13,63 620,71

Tabela 6.3: Médias para classes com itens de larguras variadas
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a expressao 100 x (Setupnarioo — Setupsup)/Setupsyp. Da mesma forma, para o
calculo da variacao do niimero de objetos utilizamos a expressdo: 100 x (Objnarion —
Objsgp)/Objisup, onde Objnarioo representa a média de objetos processados na solugéo

do NM100.

A média do setup do NM100 s6 ndo foi melhor do que a obtida pelo SHP nas
classes 5 e 6. E a média do nimero de objetos do NM100 foi melhor que a média do

SHP em 12 das 18 classes.

A tabela 6.6 apresenta a variacio do setup e do nimero de obietos do método
NM100 em relagio & heuristica Kombi234. Em todas as classes o NM100 obteve uma
média de setup menor que a heurfstica Kombi. J4 esta obteve média de nimero de
objetos menor que NM100 em todas as classes. Porém, em 7 classes a diferenca foi

menor ou igual a 3%.

Nao apresentamos as mesmas tabelas para os resultados obtidos pelo NM300, pois

o desempenho deste é praticamente o mesmo do NM100.

Vale lembrar que o Kombi234, que estamos utilizando para comparacdo entre os
métodos, mantém constante o nimero de objetos obtidos pelo procedimento de Stadler
(CSTAOPT), e este é um dos melhores métodos para minimizar o nimero de objetos
processados. Logo, € natural o Kombi obter média de objetos processados menor que

o nove método que propomos.

6.2.2 Comparando o custo total
Nos calculos da funcao objetivo para afericao da qualidade do novo método uti-

lizamos valores de ¢ bem abaixo do que o utilizado no algoritmo, onde usamos ¢s = 100

no NM100 e ¢p == 300 no NM300. Visamos, principalmente, ser justos na comparagio

91



entre os métodos, e também nos aproximar o mdximo possivel da realidade. Obvi-
amente, quanto mais alto for na pratica o valor de ¢y melhor serd o “desempenho”
do novo método. Mas os resultados mostram que mesmo com valores baixos de cq,
1, 5 e 10, o novo método obteve custo total médio menor, em geral, que o obtido
pelas heuristicas SHP e Kombi. E necessario, contudo, usar valores maiores de ¢, na

implementacao do método pois estes cumprem o papel de penalizadores do setup.

Na literatura, a inica mencéo a esta escolha de valores para c; e ¢y que encontramos
fol no artigo de Diegel et al. [12]. Porém, esta foi bem generalista. Segundo os autores
deste artigo, a relacdo exata entre os custos de cada objeto processado e o setup depende
dos “dados em mao”, mas sempre sao baixos, ou seja, nunca c¢; é muito maior que ¢;.
Eles chegam a afirmar que ¢; = ¢» = 1 é apropriado para problemas grandes. Todavia,
quando minimizar o setup € o primeiro objetivo, o custo do setup deve ser superior ao
custo de cada objeto processado. Enfim, como dissemos no segundo capitulo, a relacdo
entre estes dois custos depende de vérios fatores como demanda, tempo de entrega,
custo da mao de obra, que sao custos que variam com o tempo e de indistria para

indistria.

Calculando o valor médio do custo total. buscamos analisar o desempenho dos
métodos em relacdo aos dois objetivos simultaneamente, ou seja, visamos comparar o
valor da funcio objetivo do nosso PCOPS obtido pelos diferentes métodos. A tabela
6.7 traz o valor do custo médio obtido por cada um dos métodos quando usamos

€ == Cg == 1.

Também para uma melhor compreensio do comportamento dos métodos, a tabela
6.8 apresenta a diferenca em percentagem do custo médio obtido pelo método NM300

em relagdo aos método SHP e Kombi quando ¢; = ¢; = 1.

Nota-se que o NM300 obteve médias de custo menor que ¢ SHP em 14 classes, e

menor que o Kombi em 6, mesmo quando ¢; = ¢ == 1. N80 apresentamos a mesma
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tabela para o NM100, pois os resuitados sdo andlogos aos apresentados na tabela 6.8.

Apresentamos na tabela 6.9 o custo total médio obtido por cada método quando

ca=1leco =25

Para uma melhor comparagio da média de custo total obtido por cada método, a
tabela 6.10 traz a diferenca em percentagem do Método NM100 em relagio aos métodos

SHP e Kombi.

Nota-se que 0 NM100 obteve uma média de custo menor que o SHP em 16 classes

e menor que o Kombi em 14 classes.

Os resultados obtidos pelo NM300, apresentados na tabela 6.11, foram anélogos.
O NM300 obteve média de custo menor que o SHP em todas as 18 classes e menor que

o Kombi em 12 classes.

Apresentamos na tabela 6.12 as médias de custos totais no caso de ¢ = 10 e
¢y = 1. Para uma melhor comparagho enire os métodos repetimos o procedimento
adotado nos casos anteriores. A tabela 6.13 apresenta a percentagem de variacio do

método NM100 em relacao aos métodos SHP e Kombi.

Os resultados confirmam o bom desempenho do método NM. Em 16 classes o

NM100 apresentou média de custo menor que o SHP e em 17 menor que o Kombi.

Jé o NM300, conforme mostra a tabela 6.14, obteve média de custo menor que o
SHP em 16 classes e menor que o Kombi em todas as classes. Vale notar ainda que o
SHP obteve média de custo apenas 0,23% e 0, 04% menor que o NM300 nas classes 5

e 6 respectivamente.

Por fim, apresentamos na tabela 6.15 os tempos computacionais médios de cada

método para cada uma das 18 classes.
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SHP

Kombi

NM100

NM3060

Classe | setup Objetos | setup Objetos | setup Objetos | setup Objetos
13 9,38 69971 897 63,27 | 5,86 66,52 | 5,64 70,54
14 9,85 643,55 ] 10,32 632,12 | 7,92 63398 | 7,92 634,02
15 | 18,03 136,03 | 16,88 119,43 | 10,28 130,20! 9,92 127,38
16 19,63 1253,55 | 19,91 1191,80 | 15,00 1193,54 | 13,88 1194,74
17 134,39 256,01 | 31,46 224,68 | 23,32 283,88 ; 22,60 297,58
18 38,23 2381,54 | 38,28 2342,40 | 29,80 2410,82 | 27,44 2430,04

Media | 21,59 790,11 | 20,97 762,28 | 15,36 786,49 | 14,57 792,05

Tabela 6.4: Médias para classes com itens grandes
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NM100 em relagdo ao SHP

Classe | Variacdo do setup | Variacio do ntmero de Objetos
1 -20,51 30,13
2 -21,55 0,16
3 -2,40 -0,43
4 -2,05 0,62
5 2,18 -2,67
6 1,39 -0,21
7 ~-34,62 -8,95
8 -15,78 -1,89
9 -36,59 -1,68
10 -24,83 -3,21
11 -38,51 8,71
12 -31,33 -3,17
13 -37,53 -4,93
14 -19,59 -1,49
15 -42.08 429

16 -23,59 -4,79
17 -32,19 10,89
18 -22.05 1,23

Tabela 6.5 Variagdo em % do NM100 em relacio ao SHP
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NM100 em relagio ao Kombi

Classe | Variagdo do setup | Variagdo do namero de Objetos
1 -7,65 60,49
2 -40,33 5,81
3 -17.15 13,78
4 -49,79 5,00
5 -34,70 6,24
6 -56,92 1,88
7 -26,84 1,25
8 -17,47 1,30
9 -27,48 13,93
10 24,48 3,08
11 -31,11 24,57
12 -31,44 2,68
13 -34,67 5,14
14 -23,26 0,29
15 -39,10 9,02
16 -24,66 0,15
17 -25,87 26,35
18 -22,15 2,92

Tabela 6.6: Variagdo em % do NM100 em relacio ao Kombi
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Classe SHP | Kombi | NM100 | NM300
1 18,12 14,89 21,58 17,32
2 122,41 | 118,06 | 121,32 | 125,98
3 30,29 28,02 30,06 29,98
4 232,64 | 230,19 | 233,88 | 232,14
D 53,76 53,71 52,66 32,68
6 44440 | 450,15 | 443,64 443,64
7 64,68 98,11 56,62 57,08
8 525,52 | 509,48 | 514,24 | 503,94
9 125,73 ¢ 108,70 | 117,62 125,10
10 1020,96 | 951,60 | 983,96 | 983,16
11 235,00 ¢ 205,71 | 240,26 | 251,84
12 1910,30 | 1803,51 | 1839,18 | 1884,88
13 79,35 72,24 72,38 76,18
14 653,40 | 642,44 | 641,90 | 639,94
15 154,06 . 136,31 | 140,48 | 137,30
16 1273,18 | 1211,71 | 1208,54 | 1208,62
17 200,40 | 256,14 | 307,20 | 320,18
18 241977 | 2380,68 | 2440,62 | 2457,48

Tabela 6.7: Médias do custo total com ey = =1
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Custo do NM300 em relacao
Classe | SHP Kombi
1 -4,42 16,32
2 2,92 6,71
3 -1,02 7,00
4 -0,21 0,85
5 -2,01 -1,92
6 -0,17 -1,45
7 -11,75 -1,77
8 -4,11 -1,09
9 -0,50 15,09
10 -3,70 3,32
11 7,17 22,42
12 -1,33 4,51
13 -3,99 5,45
14 -2,06 -0,39
15 -10,88 0,73
16 -5,07 -0,26
17 | 10,25 25,00
18 1,56 3,23

Tabela 6.8: Variacdo em % do custo total, com ¢; = ¢; = 1, do NM300 em relacéo ao

SHP e Kombi
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Classe SHP | Kombi | NM100 | NM300
1 33,92 28,49 34,14 29,40
2 146,17 | 149,30 | 139,96 @ 143,98
3 50,29 51,58 49,58 49,34
4 261,88 | 287,23 | 262,52 | 261,26
5 81,24 | 9671 80,74| 80,76
6 487,64 | 551,91 | 487,48 | 487,32
7 100,04 89,71 79,74 79,24
8 564,56 | 549,32 | 547,12 | 535,94
9 194,49 | 168,82 | 161,22 16742
10 | 1098,44 | 1028,72 | 1042,20 | 1039,00

11 363,80 | 320,67 | 319,46 | 331,84
12 1205930 | 1952,75 { 1941,50 | 1979,60
13 116,87 | 108,12 | 95,82 | 98,74
14 692,80 | 683,72 | 673,08 | 671,62
15 226,18 ¢ 203,837 181,60 | 176,98
16 1351,70 | 1291,35 | 1268,54 | 1264,14
17 427,96 | 381,98 | 400,48 | 410,58
18 | 2572,69 | 2533,80 | 2550,82 | 2567,24

Tabela 6.9: Médias do custo totalcom ¢ =1leey =5
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Custo do NM100 em relagdo
Classe ; SHP Kombi
1 0,65 19,83
2 -4,25 -6,26
3 -1,41 -3,88
4 0,24 -8,60
6} -0,62 -16,51
6 -0,03 -11,67
7 |-2029 11,11
8 -3,09 -0,40
9 |-17,11 4,50
10 | -512 1,31
11 -12,19 -0,38
12 -5,72 -0,58
13 |-18,01 11,38
14 -2,77 -1,48
15 -19,71 -10,91
16 | 615 1,77
17 -6,42 4,84
18 -0,50 1,03

Tabela 6.10: Variacio em % do custo total, com ¢; = 1 € ¢; = 5, do NM100 em relacdo

20 SHP e Kombi
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Custo do NM300 em relagao
Classe | SHP Kombi
1 -13,33 3,19
2 -1,50 -3,56
3 -1,89 -4,34
4 0,24 9,04
5 -0,59 -16,49
6 -0,07 -11,70
7 -20,79 -11,67
8 -5,07 -2,44
9 -13,92 -0,83
10 -5,41 1,00
11 -8,79 3,48
12 -3,87 1,37
13 | -15,51 -8.68
14 | -3,06 1,77
15 -21,75 -13,17
16 -6,48 -2,11
17 -4,06 7,49
18 | -021 1,32

Tabela 6.11: Variagdo em % do custo total, com ¢; = 1 e ¢; = 5, do NM300 em relacao

a0 SHP e Kombi
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Clagse SHP | Kombi | NM100 | NM300
1 53,67 45,49 49,84 44,50
2 175,87 | 188,35 | 163,26 | 166,48
3 75,29 81,03 73,98 73,54
4 20843 358,53 | 298,321 297,66
5 115,69 ; 150,46 | 115,84 | 115,86
6 541,69 | 679,11 | 542,28 | 541,92
7 14424 | 129,21 | 108,64 | 106,94
8 613,36 | 599,12 | 588,22 @ 575,94
9 280,44 | 243,97 | 215,72 | 220,32
10 1195,29 | 1125,12 | 1115,00 | 1108,80
11 524,80 | 464,37 | 418,46 | 431,84
12 1224555 | 2139,30 | 2069,40 ; 2098,00
13 163,77 | 152,97 | 125,12 | 126,94
14 742,05 | 735,32 | 713,18} 711,22
15 316,33 | 288,23 | 233,00 | 226,58
16 1449,85 | 1390,90 | 1343,54 | 1333,54
17 599,91 | 539,28 | 517,08 | 523,58
18 2763,84 | 272520 | 2708,82 | 2704,44

Tabela 6.12: Médias do custo total com ¢; = 1 e ¢g = 10
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Custo do NM100 em relagao
Classe | SHP Kombi
1 -7,14 9,56
2 ~7,17 -13,32
3 -1,74 -8,70
4 -0,04 -16,79
5 0,22 -23,01
6 0,11 -20,15
7 -24,68 -15,92
8 -4,10 -1,82
9 -23,08 -11,58
10 -6,72 -0,90
11 | -20,26 -9,89
12 -7,84 -3,27
13 |-23,60 -18,21
14 -3,89 -3,01
15 | -26,34 -19,16
16 -7,33 -3,40
17 | -13,81 4,12
18 -1,99 -0,60

Tabela 6.13: Variacdo em % do custo total, com ¢; = 1 e ¢» = 10, do NM100 em

relacao ao SHP e Kombi
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Custo do NM300 em relagao
Classe | SHP Kombi
1 -17,09 -2,18
2 -5,34 -11,61
3 -2,32 -9,24
4 -0,26 -16,98
5 0,23 -23,00
6 0,04 -20,20
7 -25,86 -17,24
8 -6,10 -3,87
9 -21,44 -9,69
10 -7,24 -1,45
11 -17,71 -7,01
12 -6,57 -1,93
13 -22,49 -17,02
14 -4,15 -3,28
15 | -28,37 -21,39
16 -8,02 -4,12
17| -12,72 -2,91
18 -2,15 -0,76

Tabela 6.14: Variacdo em % do custo total, com ¢

relagdo ao SHP e Kombi
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SHP | Kombi* | NM500 | NM300

Classe | T(s) T(s) T(s) T(s)
1 0,01 0,14 0,80 1,12
2 1008 L4 117|317
3 0,17 1,74 0,47 0,89
4 0,21 16,00 0,94 1,15
5 0,27 38,03 0,58 0,64
6 0,31 379,17 0,93 0,91
7 0,01 0,07 | 16,49 18,1
8 0,02 0,2 8,96 11,78
9 0,04 3,37 69,11 | 105,49
10 0,06 3,25 77,21 1 106,59
11 0,22 36,26 | 185,53 | 216,97
12 0,32 76,31 | 318,54 | 376,04
13 0,01 0,08 4,44 7,43
14 0,02 0,13 1,95 2,02
15 0,03 1817 2936} 60,02
16 0,04 26| 2630 39,87
17 0,16 50,93 | 24862 | 267,02
18 0,24 70,94 | 443,66 | 538,92

Tabela 6.15: Tempo Médio em segundos de cada Método (*Kombi nao foi implemen-

tado e testado na mesma méquina e linguagem)
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Com base nos resultados computacionais apresentados, podemos afirmar que o
método NM é de fato competitivo em relagio aos métodos SHP e Kombi. Ao avaliarmos
o custo total, [e; X {nimero de objetos processados) + ¢z x (setup)], o NM100 e 0 NM300
chegam a obter médias superiores a 20% melhores do que as obtidas pelas heuristicas
SHP e Kombi em vérias classes e, como vimos, geralmente melhor em praticamente
todas, quando ¢; = 1 e ¢z = 5 ou 10. O método NM é competitivo mesmo quando

C1=62=1.

Especificamente em relacdo ao setup o NM100 e NM300 também tem um desem-

penho melhor que o0 SHP e o Kombi em praticamente todas as classes.

Vale destacar outra grande vantagem do método NM, que ¢ a possibilidade de se
trabalhar com os valores ¢; e ¢ explicitamente na funcio objetivo. De fato, tais custos
sao varidveis na pratica, e dependem de diversos fatores como demanda, tempo de
entrega, custo de mao-de-obra ... Nao temos conhecimento de outro método publicado
na literatura que trabalhe com os dois custos na fun¢do objetivo explicitamente. Mais

do que isso, como ji afirmamos no inicio do capitulo 5, ndo temos conhecimento de
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outro método que resolva o problema de minimizar o setup e o nimero de objetos
processados como no PCOPS, que apareceu pela primeira vez no artigo que Haessler
apresenta a heuristica SHP [23]. Entretanto, o SHP ndo considera em nenhum momento

tal formulagao.

O método NM apresenta, contudo, uma desvantagem em relagao aos outros métodos
na maioria das classes testadas: o tempo computacional. Apesar de nao podermos
comparar com propriedade os tempos computacionais dos métodos, uma vez que nio
implementamos o método Kombi, ¢ notério na tabela 6.15 que o tempo computa-
cional do NM em algumas classes é alto. Isto é causado principalmente pelo fato de, a
cada nova coluna gerada, aplicarmos o BOX9903 em 20 solugoes iniciais, objetivando
com isso, conforme jd observamos, diversificar a busca, tentando “fugir”, assim, de
minimos locais. No caso de problemas com grande ntimero de itens, como nas classes

(11,12,17,18), o tempo computacional do NM foi alto.

Pode-se aprimorar o desempenho do NM ao tentar outros algoritmos para resclugao
dos problemas de programacao nao-linear P, bem como outros métodos de arredonda-
mento. Como ja dissemos, usamos o método BRURED para arredondar a solugao, e

este € um dos mais simples métodos de arredondamento.

Qutra melhoria que pode diminuir o tempo computacional é tentar outras formas
de diversificar a busca pelo 6timo global na resolugdo do P,. De fato, a etapa mais
custosa do ponto de vista computacional na nossa implementacio é resolver o Fy, 20
vezes com 0 BOX9903 a cada iteracao, pois usamos 20 solugdes iniciais visando “fugir”

de étimos locais.

Também pretendemos linearizar a fungdo objetivo do problema P, para assim nao
s6 obter os multiplicadores simplex sem precisar recorrer ao PL Auxiliar como para

encontrar o 6timo global do problema corrente a cada nova coluna adicionada.
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Uma possivel melhoria em relagdo ao ndmero de objetos processados pode ser
obtida através da limitacdo do acréscimo deste quando resolvemos a sequéncia de prob-
L
lemas Fy. Para isso, basta acrescentar uma restrigdo do tipo 3 z; < NQOg, onde NGOy
j=t
é o nimero de objetos obtido pela solugdo inicial.
Por fim, vale observar que o método NM é promissor tanto do ponto de vista

tedrico como pratico no contexto dos Problemas de Corte Unidimensional.
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Apéndice A

Classes P e NP

Dadas duas fungdes f, g : N—N, dizemos que f(n} é O(g(n)) se existem constantes

¢, a e ng tal que, para todo n > ny,

f(n) <cg(n)+a

Um problema P é chamado de problema de decisfo se todos os exemplos de P
pertencem & Sp, conjunto de exemplos positivos, ou pertencem a Np, conjunto de
exemplos negativos. Assim, se X é um exemplo do problema P, entao X € Sp ou
X € Np. Assumimos que qualquer algoritmo para um problema de decisdo retorna

uma resposta SIM, se o exemplo pertence a Sp, ou NAQ, se o exemplo pertence a Np.

Definimos o tamanho da entrada L = L{X) de um exemplo do problema P, como
sendo o niimero de digitos (possivelmente bits) necessérios para especificar este exemplo

do problema P. Denotaremos o tamanho da entrada L = L(X) como sendo | X|.

Definicdo . Dado um problema P, um algoritmo A para o problema, e um exemplo X,

seja fa(X) o nimero de célculos elementares necessarios para o algoritmo A resolver
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o problema para o exemplo X. fi(l) =supy{fa(X): |X| =1} é o tempo de execucdo
do algoritmo A. Um algoritmo A ¢ polinomial para um problema P se fi(l) = O(IP)

para algum p inteiro positivo.

Definicao . AP é a classe de problemas de decisdo com a seguinte propriedade: para
qualquer exemplo para o qual a resposta é STM, existe uma “curta” (polinomial) prova

do STM.

Definicdo . P é a classe de problemas de decisdo em NP para a qual existe um

algoritmo polinomial.

Definicgdo . Se P,Q € NP, e se um exemplo de P pode ser convertido em tempo

polinomial num exemplo de @, entao P é polinomialmente redutivel a Q.

Definicdo . NPC, a classe dos problemas A'P-completo, é o subconjunto de prob-
lemas P € NP tal que, para todo Q@ € NP, @ é polinomialmente redutivel a P.

Proposiciao A.l. Suponha que 0s problemas P, € N'P.

1. Se @ € P e P € polinomialmente redutivel a @), entdo P & P.

2. Se P € N'PC e P € polinomialmente redutivel a Q, entdo @ € NPC.

Demonstracdo: (2) Considere qualquer problema R € AP. Como P € NPC, R ¢
polinomialmente redutivel a . Como P € polinomialmente redutivel a (Q por hipétese,

temos que R é polinomialmente redutivel a ). Como isto vale para todo R € NP,

Qe NPC.

Coroldrio A.1.1. Se P NANPC # 0§, entdo P= NP.

Demonstragdo: Suponha que @ € P N NPC e tome R € N'P. Por (2), como R &
NP e @ e NPC, R é palinomialmente redutivel a Q. Por (1), como Q e NP e R é
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polinomialmente redutivel a @, temos que R € P. Logo NP C P, o que implica P=
NP.

Vale destacar que demonstrar que P= NP ou P# NP ¢é um problema em aberto.

J4 podemos agora voltar nossa ateng¢ao aos problemas de otimizagdo. O estudo
do custo para resolver problemas de otimizacdo é um dos aspectos mais relevantes da
teoria de complexidade, visto a importéancia e as aplicagdes de tais problemas em véarias

areas.

Para aplicarmos a teoria de complexidade computacional que descrevemos acima,
devemos associar a cada problema de otimizagdo P um problema de decisao Pp. No
caso de P ser um problema de minimizacdo, Pp deve “perguntar”, para algum K > 0,
se existe uma solucdo vidvel para o exemplo X com funcio objetivo menor ou igual
a K. Analogamente, se P é um problema de maximizacfo, o problema de decisio
associado deve “perguntar” se, dado K > 0, existe uma solugdo vidvel para o exemplo

X cuja funcéo objetivo seja maior ou igual a K.

Mais especificamente, consideremos o seguinte o problema de otimizagio:

max{czr: z €S}

onde X = {c e uma representacio “padréo” de S} consiste em um exemplo deste pro-

blema.

Para qualquer inteiro k, associamos ao exemplo X um problema de decisdo:

Eristez € § tal que cx > k¥
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Definicao . Um problema de otimizacdo para o qual o problema de deciséo estd em

NPC é chamado N P-dificil.

Martello e Toth [38] demonstram que o Problema da Mochila 0-1 e o Problema,
da Mochila Limitada (com n itens} sdo NP-dificil. Consequentemente, nio podem
ser resolvidos em um tempo limitado por um polindémio em n, a néo ser que Ps=
NP. Porém, eles podem ser resolvidos por algoritmos pseudo-polinomiais, isto 8,
algoritmos cuja complexidade no tempo (e espago) é limitado por um polinémio em n e
¢ {capacidade da mochila). Quando néo existe tal algoritmo pseudo-polinomial dizemos

que o problema é N'P-dificil no sentido forte. Martello e Toth {38] demonstram que:

1. O Problema de Miltiplas Mochilas 0-1 é AP-dificil no sentido forte;

2. O Problema de Empacotamento de Bin’s é N'P-dificil no sentido forte.

Consideremos, por fim, o seguinte problema de corte de estoque proposto por

McDiarmind [40]:

Minimizacao de Padrées (Pattern Minimisation)

Entrada: naturais di, ..., d,.

Tarefa: no problema de corte de estoque, onde a demanda ¢é d; para o item do tipo
i, com a condigdo de quaisquer dois itens poderem ser colocados na bobina mestre,
mas nao trés, encontrar a solugdo que minimiza o desperdicio e 0 nlimero de diferentes

padroes a serem usados.

MeDiarmind demonstrou o seguinte resultado:
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Teorema A.2 (McDiarmind). O problema de Minimizagdo de Padrées é N'P-dificil

no sentido forte.

Este teorema reforca a dificuldade que encontramos para resolver o problema de

corte para minimizar o ndmero de objetos processados e o setup.

Recomendamos as referéncias {3, 19, 38, 40, 57|, utilizadas para escrever este
apéndice, para mais informacoes e conceitos sobre complexidade computacional e pro-

blemas de otimizagdo combinatdria.
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Apeéndice B

Pseudo-Cdédigo Branch-and-bound

Varidveis de entrada :

¢ v : varidveis duais vindas da solugao étima obtida do problema reiaxado

Largura : largura da matéria-prima
e w: largura dos itens a serem cortados

¢ m : ntimero total de itens a serem cortados

Varidveis de saida :

¢ ValorOtimo : Valor 6timo da funcdo objetivo do problema da mochila
e X : solucao parcial do problema da mochila

e coluna : representa a nova coluna a ser gerada, i.é.,solu¢do Gtima (x-otimo) do

problema da mochila
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(Inicializagao )

ValorOtimo = 0
k= 0
nmit = 1000 (nimero méximo de iteracdes )
nit =
{ Achando a extensdo mais promissora do ramo atual )
Enquanto nit < nmit faca
Inicio
nit = nit 4+ 1
para j = (k+1) até {m) faca
Inicio
soma = 0
para i = (1) até (j-1) faca
Inicio
soma = soma + w(i)*x(i)
Fim
x( j } = int( (Largura-soma)/w(j) )
Fim
k=m
valor = 0
para i = (1) até (m) faga
Inicio
valor = valor + y(i)*x(i)
Fim
( Temos uma solugdo melhor 7 )
se valor > ValorOtimo entao
Inicio

ValorOtimo = valor
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para j = (1) até (m]
Inicio
coluna{ j ) =x(j)
Fim
Fim
( Backtracking para o préximo ramo)
10 se k=1 entao Fim do Algoritmo
k=k-1
se x(k)=0 va para linha 10
x{k)=x(k)-1
( Vale a pena explorar este ramo 7)
somal = 0
somaZ2 =
para i = (1) até (k)
Inicio
somal = somal + y(i)*x(i)
soma2 = soma2 + w(i)*x{i)
Fim
valor = somal + y(k+1)*{Largura-soma2)/w(k+1)
se valor < (ValorOtimo) véd para linha 10
Fim

Fim
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Apéndice C

Pseudo-Cdédigo do Gerador de

Solucgoes Iniciais para

Observacao: Este pseudo-cédigo foi utilizado por Martinez em startcos.for [39, 58].

Varidveis de Entrada:

e 1 - niimero de varidveis

e isem - parfmetro inicial (inteiro)

Varigveis de Saida: x(j} inteiro néio-negativo , j=1,...,n - frequéncias geradas

isem=237
para i = (1} até (n) faga
Inicio
x(i) = rnd(isem)*10.d0

Fim

Funcio rnd(sem)
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Variaveis Inteiras: sem, mult

Inicio
sem = mod( mult( sem, 3141581) + 1, 100000000)
rnd = sem/100000000.0d0

Return

FIM

Funcao mult( p, q)

Varidveis Inteiras: p, q, p0, pl, q0, ql

Inicio

pl = p/10000

p0 = mod(p,10000)

ql = ¢/10000

q0 = mod(q,10000)

mult = mod( mod({ p0*ql-+p1*q0,10000)* 10000+p0*q0,100000000)
Return
Fim
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