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Capitulo 1

INTRODUCAO

Existem dois tipos principais de testes: os compostos por itens com respostas abertas e os
dicotémicos. Aos itens com respostas abertas sao normalmente atribuidas notas que podem,
por exemplo, variar entre 0 e 10, ja aos itens dicotomicos € simplesmente considerado se a

resposta € certa ou errada. Os testes de multipla escolha sao exemplos de testes dicotomicos.

O maior problema dos testes educacionais (psicométricos, etc) reside no fato de que,
normalmente, somente uma aplicagio de um mesmo teste pode ser efetuada a uma mesma
pessoa. Respostas associadas a varias replicagoes podem ser afetadas por efeitos de fadiga, fa-
tores psicolégicos, mudangas por aprendizagem, etc. Muitas vezes deseja-se fazer inferéncias
individuais, sobre o grupo de individuos, ou ainda estudar a eficacia do teste. Como por
exemplo, em um teste para avaliar o QI de individuos deseja-se fazer inferéncias sobre cada

individuo, ou sobre o grupo de individuos, e ainda saber se teste ¢ eficiente para avaliar o

QI dos individuos.

Neste trabalho duas metodologias, encontradas na literatura, desenvolvidas para o estudo

de testes educacionais sao apresentadas. A chamada teoria cldssica de testes é baseada

principalmente em correlagbes entre as notas de um teste e as de outro teste padrao, ou



em correlagoes entre as notas de subtestes de um mesmo teste. A outra metodologia, deno-

minada teoria de resposta de item (IRT - Item Response Theory), descreve itens dicotomicos

de um teste através da funcio de resposta de item. A func¢io de resposta de item define a
probabilidade de acerto ao item por individuo dotado de certa habilidade. Esta funcao
compreende parametro referente ao individuo e parametros referentes ao item. A teoria
cldssica avalia o teste como um todo, ou descreve o comportamento do grupo de individuos
em relagao ao teste que lhes foi aplicado. A teoria de resposta de item disseca o teste em
parametros de itens e parametro referente ao individuo, com a finalidade de poder avaliar o

individuo ou ainda construir testes a partir de itens com parametros previamente conhecidos.

A teoria classica é a mais antiga, e vem sendo estudada por autores como Kuder e
Richardson (1937) e Rulon (1939). Gulliksen (1950) publicou “Theory of Mental Test”, que
deu origem a publicagdes como Lord e Novick (1968), Carmines e Zeller (1981), Vianna
(1982) e outros. O Capitulo 2 apresenta o modelo usado na teoria cldssica, assim como

alguns procedimentos de estimagio mais comumente utilizados.

Varios autores, por exemplo, Lord (1953, 1980) e Stocking e Pearlman (1989), analisam
aspectos da teoria de resposta de item, que é o principal enfoque deste trabalho. Modelos
desta teoria sao apresentados no Capitulo 3, assim como alguns procedimentos de estimagao
para os parametros da fungao de resposta de item. No Apéndice A é encontrado o desenvol-

vimento tedrico de um procedimento utilizado em alguns destes procedimentos de estimacao.

A teoria classica apresenta a vantagem de ser pouco complexa, uma vez que a fidedigni-
dade e a validade de um teste sdo correlagoes entre as notas obtidas em testes. Problemas
referentes a estimagao das correlages sio abordados no Capitulo 2. Entretanto, o principal
enfoque neste trabalho é a teoria de resposta de item, cujos modelos mais elaborados con-

duzem a resultados mais ricos em informagoes. O inconveniente desta teoria é a necessidade



de se estimar um numero relativamente grande de parametros.

Na teoria de resposta de item uma suposicdao fundamental é de que a probabilidade de
acerto a um item depende da habilidade do individuo e da natureza do item. Em muitos
estudos de simulagdes, documentados na literatura, sdo geradas amostras pseudo-aleatérias
de individuos com habilidades provenientes de distribuigdo normal. Além disso, algumas
vezes o modelo basico da teoria de resposta de item é modificado de forma a tornar-se
necessaria a defini¢do de uma fungdo de densidade de probabilidade para a habilidade do
individuo, quando, geralmente, a densidade do modelo normal é escolhida. Neste estudo,
simulagoes foram planejadas onde as habilidades dos individuos foram definidas através da
geragao de amostras pseudo-aleatorias de distribuigées normais, e também de outras distri-
bui¢bes (ndo normais), apresentadas no Capitulo 4. Observou-se que em alguns trabalhos
eram simulados testes compostos exclusivamente por itens faceis, exclusivamente por itens
dificeis ou exclusivamente por itens moderados. Neste trabalho, testes compostos por itens
com uma maior varia¢ao possivel de dificuldade foram os que apresentaram melhores resul-
tados. Nas simulagées utilizou-se o procedimento de Baker, descrito detalhadamente neste
mesmo capitulo. Este procedimento foi escolhido por ser menos honeroso computacional-
mente, aliado aos fatos de exigir um menor numero de suposi¢des e de ter sido verificado
por varios autores que o procedimento de Baker resulta em estimativas similares as obtidas
pelos procedimentos usuais. Uma modificagao, proposta neste trabalho, em etapa basica do
procedimento de Baker (1987), apresentou melhores estimativas nas situagoes simuladas que
o procedimento de Baker original. E investigado o método bootstrap (Efron, 1979) para a
construgao de intervalos de conflanga para os parametros da fungao de resposta de item,
sendo de maior interesse a estimagdo dos parametros referentes aos individuos. Um conjunto
de dados analisado por Knott, Albanese e Galbraith (1991), referente a uma pesquisa de

opinido, é usado como ilustracio. Esta ilustragio vem destacar a utilizagao desta teoria em



testes que nao sejam somente os educacionais.

Para a realizacio das simulagoes foi elaborado um programa em linguagem IML (Inte-
ractive Matrix Language), parte integrante do SAS (Statistical Analysis System), para a
estimagao de parametros da fungao de resposta de item. Este programa é apresentado no

Apéndice B.



Capitulo 2

TEORIA CLASSICA DE TESTES

2.1 Introducao

Algumas vezes, deseja-se observar uma variavel, mas esta ndo pode ser observada direta-
mente e sim através de outra variavel. Esta variavel de interesse é comumente chamada de

variavel latente. No caso de testes educacionais, o escore em um teste pode ser decomposto

como a soma de uma constante (“escore verdadeiro”) e uma variavel aleatéria, que repre-
senta a uniao de varios fatores aleatérios que venham a interferir no momento da aplicagao
do teste. Para exemplificar, pode-se supor que um professor deseja saber o “escore verda-
deiro” de cada aluno (variavel latente) em um determinado teste, mas, o que ele observa sao
os escores destes alunos no teste, os “escores observados”. Os escores observados nao sao
necessariamente iguais aos escores verdadeiros, mas eles representam uma maneira indireta
de se observar os “escores verdadeiros”. O professor gostaria de saber se este teste esta
conseguindo avaliar o “escore verdadeiro”, e ainda saber se o teste é comparavel a um outro
teste elaborado anteriormente. Na abordagem da teoria classica de testes, tais medidas de
adequacdo de um teste sdo, em geral, obtidas por correlagdes entre os escores de um teste

e os de outro teste padrao, ou, por correlagoes entre os escores de subtestes de um mesmo



teste.

O objetivo deste capitulo é apenas mostrar alguns aspectos da teoria classica, baseados
em trabalhos como os de Carmines e Zeller (1981), Lord e Novick (1968) e Vianna (1982).
Neste capitulo sao apresentados de forma organizada os fundamentos da teoria cldssica de
testes através de uma notagao unificada. Alguns conceitos importantes como fidedignidade e
validade de um teste, contidos na Secgao 2.2, sao ferramentas utilizadas para avaliar um teste
na teoria classica. A Seccao 2.3 apresenta algumas formas mais conhecidas para encontrar

estimativas da fidedignidade e da validade, respectivamente.

Uma observagao é a de que a teoria aqui apresentada pode ser aplicada a testes que nao

sejam dicotomicos.

2.2 Fundamentos da Teoria Classica

Inicialmente sdo definidos a decomposigdo do escore (nota) observado de uma pessoa em

um teste, e alguns resultados oriundos desta decomposigao.

Seja P uma populagdo de pessoas.

“ 0
a

Definigao 1 Para uma pessoa , pertencente a populagdo P, o escore correspondente ao

desempenho num determinado teste, X,, € o resultado da soma de uma constante (positiva
e finita), 7,, € uma varidvel aleatoria, ¢,,
Xa = Ta + €q,

onde o indice “a” € usado para referenciar a pessoa especifica da populagdo P.

Além disso, o valor esperado da varidvel aleatéria X, € definido como 1,, denominado



escore verdadeiro:

E.(X,) = 7.

A constante 7, é um valor que pode ser interpretado como a média de escores observados

em um numero infinito de aplicagées (hipotéticas) do mesmo teste a mesma pessoa.

Resultado 1 Em consequéncia d defini¢do 1, o valor esperado de €, € zero:

(2.1) E.(e,) = 0.

Definigan 2 Seja X a varidvel aleatdria que representa o escore correspondente ao desem-
penho de uma pessoa, selecionada ao acaso de P, num determinado teste. Desta forma,

X =T +¢, onde T € a varidvel escore verdadeiro, e € € a varidvel escore erro.

Resultado 2 O valor esperado de € € zero, e, consequentemente, o valor esperado de X ¢€

igual ao valor esperado de T, onde X, T e € sequem a defini¢do 2.

Prova
(2.2) E(e) = FE[E(e/selegio de pessoa a)] = E(E,(€,)) =0, por (2.1)
(2.3) E(X) = E(T+¢)=E().

No modelo cldssico algumas suposi¢ées com respeito as variaveis definidas sao formuladas:

1. 0 < 0*(X),0*(T),0%(€) < oo, onde 02(X) é definido como a variancia da variavel X.



2. As variaveis aleatdrias T e € sao nao correlacionadas:
(2.4) p(T,€) =0,

onde, p(X,Y) é a correlacdo entre X e Y.

A fidedignidade de um teste avalia o grau com que o escore observado representa o escore

verdadeiro.

Definigao 3 A fidedignidade de um teste, p*(X,T), € definida como o quadrado da cor-
relagdo entre o escore observado e o escore verdadeiro de uma pessoa selecionada ao acaso

de P.

Resultado 3 A fidedignidade de um teste, cujo escore é dado por X = T +¢, de uma pessoa,

selecionada ao acaso de P, pode ser expressa como

(2.5) PA(X,T) =

Prova:
Sendo X =T + e,

o(X,T) = E[T+e)T)— E(T +€¢)E(T)
= [E(@?) - EXT)| + E(eT) — E(e)E(T)
= o*(T)+o(e,T)
= o*(T), por (2.4),

(D) _ o*(T)

o(X,T) = o*(T) = p*(X,T) = AT = X




]

Ainda, por (2.4), 0*(X) = 0*(T) + 0%(¢); assim, pode-se expressar a fidedignidade de um
teste por:

(2.6) (X, T) = =2 D)

a¥(T) + a2(e)’

ficando explicito que quanto menor for a variancia de € maior sera a fidedignidade do teste.

Outras suposigoes adicionais as apresentadas anteriormente para o modelo cldssico sao

apresentadas abaixo. Os indices, aqui utilizados se referem a diferentes testes.

1. Os escores erros associados a dois testes distintos sao nao correlacionados:
(2.7) pler, €2) = 0.

2. O escore erro e o escore verdadeiro associados a dois testes distintos sao nao correlaci-

onados:

(28) P(Cl, Tg) =0.

A fidedignidade de um teste, conforme expressa em (2.5) e (2.6), é uma funcao da variavel
aleatoria latente T. Como o escore verdadeiro, T', nao pode ser observado, torna-se necessario
a definicao de testes com caracteristicas bem especificas, de modo que, na presenga de tais
tipos de testes, a fidedignidade seja uma func¢ao de variaveis observaveis. Esses testes sao

denominados testes paralelos e sua defini¢ao é dada abaixo.

Definigao 4 Sejam os escores de dois testes, aplicados a uma mesma pessoa, selecionada
ao acaso da populagdo P, expressos por X =T + ¢ e X' = T' + €, sequndo a definigdo 2.

FEstes dois testes sdo denominados paralelos se:

(2.9) T =T e



(2.10) o*(e) = d*(¢€).

Dois testes paralelos sao construidos com o objetivo de medir o mesmo escore verdadeiro
e suas fidedignidades sao iguais, pois as variancias dos escores erros sao iguais. No exemplo
citado por Carmines e Zeller (1981, pag. 32) sdo apresentados os seguintes itens da escala

de Rosenberg (1965) para avaliar a auto-estima:

e Eu acho que tenho boas qualidades.
¢ Eu me sinto, pelo menos, em mesmo plano que as outras pessoas.
Uma mesma pessoa deveria responder a esses dois itens da mesma forma. Estes dois itens

sao considerados paralelos, pelos autores. Um teste é paralelo a um segundo teste se este

teste é composto por itens paralelos aos itens do segundo teste.

Resultado 4 Se dois testes, aplicados a uma pessoa, selecionada ao acaso de P, com escores

X=T+¢ceX =T +¢€ sio paralelos, entio

g2
>
I
gu
>

(2.11)

Q
[S]
>
il
Q
Py
>

Prova:

X'=T'+€¢ = EX')=E(T)+ E(¢)
= E(T), por (2.9) e (2.2)
= FE(X), por (2.3);
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X=T+e¢ = ¥X)=0*T)+ d%e), por (2.4)
= o¥(T") + o*(¢'), por (2.9) e (2.10)

= o(X'), por (2.4).

Resultado 5 A fidedignidade de um teste, aplicado a uma pessoa, selecionada ao acaso de
P, cujo escore é dado por X = T + ¢, € igual a correlagdo entre o escore deste teste e o

escore X' =T’ + ¢ de um outro teste, paralelo ao primeiro,

P'(X,T) = p(X, X').

Prova:

Assumindo, sem perda de generalidade, que
E(X)=EX"Y=E(T)=0,

E(XX")
a(X)o(X')

E[(T +¢)(T +¢)]
a(X)o(X')
E(T?) + E(T¢€) + E(Te€) + E(e€).

a(X)o(X) ’

p(X,X")

, por (2.9)

sendo E(Te) = E(T¢') = E(e€’) = 0, em consequéncia a (2.7) e (2.8), e usando o fato de que
0*(X) = 0*(X’), pela hipétese dos testes serem paralelos (Resultado 4),

a*(T)

a?(X)

= p*(X,T), pelo Resultado 3.

p(X’XI) =

a



Definicao 5 Um teste, aplicado a uma pessoa, selecionada ao acaso de P, composto por
itens agrupados em n subtestes, onde o escore do i-€simo subteste € expresso como X; =

T;+¢,t=1,2,...,n, conforme a defini¢gio 2, pode ser decomposto em

E

X =

-
1]
-

i

™ ~
Il i
= i[=
f =

...
Il
—

sendo X =T + € o escore total do teste.

A fidedignidade de um teste é também definida através da decomposigdo do proéprio teste

em dois subtestes paralelos (se esta decomposicdo for possivel).

Resultado 6 Constidere os escores de dois testes paralelos, X e X', aplicados a uma pessoa,
selecionada ao acaso de P. Seja o teste, cujo escore é X, decomposto em dois subtestes
paralelos, X, e X,. E seja o teste, cujo escore € X', decomposto em dois subtestes paralelos,
cujos escores sio Xy e X,, sendo os quatro subtestes, com escores X1, X2, X7 e X}, paralelos.

Entao, a fidedignidade do teste cujo escore € X pode ser expressa como,

2p(X1, X>)

2.12 —_—
( ) 1+ pX1,X3)

Prova:
Sendo X e X'’ escores de testes paralelos, tem-se, por definigao (2.11):
(2.13) o} (X) = o}(X"),
e, pelo Resultado 5, a fidedignidade do teste cujo escore é X, é dada por p(X, X').
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Como X, X3, X], X] sao escores de subtestes paralelos, tem-se, por definigao:
(2.14) o*(X1) = o*(Xa) = o*(X)) = 0*(X3),
e pelo resultado 5, tem-se que:
p(X1, X3) = p(Xi, X}), parai=1,2ej=1,2,

implicando em

(2.15) o(X1,X;) = 0(X, X}), parai=1,2ej=1,2
Assim,
n_ 9(X, X"
p(X, X") = S2(X) por (2.13),

e, expressando X e X' por X; + X, e X| + X, respectivamente,

U(Xla X{) + U(Xl’Xé) + U(X27X{) + U(X%Xé)
0'2(X1) + 0'2(X2) “+ 20’(X1,X2)
4U(X1,X2)

= 2.14 2.1

4p(X1, X2)0*(Xh)

p(X,X') =

= 2.14
207(X) + 200X, Xp)o? (X PO (1Y)
2p(X1, X2)
1+ p(leX2)
O

A quantidade (2.12) é denominada férmula de Spearman-Brown para testes de compri-

mento duplo.

Uma cota inferior (que ndo é fungdo de varidveis latentes) para a fidedignidade de um
teste pode ser definida mesmo quando nao existe paralelismo entre os subtestes de urm mesmo

teste.
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Resultado 7 Sejam X, X,,..., X, o0s escores de subtestes, expressos como X; = T; + ¢,
onde X = Y| X; € o escore (nota) total do teste, aplicado a uma pessoa, selecionada ao

acaso de P. Entdo, uma cota inferior para a fidedignidade do teste € dada por

_n [1 i az(X,-)] _

n—1 o X)
Prova:
Pela nao negatividade da variancia, para: = 1,2,...,nej=1,2,...,n:
oA(T) + 0*(Ty) > 20(T, T)).
Logo,
(2.16) [X(T) +0X(Ty)] 223 % o(T:, Ty).
=1 i:l,'#j i=1 jzli#j
Como
Y2 [HTH+ 4Ty = 3 [ndz(Ti) + > oX(T;)
i=1 j=1 =1 1=1
= n ZO’Z(T,') +n Z 02(T])
=1 1=1
(2.17) = 2n)Y_o*(T),
i=1
e
Y2 [T +*(T)] = Y3 63T+ oX(Ty)
1=1 j=1 i=1 j=1|=j
+ 23 [6A(T) +oX(Ty)
1=1 j=1i¢j
(2.18) = 2 ZJZ(T;) + Z Z [JZ(Tj) + o¥(T;)],
=1 =1 j=1i¢j
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tem-se

S5 I+ AT = ST +o%T)] 23 0X(T), por (218)

i=1 j=1i¢j =1 j=1

il
&)
=3
Nk
Q
~
=
o —
|
o
i
qQ
L]
—~
=
:—/
=]
Q
=
—~~
N
—
-3
N’

Consequentemente
n 1 n n
2T = 5—==2_ 2 [o*(T)+ Ty},
=1 2(n 1) 1=13=1._,.
= =1i=liy;
e
n 1 n n
(219) Z UZ(T,') Z Z U(Ti, Tj), por (216)
1=1 n— 11:1 J=1i¢]
Ainda,
(T =Y T) =3 o (T)+) > o))
1=1 1=1 =1 jzlt;éJ
implica,
(2.20) ST =T =35 o(T,T)).
i=1 =1 j=1i#j
Substituindo Y%, 0*(T;) conforme expresso em (2.20), na desigualdade em (2.19)
n n o T,‘,T' n o n
a(T) 233 (n—lj) +3 ) o(T,Ty),
=1 j=1,¢1 i=1 j=li¢j
e assim,
(2.21) A1) 2 == oT,T).
T ti=l j=li#j

Para completar a prova,

02(X)—i02(X,~) = ii o(Xi, X;)

i=1 i=1 j=l‘-¢j



n n

(2.22) = Y Y oT,Ty),

=1 j=1i¢j

(2.23) em consequéncia a (2.7) e (2.8).

Substituindo o lado esquerdo da equagdo (2.22) no lado direito da inequagdo (2.21),

tem-se
n

a*(T) >

[02()() - Zaz(X;)] ,
=1
e dividindo ambos os lados da inequagao acima por o?(X),

AT) . _n [1_ ry o*(X)

2(X) S n-1 o3 X)

n—1

O

Denomina-se “coeficiente o” a cota inferior para a fidedignidade de um teste (Cronbach,
1951):
(2.24) a=

[ )],
o*(X)

Kuder e Richardson (1937) abordam casos especiais para este coeficiente. Um deles
refere-se aos escores X;, variaveis aleatdrias com espago amostral {0,1}, com probabilidades
1 — p; e p;, respectivamente, 1 = 1,2,...,n. Nestas condi¢des o coeficiente a se reduz a
“formula 20 de Kuder-Richardson”, ou KR-20:

n 2 pi(l —pi)
S T emy )

2.25 =
( ) Q(20) n
Uma simplificagao de (2.25) pode ser feita, considerando p; = p, para todo i, denominada

“férmula 21 de Kuder-Richardson”, ou KR-21:

_n np(1 - p)
(2.26) amy= —[1- U%X)L

Uma outra maneira de se avaliar um teste é através da validade. A validade de um teste

comega no momento em que se pensa em elaborar o teste e subexiste durante todo o processo
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de elaboragao, aplicagao, correcao e interpretagao dos resultados. Um teste nao é valido de
modo geral, mas sim em relagao a determinado propodsito. Instituigées como a American
Psychological Association (APA), American Educational Research Association (AERA) e o
National Councial on Measurement (NCME) distinguem trés tipos fundamentais de validade:

a critério-relacionada (concorrente e preditiva), a de conteido e a de construto.

Do ponto de vista estatistico, sao interessantes as validades critério-relacionada e a de
construto, uma vez que a de conteido é um parecer contendo o julgamento de diferentes
examinadores. A validade critério-relacionada pode ser dividida em dois tipos de validades:
a validade concorrente e a validade preditiva. A validade concorrente é a correlacao entre
os escores de um teste e os escores de um critério, obtidos simultaneamente, ou melhor
ao mesmo tempo, e que medem o mesmo desempenho. A validade preditiva é dada pela
correlagao entre os escores de um teste e outras medidas do desempenho (critério), obtidas
independentemente do primeiro teste, em um tempo futuro. A validade de construto é obtida
pela correlaciao entre escores obtidos de critérios compativeis com as hipoteses que dizem
respeito a conceitos que se deseja avaliar. Sem distinguir entre os tipos critério-relacionada

e construto, uma defini¢io de validade é dada a seguir.

Definigao 6 A validade de um teste, aplicado a uma pessoa, selecionada ao acaso de P,
cujo escore € dado por X, em relagdo a um sequndo teste padrdo, cujo escore € dado porY,

€ definida como a correla¢do entre os escores X e Y.
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2.3 Estimacao da Fidedignidade e Validade de um
Teste

Como foi visto na sec¢do anterior, a fidedignidade e validade sao correlagoes. Neste caso,
os estimadores destas correlagoes podem ser definidos pelas correlagées amostrais entre dois
conjuntos de escores observaveis. Existem varias abordagens para a definicao de testes ou
subtestes paralelos, estratégia necessaria para a estimacao da fidedignidade de um teste.
Nessas varias abordagens é crucial o questionamento da suposi¢do de paralelismo. Alguns
desses procedimentos de estimagao siao: método do teste reteste, método das formas paralelas

e métodos de analise interna, que serdo apresentados a seguir.

Na abordagem do método do teste-reteste, o mesmo teste é aplicado a mesma pessoa apos
um certo periodo de tempo. Considerando as duas administragoes do teste como paralelas, o
coeficiente de correlagao entre os escores, obtidos pelas duas aplicagdes, pode ser considerado
um estimador da fidedignidade do teste. Algumas objecoes sao feitas a este método no que
tange a suposi¢do de paralelismo entre o teste e o reteste. Em algumas situagoes alguns
fatores podem contribuir no escore erro do reteste, como por exemplo: problemas de saude,
fadiga, flutuagoes de memoria e compreensao . Ou ainda, as respostas do reteste nao sao
independentes da primeira aplicacdo. Entao as respostas do reteste podem ser influenciadas
por lembrangas, por discussées entre estudantes e ainda pelo esforgo individual ou coletivo
em aprender o material no intervalo entre os testes. Se o intervalo entre os testes é longo,
os escores erros podem ser confundidos com mudangas reais resultantes de aprendizado. A
falta de interesse da parte dos estudantes também pode resultar em um segundo teste com
um resultado mais pobre que o primeiro. Nos casos citados acima, o teste e o reteste nao

podem ser considerados paralelos.

O método das formas paralelas é um método bastante utilizado, o qual requer a aplicagao
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de dois testes diferentes, pressupostos paralelos. O coeficiente de correlagio entre os escores
destes dois testes é um estimador da fidedignidade. O maior problema deste método estd na

dificuldade em se construir formas paralelas de testes.

Os métodos de analise interna necessitam de apenas uma aplicagio do teste e podem
ser, basicamente, subdivididos em dois grupos: os que utilizam subtestes paralelos (método
das metades) e os que nao utilizam (coeficiente a). No método das metades o total de itens
é dividido em duas partes, de forma a poder considerar os dois subtestes paralelos. Estes
dois subtestes sdo usados como duas fontes independentes de escores para a estimacao da
fidedignidade, através da férmula de Spearman-Brown (2.12). Deve-se tomar cuidado ao se
construir os dois subtestes, para se poder garantir o paralelismo entre eles. Na auséncia de
paralelismo, pelo menos a cota inferior para a fidedignidade pode ser estimada, com base
em uma unica aplicagdo do teste. Um estimador desta cota inferior é obtido através do
coeficiente « (2.24), usando estimadores das variancias dos escores do teste e dos subtestes

que compoem o teste.

E importante observar que muitas vezes nao temos uma amostra aleatdria de individuos, e
sim um conjunto de individuos que deverdo ser avaliados pelo teste. Assim, a fidedignidade
estimada pode nao refletir somente caracteristicas do teste, mas também caracteristicas
do grupo de individuos em que o teste foi aplicado. Entao, quanto mais representativo
da nopulagdo for o grupo de individuos ao qual se aplica o teste, menor a dependéncia
do coeficiente de fidedignidade com o mesmo. Se este coeficiente for obtido de um grupo
de individuos que ndo representa a populagio de individuos este coeficiente ira refletir o

comportamento do teste para este grupo de individuos.
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2.4 Conclusao

A teoria classica de testes busca avaliar um teste como um todo, usando ferramentas
baseadas em coeficientes de correlagdo. Uma dessas ferramentas é a fidedignidade, que pode
ser calculada através de testes ou subtestes paralelos ou ao menos, na auséncia de paralelismo,

uma cota inferior para a fidedignidade pode ser encontrada.

Esta metodologia pode ser aplicada a testes compostos de itens com respostas abertas,

assim como a testes compostos por itens dicotomicos.
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Capitulo 3

TEORIA DE RESPOSTA DE ITEM

3.1 Introducgao

Neste capitulo é descrita a funcao de resposta de item que define a probabilidade de acerto
a um item de um teste por um individuo dotado de certa habilidade. Uma suposicao razoavel
é que esta fungdo é nao decrescente em relagio a habilidade do individuo. Na secgdo (3.2) sao
apresentados os modelos mais comumente utilizados para descrever esta funcao. A fungao
de resposta de item compreende parametros referentes ao item e parametro referente ao
individuo. Por exemplo, o modelo denominado logistico de dois parametros (que sera definido
na préxima secgao) é composto por parametro referente a dificuldade do item e parametro
referente a inclinagdo da curva no ponto de inflexdo, além de parametro representante da
habilidade de cada individuo. Na seccdo (3.3) sao apresentados alguns métodos de estimacao
mais comumente utilizados para a estimacao dos parametros da fungao de resposta de item.
Ao estimar estes parametros se esta fazendo inferéncia sobre a natureza do individuo, e
também sobre o tipo de questdo (item) em um determinado teste, como por exemplo, quanto
a dificuldade do item. Na secgéo (3.4) é apresentado intervalo de confianga assintotico para

o parametro referente ao individuo. E finalmente na secgio (3.5) é apresentada a sugestdo de
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Birnbaum (1968) para a construgdo de um teste composto de itens, cujos parametros sejam

conhecidos previamente.

A teoria de resposta de item (Item Response Theory ou IRT) vem sendo estudada por
varios autores, por exemplo Lord e Novick (1968), Lord (1980) e Stocking e Pearlman (1989).
Tais autores enfocaram o caso de testes com itens binarios, ou seja, testes cujas respostas aos
itens sdo classificadas como certas ou erradas. Os testes de multipla escolha sao exemplos
de testes com itens binarios. Neste trabalho é apenas abordado o caso de testes com itens

bindrios. O objetivo deste capitulo é apresentar a teoria de resposta de item.

3.2 Funcao de Resposta de Item

A funcao de resposta de item tem como objetivo descrever matematicamente a proba-
bilidade de acerto a um item, envolvendo nesta descricio parametros inerentes ao item e
parametro inerente ao examinando. No que se refere ao examinando, assume-se que acertar
a resposta de um item depende somente de uma tnica habilidade especifica, denotada por
0; Bock e Aitkin (1981) abordaram modelos onde mais de um tipo de habilidade foram con-
sideradas. Para um determinado item a fun¢ao de resposta é definida como a probabilidade,
P(8), de resposta correta. E razoavel assumir que P(#) é uma funcio nio decrescente em
8, ou seja, quanto maior a habilidade do individuo maior a probabilidade de acertar a um

item.

O modelo mais simplificado para descrever esta probabilidade é dado por

P(6) =

1
exp{—(0 — b)}’

onde b é chamado parametro de dificuldade do item. Este modelo é denominado modelo de

Rash (Wright, 1977).
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Outro modelo comumente adotado é dado por

l—c¢
(3.1) P(f) =c+ 1 +exp{—1,7a(8 — b)}’

onde a ,b e ¢ sdo parametros que caracterizam o item. Este modelo é denominado modelo
logistico de trés parametros. Pode-se observar que o modelo de Rash nada mais é que
o modelo logistico com apenas um parametro. O parametro ¢, nimero real pertencente
ao intervalo {0,1), representa a probabilidade de uma pessoa com habilidade muito baixa
responder ao item corretamente; € o chamado parametro de adivinhagdo. Particularmente,
c é igual a zero, se um item ndo pode ser respondido corretamente por adivinhagdo. A curva
logistica (3.1) tem um unico ponto de inflexao que ocorre em 6 = b e a tangente a curva, no
ponto § = b, é proporcional ao valor de a. O parametro b, nimero real, parametro de locagao
que determina a posi¢ao na escala da habilidade § onde ocorre o ponto de inflexao, é chamado
de parametro de dificuldade. O parametro a, numero real ndo negativo, é proporcional a
inclinacao da curva no ponto de inflexdo, b, representa o poder de discrimingdo do item.
A Figura (3.1) apresenta uma funcio de resposta de item de um modelo logistico de trés

parametros.

Uma forma alternativa para a curva de resposta de item é

(3.2) PO)=c+(1=-c¢) _a:_b) \/157‘_ exp { —;2 }dt,

onde c representa a probabilidade de uma pessoa com habilidade muito baixa responder cor-
retamente ao item, b é o nivel de habilidade no ponto de inflexdo da curva, e a é proporcional
a inclinacdo da curva no ponto de inflexdo, b. Este modelo é denominado normal de trés

parametros.

Existem na literatura outros modelos derivados dos modelos logistico e normal de trés

parametros. Por exemplo, o logistico de dois parametros dado por Birnbaum (1968), ou seja,
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Figura 3.1: Funcao de resposta de item - modelo logistico

P®)
1.0

inflexao
\
7/

54

o modelo (3.1) com ¢ = 0, onde supdem-se que nio existe adivinhagao. Existem também
modelos nao paramétricos como o citado por Sijtsma e Molenar (1987), também conhecido
como modelo de Mokken, onde nenhuma forma matematica de fungdo de resposta de item é

especificada.

Lord (1980, pag. 17) analisou resultados da aplicacido de teste composto por 150 itens,
onde cada item apresentava cinco escolhas, apenas uma escolha correspondendo a resposta
correta ao item. Para cada item foi construido um grafico bidimensional, onde para cada
total de acertos no teste (eixo horizontal) foi indicada a j.ropor¢ao de acertos do item em
questao, entre as pessoas que obtiveram este niimero total de acertos (eixo vertical). Um
total de 103.275 examinandos foi submetido ao teste. Lord observa que dentre os 150 graficos
somente seis nao revelavam claramente uma funcao nio decrescente da proporgao de acertos
ao item em relagao ao total de acertos no teste, e nestes casos as distorgoes encontradas eram

pequenas. Este estudo sugere a adequacidade da suposicdo de que a probabilidade de acerto
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a um item é uma fungdo ndo decrescente em relacido a habilidade do individuo.

3.3 Estimacao da Habilidade e dos Parametros de
Itens

Nesta secgao, considera-se um teste composto por n itens binarios, aplicado a m in-
dividuos. Seja U;; a variavel aleatéria indicadora de acerto ao item : pelo j-ésimo individuo,
dotado de habilidade §;,onde j = 1,2,...,me: = 1,2,...,n. Usando indices para referéncia
ao item 7 e individuo j, as probabilidades definidas em (3.1) e (3.2) passam a ser denotadas

por P;(6;). No modelo logistico tem-se

l—C,'
1 + exp{—1,7a;(6; — b))}’
i=1,2,....n, j=12,...,m

(3.3) P(8;) = ca+

Portanto, a fun¢ao de probabilidade de U;; é dada por
(3.4) P(U; = w|8;,aibi,¢) = Pi(8;)*Qi(0;) ™,
i=1,2....n, j=12,...,m

para u;; = 0 ou 1, onde Q;(8;) = 1 — Pi(0;), ou seja, o modelo de probabilidade de U;; é

Bernoulli, com parametro Pi(6;).

Birnbaum (1968, pag 389) e Lord (1980, pag. 19) argumentam que uma suposi¢do adi-
cional bastante razoavel é a independéncia entre as variaveis associadas as respostas de um

individuo a diferentes itens, condicionada a habilidade 6. Sob a suposi¢ao de independéncia,

a funcao de probabilidade conjunta de U,j, Uz, ..., € U,; (indicadores de acertos aos varios
itens, pelo j-ésimo individuo), no ponto uy;, us;,..., € u,;, é dada por
(35) P(ulj, U5y« -y Unjy l Oj, a, b, C) = H R(Oj)“‘fQ,-(Oj)l‘“‘J,

=1
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1=L2,....m

para u;; = 0 ou 1, e considerando que as variaveis associadas a individuos diferentes sao

mutuamente independentes,
P[(Ul,Uz,.. ,Um) = (u1,uz,...un) | 0,a,b,c] =
(3.6) H H Pi(0;)*1Qq(0,) 7,

i=1j3=1

para u;; = 0 ou 1, onde, a = (a1,az,...,a,); b = (b1, b,...,b,); ¢ = (c1,¢2,...,¢n),

0= (01’927""0m)17 UJ = (Ulj7U2j,"‘ nJ) euJ (UIJ’UZJ’ u"j)'

Os procedimentos mais conhecidos para a estimagdao dos parametros de uma funcgao de

resposta de item sdo descritos a seguir.

3.3.1 Meétodos da Maxima Verossimilhancga

Os métodos da maxima verossimilhanga sdo os mais conhecidos e foram os primeiros a
serem utilizados para estimar os parametros de fungées de resposta de item. Nesta secgdo sdo
apresentados dois procedimentos que utilizam a fungdo de verossimilhanga das respostas dos
individuos aos itens, a fim de se obter os estimadores dos parametros da fungdo de resposta

de item.

Sendo a fungdo de probabilidade das respostas das variaveis indicadoras de acertos dos

m individuos aos n itens dada por (3.6), a fungdo de verossimilhanga pode ser expressa como

(3.7) L(6,a,b,c|uj,ug,...up) = H HP“" 1T

j=li=1

onde, por simplicidade, P;; e Q;; sao usados ao invés de P,(6;) e Q:(;). O logaritmo natural

desta fungao é dado por

m n

(3.8) = Z Z[u,'j In P,']' + (1 — u.-j) In Q.’j].

j=11=1
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Se v representar 6;, ou a;, ou b;, ou ¢;, a derivada do logaritmo da funcdo de verossimilhanga,

com respeito a v, é dada por:

(3.9)

al

v

m n Pl Pl
ot — (1 -y
j_; ;[ J -Ptj ( J) Qt]
m n PI Pl Pl
Z Z[ 'JP —L 'J
j=1li=1 Q’J Q'J
m n Pl
Uy f R U R ]
;;[PUQ'J( JQJ J 2 J)]
Pl

[ (wij — Py,

NER
M:

RJ Q']

o,
1]
-
-
1]
NA

3P, . «
onde, P;; = vl Uma forma explicita para a expressao P;; pode ser dada quando se especifica

a forma de P, equagdo (3.1) ou (3.2).

Lord (1980) cita que os estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros da

funcao de resposta de item sao as solugdes do sistema abaixo:

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

ui; — P, OB :
Z Fo g =0 U=l2..m)
i= tj J
u;; — Py OF;
]Q 3a. =0 (:=12,...,n)
RJ aR]
= =1,2,..
‘]Q ab, 0 ( 17 ) ,n)
RJ a-PlJ
=0 =1,2
tJQtJ act ( Y ’n)

As equacbes dadas acima sdo equacdes nao lineares em 8, a, b e ¢ (Lord, 1980). For-

mas para obter solugdes deste sistema sdo procedimentos iterativos. Neste sistema,com

m + 3n equagdes e m + 3n incognitas, as estimativas dos parametros de itens dependem

das estimativas das habilidades e as estimativas das habilidades dependem das estimati-

vas dos parametros de item. Lord (1980, pag 181) argumenta que, quando estimativas dos
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parametros de itens e parametros de individuos sdo estimados simultaneamente, tais estima-

tivas nao convergem para os parametros verdadeiros se o numero de individuos é grande.

Procedimento: “Mdxima Verossimilhanga Conjunta”

Birnbaum (1968) propoe um procedimento iterativo para a estimagdo de parametros da
funcao de resposta de item, que pode ser utilizado tanto para o modelo logistico (3.2) quanto

para o modelo normal (3.1).

No primeiro estagio sao utilizados valores iniciais para as habilidades dos individuos,
com a finalidade de estimar os parametros de itens, encontrando a solugao de (3.11), (3.12)
e (3.13). Estes valores iniciais sdo definidos pelo autor como a inversa da distribuigao acu-
mulada da normal padrio da proporgao de acertos do individuo no teste. Em um segundo
estagio os parametros de itens sao supostos conhecidos, utilizando as estimativas obtidas no
primeiro estigio, com a finalidade de obter estimativas das habilidades de cada individuo,
através de (3.10). Estes dois estagios sao repetidos até a convergéncia por algum critério,
nao definido pelo autor. O programa LOGIST, desenvolvido por Wingerbky e Lord (1973),
utililiza um procedimento similar ao descrito por Birnbaum para o modelo logistico de trés

parametros.

Procedimento: “Maxima Verossimilhanga Marginal”

Bock e Lieberman (1970) descrevem uma forma alternativa para estimar os parametros refe-
rentes a itens do modelo normal de dois parametros, ou seja, (3.1) com ¢ = 0. Definem dois

estagios, onde primeiramente estimam-se os parametros de itens, e depois sao estimadas as
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habilidades dos individuos. No primeiro estigio utilizaram a fungdo de distribuigao margi-
nal de (Uyj,Us;j, ..., Uy;), considerando a habilidade com uma densidade de probabilidade
g(6). Como a funcio de distribuicdo conjunta de (Uyj, Uy, ... ,Uy;,0) é dada por (3.5), a

distribui¢do marginal de (Uyj, Uy, ..., Uy;) seria dada por

P[(Ulj,Ugj,. .. ,Unj) = (ulj,uzj,.. . ,unj) l a, b] =

+oco
/_ P{(Usj, Usjy - Uns) = (uajy tizjy - - - yun;) | 8,3,b] g(8) df.

e ]

7J=12,....m
Neste caso, a fun¢ao de probabilidade conjunta de (Uy,Usg,...,Uy) seria dada por

P[(Ul,Uz,...,Um) = (ul,ug,...um)lﬂ,a,b] =

H P[(Ulj,Ugj,. . .,Un]‘) = (ulj,ugj, .. .,unj) | a, b],

J=1

observando-se que esta fungdo nao depende de §. A
fungao de verossimilhanga correspondente a este modelo é

L(a,b |uj,ug,...um) =

(314) H P[(Ulj,Ugj,. . .,Un]‘) = (ulj,ugj,.. . ,un]-) ' a, b]

1=1
Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de itens sdo as solugoes do sis-
tema de 2n equagdes, construido por derivagées do logaritmo da equagao (3.14), com respeito
aos parametros de itens. Essas equages sao nao lineares em relagao aos parametros de itens
e, desta forma, é necessario um procedimento iterativo para encontrar as solugoes deste

sistema.

No segundo estagio as estimativas dos parametros de itens obtidas no primeiro estagio

sdo utilizadas para obter as habilidades, 6,,6,,...,0,, dos individuos, através de (3.10).
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Bock e Aitkin (1981) apontam que, computacionalmente, o método de Bock e Lieberman
requer no processo iterativo, para n itens, a geragio e inversio (4 ou 5 vezes) de uma matriz
2n X 2n, onde cada elemento desta matriz corresponde a uma soma de 2" termos. Logo,
concluem que o método nido é pratico para n > 12. Qutro problema é a dificuldade em
especificar uma distribuigdo a priori para habilidade (g(6)). Bock e Aitkin reformularam
este procedimento definindo ¢g(6) através da distribui¢ido empirica do nimero de acertos de
cada individuo, livrando o método da suposigao arbitraria sobre a distribuicdo da habilidade
da populagdo amostrada, além disso, afirmam que o método tem solucao viavel para qualquer

nimero de itens. Tal reformulac¢do deu origem ao programa BILOG.

Uma das generalizagdes mais importantes do método de maxima verossimilhanga margi-
nal é a adaptagdo a suposigdo de multidimensionalidade para a habilidade do individuo. No
entanto, esta suposi¢ao acarretaria a estima¢ao de um nimero muito maior de parametros,
uma vez que o numero de parametros referentes a individuos seria agora a dimensao da

habilidade, multiplicada pelo nimero de individuos.

Yen (1987) compara as estimativas obtidas pelos programas LOGIST (méxima veros-
similhanga) e BILOG (méaxima verossimilhanca marginal). Em simulagbes de testes com
diferentes numero de itens aplicados a diferentes ntimeros de individuos, Yen gerou habi-
lidades através de amostras pseudo-aleatérias de distribuigdes normais e de distribuigoes
nao normais. As habilidades geradas por distribui¢gées ndo normais eram uma mistura de
duas normais, com o objetivo de conseguir uma certa assimetria. Yen conclui através das
situagoes simuladas que o programa LOGIST é usualmente mais rapido que o BILOG (pelo
tempo em CPU). As estimativas das habilidades obtidas pelo BILOG eram quase sempre
mais precisas que as obtidas pelo LOGIST. As estimativas dos parametros de itens obtidas

pelos dois programas eram na maioria dos casos igualmente precisas.
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3.3.2 Procedimento Bayesiano

Swaminathan e Gifford (1986) desenvolveram um procedimento Bayesiano para a es-

timacgao da funcao de resposta de item para o modelo logistico de trés parametros, (3.3).
A distribuigao conjunta a posteriori f(6,a, b, c | u) pelo teorema de Bayes é dada por

f(8,a,b,c | ui,uz,...,um) x P(U1,Usz,...,Uyp =uy,uz,...un|fd,ab,c)x

(3.15) f(0,a,b,c),

onde P(Uy,Usg,..., Uy = uj,uz,...un | 6,a,b,c) é dado por (3.6), e f(6,a,b,c) é a

distribuicdo conjunta a priori de 8, a, b, c.
Assumindo que 8, a, b, ¢ sdo independentes,

f(8,a,b,¢c) = f1(8)f2(a) f3(b) fs(c).

Swaminathan e Gifford sugerem que @ e b sejam normalmente distribuidos, a tenha distri-
buigao Qui-Quadrado e ¢ tenha distribuigao Beta. Os estimadores modais (Lindley e Smith,
1972) sao os pontos que maximizam (3.15). No processo de definicdo destes estimadores
forma-se um sistema de m + 3n equagdes, fungdes dos parametros a serem estimados. O
sistema obtido é ndo linear em 6, a, b, c, os autores optaram por um procedimento iterativo

como o de Newton-Rapson.

Swaminathan e Gifford (1986) fizeram um estudo de simulagdes em que compararam as
estimativas Bayesianas com estimativas de maxima verossimilhanca obtidas pelo programa
LOGIST (Wingerbky e Lord, 1973). Foram simuladas aplicagoes de testes com nimeros dife-
rentes de itens, aplicados a diferentes niimeros de individuos. As habilidades dos individuos

(8) e os parametros b foram gerados através de amostras pseudo-aleatdrias de distribuigées
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normais. Os parametros ¢ e a foram gerados através de amostras pseudo-aleatorias de distri-
buigGes uniformes. Para estas simulagdes, as distribui¢ées a priori para 8 e b foram conside-
radas uniformes. Os autores observaram que para tais simulacées as estimativas Bayesianas

tiveram um melhor comportamento.

3.3.3 Estimacao pelo Método do Minimo Logito Qui-Quadrado

Baker, em 1987, verificando o procedimento desenvolvido por Berkson (1944) para a es-
timacao de parametros de uma curva logistica para ensaios biolégicos com a utilizacao do
método do minimo logito qui-quadrado, observou que este método poderia ser aplicado no
contexto de teoria de resposta de item. Em resumo, Baker propoe a redugao nos parametros
referentes a individuos numa primeira fase. Nesta primeira fase se objetiva estimar os
parametros referentes a itens, através do método do minimo logito qui-quadrado. Assim,
seria necessario uma segunda fase para estimagao das habilidades, onde Baker propoe a uti-
lizagdo do método de mdxima verossimilhanga, supondo os parametros de itens conhecidos,

utilizando as estimativas destes parametros de itens obtidas na primeira fase.

Uma vantagem do método do minimo logito qui-quadrado é a existéncia de uma forma

fechada, em cada iteracao, para os estimadores dos parametros de itens.

A combinagdo do método do minimo logito qui-quadrado com o método de maxima ve-
rossimilhanga, em duas fases distintas, idealizada por Baker, sera referenciada neste trabalho

como “procedimento de Baker”. O procedimento de Baker serd descrito com um maior de-

talhamento no préximo capitulo.

Baker comparou estimativas obtidas pelo seu procedimento com estimativas obtidas

através do programa LOGIST (maxima verossimillhanga) através de simulagées. Para tais
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simulagoes Baker variou o numero de individuos e o nimero de itens e escolheu os parametros
referentes a individuos gerando amostras pseudo-aleatorias de distribuicdo normal. Gerou o
parametro a de distribui¢ées uniformes e b de normais, construindo testes com itens classifi-
cados como faceis, testes com itens classificados como dificeis e testes com itens classificados
como medianos. Observou que seu procedimento requeria cerca de um tergo do tempo com-
putacional do programa LOGIST (comparando os tempos em CPU). Comparou também os
coeficientes de correlagio e os erros quadraticos médio entre as estimativas e parametros cor-
respondentes, verificando que os dois procedimentos produziram resultados similares. Baker
observou também que o parametro de discriminagao do item, a, nao foi na maioria dos casos
bem estimado (verificando que os coeficientes de correlagao entre parametro e estimativa
eram baixos), tanto nas estimativas obtidas pelo programa LOGIST quanto as obtidas pelo

procedimento de Baker.

3.4 Intervalo de Confianga Assintético para a Habili-
dade

Supondo os parametros dos itens conhecidos, a funcido de probabilidade de
Ui, Uy . .., Uny (variaveis aleatdrias correspondentes as respostas aos itens de um teste pelo
primeiro individuo) é apenas fungao do parametro ¢;, sob essa condi¢do de conhecimento
dos valores dos parametros de itens. No Apéndice A ¢ definido um estimador de maxima ve-
rossimilhanga, él, para o parametro ¢,. Neste mesmo apéndice é mostrado que a informagao

de Fisher de Uy, Uy, ..., U, para 8, é dada por

(3.16) 1) =3 o
' v o PaQa’
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Pela desigualdade de Cramer-Rao, dado um estimador nao-viciado él de #,, tem-se sob

condigées de regularidade que
1

~ I1(61)

Sob condigdes de regularidade, Cramer (1946,p4g. 500) mostrou que, se §; for estimador de

Var(6,) >

maxima verossimilhanca de 6;, §; tem assintoticamente distribuicio Normal com média 6, e

variancia 1/1(6,).

Como as condigdes de regularidade sao satisfeitas pelos modelos (3.1) ou (3.2) (Birnbaum,
1968 pig 457), Birnbaum propde um intervalo de confianca assintético de nivel (1 — «)100%

de confianga, para o parametro 6,:

j_#ef2) 5 . Hof?)

YTl

onde, z(a/2) é o valor da funcdo inversa da normal padrdo no ponto (1 — «/2). Como o

intervalo de confianga é assintdtico, é razoavel quando o numero de itens é grande.

3.5 Sugestao de Birnbaum para a Construgao de um
Teste

Birnbaum (1968) sugeriu um procedimento para a constru¢do de um teste. Este procedi-
mento, no entanto, exige que os itens sejam “previamente calibrados”, ou seja, que ja sejam
conhecidos os parametros de itens. A informagao de Fisher de Uyy,Usy,..., Uy para 6, €
dada por (3.16). Como a informacdo de Fisher de Uyy,Usy,...,U,; para 6; é composta pela
soma das informacgoes de cada U;; de 6;,: = 1,2,...,n, tem-se
P2
PyQa

1(91, :1)
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A funcao de informacgio de Fisher definida em (3.16), para um 6 genérico é denominada

funcao de informagao do teste,
n p2
1(60) = 2
=2 P;;Q;;

1=1

A contribuigdo de cada item, denominada funcao de informagao de item, é dada por
P2

U

PiQi;

O procedimento de Birnbaum, ilustrado na Figura (3.2), é o seguinte:

I1(0,U;;) =

1. Decide-se pela precisao desejada para a estimacao de cada nivel de habilidade. Isto
é, qual a forma desejada da funcdo de informacao do teste. Nao esquecendo que esta
fungao de informacao € inversamente proporcional a variancia assintética do estimador

da habilidade de um individuo. Esta curva € chamada de “curva de informacao alvo”.

2. Selecionam-se itens “previamente calibrados” e através da fungao de informacio do
teste, composta pela soma das fungoes de informagao dos itens “calibrados”, e a fungao
de informagdo do teste é comparada com a curva de informacgao alvo. O objetivo é

compor um teste cuja fungdo de informagao se aproxime da curva de informagao alvo.

3. Acumulativamente, adicionam-se curvas de informagao de itens, obtendo-se sempre a

curva final do teste composta pelos itens ji selecionados.

4. Continua-se até que a curva de informacdo do teste se aproxime satisfatoriamente da

curva de informacao alvo.

3.6 Conclusao

O objetivo primordial da teoria de resposta de item é fornecer elementos para inferéncia

sobre um teste composto por itens, além de inferéncias sobre os individuos aos quais o teste é
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Figura 3.2: (a) curva de informagdo alvo (sélida) e as curvas de informacdo para testes
com: 3, 7, 11 e 15 itens respectivamente; (b) curvas de informagdo dos itens utilizados para
aproximar a curva de informagao alvo
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aplicado, tendo como base amostra aleatdria de respostas associadas a uma unica aplicagao
do teste ao grupo de individuos. Uma dificuldade é o grande numero de parametros que
devem ser estimados. Por exemplo, para o ajuste do modelo logistico de trés parametros,
em um teste com n itens aplicado a m individuos, devem ser estimados 3n + m parametros.
Outro fato importante é que a teoria de resposta de item possibilita a construgao de um

teste a partir de itens “previamente calibrados”.

E importante observar que ao contrario da teoria cldssica que avalia o teste como um
todo, a teoria de resposta de item observa o teste segundo parametros de itens e parametros
de individuos. Assim, a teoria de resposta de item enfatiza as caracteristicas dos itens que

compoéem o teste, ao invés da simples analise das notas resultantes do mesmo.
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Capitulo 4

ESTIMACAO DA FUNCAO DE
RESPOSTA DE ITEM

4.1 Introducgao

A teoria de resposta de item determina para cada item, fun¢do de resposta de item que
descrevem a probabilidade de acerto a um determinado item de um teste por um individuo
dotado de certa habilidade (#). Estas fun¢Ges descrevem parametros relativos ao item e
parametro relativo ao individuo. No Capitulo 3 alguns modelos para estas fungoes foram
descritos e apresentados varios procedimentos de estimagdo. Este capitulo se restringe ao
modelo logistico de dois parametros sendo escolhido um procedimento de estimagao for-
mulado por Baker (1037) para ser usado nas simulagées. Portanto a probabilidade de um

individuo com habilidade 8 acertar um item é definida por

1
" 14 exp[—1,7a(6 - b)]

(4.1) P(6)

Na seccao 4.2 é descrito com detalhes o procedimento formulado por Baker. Este proce-

dimento, ao invés de abordar o problema complexo de estimar simultaneamente todos os
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parametros relativos aos itens e relativos aos individuos, desenvolve dois estagios de es-
timagdo. Na secgdo (4.3.1) é descrito o planejamento das simulagées. Estas simulagoes
tiveram como objetivo analisar este procedimento, em situagoes diversas como: habilidades
de individuos geradas de amostras pseudo-aleatérias de distribuigdes normais e nio normais.
Foram simuladas situacoes onde o teste era composto por itens de dificuldades variadas como:
com somente itens faceis, ou com somente itens dificeis, ou com somente itens medianos, ou
ainda testes compostos por uma mistura de itens faceis, dificeis e medianos. A secgao (4.4)
apresenta um breve estudo sobre intervalos de confianga bootstrap para os parametros da

funcao de resposta de item. A secgio (4.5) apresenta uma ilustragio.

4.2 Procedimento de Baker

Dado um teste composto de n itens dicotomicos aplicado a m individuos, supondo o
modelo logistico de dois parametros, o procedimento de Baker define a estimagao destes
2n +m parametros em dois estagios. No primeiro estagio existe uma redugdo dos parametros
relativos aos individuos de m para k parametros e a finalidade € estimar os parametros
relativos aos itens. Neste primeiro estagio, para se obter as estimativas dos parametros de
itens, é utilizado o método do minimo logito qui-quadrado (Bishop e outros, 1975). No
segundo estagio, as estimativas dos parametros de itens obtidas no primeiro estagio sio
utilizadas para obter as estimativas dos parameiros relativos aos individuos e para tal é

utilizado o método de maxima verossimilhanca.

O objetivo desta secgao é descrever o procedimento formulado por Baker (1987) com um

maior detalhamento que no artigo original.
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4.2.1 Primeiro Estagio: Estimacao dos Parametros de Itens se-
gundo o Método do Minimo Logito Qui-Quadrado

O primeiro estagio do procedimento de Baker tem como objetivo a estimagao de parame-
tros referentes aos itens (a; € b;, ¢ = 1,2,...,n). Uma simplificacdo € feita: os m individuos
sdo divididos em k grupos, sendo que Baker em seu artigo nao sugere como deve ser feita
esta divisdao. Supoe-se que todos os individuos pertencentes ao {-ésimo grupo possuem a
mesma habilidade 6, [ = 1,2,...,k. Sejam f; o ntmero de individuos no I-ésimo grupo, e
ri o numero de respostas corretas para o ¢-ésimo item, no /-ésimo grupo. Logo, a proporgao
de respostas corretas ao i-ésimo item, observadas no [-ésimo grupo, é dada por py =1/ fi e
gi = 1 — p; é a proporgao observada de respostas incorretas, pois os itens sao dicotomicos.

Assim, para o z-ésimo item do teste, tem-se a seguinte tabela k x 2:

item 1
grupos | acertos erros
1 ra h—ra
2 rie  fa—rTi2
k Tk fk—Ti

De acordo com o modelo logistico de dois pardmetros (4.1), a probabilidade de acerto ao

1-ésimo item, por qualquer individuo do Il-ésimo grupo, é dada por

~ 1
4.2 Pi(6) = ~ ,
( ) ( I) 1 + exp[—1.7a;(01 - b,)]
t=1,2,...,n, I=12,...,k
e este modelo pode ser reparametrizado, definindo a; = \;/1,7 e b; = —£;/)\;:
~ 1
Pi(01)

- 1+ exp[—(& + /\;él)],
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e consequentemente,

Ay exp[—(f.’ + /\iél)]
Q) = oo (@ + A0

Sob este modelo, a frequéncia esperada de acertos do i-ésimo item, por individuos do I-ésimo

grupo, é dada por f[P,'(él).

A partir deste ponto, Pg(é[) é denotado por P; e Q,-(éz) é denotado por Q.

Baseada nas diferencas entre as frequéncias de acertos e erros, observadas e esperadas,

para o i-ésimo item, em todos k grupos de individuos, pode ser definida a seguinte estatistica:

X}

(4.3)

k {(m — fiPa)? N (fi—ra— ftQu)2}

=1 fiPy fiQu

E((fipa — HiPa)? | (figu — leil)z}

1;{ fiPy * fiQu

5 fl(ptl ) fl(Q;I - Qtl) }

1=21{ Py Qu

* | filpi — Pa)? f1[1 — pil — (1 - Py)?
i )
i fill = Pa)(pa — Pu)* + fi il[PiI — pal?
P Py(1 - Py)

filpa — Pa)*(1 = Py + Py)
Py(1 - Py)

M=

=1

i f(pzl - )
; Py(1 - Py)
u Jilpa — il)
,=Zl PuQu

Uma vez definida a estatistica x?, ela pode ser expressa em termos de quantidades de-

nominadas “logito”. O logito de P; é definido por ln(g%). Usando L;; para denotar o logito

de Pil’

Ly

( 1 + exp[—(& + \i6))] _ )
{1+ exp[—(& + X))} exp[—(& + Aif))]
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= In[exp(& + Ai6))]
= &+ Ml
Seja I; = ln(sfli) o logito observado. Valores de p;; = 0 ou p; = 1 resultam em indefinigoes.

Para contornar este fato, Baker sugere a definigao de py = 1 — #‘, quando p; = 1,epy = %ﬁ,

quando p;; = 0.

Portanto, pode-se aproximar o logito, definido anteriomente, pela férmula de Taylor, até

o termo de primeira ordem, no ponto p;;, uma vez que, Z—f,:f = 1;,5“ (1_},“)2 = P,',(ll—-P,',) € bem
definida em qualquer vizinhanga de p;. Assim,
~ Py —padLy
Ly =2 i+ 1 R, | Pu=pi
(Pa = pu)
2 L+ (Pa-pa)—F——=lu+ ————,
(B )Pu(l — pa) Padgi
portanto, (p; — P;) pode ser aproximado por
(Pit — Pu) = (Iu = La)puga.
Desta forma,
(pa — Pa)® = (la — La)*piials
ou ainda,
(4.4) (pir — Pa)® = PuQu(lu — Lu)*puga.

Substituindo (4.4) em (4.3) tem-se,

o= Xk: flPilQu(j;l — La)’paga
i=1 u Qi

k
= Y fivagu(la — La)?
=1
k
(4.5) = > wa(ly— Ly)?,
=1
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onde wy = fipiqi.

A equagédo (4.5) pode ser escrita em forma matricial por

X! = [l — OL)W[ L — oTy],

onde,
I
L = li
lik
6,
6
0= 2
1 6
&
.y
Wiy 0 . 0
WTI _ 0 Wi - 0
0 0 cre o Wik

Assim, supondo as habilidades dos grupos 0, conhecidas, o vetor I'; contém os parametros
do i-ésimo item a serem estimados. O objetivo é obter estimador para I'; minimizando x?.
Tecnicamente, o problema ¢ idéntico ao de se encontrar estimadores da regressao ponderada
de l; em O©. Segundo o método dos minimos quadrados, o valor de I'; que minimiza a

expressao x? é dado por

= [OW o] le'w !,
_[é
¥
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€,

(4.7) Var(ly) = [@'W[!0],
1=1,2,...,n,
obtendo assim uma forma fechada para a estimagdo dos parametros de itens. Qu seja, se as

habilidades de cada grupo de individuos sio conhecidas (ou utilizando as estimativas como

valores verdadeiros) as estimativas dos parametros de cada item sao obtidas diretamente.

Todo o desenvolvimento exposto acima pode ser reformulado, similarmente, analisando

unicamente os individuos de um mesmo grupo. Para o [-ésimo grupo de

individuos tem-se a seguinte tabela n x 2:

grupo 1
itens | acertos erros
1 T fl =T
2 ol f 1 — T
n Tnl fl — Tnl

e para o l-ésimo grupo de individuos tem-se a seguinte estatistica baseada na diferenga entre

as frequéncias, observadas e esperadas, de acertos e erros do [-ésimo grupo, em todos os n

itens,
= flra—=fiPa)? | (ra-— f1Q51)2}
G = 2{ Pt fQa
[ (fipa = frPa)? | (frga — leiI)z}
B ;{ fiPa * fiQu
= prllqtl(lll )
(48) = Zn:wtl(ltl - 61 — A 0() .

..
L
-
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A expressio (4.8) pode ser reduzida a seguinte notacido matricial,
G? = [T, = AW, — Ad),

onde,
u—¢&
lo; —
T, = | o €

Inl - én

0 0 - wy
Assim, supondo os parametros de itens conhecidos (ou usando as estimativas de A e ¢
como se fossem valores verdadeiros) tem-se o seguinte estimador para a habilidade 6, do
l-ésimo grupo:

(4.9) 0= (MWTTA)TINYWT,
Usando os resultados (4.6) e (4.9), Baker propde o seguinte processo iterativo:
1. Sao estabelecidos valores iniciais para as habilidades dos grupos de individuos,

550),5(20), cees éﬁo). Baker nao explicitou a defini¢io destes valores iniciais.

2. Usando os valores iniciais para as habilidades dos grupos de individuos, como se fossem

os valores verdadeiros, estimam-se os parametros de itens, A; e §;, por (4.6), separada-

mente para cada um dos itens (: = 1,2,...,n).
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3. Usando as estimativas dos parametros de itens, A, Aq, ..., A, &1, &, ..., €n, oObtidas
em (2) como se fossem valores verdadeiros, estimam-se as habilidades dos grupos de
individuos, 51,52,...,5k, por (4.9), separadamente para cada um dos grupos de in-

dividuos.

4. Repetem-se (2) e (3) até algum critério de parada. Baker define como critério de
parada que as diferengas das estimativas dos parametros de itens entre uma iteragao e
outra, obtidas por (4.6), e as diferengas entre uma iteragdo e outra das variancias (dos
estimadores dos parametros de itens) estimadas dadas por (4.7), ndo sejam maiores

que 0, 05.

No segundo estdgio sao usadas as estimativas dos parametros de itens obtidas na tltima
iteracdo. As estimativas das habilidades dos grupos de individuos ndo sao utilizadas no

segundo estagio.

4.2.2 Segundo Estagio: Estimagao das Habilidades dos Indivi-
duos segundo o Método de Maxima Verossimilhanga

No primeiro estagio sao estimados os parametros de itens

ALy Az, ey Ap, &1, €2, .. -, €. Como estes parametros se relacionam diretamente com
ay,Q3,...,05,01,b,...,b,, pela reparametrizagio definida na secgdo 4.2.1, Baker propoe que
estas estimativas sejam utilizadas como valores verdadeiros de ay,as,...,a,, by, ba ..., b,,

para se obter as estimativas dos parametros associados aos individuos pelo método de maxima

verossimilhanga.

A funcdo de verossimilhanga (Capitulo 3), para o modelo logistico de dois parametros,
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supondo os parametros de itens conhecidos, é dada por

n

Lol = [TIIPEQS™

i=1j=1

para u,; = 0 ou 1, onde,

6 = (01,02, e )om)la

Up -+ Uim

Unt *** Unm

O logaritmo natural da funcao de verossimilhanga é dado por
[ = In[L(6 | u)] EZu,J In P; 4+ (1 —u;;) InQy;).

Logo, o estimador de maxima veross1m11hanga da habilidade do j-ésimo individuo é dado

pela solugdo de:

31 u,J P;; 0P; -0
80 o PuiQi 99; ,
onde
8P,-J- _ 17 Ta;
96; exp[l,7a;(0; — b)] + 2 + exp[—1, Ta;(8; — b;)]’

i=1,2...,n, j=12....m

Como nao existe uma forma fechada para tal solugao, Baker propoe o procedimento itera-
tivo de Newton-Raphson, utilizando valores iniciais (ndo indicou quais) para as habilidades

de cada individuo.

4.3 Simulacgoes

Simula¢ées sdo utilizadas para verificar a adequabilidade do procedimento de Baker em

algumas situagdes que se acredita poderem ser encontradas na pratica. Foram simulados
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testes com somente itens faceis, somente itens dificeis ou somente itens medianos ou ainda
testes compostos por itens de dificuldades variadas. Os testes com itens de dificuldades vari-
adas sdo aqui denominados “testes misturados”, uma vez que sao compostos por quantidades
iguais de itens faceis, dificeis e itens medianos. Baker (1987) considera, em suas simulagoes,
testes dificeis aqueles com parametros de dificuldade (b) em média iguais a 1, medianos
em média iguais a 0 e ficeis em média iguais a -1, e variancias pequenas, utilizando-se da
distribuigdo normal e parametros de discriminagdo (a) com valores uniformes entre 0,5 e
1,5. Autores como, Swaminathan e Gifford (1986) e Yen (1987) utilizam em suas simulagoes
padrdes de testes similares aos de Baker. Ainda, as habilidades dos individuos sao amostras
pseudo-aleatérias de distribuigées ndo normais e normais. Neste trabalho também utilizadas
simulagbes para comparar as estimativas dos parametros obtidas através do procedimento
de Baker com estimativas obtidas por uma modificagdo neste mesmo procedimento, aqui

denominado “procedimento de Baker modificado”.

Como foi visto nas secgbes anteriores o procedimento de Baker requer uma estimagao de
parametros em dois estagios. No primeiro estagio é utilizado o método do minimo logito
qui-quadrado, onde existe uma redugdo no nimero de parametros referentes aos individuos
(8). Os m individuos aos quais é aplicado o teste sio agrupados em k grupos homogéneos
com a finalidade de estimar os parametros referentes aos itens (a e b). Estas habilidades
sao desconhecidas, tornando necessaria a utilizagdo de um valor inicial. A habilidade de um
individuo é definida em uma escala que varia de —0o a +o0o0 pelos modelos aqui apresenta-
dos. Bock e Aitkin (1981) e Birnbaum (1968) utilizam o inverso da fungdo de distribuigao
acumulada da normal padrdo da proporcio de acertos de cada individuo. Este valor inicial
também foi utilizado para as simulagées apresentadas neste trabalho. Assim, o valor inicial

para a habilidade do j-ésimo individuo é definido como:

(4.10) 00 = (X2, j=12...,m,

i=1
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onde ¢! é o inverso da fungio de distribuigdo acumulada da normal padrao da proporgao de
acertos de do j-ésimo individuo. Quando o individuo acerta a todos os itens o valor inicial
de 0§ = 3 é atribuido e quando erra todos os itens, 0( ) = = —3, uma vez que sao valores de
habilidades bastante altas e bastante baixas, respectivamente (estando a distancia de trés
desvios padroes da média do modelo normal padrao). Para obter os k grupos de individuos
os m individuos foram alocados em k intervalos de classe, para a habilidade, de amplitudes

iguais, sendo a amplitude dos intervalos é dada por

(0 (0

k

amplitude dos intervalos =

onde ;) representa o j-ésimo valor ordenado de forma crescente. Assim, cada grupo de
individuos € formado por individuos com aproximadamente a mesma proporgao de acertos,
com f; elementos em cada grupo. A habilidade de cada grupo é dada pela média dos valores
iniciais para as habilidades dos individuos alocados ao grupo,
5@-’2"’? T f’?,...,éf): 3 .”Ji_i
j=1 J1 j=h+1 /2 i=htfotot e+l Ik

e os grupos com frequéncia zero nao sao considerados.

O namero de grupos, k, sugerido por Baker (1987), é k = 5 quando n > m, ou seja,
quando o numero de itens é maior que o nimero de examinandos e 11 quando m > n, ou

seja, quando o nimero de examinandos é maior do que o nimero de itens.

As duas fases do primeiro estagio do procedimento de Baker se repetem até algum critério
de parada. Como critério de parada foi utilizado a seguinte regra: os valores absolutos das
diferencas das estimativas dos parametros referentes aos itens e suas respectivas estimativas
de variancias entre uma iteragao e outra (sendo as variancias foram obtidas segundo a equagao

(4.7)) deveriam ser no maximo da ordem de 1073,
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Depois de calculadas as estimativas dos parametros referentes aos itens (a e b) no pri-
meiro estagio, o procedimento de Baker entra em seu segundo estagio. No segundo estagio as
estimativas dos parametros referentes a itens obtidas no primeiro estagio sio utilizadas para
obter as estimativas das habilidades dos individuos, onde é utilizado o método de maxima
verossimilhanga. Como nao existe uma forma fechada para tais estimadores, se torna ne-
cessario o uso de um procedimento iterativo. Lord (1980) sugere o método do “scoring” de
Fisher (Apéndice A). Logo o processo iterativo para estimagao de 6, (j=1,2,...,m), obtido

pelo método do “scoring” de Fisher, é dado por,

g(m)  _ pglm-1)
0;" = 0;

+

1

mexp[—1,7a;(8" ) — b)) + 2 + exp[l, Ta; (67 — b)) (us; — Py)
iy = L4y

1 1, 7(1,'
Como um valor inicial para as habilidades dos individuos se torna necessario neste proce-
dimento iterativo, utilizam-se os mesmos valores dados por (4.10). O critério de parada
adotado foi o de que a maior diferenga entre as estimativas obtidas entre uma iteragao e
outra fosse menor que 1072. Quando um individuo acerta ou erra todos os itens, tais esti-
mativas de maxima verossimilhanga divergem, ou seja, tendem a 0o e —oo, respectivamente,
assim as estimativas das habilidades de tais individuos ndo podem ser encontradas a me-

nos que limites sejam apontados (Lord, 1980), neste trabalho, essas estimativas nao foram

consideradas.

Para a realizagdo das simulagGes foi necessaria a criagio de varios programas em lin-
guagem IML (Iteractive Matrix Language) parte integrante do SAS (Statistical Analysis
System). Esta linguagem foi escolhida, principalmente, pela confiabilidade em seus pro-
cedimentos. O programa que executa a modificacdo proposta ao procedimento de Baker,
denominada “procedimento de Baker modificado”, se encontra no Apéndice B; esta modi-

ficagao restringe a criagdo de grupos de individuos com pelo menos cinco elementos.
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4.3.1 Descricao do planejamento das simulagoes

A primeira fase de simulagées visa comparar os procedimentos de Baker padrao e do
modificado. Nesta fase é também verificada a sensibilidade das estimativas dos parametros
em relagao ao tipo de teste aplicado a um grupo de individuos com habilidades provenientes
de amostra pseudo aleatdria com distribui¢do normal padrio. Com base nos resultados
obtidos nesta primeira fase de simulagées é feita uma op¢ao por um dos dois procedimentos.
Uma segunda fase de simulagoes pretende avaliar as estimativas obtidas pelo procedimento de
Baker (escolhido) em relagdo ao niimero de itens no teste e ao nimero de individuos ao qual
o teste é aplicado. Em uma terceira fase de simulagoes, pretende-se pesquisar o efeito das
estimativas dos parametros em aplicagoes de testes a grupos de individuos provenientes de
amostras com um maior ndmero de individuos com habilidades altas ou ainda com um maior

numero de individuos habilidades baixas. Na tabela 4.1 sao esquematizadas tais simulagoes,

4.3.2 Resultados das simulagoes

Para estudar o comportamento das estimativas obtidas nas diferentes situagoes simuladas,
sao utilizados alguns critérios baseados em coeficientes de correlacio e erros quadraticos
médios, além da observacao de graficos. Os coeficientes de correlacao e os erros quadraticos
médios sao obtidos entre parametros simulados e estimativas destes mesmos parametros.
Outro critério é a correlagao entre parametro simulado e residuo, assim, quanto menor esta
correlagdo mais favoravel é o resultado, casos com correlacao alta merecem um estudo mais
detalhado. Os graficos sdo basicamente diagramas de dispersao entre parametros simulados
e estimativas destes parametros; estes graficos sdo acrescidos de uma reta que representa a

igualdade entre estimativa e parametro simulado.
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primeira fase de simulagoes

numero de | numero | a gerados b gerados 0 gerados | classificagdo
individuos | de itens | segundo segundo segundo do teste
N(-1,(0,5)?) facil
N(0,(0,5)?) mediano
200 150 U(0,5;1,5) | N(1,(0,5)?) N(0,1) dificil
N(_l’ (0, 5)2)
N(0,(0,5)?) misturado
N(1,(0,5)%)
sequnda fase de simulagées
50 mediano
50 100 mediano
150 mediano
50 mediano
100 100 U(0,5;1,5) | N(0,(0,5)%) N(0,1) mediano
150 mediano
50 mediano
200 100 mediano
150 mediano
terceira fase de simulagées
N('—lv (07 5)2)
N(0,(0,5)?) | N(2,1)* | misturado
N(1,(0,5)%)
N(1,(0,5)%) | N(2,1)° dificil
N(-1,(0,5)%) | N(2,1)° facil
200 150 U(0,5;1,5)
N(-1,(0,5)%)
N(0,(0,5)%) | N(—=2,1)® | misturado
N(1,(0,5)%)
N(1,(0,5)?) | N(=2,1) dificil
N(-1,(0,5)%) | N(=2,1)° facil

a: truncada em =3,

Tabela 4.1: Esquema das trés fases de simulagoes

b: truncada em 6=-3
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Os resultados da primeira fase de simulagbes estdo contidos na Tabela 4.2. Observa-se
que com o emprego do procedimento de Baker modificado, na maioria das vezes, ocorreram
diminuigdes significativas nos erros quadraticos médios, principalmente para o parametro ha-
bilidade (8), uma vez que este parametro assume, valores entre -3 e 3. Outro fato importante
€ que menores correlacoes entre parametro e residuo foram obtidas no procedimento de Baker
modificado, sendo que a menor foi a do teste classificado como “misturado”. Como no pro-
cedimento de Baker modificado o nimero de individuos no grupo € controlado, nao existem
grupos muito pequenos que seriam grupos de pouca informagao. Com base nestes resultados,
o procedimento de Baker modificado, passa a ser utilizado nas préximas simulagées. Outros

resultados desta fase de simula¢oes podem ser enumerados abaixo:

e No caso de testes classificados como “medianos”, para os dois procedimentus, ocorreu
uma subestimacao para pequenos valores de 6, e uma superestimagao para grandes
valores de . O mesmo ocorreu com relagao ao parametro b. O parametro a, nos dois
procedimentos, foi me geral subestimado. Estes fatos podem ser ilustrados pela Figura
(4.1), que apresenta os resultados obtidos com o procedimento de Baker padrao, uma

vez que os obtidos com o procedimento modificado sao similares.

o Para testes classificados como “faceis”, para os dois procedimentos, ocorreu uma su-
perestimacao para os parametros 6 e b. O parametro a foi quase sempre subestimado.
A Figura (4.2) ilustra estes fatos para os resultados obtidos com o procedimento de

Baker padrao, uma vez que os resultados obtidos nos dois procedimentos sdo similares.

e Em testes “dificeis”, para os dois procedimentos, ocorreu uma subestimagido para os
parametros 8, b e a. Estes fatos podem ser observados na Figura (4.3) para os resul-
tados obtidos com o procedimento de Baker padrao, uma vez que os resultados com o

procedimento modificado sao similares.
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e Para a classificagdo de testes “misturados”, com a utilizacdo do procedimento de Ba-
ker padrdo, ocorreu uma subestimagao para pequenos valores de § e uma superes-
timagio para grandes valores de 6, o mesmo fato ocorreu com o parametro b. Com
a utilizacdo do procedimento de Baker modificado nao ocorreram subestimagoes nem
superestimacdes dos parametros b e §. No caso do parametro a com a utilizagao do
procedimento de Baker padrio, um menor niimero de subestimagées foi verificado. En-
tretanto, com o procedimento de Baker modificado, a estimac¢ao do parametro a foi

ainda menor. Estes fatos podem ser observados respectivamente nas Figuras (4.4) e

(4.5).

Os resultados acima reafirmam a escolha do procedimento de Baker modificado neste
trabalho. Pode-se observar que melhores resultados foram obtidos com a aplicagao de testes
classificados como “misturados”, ou seja, formados por itens com dificuldades variadas. Este
fato, pode ser um indicador de que em situagGes praticas seria melhor a aplicagao de um
teste com uma variabilidade maior de dificuldade, a fim de se obter melhores estimagoes de

parametros de itens e principalmente de parametros referentes a individuos.

Os resultados da segunda fase de simulagdes estao sumarizados na Tabela 4.3. Observa-
se que o aumento no numero de itens é normalmente acompanhado por uma melhora no
coeficiente de correlagio e EQM para o parametro 6. Quanto maior o numero de individuos
ao qual o teste é aplicado maiores os coeficientes de correlagdo e menores os EQM. Pode-se
verificar que os EQM dos parametros b para teste com 200 individuose 100 e 150 itens ja sao
bastante pequenos, uma vez que este parametro assume, na maior parte dos casos, valores

entre -3 e 3.

Os resultados da terceira fase de simulagées estdo contidos na Tabela (4.4), e podem ser

enumerados;
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Tipo de teste Mediano Fdcil Dificil Misturado

Procedimento padr. | modif. | padr. | modif. | padr. | modif. | padr. | modif.
cor- a,a 0,823 | 0,835 | 0,747 { 0,735 | 0,779 | 0,786 | 0,636 | 0,664
re- b,b 0,960 | 0,964 { 0,927 | 0,925 | 0,931 | 0,939 | 0,963 | 0,982
la 9,6 0,986 | 0,987 | 0,964 | 0,968 | 0,977 | 0,979 | 0,991 | 0,991

Gao 0,(0—-9) -0,872 | -0,674 | -0,750 | -0,693 | -0,825 | -0,513 | -0,723 | -0,062

0,119 | 0,035 | 0,163 | 0,089 | 0,153 | 0,043 | 0,106 | 0,046
0,041 | 0,015 | 0,740 | 0,613 | 0,447 | 0,525 | 0,100 | 0,028
0,225 | 0,067 | 2,061 | 1,700 | 1,445 { 1,004 | 0,065 | 0,024

EQM

> o B
Dy O B

Tabela 4.2: Resultados referentes a primeira fase de simulagoes, com o objetivo de comparar
os procedimentos de Baker padrdo e o modificado (correlagbes e erros quadraticos médios
(EQM) observados entre parametros simulados e estimativas)

e No caso de acumulo de individuos com habilidades altas (gerados segundo o modelo
N(2,1), truncado em 3) e teste “dificil”, os coeficientes de correlagao para todos os
parametros foram maiores que na aplicagdo com teste “misturado”. Entretanto, os
EQM foram menores para o teste de classificacao “misturado”. Para o teste de classi-
ficagao “dificil” ocorreu uma subestimacio dos parametros b e §. Com teste “facil” os
parametros b e 8 foram superestimados, e foram obtidos os maiores EQM para todos

os parametros.

o O caso de acumulo de individuos com habilidades baixas (gerados segundo o mo-
delo N(—2,1), nao se utilizando valores menores do que -3) e teste ficil resultou em
maiores coeficientes de correlagdo para todos os parametros, do que na aplicagdo de
teste “misturado”. Entretanto os EQM para as habilidades foram menores. Para
teste “facil” ocorreu uma superestimacio dos parametros b e §. Com teste “dificil”
os parametros b e § foram subestimados. Dos trés tipos de testes neste grupo de in-

dividuos, o teste “dificil” foi o que resultou em menores coeficientes de correlagao para
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# de individuos 50 100 200
# de itens 50 100 150 50 100 150 50 100 150

cor- a,a 0,611 | 0,704 | 0,603 | 0,816 | 0,803 | 0,717 | 0,903 | 0,843 | 0,835
re- b,b 0,862 | 0,882 | 0,663 ; 0,945 | 0,919 | 0,933 | 0,976 | 0,956 | 0,964
la- 9,0 0,961 | 0,984 | 0,986 | 0,959 | 0,976 | 0,981 | 0,965 | 0,982 | 0,987
¢ao | 6,(0—-60)1|-0814 | -0,812 | -0,854 | -0,703 | -0,795 | -0,701 | -0.701 | -0,575 | -0,674
a,a 0,215 | 0,227 | 0,366 | 0,070 | 0,124 | 0,107 |} 0,026 | 0,024 | 0,035
EQM b,b 0,149 | 0,170 | 1,246 | 0,028 | 0,062 | 0,058 | 0,009 | 0,011 | 0,015
9,6 0,647 | 0,166 | 0,200 | 0,336 | 0,279 | 0,120 | 0,247 | 0,069 | 0,067

Tabela 4.3: Resultados referentes a segunda fase de simulagées, com o objetivo de verificar a
sensibilidade do procedimento de Baker modificado com relacao ao nimero de individuos e
itens (correlagoes e erros quadraticos médios (EQQM) observados entre parametros simulados

e estimativas); testes medianos

todos os parametros e maiores EQM para a maioria dos parametros. As Figuras (4.6),
(4.7) e (4.8), apresentam os resultados para o caso de acumulo de individuos com ha-

bilidades altas, uma vez que o caso de acumulo de individuos com habilidades baixas

apresenta resultados simétricos.

Os resultados das varias fases de simulagées apontam que testes dificeis levam a subestimacao
dos parametros § e b e testes faceis levam a superestimacio destes mesmos parametros. Os
melhores resultados sio obtidos quando o teste é composto por uma mistura de itens. Isto

parece mostrar que as estimativas dos parametros de itens e das habilidades sdao mais sensiveis

ao tipo de teste que ao grupo de individuos ao qual o teste foi aplicado.
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8 gerados sequndo | N(2,1)® [ N(2,1)% | N(2,1)* | N(=2,1)) [ N(=2,1)° | N(-2,1)*
Tipo de teste mist. dif. fdc. mist. dif. fde.
cor- a,a 0,289 0,800 0,044 0,492 0,040 0,850
re- b,b 0,842 0,931 0,479 0,779 0,256 0,920
la 9,0 0,962 0,987 0,808 0,952 0,851 0,983
¢io | 6,(0-6 | 0,105 | -0,228 | -0,152 0,393 0, 334 -0,042
a,é 0,140 0,028 0,214 0,090 0,159 0,021
EQM b,b 0,635 0,752 1,665 0,986 8,582 0,984
9,6 0,093 0,927 2,254 0,253 0,621 1,216

a: truncada em =3
b: truncada em 6=-3

Tabela 4.4: Resultados referentes a terceira fase de simulagoes, com o objetivo de verificar
efeito do procedimento de Baker modificado com relagao a distribuigoes com acumulo de
individuos com habilidades altas e baixas (correlagdes e erros quadraticos médios (EQM)
observados entre parametros simulados e estimativas)
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METODO DE BAKER - TESTE MEDIANO
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Figura 4.1: Estimativas dos parametros a, b e 8 obtidas pelo procedimento de Baker padrao,
de um teste “mediano”, segundo a primeira fase de simulacdes
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METODO DE BAKER - TESTE FACIL
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Figura 4.2: Estimativas dos parametros a, b e § obtidas pelo procedimento de Baker padrao,
de um teste “facil”, segundo a primeira fase de simulagoes
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METODO DE BAKER - TESTE DIFICIL
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Figura 4.3: Estimativas dos parametros a, b e § obtidas pelo procedimento de Baker padrio,
de um teste “dificil”, segundo a primeira fase de simulacoes
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METODO DE BAKER - TESTE MISTURADO
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Figura 4.4: Estimativas dos parametros a, b e § obtidas pelo procedimento de Baker padrao,
de um teste “misturado”, segundo a primeira fase de simulagoes
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METODO DE BAKER MODIFICADQ - TESTE MISTURADO
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Figura 4.5: Estimativas dos parametros a, b e 8 obtidas pelo procedimento de Baker modi-
ficado, de um teste “misturado”, segundo a primeira fase de simulagoes
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METODO DE BAKER MODIFICADO - TESTE MISTURADO
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Figura 4.6: Estimativas dos pardmetros a, b e 8 obtidas pelo procedimento de Baker mo-
dificado, de um teste “misturado” em individuos gerados segundo distribuigio truncada em
0 = 3, segundo a terceira fase de simulagées
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METODO DE BAKER MODIFICADO - TESTE FACIL
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Figura 4.7: Estimativas dos parametros a, b e 6 obtidas pelo procedimento de Baker modi-
ficado, de um teste “facil” em individuos gerados segundo distribui¢do truncada em 6 = 3,
segundo a terceira fase de simulagoes

64



METODO DE BAKER MODIFICADO - TESTE DIFICIL
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Figura 4.8: Estimativas dos parametros a, b e @ obtidas pelo procedimento de Baker modi-
ficado, de um teste “dificil” em individuos gerados segundo distribuigio truncada em 6 = 3,
segundo a terceira fase de simulagGes
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4.4 Intervalos de Confiangca Bootstrap para a Habili-
dade

O método bootstrap foi introduzido por Efron (1979), e vem sendo amplamente uti-
lizado para diferentes fins. Uma possivel utilizacao seria para a construgao de intervalos
de confianga. Diferentes tipos de intervalos bootstrap foram discutidos por Efron (1984).
Neste trabalho serao abordados somente intervalos de confianga percentis (Efron, 1984). Os
métodos para a contrugao destes intervalos podem ser divididos em dois tipos basicos o

nao-paramétrico e o parameétrico.

Esta seccao objetiva a contrugdo de intervalos de confianga para o parametro habilidade
(8) segundo métodos bootstrap, com base nos estimadores definidos pelo procedimento de
Baker modificado, como uma forma alternativa ao intervalo de confianca assintdtico descrito

no Capitulo 3.

Dado um teste com n itens aplicado a m individuos, o procedimento pode ser resumido

da seguinte maneira:

1. selecionam-se com mesma probabilidades m individuos, com reposicao, da amostra

original de tamanho m, obtendo-se uma matriz bootstrap:
U* = (U3, U3,...,U0L).

sendo

U.;( = (U;jaU;ja---’U:j),’ 1=12,...,m,

e U} corresponde a resposta, ao i-ésimo item do teste, obtida pelo individuo da j-ésima

selecao bootstrap.
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. A partir de tal amostra bootstrap sao obtidos no primeiro estagio do procedimento de

Baker modificado as estimativas bootstrap dos parametros de itens,

a

A% Ix Ix 1%
ai,az,...,a; eby b, ..., 0.

. Utilizando as estimativas bootstrap, aj,a3,...,a; e b7, b3,...,b;, obtem-se as estima-

tivas bootstrap das habilidades,

o = (61,65,....,6%).

. Os passos 1 a 3 sao repetidos k, vezes.

. As estimativas bootstrap sao ordenadas em ordem crescente, obtendo-se
&;(1), &:(2), te d;(kb)’

ay(1),a3(2), - -, a3(ks),

ar(l),ax(2),...,ax(ky);
br(1),55(2), - .., Bt (ks),

B3(1), 83(2), . .., B3 (ks),

b (1),5%(2), ..., b5 (ky);

:(1),6:(2), ..., 65 (k),

63(1),05(2),. .., 05(ks),
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0%.(1),6%(2),..., 0% (ks).

Assim, um intervalo de confianga bootstrap percentil para a habilidade do j-ésimo

individuo, 6;, de 100(1 — 2a)% de confianga, é dado por
(6 (kvc) , 0*(Ro(1 = a))],

e os intervalos para os parametros de itens sao obtidos similarmente.
O procedimento bootstrap paramétrico pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Estimam-se os parametros a, b e § pela amostra original através do procedimento de

Baker modificado.

2. A matriz bootstrap U* é obtida através de simulagées do modelo estimado em 1.
Através desta matriz bootstrap (U*) estimam-se os parametros a, b e § pelo procedi-

mento de Baker modificado.
3. Repete-se o passo 2 k; vezes.

4. Procede-se conforme passo 5 dado anteriormente no procedimento nao paramétrico.

Para a construgdo dos intervalos de confianga bootstrap foram geradas amostras com
200 individuos gerados de uma distribuigio normal padrao e 60 itens segundo teste com

classificacdo “misturado”.

Os intervalos de 90% de confianga (@ = 0, 1), nao paramétricos, para os parametros a
e b, com k, = 100 amostras bootstrap, continham os parametros verdadeiros em 82% dos

60 intervalos construidos para os parametros de itens. Entretanto, os intervalos de 90%
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conflanga (a¢ = 0,1), ndo paramétricos, para @ se revelaram bastante pobres, pois uma

porcentagem bastante alta dos 200 intervalos ndo continha o parametro verdadeiro (6).

Intervalos de confianca percentis de @ = 0,1, paramétricos para 0 se revelaram mais
apropriados, 85% dos intervalos contruidos continham o parametro verdadeiro (para k, =
100, 200 e 300). Os intervalos bootstrap paramétricos para amostras de tamanho k, = 300
estdo ilustrados na Figura 4.4, onde pode-se observar que os intervalos para as habilidades
maiores e menores sao os de maior amplitude (ou menor precisio). Para os parametros
a e b os intervalos paramétricos nao apresentaram bons resultados, ou seja muitos dos 60

intervalos construidos nao continham o parametro verdadeiro.
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Intervalo de Confianca (90%) Bootstrap

amostra bootstrap tamanho 300
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Figura 4.9: Resultados obtidos pelo método bootstrap (paramétrico), 300 amostras boots-
trap, a partir de amostra de 200 individuos gerados de uma distribuigao normal padrao e 60
itens de um teste “misturado”
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4.5 Tlustragao

Uma aplicagao da teoria de resposta de item em uma pesquisa de opinido foi feita por
Knott, Albanese e Galbraith (1991). Os dados utilizados fazem parte de uma investigagdo
sobre atitudes sociais britanicas (McGrath e Walerton, 1986) nos anos de 1983-1986, e
correspondem a uma pesquisa de 1986 sobre o aborto. Os dados desta pesquisa procuravam
revelar em que situagées os britanicos aprovariam o aborto. Os sete itens que compunham

o questionario eram:

o A propria mulher decide nao ter a crianga.

¢ O casal acredita que nao deve ter a crianga.

A mulher nio é casada e ndo deseja se casar com o homem.

O casal ndo tem recursos para sustentar mais nenhuma crianga.

e Existe uma grande chance do bebé ser portador de um defeito congénito.

A saide da mulher € seriamente comprometida pela gravidez.

A gravidez foi causada por um estupro.

As respostas foram categorizadas da seguinte forma: “1” se a pessoa respondeu sim, ou seja
se a pessoa concorda com a realizacao de um aborto dentro da situagido descrita pelo item,

ou “0” se respondeu nao.

Pode-se aplicar a teoria de resposta de item nesta situacao, fazendo um paralelo com
relagao aos parametros da fungao de resposta de item usada em testes educacionais. O

acerto ao item seria responder “sim” a questdo e o erro seria responder “ndo”. Se por
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exemplo, o modelo adotado for o logistico de dois parametros (4.1), a habilidade pode ser

interpretada como o grau com que o individuo é favoravel ao aborto. O parametro b pode

ser interpretado como a dificuldade que se tem em responder “sim” aquela questao; assim,
uma questao é “mais dificil” quanto mais forte for a reagdo contra o aborto nas circunstancias

descritas.

Knott, Albanese e Galbraith utilizaram neste problema o modelo logito-probito descrito
por Bartholomew (1987), que corresponde ao modelo logistico de dois parametros (4.2),
embora considerem a habilidade () como uma variavel aleatéria. Para obter estimadores
para os parametros de itens (a e b), utilizam o método de maxima verossimilhanga marginal

(MVM) apresentado no Capitulo 3, e ao invés de estimarem 8 estimam, E(8 | U).

Nesta secgao sao apresentados os resultados obtidos com a utilizagdo do procedimento
de Baker modificado, descrito neste capitulo, para este mesmo conjunto de dados. A Tabela
(4.5) apresenta os resultados referentes as estimativas dos pardmetros de itens (a e b) da
aplicagao de Knott, Albanese e Galbraith, reparametrizados de forma a corresponderem ao
modelo logistico apresentado em (4.2), juntamente com os resultados obtidos da aplicagao

do procedimento de Baker modificado.

As estimativas obtidas pelos dois métodos sao diferentes (pela escala diferente nos dois
métodos), entretanto uma ordenagdo decrescente em relagao as estimativas dos parametros
de dificuldade dos itens (b) se revela a mesma, a menos para os dois ultimos itens que teriam

sua posig¢ao invertida.

Como no artigo de Knott, Albanese e Galbraith a habilidade, 8, é considerada como
uma variavel aleatéria, a Tabela (4.5) apresenta a ordenagao do padrao de resposta obtida
em relagao a E(§ | U) e também a ordenagio em relagio ao parametro § estimado pelo

procedimento de Baker modificado. Porém esses padr oes de resposta nao divergem muito,
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Método MVM | Método Baker
ag b,' a; b,‘
2,335 0,300 {1,188 1,448
2,435 -0,386 | 1,401 0,646
3,447 -0,557 | 1,520 0,405
1,847 -0,525 | 1,215 0,554
1,629 -3,234 | 0,922 -0,942
4,694 -3,323 | 0,751 -1,796
1,565 -3,585 {0,845 -1,436

O U W .

Tabela 4.5: Estimativas referentes aos parametros de itens a e b, obtidas pelos métodos de
maxima verossimilhan¢a marginal (MVM) e de Baker

como pode ser observado na Figura 4.5. Pode-se observar ainda que, por exemplo, os padroes

de resposta (0000111) e (1111111) s&o bastantes distintos.

Com relacao a tais ordenages pode-se observar uma maior diferenca para os sete pri-
meiros tipos de padrao de resposta. Tal fato pode ser creditado a inversao dos dois ultimos

itens em relagio a ordenacao segundo a dificuldade do item.

Na Figura 4.5 sao apresentados intervalos de confianga bootstrap (paramétrico) para as
habilidades dos individuos, baseados em amostra bootstrap de tamanho k, = 300. Nesta
figura pode-se observar que as amplitudes dos intervalos, para os maiores e menores valores de
0 estimados, sao as maiores. Ao se observar as estimativas dos parametros de itens obtidas,
Tabela (4.5), pode-se notar que o “teste” é composto por itens de dificuldade variadas, que

foi o tipo de teste no qual se observou as melhores estimativas nas simulagées.
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padrdo de | frequéncia | MVM | Baker
resposta | das respostas

0000000 3 1 1
0000001 3 2 3
0000100 1 3 4
0000101 1 4 7
0000010 2 5 2
0000011 6 6 5
0000110 4 7 6
0000111 52 8 8
0100110 1 9 9
0001111 9 10 11
1000111 1 11 10
0100111 6 12 12
0010111 8 13 13
0101111 6 14 15
1100111 3 15 14
0011111 17 16 16
0110111 3 17 17
1101111 2 18 18
1011111 5 19 19
0111111 32 20 21
1110111 12 21 20
1111011 1 22 22
1111111 106 23 23

Tabela 4.6: Frequéncias observadas dos padroes de resposta as sete questdes; ordenacao dos
padroes de resposta segundo o método usado por Knott et. al. (MVM) e segundo o método
de Baker modificado (Baker)
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Intervalo de Confianca (90%%) Bootstrap

amostra bootstrap tamanho 300
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Figura 4.10: Intervalos de confianga para as habilidades dos individuos do exemplo apresen-
tado como ilustragao (bootstrap paramétrico, k, = 300)

4.6 Conclusao

A modificagdo do procedimento de Baker onde foi feita a restrigio para a construcao
de grupos com pelo menos cinco individuos mostrou ser bastante eficiente na obtencao das
estimativas dos parametros de itens. Melhores estimativas foram obtidas quando os itens
pertenciam a teste com classificacdo “misturado”, o que parece mostrar que testes compostos
por uma mistura heterogénea de itens, quando isto é possivel, podem levar a melhores

estimagoes de parametros de individuos e de itens. Nos intervalos de confianga, o bootstrap
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paramétrico apresentou melhores resultados para o parametro habilidade, uma vez que este

tipo de bootstrap leva em consideragido informagées sobre o modelo.
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Apéndice A

METODO DO “SCORING” DE
FISHER

O objetivo deste apéndice € fornecer um pequeno resumo sobre o método do “scoring” de
Fisher. Este método é utilizado para a obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanga
das habilidades dos individuos no segundo estagio do procedimento de Baker (Capitulo 4).
Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em Kalbfleisch (1985), e Leite e

Singer (1990).

Seja uma funcdo real ¢ unidimensional com dominio D,. Se g for derivavel até a ordem
n em alguma vizinhanga de 6, € D,, tem-se pela formula de Taylor a seguinte aproximacao

de g em torno de 6,

(A1) g0y = 5 220 gy,

k!
k=0 :
para todo § € Dy, onde ¢¥)(8,) é a derivada de ordem k da funcio g, avaliada no ponto 6.

Se os termos de maior ordem de (A.1l) sao pequenos, tem-se a seguinte aproximagao,

(A-2) 9(6) = g(6o) + (6 — 66)g ) (6o).

Deseja-se encontrar uma raiz da fungao g, ou seja, determinar 6*, onde g(6*) = 0. Usando
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a aproximagao (A.2),

9(60) + (6" — 60)g™(8o) ~ 0,

e, portanto,

(A.3) o ~ g, — L%

Se as duas primeiras derivadas de g existem e g € monétona, o método de Newton,
processo iterativo, pode ser utilizado para encontrar a raiz da fungao g. O método consiste
na iteragio de (A.3) com 8y substituido pelo valor de §* obtido no passo anterior. Para
a primeira iteragao é escolhido um valor inicial para 6y, obtendo-se, portanto, o seguinte

processo iterativo,

gi+1) _ o _ _90Y)
PO

e a raiz da fungdo g é encontrada quando 6;4; e 6; nio difirem muito, sob algum critério

definido.

Uma modificagio do Método de Newton para o caso de funcdes de verossimilhanca é
descrita por Leite e Singer (1990). Sendo X;, X, ..., X, varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas (iid), com fungao densidade f(z, ) e fungdo de verossimilhanca

L(8 | z1,z,...,2,), 0 estimador de maxima verossimilhanca de 6, 6, é a solugao de

OL(0 | z1,29,...,2,)
06

(A.4) g9(8) = =0.

: . aL(8 . , )
Usando o Método de Newton para achar a raiz de 8L(%) seria necessario encontrar a derivada

56
de segunda ordem da funcao de verossimilhanga, 585[8—%@] = %%. Segundo Leite e Singer,

%%—Z?, no ponto o, converge em probabilidade para —I(6p), sob condigGes de regularidade,

quando n — oo, onde —1(f) é a informagao de Fisher no ponto 6y,
dln L)’
06 '
B
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Assim, tais autores sugerem, no método de Newton, a utilizagdo da informagao de Fisher
no lugar da derivada segunda (% 802 L). Esta modificacdo no método de Newton é denominada
de método do “Scoring” de Fisher. Os autores demostram ainda que a solu¢ao do sistema

(A.4) obtida por este método é um ponto de maximo da fungio de verossimilhanga.

No segundo estdgio do procedimento de Baker, supondo os parametros (a e b) do mo-
delo logistico de dois parametros conhecidos, a fungao de probabilidade de Uy, Us;, . . ., Uy
(variaveis aleatdrias correspondentes as respostas aos itens de um teste do j-ésimo individuo)
é apenas fung¢io do parametro 6;, e as condigoes de regularidade, para a utilizagao do método
do “Scoring”de Fisher, sao satisfeitas por este modelo (Birnbaum, 1968). A funcdo de ve-

rossimilhanca de Uyj, Uy;, . .., Unj neste caso é dada por
i (1-u
L(gj lulj,uzj,...,unj HP“J ( u,)

onde u;; = 0 ou 1. O logaritmo natural da funcao de verossimilhanca é dado por
ITlL = ln[L(HJ l Uyy, Ugsy - - ,’U.nj)] = Z[ung;j + (1 — uij)Qij]'
=1

A informagdo de Fisher de Uy}, Uyj, ..., Us; para 8; é dada por

(aé’o’fﬂ - E{[g ~ Fi) Pféur}

; Py VIS~ - pa i
- E{Lff“ ] (20 - oz
— ~\ PIJ . — P.. . _ P,
- ZEP;JPIJQUQIJE[(UU P'J)(UIJ PIJ)]'

=1 =1

E

Sob a suposigao de independéncia entre os itens de um teste, e usando E(Ui; | 8;) = Pij e

Var(U;; | 8;) = P;;Q;;, por (3.1), tem-se

E

omL\?] & P2 " P2 . P2
(395)}_21)2 Varlls 16;) = ZP2 ZP”Q'J Zﬂjéa’

i=1 i=1
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onde P;; = 1/{1 + exp[—1,7a;(0, — &)]}.

Explicitando as expressées F;;, Qi; e P,

ponto §; é dada por
n '2
P

1) = Z:P;JQ;J'

a informacgao de Fisher de Uy;,Us;,...,Uy; no

_ E": 1,7%a? exp(1, Ta;(8; — b;)]{exp[—1, Ta;(0; — b;)] + 2 + exp[1,7a;(8; — )]}

= exp(l,7a;(0; — b,))(exp( 1,7a;(6; — b,)) + 2 + exp(1,7a,(0; — b;)))?

_ 2": 1,7%a?
& exp[—1,7a;(0; — b)] + 2 + exp[l, Tai(8; — b;)]’

O processo iterativo para estimagdo de 6; (j=1,2,...,N), obtido pelo método do “Scoring”

de Fisher, é dado por

)

n (m—1)
jim)  _ plm-1) {exp[-1, 7a:(8; — b)) + 2 + expll, 7a; (
S 1,727
x(u;j - P,])l 7a,~

)

a(m 1) Z {exp[—1, Ta;( 9(m D g, )1+ 2 + exp[l, 7a; (
1=1 1a7at
X (uij — Pij),

onde 01(-'") é a estimativa de 8 na j-ésima iteragao.
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Apéndice B

PROGRAMA PARA ESTIMAGAO
DE PARAMETROS DA FUNCAO
DE RESPOSTA DE ITEM

* Este programa calcula as estimativas dos parametros
* das funcoes de resposta de item de um teste pelo
* METODO DE BAKER (Baker,1987) modificado.

* 0 usuario deve fornecer uma matriz R formada pelas
* respostas dos individuos aos 1itens, sendo que as
* linhas representam as respostas de cada individuo
* aos itemns, com virgulas separando as respostas dos
* varios individuos. No exemplo tem-se as respostas
* de 23 individuos a 7 itens.

* As estimativas dos parametros de 1itens e das

* habilidades sao apresentadas ao final do programa
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* nos seguintes vetores

* AE:

*

* BE:

*

* OE:

vetor de estimativas dos parametros de discri-
minacao dos items,

vetor de estimativas dos parametros de difi-
culdade dos itenmns,

vetor de estimativas das habilidades dos
dos individuos; lembrando as limitacoes deste
metodo: nao sao estimadas as habilidades de
individuos que acertaram todos ou nenhum item;
valores 99 e =-99 sao impressos para

indicar tais eventos, repectivamente.

OPTIONS LS=72 PS=60;

PROC
R={0

IML;

00

-
o
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/* M E 0 NUMERO DE EXAMINANDOS */
M=NROW(R) ;

/* N E 0 NUMERO DE ITENS */
N=NCOL(R) ;
PRINT M N;

RESET STORAGE="DADOST";

STORE R;

OE=R[,+];
RRC=RANK (OE) ;
RM=R;
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/* RM E A MATRIZ R ORDENADA PELO VETOR RCS */
DO I=1 TO M;
DO J=1 TO N;
RM[RRC([I],J]=R[I,J];
END;
END;
FREE R;

RCS=0E;

/* RCS E 0 VETOR OE ORDENADO*/

DO I=1 TO M;
RCS[RRC[I]]=0E(I];

END;

/* OE E O VETOR QUE CONTEM 0O VALOR INICIAL PARA A

HABILIDADE DE CADA EXAMINANDO */
DO I=1 TO M;

IF RCS[I]"=N & RCS[I]~=0 THEN OE[I]=PROBIT(RCS[I]/N);
ELSE IF RCS[I]=N THEN OE[I]=3;
ELSE 0E[I]=-3;

END;
FREE RRC;
FREE RCS;

K=11;

84



IF N>M THEN K=5;

F=SHAPE(0,K,1);
A=1;
TI=0E[M]-0E[1];

/* DIVISAO DOS K GRUPOS DE EXAMINANDOS, RK E A MATRIZ
QUE CONTEM A SOMA DE RIJ PARA CADA GRUPO, F E O
VETOR QUE CONTEM A FREQUENCIA DE CADA GRUPO */

DO I=1 TO M;

DO WHILE(OE[I]>OE[1]+A*(TI/K));

A=A+1;
END;

IF A>K THEN A=K;

F[A]=F[A]+1;

END;

FAUX=SHAPE(0,K,1);

A=1;

DO I=1 TO K;

IF F[I]"=0 THEN DO;
FAUX[A]=F[I];
A=A+1;
END;

END;
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A=A-1;
F=SHAPE (FAUX,A,1);

/* CONSTRUCAO DE F DE MODO QUE A FREQUENCIA SEJA NO
MINIMO 5 */

AUX=0;

FAUX=SHAPE(0,A,1);

I=0;

DO WHILE(I<A);

AUX=AUX+1;

DO WHILE(FAUX[AUX]<S & I<A);
I=I+1;
FAUX [AUX]=FAUX[AUX]+F(I];
END;

END;

IF FAUX[AUX]=0 THEN AUX=AUX-1;

FREE F;

F=SHAPE(FAUX,AUX,1);

FREE FAUX;

IF F[AUX]<5 THEN DO;
F[AUX-1]=F[AUX-1]+F [AUX] ;
AUX=AUX-1;
FAUX=SHAPE(F,AUX,1);

FREE F;
F=FAUX;
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END;
K=NROW(F) ;

RK=SHAPE(0,K,N);
A=1;
AUX=F[A];
DO I=1 TO M;
IF I<=AUX THEN DO;
DO J=1 TO N;
RK[A,J] =RK[A,J]+RM[I,J];
END;
END;
ELSE DO;
A=A+1;
AUX=AUX+F [A] ;
END;
END;
FREE RM;
FREE TI;

/* OM E 0 VETOR QUE CONTEM O VALOR INICIAL PARA A
HABILIDADE DE CADA GRUPO DE EXAMINANDO */

OM=SHAPE(0,K,1);

AUX2=1;

AUX=0;

DO I=1 TO K;
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AUX=AUX+F[1];
DO J=AUX2 TO AUX;
oM[1]=0M[1I]+0E(J];
END;
AUX2=AUX+1;
oM[{I]=0M[1I]/F([1];
END;
FREE OE;
L=SHAPE(0,K,N);
W=SHAPE(0,K,N);

/* CALCULOS PRELIMINARES QUE AJUDARAD NAS
ESTIMATIVAS */

DO J=1 TO N;
DO I=1 TO K;
PKIJ=RK[I,J]/F[1];
IF PKIJ=1 THEN PKIJ=1-(1/(2*F[I]));

ELSE IF PKIJ=0 THEN PKIJ=1/(2* F[I]);

QKIJ=1-PKIJ;
W[I,J]=PKIJ*QKIJ*F[I];
L[I,J]1=LOG(PKIJ/QKIJ);
END;

END;

SE=SHAPE(0,1,N);

LAE=SHAPE(0,1,N);

FREE RK;
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/* CALCULO DAS ESTIMATIVAS, KA E O NUMERO DE ITERACOES,
SE E 0 VETOR DE PSI ESTIMADO, LAE E O VETOR DE
LAMBDA ESTIMADO, OM E A HABILIDADE MEDIA ESTIMADA
DE CADA GRUPQ */
EST=SHAPE(0,2,N);
VEST=SHAPE(0,2,2);
DVEST=0.10;
DEST=0.10;
DO KA=1 TO 40
WHILE(DVEST>.001 & DEST>.001);
DO J=1 TO N;
VESTA=VEST;
ESTA=EST;
ID=SHAPE(1,K,1);
X=ID||OM;
FREE ID;
V=DIAG(W[,J]);
VEST=INV (X ‘*V*X);
EST[,J]=VEST*X ‘*VxL[,J];
DEST=MAX (ABS (EST-ESTA));
DVEST=MAX (ABS(VEST-VESTA) ) ;
END;

FREE X; FREE V;
DO I=1 TO K;

Y= L[I,] - EST[1,];
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V=DIAG(W[I,]);
X=EST[2,];
OMLI]=INV(X*V*X‘)*X*xV*Y‘;
END;
FREE X; FREE V; FREE Y;
END;
FREE F;

FREE W; FREE V; FREE VEST; FREE L; FREE Y; FREE X;
FREE DEST; FREE DVEST; FREE VESTA; FREE ESTA; FREE KA;

/* REPARAMETRIZANDO */
AE=EST[2,]*1/1.7;
BE=SHAPE(0,1,N);
OE=SHAPE(O0,M,1);

DO I=1 TO N;
BE[I]=-EST[1,1]/EST[2,1];
END;

BE=BE‘; AE=AE‘;

/* IMPRIMINDO O VALOR ESTIMADO DE B E A */
PRINT , "Estimativas dos par. de dificuldade e discriminacao",

BE AE;

BE=BE‘; AE= AE‘;

STORE EST;
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FREE EST;
LOAD R;

OE=R[,+];
DO I=1 TO M;
IF OE[I]~=N & OE[I]"=0 THEN OE[I]=PROBIT(OE[I]/N);
ELSE IF OE[I]=N THEN OE[I]=99;
ELSE OE[I]=-99;

END;

FREE RCS;
S=SHAPE(0,M,1);
F=0.10;
INF=SHAPE(O,M,1);
DO INTER=1 TO 40
WHILE(F>.001);
OEA=0E;
DO I=1 TO M;
IF OE[I]"=-99 & OE[I]~=99 THEN DO;
IF ABS(OE[I])<.000001 THEN OE[I]=0;
DO J=1 TO N;
EXPN=EXP(-1.7*AE[J]1*(0E[I]-BE[J]));
EXPP=EXP(1.7*AE[J]*(0E[I]-BE[J]));
S[11=s[I1+((R[I,J]-(1/(1+EXPN)))*1.7*AE[J]);
INF[I]=INF[I]1+ ((1.7*1.7*AE[J]*AE[J])/(EXPP+2+EXPN));
END;
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OE[I]=0E[I]+S([I]/INF[I];
END;
END;
S=SHAPE(0,M,1);
INF=SHAPE(O0,M, 1) ;
F=MAX(ABS(OE-0EA)) ;
END;

/* IMPRIMINDO O VALOR ESTIMADO DA HABILIDADEx/

PRINT , "Estimativas das habilidades", OE;

FREE OE; FREE EXPP; FREE EXPN; FREE S; FREE INF; FREE F;
FREE INTER;
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