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Boussinesq est considéré comme [’'un des grands spécialistes francais de la mécanique et de
la physique mathématique. Ses travaux en hydrodynamique constituent également une partie im-
portante de son oeuvre. En 1897, il y a 100 ans, il apporta une contribution déterminante a la
connaissance de la turbulence et de la couche limite par la publication de son ouvrage intitulé
“Théorie de I’ écoulement tourbillonnant et tumultueux des liquides”. Dans ce qui suit, les étapes
marquantes de sa vie et de son oeuvre sont retracées. Un hommage est ainsi rendu a ce savant re-

lativement peu connu comme hydromécanicien, dont la vie se déroula dans le calme et la solitude.

Regarding T. Brooke Benjamin, Hunt describes him as follows:

Brooke Benjamin had a most attractive aura - wise, sensitive and with a touch of mystery - in
fact a bit of a Cheshire cat. He was about 6 feet tall, moving slowly, smiling slightly, often with
a pipe in his mouth, and speaking so that every word counted. Along with most academics he
had strong views on how research should be managed. At Essex he was able to put his ideas into
practice, whereas at Oxford he focused more on public issues of science. He continued to play the
violin and the piano at home and enjoyed sharing his masterful critiques of musical performances.
He wrote poetry for his own enjoyment. He endeared himself to "technical’ academic colleagues

by his enthusiasm for Britain’s steam railways and for railway museums.



... a minha familia e,

em especial, uma homenagem postuma ao meu tio Dr. Raimundo Vasconcelos de Arruda.



A Deus, pelo seu amor e infinita misericordia.

Aos meus pais José Emilson Lima Saraiva e Maria Fdtima Arruda de Vasconcelos
Saraiva pelo que sou, pelo apoio moral, confianga, disciplina e amor dispensados
ao longo de minha vida. Aos meus irmdos e avos, em especial, ao meu avdé materno
(em memoria) Manoel Cavalcante de Vasconcelos, por seu incentivo constante ao
hdbito da boa leitura e da pesquisa incessante, passos essenciais a concretizacdo

da meta de minha vida.
Aos professores Jaime Angulo e Mdrcia Scialom, pela orientacdo.

A professora Hebe de Azevedo Biagioni, em minha introdugcdo as equagoes diferen-
ciais parciais de evolugdo, por seus ensinamentos e discussoes frutiferas em nossos
semindrios sobre a teoria de semigrupos e sobretudo por seu exemplo de compa-

nheirismo e simplicidade.

Aos professores Helena Nussensweig Lopes e Jorge P. Zubelli, coordenadores do
Projeto Alfa (AML/B7-311/97/0666/11-0143-FCD/ PDEs in Industry and Engineer-
ing), Mdrcia Scialom e Jaime Angulo Pava, pela indicacdo para a participacdo
neste projeto, na Universidade de Paris - Dauphine/Franca. Ao PRONEX e ao

Austrian Science Fund, pelo apoio financeiro.

Aos professores Eric Séré e Jean Dolbeaut, pela orientacdo e amizade durante o

periodo em que estive em Paris.

Aos professores do Departamento de Matemdtica da UFC; tenho necessidade de
expressar o meu apre¢o pelo professor Antonio Gervdsio Colares, orientador de

mestrado, eximio gedmetra e amigo espirituoso.

Aos meus amigos e particularmente a Lourdes Crispim e sua singular familia:
Cidinha Kugelmeier, Werner Kugelmeier e seus filhos; a minha fiel amiga Jilia
Victoria Toledo Benavides e aos amigos de todas as horas Aline Pinto, Marcelo
Furtado, Eugenio Massa, PC, Luizinho, Lidiane e a tantos outros que jd ndo os

PpOSSoO enumerar.

Aos funciondrios do IMECC/UNICAMP, em especial a Cidinha, Ednaldo e Tania,

sou grata pela prestreza.
Ao CNPgq, pelo apoio financeiro concedido durante o periodo de meu Doutorado.

Ao meu marido Odair, pelo seu amor e dedicacdo sem medida.



Abstract

This thesis is concerned with nonlinear stability properties of periodic travelling

wave solutions of the generalized Boussinesq equation
Upp = Ugg — (U + Uga)za, @, 1 ER,
for p = 2 and p = 3 and of the classical Korteweg - de Vries equation
Up + Uy + Uger = 0, x,t € R,

For the generalized Boussinesq equation, in the cases where p = 2 and p = 3,
it is shown that the special cnoidal wave solutions and dnoidal wave solutions,
respectively, are nonlinearly stable in the space H,.([0, L]) x L2 ([0, L]), for a
range of their speeds of propagation.

For the classical Korteweg - de Vries equation, it is shown the existence of a non-
trivial smooth curve of periodic travelling wave solutions depending on the classical
Jacobian elliptic functions. We find positive cnoidal wave solutions. Then we prove
the nonlinear stability of these cnoidal wave solutions in the space H,,,.([0, L]).

These results are proved by using the framework established in [21] by Grillakis,
Shatah and Strauss and the recently works [2, 5, 6].



ii

Resumo

Nesta tese, estudamos propriedades de estabilidade ndo linear de solucdes ondas

viajantes periddicas da equacdo de Boussinesq generalizada
Ut = Ugy — (U 4 Ugg ), 2,1 € R,
nos casos em que p = 2 e p = 3 e da equacao de Korteweg - de Vries classica
Up + Uy + Uger = 0, 2,1 € R,

Para a equacdo de Boussinesq generalizada, nos casos em que p = 2 e p = 3,
mostramos que as solugdes especiais conhecidas como ondas cnoidais e on-
das dnoidais, respectivamente, sdo orbitalmente estdveis no espaco H!, ([0, L]) x

per
L2,,.([0, L)), para uma certa classe de suas velocidades de propagacdo.

Para a equagdo de Korteweg - de Vries cldssica, mostramos a existéncia de uma
curva suave ndo trivial de solugdes ondas viajantes periddicas dependendo das
funcdes elipticas jacobianas. Encontramos solucdes ondas cnoidais positivas.
Entdo provamos a estabilidade ndo linear destas solu¢des ondas cnoidais no espago
A}, (0. L]).

Provamos estes resultados de estabilidade utilizando principalmente a teoria abs-
trata desenvolvida por Grillakis, Shatah e Strauss em [21] e os recentes trabalhos

[2,5,6].
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CAPITULO 1

Introducao

Neste trabalho, propomo-nos principalmente a investigar propriedades de estabilidade nao linear

de solugdes ondas viajantes periddicas para a equacao de Boussinesq generalizada

Upp — Ugy + Uggzs + (f(u)):m: = 07

a qual pode ser reescrita equivalentemente como um sistema de equacdes da forma

Ut = Vg
v = (U= Ugy — f(U))s

paraz € R, t > 0e f(u) = uP, p > 2 e para a equacdo de Korteweg - de Vries (KdV)
Ut + UUy + Ugge = 0

paraz,t € Reu(z,t) € R.

O sistema (1.0.2) possui duas quantidades conservadas basicas, a saber, a energia

1 L
H(u,v):§/0 u? +v® +u2 — F(u)dz,

onde F'(z) = f(z) e F(0) = 0 e 0 momento

L
I(u,v):/ uvdz.
0

(1.0.1)

(1.0.2)

(1.0.3)

(1.0.4)

(1.0.5)

Estas duas quantidades serdo relevantes na investigacdo da estabilidade de ondas viajantes peridodi-

cas. A conservacdo de energia pode implicar em existéncia global de solucdo para (1.0.2) desde

1



que seja positiva definida. No entanto, sendo negativa definida, € possivel mostrar blow-up em
tempo finito, vide [25] e [40].

Destacamos que cronologicamente, o primeiro tratamento matemético do problema da estabi-
lidade de ondas viajantes foi feito por Joseph Valentin Boussinesq, em 1871, (v. [15, 16]), com
relac@o as ondas solitdrias associadas a equacao

3u? U
Ugr — GhUg, — gh(% + h2?

Tal equagdo, que viria a ser conhecida como equagdo de Boussinesq cldssica, modela a propagacao

unidimensional de ondas de dgua ao longo de um canal com fundo plano e profundidade constante
h, as quais t€m um largo comprimento de onda e uma pequena amplitude em comparagdo com h.
Assim, a elevacdo u da superficie de dgua, considerada como fun¢do da coordenada = ao longo
do canal e do tempo t, satisfaz aproximadamente a equacao (1.0.6), onde g € a aceleracao gravita-

cional. Usando esta equacdo, Boussinesq obteve uma representacdo explicita de ondas solitdrias,

u(z,t) = ¢(x — ct),

em termos de fungdes elementares, a saber, ¢(z) = ki (c)sech?(ks(c)x), onde ki (c) = 3¢, ko(c) =
%. O tipo de estabilidade que Boussinesq estudou foi aquela chamada de estabilidade de forma, a
qual consiste essencialmente em ver que uma pequena perturbacdo da onda solitdria ¢ ird evoluir
pelo fluxo gerado por (1.0.6) sem forte mudanca de forma e perto da onda ¢, para todo tempo ¢.
Como € sabido atualmente, seus resultados formais continham algumas lacunas.

A primeira prova rigorosa da estabilidade de ondas solitdrias associada a equagdes de evolucdo
ndo lineares apareceu um século mais tarde, em 1972, apresentada por T. B. Benjamin em [8],
sobre as ondas solitdrias associadas a equagdo de Korteweg - de Vries (1.0.3). Tais ondas sao
dadas por

d(x — ct) = ki(c)sech?[ka(c)(z — ct)] (1.0.7)
onde ki(c) = 3£, kao(c) = % Assim, combinando técnicas modernas de andlise e uma maior
elaboragdo do argumento originalmente dado por Boussinesq para a equacdo (1.0.6), o resultado
de estabilidade orbital (ou de forma) de Benjamin pode ser estabelecido como segue. A Orbita
gerada por ¢ dada por

Qy ={o(-+vy):y R},
é estavel em H'(R) com relagdo ao fluxo gerado pela equagdo KdV. Ou seja, para cada ¢ > 0,
existe um 0 > 0 tal que se |[ug — ¢||1 < J, entdo a solugdo u(x,t) de (1.0.3) com dado inicial
u(z,0) = uy, satisfaz

inf ||u(t) — o(- +y)|l1 <e, (1.0.8)

yEeR



CAP.1 ¢ INTRODUCAO

para todo t € R. Aqui, || - ||; representa a norma em H'(R).

Importante se torna nesse ponto abrirmos um paréntese a respeito da equacdo de Korteweg -
de Vries. Em 1895, Diederik Johannes Korteweg e seu aluno Gustav de Vries deduziram em [28]
a equagdo

3 1 2 1
U = 5 %<§u2 + gau + gaum>x, (1.0.9)

onde | + u(z, t) representa a elevagio da superficie de 4gua sobre o fundo do canal no tempo ¢ e a
uma distancia x da origem das coordenadas, g € a aceleracao gravitacional, o € uma constante pe-
quena em relacdo a velocidade do movimento uniforme do liquido e o € uma constante relacionada
com a conhecida tensdo capilar de uma superficie com respeito a densidade do fluido. Esta equagao
¢ valida para ondas com uma amplitude pequena comparativamente a altura [ do canal.

Apo6s uma mudanca de varidveis, a equacdao (1.0.9), conhecida hoje como equacdo de

Korteweg - de Vries cldssica, pode ser reescrita como
Uy — 6UUy + Upyr = 0, (1.0.10)

onde u(x,t) denota a forma da onda. Esta equagdo possui um termo ndo linear, a saber, 6uu, e
um termo dispersivo u,,,. A procura por uma onda viajante u(z,t) = ¢(z — ct) em (1.0.10) nos
pode conduzir a soluc¢des periddicas; com efeito, podemos encontrar ¢ em termos do quadrado da
fungdo eliptica cn(+; k), razdo pela qual estas ondas viajantes sdo chamadas de ondas cnoidais. Um
fato importante a ser observado € que quando o médulo k desta func¢ao eliptica se aproxima de 1,

esta solucdo periddica tende ao séliton

u(x,t) = —asechQ{\/g(x — 2at)}, (1.0.11)

onde a € uma constante que depende de ¢ e quando o mddulo se aproxima de zero, obtemos a
onda sinusoidal deduzida por Stokes. Imediatamente apds a publica¢do do artigo de Korteweg
e de Vries [28], a onda estacionaria nao foi considerada um tdpico importante € apés um longo
periodo adormecida renasceu como uma das equacdes mais fundamentais no fendmeno do séliton.
De fato, € de experi€ncias numéricas desta equacdo que Zabusky e Kruskal introduziram o termo
“soliton”’[48]. Nesta mesma ocasido, outros pesquisadores propuseram problemas interessantes,
como o problema ainda em aberto de Fermi, Pasta e Ulam relacionado a condutividade de calor
finita em solidos [20].

Nas duas ultimas décadas, cresceu consideravelmente o interesse pelo estudo da existéncia e
estabilidade de ondas solitdrias em ciéncias naturais e aplicadas, como por exemplo, na mecanica

quantica, fisica do estado sélido e cristalografia. (Vide por exemplo, [12], [21, 22], [29], [31], [37],



[41, 42], [44], [45, 47], [49]). Destacamos em particular o artigo de Bona & Sachs de 1988 [13],
por tratar-se da existéncia global e estabilidade de ondas solitdrias para o sistema (1.0.2), em que

os autores demonstraram que a solu¢ao onda solitdria

—

Do = (de(x — ct), Ye(z — ct)) = (k1sechv 1 (ks(z — ct)), —ckisech 1 (ks(z — ct))),

onde
p+1 9 =
klzkl(cap) = (T)(l_c) ’
1-c)i(p—1
b=hep) = G @Y
é orbitalmente estdvel em H'(R) x L?*(R) para todo c satisfazendo (%1) <c® < 1,comp < 5.

Notamos que este resultado, no caso p = 2, completa a teoria iniciada por Boussinesq.

Quanto a existéncia, estabilidade ou instabilidade de ondas viajantes periddicas para equagdes
de evolucgao dispersivas, o primeiro estudo realizado foi feito por Benjamin em [8], com relagdo as
ondas periddicas de tipo cnoidal associadas a equacao de Korteweg -de Vries (1.0.3). Este trabalho,
possuia alguns lapsos em pontos centrais da teoria de estabilidade os quais foram recentemente
justificados por Angulo & Bona em [5] (v. também [3]). Nosso trabalho, dentre outros resultados,
cobre o caso ndo analisado em [5], o qual ficara claro no que se segue.

Nesta tese, fazendo uso da teoria desenvolvida por Grillakis, Shatah & Strauss [21], estudamos

a estabilidade de solucdes ondas viajantes L-periddicas do sistema (1.0.2), a saber,

(u(z,t), v(z,1)) = (d(x — ct), ¥(z — ct))

onde ¢, : R — R satisfazem ¢(z + L) = ¢(z), (z + L) = ¢(z) Vz € R, ¢ (0) = o™ (L),
Y™ (0) =™ (L)Vn € Ne

{ =Y (1.0.12)
—ctp = ¢ —¢" — f(¢) + Ay,

onde A, ¢ uma constante de integracdo. Aqui, estamos interessados nos casos p = 2,3. As
solugdes que obtivemos sdo dadas em termos das funcdes elipticas Jacobianas classicas, denomi-
nadas respectivamente de cnoidais e dnoidais.

As solucdes cnoidais associadas ao caso p = 2 serdo da forma

Bs — b
12

B(€) = Ba+ (Bs = Br)en? k). (1.013)
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onde cn € definido como
en(u; k) = /1 — sn?(u; k)

e sn(u; k) = y; sendo a fungdo inversa da integral eliptica do primeiro tipo

Y1 dt
uoni k) = /0 VA -1 - k)

Aqui, 31, 32, B3 serdo os zeros reais do polindmio py(t) = —t* + 3wt? + 6 A4t + 6B, que € obtido

da forma de quadratura da equacgao

2

gb// o (1 . 02)¢+ % — A¢7 (1014)

onde ¢ € (—1,1). (A forma de quadratura de (1.0.14) é obtida multiplicando-se esta equagdo por
¢’ e integrando).

Considerando sem perda de generalidade Ay = 0 em (1.0.14), uma vez que a constante de
integracdo pode ser absorvida em uma nova variavel satisfazendo uma equagcdo da mesma forma
que (1.0.14), verificamos facilmente que ela possui uma solugdo constante ndo nula ¢y = 2 — 2¢2,
o que implica diretamente na existéncia de uma tnica solu¢do constante para o sistema (1.0.2),

dada por (¢g, —cdg) = (2 — 2¢2, 2¢® — 2¢). Demonstramos aqui, que (2 — 2¢?, 2¢® — 2c¢) é estavel

4r?
L2

Ja no estudo da estabilidade de solugdes nao triviais da equagdo, ou seja, solucdes cnoidais,

desde que > > 1el—c? < onde L > 0 é um nimero fixo. (Vide Teorema 3.1).

tratamos dos casos em que A, # 0 e A, = 0 separadamente. No primeiro caso, demonstramos
que existem ¢ > 0 e Ly > 0 tais que a onda cnoidal (¢, —c¢) dada por (1.0.13) é estdvel para
ce(-1,-1+¢U(l—¢l)eL > Ly (v. Teorema 3.7). Numericamente, é possivel estimar

Lo ~ 4.256151539. No segundo caso, obtemos estabilidade para a onda viajante (¢, —c¢), com ¢

4
L2>

Notamos que para solucionar o caso A4 # 0, utilizamos a teoria desenvolvida por Angulo & Bona

dada por (1.0.13) e com um periodo fixo L > 27 tal que ¢ > % el —c*> (v. Teorema 5.7).
em [5] para tratar do problema de estabilidade de ondas cnoidais para a equagcdo de Korteweg -
de Vries. Neste trabalho os autores obtiveram um resultado desenvolvendo uma teoria com média
zero e considerando a constante de integracdo A, # 0. O caso A, = 0, para ¢ ndo constante, ndo
foi considerado nesse trabalho. A fim de solucionar o caso A4 = 0 para a equagdo de Boussinesq,
desenvolvemos uma teoria de estabilidade para a equagdo de Korteweg - de Vries para o caso nao
considerado em [5]. (Vide Capitulo 5).

Agora, com relacdo ao caso p = 3, ou seja, a equagao de Boussinesq modificada, encontramos

as solucoes dnoidais da forma

P(§) = mdn(%ﬁ; k) (1.0.15)



onde dn é definido como

dn(u; k) = /1 — k2sn2(u; k),

e 11 serd um zero real do polindmio p,(t) = —t* + 2wt® + 4By, que se obtém da forma de

quadratura da equacao
¢ — (1 —c*)p+¢* =0, (1.0.16)

associada ao sistema de equagdes satisfeito por ¢, 1) em (1.0.12), com p = 3 e c € (—1,1). Aqui
estamos considerando o caso em que as quatro raizes de p4(t) sdo reais e portanto simétricas, a
saber, 11, —11, 12, —72, j& que existem outras solucdes de tipo cnoidal de (1.0.16), quando consid-
eramos duas raizes de p, de tipo imaginario puro (Vide Observagao 4.5 da Se¢ado 4.3.3). Notamos
que nao se tem conhecimento de resultado de estabilidade para estas ondas.

Para as solugdes (¢, —c¢), com ¢ dada por (1.0.15) e com periodo L > 27, mostramos estabil-
idade para ¢ > 1 — wg, onde 0 < wy < % el—c?> QLL; (v. Teorema 4.4). Para a obtencdo deste
resultado fizemos uso do trabalho de Angulo em [6]. Demonstramos também a estabilidade para
as solucdes constantes (¢g, 1o) = (V1 — 2, —cv/1 —c2) e (¢1,¢1) = (—V1 — 2, ¢v/1 —c?) da
equagdo (1.0.16), parac* > 1/3e 1 —c? < QLL; (v. Teorema 4.1).

Além disso, demonstramos ainda que o sistema (1.0.2), p € N, p > 2 € localmente bem
colocado em H3/2([0, L]) x H:+'([0, L)), para s > 1/2, utilizando a teoria abstrata das equagdes
de evolugdo nao lineares desenvolvida por Tosio Kato (v. [26]). Neste espaco, obtivemos um
resultado de blow-up de solu¢des L-periddicas para este sistema.

Provamos também a existéncia de solugdo fraca local em H},,.([0, L]) x L2,.([0, L]) através
da teoria de semigrupos (vide [38]). Essa existéncia revela-se fundamental em nosso estudo de
estabilidade se queremos perturbar as ondas viajantes por dados iniciais neste espaco. Usando
nossa teoria de estabilidade, mostrada nos capitulos 4 e 5, demonstramos a existéncia global de
solugdes em H,,.([0,L]) x L2,.([0, L]), nos casos em que p = 2 e p = 3, para dados iniciais
proximos das ondas viajantes periddicas na norma deste espaco.

Organizamos esta tese da seguinte forma. No capitulo 2, estudamos o problema de Cauchy as-
sociado ao sistema (1.0.2), o qual € necessario para o nosso estudo da estabilidade. Nos capitulos
3 e 4, tratamos da estabilidade de solucdes ondas viajantes periddicas constantes e ndo constantes,
a saber, ondas cnoidais (Caso A, # 0) e dnoidais, respectivamente, para o sistema (1.0.2). No
capitulo 5 tratamos da estabilidade de solu¢des cnoidais para a equacdes de Korteweg - de Vries
e de Boussinesq, ambas no caso em que Ay = 0. Finalmente, no capitulo 6 (Apéndice 1), esta-
belecemos algumas propriedades das integrais elipticas Jacobianas retiradas do livro de Byrd &

Friedman (vide [11]), fundamentais a nossa teoria de estabilidade. Também apresentamos a teoria
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de Floquet associada a dois operadores cujos espectros possuem propriedades essenciais para o
nosso estudo. A teoria de Floquet € usada para obter uma andlise espectral detalhada das formas

jacobianas das equagdes de Lamé associadas ao estudo de tais espectros.






CAPITULO 2

O problema de Cauchy para a equacao

generalizada de Boussinesq peridédica

Neste capitulo, estudaremos o problema de Cauchy associado a equacdo generalizada de Boussi-
nesq periodica (1.0.1). Na subsec¢do 2.1.1, demonstramos um resultado de boa colocagao local em
H:12(10, L]) x H:$1((0, L]), s > 5 como consequéncia da Teoria abstrata de Kato (1975) (v. [26])
para equacdes de evolucdo quase lineares. Na subsecdo seguinte, utilizamos a Teoria de Semi-
grupos para obtermos um teorema de existéncia local em H,,,.([0, L]) x L.,.([0, L]). Este tltimo
espaco serd central em nossa teoria de estabilidade. Na ultima secdo, tratamos do blow-up de
solucdes periddicas. Aqui, a no¢do de boa colocagdo inclui a existéncia, unicidade e dependéncia

continua da soluc@o com relacio ao dado inicial.

2.1 Equacao de Boussinesq: Teoria Local

Demonstraremos alguns teoremas de boa colocagao local para o problema de valor inicial periédico

associado a equacgdo de Boussinesq generalizada

Ut — Ugy + Ugzax + (f(u))za: = 0 T € Ra te R
u(z + L,0) = h(x) (2.1.1)

onde L € um periodo fixado.



SECAO 2.1 ¢« EQUACAO DE BOUSSINESQ: TEORIA LOCAL 10

Como sabemos, a equacdo (2.1.1) é formalmente equivalente ao seguinte sistema

{ Ut = Uy
(2.1.2)

Uy = (u — Ugy — f(u))x
com

{ u(z,0) = ug(z), uo(z + L) = up(x) (2.1.3)

v(x,0) = vo(x), vo(x+ L) = wo(x),
onde f(u) =uP, peN, p>2.

Estabelecemos a seguir, a no¢ao formal de boa colocacao, a qual nos referimos anteriormente.

Definicao 2.1. (Boa colocacao) Dizemos que o problema de valor inicial (2.1.2)-(2.1.3) é local-

mente bem colocado em X se:

(1) Para cada oy = (ug,vy) € X, existe um T > 0 e uma tinica solugdo u € C([0,T); X)

com u (0) = .
(2) Paracada T, € (0,T), a aplicagcdo dado - solugdo
W€ X — u € C(0,T.]; X)
¢ continua. Em outras palavras, a solucdo depende continuamente do dado inicial.

Nosso objetivo central é estudar o problema (2.1.2)-(2.1.3) de tal forma que nossos resultados
de boa colocagao possam ser aplicados no estudo da estabilidade de ondas periddicas e no estudo
de singularidades das solucdes.

Quando p = 2, a equagdo (2.1.1) é conhecida como equacao de Boussinesq cldssica deduzida
originalmente em [16]. Quando p = 3, denomina-se equacao de Boussinesq modificada.

2.1.1 Teoria de Kato: Boa colocacio em H*"* x H*™!, s> 1.

Consideremos o problema de Cauchy para a equacdo de evolucao quase linear

‘;_1‘ + Alt,uw)u = f(t,u), 0<t<T, u(0) =0, (2.1.4)

em um espaco de Banach X. Facamos as seguintes suposi¢des:

(X) X € um espaco de Banach reflexivo. Existe um espaco de Banach Y — X, continuamente
e densamente mergulhado em X. Existe um isomorfismo S de Y sobre X. A normade Y é

escolhida de modo que S torne-se uma isometria.
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(A1) A é uma fungdo de [0,7] x W em G(X,1,[3), onde W é uma bola aberta em Y e 3 é um

nimero real. Em outras palavras,
e ™AtV |y < e s€0,00), t€[0,T], yeW. (2.1.5)
Note que se X é um espaco de Hilbert, entdo A € G(X, 1, 3) se, e somente se,

a) (A, ¢)x = —pllollk, Vo € D(A)
b) A+ X é sobrejetivo para algum (todo) A > (3.

Neste caso, A € dito quase m-acretivo. Quando 3 = 0, dizemos que A € m-acretivo.
(A2) Parat,y € [0,7] x W, temos
SA(t,y)S™" = A(t,y) + B(t,y), (2.1.6)

onde

com A\; > 0 uma constante. Além disso, Vy,z € W,
[|1B(t,y) — B(t,2)|lx < ully — 2[ly (2.1.8)

com f uma constante.

A relacdo (2.1.6) € satisfeita no sentido estrito incluindo o dominio da relagdo. Assim, x € X
pertence a D(A(t,y)) se, e somente se, S~ 'z € D(A(t,y)) com A(t,y)S™ 'z € Y.

(A3) Para t,y € [0,7] x W, temos A(t,y) € B(Y,X) (no sentido que D(A(t,y)) D Y ea
restricdo de A(t,y) aY pertence a B(Y, X)). Paray € W,t — A(t,y) é continua na norma
B(Y,X). Paracadat € [0,7T], y — A(t,y) é Lipschitz continua no sentido que

1A(t,y) — A(t, 2)llvix < pally — 2llx, (2.1.9)
onde x; € uma constante.
(A4) Seja yo o centro de W. Entao A(t,y)yo € Y paratodos ¢,y € [0,7] x W, com

HA(tay)yOHY S /\27 le [07T]a Yy e w. (2110)
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(f1) A fungdo f : [0,7] x W — Y é limitada, ou seja,
1f(ty)|ly <Ag, t€[0,T], yeW. (2.1.11)

Paracaday € W,t — f(t,y) é continua de [0,T] em X.

Paracadat € [0,7],y € W — f(t,y) é Lipschitz continua em X (respectivamente em Y'),

a saber,
1fy) = ft2)[x Spolly—2llx V y,zeW (2.1.12)

1f(ty) — ft2)|ly < pslly — 2||yVy, 2 € W. (2.1.13)

Observacao 2.1. 1. A condicao (2.1.10) € trivialmente satisfeita se y, = 0.
2. Em muitos casos A(t,y) estd bem definida para todo y € Y, entdo W pode ser escolhida
como uma bola arbitrdria com centro na origem de Y, no entanto, as constantes (3, A1, {1, ...

dependerdo do raio da bola.

Observacao 2.2. As condi¢des (2.1.8) e (2.1.13) ndo sdo necessdrias para a prova da existéncia e

unicidade de solucdo. Elas sdo usadas somente na prova da dependéncia continua.
A seguir, temos um teorema abstrato, do qual faremos uso neste capitulo.

Teorema 2.1. (Kato-1983) Suponha que as condi¢coes (X), (Al)-(A4), e (fl) sejam satisfeitas. Se

¢ € W, entdo (2.1.4) tem uma tinica solu¢do
u e C>[0,T;W)NC*[0,T]; X) com u(0) = ¢, (2.1.14)
ondeT' >0,T <T.

Para obtermos a dependéncia continua da solu¢do u com relagdo ao dado inicial, consideremos
em adi¢do a (2.1.4), uma sequéncia de equagdes
du™

= + A"t uMu" = f(tu"), 0<t<T, u"(0)=¢", (2.1.15)

n =1,2,3.... Paraas fungcdes A" e f", suponhamos as condi¢des (A1)-(A4) e (f1) com os mesmos

X,Y,S e W. Temos entdo o seguinte teorema.

Teorema 2.2. (Dependéncia continua) Suponhamos que as hipoteses do Teorema 2.1 sdo sat-

isfeitas para a sequéncia (2.1.15) uniformemente em n (no sentido de que as constantes A, ...,
Wy ..., i3 sdo independentes de n). Além disso, suponhamos que para cada t,y € [0,T] x W

A™(t,y) — A(t,y) fortemente em B(Y, X), (2.1.16)

B"(t,y) — B(t,y) fortemente em B(X), (2.1.17)

f(t,y) — f(t,y) em Y, quando n — oc. (2.1.18)
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Se ¢, 9" € W e ¢" — ¢ na norma de'Y quando n — oo, entdo existe T" > 0, T" < T, tal que

existem unicas solucoes
u" € C([0,T"; W)n CY([0,T"]; X) com u"(0) = ¢" (2.1.19)
para(2.1.15),n = 1,2, ..., e uma tinica solucdo u para (2.1.4) na mesma classe. Além disso, temos

u"(t) — u(t) em Y, uniformemente em t € [0,7"]. (2.1.20)

Para aplicar os Teoremas 2.1 e 2.2 em nosso caso, vamos introduzir a seguinte nota¢ao:
Para T' > (0 um nimero real finito e s um ndmero real, seja

X.(T) = C (0, T); H (0, L)) A C([0, T, H,, ([0, L)), (2.121)

per per

Teorema 2.3. (Existéncia local de solugées) Sejam vy € HI2([0, L]) e vo € H:FL([0, L]) para

per per
s > 1. SejaY = H:'2([0,L]) x H3}'([0,L]). Entdo existem T > 0, dependendo somente da
norma ||(ug, vo)||y e tnicas fungoes u € X4(T) e v € Xs_1(T) que resolvem o problema de valor
inicial (2.1.2)- (2.1.3). Além disso, o par (u,v) depende continuamente de (ug,vy) no sentido
que a aplicacdo que associa a cada (ug,vg) a solugdo correspondente (u,v) de (2.1.2)-(2.1.3) é

continua de Y em X,(T) x Xs_1(T).

Para aplicarmos a Teoria de Kato nesta situacdo, consideremos Y como no enunciado do
teorema acima, e seja X = H? ([0,L]) x H3;'([0,L]). Claramente, Y estd continuamente
e densamente mergulhado em X com suas normas usuais. Definamos S : ¥ — X por S =
(J%, J%) = (I — 92,1 — 0?), com [ denotando o operador identidade. S é um isomorfismo linear
de Y em X. A injetividade € 6bvia e a sobrejetividade segue diretamente do fato que para toda
fungdo f € L2,.([0,L]), o problema —u” + u = f com condi¢des de contorno u(0) = u(L) e

u'(0) = u/(L) tem uma unica solugdo (v. [19]).
S Y — X € uma isometria, pois para (f, g) € H:3%([0, L]) x H:F1([0, L]) temos

per per

(1= OfI2 =D L+ R A+ BV IFRIP =1f12

keZ

e analogamente,

17 = 92)gll21 = llgllisa-
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O problema de valor inicial (2.1.2)- (2.1.3), pode ser reescrito da seguinte forma:

U+ AU = F(t,U
o ®.0) (2.1.22)
U(()) =P = (U07 UO)J
onde A é a matriz
0 0 (2.1.23)
—0,+0* 0 )’ o
e F' é o operador ndo linear dado por
0
F=F(t,u,v) = ( ) : (2.1.24)
—(f(u))a

Mostraremos agora a condig@o (A1). Para isto, verificaremos inicialmente que A é um operador
antisimétrico.
Sejam [ = (f,9), 7 = (p.q) € D(A) =Y = Hy32((0, L]) x H3} ([0, L]). Temos,

per per

AT, T)x = ((=0u9, (0° = 0.)0), (0, 0)x = (=g, D)s
+ < ai - ax)f> Q>S—1 - <ga J28:cp>5—1 + <Jf7 JaxQ)s—l
(9, (D — OVp)ar + (F,000)s = —(F, AT )x,

(
(

pois
(=0:g.p)s = D (L4 K (=0ag(k))p(k) = Y (1 + k) 1G(k) J20up (k)
kEZ kEZ

e

(B2 =0 f.q)mr = =D _(L+ k) (L+ )2, (K)a(k)

keZ
= D _(L+#) F(k)ikq(k) = (£, 0:0)s.
kEeZ

E portanto, A = —A* e, conseqiientemente, (A%, u')x = Opara w € D(A). Logo, pelo Teorema

de Stone, (v. [38]), A gera um grupo de operadores unitarios em . ([0, L]) x H32'([0, L]). Além
disso, o fato de A ser um operador fechado juntamente com a igualdade (AW, W) x = 0, nos d
que A + Al possui imagem fechada para todo A > 0. Portanto, para que mostremos que A + A/
€ sobrejetivo para todo A > 0, € suficiente provar que A + A/ tem imagem densa para A > 0.
Para isto, seja (z,w) € X tal que ((A + A\)(u,v), (2,w))x = 0 para todo (u,v) € D(A). Entao,

(z,w) € D(A*) = D(A) e ((u,v),(—A+ A)(z,w))x = 0 para todo (u,v) € D(A). Tomando
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(u,v) = (2, w), obtemos ((z,w), (—A + A )(z,w))x = 0 e portanto (z,w) = 0,jaque A # O e
(A(), W) x = 0. Daf, segue-se que A é m-acretivo.
Verifiquemos entdo a condigio (A2).

Observemos inicialmente que o candidato natural para B é [S, A]S~!. Agora,
A - 0 —0; \ [0 O 0 —I
—0,+02 0 0 0, —I+92 0
B 0, 0 0 —I n 92 0 0 0
Vo o, I 0 0 2 I 0

— —DI+D’E

8, 0 ~ (01 ) 2 0 00
D= , I = D? = E= .
0 0, I 0 0 &2 I 0

Mas entdo, com a notagio acima, S = I — D?. Assim,

onde

[S,4] = (I —D*)(=DI+ D*E) — (—DI + D*E)(I — D?)
— DI — D°E — DID?+ D*ED?,

E isto nos permite concluir que B = 0.
Para verificarmos a condi¢do (A3), basta que mostremos que A € B(Y, X ). Com efeito, para

(u,v) € Y, temos

|| A(u, U)H%( = ||(~ve, —us + umx)“%(

= || _Utz"’ || — Uy +umxH§—1 < CH(“)”)H%

A condi¢do (A4) € trivialmente satisfeita pois A ndo depende de ¢ nem de y e portanto y, pode
ser tomado como sendo o zero.
A condig@o (f1) segue do fato de f ser de classe C? e do fato de que H ser ([0, L]) é uma dlgebra

de Banach para s > 3.
De fato, dados (u,v), (z,w) e W CY

1F(u,v) = F(z,w)|[x = (0, f(2)s = flw)o)[Ix = [1(z")e — (@")allis
= lle" = vl |31 < Cll(w,v) = (z,w)][x,

(2.1.25)
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pois,

P = (2 —u) (P PP 2T P

127 =[5

1(z —u) (2Pt + 2P 2u+ o+ 2uP 2 P,

12" = w’la[|s

< lz —ul|s||2P7 2P R A A 2P 4wl

< (1 sz + 122Ul sz + o+ [0 |s2) |2 = s
< (lell5ez + =B ullsrz + -+ ull55) ]z = ulls
< ol (u,v) — (2, w)||x,

onde 115 € uma constante que depende do raio da bola WW. Também,

|F(u,v) = F(z,w)[[5 = [|(27 = uP)a|[24y < |27 — w0
= ||(z =)+ 2P Pu A4 o+ 2P P2
< 1z = Wl 4+ 2P Pu At 2T [
< Iz = w5l (P + 2P Pu 2T T
< psl|(z = W31 < psll(w,0) = (2, w)| [

onde 113 € uma constante que depende do raio da bola W.

Agora, o Teorema 2.3 segue diretamente dos Teoremas 2.1 ¢ 2.2 tomando A™ = AVn, B" = B
Vne F" = F'Vn. U

O Teorema 2.3 quando interpretado em relagdo ao problema de valor inicial (2.1.1) para a
equacgao de segunda ordem nos da o corolério seguinte.

Antes de enunciarmos o coroldrio nos serd conveniente a seguinte notacao: Para I" positivo e s

um numero real, definamos

Y,(T) = X(T) n C*([0, T); Hy,* ([0, L]))-

per

Coroldrio 2.1. Sejam uy € H:2([0, L)) e vo € H:([0, L)), onde s > 5. Entdo existe um T > 0,

per per
dependendo somente da norma de (ug,vo) € H312([0, L]) x HF([0, L]), e uma tinica fungdo
u € Ys(T') que é uma solucdo da equagdo (2.1.1) no sentido das distribuicées em R x [0,T1], e
para a qual u(-,0) = ug e us(-,0) = v(,. A solugdo u depende continuamente do dado (uy,vy) no
sentido de que a aplicacdo que associa a cada (ug,vy) a solugcdo u correspondente é continua de

H:2([0, L)) x HLH([0, L)) em Yi(T). Se s > 5 entdo a solugdo é cldssica.

per per
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Observacao 2.3. Note que u € Y(T') porque % = v, € H5 2. Além disso, para s > g a solugdo

per

serd cldssica devido ao teorema de mergulho de Sobolev.

2.1.2 Existéncia local em H! ([0, L]) x L? ([0, L])

per per

A seguir, apresentamos o resultado principal deste capitulo. Em sua demonstra¢ao, alguns argu-
mentos assemelham-se aqueles utilizados por Y. Liu em [33].

Antes disso, introduzimos a seguinte notacao conveniente;

X =H! ([0,L]) x L2,.([0, L)).

per per

Aqui, a equagdo U; + AU = F(t,U), com A dada por (2.1.23) e F' por (2.1.24), sera consi-

derada apenas no sentido fraco.

Definicdo 2.2. Uma solugdo fraca de (2.1.2) em um intervalo de tempo T é uma fun¢do U =
(u,v) € C(Z; X) (continua com valores em X), tal que

d

%«U(t)? U<t))7 \II> = <j5H<u(t)7 U<t>)7 \Ij>

0 0,
VWU e D(T)C X' Aqui, J é o operador antisimétrico J = ( 5 0 )

L 1 2
H = /(; §(u2(l’,t) + U2(l’7t> + U:Zr:(mat> - ﬁuerl(x,t))dQ?

é a energia e §H denota a derivada de Fréchet de H, dada por §H = (u — uy, — uP,v) .

Antes de estabelecermos nosso teorema principal, enunciaremos aqui, alguns teoremas basicos
da Teoria de Semigrupos e de E.D.O., os quais podem ser encontrados em [23] e [38], dos quais

faremos uso para a demonstragdo do nosso teorema de existéncia.

Teorema 2.4. Seja f : [0,00) x X — X continua em t para t > 0 e localmente Lipschitz
continua em u, uniformemente em t em intervalos limitados. Se —A ¢é o gerador infinitesimal de
um Cy semigrupo T (t) em X, entdo para todo ug € X existe um t,,,, < oo tal que o problema de

valor inicial

{ ) 4 Au(t) = f(t,ult), t>0 (2.1.26)

u(0) = g

possui uma tinica solu¢do mild u em [0, t,nq. ). Além disso, se t,,q,, < 00 entdo

lim ||u(t)|] = oo.

t—tmax
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Definicao 2.3. Uma solugdo mild do problema de valor inicial (2.1.26) é uma solugdo continua u

da equacao integral

u(t) = T(t)uo —{—/0 T(t—s)f(s,u(s))ds.

Teorema 2.5. (Regularidade) Seja —A o gerador infinitesimal de um C° semigrupo T(t) em X.

Se f: [to, T] x X — X é continuamente diferencidvel entdo a solugcdo mild de

{ DO L Au(t) = f(Eult), >t

(2.1.27)
U(to) = Ug
com uy € D(A) é uma solugdo cldssica do problema de valor inicial.

Teorema 2.6. Seja U(t,u) continua em um conjunto aberto E e u = u°(t) a solugdo maximal do

problema
u' =U(t,u), u(ty) = uo.

Seja v(t) uma fungdo continua em [ty, to + a] satisfazendo a condicdo v(to) < u°, (t,v(t)) € E e

v(t) tem uma derivada a direita Drv(t) em tg < t < to + a tal que
Dro(t) < U(t,v(t)).

Entao,
v(t) < u'(t)

em um intervalo comum de existéncia de u°(t) e v(t).

Agora, enunciamos nosso teorema.

Teorema 2.7. Sejam ug = (ug,vo) € X e f(u) = wP, p € N, p > 2. Entdo existe T > 0, e uma

tinica solugdo fraca u = (u,v) de (2.1.2)- (2.1.3) com  (0) = uy.

Demonstracao: Para obtermos uma solugao fraca para o sistema (2.1.2), consideremos o problema

. —
aproximado para v = (u,v),

i

+
(0) =

com uw§ € D(A) = H3 ([0,L]) x HZ2,.([0,L]) e Wy — woem X, (asseguramos a existéncia

(2.1.28)

S

w = F(W),
_)
u

o3

desta sequéncia pela densidade de D(A) em X), onde A é dada como em (2.1.23) e — A é o gerador

infinitesimal de um C° grupo de operadores unitdrios em X e F ¢ definida em (2.1.24). Sendo F
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de classe C', a aplicagdo (u,v) — (0,0, f(u)) é localmente Lipschitz em X. Mas entdo, para
todo ug" € D(A) existe um 7}, > 0 (7,, tempo maximal de existéncia de u_>”) tal que o problema
de valor inicial (2.1.28) possui uma tnica solugdo w™ € C([0,T,,); D(A))NCY([0,T,); X). Além
disso, se T}, < oo entdo

lim ||w"(t)||x = oc. (2.1.29)

t—Th
(v. Teoremas 2.4 ¢ 2.5).
Mostraremos agora que existe 7' > 0 tal que u ™ estd definida em [0, T'] independentemente de

n. Para isto, observemos inicialmente que em [0, 7},), temos a seguinte estimativa para (2.1.28)

SEIT IR = 0,00t 0)x = G~ A+ PG x
< | [ oswrwyrva
< 0t <>>|rouv<>no
— / Ip(a (1) (@ (2)) )} [0 (1)l
< @I o P ol
< Sl @R a2l (Ol
< ST O 7",

(2.1.30)

onde utilizamos na primeira igualdade acima que —Aut e X (Aﬁ € X porque ut e D(A)).
Seja agora f(s) =S (L)psprl, a qual é uma fung¢do continua, positiva e crescente em R™.

Entdo, integrando a desigualdade acima de 0 a ¢, obtemos

w"(®)1% = [1W5l% < / FAR" OB T (7)| [ dr, para t € [0, T,).
Pela desigualdade de Gronwall, segue-se que
™ ()| % < ||we™||% exp / f Ix)dr|, para t €[0,T),). (2.1.31)

Mas entdo, existe 7' > 0, independente de n, tal que u, estd definida em [0, 7). De fato,

comparamos || %" (t)||% com a solugdo maximal

p=1 2(sup,, || w||x )P
S (1) = (sup, || OHXLn -
2= S(p = Dpt(sup,, [[w5][x)"
2
€ 10,Tp) = [0, ) (2.1.32)

p(p — 1)S(sup,, [[w§]x)»~
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do problema de Cauchy escalar
&= fy)y,
y(0) = yo = sup, || wgl[%-
Assim, segue-se que
1" @)% < y(t) em [0,7:) N[0, Tp), (2.133)

(v. Teorema 2.6). Portanto 7}, > T, pois se 1,, < T entdo (2.1.33) implica que

17" OI% < y(t) em [0,T,).

. . ~ . . . H .
Agora, como y(t) é limitada em [0, T},], entdo u™ seria limitada em [0, 7},) e portanto u" poderia
ser estendida ainda mais, o que € uma contradi¢do. Seja I’ < 7. Entdo, pelo que vimos acima,

u™ estd definida em [0, T'] para todo n. Além disso,
@™ ()% < coyo = K? (2.1.34)

em [0,7], onde K é uma constante independente de n, pois por (2.1.31) e por (2.1.33), temos a

seguinte desigualdade em [0, 7]

Ol < e | [ o ||X>df]
< B | [ Ftrr] < i
< C(T>y07

jé que y(t) é limitada em [0, 7).

Assim, de (2.1.34) deduzimos que existe w (t) € C([0,T]; X) solucdo fraca de (2.1.2) tal
que w™(t) — 7 (t) quando n — . De fato, afirmamos inicialmente que existe uma sub-
sequéncia {u7> } de {u"} tal que, {u" } :[0,7] — X converge pontualmente em X, com X
munido da topologia fraca. Esta afirmac¢ao segue do Teorema de Ascoli-Arzela aplicado ao espaco
Cw([0,77; B), onde B é abola B := {v € X;||v|| < K}, munido da topologia fraca de X. De
fato, pelo Teorema de Banach-Alaoglu, temos que 53 é compacta e metrizdvel ja que X € separavel.

Além disso, B é metrizdvel com a seguinte métrica

=1
V)= e
7j=1
onde
1
pi(W, T = min{ | (7 = T, b;)x],1}
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e {b_;} ¢ um conjunto qualquer total ortonormal em X. Como ut € C([0,T]; X) e ||17||X <K
Vt € [0,T] e Vn, temos que uteC ([0, 7], B) Vn. Para aplicarmos o Teorema de Ascoli-Arzela,
vamos verificar agora que {ﬁ} € equicontinuo.

Fixado j, dados t,ty € [0, 7], pelo Teorema do Valor Médio para fungdes reais, existe ' €

(t,t0) tal que

O, 5]

(u"(t"), bj) x|t = tol
< —Jut(®)]I%]t = tol
< 2S(L)KPTt — to

[(u™ () — u"(to), bj)x| = |t = tol

— — — ‘
n

<)
|

onde utilizamos na ultima desigualdade acima (2.1.30) e (2.1.34). Assim,
H

d(u" (1), u" (t)) < CJt — to| Vt.to € [0,T].

Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existem u € C([0,T]; B) C C,([0,T], X) e uma subsequéncia

- — . —
{u™ } de {u"}, a qual denotaremos ainda por {u"}, tal que

u(t) — U (t) (2.1.35)

vVt € [0,T).
Como ||u, (t)||% < y(t) Vt € [0, T, segue-se de (2.1.35) que

177 (8)[[% < liminf [[i;()]% < y(t) ¥ t€[0,7].

Resta-nos mostrar que

fracamente, i.e.,
= (u(t), W) = (F(u(t)) — Au(t)), ©) (2.1.36)

V¥ € X'. E o que faremos a seguir.

Observemos inicialmente que para j fixado, temos

d —, . —

S 0.0 = (W), 5)x = (F@' (1) = AW (1), ).
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de onde obtemos

—
n

G 0) = 0. 5)x = [ (@) = A 0). ) . (2.137)

<7w—7mwmlekﬂ7@»—m7w»wmw (2.1.38)

Vw € X.

O nosso plano seguinte € estender (2.1.38) a todo X', i.e., mostraremos que
t
wﬁu»—wﬁwnzj\wﬂﬁww—MW@mw, (2.1.39)
0

para todo ¥ € X', de onde seguir-se-a (2.1.36) pelo Teorema Fundamental do Célculo. Agora,
(2.1.39) segue diretamente do fato de que como X € um espago de Hilbert, pelo Teorema de
Representacio de Riesz, X’ = {(W,-)x |w € X} e entdo claramente de (2.1.38), (2.1.39) vale
YU e X',

Quanto a unicidade de ’, a prova é cldssica. (Vide [36]).

2.2 Comportamento assintotico de solucoes: Blow-up

O nosso resultado do blow-up de solucdes L-periddicas possui essencialmente a mesma demons-
tracdo daquele desenvolvido por R.L. Sachs em [40] para o caso ndo periddico. Serd provado que
para um determinado conjunto de valores iniciais, as solu¢cdes “explodem”em tempo finito. Aqui,
usaremos o Teorema 2.3.

Para isto, observemos que o sistema (2.1.2) € de tipo Hamiltoniano, isto €, pode ser escrito

como

onde H,, H, representam derivadas direcionais do funcional H definido em M ([0, L])
x H5-1([0, L]), para s > 1, por

per

Hiuo) = 5 [ 10(0)+ 0*(0) + ) =26 ula)
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fo t)dt. Nesta se¢do, trataremos do caso em que f(u) = uP. As seguintes quatro
quantldades conservadas pelo fluxo da equacdo de Boussinesq sao uma consequéncia imediata da

forma hamiltoniana do sistema (2.1.2), dadas pelas integrais

:fOLu x,t)dx
:fOLv(x t)dx

(2.2.1)
I= fo (z,t)dx

H = fOL %(uz(m, t) + v (x,t) + u(z,t) — ilup“(x t))dzx.
Para provarmos o blow-up para a equacao de Boussinesq, adicionaremos uma condi¢io sobre
o dado inicial u(z,0), a saber, a condi¢ao (2.2.3) abaixo. Verificaremos no lema a seguir que a

evolugdo u(x,t) preserva esta condi¢do localmente.

Lema 2.1. O problema de valor inicial para a equacdo de Boussinesq

Utt — Ugy — Uggzx — (U )a:a: =0
ul(,0) = h(z) 22.2)
w(z,0) = g(x)

possui uma teoria de boa colocagdo local no espago de Sobolev H;_ ([0, L]), s > g Mais pre-

cisamente, existe um tempo maximal T que pode ser infinito, tal que para T* < T, a solu¢do u(t)
pertence ao espago C([0,T*]; Hs,.([0,L])) N C*([0,T*]; H*"?). Se além disso, existem fungdes

vo(z) e wo(x) tais que os valores iniciais u(x,0) e us(x, 0) satisfazem as relagoes

u(z,0) = (wo(2))s
u(,0) = (vo(2))s

entdo existem w(x,t),v(x,t) satisfazendo o sistema

(2.2.3)

wy(z,t) = v(z,t) (22.4)
vz, 1) = (W (2, 1) — Wega(x, 1) — wh(x, 1)),

Ainda mais, para todo t € [0, T*], u(z,t) = (w(x,t)), e as fungdes w e v pertencem a

C([0, 77 Hy ([0, L)) N CH([0, T7); Hy, ([0, L))

per per

C([0, 77 Hye,' ([0, L)) 0 CH([0, T7; H,, ([0, L])),

per per

respectivamente.



SECAO 2.2 ¢ COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE SOLUCOES: BLOW-UP 24

Demonstracao: O primeiro resultado € uma consequéncia imediata do Coroléario 2.1 do Teorema
2.3 demonstrado na sec@o 2.1. Agora, integrando a primeira equagao do sistema (2.1.2) de 0 a ¢,

obtemos
u(z,t) = u(x,0) +/0 vz, 8)ds = (wo(x) —i—/o v(z,s)ds), = (w(x, ).,

ja que u(x,0) = (wo(x)). por hipdtese. Derivando a seguinte igualdade com relacdo a t

t
w(z,t) = wo(x) —I—/ v(x, s)ds,
0
obtemos imediatamente que w,(z,t) = v(x,t). Além disso, da segunda equagao do sistema (2.1.2)
segue-se (utilizando o fato que u(z,0) = (wo(z)),) a segunda equacdo de (2.2.4). O

A desigualdade diferencial no lema a seguir desempenha um papel central na demonstracdo do

blow-up em tempo finito para o sistema (2.1.2)-(2.1.3).

Lema 2.2. Suponhamos que uma fungdo V(t) duas vezes diferencidvel e positiva, satisfaz para
t > 0 a desigualdade

' — (14 a)(¥)? >0

onde o > 0. Se ¥(0) > 0e V'(0) > 0, entdo V(t) — oo quandot — t; < a\%’ll(’(()g))'

Demonstracao: Vide Levine [32]. O

Enunciamos agora nosso Teorema principal desta se¢ao.

Teorema 2.8. Suponhamos que os valores iniciais u(z,0) e u,(x, 0) satisfacam as seguintes condi-

coes:

(i) U(CC,O) = (wO(‘r))x’ut(m’O) = (Uo(x))x
para algum wy € H:F1([0, L]) e para algum vy € H3,1([0, L]), s > 2.

per per 2

(ii) H= [ 3(u*(x,0) + v*(x,0) + v3(z,0) — sZur*!(z,0))dz < 0

(iii) fOLU(:E, 0)w(z,0)dx > 0.

Entdo o tempo maximal de existéncia de w e conseqiientemente o de u ¢é finito.
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Demonstracao: Do Lema 2.1, os cédlculos que faremos abaixo fazem sentido para ¢ < 7. Defi-

namos W (¢) por
L
U(t) = / w?(z, t)d.
0

Claramente, W(0) € finito. Além disso,

U'(t) = 2/0 v(x, tw(x, t)dx

ja que wy(x,t) = v(x,t). Observemos que W'(0) > 0 pela hipdtese (iii). Suponhamos que o
tempo maximal de existéncia € maior que

4(0)

v(0)’

teremos entﬁo uma contradi¢ao pelo Lema 2.2, uma vez que todas as hipdteses serdo satisfeitas

T** —

com a = 7= De fato,
V' — (1+a)(¥)* >0,
pois
U(t) = (w, w)o
V(1) = 2(v,w)y
U (t) = 2(v,v)o + 2(vt, w)o,
e wy = v. Aqui, (-, -)o denota o produto interno usual de L, ([0, L]).

Utilizando a equagdo para v, integracdo por partes, a periodicidade de v e w e o fato de que

u = w,, segue-se que a ultima equacdo acima pode ser reescrita como
U (t) = 2(v,v)0 — 2{u, U — Uge — UP)o.
Assim,
V(W — (14 a)(¥)? = 2(w, w)o[(v,v)o — (U, u — Upy — uP )
—4(1 + a){v, w);
= 41+ a)[(v,v)o(w, who — (v, w)q]

—2(w, w)o[{u, u — Upy — uP) + (1 + 2c0) (v, v)g)-

O primeiro termo na ultima igualdade acima € claramente ndo negativo pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, portanto resta-nos verificar que o segundo termo € também nao negativo. Para

isto, € suficiente mostrar que

(U, U — Ugy — uP)o + (1 4 2a) (v, )9 <0
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Para ver isso, note que

(0t — Yo + 8 Livo)e = P 2o v)o + {u,ubo + (e o
2 p _p—l u,u Uy, U
- m<uvu>0] [( ) >0+< 5 I>0]
= (p+1)H — P= 1[(u,u>0 + (g, Uz )o] < 0,

pela hipétese (ii), ja que H independe de ¢. Assim a contradi¢ao segue usando o Lema 2.2.
Concluimos entdo que o tempo maximal de existéncia de w € finito.
Agora, a igualdade u(z,t) = (w(x,t)),, com w definida no maximo até o tempo 7" < oo
implica que sua derivada u(z,t) = w,(x,t) também existe apenas até esse mesmo tempo finito,

ou seja, o tempo maximal de existéncia de u € finito. U



CAPITULO 3

Estabilidade de ondas viajantes periodicas

para a equacao de Boussinesq - Caso A 7 0

H
Neste capitulo, estudaremos a estabilidade de solu¢des ondas viajantes periddicas da forma ¢ (z,t)

= (¢(x — ct),(x — ct)) associadas ao sistema de equacdes de evolugio,

{ Ut = Vg
2 (3.0.1)

Vg = (u_ux:p - %)m

como uma aplicacdo da teoria de Grillakis, Shatah e Strauss em [21] e da recente teoria de estabil-
idade de ondas cnoidais associadas a KdV, desenvolvida por Angulo & Bona em [5] (v. também
[3]). Aqui, suporemos fOL ¢dx = 0. Um problema interessante a ser considerado é o estudo da
estabilidade de ondas viajantes periédicas no caso em que fOL odx = X # 0.

A estabilidade a ser tratada aqui € do tipo orbital, cujo significado formal serd estabelecido na

seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1. Sejam (X, || - ||x) um espaco de Hilbert e Y um subespago imerso densamente
em X. Um conjunto W C X é dito X-estdvel com respeito ao fluxo da equacdo de Boussinesq

(3.0.1), se para todo € > 0, existe um § = 6(¢) > 0 tal que para todo o €Y com

inf | 70— |lx <0
bew

a solugdo W (t) da equagdo de Boussinesq com U (0) = W pode ser estendida a uma solugdo

27
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global em C(]0,00);Y) e

. — -
sup _inf |[u(t) — ¢|[x <e
0<t<co peW

Caso contrdrio, dizemos que W ¢é X -instdvel.

Em nossa teoria,

X =H! ([o,L]) x L2, ([0, L])

per per

e W serd a orbita gerada pela onda viajante E’ a saber, Qg = {z( +v);y € R}
A demonstragao de estabilidade estd baseada em uma andlise local dos funcionais invariantes
com o tempo f e I, definidos em (3.1.1) e em (3.1.6). A chave desta abordagem local estd em

mostrar que se 1 esté suficientemente préximo de E nanormade X e I(wo) =1 (5), entao
— —
H(W) = H(¢) > f(do(, ) (3.0.2)

onde f(n) é uma fungdo mondtona ndo decrescente perto de zero, com f(0) = 0, f(e) > 0, para €
pequeno, e do(W, &) = inf,eg || @ — % (- +9)||x. Entdo, da estimativa (3.0.2), da continuidade
de W e da invariancia do funcional de Liapunov H (u') — H (E)) obtemos a estabilidade orbital de
Q? como na definicao 3.1.

As seguintes hipdteses sdo condigdes suficientes para a obtencgdo de (3.0.2). Vide [7, 12,21, 45].

Hipétese 1. (Existéncia de solugio) Para cada u € X existe T > 0, T dependendo de || u |

X

tal que o sistema hamiltoniano (3.1.2) tem uma solucéo fraca no sentido da definicdo 2.2, W €
C([0,T); X) com uw (0) = Woe H(w (t) = H(Wo), [(w(t)) = I(W,) paratodo t € [0,7].

Hipotese 2. (Existéncia de ondas periddicas viajantes) O sistema (3.0.1) possui uma familia de
solucdes ondas periddicas viajantes {EZ}C e além disso, existem c;,co, € R tais que, para cada

¢ € (¢1,¢2), aaplicagdo ¢ — 5; = (pe, V.) é de classe C'! e a fungdo
— —
d(c) = H(¢.) + cl(¢c) (3.0.3)

€ uma func¢do convexa de ¢, onde H e [ sdo os invariantes de movimento mencionados acima.

Hipotese 3.  (Espectro do Hessiano) Para ¢ € (¢1,¢), L. = (H" + c[”)(a)

1— axx - (bc C
= ( possul exatamente um autovalor negatlvo, (0] qual € 51mples, O Zero €
c 1

H
um autovalor simples com autofun¢do associada %gf)c e o resto do espectro € constituido por um

conjunto discreto de autovalores.
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BOUSSINESQ - CASO 4, # 0

3.1 Estrutura hamiltoniana do sistema (3.0.1)

Para (u(t),v(t)) € HL., ([0, L]) x L2,.([0, L]), com ¢ > 0, definamos o funcional

per per

1 [t 1
H(u,v):§/0 u2+v2+u§—§u3dx (3.1.1)

Entdo € facil verificar que o sistema (3.0.1) € formalmente equivalente ao sistema Hamiltoniano

d [ u
ym ( § > = Jo0H (u,v) (3.1.2)

onde J é o operador antissimétrico

0 0O,
= 3.13
(2 s

e 0 H denota o gradiente do funcional H calculado com respeito ao produto interno de L2,,.([0, L]).

([0, L]) x L2, ([0, L]), entdo 6 H possui componentes

per

Isto é , se H é um funcional definido em H!

per

6. H e 6, H pertencentes a H .1 ([0, L]) x L2, ([0, L]), que satisfazem as relagdes

per per

d
—H(u+€g,v+€h)| = <gv5uH>1+<h75vH>0 (314)

de
para todo (g, h) € H ([0, L]) x L2_.([0, L]). Os colchetes {, ), com sub-indice s representam o

per per

par de dualidade H?, ([0, L]) — H_2([0, L]). Em nosso caso, é facil verificar que

per per

e=0

2
Hy(u,v) =u — uyy — %, H,(u,v) =v. (3.1.5)

Analogamente, podemos verificar que para o funcional

L
I(u,v):/ uvdx (3.1.6)
0

temos que
0 (u,v) = (v, u). (3.1.7)

Observemos que o sistema (3.0.1) é invariante por translagdo em z, ou seja, se (u(z,t),v(z,t))
¢ uma solugdo, entdo também o é (u(x + xo,t),v(z + xo,t)) para xo € R. O mesmo ocorre
aos funcionais H e I, ou seja H(7su, 7sv) = H(u,v) e I(7su, 750) = I(u,v), onde 75 denota o
operador translacao 7,u = u(- + s). Além disso, H e [ sdo funcionais continuos e suaves em

H! ([0, L]) x L2 ([0, L)).

per per
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3.2 Ondas periodicas viajantes do sistema (3.0.1)

Uma onda viajante L-periddica do sistema (3.0.1) € uma solucao da forma

6 (1) = (6w — ct), (e - ct)
com ¢ (€ + L) = ¢U) (&) e ) (€ 4+ L) = 419 (€) paratodo € € Re j € N, a qual representa um

onda que viaja com velocidade c. Nesta se¢cdo, mostraremos inicialmente a existéncia de solugdes
periddicas com um periodo fundamental dado naturalmente pelas funcdes elipticas Jacobianas.
Substituindo uma solucdo como esta em (3.0.1), obtemos o seguinte sistema de equacoes difer-

enciais ordindarias,

! — ol
{ ZZ ?@ o~ 5 oD
—cf = (p—¢" — LY,
onde “ ' = d% ”e & = x — ct. Integrando (3.2.1) com respeito a &, obtemos
—cp =19+ K
=9 L (3.2.2)
—cp=¢—¢" - § + K,

onde K; e K, sdo constantes de integracdo. Por questdo de simplicidade, consideraremos aqui

K4 = 0. Substituindo a primeira equacdo acima na segunda, chegamos a equacao diferencial
2

¢ —wo + o = Ay, (3.2.3)
onde consideramos w = w(c) =1 —¢* > 0e Ay = Ky # 0.
Multiplicando a equagéo (3.2.3) por ¢’ e integrando o resultado, obtemos a seguinte equacio

de primeira ordem

[0/ = 5[=0(€) + 3wd®(&) + 6A56(€) + 6By] = 3p4(¢(€))
= %(¢ - 51)@ - 52)(53 - ¢)

onde B, ¢ uma constante de integragdo e (31, 32, 33 sdo os zeros reais do polindmio p,(t) = —t3+

(3.2.4)

3wt? + 6A,t + 6By, os quais satisfazem as seguintes relagdes

3w = py+ B2+ P3

Ay = —%(5152 + 3233 + B351)

By = § 1020s.
Além disso, suponhamos que estes estdo ordenados de modo que 31 < (5 < (3 e [F3 > 0 (pois
3w > 0). Neste caso, de (3.2.4) temos 2 < ¢ < (3. Se definirmos ¢ = ¢/ /33, (3.2.4) torna-se

@ =P m)e-mia -
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onde 7; = (;/fs, i = 1,2. Se considerarmos a crista da onda em & = 0, ¢(0) = 1. Agora,

definimos uma nova variavel ¢y pela relagao
p =1+ (1 — 1)siny,

€ entao obtemos

1 —
W = 1= [t = (1= 2)sins],
e 1(0) = 0. Definindo
o 1—m B3,
Ve =t —m);

segue-se que 0 < k% < 1 and [ > 0. Entdo obtemos que

Ue3) dt
— =] &
/ e

1 — k2sin?t
Como consequéncia da defini¢do da funcéo eliptica Jacobiana y = sn (u; k) (vide Apéndice-

(6.1.6)), podemos reescrever a dltima igualdade como
sin (§) = sn (VI & k),

€ portanto
p =14 (m—1Dsn® (VI&k).

Utilizando que sn? + cn? = 1, concluimos que

B3 — b1
12

B(8) = B2+ (Bs = Bo)en? | &ik|. (32.5)

¢ é chamada de solu¢do onda cnoidal para a equacdo (3.2.3). Assim, o par (¢, —c¢) onde ¢ é dada
como acima, representa uma solucao tipo onda cnoidal para o sistema (3.0.1). A onda cnoidal ¢

em (3.2.5) possui periodo fundamental 7}, igual a

T,= 3 rm, (3.2.6)

Vi — O

pois cn? tem perfodo fundamental 2K (k), onde K (k) € a integral eliptica completa do primeiro
tipo determinada pelo médulo k, definida no Apéndice desta tese.

Fagamos agora uma andlise de propriedades do periodo T}. Para isto, observemos que de
(3.2.6), temos que w? + 24, > 0. Além disso, o periodo fundamental da ¢ depende a priori de
w = w(c) = 1 — ¢? e satisfaz a seguinte desigualdade
(2m)*

T2 > 7
¢ w2—i—2A¢

(3.2.7)
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Com efeito, fazendo a mudanga de varidveis ¢ = ¢+ comr +w = /w? + 2A,, obtemos que
satisfaz a equagdo (3.2.3) com W = r +w em lugar de w e Ay = 0. Além disso, os (3]s satisfazem

novas relacdes, a saber,

B2
B2+ B3

com 0 < By < 2W < (B3 < 3W. (Esta desigualdade serd demonstrada no caso Ay = 0). Agora,

—B1 = Ba+ s —3W =

aproximando K (k) pelo termo linear na varavel k%, 2 [1 + 1k?] (vide (6.1.4) no Apéndice) temos
que Ty > %(}(ﬁg, f3) com

303 + By — 4W
T(Ba, Bs) = ———= ;.
(205 + B — 3W)2
Entdo, via multiplicadores de Lagrange, obtemos J (s, 03) > ﬁ e além disso T}, > j—”W, 0

que implica na relagdo (3.2.7).

3.3 Consideracoes fundamentais na teoria de estabilidade

Um importante operador a ser considerado em nossa teoria de estabilidade € o operador linearizado

H
L. aoredor de ¢, a saber,

LCEH"(¢)+CJ”(¢)=< ’ ¢ i) 3.3.1)

ou seja, L. : H,,.([0,L]) x L2,.([0,L]) — H~'([0,L]) x L2,.([0, L]), é o Hessiano associado

per per

ao operador H + cI definido em H! ([0, L]) x L2, ([0, L]). Além disso, L. é auto-adjunto, no

per per

sentido que, se definirmos X = H ([0, L]) x L2..([0, L]), X" = H~'([0, L]) x L2,.([0,L]) e
J?2 0

= ,com G : X — X', entdo o operador limitado G™'£. : X — X € auto-adjunto

em X. Além diSSO, de (321) temos que,

Observemos que o “espectro”de L., definido em (3.3.1), consiste dos nimeros reais \ tais que
G~1L.— A\ nio seja invertivel. Deste modo, obteremos de (3.3.2) que A = 0 pertence ao espectro
ﬁ
de L., com % ¢ em seu nucleo.
Veremos no Teorema 3.6 de uma subse¢do posterior, que a convexidade da funcao d, definida

em (3.0.3), implicard na estabilidade da onda periddica 3
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Notemos que de acordo com a defini¢do de d em (3.0.3), por (3.2.2) e supondo que A4 # O e
fOL ¢ =0, temos paraY = L2_ ([0, L]) x L2, ([0, L]),

per per

1) = (H(6,0)+l'(6.0), 5 (6,9

= ((6-¢" T 0) 4 el 0),

~—

>Y + ](Qb, ¢)

SIS

2

= {66~ e bt o), (6.0 + 1(0,)
= ((A0:0), (0 )y +1(6,0) = (6, )

SIEY

Portanto, por (3.2.2)

d"(c) = %I(qﬁ,w) _4 [ - /OL cqb2dx} — —% /OL co?ds. (3.3.3)

Cc

. . . . . ~ L c
Assim, para determinar a convexidade de d, precisamos determinar que a fun¢do ¢ — fo cg? é

decrescente.

3.4 Estabilidade

Nesta secao usaremos as idéias do trabalho de J. Angulo e J. Bona [5], o qual apresenta uma teoria
sobre a estabilidade de solu¢des cnoidais para a KdV. Em [5], os autores completam alguns pontos
cruciais em um dos trabalhos pioneiros de T. Brooke Benjamin em [8] sobre o assunto. Iniciamos

nossa teoria de estabilidade estudando o caso de solu¢des constantes.

3.4.1 Solucoes constantes e estabilidade

Seja (¢, 1) uma soluc@o onda L-periddica viajante de (3.0.1). Entao ¢ = —c¢ e ¢ satisfaz (3.2.3).
Suponhamos sem perda de generalidade que A, = 0 em (3.2.3) ( o caso geral se reduz a este
considerando a mudancga de varidveis ¢ = ¢ +rcomr +w = M) Neste caso, temos
uma solugdo constante ndo trivial ¢o = 2(1 — ¢?). Mas entdo, (Pg, Vo) = (2 — 2¢%,2¢ — 2¢) €
uma solucdo constante para o sistema (3.0.1). Em seguida mostraremos estabilidade para a solugao

constante para determinados valores de L e c.

Teorema 3.1. Seja L > 0. Considere ¢ € (—1,1). A solugdo constante ?0 = (¢o,%0) =
(2 — 2¢%,2¢® — 2¢) é orbitalmente estdvel em H! ([0, L]) x L?_ ([0, L]) com respeito ao fluxo da

per per

s : 2
equagdo de Boussinesq se + < <lel—c* < (%)
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Verificaremos a seguir as condi¢des exigidas no inicio deste capitulo, a saber, as hipéteses
1-2-3.

a) Analise espectral do operador £,

]-_axx_¢0

Consideremos Ly = (
c

C
) ,onde ¢y = 2(1—c?). Demonstraremos que para

2 . L. .
c€(—1,1),talque 1—¢c* < (27”) , o operador £ possui um tnico autovalor negativo, o qual
¢ simples, e o resto de seu espectro € constituido por um conjunto discreto de autovalores

positivos. Para isto, consideremos inicialmente ¢ # 0 e sejam A € Re (f,g) € D(Ly) tais
que Lo(f, 9) = A(f, 9)- Entdo,

f=1"—¢of +cg=A\f
cf +9=2>Ag

f(L), f'(0) = f(L)
9(L), ¢'(0) =g'(L).

3.4.1
£(0) G40

9(0)

Observemos que A # 1, pois caso contrdrio f = g = 0, mas (0,0) ndo é autofuncdo. Mas
entdo, da segunda equagdo de (3.4.1) temos que g = 1% f. Logo, substituindo na primeira

equacdo de (3.4.1) obtemos que f satisfaz o seguinte problema

{ f= 1" —dof + 552 f = \f
£0) = £(L), f(0)=f(L),

ou equivalentemente,
{ —f =k, (3.4.2)
f(0)=f(L), f'(0)=f(L)
onde k = 5 (A2 = A= (A= 1) + go(A — 1) — 2].

2nmx )
L

2 ( ~
) . Observemos que o zero € autovalor com autofunc¢ao

As autofungdes associadas ao problema (3.4.2) sdo f, () = sen(2%) e f,(x) = cos (

2nm
L

associada f = 1. Assim, resolvendo a equagdo do segundo grau, para n > 0,

paran > 1, com autovalor k = (

2
>\n_1|:>\i_)\n_(>\n_1)+¢0()\n_1)—02:| :(%)2’

obtemos que os autovalores associados a (3.4.1) sdo dados por

L e (CE))E ey ()P -ale -1+ ()]




CAP.3 e ESTABILIDADE DE ONDAS VIAJANTES PERIODICAS PARA A EQUACAO DE
BOUSSINESQ - CASO 4, # 0

35

Estudaremos agora o sinal de p,,(c) dado por

st 4B 1] 4 By g a2y
pn(c) = 4c —|—4c[(L) 1+(L)+4 4(L),

para todo ¢ € (—1,1). Para isto, fazendo y = ¢?, obtemos uma equagio do segundo grau em

y cujo valor de A €

A = [4(2%”)2—4]2—16[(2”%)%4—4(%?”)2]

— 32(2%”)2 —48.

Se 2(2"7“)2 < 3entdo A < 0 e assim p,(c) > 0 paratodo ¢ € (—1,1). Se 2(2”7”)2 > 3

entdo A > 0 e dai, temos que

representam duas raizes para p,(y). Agora, como estamos supondo 2 (Q"T’r)Q — 3 > 0, entdo
2(21)? 2> 1 > (e daf

Yo = 3 <0
& 1—(2%”)24r 2(2"%)2—3<0
2N\ 2 2nm. 2
2N 4 2nT 2
e () —4(7) +4>0

& (QW)2 2 2 >0
L )
de onde concluimos que p,,(¢) ndo possui raizes reais.

Se A = 0 entdo p,(c) ndo possuira raizes reais. De onde concluimos que p,(c) > 0,
Ve e (—1,1).
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b)

Observamos entdo que os autovalores A\, e \J sdo simples com autofungdes associadas

dadas respectivamente por (1, ﬁ) e (1, ﬁ) Também, as autofuncgdes associadas aos
0~ 0

autovalores  duplos  (\f),>; s3o dadas por (cos (2”5‘”), T ( Ccos (Q"T”)))
e (sen(*7*), g (sen(*7%)))-

Agora queremos que o primeiro autovalor de £, a saber, )\, seja negativo. Para ¢* < 1,

temos que

2¢% — 4ct — 42 + 4
2

Ay = <0,

pois Ay < 0 & 2¢% < V4ch — 42 + 4 & 4ct <4t — 42 +4 & 2 < 1. Além disso,

e ) >_¢<202+(j) Poale - ()7

2
L

restri¢do, todos os demais autovalores sdo positivos. Temos ainda que, A\ é um autovalor

c . 2 c
se, € somente se, ¢ € escolhido tal que 1 — ¢ < ( ) . Observemos também que com esta

duplo Vn > 1 e zero ndo estd no espectro de L.

2
L
o zero seria um autovalor duplo, de modo que nao poderiamos aplicar a teoria de Grillakis,
Shatah e Strauss [21].

~ . ~ . 2 .
Observacio 3.1. Lembramos aqui que ndo poderia ocorrer 1 — ¢? = ( ) , pois neste caso,

Suponhamos agora ¢ = 0. Entdo o problema (3.4.1) se reduz ao problema

_f”: (>\+1)fa
9=2g (34.3)
f(0) = f(L), f'(0)=f(L)
9(0) = g(L), ¢'(0) =g'(L).
As autofungdes associadas ao problema (3.4.3) sdo (f,, (z),0) = (sen(22%%),0) e (f, (2),0)
= (cos (227£),0) paran > 1, com autovalor \, = (Q”T’T)2 —1.Paran =0, = —1le

M>0e (E)P >1>1-¢
Convexidade de d(c)

Agora, analisaremos o sinal de

d
d"(c) = %I(%,%)a
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para I definido em (3.1.6) € (¢, ¥0) = (2(1 — %), —2¢(1 — ¢?)). Assim,

. d L L d L
d"(c) = —%(C/O ¢gdx> :—/0 gb%dm—c%/o G2

= —4(1 - 2L - C% [4(1 = *)*L]

= 4(1 - A)L(5c* - 1).
De onde concluimos que d”(c) > 0 se, e somente se, ¢* > 1.

¢) Verificacao da propriedade de estabilidade para as solucoes constantes

Notamos que na teoria de [21], a derivada espacial de uma onda viajante € considerada ndao

nula e pertencendo ao Kernel(Ly) (vide (3.3.2)). Como no caso de solugdes constantes,

esta derivada € zero, € possivel verificar que ainda assim podemos aplicar esta teoria. Vide
d —

Lemas 3.3 e 3.4 com Ay = 0e 7-¢ = 0.

Observacio 3.2. E importante salientar que temos um resultado de existéncia global em
H! ([0, L]) x L2 ([0, L]) de solucdes para (3.0.1), com dado inicial perto de (¢o, o), similar

per per

ao Teorema 3.8 abaixo.

3.4.2 Estabilidade de ondas cnoidais para o sistema (3.0.1)

Nesta subsecdo desenvolveremos uma teoria de estabilidade das ondas cnoidais da forma dada em
(3.2.5) para o sistema (3.0.1) com A, # 0 em (3.2.2), que possuem média zero sobre um periodo
fundamental fixo L e determinada velocidade de onda c. Esta teoria estd baseada nos trabalhos de
Angulo & Bona e de Grillakis & Shatah & Strauss (vide [5] e [21]).

Para isto, comegamos por estabelecer a existéncia de uma curva suave de solugdes do tipo
ondas cnoidais da forma (3.2.5) para o sistema (3.0.1), com um periodo fundamental arbitrario, L,

e média zero sobre ele.

3.4.3 Existéncia de uma curva suave de ondas cnoidais com um periodo

fundamental fixo

Sejam 3;, 1 = 1,2, 3, tais que 31 < 32 < B33, 31 + B2 + B3 = 3w, com w = 1 — ¢? e a onda cnoidal

B3 — b1
12

Oul€) = 6u(&: A1, oy ) = B+ (G — B)en? | ko) (3:44)
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obtida na secao 3.2, como solu¢do de

§(6) + 367(€) — whl) = A (345

A seguir, mostraremos que € possivel escolher os [3/s tais que ¢ = ¢,, tenha média zero em
[0, T4], com T}, dado por (3.2.6), isto &,

Ty

$(&) d¢ = 0. (3.4.6)

0
Inicialmente, encontraremos uma relacdo a priori desta condicdo. De fato, (3.4.4) and (3.4.6)

requerem que

1 2K
Bat (= Ga)ye [ entlak) dg o (47
Pondo E(u) = E(6, k) com cos 6 = cn u, entdo de [11] e da defini¢do de E'(k) obtemos
. 2¢(,.. 1 /2 K 1 ™ /2
i en(uy k) du = E[E(u) —k u]‘o = E[E(g,k) — kKK (k) — E(0,k)]
1

(B (R) — KK (R

Portanto, da igualdade fozK en?(& k) dE = f_KK en?(&; k) d€ e da paridade de cn temos de
(3.4.7) a seguinte condi¢do
E(k) — K*K (k)
k2K (k)
Agora, usando as relagdes (35 — 32)k'> = (3 — B1)k? e dt — [BE(k) — kK (k))/kk' obtemos as

seguintes relagdes equivalentes a (3.4.8),

LK (k) + (B3 — B1)E(k) = 0, (3.4.9)

Ba+ (85 — o)

=0. (3.4.8)

dK (s k

— = — — K.

dk Bs — B2 k!
Assim, temos o seguinte teorema. Este teorema pode ser encontrado em [5] (Vide também [2]).

(3.4.10)

Repetiremos aqui sua prova para conveniéncia do leitor.

Teorema 3.2. (Existéncia de ondas cnoidais com média zero sobre [0,T,]) Para todo 33 > 3
existem unicos 31, B2 satisfazendo 31 < 3o < 0 < (B3 e 31 + (2 + (B3 = 3, tais que a onda cnoidal
&1 = ¢1(+; Bi) em (3.4.4) é uma solugdo de (3.4.5) com w = 1 e média zero sobre |0, T}, a saber,

P (k) + (85 — B1)E(k) =0, (3.4.11)
onde k* = (B3 — 32) /(B3 — B1). Além disso, a aplicacdo 33 € (3,00) — By = (a(3) € continua.



CAP.3 e ESTABILIDADE DE ONDAS VIAJANTES PERIODICAS PARA A EQUACAO DE
BOUSSINESQ - CASO 4, # 0 39

_ B33

1 :
5~ 3 := ~ e I ointervalo aberto (—«,0).

Demonstracao: Seja 33 > 3. Denotaremos por « :

Definamos para x € I, a fun¢do continua

_ K(k(z)) B3 _
T Bk@) 3-B—u

J(x) L,

onde k(x) = ,/2551_;”_3. Seré provado que para todo (33 > 3, existe um tnico (35 := (35(f3) € I tal
que J(3) = 0. Seja A uma fungao definida para x € I por

—05 + (03 — x)t*

L |
Alx) = /0 Vi RS e v dt. (3.4.12)

E ficil ver que J(x) = 0 se, e somente se A(z) = 0. Entdo, para provar que .J tem um Gnico
zero no intervalo [, € suficiente provar que a fungdo A é estritamente decrescente neste intervalo.
Inicialmente, provaremos que existe pelo menos um ponto xo € [ tal que J(zy) = 0. De fato,

usando as propriedades das funcdes F/ e K temos a existéncia de tal ponto como consequéncia do

seguinte,
lim A(z) = Tim [%K(iﬂ(w)) — V203 =3+ E(k(:t))} = 00,

B3(t? — 1)

|
A = .
0 = | vt

Agora, provaremos a unicidade. Fazendo a mudanca de varidveis s = (v/(3 — z) t em (3.4.12),

obtemos que

V3 . 2
Alz) = fs & 5 ds (3.4.13)
0 Bs—x—5/20;—-3+z—5°

ds.

/'\//8355 _53+82
+
VB \/ﬁg—z—SQ\/2ﬂ3—3+:1?—s2

Denotemos por N(z) e P(z) a primeira e segunda integrais, respectivamente, no lado direito
de (3.4.13). Sera provado que ambas sao fungdes decrescentes em /.

(7). Sejam —a < 71 < x5 < 0 e s € [0, y/B;]. Como a pardbola f(z) = (O3 —x—s%)(203—3+
T — s?) assume seu valor mdximo no ponto ., = —ace f(0) > 0, temos que f(z1) > f(x3) > 0.

Portanto N(x;) > N(x5),]ja que —f3 + 52 < 0.
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(i1). Fazendo t* = — 33 + s na expressdo integral para P(x), segue-se que

/—x t3
P(z) = dt.
() 0 \/—J]—tQ\/ﬂg—?)—'—I—tQ\/ﬁg—f—tQ

Fazendo agora a mudanga de varidvel s = /- -t na expressdo acima, temos

3

Ja
P(z) = 52/0 = s ds.

z + B3s21\/20 + 1 + s/ 20 + 3 — Bs2x

Seja s € [0, /) fixo, mas arbitrério. Para provarmos que P é uma fung¢io decrescente no intervalo

1, serd suficiente mostrarmos que

1‘2

\/—x + 532:16\/204 + 1+ 532:76\/204 + 3 — (3s%x

h(z) =

¢ uma funcdo decrescente, para x € [. Agora, observemos que h € uma fungao decrescente em [

se, € somente se
(2a+ (1 + 3s%)x)(2a + 3 — Bs*x)
3

g(z) =

0 é. Como ¢'(x) < 0 se, e somente se

q(z) = (B> + B%sM)2® 4+ (—4a — 6 — 685%)z + (—1202 — 18a) < 0,

para x € I, entdo, para provarmos o decrescimento de g em [, nos serd suficiente mostrarmos que
q(0), ¢(—a) < 0. De fato, temos que q(0) = —12a? — 18a < 0 e g(—a) = s+ (o +6)s*> —8a? —
12a < —6a® — 6a < 0.

De (i) e (ii), concluimos que A é uma fung¢fo estritamente decrescente em I. Portanto, A e

também J possuem um unico zero em I. Além disso, se 3 € (3_2’83 ,0) é tal que J(32) = 0 entdo
definindo (3; = 3 — 33 — (33 obtemos (3.4.11). Assim, temos a existéncia de uma onda cnoidal com
média zero em [0, T, |.

A continuidade da aplicag@o 33 € (3,00) — (2 = [2(/3) segue como consequéncia do Teo-
rema da Fung¢do Implicita aplicado a fung¢do A(z, f3) em (3.4.12), observando que 9, A(52(03), 3)
< 0.

U

Observacao 3.3. Do Teorema 3.2 temos que todo 33 > 3 existe uma tinica escolha de 35 € 1 =

3-5;
(="

,0) tal que (35 € o uinico zero no intervalo I da fungdo J e a aplicacdo p3 € (3,00) —
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Ba = [a2(0s) € continua. Entdo, se considerarmos o periodo fundamental Ty, como uma fungdo

do pardmetro (33, temos

T¢>1 (ﬁi&) =

43 Bs — Ba(3s)
/203 + Ba(Bs) — 3 K(\/Qﬁ?) + B2(B3) — 3)’

e consequentemente Ty, (33) — +oo quando 3 — 3, jd que K (k) — 400 quando k — 1.
Por outro lado, como J([33) =0 e % < B9 < 0, temos

_ 4\/§\/253+52—3E §27r\/§v2ﬁ3+62_3

0 < Ty, (B3s) Gt By — 3 (k(B2)) Bs + o — 3
BB T
3 — 37

e entdo Ty, (f5) — 0 quando (3 — +oc.
Demonstramos agora a existéncia de uma curva suave de ondas cnoidais com média zero.

Lema 3.1. Seja L > 0 um niimero fixo e consideremos (3;, 1 = 1,2, 3, um trio arbitrdrio, mas fixo
como definido no Teorema 3.2. Definamos wo = Tj, /L?, onde T,, = Ty, (3;). Entao,
(1) existe um intervalo I(wy) em torno de wo, uma bola B(ﬁ) centrada em ﬁ = (04, B2, F3)

e uma unica fungdo suave

—

I: I(wo) — B(S)

w = (a(w), az(w), ag(w))
tal que 1(wy) = (B1, B2, B3) e a; = ay(w) satisfazem as relagdes

el K k) = Ly,

o1+ g + a3 = 3, (3414)
E(k)—k?K(k) 0

g + (Oég — CYQ)W =
onde k* = (a3 — an) /(a3 — ).
(2) A onda cnoidal ¢, = ¢1(-; «;), dada por (3.4.4) com o; em lugar de (3;, possui periodo
fundamental L\/w, média zero sobre [0, L\/w] e satisfaz a equacdo diferencial (3.4.5) com w = 1.
Além disso, para todo w € I(wy)

Lyw
Anlw) = 5= [ diadts = 5 S astwasto)

i<j
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Demonstracao: Aplicaremos o Teorema da Fun¢do Implicita. Para isto, consideremos o seguinte

conjunto aberto
Q={(a,a9,a3,w) |y <y <0<asz, az>3ew>0}CR?

e definamos a fungio @ : Q — R3 por

(I)(ala g, (g, U)) -

WA KK E(k) — KK (k)
(ﬁ — Lvw, a1 + ag + a3 — 3,z + (3 — az) k2K (k) )

— (B, By, D), (3.4.15)
onde k? = k*(ay, e, a3) = (a3 — ) /(a3 — ). Entdo, do Teorema 3.2, temos que

O (51, B2, B3, wo) = (0,0,0).

Agora, calculemos aiq)i(ﬁl, Ba, B3, wp). Inicialmente, usando as relagdes (v. Apéndice)

dK E(k)—k'"* K (k) _ DB B (k
dk k’k}’g (a1,a2,a3):(ﬁ1”@27ﬁ3) ﬁS*ﬂ? k’l12 ( 1)7
g K (k) = Ly,
com k? = (3 — 32)/(B3 — B1), temos para ®; que
0 4/3 B3 =B L\/wy
+—1(81, B2, B3, w0) = — f K(k)) = . (3.4.16)
Oay (1, Bz, fa, wo) 2(B5 — 1)32(Bs — [1) (k1) 2(83 — B1)(B2 — 1)
Analogamente, obtemos as relagdes
f) _ 4V/3 _ B2 Lr/wg
8742@1(51’52’53’@%) o 2\/63—61\/(@25—/321)(&—/32) K(ky) = g(gz—\/ﬁl)(@—ﬁz)’ (3.4.17)
0 . —4+/3 . —B3L\/wo e
B0 2181, B2 B3, wo) = 50555505 K (F1) = sy

Agora, da definicdo de ®, segue-se que V(q, ay.a5)P2(01, B2, 33, w0) = (1,1,1). Com respeito a
®3, temos inicialmente da relagdo

E(k) —k°K(k) K*dK
k2K kK dk
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que

K dK

kK dk
Entdo, como K satisfaz a equagdo diferencial hipergeométrica (v. Apéndice)

Qs (g, o, g, wp) = g + (a3 — )

’K K
mﬁ% . 3k2>fl_k kK =0, (3.4.18)

/2
e do Teorema 3.2, ,’j—K‘ﬁl—f (a1,02,03)=(B1,82,83) = _536—262’ segue-se que

v(aha&aa)q)?n (ﬁlv 527 ﬁ?n CO) =

( Bafs — P12 — P13 Bafls — 1S3+ B1B2 [1f2 — 103 — 233 ) (3.4.19)

2(02 — 51)(Bs — B1) 2(B3 — B2) (B2 — B1) 2(Bs — Ba2) (B3 — )
Além disso, de (3.4.16), (3.4.17) e (3.4.19) obtemos que o determinante jacobiano de ®(-, -, -, w)

satisfaz,

a(®17 q)QJ ®3)
a(alu a3, Oé3>

BBz + 135 + (235
— B1)(Bs — B2)(Bs — Br)

Agora, como a onda cnoidal ¢; = ¢i(+; 51, B2, F3) satisfaz (3.4.5) com as condi¢des w = 1,
Ay = —%(ﬁlﬁg + G233 + B331), média zero em [0, Ty, ] e ¢ (0) = ¢! (T, ), temos de (3.4.5) que

— Ly e (3.4.20)

(B1,B2,63,wo)

1

T¢1
3 [ @O A= AuT, = ALy, (3:4.21)
0

e entdo de (3.4.20)

3

Ty,
- — 2
(BrB2Bsco)  A(B2— B1) (B3 — Ba)(Bs — Br) /o i(8) de £ 0. (34.22)

Assim, do Teorema da Fung¢do Implicita, existem vizinhangas I (wy), B(f1, B2, 33), € uma dnica

fungdo suave 1T : I(wq) — B(f1, (2, 53) tal que

a(q)la (P27 (D3)

a(alu Qag, Oég)

O(Il(w),w) = (0,0,0) para todo w € I(wy). (3.4.23)
Finalmente, de (3.2.6), (3.4.8) e (3.4.15), segue-se o Lema. O
Agora, calculamos as derivadas ﬁai.

Corolario 3.1. Seja Il : I(wq) — B(p1, B2, 83) a fun¢do suave definida no Lema 3.1, satisfazendo
O(II(w),w) = (0,0,0) para todo w € I(wy). Denotando I1(w) = (a1 (w), as(w), az(w)) temos

as relacoes
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%al (w> = w(a1a2+0¢110¢3+042043) oz%(ozl o 042) + a%(al o 043) ’
ﬁ&g (’LU) - w(a1a2+a11a3+a2a3) Oé%(OKQ - Oég) - Oé%(Oéz N al) ’ (3.4.24)
ﬁag(w) = w(a1a2+a11a3+a2a3) O{%(O{g — 042) + &%(043 — O[l) .

Demonstracao: Seja a = («ay, s, a3). Entdo derivando com respeito a w a relagdo (3.4.23) e
utilizando (3.4.20), (3.4.22) (substituindo aqui [3.s por a/s ), obtemos

Va®y PN
iH(w) = VP 0
dw (0% 2
VaPs 0
. 3(o — o) + aj3(ar — as)
- of(ap — as) + 043(042 -—)) |,
w(arag + ajag + asas) ) :
ai(ag — ag) + aj(ag — aq)
demonstrando (3.4.24). ]

A seguir, estabeleceremos o teorema principal desta secdo, a respeito da existéncia de uma
curva suave de solugdes ondas cnoidais para o sistema (3.0.1) com um periodo fixo L e com média
zero em [0, L]. A nota¢do empregada no Teorema 3.3 abaixo serd idéntica aquela utilizada no
Lema 3.1.

Teorema 3.3. Seja L > 0 um nimero fixo e consideremos w € I(wg). Entdo existe ¢, €
H™ ([0, L]), n > 0, tal que fOL ¢ d€ = 0 e satisfaz a equagdo

per

H() + 36(E) — w Bu(€) = Ay, para todo £ ER, (3425
onde . ,
Ao =57 [ 200 de =~ T aitwla(w) (3.4.26)

Além disso, a aplicagdo w € I(wy) — ¢, € H",.([0, L]) é uma funcdo de classe C".

per

Demonstracao: Seja ¢; = ¢1(+; ;) a onda cnoidal determinada pelo Lema 3.1 com periodo
fundamental L+/w, média zero em [0, L+/w] e satisfazendo (3.4.5) com w = 1. Definamos

dw(§) = w 1 (vVw &) para todo & € R. (3.4.27)
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Observemos que ¢,, tem a forma (3.2.5) com 3; = wa; e > 5; = 3w. Entdo, ¢,, tem periodo L e

média zero sobre [0, L]. Além disso, ¢,, satisfaz a equacao diferencial

1
(&) + 50u() —whn(€) = w*Ag, (w).
Agora, das propriedades de ¢; obtemos a relacao

1

A 1(€)d¢ = w(dé = —
o1 (W) 2Lr/ ¢1(§)d€ = 2L2/¢ 3
e entdo ¢,, satisfaz (3.4.25). Além disso, de (3.4.28) e do Lema 3.1 obtemos (3.4.26).

Finalmente, da regularidade de ¢, e «;’s obtemos a regularidade da curva w — ¢,,. O

Ay, (w), (3.4.28)

Observacao 3.4. Seja L > 0 um niimero fixo. Por (3.2.7), obtemos uma cota inferior a priori
2

p— — 2 2 s 5
para wy = wo(B3) = T (83)/(4L7) > i Por outro lado, da observacdo que segue
do Teorema 3.2, Ty, (33) pode assumir qualquer valor do intervalo (0,00) para 35 > 3. Entdo,
podemos escolher wo = T}, /(4L?) arbitrariamente no intervalo (0, o). Agora, pelo Lema 3.1 e
pelo Teorema 3.3, existe um intervalo I(wg) em torno de wy tal que existe uma curva suave bem

definida w € I(wg) — ¢, € H

per

([0, L]) de ondas cnoidais satisfazendo a equagdo (3.4.25).
Da unicidade da aplicagcdo 11 no Lema 3.1, podemos definir a aplicacdo w € (0,00) +— ¢, €
H” ([0, L]) como uma curva suave de ondas cnoidais para a equagdo (3.4.25) com um periodo

per

fixo L e média zero em [0, L.

Portanto, do Teorema 3.3 e da observacdo 3.4, temos o seguinte resultado de existéncia de

solugdes periddicas para (3.2.2) com K; = 0e Ky = A,.
Teorema 3.4. Para cada c € (—1,1) ew(c) =1 —c* € (0,1), a aplicagdo
< (—1, 1) — ¢w(c) S ngr([O,L])

é uma curva suave de ondas cnoidais tal que fOL Duw(e) (x)dx = 0, com Guw(c) satisfazendo (3.4.25)

e Ay, dado por
2 w(e)*
¢w<c) / ¢ §)d¢ = 76 Zai(w(c))aj (w(c)). (3.4.29)
i<j

Além disso, c € (—1,1) = (Pu(c), —CPuw(c)) € uma curva suave de ondas cnoidais para o sistema

(3.0.1).
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A seguir, obtemos a propriedade de que o médulo k£ como uma funcdo de w € estritamente
crescente. Este resultado € essencial na andlise da estabilidade. A nota¢do empregada a seguir sera

amesma do Lema 3.1.

Teorema 3.5. Consideremos w € (0,00), II(w) = (ay, oo, a3) e a fungdo mddulo

B az(w) — ag(w)
k(w) = k(Il(w)) = v :
Vas(w) — oy (w)
Entdo, temos que - k(w) > 0.
Demonstragdo: Denotando por A(w) = w(ajas+ajazt+asas) e B(w) = 2(az—a;)?2/az — ag,

entdo do Corolario 3.1 e do Lema 3.1 temos

d 1 doy (w) dovs(w) dag(w)
2ot = grlles —a) TG — (ea — o) TEE + (=) T
2
= —W(ag —ag)(g — aq)(az — ag)(ag + ag + as)
3(0&2 — Oél)

= — k(w) > 0.
w(aag + ajag + asas)

Observemos que de (3.4.26),

Estabeleceremos a seguir o nosso teorema de estabilidade.

Teorema 3.6. Sejam c € (—1,1) e w(c) = 1 — 2. Entdo, existem ¢ > 0 e Ly > 0 tais que a onda
periddica viajante (. (c), —Chuw()) dada pelo Teorema 3.4 é orbitalmente estdvel no subspaco
fechado

F=H' ([0,L) x L2 ([0,L]) N E,

per per

onde E = {(u,v) € H,([0,L]) x L2,,.([0, L]); fOL udz = 0}, pelo fluxo da equagdo de Boussi-

per per

nesq, sec € (—1,—1+¢)U(l—¢,1)e L > L.
Observacao 3.5. Numericamente, vé-se que Ly ~ 4.2561515309.

O roteiro que seguiremos de agora em diante serd o seguinte: Verificaremos que as hip6teses
1-2-3 sdo validas no caso em que consideramos as solugdes (Pu(c), —CPu(c)) € em seguida de-
monstraremos o Teorema 3.6. De fato, a primeira hipétese segue diretamente do Teorema 2.7,
enquanto parte da segunda segue do Teorema 3.4. A segunda parte da segunda hipotese, a qual diz
respeito a convexidade da fung@o d(c), serd tratada na subsecdo 3.4.5, logo apés a andlise espectral

do operador L., definido em (3.3.1), apresentada na subsecio 3.4.4 a seguir.
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3.4.4 Analise espectral do operador L.

Verificaremos agora a hipétese 3 para L. definido em (3.3.1), com ¢ = ¢, dada pelo Teorema

3.4. Para isto, calculemos o operador Hessiano L. através de sua forma quadratica associada,
QC(Q? h) - %<£C<g7 h)? (97 h))

Qelg.h) = [ {(0% + (92)° + 1) — 1609 + cgh}da
ZfL{%(l A)g? +(9)? = bug?) + 2(h + cg)?}dx (3.4.30)
= QY (g) + LIh + cgll?
onde
1 [t 1 [
Qi(g)z—/ (g’)2dx—|——/ V(z)gdx (3.4.31)
2 /o 2 Jo
c

V(z) = w(c) = du(e) ().

Do sistema de equagdes diferenciais ordindrias (3.2.1) para a onda viajante periddica (o (c), YVw(e)) =
(Dw(c)s —CPu(c)), Segue-se que g = 925;;( e h = ¢w(c satisfaz L.(g,h) = 0. Para ver que
L (Gu(e)s Yu(e)) gera o niicleo de L., consideremos (g, h) € Ker(L.). Entdo, da propria defini¢do

de L., obtemos

—¢"+(1=Ag— dueg = 0
h = —cg.

Mas entdo, das propriedades do operador L., = —0? + w — ¢,,, (vide Teorema 6.1 do Apéndice),
eh=—cg= —c)\qﬁiu(c) = )‘Q/J;(c)’ onde A # 0 € R.

Para provar que existe um tnico autovalor negativo e simples, consideremos Q! definida como

temos que g = )\gbw(c
em (3.4.31), a qual é a forma quadratica associada ao operador L.,,. Pelo Teorema 6.1 do Apéndice,
temos que o operador L., possui exatamente um autovalor negativo que é simples, digamos, [,
com autofuncdo associada y. Como Q}: assume um valor negativo, entdo de (3.4.30), também Q).

assume um valor negativo e portanto o menor autovalor de L. € negativo. De fato, consideremos

X = (x, —cx), entdo
— 1 1 2 1 1
LX) = QcX) + Sllex — exl] = Qclx) = 56 < 0.

Suponhamos A; o menor autovalor de £.. Mostraremos que o préximo autovalor de L., digamos
A2 € 0, o qual ja sabemos ser simples, e mostraremos que seu terceiro autovalor, A3, € de fato

estritamente positivo. Demonstraremos isto utilizando a caracterizagdo min-max de autovalores
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(vide S. Reed and B. Simon em [39]), a saber,

h
de = max —Qg(g 1) . (3.4.32)
wimex | omeor Tl + T
Escolhamos ¢; = x, 11 = 0 para obter uma estimativa por baixo, a saber
c(g,h
N > %, (3.4.33)
@mexor ||gl|f +[|Al[G

(9:x)1=0

O lado direito de (3.4.33) € ndo negativo ja que no subspago

{(g,h) € X\ {0}; (9, x)1 = 0},

Qé(g) > 0 pelo Teorema 6.1 do Apéndice. Assim, Ao > 0 e, de considera¢des anteriores, Ao = 0.
Para estimar \3 por baixo por uma quantidade estritamente positiva, usamos 0 mesmo argumento
com respeito ao subspago de dimensdo 2 gerado por (x,0), (¢,,0), pois neste caso Qlg) >

)TQ\ lg||?, parag L x, g L @ly(c)» ONdeE X2 € 0 terceiro autovalor associado a £, o qual € estritamente

positivo. Isto finaliza a hipotese 3.

3.4.5 Convexidade da funcao d(c)

Vamos agora verificar que d”(c¢) > 0. Assim, de (3.3.3), temos que ver que

1/ d d g
d'(c) = —H(ue) Yuo) = %< - /0 C¢3u<c>df’”>

L ) d L )
= - dx — c— d
/O Drp(eydx — ¢ T /0 D) dw
L d L dw
- _ 2 d o 2d
/0 Pt 1 cdw(/o P $> dc

L d L
— 2 2 @ 2
= /0 ¢, dr + 2c T (/0 gbwdx) > 0,

em algum subintervalo de (-1,1).

Iniciamos demonstrando algumas relagdes associadas as fungdes o; = ay(w), i = 1,2,3,
obtidas no Lema 3.1. Denotando por

43
Vas— a1
o periodo da onda cnoidal onde temos que Ty, = L+/w. Entdo, a3 — ay = 48k*K*(k)/T7 e de

(3.4.14), obtemos nossa primeira relagao

Ty, =Ty, (o1, a0, 3) = K(k)

0y = —(ag—ap)ERCK sk [E _ k;'?K} _ 8K [E _ k'ZK] (3.4.34)

T wlL?
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Assim, de (3.4.34),

0y = S 4a, 48;?2(1;2—}5) — %[K—E}:%[K—E}, (3.4.35)

onde utilizamos que k2 + k> = 1. Agora, da terceira igualdade em (3.4.14) segue-se que as(FE —
K)=a3(F—(1-k*)K) eentdo (ay — a3)(F — K) = azk? K. Assim, da defini¢do de k? temos

_ « a _  F
K-F = ;%K = -2 = Z (3.4.36)
Portanto, de (3.4.35) e (3.4.36), obtemos
o = E%(CYS = quLIgE K|:K E} fvstgE. (3.4.37)

Finalmente, da segunda igualdade em (3.4.14) e das relacdes (3.4.34), (3.4.35) e (3.4.37) obtemos

a seguinte relacao importante para w

16
w = —ﬁK[?)E Kk — 2)] (3.4.38)
Observemos que esta dltima igualdade implica que 3E < K(2 — k?). Além disso, a fungdo
h(k) := (14+k?)K(k)—3E(k) = (2— k*)K (k) — 3E(k) é estritamente crescente em (0, 1). Para
demonstrarmos isto, provaremos inicialmente que a fungdo f(k) := (1 + k¥*)K (k) — 2E(k) > 0
Vk € (0,1). De fato, f(0) = 0e f'(k) = 5 (E — k?K) > 0Vk € (0,1). Visto isto, derivemos

agora h(k). Temos

dK dE
/ _ AN 2 K =
W(k) = (L4+K?) = — 2kK -3
1
= (B4 KK = 2"E) >0 (3.4.39)

Vk € (0,1), pois como E > kK, temos que E + K*K > k?(1 + k?)K — 2k*E + 2k”F =
K2 f(k) +2k*E > 0VEk € (0,1).

Agora, de (3.4.29) e (3.4.34)-(3.4.35)-(3.4.37) e das relacdes no Apéndice para L o ‘fi—f em
(6.1.5), obtemos que

3L ¢ [, o dK 2dK dE dE
- dv) = K*|kk"E— + K’k ——— + kE K*D(Fk). 3.4.40
48?2 < /0 u x) [ dk dic dk dk] (%) (3:4.40)
Note que D(k) < 0.

Portanto, para sabermos o valor de ﬁ < fOL gbidw) , precisamos calcular a derivada %D(k) =

lei CZ{:D(k). Iniciamos estabelecendo os valores de alguns termos que aparecerdao na derivada
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d%D(k). Para isto, usando que K satisfaz a primeira equacdo em (6.1.3) e I satisfaz a equacdo

diferencial hipergeométrica (vide Apéndice)

4B dE
kk’ZW + k’Q% +kE =0, (3.4.41)

temos os seguintes fatos:

[(1 — 3k?) L 4 kk’“z—ff} E=kKE.

dk?

[26(1 — 242) % 4 2G4 = (k9 4 R K| 4.

k2 | dk dk
(3.4.42)
RRPIECE — 2 pdf g dKdE
kELE = —E4,
onde utilizamos que fl;T’;; = —%% (vide Apéndice) na ultima igualdade de (3.4.42). Entdo, segue
de (3.4.42) que
d 2 dK dF dFE dK dFE dEN?2 dK
e D(K) = RKE + kk* SRS k2K — k2B B+ k(S) - BS (3443
dk<) + dkdk+ dk dk+ dk+ dk dk ( )

Agora, de (6.1.5), temos kk"? 242 — (1 — p2)dK B 4 (k2 — 1) K 4K bem como, as relagdes

dk dk dk >

(k2 — 1)K = Q-F)KE-KE
dk 2
PKYE = kKE — kK> (3.4.44)

2
dE dE __ 2FE?_3EK+K?
E dk +k ( dk ) - k :

Portanto, pondo estas relagdes em (3.4.43) e usando (6.1.5), obtemos finalmente que

4D(k) =2kEK — kK? — 2k B 4 (k2 — 1)K 4K 22 =3BRAIC

=2kKE — 2kK? — 2k’ E4E 4 K27€EK + 2E2—3§K+K2

— 2[E - K] | EK2K] - op gk
s [2k’2(E _K) - 2k2E].

(3.4.45)

Agora, mostraremos a seguinte expressao para D(k),

D(k) =[E - K|[3E — K + k’K] + k’EK. (3.4.46)
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Para isto, usando novamente a relacao ‘227? = —%%, (3.4.41) e (6.1.5), obtemos

k2 4K — kE(k’2 + k:E> — kE(%E + kK),
k?le%% — deE ((1 _ k2)dE + kE
- %[k:(E— K) +/<3K},

€ portanto

dE
Dk = = [QkE k(E— K) + k?’K} +REK

= [E—-K|[3E - K + K*K] + k*FK.

Assim, dos resultados acima obtemos

3L d L dK dk 2 2
i ) i) = 2 G [P0 KB - ) ]
dK dk 2
= 2K— —|(E-K)3E - K+ K*K + kK"K
dk dw [< )G + + )}
dK dk
= 6(F—K)EK——
( ) dk dw’
e entdo obtemos que
d 1 [+, 2304 dK dk
2z — K — EYEK——". 4.4
dw<2 /0 (bwdx) ¢ JER e G G447

Observacao 3.6. Como em nosso trabalho, estamos considerando w > 0, de (3.4.38), temos que
ke :={ke(0,1);(1+k)K(k)—3E(k) >0} = (ko1),

onde kq é tal que h(ko) = 0e h(k) = (1 + k"*)K (k) — 3E(k). (O elemento kq existe pois h(k) é
uma fun¢do continua e estritamente crescente (v. (3.4.39)), com h(0) = —5€ h(1) = +00). Além
disso, k:g > % pois h(@) < 0. De fato, pela relacdo de Legendre (vide [11], férmula 110.10,
pag.10), temos que

PR ~ k(LR =T 50
e portanto, 2E(\/7§) > K(‘[) Assim,
p(2) = 2k (2) —38(2) < Sap(2) —35(L2) — 382 - 38 ~o.

Agora, a partir de experimentos numéricos feitos no Mapple, € possivel concluir que kg ~ 0.980383.
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Observacao 3.7. De (3.4.38), temos que ¢ — 1 < w = w(k) — 0 & k — ko. Com efeito, se

16h(k) K (k)
L2

k — ko, entdo w(k) = — w(ky) = 0, ja que h(ky) = 0. E reciprocamente, suponhamos

que w(k) — 0 e por absurdo que k — Ko # ho. Como k — Fy, entdo w(k) — w(k) = !

6h(k0

e como por hipdtese, w(k) — 0, temos que = 0, o que implica que ky = ko, pois h(k) é

estritamente crescente (v. (3.4.39)).

Teorema 3.7. (Convexidade de d(c)) Seja L > 0. Entdo, existem ¢ > 0 e Ly > 0 tais que
d"(c)>0sece (—1,-1+e)U(l—¢1)e L > L.

Observacao 3.8. Estabelecemos usando o Mapple que numericamente Ly ~ 4.2561.

Demonstracao: Utilizando as relagdes (3.4.40), (3.4.46) e (3.4.47), temos que

d'(c) = — [} ¢%(x)da + 22 L ( [if 62 (x)dx)

482 12 2 2
= K°|(FE—-—K)3F - K+ k*K)+ k°EK
— 313 [( ) ) } (3.4.48)

dK dk
A (| — B)BK UK dk

_ K2D(k) + 4c* 45 (K — BE)EK L 4k

— 3L dk dw

Do Teorema 3.5 e do Apéndice desta tese, temos as relacdes

dK E — k*K

= - === (3.4.49)
dk w(ay — o)

W = e kw) (3.4.50)

e das relacdes (3.4.34) e (3.4.37) obtemos

48K

ISEK  48K72K>
wl? '

B - KK] + wl? wl?

Ay — (V] = —

(3.4.51)

Assim, substituindo (3.4.51) em (3.4.50), obtemos

48 K2 244, dk
L2 kk? dw
Agora, das relacoes (3.4.29) e (3.4.48) temos

(3.4.52)

L
A¢>w = ifo ¢z2u($)dx

= +{ - KD}

(3.4.53)
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De onde concluimos, juntando (3.4.50) com (3.4.53)

dk L? 1
O -~ 3.4.54
dw 16 (—D(k)) ( )
Substituindo (3.4.52) na primeira parcela de (3.4.48) e utilizando a expressado (3.4.53), obtemos
16 /12A4  dk 482 dK dk
d'(c) = 20w 22 ) D(k) + 4 — E)EK— =
©) = T (G qu) PW) + 4 5 (6 = B)EK e
16 1 dk (—482 482 (E — k”K) dk
= —— KQDk:Q} 4 — (K — E)EK~————2 —
LT dw spr KD |+ AT (K~ ) W2 dw
482 1 dk 4
— 4.2 2 N 2 p? 4 A(K — E)EK(E — k2K }
L3kk’2dw{ TG JEK )
Usando que
16
w = —EK[?)E + K(k* —2)] >0,
e portanto (2 — k?) K — 3E > 0, obtemos,
482 1 dk (1
d'(c) = SK| | kY
(€) DE R dw 12 [3E 1 K(k;2 —5| )
+ (K - E)EK(E — k:’QK)}
482 1 dk (1 -1
L3 kE? dw L 12 [(2 - kK — BE} (k)
+ &K — E)EK(E — k;’zK)}
= q(o). (3.4.55)

Passaremos entdo ao limite na expressao entre chaves em (3.4.55), fazendo ¢ — 1. Da observagao

3.7, segue-se que

lim (K — E)EK(E — K°K) = (K (ko) — E(ko))E(ko)K (ko) (E(ko) — k2K (ko)) > 0

CcC—

onde ki = 1 — k2. Além disso, utilizando a regra de L'Hospital, (3.4.39) e (3.4.54), temos ainda

: 2-1
que lim. ., G5

21 -1 —1
lim ¢ = llm dc(c ) 1 dc(c )

=1
1 2-R)K—3E o Z[2- KK —3E] -l Z[(2— k?)K — 3B

dw dc
B (—1) B 16D (ko) ~0
B (ko) koki2 ——%2 LY(E(ko) + k' K (ko) — 2kG E (ko))

0 16(—D(ko))

existe e € negativo. De fato,

De onde concluimos que

2
-1
lim ¢

c—1 {%K[(Q — kQ)K —3F D(k)z + 02(K B E)EK(E B k,2K>} >0
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S€

L2 > _% D(ko)?’ — 12
3 (B(ko) + ko' K (ko) — 2§ E(ko)) (K (ko) — E (ko)) E(ko)(E(ko) — kK (ko)) —

(3.4.56)

Portanto, na vizinhanca de 1 e —1, d”(c) > 0 se L satisfaz (3.4.56). Agora, como ¢(c) é par,
segue-se que 3 € > 0talque d’(c) > 0Ve e (—1,—1+¢)ed’(c) >0Vece (1 —¢,1)se L > Ly.
]

Observacao 3.9. Usando o programa Mapple, fizemos um experimento para obter valores aprox-
imados de ko e Ly. Obtivemos ko ~ 0.980383, logo o lado direito da desigualdade (3.4.56) vale
aproximadamente L} ~ 18.11482592. Portanto, concluimos que d"(c) > 0 se ¢ estd na vizinhanca
dele—1elL > L.

Demonstracao do Teorema 3.6

Para demonstrar o Teorema 3.6, seguiremos as id€ias estabelecidas em [21], demonstrando trés
Lemas preliminares. Tais lemas sofrerdo modificagdes necessdrias em suas demonstracoes, pois
em [21] a constante A, = 0 e aqui estamos considerando A, # 0. O primeiro deles é puramente
técnico, o segundo mostra que o hiperplano I’ ($)L ndo intersectao cone { ¥ € X;(H(Y), ¥) <
0} e o terceiro que H (W) atinge seu minimo em u = $ desde que W pertenga ao conjunto das

~ ., . .~ — -0 L
fungdes admissiveis satisfazendo a restri¢do I(w') = I( ¢ ) e [, udz = 0.

Observacao 3.10. Derivando o sistema (3.2.2) com respeito a ¢, obtemos para ¢ = @), P =

VYu(e)

ey = —ie( Lo Ly Ly 4
4'(0) = ~(Lelo-bun tbu). (s 2-0)). (34.57)

Lo(L0, L)) :( ’ ¢ 1)(3 )
dc
:<—¢—%A¢>_
—¢

Com efeito,

(3.4.58)
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Portanto de (3.3.3) e fOL ¢dx = 0, temos de (3.4.58)

d [* bod d
W@)=:—1/¢W@Mx:/‘w%¢+¢%ww

- (@ ¢>< 6, 50)
- (o ><j )
- —<cc<%¢,%w>< 6,0)).

Lema 3.2. Existe ¢ > 0 e uma tinica aplicacdo de classe C', o : U, — R/L, tal que para todo
welU.ereR,

é
(1) (W(+a(W)), 4 0) =0,
(2) (U (- +7) =a(u

) —r, mddulo o periodo.

Demonstracio: Consideremos o funcional definido em X x R, para v = (u, v) por

G(u,r) = (r.u, P )= /0 u(x + )¢ (x)dx + /o v(z 4+ r)Y(z)de.

Y / 2 Ly 2 ~
Como G(¢,0) =0e 82G fo ¢ (z)|*dz + [, |4/ (z)[?dz # 0, o Teorema da Fungéo
Implicita mostra que existe uma bola aberta em torno de E), digamos, B = Be(z), € um unico
funcional 3(), de classe C" tal que paracada w € B, G(W,3(w)) = 0.

Agora considerando aqueles r € R tais que para u € B, 7, © € B, temos que
B(r, ) = B(W) —r. (3.4.59)

De fato, como G (7w, 3(w) —r) = G(,3(%)) = 0, a unicidade de 3 implica que 3(7,. ') =
B(w) —r.

Agora definamos o tubo
U ={r,7;scR v € Be(g)}

e seja  definida em U, dada por

B(V) — s.

a(r )

De (3.4.59), v esta bem definida e satisfaz (1) e (2). Isto finaliza a demonstragao. O
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Lema 3.3. Seja d”(c) > 0. Definamos por A = {7y = (y1,y2) € H,,,([0,L]) x L2,.([0, L]);
Jy e =0, (F.G71(6))x =0, (T, & 6) =0.|[7| = 1}. Entdo,

=inf{(L.Y,V); ¥ € A} > (3.4.60)

Além disso, existe uma constante positiva D tal que (L. Y,y ) > D|| Y ||% para todo y € A.
X

Demonstracao: Sejam ¢ = ¢, ¥ = 1,. Mostraremos inicialmente que ( > 0. De (3.4.57),
obtemos que 0 < d”’(c) = —(Lc(Lop, L), (L, L1p)). Agora, fazendo uma decomposicio es-
pectral de H! ([0, L]) x L2,.([0,L]) = [X] @ [%g] @ P, onde (L.P, P) > 0, podemos escrever

per per
d — =
%((157?/1) CL()X +b0 ¢+p7 p GP

Lembramos que £, X = My x com A\, < Oe L (iz) = 0. De onde segue que (L. p, ) <

—a3 ;. De fato, como G~ L, é auto-adjunto temos

(LT F) = (LT 50 = (G Ll 9), 5 D)x
(GG D))
= (L5 80 5 )~ (Ll D))
< —a2\
pois,
(L 8) ) = <i$,c<a07>>

= (ao’X +bo ¢+p aoM X ) = aghi

onde na ultima igualdade acima usamos o fato que as autofuncdes de L. sao ortogonais.
Seja y € A. Da prépria definigdo de A temos que (3, G~ I'( gb Nx =({y, L (/5 ) =0ealém

. — - = — .
disso, podemos escrever ' = ax + po, com p o € P. Assim,

—. _ —
<‘CC(%¢)7 y) = <G 1£c(%¢)a7>){_)
= <G_1£C(a07 + bo% QZ5 + ?), CLY + ?O>X (3461)
= apah + (GT'LTP, Po)x-

De (3.4.58) e do fato de ¥’ = (y1,2) ter primeira coordenada com média zero,

—

(LL¢),Y) =((—tw— LA, —0),7)

(8. F) = (G (). T)x =0, (3462
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€ portanto,
<‘Cc?7 ?0) = _GOQ)\l

em vista de (3.4.61) e (3.4.62). Assim, usando que |[(Az,y)]? < (Az,z)(Ay,y), se A é um

operador positivo, obtemos imediatamente que
G'LP, Do)
LTT) = ah+ (G LT Folx = 0tk + o LeP Polx
< > ' < ’ 0> ! <G_1£c?a?>X
LT, 7o) 2,2)2
( p_>12> >a2>\1_aog 1
<£C p, p> a‘[]>\l

= CZQ)\l —+ =0.

Mostraremos agora que ¢ > 0. Suponhamos por absurdo que ¢ = 0.
Mostraremos que existe (¢*,h*) € Atal 0 = ¢ = (L.(g*, h*),(g*, h*)). Com efeito, seja
{(g5:h;)} € Acom
lim (L.(g;,h;), (g5 hy)) = ¢ = 0. (3.4.63)

00
Como ||(g;, h;)|| € uniformemente limitada em X, temos que existe uma subsequéncia de {(g;, h;)}
que também denotaremos por {(g;,h;)}, e (9,h) € X tal que (g, h;) — (g, h) fracamente em
X c L2

per

([0,L]) x L2,.([0,L]). Mas entdo, existe uma subsequéncia de (g;), a qual também

per

denotaremos por (g; ), tal que
g; — g €m Lper([()?L])

pois a inclusdo H! ([0, L]) C L?

per per

Agora, de (3.4.63), temos

([0, L]) é compacta.

(Lc(gy,hy), (95, h5)) = ({95 — 9] — g5 + chy,cg; + hy), (g5, hy))

L
= / da:—l—/ (g]) dx+/ thx—/ ¢g2dx
0 . 0
+ 20/ g]hjdl’—>CZO
0

quando j — oo. Entdo, para todo € > 0, 3.J tal que Vj > J,

L
y/ dx+/ g])deJr/ h2dyc—/ ¢92dx+2c/ g;hjdz) < €
0 0
L L L
L<lopil = [ s [[res [ e
0 0

< / ¢g2d$ — 20/ gijhjdr + €.
0

ou ainda,
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Como g; — gem L2, ([0, L]) e h; = hem L2_.([0, L]), entdo fOL gjh; — fOL gh. Dai,

per per

L L
1§/ ¢g2—2c/ gh + €.
0 0

- o .
De onde concluimos que (g, k) # 0, pois se assim ndo o fosse, terfamos 1 < e¢. Um absurdo.

Definimos entdo (¢*,h*) = ) Eno, g, h*) € A. De fato, |[(¢g*,h")|| =
[I(g:R)II

1’
(g, "), G (¢, 0))x = O e [ g*dz = 0, pois g;(z) — g(x) q.tp. e além disso, [g;(z)| <
h(z) Vj, com h € L?

per

%
Ji¥ gda. Tsto finaliza o Lema. O

([0, L]). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, fOL gidx

Lema 3.4. Seja d’(c) > 0. Entdo, existem C > 0 e € > 0 tais que
— —
H(w)—H(¢) 2 [V (-+a(w)) - oIk (3.4.64)
para W = (u,v) € U, satisfazendo 1(u') = I(g) e fOL u(z)dx = 0.

Demonstracio: Seja ¢ = G‘ll’(g) = G (¢, ¢). Como G : X — X' e portanto G~*(¢), ¢) €

X, podemos escrever
—
U(+a(W) - ¢ =aqd+7Y

onde (¢, 7 )x = 0, a € R. Pela invariAncia de ] mediante transla¢des e do Teorema de Taylor,

com

quando 7 —0em X, onde T = U(-+a(u)) - 5 Isto €,

7 llx).

Mas entao,

() = I(6)+(T.aT +T)x+o([T(+ (W) - & |lx)
1(6) + al| TN% + ol T (- + (W) = B Ix),
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logo a = o(|| (- + a(@)) =  |[x).

Seja agora, £L(') = H(W') + cI (). Utilizando novamente o Teorema de Taylor, temos

LOT) = LOTC+a(@) = £(3) + (L(F). T) +5(£"(3)7,7)

onde
é
RGN,
— )
1%
quando?%OerrLX,le, R2($,7)| = o(]|?'||%)- Seja v Eﬂ}(-—l—a(ﬂ)))—z:a?%—?

é
P— . . L g
pois v tem primeira coordenada com média zero. Notemos que L”( ¢ ) = L., logo

H(W) - H($)

LN

(Lo(aT +T)aT +T) + ol TIZ)

=TT D) 4 allT T 4 LT T) 4 ollITIR)
(
(

) +0(a®) + O(lal|| 7] x) + o(II T[] %)

NN ORI )

v,y
v, y) +ollV%),
onde na terceira igualdade utilizamos que
alLq, Y ) =alled, V) —a (LT, ),

e portanto como |a{L. ¢, ¢ ) lal||L. G ||| 7] x segue-se que a(L. G, q) = O(lal||V]|x).

| <
De modo similar, vé-se que a*(L. ¢, ¢) = O(a?). Na quarta igualdade usamos que sendo a =
o([[7"|x).
lalll 7'llx __lal
17115 I1Vllx
temos que O(|al||V'||x) = o(]| V' ||%). Analogamente, O(a?) = o(||V'||%).

—

Agora, de (1) do Lema 3.2 e do fato que (G_ll’(g)), 4 %)y =0, temos

— 0,

- d—= — - d—
(7.2 ) = (R(+a(@) = § —aT, 28 =0
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Portanto do Lema 3.3,
— 1
H(u)-H(¢)= —<Ec(7), v+ ol V%) = ClIY X + ol T %),

pois 7 # 0. (. £ 0) = 0¢ (7. 7) = (V.G I'(¢))x =0.
Finalmente, como
1Y1lx = 17" = aqllx 2 |7]lx = lall[d]lx = [[V]]x = o(||V|x),
temos para || v’ ||x suficientemente pequeno (vide Lema 3.2),
H(W) ~ H(9) 2 C||T|f.

obtendo portanto (3.4.64).

Prova da Estabilidade

Mostraremos agora a estabilidade da 6rbita - = {(¢(- + 5),9¥(- + s));s € R} no subspago
fechado de H! ([0, L]) x L2, ([0, L]), dado por

per per

L
E = {(f.9) € H., ([0, L]) x L2,,([0. L]); / fdz = 0}. (3.4.65)

Com efeito, suponhamos que Q2 ¢ F-instvel e seja UR(0) = (ur(0),v:(0)) € Ur N E uma
sequéncia de dados iniciais tais que U () = (ug(t),vx(t)) ¢ U, para algum ¢ > 0 e algum
t € (0,7, T dado na teoria de existéncia de solugdo local em H,.([0, L]) x L2,.([0, L]), onde
U 1, (t) é asolugdo do sistema (3.0.1) com dado inicial %' ;(0) (veja Teorema 2.7). Como Co(u,v) =
fOL udx é uma quantidade conservada para a equacgdo de Boussinesq, temos que Co(u (), vg(t)) =
Co(ur(0),v,(0)) = 0, Vt € (0,T). Agora, por continuidade do fluxo ¢ — wz(t), encontramos t,

com k suficientemente grande tal que
. — -
;Ielﬂg ue(te) = & (- +y)llx =€ (3.4.66)

Como H e [ definidos em (3.1.1) e (3.1.6) sdo funcionais continuos em X, invariantes pelo fluxo

em questao e invariantes por translacdes temos

—

—_—
H(W k() = H(Wk(0)) = H(¢) e I(Wi(tr)) = 1( ),
quando k — oo. Seja agora w ) € U, N E tal que I(w},) = ](E)w) e||wr — Wrty)||x — 0.
Entdo, pela continuidade de /1 e o Lema 3.4, temos
— —
0= H(Wy)—H(p) = Clwi(-+a(Wi) - oll%

= O[Tk — (- — (@)%,
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€ assim,

o que contradiz (3.4.66).

3.4.6 Um teorema de existéncia global

Notemos que a defini¢do 3.1 requer que as solucdes em (3.0.1) sejam globais. Assim, nesta
subsegiio demonstraremos que se o dado inicial ug = (ug,vo) estd suficientemente préximo da
onda viajante periddica E)w(c) = (Dw(e), Yu(e)), com w(c) = 1 — ¢?, a solugdo local de (3.0.1),

dada pelo Teorema 2.7 é global.

Teorema 3.8. Sejam L > Ly, € dado pelo Teorema 3.7 e ¢ € (—1, —1+¢€)U(1—¢, 1). Consideremos
Ew(c) = (qbw(c), —cgzﬁw(c)), a solugdo onda viajante periodica de (3.0.1) dada pelo Teorema 3.3,
com w(c) = 1 — c* Entao, existe um § = §(c) > 0 tal que se (ug,vy) € E, com E definido em

(3.4.65) e existe um niimero 0 tal que
[0 = Guie)(- + O)||1 + [|[vo + cOwe) (- + )| <9, (3.4.67)

entdo a solugcdo (u,v) de (3.0.1), correspondente ao dado inicial (ug,vy) € global e pertence a E

para todo tempo T > 0.

Demonstraciio: Seja 7’ o tempo maximal de existéncia da solu¢io @ = (u,v) dada pelo Teo-
rema 2.7. Nosso objetivo € demonstrar que 7’ = oo. Suponhamos por absurdo que 7”7 < oo e
sejam 6 > 0 associado a ¢ = 1 dado pelo Teorema 3.6 e 6 tal que ||(uo(-),vo(-)) — (Gu(e)(- +
0), —couw(e) (- +0))||x < 4. Entdo da propriedade de estabilidade, temos que inf e ||(u(t), v(t)) —
Ts(Pw(e)» —Chuw(e))||x < 1paracadat € [0,7"). Entdo, temos que

(u@), v@)llx < 1+ [(Puie), —cPue)llx- (3.4.68)

Mas entdo, @ (t) é limitada em [0,7"), o que implica que w (t) pode ser estendida um pouco
mais, contradizendo o fato de que 7" é o tempo maximal de existéncia. De fato, de (3.4.68) segue-
se que existe uma sequéncia t,, — 71" tal que || u (¢,)|| < C para todo t,, suficientemente préximo
de T'. Agora, u definida em [0,,] pode ser estendida a um intervalo [0, ¢, + 6], com & > 0, pois

podemos definir em [t,,,, + 8], u (t) = w(t) onde w (t) é a solugio fraca do problema
H

{ &7 (1) =F(t,Z (1) - A(Z (1))

Z(0) = (tn)
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com A definida em (2.1.23) e F' em (2.1.24). Além disso, § depende somente de C' (6 independe
de t,,) e portanto u pode ser estendida além de 7", contrariando a prépria definicio de 7.
O



CAPITULO 4

Estabilidade de ondas viajantes periodicas
para a equacao de Boussinesq modificada -
Caso Ay =0

ﬁ
Neste capitulo, estudaremos a estabilidade de solu¢des ondas viajantes periddicas da forma ¢ (x, t)

= (¢(x — ct),(x — ct)) associadas ao sistema de equacdes de evolugao,

V¢ = (U — Ugy — (ug))ﬂ? 4.0.1
u(z,0) = ¢(x) o
v(z,0) = Y(x),

com base nos trabalhos [6] e [21].
Demonstraremos a estabilidade ndo-linear no sentido da definicdo 3.1 estabelecida no Capitulo
3 desta tese, verificando as hipoteses 1-2-3 do inicio deste mesmo capitulo.

Como no capitulo anterior, faremos uso das quantidades conservadas H; e [ para o sistema
(4.0.1), definidas em H! ([0, L]) x L2, ([0, L]), por

per per

1 [t 1
Hi(u,v) = —/ u? + v+ ul — —utde (4.0.2)
2 /o 2
€
L
I(u,v):/ uvdz. (4.0.3)
0

63
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4.1 Estrutura hamiltoniana do sistema (4.0.1)

O sistema (4.0.1) é formalmente equivalente ao sistema Hamiltoniano

d
pr ( Z ) = Jo0H (u,v) (4.1.1)

0 0O,
= 4.1.2
J (@ O) (4.1.2)

e 0 H; denota o gradiente do funcional H;, definido em (4.0.2), calculado com respeito ao produto

onde 7 € o operador antisimétrico

interno de L2, ([0, L]). Em nosso caso, ¢ facil verificar que

per
Hiy(u,v) = u — tpe — v, Hyy(u,v) = v. (4.1.3)

Observemos que, como anteriormente para o sistema (3.0.1), para o sistema (4.0.1) os funcionais
H; e I sdo invariantes por translacdes. Além disso, [, e I sdo funcionais continuos e suaves em
H,,,.([0, L]) x L5, ([0, L]).

per per

4.2 Ondas periodicas viajantes do sistema (4.0.1)

Como no capitulo 3, uma onda viajante L-periddica do sistema (4.0.1) € uma solucdo da forma

@ (1) = ($(x — ct), (@ — ct))

com ¢ (€ + L) = ¢U) (&) e ) (€ 4 L) = 419 (¢) paratodo € € Re j € N, a qual representa um
onda que viaja com velocidade c.
Substituindo uma solu¢do como esta em (4.0.1), obtemos o seguinte sistema de equacdes difer-

enciais ordinarias,

e/ = v
—ct = (¢ = ¢" = @) b
onde ™ = d%”e ¢ = x — ct. Integrando (4.2.1) com respeito a &, obtemos
—ch = K
o=yt 4.2.2)

—cp=¢—¢" — ¢ + Ko,



CAP.4 o ESTABILIDADE DE ONDAS VIAJANTES PERIODICAS PARA A EQUACAO DE
BOUSSINESQ MODIFICADA - CASO 45 =0

onde K; e K5 sdo constantes de integracdo. Consideraremos aqui, por questdo de simplicidade,

K, = Ky = 0. Substituindo a primeira equagao acima na segunda, chegamos a equacao diferencial
¢ —wo+¢* =0, 4.2.3)

onde w = w(c) = 1 — ¢? vai ser considerado positivo. Logo ¢ € (—1,1). De (4.2.3), ¢ satisfaz a

equacao diferencial de primeira ordem
(¢)" = S[—¢"+2wd” +4B,]

(n; — ¢*) (6" — n3), (4.2.4)

NN

onde B, € uma constante de integracdo € —n1, 71, —172, 72 sS40 0s zeros reais do polindmio
ps(t) = —t* + 2wt* + 4B,, (4.2.5)

os quais suporemos sem perda de generalidade, satisfazendo 7, > 7y > 0. Portanto, s < ¢ < 1y

e os zeros 7).s satisfazem as relacoes

4By = —nin;.

2 2
Definamos ¢ = 7% ek? = %
1

. Entdo podemos reescrever (4.2.4) da seguinte forma

@ =B =14k,

Definamos também a varidvel 1) através da relagdo ¢ = 1 — k?sen®1) para obter

2

(¥)? = (1 = Ksen’y).

Entdo para [l = % e supondo que ¢(0) = 1, obtemos

%(§) dt
/0 1 — k%sen?t

Segue-se da defini¢do da fungdo Jacobiana eliptica y = sn(u; k) (v. Apéndice), que seny) =

sn(l¢; k) e portanto

0(€) = /1 —k2sn2(1&; k) = dn(i&; k).

Observacao 4.1. Notemos que sendo ( uma solu¢do entdo também o € —p. Logo, consideraremos
apenas o caso de solucdo positiva. Uma andlise de estabilidade para —y é completamente similar

aquela desenvolvida para .
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Retornando a variavel inicial, obtemos a chamada solu¢ao onda dnoidal,

P(§) = Puw(&m,m2) = 771dn(ﬂ

\/555 k) 4.2.7)

com
2 M
- 2
n
Observemos que como dn tem periodo fundamental 2K, dn(u + 2K; k) = dn(u; k), onde K =

;M= 2w, 0<n <. (4.2.8)

K (k) representa a integral eliptica completa do primeiro tipo, segue-se que a onda dnoidal ¢, em

(4.2.7) tem periodo fundamental, T, , dado por,

Ty, = —K(k) 4.2.9)
T

Notemos que a expressao (4.2.9) pode ser manipulada de modo a obtermos, usando (4.2.8), alguma
informacgdo a respeito do comportamento do periodo fundamental 7y, . Com efeito, de (4.2.8),
dado w > 0 fixo, entdo 0 < 15 < y/w < N1 < /2w e podemos escrever (4.2.9) como uma fungéo

de uma unica variavel, digamos 7, a saber,

2v/2 2w — 2n?
T =" K(k k2 = " 4.2.10
bw (772) m ( (772)) com (772) QU — 77% ( )

Assim, quando 7, — 0 entdo T, — 400 uma vez que neste caso, K (k(1n2)) — +o0o. Também,
Ty, (n2) — 7:/\[ quando 7y — /w. Além disso, 1y — Ty, (n2) é uma fungdo estritamente decres-

cente (vide demonstracdao do Teorema 4.2 da subsecao 4.3.3). De onde concluimos,

V2
Ty, > ok (4.2.11)

Observacao 4.2. (4.2.7) representa solucdes de (4.2.3) que sdo positivas. Além disso, —¢ também

representa uma solucao de (4.2.3).

Também aqui, convém considerar o operador auto-adjunto L. : H},,.([0, L]) x L2,.([0, L]) —
H~' x L2,.(]0, L]) definido por

per

1 _ _ 2
L, = ( Oua =307 ¢ ) , 4.2.12)
c 1

onde ¢ = ¢,, € a solucdo onda dnoidal (4.2.7), pois como sabemos seu espectro nos trard informa-
¢coes fundamentais para nossa teoria de estabilidade ndo-linear.

De (4.2.1), temos que
d —
(d— o) = (4.2.13)
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4.3 Estabilidade

Iniciamos nossa teoria de estabilidade investigando estabilidade para as solucdes constantes da

equacgao de Boussinesq modificada.

4.3.1 Solucoes constantes e estabilidade

Seja (¢, 1) uma solugdo onda periddica viajante de (4.0.1). Entdo ¢ = —c¢ e ¢ satisfaz (4.2.3).
Neste caso, temos duas solu¢des constantes ndo triviais, a saber, ¢g = ++/w. Mas entdo, (¢g, o) =
(\/aa _C\/E) = (\/1 - 627 _C\/l - C2> € (¢17 wl) = <_\/Ea C\/E) = (_\/1 - 027 C\/l - 62) sd0

solucdes constantes para o sistema (4.0.1).

Teorema 4.1. Sejam L > 0 e ¢ € (—1,1). As solugbes constantes (¢pg,1y) =
(V1—c2 —cV1—c2) e (¢1,¢01) = (=V1—c2 V1 —c?) sdo orbitalmente estdveis em

H}..([0, L]) x L2..([0, L]) com respeito ao fluxo da equagdo de Boussinesq desde que 5 < ¢* <1

per per

2
el—cz<2Li2.

Verificaremos a seguir as condi¢Oes exigidas no inicio do Capitulo 3, a saber, as hipoteses
1-2-3.

a) Analise espectral do operador £,

1 — Oy — 307
% i ), onde ¢y = /1 — 2. Demonstraremos que

Consideremos Ly = (

c
parac € (—1,1), talque 1 — ¢* < ZLL;, o operador L, possui um tnico autovalor negativo, o
qual € simples, e o resto de seu espectro é constituido por um conjunto discreto de autoval-
ores positivos. Para isto, consideremos inicialmente ¢ # 0 e sejam A € Re (f,g) € D(Ly)

tais que Lo(f, 9) = A(f, g). Entido,

f=1"=3f +cg=\f
cf +g=2XAg
f(0)=f(L), f'(0)=f'(L)
9(0) = g(L), ¢'(0) =g'(L).

Como no capitulo anterior, A # 1. Mas entdo, da segunda equagdo de (4.3.1), temos que

(4.3.1)

C

g = x5 J. Substituindo esta igualdade na primeira equagdo de (4.3.1), obtemos que f

satisfaz o seguinte problema

2

{ Ff" =30 + o f = Af

f(0) = (L), f'(0) = f'(L),
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ou equivalentemente,

{ —fT =k, (4.3.2)
f(0) = f(L), f'(0)= f'(L)

onde k = 15 [(A = 1) +3¢3(A — 1) — ¢*].
As autofungdes associadas ao problema (4.3.2) sdo f, (z) = sen(22%) e fF(x) = cos (221%)

L L

2 £ ~
2”—”) . Observemos que o zero € autovalor com autofuncao

L
associada f = 1. Assim, resolvendo a equagdo do segundo grau, para n > 0,

paran > 1, com autovalor k = (

1
Ap— 1

(o — 1) 43600 — 1) - &] = (Q"T”)?,

obtemos que os autovalores associados a (4.3.1) sdo dados por

2_3w+(%Tfr)2i\/[3@0_(%%)2}2_4%4
A=
" 2

2
Observemos inicialmente que p,, (w) := [Bw— (Q”T”)Q] —4w+4>0vw € (0,1)eVn > 0.

Observemos ainda que o primeiro autovalor A, < 0 Vw € (0, 1). Com efeito, \; < 0 &
2 — 3w — V9uw? —4w+4 < 0. Para verificarmos isto, notemos que se 2 — 3w < 0,
nada temos a fazer, caso contrdrio, isto é, 2 — 3w > 0, entdo, A\, < 0 & (2 — 3w)2 <
9uw? — 4w +4 & —12w < —4w < 12 > 4. Finalmente, A7 > 0 & 2 — 3w + (2)° >

2
\/[3w— (2%)2] —dwtde Swt+d(E)>0ew< () =20
Observemos também que com esta restricao, todos os demais autovalores sao positivos.
Suponhamos agora ¢ = 0. Entdo o problema (4.3.1) se reduz ao problema

—f"=A+2)f

— )\
9= (4.323)

As autofungdes associadas ao problema (4.3.3) sdo (f,,0) = (sen(21%),0) e (f,,0) =
2

n L
(cos (2”L”), 0) para n > 1, com autovalor )\, = (Q”T“) — 2. De onde concluimos que
)\0:—2e)\1>0<:>(2%)2>2<:>2Lif>1>1—c2.

b) Convexidade de d(c)
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De (3.0.3), temos que d’(c) = %](gbo,wo), para [ definido em (4.0.3) e
(¢o,%0) = (V1 — %, —cv/1 — c2). Assim,

d L L d L
dl/ - _ 2d — _ 2d o / 2d
(C) dC <C/0v (bo SU) /0 ¢0 T CdC 0 ¢0 €z
= [-1+3c]L.

De onde concluimos que d”’(c) > 0 se, e somente se, ¢* > 1/3.

Observacao 4.3. O Teorema 4.1 segue da teoria cldssica de Grillakis, Shatah e Strauss [21].

Observacao 4.4. Também aqui salientamos que temos um resultado de existéncia global em
HL, ([0,L]) x L2,.([0, L]) de solugcdes para (4.0.1), com dado inicial perto de (¢po, ), similar

per per

ao Teorema 4.6 abaixo.

4.3.2 Estabilidade de solucoes nao triviais para o sistema 4.0.1

Demonstraremos aqui somente a estabilidade da soluc@o onda dnoidal (4.2.7) positiva ja que o caso
da solugdo negativa € similar. Para isto, faremos uso do trabalho de J. Angulo a respeito da estabi-
lidade de solucdes dnoidais para a equacdo de Korteweg - de Vries modificada [6]. Iniciamos esta
secdo construindo uma curva suave de solugdes dnoidais com um periodo fixo L para a equagao
(4.2.3). Para isto, mostraremos inicialmente a existéncia de uma familia de ondas dnoidais com

um periodo fixo.

4.3.3 Existéncia de uma curva suave de solucoes dnoidais com um periodo
fixo

Consideremos L > 0 arbitrdrio mas fixado e w > 0 tal que \/w > ”T‘/i Da andlise feita na
secdo anterior, temos que a aplicacdo 7y € (0, /w) — Ty, (12), dada em 4.2.10, ¢ estritamente
decrescente (vide demonstracdo do Teorema 4.2) e por (4.2.11) existe um tnico 7y = mo(w) €
(0, y/w) tal que o periodo fundamental da onda dnoidal, ¢, (+;7;(w), n2(w)), serd L. Observemos

que neste caso, por (4.2.6) o médulo £ pode ser visto como uma fungao de w,

2w — 2n3

E*(w) = (4.3.4)

2w — 13

com 72 = 12(w). Mostraremos agora, que pelo menos localmente, esta escolha de 72(w) depende

suavemente de w.
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Teorema 4.2. Seja L > 0 fixo mas arbitrdrio. Consideremos wy > 2 I e o dinico 19 = n2(w) €
(0, Vwy) tal que Ty, = L. Entdo,

(1) Existe um intervalo I(wg) em torno de wo, um intervalo J(ns) em torno de 1z e uma tinica
fungdo suave A : I(wy) — J(n2,0) tal que A(wy) = 2 €

21/2
v/ 2w — n%

onde w € I(wy), 12 = AMw) e k* = k*(w)

K(k)

L,

(4.3.5)
€ (0,1) é dado por (4.3.4),

(2) a solucdo onda dnoidal em (4.2.7), ¢, (+; 1, 12), determinda por n; = n1(w) = /2w — 13,
ne = no(w), tem periodo fundamental L e satisfaz (4.2.3). Além disso, a aplicagdo

w € I(wy) — ¢y € H;er([()?[/])

(4.3.6)
é uma funcdo de classe C*.

(3) I(wo) pode ser escolhido como sendo (% > 400).

Demonstracao: Aplicaremos o Teorema da Funcado Implicita. Para isto, consideremos o conjunto
aberto Q2 = {(n, w); w > QLL;,n € (0,y/w)} C R? e definamos ¥ : 2 — R por

U(n,w) = Q—ﬂK(kJ(n, w)) 4.3.7)

onde k(1 w) = 22“;) 277 . Por hipétese, U (120, wp) =

L. Verificaremos agora que 0,V (n, w) < 0.
De fato, € facil ver que

2/2 2 dK dk
On\IJ(n,w):(zwL:K(k:) \/% i dr (4.3.8)

2
Agora, como k%(n, w) = 22=21_ temos

2w—n?

dk 2nw
dn k(2w —n?)?’
e entdo usando as relagoes

dE _ E-K

dk k

% _ _%d_lk( (4.3.9)
k (k)2 d—E (K)?4E 1+ kE = 0,
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onde E € a integral eliptica completa do segundo tipo e (k¥')? = 1 — k?, temos as seguintes
equivaléncias
2wdK
Y (nw) <0 & (2uw-n)K < T
dE d*F
EQw —n*)(E — k— —2kw——=
& k2w —n)( dk>< W
dE dE k
& k2uw—n*)(E—k—) < (= E)(2w —n*)(2 — k?
(2w =) (B = kG0) < (G + ) 2w =)= K
dE dE d*FE
n2=-"— D A
< 2(K) o +kE>0< o kde >0 (4.3.10)
o UK,
dk  dk '

Mas, como '+ K é uma fungdo estritamente crescente, segue-se o que desejamos. Logo, pelo Teo-
rema da Fun¢do Implicita existe uma tnica fungdo suave, A, definida em uma vizinhanga I (wy),
de wy, tal que

U(A(w),w) =L

para todo w € I(wy). E dai, obtemos (4.3.5).
Como wy foi escolhido arbitrariamente em Z = ( ZL”—;, +00), segue-se da unicidade da fung@o A,

que podemos estender seu dominio de defini¢do a todo o intervalo Z. E isto finaliza a demonstragdo.
O

Corolario 4.1. Consideremos a aplicagdo A\ : I(wy) — J(n20) determinada pelo Teorema 4.2.

Entdo, \ é uma fungdo estritamente decrescente em I (wy).

Demonstracao: Da demonstracdo do Teorema 4.2, temos que W(A(w),w) = L para todo w €

I(wp). Derivando esta igualdade com respeito a w obtemos

i e
—A = —5=. 4.3.11

Portanto, resta-nos mostrar que 2 < 0. Para isto, fazemos uso darelagdo n* = (2w—n?)(1—k?) =
w

(2w — n?)(k")? para obtermos as equivaléncias

dv 2dK K2 dK
—<O<:>(2w—n2)K>n——<:>K>( )

—_— 4.3.12
dw k dk k dk ( )
Entdo, da relacao % = %:))EK) e de (4.3.12), segue-se que

AT
%<O<:>k:2K>E—(k’)2K<:>K>E.
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Isto finaliza a demonstragao. 0

Temos entdo o seguinte Teorema de existéncia.

Teorema 4.3. Seja L. > /2 . Entdo existe uma curva suave de solucées ondas viajantes

periddicas para o sistema (4.0.1) em H" ([0, L]) x H™ ([0, L)), dada para w(c) =1 — ¢, por

per per

CE(—\/l—QL—ﬂ\/l—Q—ﬂ) = (Pu(e) Yu(e)); (4.3.13)

e que satisfaz o sistema (4.2.2) com constantes de integracdo K, = Ky, = 0. Além disso,

Gue) (€) = /2w — n2dn [\/ QI\Uf e k] buie) = —Cuge 4.3.14)

onde a fungdo suave 1y = no(w(c)) é dada pelo Teorema 4.2 e k = k(w(c)) por (4.3.4).

Observacao 4.5. Existem outras solucdes de tipo cnoidal de (4.2.3), quando consideramos duas
raizes de p,, definido em (4.2.5), de tipo imagindrio puro. Com efeito, de (4.2.3) e (4.2.4), temos
que

(¢ = %(cﬁ +¢*) (0 — ¢%). (4.3.15)

Supondo b > 0, temos necessariamente que —b < ¢ < be

2w =b* — a?

4B, = a®h? > 0.
Definindo y = ¢/b (supondo que x(0) = 0) e k% = b*/(a® + b*), entdo de (4.3.15), obtemos

b a?
"2
1—
=)l ).

Agora, definindo 1) como }? = 1 — sen?1), obtemos

Wy =" . P (1 - Ko,

Entdo, para § = 4/ @, obtemos via integracao e da defini¢ao da funcdo eliptica Jacobiana sn,
que sent) = sn(B¢; k). Além disso, x? = 1 — sn?(3¢; k) = cn?(3¢; k). De onde obtemos que

Pw(§) = b cn(BE k) (4.3.16)
¢ uma solucao de (4.2.3) com

) b2 _Ja? 12
7a2+b2€ - ’
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Como cn(+; k) tem periodo fundamental 4K (k), segue-se que a solu¢do onda cnoidal (4.3.16) tem

periodo fundamental, 7}, dado por

_ 42
Ty = ==K (k).

Observamos por fim que (4.3.16) representa uma solug¢ao perioddica ndo positiva de (4.2.3). Além

disso, uma teoria de estabilidade ndo € conhecida para estas ondas.
Estabeleceremos a seguir nosso teorema de estabilidade.

Teorema 4.4. Sejam c € (—1,1) e L > 2m. Entdo existe um 0 < wy < l, tal que a onda periodica
viajante E)w(c), dada pelo Teorema 4.3, é orbitalmente estavel em H!, ([0, L]) x L?_,.([0, L]) pelo

per per

fluxo da equagdo de Boussinesq, desde que ¢ > 1 —wge 1 — c* > ﬁ.

Observemos que a hipétese 1 decorre do Teorema 2.7. Quanto a hipdtese 2, resta-nos apenas
verificar a convexidade de d(c). Além disso, a andlise espectral necessaria a verificagdo da hipdtese

3 sera feita na secao a seguir.

4.3.4 Analise espectral do operador L.

Iniciamos calculando a forma quadrética associada ao operador L., que denotaremos por ()., a

qual é dada por

Qulg.h) = 5(Lelo,h), (9.1)

_ /{ 24 g% + h? — 3¢2.g% + 2cgh )} da

— / {(¢ (1—c*)g* + Pg> + h* — 3¢9 + 2cgh }da
= Qclg) + —!|cg+h||2 43.17)
onde para w(c) = 1 — ¢,
1 L
Ql9) =5 / (¢")° +w(c)g* — 3pg°da (4.3.18)
0
é a forma quadrdtica asssociada ao operador Ly, = —9? +w — 3¢?, onde ¢,, representa a solugio

onda dnoidal de (4.2.3) dada pelo Teorema 4.3.
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Do sistema de equagdes diferenciais ordindrias (4.2.1) para a onda viajante (¢, ¥) = (dw(c), Yuw(c))s
dada pelo Teorema 4.3, segue-se que %((b, 1) gera o nucleo de £.. Com efeito, consideremos
(g9,h) € Kernel(L.). Entao,

"+ q—38%q+ch=0
{ g g =307+ (4.3.19)

cg+h=0.

De onde concluimos, substituindo a segunda equagado de (4.3.19) na primeira, que Lg4,9 = 0. Das
propriedades espectrais do operador L4, (v. Teorema 6.2 do Apéndice), segue-se que g = A/,
onde A # 0 € R, e portanto de (4.3.19), h = —cg = —c ¢’ = \.

As demonstracdes de que existe um unico autovalor negativo simples e de que o resto do
espectro de L., em (4.2.12), é limitado inferiormente por uma constante positiva seguem idénticas

aquelas apresentadas na sec¢do 3.4.2 do Capitulo 3 com relagao a anélise espectral do operador £, =

c
do operador L4, dadas pelo Teorema 6.2 do Apéndice e da caracterizacdo min-max de autovalores.

( ¢ i , onde ¢ é dada pelo Teorema 3.4, fazendo uso das propriedades espectrais

4.3.5 Convexidade de d(c)

H
Para demonstrarmos o Teorema 3.6, no caso em que ¢ € a solucdo obtida no Teorema 4.3, resta-
— —

nos verificar que d”(c) > 0, onde d(¢) = Hi(¢ ) + cI( ¢ ), Hy e I definidos em (4.0.2) e (4.0.3),

respectivamente. Assim, temos que verificar que %[ (hw, 1) > 0, para ¢ em um subintervalo de
(—1,1).

Teorema 4.5. (Convexidade de d(c)). Seja L > 2w e ¢ € (—1,1). Entdo, existe 0 < wy < 3, tal
que d"(c) > 0 se c® > 1—100@2].%2 <1-c%

Demonstracao: Observemos que
d d [* d [*
—1I wy Pw = wWPw = — 5 2

L d L

_ 2 oL 2

— }g 62 dr Cdc[/f ¢wdx] (4.3.20)
L
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Mostraremos agora que

d1 [, 4 d dk
£z dr = — (K (k)E(k)] 52 > 0. 4321
de/O dudz = 7 [KIER)] 0> 0 (4.3.21)

Para isto, observemos que de (4.2.7), (4.2.8) e (4.3.5) temos que
’771_L
lgul> = V2m / dn?(x; k)dw
0
2K

= V2 / dn?(z; k)dx (4.3.22)
0

8K(k) [*
= 8K (k) / dn®(z; k)dz,
L Jy
onde utilizamos que a funcdo eliptica jacobiana dn tem periodo fundamental 2K e é uma fungao

par. Agora usando que (vide [11])

/0 cn®(z; k)dr = %[E(k) — (K')’K(k)]

edn?(x; k) =1 — k% + k*cn®(x; k), segue-se de (4.3.22) que

L[ 2 g0 = LK (k) Bk 4.3.23
3| dhde = FE@WE®. (43.23)

Agora, do Teorema 4.2 e do Corolario 4.1, temos que aplicacdo w — A(w) = ny(w) é uma fungao
estritamente decrescente, e de (4.3.4), para 1, = 12(w), temos que

dk 1 [2773 — dwneny

— > 0. 4.3.24
(2w — )2 (329

dw 2k
Portanto, como a aplicacdo k£ € (0,1) — K(k)E(k) é uma fungdo estritamente crescente, a
afirmacao (4.3.21) segue de (4.3.23) e de (4.3.24).
Mas entao, substituindo (4.3.23) e (4.3.21) em (4.3.20), obtemos
2
%[(%,%) = —%K(k)E(k) + %% (K (k)E(k)] %. (4.3.25)
Agora,

(4.3.26)

k 1 k(2w — n2) K — n2dk
d_:—22{27]§—4w[ (2w 7722) 772‘5;(}}>0,
dw  2k(2w —n3) k(2w —n3) K — 2w
onde utilizamos (4.3.8), (4.3.24) e o fato de que
0T 222w — B9 (k (i, w) — 22K ((1, w)) (2w — )~
ow (2w —n3)
2v/2v/ 20 — 3 G (k (2, 0)) 5 Sz — 2V2K (K(n2, w) (2w — n) 2

(2w —n3)
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com V dada por (4.3.7).

Substituindo (4.3.26) em (4.3.25) e utilizando que 2w — 12 = %, obtemos
L dI (¢, ) L E? — k2K dk
2 Q0w Yu) gy gen TR OK
3 de T dw
E? — k?K? EEK (n2 — 2
— _EK+27 ( — 2u)

kk?2  n3(k*ns K — 2wE + 2wk K)
(B2 — KKK (18 — 2)(K)?
n3 (k23 K — 2wE + 2wk K)
K(—ngE(kzngK — 2wWE + 2wk”K) + 23(E? — K*K?)(K')*(n3 — 2w)>
(k>3 K — 2wE + 2wk K)

= —EK +2¢

ou ainda,
idl(gbw, Vo)  —mBEERBK —2wE + 2wk”K) + 2¢*(K')?(E? — K?K?)(n5 — 2w)
8K dc B n3(k*n3 K — 2wFE + 2wk K)

m(—2wk™ — 3k?) EK + (2wnj — 2¢*(K')* (2w — n3)) 2
3 (k23 K — 2wE + 2wk K)
22k (2w — n2)K?

T PR — 2wE + 20k?K)
_ m(—2wk”? — 3k EK + (2¢2(K)*n5 — 4w (K')? + 2wn3 ) E?
B n3 (k2K — 2wE + 2wk K)
N 2¢% (K23 K2
(k>3 K — 2wE + 2wk?K)
(4.3.27)
Note que k?n3 K — 2wE + 2wk K < 0.
Desenvolveremos agora o coeficiente de £ em (4.3.27) utilizando que (k')? = %
2
2(1.1\2,.2 2 2 2 2 M 2 U 2
/ /
2¢ (K" my — Accw (k') +2wn; = 2c S —4c w2w_n§ + 2wn;

2c%n5 — dctwn; + 4w?n3 — 2w,

2w —nj
13 (2w — 1) (2w — 2¢%) 2 2
= 5 = 152w — 2¢°).
2w — 1y
Também o coeficiente de £K pode ser reescrito equivalentemente por n3(—2wk? — n3k?) = 2n;.
Assim,
L dl($uw,hw) 2 EK +2n3(w — ¢®)E? + 23 (K)* i K
8K  dc B (k23K — 2wE + 2wk K)

(4.3.28)
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Observamos agora que como no capitulo anterior podemos escrever w em fungao das integrais
elipticas completas. Com efeito, integrando a equagdo (4.2.3) de 0 a L obtemos

L
w=w(c)= M (4.3.29)

L pu(€)de

e a fracao acima em (4.3.29) estd bem definida, uma vez que a solugdo ¢,, € positiva e portanto sua

média é nao nula.
Agora, utilizando (4.2.7) e a férmula 314.01 em [11] e o fato de que F'(5; k) = K(k) (vide

Apéndice), obtemos

/0 bu(€)dE = /0 mdn( 6 )
= ﬂ/ﬁ dn(y; k)dy

n L

02K
= \/5/ dn(y; k)dy
0

K
= 2V2 / dn(y; k)dy (4.3.30)
0
= V2.
Também, utilizando (4.2.7), a férmula 314.03 juntamente com os valores especiais sn0 = 0,

snK =1, cn K = 0 encontrados em [11], obtemos

L 3 L 3,3/
/0 $(E)de = /0 i’ (T k)

2K
= Vo / dn® (y; k)d¢
0
K
= 2\/577%/ dn®(y; k)de (4.3.31)
0
K1 n2y T 2
= 16\/§ﬁ§[(1 + (K)?)5 + k*snKenk]
N2 K2
= 4nvV2(1 + (k) ) T3
Substituindo (4.3.30) e (4.3.31) em (4.3.29), obtemos

K2

w(c) =1—c* =4(1+ (k’)z)ﬁ

(4.3.32)
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Voltando ao numerador de (4.3.28), utilizando (4.3.32) e que 775 = %, temos que o numerador

de (4.3.28) serd negativo se e somente se

AKV?K? < (¢ —w)E* +nEK
T
2w(k')?
1 —w)(k)*K? 1 —2w)E*+ ——“~_FK
(1 —w)(k) < ( w)E* + 1+ (k')
(i
E2 o k/ 2K2 E2 - Q(k/)Q EK E2 _ k/ 2K2
w| B = (WPK? 4 B = ZEDEK| < B (K)
T
E2 _ (k1)2K2
o< B2 V22 4 E2 2(k’)2EK'
- ( ) + - 1+k"2

Observacao 4.6. £* — (K')?°K? + E? — ?g’f];),z EK > 0, ja que as fungdes EK e E + K sdo

estritamente crescentes.

Observacao 4.7. De (4.3.32), temos que k estd na vizinhanga do zero se, e somente se, w estd na

vizinhanca de QL”—; Para ver isto, observemos que de (4.3.32), quando £ — 0 temos que w — QLL;
2
e reciprocamente suponhamos que w(k,,) = 4(1 + (k;)%% — 2Li22 ou equivalentemente, que

(1+(K,)?) K* — T & suponhamos por absurdo que k,, — ko # 0. Mas entdo, (1+(k)?) K2 (ko) =
“—22. Agora, do fato de K'(0) = 7 e a fungdo (1 + k") K (k) ser estritamente crescente, concluimos

que ko = 0.

Verificaremos agora que

E2 o /{3/ 2K2 2
lim (<) =z, (4.3.33)

k=0 B2 — (K/)2K2 + B2 — ?(f];),sEK 5

Para demonstrarmos (4.3.33), denotemos por f(k) := E? — (K')?K? e por g(k) := E? —

(K')?K? + E? — ?S’f,;),j E'K, as funcdes que aparecem no numerador e denominador de (4.3.33),

respectivamente.

Utilizaremos a regra de L’Hospital para encontrarmos este limite, demonstrando que

. E? — (K)2K? B limy, o &[E? — ()2 K?)

B0 B2 — (W)2K2+ B2 - 2MEBR limy o B[E? — (K)2K? + E? - 26V pK]

3n?
7 2

2 2 T
EEE
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uma vez que, limg_o f(k) = limg_o f'(k) = limg_o f" (k) = limy—o [ (k) = 0 e limy_o g(k) =
limg_o ¢'(k) = limy_0 ¢" (k) = limg_ ¢"" (k) = 0.

Como € imediato ver que limy_o f(k) = limg_g(k) = 0, passemos entdo ao cdlculo dos
limites das derivadas de f e g quando £ — (. Para isto, utilizaremos que lim;_. E‘,f# =

limy,_o 552 = Z. (Vide [11], férmula 112.02, pag.11). Com efeito,

dE dK

f'(k) = ZE% — 2/4%(% +2kK? — 0 quando k — 0,
pois limy_. % = lim;_,g (& ,;K)k = 0 e analogamente lim;,_.q % = 0.
Também,
dFE 2 d*E d*K dK |2 dK
"k) = 2(=-)" +2B—~ —2k*K— — 2k"”* ()" + 8kK—— + 2K* — 0
fH(k) () 2P e () SRR + 265 —
qllEandO k — O, uma vez que hmk_)o ?;T]ZE = — hmk_>0 %(fi_]k{ = —% € hmk_)o Cf;TIQ( = hmk_)g[k%K +
(Bik;” %] = 7, onde utilizamos no calculo deste ultimo limite a primeira equagdo diferencial

hipergeométrica em (6.1.3).

Temos ainda que

2dEdK 2 K 2(FE-K)dK 2 _dK (2+2k) &K

e = taar iPae w kT Rta T e
Ly sz) (C;—l]:)2 7(%;_ Q)K% - 4k’2%%§ + 41@(%)2
= —%%% + K5 ; B, 2k K| 6515 e +k2k2) (%2) + QK%
- 4/@’2%% — 0 quando k — 0,

em virtude dos limites acima calculados e também porque

1 .dK 1 (E - k°K)dK

. 2
g Bl L e
Passemos entdo ao célculo de f*(k). Temos
9 AERK 1,dK . (K — E) PEK
iy = _Lcrebahk Ledi QN T B) 1T
fH(k) P ae Rl T AR
9 dK dK- PK  (A+482)dK @K dK
AR ok ot an ai
ol TR s g )
9 dK s 2K LK .5 dK PK
Ay g @R e @2 AR AR
2l 2K o)+ 3 @)
dK PK  3n°
+ 16k——— — o quando k — 0,

dk dk? 4
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pois limy_ % = (. Para ver que limy_.¢ ‘57{5 = (), escrevemos
T (2r)!(2r
5{ Z 247«(74)4
r=0
(vide [1], pag.110), de onde obtemos que
d3K 2r—3
ol {Z 24r 7"' r(2r —1)(2r — 2)k }
— _k{ Z r(2r —1)(2r — 2)k> 7}, (4.3.34)

onde a série entre chaves na segunda igualdade acima € absolutamente convergente. Verificaremos

isto utilizando o critério da razao. De fato, denotando

a, = M2 (2r — 1)(2r — 2)k* 2,

24r (1)
temos
] @r2P2r+ 1)
la,] — 23(r+1)3(2r — 1)(2r —2)"
de onde obtemos que lim, ., lar o | w1l -1 E portanto limy_o Cfikg =0.

Passemos agora ao cdlculo dos limites das derivadas de g(k). Temos

4k

dE 2k dK KdE
(1+k2)?

et [

o an EK
a1 TR — 0 quando & = 0,

g'(k) =

em virtude dos limites acima calculados. Também,

PE  dE., 9k? - &PE  dEdK @K
") = optL odEy:_ 2R pdb gebdh AR
g'(k) a0 P e Eae P a T

8k dK dE, 41+ k) + 16k?]

_ o pdt  g4E
T o P Rt e

FK — 0 quando k& — 0,

pela mesma razao supracitada. Derivando mais uma vez, obtemos

d*F dE d*FE 2k K dE d°K d’FE dK d*F

" k — 2E— _ E . - K—
g" (k) 5 T mae xR ae Ve ar T g
12k @K _dEJK @B [12(1+k?) + 48k dK _dE
E QIE AR g e
P P e T P TR

[48k(1 + k) + 6 x 16K7]
(1 + k2)

EFK — 0 quando k£ — 0,
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. . 3 . 3
pois limy_. % = (. Para ver que limy_.q % = (), escrevemos

e}

(2r —2)!1(2r)! .
__{1_22@ L —1)I(r! )3k }

(vide [1], pag.110), de onde obtemos que

2 —
% = ——{ Z oir 7; 2') 2r(2r = 1)(2r = K777}, (43.35)

Procedendo como antes, obtém-se o desejado.

Finalmente, temos que

#E  dEPE  @PE., %2 . 'K dEPK
k) = 2B—— - E 4——"
g (k) ot e O T T P T e
PERK  dKPE dE 16k . PK _dERK _dK PE
it K E e LA
gaE P ae TN oo P P i T a ae

BE, 241+ k?) +96k] , *K _dEdK _ d°E
E 2 4K
i)t (1 + k72)3 [ * *

+ K 7 g TR

120k(1 + k) 4+ 6k[12(1 + k) + 48K*] 4+ 24(1 + k"?) + 6 x 16k* . _dK dE

0T 1) B T
N (14 k)[48(1 + k) + 180k?] + 8k[48k(1 + k™) + 6 x 16k EK 9r*
(1+ k2)7 8
quando k — 0, pois limj_,g 05714( = 2% ¢ limy_g flﬂf = — 9% Para ver que limy,_. Cil%f =2 e
limy_.q % = —?—g, derivamos mais uma vez as séries em (4.3.34) e (4.3.35), para obter,

dk4_ me (2r — 1)(2r — 2)(2r — 3)k¥~*

d'E

T —g S e2r(2r — 1)(2r — 2)(2r — 3)k¥ Y,
r=2

)!(2r)! r— X r—2)!(2r)!
onde b, := GHUnror(2r —1)(2r — 2)(27“ - 3)k2 dec, = %m(m —1)(2r—2)(2r —
3)k* 4. E fécil ver que quando k — 0, LK — Thydl = 217 ¢ que
segue-se (4.3.33).

Observemos ainda que como lim;,_; k> K? = 0, segue-se que

9 .
dk4 — — 54l = —3%. E dai,

E2 ! 2K2 1
lim ) o = = (4.3.36)
=1 B2 — (K)2K2 + B — 2EL PR 2
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. . E2—(K')?K? . 2
Além disso, 0 < EZ—(k’)2K2(+E)2—2(kl)2EK < % Vk € (0,1), pois E? — 12fk/2 K2 > E2 — K2K2
9 1+k72
Vk € (0,1). De fato, E? — lsz,QKQ > E? — k?K? & (1 + K?)K > 2F, o que é verdade ja

que a fungdo m(k) := (1 + k?)K — 2F tem as seguintes propriedades: m(0) = 0 e m’(k) > 0

Vk € (0,1).
. o fk) _ E2—(K')2K? £ .
De (4.3.33) e (4.3.36), concluimos que a fungao o) = EL(k')2K2+ELf<+’“;32 Py ¢é estritamente
positiva no compacto [0, 1], o que implica que ela possui um ponto de minimo k&, € [0, 1], ou seja,

ki k - . k
0 < ;gkgg < % < %Vk € [0,1]. Mas entdo, existe um wy := ggkgg

w < %, como queriamos.

1
< 3, tal que Yw < wyg,

O

A demonstracdo do Teorema 4.4 segue diretamente de [21].

4.3.6 Um teorema de existéncia global

Nesta subsecdo, observamos que se o dado inicial ug = (ug, vg) estd suficientemente préximo da
onda viajante periédica ¢y (c) = (Pu(c), —Chu(e)), com w(c) = 1 — ¢?, a solugdo local de (2.1.2),

dada pelo Teorema 2.7 é global.

Teorema 4.6. Seja L? > 4 tal que 25 < 1 —c? e c € (—1,—/T —wp) U (/T — wp, 1), com
wo dado pelo Teorema 4.5. Seja ¢uc) = (Duw(c), —CPu(c)), @ solugdo onda viajante periddica de
(4.0.1), com w(c) = 1 — ¢*. Entdo, existe um 6 = §(c) > 0 tal que se (ug,vo) € Hp,,([0, L]) x

2 : .
Lz..([0, L), e existe um niimero 0 tal que

[t0(-) = Pue) (- + O)[1 + [[vo(-) = Yuie (- + 0)]| <6, (4.3.37)

entdo a solu¢do (u,v) de (4.0.1), correspondente ao dado inicial (ug,vq) € global e pertence a
H! ([0, L]) x L2,.([0, L]) para todo tempo T" > 0.

per per

Demonstracao: Demonstragao idéntica aquela do Teorema 3.8. 0



CAPITULO 5

Estabilidade de ondas viajantes periodicas
para as equacoes de Korteweg - de Vries e

de Boussinesq - Caso A =0

Neste capitulo, demonstraremos um resultado de estabilidade orbital, no sentido da defini¢ao 3.1,
para solugdes ondas viajantes L-periddicas da forma ¢(z,t) = ¢(x — ct) associadas a equagdo de

evolucao,
U + Uy + Uggy = 0 (5.0.1)

onde z,t € R e u = u(x,t) toma valores em R.

Tratamos aqui do caso nao considerado em [5], a saber, o caso em que a constante de integracao
associada a equagao das ondas viajantes € nula. No Capitulo 3 usamos as idéias de [5], onde a teoria
desenvolvida cobriu o caso Ay # 0. Como dito anteriormente, para estudar o caso da estabilidade
para a equacdo de Boussinesq com A, = 0, obtivemos inicialmente a estabilidade orbital para a
KdV com A, = 0. Na verdade, tendo em vista este tltimo resultado, segue-se um resultado para a
Boussinesq imediatamente.

Em nossa teoria de estabilidade para a KdV, X denotaré o espago H,,,.([0, L]) e a 6rbita gerada

pela onda viajante ¢, serd denotada por Qs = {¢(- + v); y € R}.

A equacdo (5.0.1) possui duas quantidades conservadas basicas F e F', definidas respectiva-

83
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mente por,

1 1

L L
E(u) = 5/0 [uZ — %ug]dx e F(u) = 5/0 u?dz. (5.0.2)

Tais invariantes de movimento nos serdo uteis para aplicarmos a teoria de Grillakis, Shatah &
Strauss [21].

Como antes, temos de verificar as seguintes condi¢cdes suficientes para a obtencao de estabili-
dade.
Hipotese 1. (Existéncia de soluc@o) Para cada uy € X existe 7' > 0, 7" dependendo de ||u]|x, tal
que a equagdo (5.0.1) possui uma solucdo, u € C([0,7]; X) com u(0) = ug e E(u(t)) = E(up),
F(u(t)) = F(ug) paratodo t € [0,T].
Hipotese 2. (Existéncia de ondas periddicas viajantes) A equacdo (5.0.1) possui uma familia de
solugdes ondas periddicas viajantes e além disso, existem 1, co € R tais que, paracada c € (¢q, ¢2),

a aplicacdo ¢ — ¢, é de classe C'! e a funcio
d(c) = E(¢) + cF(9) (5.0.3)

€ uma func¢ao convexa de ¢, onde F e F' sdo os invariantes de movimento mencionados acima.

Hipétese 3. (Espectro do Hessiano) Para ¢ € (¢1,¢3), L. = (E" +cF")(¢) = —0py + ¢ — ¢ possui
exatamente um autovalor negativo, o qual € simples, o zero é um autovalor simples com autofungao
associada %qb e o resto do espectro € constituido por um conjunto discreto de autovalores.

A primeira hipétese segue diretamente do trabalho de Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka
& Tao em [17] (Vide também [30]). Também, a andlise espectral associada ao operador L.,
necessdria para a verificagdo da hipdtese 3 estd feita no Apéndice desta tese. Logo, resta-nos

apenas a verificacdo da segunda hipdtese.

5.1 Ondas periddicas viajantes da equacao (5.0.1)

Uma onda viajante L-periddica da equacao (5.0.1) é uma solucdo da forma

¢(x,1) = oz — ct)

com ¢V (¢ 4+ L) = ¢V (&) paratodo ¢ € R, j € Nec > 0, a qual representa um onda que viaja
com velocidade c. Nesta se¢do, mostraremos inicialmente a existéncia de solugdes periddicas com

um periodo fundamental dado naturalmente pelas funcdes elipticas Jacobianas.
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Substituindo uma solu¢do como esta em (5.0.1), obtemos a seguinte equacao diferencial or-
dindria para ¢,
¢2
<;§”—c<z>—|—? = Ay, (5.1.1)
onde A4 é uma constante de integracdo, a qual serd considerada aqui identicamente nula.
Multiplicando a equag@o (5.1.1) por ¢’ e integrando o resultado, obtemos a seguinte equagao

de primeira ordem

[@'(E)]? = 5[=0%(§) + 3¢¢*(€) + 6By = 3p4(8(€))

(5.1.2)
= L6~ )6~ B) (B~ 0)

onde B, é uma constante de integracdo e 31, 2, 33 s30 0s zeros reais do polindmio p,(t) = —t> +

3ct? 4+ 6By, os quais satisfazem as seguintes relagdes

3¢ =P+ P2+ B3
0 = (8152 + B283 + B351) (5.1.3)
By = ¢ (13205

Além disso, suponhamos que estes estdo ordenados de modo que 3, < (B < f[3e B3 > 0.

Observemos que p,(t) = 0 implica
6B, = m(t)n(t) = t*(t — 3c),

onde m(t) = t* e n(t) = t — 3c. Se B, > 0 entdo necessariamente m(t) e n(t) teriam sinais
iguais, o que implicaria t > 3¢ > 0 e portanto 3; > 3¢, B, > 3c e (33 > 3¢, dai obteriamos
B1 + B2 + 33 > 3c, contradizendo a primeira identidade em (5.1.3). Mas entdo teremos By = 0 ou
By < 0.

Se By = 0 entdo 3; = B2 = 0 e B3 = 3c e neste caso substituindo tais valores de 3;,7 = 1,2, 3
em (5.1.6), pelas propriedades de K (v. Apéndice), Ty = +00, de onde obteriamos a cldssica onda
solitaria

¢ = 3csech? (?f)

da equacao (5.0.1).

Portanto, B, < 0 e entdo ¢ < 3c. Assim, da primeira identidade em (5.1.3), 33 > 0 e da
ultima identidade em (5.1.3), B2 > 0. Além disso, procedendo como na Secdo 3.2, obteremos
como solugdo de (5.1.1) uma onda cnoidal que neste caso serd positiva e que vai satisfazer 0 <

by < 2w < (B3 < 3w.
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Com efeito, neste caso obteremos

P(§) = B2+ (B — 52)0712[ b 1_2& & k}, (5.1.4)
uma solucdo de (5.1.1) com
2 2
kQ:kQ:M, —B1 = Py + —30:% e 0< By < fs.
T ramp T AT g g 0
(5.1.5)
Também, a onda cnoidal (5.1.4) possui periodo fundamental 7;,, dado por
43
T, = ———=K(ky), (5.1.6)
T

com kg dado em (5.1.5). Além disso, podemos manipular a expressdo em (5.1.6) de modo a
obtermos informagdo sobre o comportamento do periodo fundamental 77,. Mostraremos a seguir

que

T > (5.1.7)

De fato, de (5.1.5), dado ¢ > 0 fixo e arelagdo 0 < B < 3 < 3¢, podemos escrever (5.1.6) como

uma funcio de uma dnica varidvel, digamos (3. Para isto, resolvemos a equacdo do segundo grau
na variavel (3, obtida de (5.1.5)

B3 + (B3 — 3¢)Ba + (B3 — 3cf3) =0
cujo valor de A

A = (2 —6c0+ 9% —4(65 — 3cBs)
= 6cB3+9c* — 365 >0

pois B3 < 3c = (32 = [33.03 < 3cf3 = 202 < 6¢f3 e também B3 < 3¢ = 7 < 9c?. Assim,
A = 6¢fs+ 92 =362 > 2324 32— 362 = 0.

Novamente do fato de 3 < 3¢, concluimos que

_ 3c— s+ V92 + 603 — 32

2 S

(5.1.8)
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Assim, de (5.1.8) e (5.1.3), obtemos

ﬁ3_ﬁ1 - 52+2ﬁ3—3c
3¢ — B3 +/9¢2 + 6cB — 353

= + 253 —3c
2
_ 305 =3¢+ /92 +6cf; — 303 (5.1.9)
2
e
3¢ — B3+ 1/9¢% + 6¢33 — 332
R .
_ 303 —3c— \/952 + 6¢35 — 332 (5.1.10)
e portanto, (5.1.9) juntamente com (5.1.10) nos da
— 305 — 3¢ — \/9¢% + 6¢f33 — 332
BB 36 % B; — 303 S

C Bs—B1 383 —3c+ \/902+6063—36§'

Neste momento, observamos que a relagdo Jy < 2¢ < f33, pode ser facilmente verificada maximi-
zando-se a fungdo F'((3s, 33) := [2 + 33, restrita ao vinculo G(s, 33) := 55 + (83 — 3¢) B2 + (32 —
3cfs) = 0, de onde obtém-se que 32 + 33 < 4c, 0 que nos permite concluir que 3, < 2¢, pois caso
contrario, 35 + 33 > 23, > 4c, contradizendo o fato de que (35 + F3 < 4c. Além disso, de (5.1.10),
observamos que 2c¢ < 33 < 33 — 3o > 0.

De (5.1.11), segue-se que k, — 1 quando 33 — 3ce ks — 0 quando 33 — 2c e dai obtemos
que T (33) — oo quando B3 — 3c e Ty(F3) — % quando (33 — 2c. Portanto, como a aplicacio
Bs — T4(P5) é uma funcdo estritamente crescente em (2¢, 3c), (v. Teorema 5.1), segue-se que
Ty > 2.

5.2 [Estabilidade para a equacao de Korteweg - de Vries

Iniciamos com a seguinte observacao a respeito da existéncia e estabilidade de solu¢des constantes

para a equacao KdV.

Observacao 5.1. Diferentemente do caso de ondas solitdrias, temos aqui a existéncia de uma
solucdo constante ndo trivial para a equacdo (5.1.1), a saber, a constante ¢g = 2c, a qual é
orbitalmente estdvel em H', (|0, L]) com relagdo ao fluxo da KdV desde que c < (2%)2 (Vide [5]).

per
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5.2.1 Estabilidade de ondas cnoidais para a KdV

Nesta subsec@o desenvolveremos uma teoria de estabilidade de ondas cnoidais para a KdV. Inici-
amos construindo para um periodo fixado L, uma curva suave de solu¢des ondas cnoidais para a
equacdo (5.1.1). Lembramos que na secdo 5.1, achamos uma solucdo ¢ de (5.1.1), definida em
(5.1.4), com condig¢des (5.1.5) e periodo (5.1.6).

5.2.2 Existéncia de uma curva suave de solucoes cnoidais com um periodo

fixo

Sejam entdo L > 0 arbitrdrio mas fixo e ¢ > 0 tais que /¢ > 27” Da demonstragcdo do Teorema
5.1 abaixo, concluiremos que a aplicagdo 35 € (2¢, 3¢) — T,(5) € estritamente crescente e entdo
por (5.1.7) existe um tnico 53 = (3(c) € (2¢,3c¢) tal que o periodo fundamental da onda cnoidal
be(+: B1(c), B2(c), B3(c)) definida em (5.1.4), serda Ty(f3(c)) = L. Notemos que neste caso, o

modulo pode ser escrito como uma fungao de ¢, ja que por (5.1.3) temos (v. (5.1.11))

305 —3c— /9 + 6c; — 32

k2 (c) =
© 365 — 3¢+ 1/9c + 6cfBs — 353

(5.2.1)

com (33 = [33(c). Mostraremos agora que pelo menos localmente esta escolha de [33(c) depende

suavemente de c.
472

Teorema 5.1. Seja L > 0 arbitrdrio mas fixo. Consideremos cy > T3 e seja (3509 = [3(co) €
(2co, 3co) tal que Ty, = L. Entdo,

(1) existe um intervalo I(cq) em torno de ¢y, um intervalo J(Bs) em torno de [3(co), e uma

tinica fungdo suave A : 1(co) — J(Bs0) tal que A(co) = Bsp e

14/6
\/30s — 3¢ + /0 + 6 — 352

onde c € I(cy), B3 = A(c), e k? = k*(c) € (0,1) é definido em (5.2.1),

K(k) =L, (5.2.2)

(2) asolugdo onda cnoidal em (5.1.4), ¢.(+; 51, B2, Bs), determinada por 31 = 1(c), B2 = Pa(c)
e B3 = [3(c) possui periodo fundamental L e satisfaz (5.1.1). Além disso, a aplicagdo

c€I(co) — ¢ € H. ([0, L]) (5.2.3)

per

é uma funcdo de classe C*.
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(3) I(co) pode ser escolhido como (4Li22, +00).

Demonstracao: Utilizaremos o Teorema da Funcao Implicita. Para isto, consideremos o conjunto
aberto Q0 = {(8,¢);c > % *. B € (2¢,3¢)} C R? e definamos ¥ : Q — R por

W(5,0) = 46 K (k(8, ) (524)

\/3ﬁ —3c+4/9¢2 + 6c3 — 332

onde k(3, ¢) é definido como em (5.2.1), com 33 = (3. Por hipétese, V(33 ,¢o) = L.
Calculemos agora 93 ¥ (3, ¢). Denotando a = a(3) = 33 — 3ce b = b(3) = 9¢* 4 6¢5 — 352,

temos que

oy Vat VB[VEU L] — ViR [a+ VB] F[34 JbH(6c — 6)]
s B a—+ \/5 .
Agora, de (5.2.1), temos que

dk? 2a* + 6b

g V(a4 Vb)?

Como = ij/’g,, segue-se que

dk _ 1 22246
dB 2k /b(a + Vb)?

Assim, g‘; > (. De fato

ov dK 1 (2a®+6b) 1 (3Vb—a)
B y 6dk2k:\/"(a+\/_)% 4\/62\/’( +b)3
dKl(Qa +6b)

2a2+6b

( )
(2a® + 6b)
( )
( )

K >0

(3

(E—K*K) > (3Vb — a)(a + VD) k* kK

E > (3Vb —a)(a + VK kK + (2a% + 6b)K* K

E > (2aVb + 3b — ®)K*K?K + (2a® + 6b)k*K

E > (2aVb + 30)k*k"” K + a*k"”K + o’k K + 6bk"K.

2a% + 6b
2a% + 6b

T ¢ o0

Agora,

(2a> +6b)E = (1+k?)a*E + k*a*E + 6bE
= K1 +K*)d’E +K*(1+ k?)a®E + k*a®E + 6bE.
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Comoa > vbe (1+k?)E > 2k?K, pois k — E(k) + K (k) é estritamente crescente, temos que
(14 E)d?E > 2kk2a*K > 2a0Vbk KK,

Também, 6bE = 6k*bE + 6k"?bE e 3k*bE > 3bk*k?K, pois E — kK > 0. Temos ainda,
utilizando novamente que (1 + £”?)E > 2k"K, que,

3k*bE + 6KbE = 3bE + 3k*bE = 3(1 + k*)bE > 6bk"*K.

Finalmente, resta-nos verificar que k*a*F + k"*(1 + k?)a*F — a*k*K — a®k"* K > 0. Para isto,
observemos que k(1 + k?)a’E > 2k"a’K e

Ka*E + K'a’K — a’k”K = k*’E — kK*k?a*K = kK*a*(E — k*K) > 0.

Portanto, pelo Teorema da Func¢do Implicita existe uma tnica fungdo suave, A, definida em uma

vizinhanga [ (cy), de ¢y, tal que W(A(c), c¢) = L para todo ¢ € I(cp). Entdo, obtemos (5.2.2).
Como ¢, foi escolhido arbitrariamente no intervalo Z = (4L—’T22, +00), segue-se da unicidade da

fung¢do A, que podemos estender seu dominio de defini¢ao a todo o intervalo Z. Isto completa a

prova. 0

Corolario 5.1. Consideremos a aplicagdo A : 1(cy) — J(0s,) determinada pelo Teorema 5.1.

Entdo, \ é uma fungdo estritamente crescente em I(cy).

Demonstracao: Da demonstracdo do Teorema 5.1, temos que W(A(c), c) = L paratodo ¢ € I(cy).

Entao,

d v

D) = 0 /86.

de ov/op
Mostraremos que 0¥ /Jdc < 0. Para isto, denotando outra vez por a(c) = 38 — 3c e b(c) =

(5.2.5)

9¢? + 6¢3 — 332, observamos que

ow 4\/6\/(1(6) + x/b(c)%%
de o) + \/
—4\/_K +~/ —3+ 1b(c)"2 (18¢ + 6))
)+ \/_
onde k(f3, ¢) é definido por (5.2.1), com (33 = 3. Agora,
dk 1 (3c—3B)b(c)"2(18¢ + 68) — 61/b(c) —0
de 2k [a(e) + Vo)
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€

—6+/b(c) + 18c+6ﬁ
2./b(c

pois —6+/b(c)+18c+603 > O & 3c+3 > /blc) & 92468+ 32 > 92 +6c3—-33* < 432 > 0.

De onde concluimos que ¥ < 0. E isto completa o coroldrio. U

—3+ %b(c)_% (18¢ + 64) =

A seguir, obtemos a propriedade de que o mdédulo £ como uma func¢do de c € estritamente

crescente.

Teorema 5.2. Consideremos c € 00), B3 = A(c) e a fun¢do médulo

k(c) = k(A(c)) =

( L2 )
303(c) — 3¢ — 1/9c2 + 6¢5(c) — 335(c)?
305(c) — 3¢+ \/902 + 6¢f3(c) — 353(0)2.

Entdo, 4 k(c) > 0.

Demonstrag¢io: Denotando por a(c) = 333(c) — 3ce b(c) = 9¢® + 6¢53(c) — 333(c)?, temos que

dk, . 1[ 2a®+6b —ab@ (18¢ + 603) — 6v/b
%o = = [\[(Hf)}ﬁgu | ot |

Substituindo o valor de B5(c) = 4A(c) dado em (5.2.5), na expressdo anterior, obtemos que
Ee)>0«

dK [ 1 (ab~1/2(18¢+603)+6vb) K(a+vb)~1/2(=3+1b=1/2(18¢+633))
1 { 2a? 4 6b }{ i | 3 (a+v/b)3/2 + 2
2k 2 dK [ 1 2a2+6b K(a+vb)~1/2(=345b~1/2(683—6¢))
\/E(a + \/5) dike [% \/l_)(a+\/5)3/2:| + 5

1 [—ab= (18c + 605) — 6vb
2k { (a+V/b)? 1 >0

Agora, esta ultima expressao € positiva se, e somente se,

1 20° +6b | K 1/2 Ly c
Zk{\f(a+\/_) } (@ +\[> = 3+2b (18e 0m)
ab® (18¢ + 603) + 6v/b 12 L1265, _ 6o
%[ P } (a+ VB VA(=3 + Sb7/2(66, — 60))

ou ainda, se e somente se,

(2a* + 6b)[—3 + %b1/2(18c +6/33)] > [a(18¢ + 633) + 6b][—3 + %b1/2(6ﬁ3 — 6¢)].
(5.2.6)
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Agora, (5.2.6) equivale a demonstrar que
—6a% + 4 x 18¢Vb + 3a(18¢ + 653) > 0
o que ¢é evidentemente verdade ja que
3a(3c+ 33) — a* = a(9c + 383 — 335 + 3¢) = 12ac > 0.
E isto completa o Teorema. U
Estabeleceremos a seguir o nosso teorema de estabilidade.

Teorema 5.3. Seja c € (2% 73 ,—|—oo) Entdo a onda periodica viajante ¢. dada pelo Teorema 5.1 é

estdavel pelo fluxo da equacdo de Korteweg - de Vries.

Observamos neste ponto que parte da segunda hipétese segue do Teorema 5.1. A segunda parte
da segunda hipétese, a qual diz respeito a convexidade da fungdo d(c), serd tratada na subsec@o
seguinte.

Passemos entdo a convexidade de d(c).

5.2.3 Convexidade de d(c)

Observemos inicialmente que como a aplicagdo ¢ € (4Li22, +00) — ¢ € H ([0, L) Vn é de classe

per

C1, segue-se que

d'(c) = (E'(¢c) + F'(e), d%cbch + F(¢.) = F(¢.) = %/0 Q2(x)dr.  (5.2.7)

De onde obtemos o seguinte teorema.
Teorema 5.4. Se c € (= * . +00) entdo d(c) € estritamente convexa.

Demonstraciio: De fato, de (5.2.2), temos que a + Vb = M Também, de (5.2.1), segue-se

2
quea — Vb= M De onde concluimos que

BOHIE 481 R)K

= o (5.2.8)

a =

Mas entao,

92 + 6y — 32 = UK

2 2
{ 385 — 3¢ = 48(1421; VK
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Resolvendo o sistema acima, obtemos c e (33 como fun¢do das integrais elipticas completas, a

saber,

(5.2.9)

8K?\/3k" + (1 + k?)? 8K2[2(1 4 k?) + /3K + (1 + k2)?]
C = 72 (S 53 = 12 .

Agora, de (5.1.1), temos que fOL P2dé = 2c fOL ¢.dE. De onde obtém-se juntamente com (5.2.7)

L
=c / ¢odz. (5.2.10)
0

Utilizando que

/OLcn[ f3 — ﬁlgk] i = %[E(k) _]{EQK(/C)}

obtemos que

%(/OL si€) = z/j@(@d&m%(/jqﬁcd&)

= 28,L+2(0; — 62)% [EW _,;:IQK(%)}

+ 2cL— {52 (53_52)%[12(1{7)—k‘I;JIQK(k)}%.

(5.2.11)

(5.1.8) juntamente com (5.1.10), (5.2.8) e (5.2.9) nos da

5, - 1[16K2/3k" + (1 +£2)  16K°[(1 +£%) N 48(1 — k) K?
22 L2 L? L2
8K2 ) )

= V3K + (1 4+ K2)2 — (14+ &%) +3(1 — k%)].
Assim,

d 16K dK

(k) = 2 (V3K + (14 k2)2 — (1 + k%) + 3K

8K* 4 2y21-1 3
+ 7 5[3k + (14 k%)% 2[~8k + 16k%] — 8k 5.

Além disso, como

1 [E(k) — K2K (k) 48k2K2 1 [E(k) — K2K (k)
(63_62)?[ k2 } 2 K k2 ]

18K 5
= S Bk - KK (K),




SECAO 5.2 e« ESTABILIDADE PARA A EQUACAO DE KORTEWEG - DE VRIES 94

temos que
d 1 rE(k) = k”K (k)1 _ 48 2
%{(63—62@[ - ] = kK (k) > 0.
Dai,
L 16 K2 K
a4 / sig) = 2 {\/3144 1+ k2 — (1+k2)+3k’2] + D B(E) ~ KK (F)
de 0 5
+ 20{ O VAR F (L4 R — (14 ) 4 3K7)
K[ (—4k + 8Kk A
g { (—dk + 8K?) _8;€]+—8sz2}%
V3T (11 k)2 L e
(5.2.12)
Denotemos por
16K dK 8K?  (—4k +8K%) 16
k): = 3k + (1+k2)2 — (1 + k%) + 3K + AL
foy: = LRI N A S e e L

16K —2k 4 4k?
= 6{ (V3K + (1 +k2)2 — (14 k?) + 3K + (Z2k + 4k7) —kK}.

V3K + (1 + k?)?

Como E? > kK2, entdo E > k'K e dai 220K ~ FU_FIK _ (KK - Aoora, f(k) & positiva

se, € somente se,

(2k — 4k3)

— K [V3EA + (1 +k2)2 — (1 + k%) + 3K%] > kk’[\/gk/4 T

pois denotando por D := 3k™ + (1 + k?)? = 4k' + 4 — 4k e utilizando que k = /1 — k2, vemos

que o polindbmio em £/,

p(k') = (1 —K)VD — (1 +k*) + 3k VD — kk'(2k — 4k®) — kK*k'V'D > 0. (5.2.13)
Com efeito,
p(k) = (1=K)Y{[VD =2+4K VD — 2 (1 + k') + 4k(1 — K1 + K')? — (1 + KKV D}

= (1= k) (K — 1){4k® + 4k — 2k — 4 — 4k(1 4+ k') + 3K’ + 2)V D}
= —(1—K){—4K? — 6k — 4+ (3K +2)VD}
com —4k"? — 6k' — 4 + (3k' + 2)v/D < 0, pois —4k"> — 6k’ — 4 + (3K + 2)v/D < 0 &

(3K 4+ 2)V'D < 4k + 6K’ + 4 < (9K + 12K + 4)(4k™ + 4 — 4K?) < (4k” + 6K + 4)?
36k (k"2 — 1) + 48Kk (k"* — 1) — 48Kk"? < 0. O que implica que p(k’) > 0 V&' € (0, 1).
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E com isto, demonstramos que % ( fOL qbcdx) > 0. E entdo concluimos a partir de (5.2.10)

L L
d"(c) = c% (/0 gbcdx> +/0 ¢cdx > 0.

A demonstra¢ao do Teorema 5.3 segue diretamente da Teoria de Grillakis, Shatah & Strauss
em [21].

que

O

5.3 [Estabilidade para a equacao de Boussinesq

Verificaremos as condicdes suficientes para a obtencdo de estabilidade dadas pelas hipéteses 1,2
e 3 no inicio do Capitulo 3. De fato, observemos que o Teorema 2.7 verifica a hipdtese 1. Além
disso, a analise espectral necessdria a verificacao da hipotese 3 € exatamente aquela desenvolvida
na secao 3.4.2 do Capitulo 3. Passemos entdo a verificacao da hipétese 2.

Observemos inicialmente que como uma consequéncia imediata do Teorema 5.1, temos o

seguinte teorema a respeito da existéncia de uma curva suave de solugdes.

Teorema 5.5. Seja L > 2m . Entdo existe uma curva suave de solu¢des ondas viajantes periddicas
para o sistema (3.0.1) em H". ([0, L]) x H™ ([0, L]), n,m > 0, dada para w(c) = 1 — ¢?, por

per per

472 472
ce ( - \/1 - %7 \/1 - %) - (qbw(c)aww(c))v (531)

e que satisfaz o sistema (3.2.2), com constantes de integracdo K, = Ky = 0. Além disso,

B3 — B
12

Gu(€) = Bot (B — Ba)en?| k|

(5.3.2)

onde a funcdo suave B3 = [3(w(c)) é dada pelo Teorema 5.1, k = k(w(c)) por (5.2.1),
Ba = i 91;2+6wﬁ3_363 e =3w— [y — [

Agora, quanto a convexidade de d(c) = H + cI, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.6. (Convexidade de d(c)). Seja L > 2w e ¢ € (—1,1). Entdo d"(c) > 0se ¢* > 5 e

2 42
1—c¢ >F
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Demonstracao: De fato, sabemos que

L L
O ¢i+2c2%< / ¢idw)
r L L
= 2_—w/0 gbwdx+202%(w/0 qﬁwdx)]
r L L d [
_ _ 2 .
= 2_ w/o Owdx + 2¢ (/0 ¢wdaz—|—wdw/o qﬁwd:c)}

L L
= 2[(3¢* — 1)/0 ¢wdx+202w%(/o gzﬁwdx)].

(5.3.3)

Como - ( fOL gbwdx) > 0, vemos que d”(c) > 0 desde que ¢* > 3.

De onde concluimos o seguinte teorema de estabilidade.

Teorema 5.7. Sejam ¢ € (—1,1) e L > 27. Entdo a onda periddica viajante gw(c), dada pelo
([0, L]) x L2,,([0, L]) pelo fluxo da equagdo de Boussi-

Teorema 5.5, é orbitalmente estdvel em H} ver

per

2
nesq, desde que ¢* > 5 e 1 — ¢ > &,

A prova do Teorema 5.7 segue-se exatamente como em [21], pois neste caso ndo temos o termo

problemadtico A.

Observacio 5.2. E importante notar que o resultado que obtivemos acima (Teorema 5.7) néo é
otimo, uma vez que desprezamos a segunda parcela em (5.3.3) para a obtengdo da convexidade de

d(c). No entanto, é de nosso interesse em trabalho futuro obtermos um refinamento.
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Consideracoes Finais

Alguns problemas que ficaram sem resposta nesta tese e que representam naturais direcoes de

pesquisa sdo os seguintes:

e A possibilidade de obter um resultado de instabilidade linearizada, para solu¢des ondas vi-
ajantes periodicas da equagdo de Boussinesq, seguindo a técnica desenvolvida pelo professor Or-
lando Lopes em [34].

e Melhorar os resultados de estabilidade nao linear para as equacdes de Boussinesq cléssica e
modificada obtidos nesta tese de doutorado.

e Obter um resultado de instabilidade ndo linear para a equagao de Boussinesq a partir de [34] e
de um resultado auxiliar que pode ser obtido utilizando-se a técnica de J. Bougain [14], para a boa
postura em um espaco conveniente desta mesma equacao, ou de outro modo, seguindo a técnica
utilizada por Y. Liu em [33].

e Obter um resultado de estabilidade ou instabilidade nao linear de ondas viajantes periddicas

para a equacao de Boussinesq generalizada, p > 4.
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CAPITULO 6

Apéndice

6.1 Integrais elipticas Jacobianas

Nesta se¢do, estabeleceremos algumas propriedades das integrais elipticas Jacobianas retiradas do
livro de Byrd & Friedman (vide [11]).

Inicialmente, definiremos as integrais normais elipticas do primeiro tipo:

4 dt ® do
/ > — —/ — = F(p, k),
0 \/(1_t)<1_kt) 0 1 — k2 sin“ 0

onde y = siny, e as integrais normais elipticas do segundo tipo,

1 — k242 ¥
7dt:/ V1 —k? sin?0 df = E(p, k).
0

1—1¢2

Estas integrais possuem as seguintes propriedades: A primeira € finita para todo valor real (ou
complexo) de y, incluindo o infinito; a segunda possui um pdlo simples de ordem 1 para y = oo.
O ndmero £ é chamado de mddulo. Este nimero pode assumir qualquer valor real ou imaginario.
Neste trabalho, 0 < k£ < 1. O nimero k' é chamado de mddulo complementar e esta relacionado
com k através da relacio k' = v/1 — k2. © é o argumento da integral normal eliptica.

Quando y = 1, as integrais acima sao ditas completas. Neste caso, escrevemos:

/1 dt :/W/Q 40 — F(r/2,k)=K(k)= K, (6.11)
o VA-B)(1-ke) Jo 1— k2 sin’f o o -
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1 1 — k2¢2 /2
[ [ iR a - e = B =B 61D
0 - 0

Entdo, alguns valores especiais de K e £ sdo: K(0) = E(0) = 7/2, E(1) = 1 e K(1) = +o0.
Para k € (0,1), K'(k) > 0, K" (k) > 0, E'(k) < 0, E"(k) < 0e E(k) < K(k).
Uma propriedade importante das integrais completas elipticas K e E € que elas satisfazem,

respectivamente, os seguintes casos especiais de equacoes diferenciais hipergeométricas

2 42
{ kPR 4+ (1 - 3k%)4E — kK =0, (6.1.3)

kRPEE L p2AE | b — (),

1/2

De fato, considerando a expansdo binomial do integrando (1 — kzsinQH)_ , a saber,

(1 — k2sin%0)~1/? = Z )‘nk%sm
n!

n=0

l\DI»—l

onde (a),, denota the “shifted factorial”definido por (a), = a(a+1)---(a+n—1) forn > 0,
(a)p = 1 (note que como |k| < 1 esta série converge absolutamente) e usando a férmula integral
fo sin®"0 df = (3),,%/(1),, obtemos que

K(k:):giwl%n g (1/2,1/2:1;k2). 6.1.4)

Portanto, como a fungdo hipergeométrica F'(1/2,1/2;1;x) satisfaz a equagdo diferencial hiper-

geométrica de Euler

d*y dy 1

obtemos imediatamente que K (k) satisfaz a primeira equagdo em (6.1.3). Analogamente, obtemos

(1 —x)——

a seguinte relagcdo associada a F,
m 2
E(k) = §F(—1/2, 1/2;1; k%),

e entdo, conseguimos a segunda equacao em (6.1.3).
Agora, apresentamos algumas derivadas das integrais completas elipticas K e I/, as quais serdao

utilizadas neste trabalho:

dk T kk? 0 dk Tk (6.1.5)
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Definiremos agora as fungoes elipticas Jacobianas . Inicialmente, consideremos a integral eliptica

ul 'k:)zu:/yl dat :/W d0 ~Flo k) (6.16)
o= o VI-)1—-k2) Jo V1—k sin26 > .

a qual € uma funcdo estritamente crescente na varidvel y; (real). Portanto podemos definir sua

fun¢do inversa por y; = sin ¢ = sn(u; k), ou mais simplesmente por y; = snu quando ndo houver
necessidade de enfatizar o médulo. A fun¢do snu é uma fungdo impar. Outras duas fungdes bésicas

sao as seguintes, definidas por

en(usk) = /1 —yd=+/1—sn2(u; k) (fungdo cnoidal)
dn(u;k) = /1 —k2%? = /1 —k2sn2(u; k) (funcdo dnoidal),

as quais requerem que sn(0,k) = 0, en(0,k) = 1 e dn(0,k) = 1. As fungdes cnu e dnu

sdo fungdes pares. As fungdes snu, cnu, e dnu sdo chamadas fungdes elipticas Jacobianas e
sao fungdes reais de argumento u. Estas fun¢des possuem como periodo real, 4K, 4K and 2K,
respectivamente. As propriedades mais importantes das funcdes Jacobianas elipticas, as quais
foram utilizadas nesta tese, sao dadas pelas formulas abaixo.

1- Rela¢oes Fundamentais

sn?u + cn’u =1,

E2sn’u + dn*u =1

k2 sn?u + enu = dn®u (©1.7
—1<snu<l, -1<cnu<l, K*<dnu<l.
2- Valores Especiais
sn(—u) = —snu, en(—u)=cnu, dn(—u)=dnu, sn0=0, cn0=1,
sn K=1, en K =0.
(6.1.8)

sn(u+4K) =snu, cn(u+4K)=cnu, dn(u+2K)=dnu
sn(u+2K) = —snu, cn(u+2K)=—cnu.

Finalmente, temos
{ sn (u,0) =sin u, cn (u,0) = cos u,

sn (u,1) = tanh u, cn (u,1) = sech u.

3- Diferenciacao das Funcoes Jacobianas Elipticas
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%sn(u) =cnudnu, Zen(u)=—snudnu, 6.1.9)
~dn(u) = —k*sn u cn u.

6.2 Teoria de Floquet para L., e L,

Nesta secdo, estudaremos as propriedades espectrais associadas aos operadores lineares
2

beon =32

+w—¢w7

onde ¢,, € a solucdo onda cnoidal (3.4.4) para a equagdo (3.4.25) com periodo fundamental L e

w > 0 (vide Teorema 2.4 em [5]) e

d2
Edn = _E + w — 3¢i},
onde ¢,, € a solu¢do onda dnoidal (4.2.7) para a equagdo (4.2.3) com periodo fundamental L e
w € ( QLij, +00) (vide Teorema 2.1 em [6]). Esta anélise tem por base os problemas periddicos de

autovalores considerados em [0, L],

[ Lenx = Bx

x(0) = x(L) 6.2.1)
L X'(0) = X'(L).
( Lanx = Bx

x(0) = x(L) (6.2.2)
L X'(0) = X'(L).

Mostraremos, utilizando a teoria de Floquet (vide [18, 24, 35]), que os problemas (6.2.1) e (6.2.2)
determinam respectivamente para L., e L4, a existéncia de um autovalor negativo simples, o qual
denotaremos por simplicidade para ambos com a mesma notagdo, digamos 3y e que 3; = 0 é um
autovalor simples com autofung@o associada ¢/ . Também estamos utilizando a mesma notagao,
',» para a autofuncao associada ao zero dos operadores L., € Lgy,.
Da teoria classica de operadores simétricos, temos que os problemas (6.2.1) e (6.2.2) determi-
nam que os espectros de L., e L4, sdo conjuntos enumeraveis infinitos constituidos de autovalores,

respectivamente, {3,|n =0,1,2,...} e {#.In =0,1,2,...}, com

boshsSBhshsShhs (6.2.3)
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BoSASPHEPEP S (6.2.4)

onde os autovalores duplos sdo contados duas vezes e 3, — oo quando n — oo e (3, — oo
quando n — oo. Por conveniéncia, denotaremos as sequéncias de autovalores {3,|n =0, 1,2, ...}
e {0|n=0,1,2,...} associadas aos operadores L., € L4,, simplesmente por {3,|n = 0,1,2,...},
deixando claro no entanto que tais sequéncias sdo diferentes pois estdo associadas a problemas
diferentes. Denotaremos por x,, a autofun¢do associada ao autovalor [3,. Das condigdes x(0) =
X(L), x'(0) = x'(L), xn pode ser estendida a (—oo, c0) como uma fung¢do continuamente difer-
enciavel com periodo L. Além disso, os autovalores duplos (se existe algum) sdo os valores de (3
para os quais as solucdes de (6.2.1) tem periodo L, e portanto, cujo autoespaco associado é gerado
por duas solugdes periddicas de periodo L linearmente independentes. Neste caso, dizemos haver
coexisténcia de solucdes para o problema (6.2.1) com o valor /3.

Da teoria de Floquet, a andlise de (6.2.1) e de (6.2.2) estd relacionada com a andlise dos

seguintes problemas semi-periddicos de autovalores em [0, L]

Len€ = pé

£(0) = —£(L) (6.2.5)
¢§'(0) = =¢'(L),

Lin& = pé

£(0) = —¢(L) (6.2.6)
¢'(0) = =¢'(L),

0s quais sdo também problemas auto-adjuntos e que determinam a existéncia de uma sequéncia de

autovalores {x,|n = 0,1,2,3, ...}, com

A

o S p1 = pip S pig S fug (6.2.7)

onde os autovalores duplos sdo contados duas vezes e j,, — oo quando n — oo. Denotaremos por
&, as autofungdes associadas ao autovalor y,,. Uma fungdo f(x) tal que f(x + L) = —f(z) Vx é
dita semi-periddica com semi-periodo L. Evidentemente, uma fun¢c@o como esta tem periodo 2L.

Entdo, temos que as equagoes

possuem uma solugdo de periodo L se, e somente se v = (3,, n = 0,1,2, ..., bem como possuem
uma solugdo de periodo 2L se, e somente se, 7 = u,, n = 0,1,2,.... Se todas as solugdes de

(6.2.8) sdo limitadas dizemos que elas sdo estdveis; caso contrério, dizemos que sao instdveis.
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Agora, do Teorema de Oscilagdo associado as equagOes diferenciais (6.2.8) (vide [35]) as

sequéncias em (6.2.3) e (6.2.7) estdo interlagcadas, a saber,

Bo<po=pr <P = Pr<pp=pz< P3Py, (6.2.9)

e entdo temos os intervalos (_00750]7 (/607/’L0)7 [NO; Iul]7 (:ula 61)7 [ﬁhﬁ?]u ... Tém-se que as

solugdes de (6.2.8) sdo estaveis nos intervalos

(ﬁ()? Mo)a (:ula ﬁl)a (ﬁ% M2)a (:u?n 53)a XX

os quais sdo chamados de intervalos de estabilidade. Nos extremos destes intervalos as solucdes
de (6.2.8) sdo, em geral instaveis. Isto é sempre verdade para v = [y ( [Fy € sempre sim-
ples). As solucdes de (6.2.8) sdo estdveis para v = (3,41 Ou 7 = (39,42 S€, € somente se,
Bont1 = Paonso (autovalores duplos), e sdo estdveis para v = fio, OU ¥ = [i,11 S€, € somente
se, [lon, = Hon+1- Entdo, um extremo de um intervalo como este pode pertencer a ele se, e so-
mente se, (6.2.8) tem solucdes estaveis para o valor correspondente de . O resto dos intervalos,
(—00, Bo), (o, 1), (B1, B2), (2, pt3), ..., sdo chamados intervalos de instabilidade. O intervalo de
instabilidade (—oo, By) sempre estd presente. Ele antecede o intervalo (g, £1), 0 qual chamamos
de primeiro intervalo de instabilidade. O intervalo de estabilidade jamais desaparece, mas dois
deles podem eventualmente transformar-se em um tnico se (3,11 = Popi2 OU lop = flopt1- NO
entanto, os intervalos de instabilidade (exceto o intervalo (—oo, 3y)) podem desaparecer total-
mente. Observamos que a auséncia de um intervalo de instabilidade significa a existéncia de um
valor de v para o qual todas as solucées de (6.2.8) tém ou periodo L ou semi-periodo L- ou seja,
hd coexisténcia de solugoes de (6.2.8) com periodo L ou periodo 2L para o valor .

Observamos finalmente que o nimero de zeros de ., € &,, as respectivas autofungdes associ-

adas aos autovalores (3, € fi,,, ocorrem da seguinte forma:

(i) Xxo nao tem zeros em [0, L].
(17) X2n+1 € Xoni2 tem exatamente 2n + 2 zeros em [0, L). (6.2.10)

(170) Eop € Eony1 tem exatamente 2n + 1 zeros em [0, L).

Temos entdo os seguintes Teoremas.

Teorema 6.1. Seja ¢, a onda cnoidal dada pelo Teorema 2.4 (vide [5]) e w € (0, 00). Entdo, o
operador linear L., = —% + w — ¢y, definido em H?, ([0, L)) tem um tinico autovalor negativo,

o qual é simples, o zero é um autovalor simples com autofun¢do associada ¢, e o resto do espectro

€ constituido por um conjunto discreto de autovalores duplos.
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Demonstracao: De (6.2.9) e (6.2.10), segue-se que 0 = 3; < (. De fato, como L.,¢!, = 0e ¢!,
tem 2 zeros em [0, L) entdo de (6.2.10) temos que o autovalor 0 € igual a 3; ou a 3. Afirmamos
que 0 = (3;. Com efeito, usando a transformagdo T, x(z) = x(nz) paran? = 12/(as — 1) e a
forma explicita (3.2.5) para ¢,, (substituindo os 3;’s pelos «;’s, onde 3; = ca; e ), ; = 3c¢) temos

para A = T, x que o problema (6.2.1) € equivalente ao problema de autovalores

d> . 2 anr2 _
TN+ [p— 12k%sn*(z)|A = 0 62.11)
A(0) = A(2K), A'(0) =AN(2K),
onde a relagdo entre p e 3 € dada por
p=—12w—a3—pF]/(as —ay). (6.2.12)

A equagdo diferencial de segunda ordem em (6.2.11) é chamada a forma Jacobiana da equagdo
de Lamé. Agora, da teoria de Floquet (vide Magnus&Winkler em [35], Teorema 7.8) segue-se
que a equagdo de Lamé (6.2.11) tem exatamente 4 intervalos de instabilidade, a saber, (—o0, po),
(1o, 117), (p1,p2), (h, 5) (onde pf, i@ = 0, sdo os autovalores associados ao problema semi-
periddico determinado pela equacao de Lamé). De onde concluimos que os trés primeiros auto-
valores pyg, p1, p2, associados a (6.2.11) sdo simples. Portanto, como p; = 4 + 4k? é um autovalor
para (6.2.11) com autofungdo A;(z) = cn(x)sn(z)dn(x) = cons.T,¢" segue-se de (6.2.12) que
B = 0 é um autovalor simples para (6.2.1) com autofungao associada ¢’. Agora, de [24], temos

que as fungdes (polindmios de Lamé)

Ao(z) = dn(z)[1 — (1 + 2k* — V1 — k2 + 4k*)sn®(z)]
Ay(x) = dn(z)[l — (14 2k* + V1 — k2 + 4k*)sn? ()]

com periodo 2K, sdo as autofungdes associadas aos outros dois autovalores, os quais satisfazem a

equacao
5k?

=k 6.2.13

Notemos que A ndo possui zeros em [0, 2K e Ay possui exatamente 2 zeros em [0, 2K). Como
(6.2.13) possui duas rafzes diferentes pg = 2 + 5k* — 2v/1 — k2 +4k* e po = 2 + 5k? +
2v/1 — k2 4 4k4, segue-se que A, é uma autofuncdo associada a pg, o qual serd o primeiro au-
tovalor de (6.2.11). Como py, < p; para todo k* € (0,1), obtemos de (6.2.12) e da relagio
—ay(1+ k%) = (2 — k¥asz — 3¢, que

a3 — C

126y = 3———
bo=317

po+12(c —a3) <0
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e entdo () é o primeiro autovalor negativo para L., com autofungio yo(z) = AO(%x). Agora,
como p; < po paratodo k € (0, 1), obtemos de (6.2.12) que

Q3 — C

128, = 32—
B2 31€2+1

p2 +12(c —az) > 0

e entdo ( € o terceiro autovalor para L., com autofuncio associada x3(z) = Ag(%x).

Para finalizar, veremos que p, = 5+ 2k? —2v/4 — k2 + kie y) = 5+ 5k% — 2/4 — Tk? + 4k*
sdo os dois primeiros autovalores para a equacao de Lamé no caso semi-periédico, com autofuncoes
associadas &y g (7) = cn(z)[1 — (2 + k% — VA — k2 + k% )sn?(2)] e & om () = 3sn(z) — (2 +
2k? — \/4 — Tk? + 4k* )sn?(x), respectivamente. Como pfy, < pi} < 4k* + 4, segue-se da relagdo

pe = —12[c — as — il /(a3 — aq) (6.2.14)

que os trés primeiros intervalos de instabilidade associados a L., s30 (—o00, o), (o, ft1), (A1, A2).
Finalmente, como as fungdes &, o (2) = cn(x)[1— (2+ k2 + V4 — k2 + k% )sn?(2)] e &3 om(T) =
3sn(z) — (2 4 2k% + /4 — Tk? + 4k* )sn3(z) possuem trés zeros em [0, 2K) e sdo autofungdes
da equacio de Lamé com autovalores i, = 5 + 2k> +2v4 — k2 +kie uy = 5+ 5k +
24 — Tk? + 4k4, segue-se de (6.2.14) que o dltimo intervalo de instabilidade de L., € (u2, i3).

Isto encerra a prova do Teorema.

U
Teorema 6.2. Seja ¢, a onda dnoidal dada pelo Teorema 2.1 (vide [6]) e w € (QLL;, +00). Entdo,
o operador linear L4, = —% + w — 3¢7, definido em H?, ([0, L]) tem seus trés primeiros auto-

valores simples, sendo o zero o segundo deles com autofun¢do associada ¢.,. Além disso, o resto

de seu espectro é constituido de um conjunto discreto de autovalores duplos.

Demonstracao: De (6.2.9) e (6.2.10), segue-se que 0 = 3; < (2. Com efeito, como L4, ¢, =0¢e
¢!, tem dois zeros em [0, L) entdo (6.2.10) implica que o autovalor zero € igual a 3; ou 5. Além
disso, usando a transformacdo 7, x(z) = x(yz) com 7* = %, a forma explicita (4.2.7) para ¢,,
e a relagdo k*sn’z + dn’z = 1, temos para ® = T, que o problema (6.2.2) é equivalente ao

problema

(6.2.15)

Lo+ [p—6k2sn?(2)]|® =0
D(0) = B(2K), ¥'(0) = ¢'(2K),

onde a relagdo entre p e 3 € dada por

2
= [3+ 30t — w]. (6.2.16)
1
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Agora, da teoria de Floquet (vide [35], Teorema 7.8) segue-se que a equagao de Lamé tem exata-
mente 3 intervalos de instabilidade, a saber, (—oo, po), (16, 147), (p1, p2), (onde para i > 0, p; sdo
os autovalores associadas aos problema periddico e 1) sdo os autovalores associados ao problema
semiperiddico determinado pela equacdo de Lamé em (6.2.15)). Portanto, segue-se que os trés
primeiros autovalores pg, p1 € p2 s@o simples e que o resto dos autovalores p3 < py < p5 < pg...
satisfaz p3 = p4, p5s = pe, --., OU S€ja, eles sdo autovalores duplos.

Estabeleceremos agora formulas explicitas para os trés primeiros autovalores py, p1, p2 € suas
autofungdes correspondentes @y, ®; e ®,. Para isto, observemos inicialmente que p; = 4 + k?
satisfaz L4, P17 = p1 P com @4 (x) = sn(z)en(z) = const.T,¢'. Além disso, temos de (6.2.16),
que 5 = 0 ¢ um autovalor simples para (6.2.2) com autofun¢ao associada ¢’. Agora, de [24], temos

que as fungdes

Po(z) = 1—(1+KE —V1—k2+Kk)sn?(2)
Py(z) = 1—(1+E +V1—k2+kY)sn*(x),

com periodo 2K satisfazem que L4, Py = po®o e L4, P1 = poPy, com
po=2[1+Kk —V1—k2+k4 e po=2[1 +k*+ V1 — k2 + k4]

Notemos que $( ndo possui zeros em [0, 2K e 5 tem exatamente 2 zeros em [0, 2K). Entdo pg é

o primeiro autovalor de (6.2.15). Como py < p; para todo k? € (0, 1), obtemos de (6.2.16) que
280 = —2w — 2niV1 — k2 + k1 < 0 & py < p1.

Além disso, 3y dado por

2
Bo = —w — 2_wk2\/1—k2+k4

serd o primeiro autovalor negativo para L, com autofuncio associada yy = @0(%@. Agora, como

p1 < py para todo k% € (0,1), obtemos de (6.2.16) que
208y = —2w +20V1 — k2 + k1 > 0 & p1 < po,

e entdo [, € o terceiro autovalor para L4, com autofungdo ys(x) = CI>2(%Yx).

Para finalizar a prova, estabeleceremos os dois primeiros autovalores associados ao problema
semiperiodico (6.2.6), (o, (1, 0s quais foram utilizados em nossa teoria de estabilidade. Entdo,
usando a equacdo de Lamé em (6.2.15) com as condigdes ¢(0) = —P(2K) e ¢'(0) = —D'(2K),
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encontramos que os autovalores i, associados ao problema semiperiddico estdo relacionados com

os f; através da relagcao
2
i = =5 [pi + 307 — w.
m

Agora, vemos que /i, = 1 + k? e pf = 1 + 4k? sdo os dois primeiros autovalores para a equagio

de Lamé em (6.2.15) no caso semi-periddico. Além disso, as autofungdes associadas sao

Qg () = en(z)dn(x) e Py gn(x) = sn(x)dn(z),

respectivamente. Portanto, {y(z) = <I>0,sm(%x) e &(x) = ®l,sm(%x) sdo as duas primeiras

autofungdes de (6.2.6) associadas aos autovalores g = —3w/(2—k?) e uy; = 3w(k*—1)/(2—k?).
0
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