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SUMARIO

Nesta tese lidamos com o seguinte jogo de
Blotto: Dois politicos devem alocar, secretamente, seus re-
cursos igualmente entre um numerc de eleitores. Cada elei -
tor vota no politico gque lhe der mais recursos.

NOs apresentaremos sclugoes assintoticamen—

te Otimas para esse jogo.



ABSTRACT

In this thesis we deal with the following
Blotto Games:

Two politicians must allocate secutly, their
resources equally among a number of voters. Each voter votes
for the politician that gives him more resources. The
politician that receives more votes win the game.

We give asymptotically optimal scluctions

for this game.
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INTRODUGAQ

Uma das dificuldades de aplicagdc da teoria dos
jogos & o estabelecimento de uma matriz satisfatoriamente quan
tificada. B dificil identificar todas as variaveis gque inter-
vém para reduzir seus cfeitos a uma escala homogénea de valo-
res. Além disso, a teoria é estatica - trabalha com valores
dados, fixos e independentes do resultado do jogo. E as situa

¢Oes concretas sio dinamicas, com valores nao fixos,

No entanto, como qualguer outra teoria cientifé
ca, a teoria dos jogos & um "mapa simplificado" [6}, isomorfo,
da realidade. Sua utilidade estad na razaoc direta do isomoriis

10 mantido em relagdo a algum aspecto do mundo real.

0 contetdo deste trabalho esta distribuido de
maneira que se segue. NO Capitulo I apresentamos algquns exemn-—
plos de jogos de soma-zero com solucbes puras e mistas, além
de formalizarmos alguns conceitos necessarios ao desenvolvimen

to dos problemas da Teoria dos Jogos.

O Capitulo II estad dividido em trés partes, sen
do que na primeira delas apresentamos o problema proposto para
cste trabalho de tese. Na seg¢do 1I-2 apresentamos um problema
similar ao proposto ¢ sua respectiva solucdo, desenvolvida re-

centemente e gue nos auxiliou no NOSsoO trabalho. Na Segao II-3
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tecemos alguns comentarios ressaltando a diferenga existente

entre os problemas das segoes II-1 e II-2.

O Capitulo III esta dividido em duas partes. Na
segao III-1 desenvolvemos o problema proposto e obtemos duas
solugoes, sendo uma para o caso continuo e outra para o caso
discreto. Na segao III-2 tratamos da abordagem numérica do pro
blema e apresentamos os resultados gue conseguimos obter utili

zando métodos computacionais.

No Capitulo IV apresentamos as conclusoes do tra

balho desenvolvido.
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CAPITULO I

Exemplos de Jogos de Soma-Zerc. Conceitos.

A teoria dos jogos ha muitos anos tem sido estu
dada e a primeira tentativa deu-se em 1.921 por Emile Borel du
rante suas pesquisas em calculo de probabilidade. Esta teoria
foi firmemente estabelecida por John Von Neumann em 1.928 quan
do ele provou o teorema minimax; Teorema Fundamental dos Jogos

de Estrategias.

Dentro da teoria dos jogos encontra-se desenvol
vido um jogo com caracteristicas que mencionaremos a seguir,
chamado "Jogo de Blotto". Essa denominacao foil dada por M. Do

nald [10] gue escreveu:

"0 Jogo do Coronel Bloto, gue € um problema de
desdobramento militar, e encontrado no Caliban's Weekend Pro-

blems Book".

O problema & dado ao Coronel Bloto pelo seu ge-
neral como um teste de competéncia. Blotto tem gquatro unida-
des de forga ao passo que © inimigo tem tres unidades. Entre
as forgas ovpostos existe uma montanha com guatro passagens, e
em cada passagem tem um forte. A guerra é declarada a noite e

a solucdo deveria ser apresentada pela manha.

As decisoes a serem tomadas deveriam ser tais
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que resultassem em cada passagem, num computo do numero de pon
tos maior do que o do inimigo. Ganha-se um ponte por cada for

te conguistado e um ponto por cada unidade de forga.

Blotto fez entao o desdobramento de suas forcgas,
baseado nos seus estudos que incluiam a probabilidade das for-
¢as inimigas terem sido agrupadag de uma dag manelras sSeguin-
tes: uma unidade em cada uma das trés passagens; duas em uma
das passagnes e a terceira em outra; ou todas tres forcasnuma

Unica passagem.

"Em Princeton durante a II Guerra Mundial, dois
matematicos, Charles P, Winsor e John W. Iuckey, trabalhando
em problemas militares na pratica, aplicaram muitas vezes pro-

blemas do Coronel Blotto proximos a realidade".

ApOs essa breve abordagem histdérica do jogo de

Bloto, vamos defini-lo matematicamente.

Jogo de Blotto € um jogo de soma zero envolven-—
do dois jogadores I e II, e n campos de batalha independentes.
O jogadeor I tem A unidades de forgas para distribuir entre os
campos de batalha, e o jogader II tem B unidades. Cada Joga-
dor devera distribuir suas forgas sem conhecer a distribuicao
do adversario. Se I envia X, unidades de forgas e II envia Y

unidades para o i-ésimo campo de batalha, existe um payoff
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ki(xi, yi) para I como um resultado da batalha, o payoff como

um todo & a soma dos pavoffs dos campos de batalha individuais.

A titulo de exemplificagao apresentamos a seguir
como sendo um jogo, problemas reais onde foram introduzidas al-

gumas simplificagoes.
Exemplo 1 - "Um equilibrio dinamico" [6]

0 jogo da concorréncia entre empresas €, em ge-
ral, "equilibrado". Por exemplo, a empresa X solida e antiga,
vé-se rapidamente ameag¢ada por uma asgocliacao Y, nova e agres-
siva. x orienta sua politica pelas previsoces feitas a partir
de um balango projetado para um ano. A organizagao y, ao fa-
zer suas estimativas, toma como base nao o seu balanco, mas a
do grupo oponente. Seu objetivo consiste em afastar x do mer-
cado e, para tanto, considera os lucros desta como seus prejul

zos, e vice-versa. Seu jogo assume as caracteristicas de "so-
ma—-zero". Ambas as companhias devem tomar uma decis@o: empre-
ender, ou ndo, uma vasta campanha publicitéria. As duas con-
trolam apenas suas proprias decisdes, se bem gue tenham as in-
formacdes sobre os possiveis resultados provenientes das deci-
sdes a serem tomadas por ambas, isto &, conhecem a "matriz do
jogo™.

Indicando por C, a decisao de x de empreender a

1

campanha publicitaria, por C, a resolucdo contraria, por B, e
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B2 decisdes equivalentes por parte de y, e combinando essas op

coes, chega-se a gquatro valores possiveis:

Y|B B
% 1 2
Col =1 | +1|0=1]
C2 -3 | +2
[-111(+2)
Os lucros (+) e prejulzos (-) de x (em milhdes
de cruzeiros, por exemplo), sao, respectivamente, os prejuizos

e lucros de y. A empresa x pode, ou nao, fazer a campanha pu-

blicitaria. O resultado minimo & -1 para C,, e -3 para C, - um

1

prejuizo de 1 ou 3 milhdes de cruzeiros. Escolhendo o curso

de agao Cy (fazer a campanha), % decidiu pelo maxmin. A empre

sa y, aplicando a estratégia By, tera um prejulzo maximo de
-1 (minimo prejulzo de x); e recorrendo a B,, um minimo pre-
juizo (lucro de x). Usando a estrategia Bqs estara aplicando

o criterio minimax; e neste caso, o maxmin de x € igual ao min
max de y {(existe um "ponto de sela”), e o joge tende a eguili-
brar-se em torno de B, e C,: ambas as companhias empreenderao

a campanha publicitaria.

Surgimos entao com uma outra definigao: uma es-
tratégia & uma estratégia pura quando o valor do jogo &€ o mes-

mo para os dois jogadores, ou seja, o maxmin de um Jogador e
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igual ao minmax do adversario.

Exemplo 2:

Duas companhias A e B fornecedoras de um mesmo
produto, desejam conquistar os mercados das cidades Rio de Ja-
neiroc e Sac Paulo, e para isto investem em publicidade, divul-
gando seus produtos. Assumiremos que A tem quatro (unidades)
de dinheiro e B trés (unidades) para investir em propaganda en

tre as duas cidades.

Consideramos que:

i) controlara o mercado a companhia que mais divul

gar ¢ seu produto;

TII} os prejuizos do adversario serao considerados co

no beneficios da firma que dominar o mercado.
Qu seja,

Se A investir trés (unidades de dinheiro) no Rio e uma uni
dade em Sao Paulo, e
Se B dispuser duas (unidades gde dinheiro) no Rio e uma uni

dade em Sao Paulo,

entio A ganhard no total de trés (unidades de dinheiro). Entre
tato, se A investir duas (unidades de dinheiro) no Rio e B dis

puser todas as trés unidades também no Rio,
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entao A perde duas unidades.

Logo, a companhia A tem cinco estratégias para
repartir quatro (unidades de dinheiro)} entre duas cidades ao
passo gue B tem guatro estrategias. Existem portanto, no to-

tal, vinte estrategias para as duas companhias investirem seu

dinheiro.
A matriz payoff deste jogo, & entao a seguinte:

Companhia B

(3,0) (0,3) (2,1) (1,2)
(4,0) 4 0 2 1 0
(0,4) 0 4 1 2 Q
(3,1) 1 -1 3 0 -1
Companhia A
(1,3) -1 1 0 2 -1
{2,2) -2 -2 2 2 -2
4 4 3 3

Suponhamos que a companhia B & forgada a anun-—

ciar para a companhia A que estratégia ela estd tomando, e gue

ela anuncia Yoo Entdao a companhia A, pretende maximizar o seu

payoff ou . lucro, naturalmente escolher sua estratégia X5 tal

gque k(xo, Y, = max k(x, y ). A melhor agao para a companhia
X

B tomar sob estas circunsta@ncias seria anunciar Yo tal que
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max k (x, yO) = min max k {(x, y} = v,

X v X
onde v (o valor superior) pode ser interpretado como o maximo
que a companhia A pode obter se a companhia B tomar a estrate~

ia y .
g ¥Ys

Suponhamos que a situagac se inverta e a compa-

nhia A tenha gue anunciar sua estrategia X, Visto gue a com-

panhia B ndo deixa de escolher y tal que

k(xo, yo) = m;n k(XO, Vo

a companhia A pode se proteger escolhendo X tal que

min k (xo, y) = max min k (x, y) = Vv
Y X Y

onde v (o valor inferior) pode ser interpretado como o nmaximo

que a companhia A pode garantir independente da escolha da es-

tratégia da companhia B.

Se v = v existem estratégias otimas, isto é,
ol (XO, y,) tal que

min max k({x, y) = k(xo, yo)==v==max min ki{x, v}
Y X X ¥

(xo, yo) & chamado ponto de sela ou ponto de equilibrio.

Neste jogo temos:

vV = max min k(x,y)::d e
X Y
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v = min max k(x, v) = 3
Yy X
Como v # v, ndo se tem para este jogo uma estra

tégia pura o6tima.

0 teorema fundamental de Von Neumann, referente
aos casos de jogo de "soma-zero" entre dois adversarios, em
gue o maxmin & diferente do minimax, estabelece a possibilida-
de de calcular uma estratégia mista, e demonstra-se que o jogo

¢

se equilibrara em torno de um valor v.

Apresentaremos uma solucgao deste tipo no exem-

plo 3.

ExemElo 3

Dois politiceos, I e II, dispdem de 120 segundos
de propaganda em cinco canais de televisao, em um horario espe
cial.

Os politicos deverao distribuir o tempo igual-
mente entre 0s canals escolhidos. Sabe-se de antemao que o e-
leitor votara no politico gque lhe oferecer mais tempo em propa
ganda.

Uma estratégia pura para o politico I & o nume-
ro de canais escolhidos para dividir o seu tempo. A situacgao

€ analoga para o politico IT.

Os dois politicos tém cinco estratégias possi-
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vels para distribuir o tempo, ou seja

X=Y=1{1,2, 3, 4, 5} onde a estratégia re X e
o nﬁmero de canais entre os quais os tempo (neste caso igual a

120 segundos) sera dividido igualmente.

5
r = (ri, r», rs, ry,, rs) onde 7: ri: 120 e
i=1
P (r.=0) = P(r,=0) = 2% e
i 1
5
p (rljzlzg) = P(r, = 120, | =
r 5 5

0 mesmo ocorre para o politico II, que fard uso de estratégias

s pertencentes a Y.

Definicdo: Suponhamos que o politico I escolhe re X e o poli-
tico II escolhe s€ Y, dizemos gque r e melhor que s se a proba-
bilidade do politico I ganhar & maior que do politico II. (Re-
lembremos gue ganhar no nosso exemplo significa permanecer mais

tempo no video, para cada estratégia escolhida).

Por exemplo, o politico I escolhe r=3 e o poll
tico II s =2, ou seja, o politico I distribuira o tempo de 120
segundos entre tré&s canais de televisdo, e o politico IT o fa-

ra entre dois canais.

A situacao resultante pode ser descrita pelo qua

dro abaixo, onde fixamos os canaig escolhidos pelo politico I
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e variamos os escolhidos pelo politico IT.
CANAL 1 2
POLITICO I {r=3) 0 0 140 40 40 (B)
0 0

POLITICO II (s=2) 0 60

L)
(]
=2}
[an
(wi

60 60

©
()}
— o -
(=)
o
0

Vamos considerar nas linhas C, D e E as possi-
veis dis£ribuig6es de variavel tempo, nos cinco canais, para o
politico II.

Observemos que para a distribuig¢do na linha C,
descrita por Cg, 0 politico II no total sempre ganhara do po-
litico I.

Para a distribuicdo da l1linha D, descrita por

20;, ocorre o empate entre os politicos.

Quanto a linha E, descrita por C3

51 © politico

II perde em uma das posigdes.

Portanto, no total o politico II ganha em duas
posigoes, donde concluir-se que a estratégia s adotada & melhor
que r.

Definimos entaoc o seguinte payoff:

k {(r, s)
k (r, s)

11
—3

se r melhor que s

1l
I

se s melhor gque r

k (r, 8) = 0 no caso de empate
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Com esta definic¢do obtemos para ¢ jogo em gues-

tao, a seguinte matriz payoff:

\\E\ 1 2 3 4 5
IT
1 0 1-1 |-1 |~1 [-1
2 1 0 T 1=-1 |=1
3 1 |-1 0 1 1
4 1 T -1 0 1
5 1 T -1 |=~1 0

Podemos observar que nesse jogo ndo temos nenhu
ma estratégia otima, também nioc devemos considerar no jogo a

estrategia 1, pois ela é dominada, portanto reduzimos a matriz

payoff como segue:

Uma possivel estratégia mista para o pelitico I

seria aleatorizar as estratégias 2, 3 e 4 com a seguinte proba

bilidade (—, L, 1,
3 3 3

I
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Obtivemos esta solucao resolvendo o seguinte

problema:

pzr p3l P4 e PS H pi 20 entaol

T
[\
+
o
[
+
s
s
+
o]
w
]
[

T
-
(%
]

Das trés primeiras desigualdades temos:

1Y

s TPy " Pyt Pgz g

+ J Pa - Py T P52z g
~Py * Pj - p, - 0

>0

-—2p5 =0~ ~Pg =

Portanto p5 =0 e py =Py =Py = 7
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Nos exemplos apresentados fazemos usos de con-
ceitos e de terminologias necessarias ao desenvolvimento da
Teoria dos Jogos, tais comc Jogo de sSoma-zero, payoff, estrate

gia mista, gue vale a pena ser formalizado nesta etapa do tra

balho.

Definicdo: Um jogo de soma-zero consiste de um par de conjun-
tos R e § e uma fungdo de valor real K definida sobre os pares

(r, s) onde r ¢ R e s € S, temos entao {r, 8, K}

Terminologia: 0s elementos r e s dos conjuntos R € 5 sac chama

dos estratégias para os jogadores I e II, respectivamente. A

funcdo K & chamada a funcado payoff, cu simplesmente payoff.

Interpretacdo: O nlGmero X (r, s) € a guantia que © jogador II

paga a I caso I Jogue a estratégia r e II a estratégia s.

0 termo soma-zero significa gue para aigum par
de estratégias (correspondentes) r ¢ R e s ¢ S, onde

R = {r1, Tor eenr rn} e S = {51, So e sn} , a soma dos pa

gamentos, K (r, s), de I para I, mais a de II para I & =zero

ou simplesmente o gue um jogador ganha o outro perde.

Uma estratégia mista para I & qualguer probabi-
lidade sobre R.

Seja p uma probabilidade sobre R, isto e,

ulr.) 2z 0 e s, Ll(ri)= 1 se I toma a estragégia mista u o payoff
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toma a forma

N
k(u,s) = 7. wir;) k(ri, 5), também chamado payoff
i=1
esperado, pois se X é uma variavel aleatoria com distribuigéo

de probabilidade u, entao

k{u, s) = E k{X, s).

A estratégia mista U pode ser executada como se
gue: Um experimento & conduzido com n possiveis resultados des
de que a probabilidade do i-ésimo resultado seja u(ri)J\i—ésima
estratégia pura & usada pelo jogador I, se e somente se O i-@si
mo resultado tem ocorrido e a renda para o jogador I torna-se

a renda esperada para este experimento; normalmente

N

A

K{u, )= ). u(ri) k(ri, s)
i=1
Portanto, podemos interpretar uma estrategia mis
ta como sendo uma distribuigao de probabilidade definida sobre

o espago de estratégias puras.

Usando a matriz nxn e n grande, a programagao
linear & o método mais pratico para calcular o valor do Jjogo,

ou seja, a estrategia otima do jogo matricial.

Ewald Burger [3] mostra gue todo programa liw
near pode ser reduzido a um jogo matricial, de modo que, e

uma interpretacdo exata, ha uma equivaléncia entre programagac
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linear e a teoria dos jogos matriciais.

CAPITULO II

IT-1. Formalizagao do problema

O problema proposto e gue desenvolvemos neste
trabalho, consiste de um jogo de soma zero, Ccom estratégias
mistas, em cuja funcao p;yoff sio consideradas nac somente a
probabilidade de um dos jogadores ganhar numa dada situacao,
mas sim a diferenca entre as probabilidades de um jogador ga-

nhar e perder no decorrer do Joge.

Este problema retrata a situagao apresentada a
sequir.

Dois politicos competindo para eleigao devem alo
car seus recursos eleitorais, e de antemao um nao conhece a
alocacdo do outro. Essa situacdo, como ja vimos anteriormen-

te, ocorre na classe de jogos de guerra chamada "Coronel Blot-

to Games".

Nesse jogo assumiremos que cada politico I e II
tem recursos para distribuir individualmente entre n eleitores,
indicados por 1, 2, ..., n. Uma estratégia pura para o joga-
dor I & o nimero de eleitores escolhidos para dividir seus re-

cursos, o mesmo ocorrendo para o jogador II.
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Se o jogador I decide dividir recursos entre r
eleitores, re {1,2,...,n}, entdo cada eleitor recebera zero re

cursos com probabilidade =

r -1 ]
, € recebera — Fecursos com proba

kilidade %%. Assim o eleitor i, i {1, 2, ..., n} recebe Xy
recursos onde P(x, = 0) = ot e P(x.::QL) = L sendo
i n i r n

n

\W; Xi.=1' 0 mesmo ge da para o jogador II, ou seja, se II

i=1
dividir seus recursos entre s eleitores, se {1, 2,..., n} en-
tao o eleitor i recebera yi recursos onde P(yi= O)::I—E%E e

1 ‘ - ) ) -

P(yi==1;) ={%. O numerc de votos obtidos pelo jogador I sera

0 numero de vezes gue X, & maior gue Yy isto &, se

xr::(x], xé, e, xn) e yS==(y1, ey, yn) entao

o

W(xr, ys)m E: 1(xi>yi) repregenta o numero de votos que o Jjo
=1

',..l.

gador I ganha e

n
L(Xr' ys): 24 1(xi<<yi) representa o numero de votos que O
i=1 '

jogador IX ganha.

0 jogador que receber mais votos ganha o Jogo,

portanto o payoff & o valor esperado da funcao:
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1 se W(xr, yS)> L(xr, ys}
K(XI, yS} 0 se W(Xr' v ) =14xr, ys)
L =1 se W(xr, Ys)< L(xr, ys)
onde
n
= . > P — — _n_r
X vx1, Xo ’ xn), xi;_O, 7, xi._1, P(xi_ O)_—7T_ e
i=1
1 r
P(Xl=‘£:)=-"'r'1‘; relt, 2, ' n}} e
n
a N T 3 N _n-s
Vo= Wqr Yoo r Y )i vy 20y L y; =1, Ply=0) ==~ e
1 5 l
p(Yi-g)—}{fSE“rz' ..., nb
Ou seija,
n n - n n I

— - .
kir,s) =P [ (. 1(x;> y.)> L ”Xi< y;)| -P } Ty <L TS y;)
i=1 i=1 i=1 i=1

A solugido do nosso problema & deixada para o ca

pitulo III.
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II-2 - Apresentagac de um problema similar ao proposto.

Neste item apresentaremos um problema desenvol-
vido recehtemente‘em Berkeley {8] e sua respectiva solugao. O
motivo de sua inclusao no corpo desta dissertacao e que este
nos foi bastante util no desenvolvimento deo nosso trabalho, a-

pesar de exibir uma funcac mais simples.

Dois politicos distribuem seus recursos igualmen
te entre um numerco de eleitores aleatoreamente, e o payoff de
I para II & o numero de votos que I ganha menos o numero de vo

tos gque II ganha.

Considera-se as seguintes restricoes no conjun-

X0

to das estratégias puras para ambos jogadores: X:(x1,... n

n
N = = - _ 4 <k = 5
L"Xi_1 e X, =X, = ... Xi = T onde 1:zk:in. Isto e, ©s joga
i=1 1 2 k

dores decidem distribuir seus recursos igualmente entre k elei

tores.

0 payoff e

[y - ey ]

X,¥) = , ou seja, & a pro
n

kn(

porgidc de votos que T obtém menos a proporgao de votos que I1

obtém. Desde que kn(x,y)zkn (%

w7 ﬂy) pode-se restringir o jo

go para estratégias da espécie: Jjogadcres escolhem um nimerc

1<k=n ao acaso e divide seus recursos igualmente entre k elei-
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|
tores, também seleciona ao acaso para este uma seqliéncia

de variaveis aleatdrias permutaveis com

Xyr eeer X
.
T _ A k 1, Uk ~ :
;f1 xiul e P(X?—Ol = 1-—=¢e P(x1- T?}"?T' Entao, se o joga

= 1-%% para todo i e

=

YS = (Y1I ey Yn)r .)_.A Yi: 1
i=1

P(yi=0) = 1"P(Yi::ég} para todo i e

X & independente de Y- Desde que

n
_oN
W_(x ,ys) = 521 1 xii>y£]
e n
_ N
Ln(xr, y ) = i:H1 xi<1yé]

tem-se entao
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. 1 1 -
P(X‘]_?, Y]:O)-—P(X :0, y,‘:—s-) se r=3g

kn(I,S) =
P(x =;L)—I%x =0, Y ::;L) se r<s
1" r i 2
Portanto
L. 3 _L:s Sse r<ag
n n R
n
kir, s} =4 0 se r=3s
-—1"ﬁ--—-§-—+]:-'S ser>s
n n n?

A fim de achar uma solug¢ao guase o6tima para es-

te jogo, faz-se n ir para infinito e r=r , S=s_ sejam tals que

r S
n i n
T -+ Xy —n—- -~ Y. LOgO kn(l‘n, Sn) > k(XIY)I
{ X~V — Xy se X >y
Kix,y) = 0 se X =Y
X - Y + Xy se X <y
Entdo, gonsidera-se agora o jogo: Jogador I es
colhe um numero x&:[b,i] e ¢ jogador IT escolhe, independente
de I, um nimero ye [0,1]. O payoff & igual a ki{x,y). BEste jo

go coincide com o entdo chamado Silent Duel (ver Dresher [5 }
ou [ 9] em tecria dos jogos) e uma solugdo Otima para o Joga-

dor I & selecionar x segundo a densidade.
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1 1
f (x) =— para =X =T
© 43 El
fo(x)::o caso contrario.
X
sejaF_(x) = f(t)dt.
© o)

Isto resulta em

Proposigao. Uma estratégia quase Otima para o jogador I ¢ se-

lecionar k segundo P_, onde P & uma probabilidade em

{1, 2, ..., n} tal que

S o(xy - ER i-1 .

1n(l)-FO (n) Fo(—ﬁ—)’ i=1,...,0.
Demonstracio. Se o jogador I seleciona k segundo Pn e II es-

colhe algum 1=k <n, O payoff e

n

\"\
kn(Pnﬂggz:ﬁk kn(l' kn) Pn(l]

i=1

n

o k ( . . \

'y 1 n 1 i-1

= i_ﬁ k(=, ?T) \FO (H)-_Fo (_ﬁ—)f
= y
1 kn
kn(Pnr k ): R R(Xr _n"') d fo(x)
20
i i-1 1 - ‘e

onde R(x,y) =k (ﬁ” y) se /- <X S —. E facil verificar gue
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kn 2
—) |£= para todo 1<k _<n
n n n

’ .

Como}k(x,y) a4 Fo(x)é 0 para todo y, tem-se
{ kn ) kn

o (P kn) =jR(x,7T) ol fo(x)'TK(X’ ?T)(iFo(X) +

k
n
+ik(x, —n“} dFO(X)

' “n k “n d
ﬁR(x,—n—)~ (x,?) FO(X)

iV

I

-2 para todoe 1=Kk _ £n
n n

Portanto provou-se que

inf kn (Pn, kn) -

Sl

significando que Py é assintoticamente O6timo para o jogador I.

II -3 - Comentarios

A titulo de situarmos melhor o problema que nds
propomos a resclver seria oportuno tecer alguns comentarios
ressaltando a diferencga fundamental existente entre as secgoes

IT-1 e II- 2.

De acordco com o gue fol apresentade na segaoc
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II-2, o payoff do problema ja resolvido
k (r, s) :P(xi>yi) -—‘P(><_:L<yi)r

assumiu uma forma simples durante o desenvolvimento tebrico, o

que possibilitou uma solugac mais imediata.

Entretanto, isto nao ocorre no nosso problema,

exposto na segao II-1, cujo payoff
n n

k (r,s) =Pl } . T 2y ) > L Txg <y )| = Pl Txg o yy)

.
]

1 T )
i=1 i=1

AN

1(x,<y.)| onde R=5= {1, 2, ..., n}t
i=1 o

sera descrito por uma funcdo de distribuigdo de probabilidade

hipergeométrica, conforme vercmos no proximo capitulo.
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CAPITULO IIT

III-1 - Desenvolvimento do Problema.

0 jogo implica em construir uma tripla
{R, S, K}, onde R denota o espac¢o de estrategias do jegador
I, S o espaco de estratégias do jogador II, e K uma funcgaoc de

valor real R e S.

0 jogador I escolhe uma estratégia r e R. Para
{r, s} o payoff do jogador I & K(r,s) e o payoff para o joga-

dor II & ~k(r,s).

Propriedade 1. Se o jogo acima tem valor entao v =0.

Como k{r,s) =-k(s,r) temos

v =min max kK(r,s) = min (max——k(s,rO =min k(- min (s,r))
s r s r S

= =max min kK(s,r}) =max min k(r,s) =-v
S r r S
Ve-v =+ 2v=0 > v=0
Propriedade 2. Para gqualquer permutagao II de 1,2, ..., n e
qualguer estrategia pura xr::(x1, Xor «ees xn) e
ys:=(Y1’ Yor veer Yn)' temos
k(xr, ys)x }c(ﬂxr,ﬂys) para todo Y.

Como definir o payvoff, ki{r,s), para este jogo?
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Suponhamos que ¢ jogador I escolha a seguinte es-
tratégia: xr:(o, O, Opaney —aee,y, =, 0, 0, e—m, —, ..., é;) e o

jogador II

- . 1 1
a estrateqla:ys=:(0, 0, 0,..., = T 0, 0, 0,..., -t AR ?;),

onde r>s, como no gquadro abaixo:

N r

. o< N
I (0, 0,0, vory Oy ey 0,0, 00,00, —, 2, ., L, L, ..., L1
®
IT (0,0,0,..., 0,0, ..., 0,0, 0,...0,[0,0,... ...0, 0, —, =, ... L 1,
« X -]
1

Seja X o nGmero de eleitores que xecebem-g— recur-

sos dispostos segundo a ordem do desenho ®

Sabendo gque ¢ eleitor vota no politico gue lhe der
mais recursos, entao o politico I ganha em r-X posicdes e o poli-

tico IT em X posigoes.

ou seja,
k{r,s) =P (X<r-s) — P(¥>r~-g) onde r>s e max (0, r+s-n).X"s.
(n,s,r)
bados n, s, r, X tem uma distribuicac hipergecmé-
trica onde n - n? de eleitores

5 - 0 tamano da amostra

r - 0 n? de "pegas defeituosas" {(votos perdidos) com
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C)— s)_ B
s-x!  \ax/
P(X=x) =

)

\s)

Temos condigao entao de escrever a matriz payoff. Para o caso

n=10 esta matriz & a seguinte:

poLITICO 1II

‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r [
4
1 0 e 1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 13
2 -5 0 = T 1 1 1 1 1 1
2 1 5 5
O
; 13 1 5 1 1 2
L 41 -1 -5 7 0O -7 -3 T 73 1 1
I
5 5 41 11 7 1
e L - A O -3 -13 -~ -~z
I
5 1 41
c 6| —1 -1 - - 13 ~1 — — 1 —1
O
1 11
70 -1 -1 - - — 1 0 -1 ~1 -
1 e 5 1
I
2 7
3 -1 -1 -1 -3 T 1 1 0 -1 -1
9 =1 -1 =1 -1 1— 1 1 1 0 -]
Z
10 | -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 0

pura oOtima.

Podemos observar gue ndo existe uma estratégia

Nio devemos considerar a estratégia r =1, pais ela
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€ uma estratégia dominada,.

A fim de achar uma solugaoc guase oOtima para es-
te jogo, facamos n ir para infinito; antes porém citaremos
alguns teoremas.

i

Teorema‘l {(Chebyshev)

Seja uma variavel aleatdria negativa, e E(Y)<w»,

entao
E(Y)

sg)2
P(Y¥>»e)2 =

Teorema g

Seja Y uma variavel aleatdoria qualquer, e

2
E(Y?) <%, entdo P(Y > g)s oif )

€2

Demonstracao:

Se (Y>¢e) - (Y?> ¢?), entao
(Y>¢) & (Y*> ¢2),

P(Y>g) £ P(Y? >¢g?) @

Usando o tecrema 1 para Y? = Z temos

E(Z) _E(Y?)

£? £?

P(Z>g?)s

Substituindo em &

E{Y?)

P(Y>¢e)s

EZ
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Lema 1. Séja X, com E(X}) ~0. EntaoyY e, tal que

en->e(€ >0), temos:

P(X ‘<~En)'+1

n
Demonstracao: Usando o teorema 2 temos:
E{X;l) E(X;)
P{X »>¢ )& ——eem—— e lim P(X_ > ) £ 1lim + 0
n n c n n
n

P(Xn<~en) =1~ P(Xn2>€n) -+

Corolario:
Se E(Xn) = U, var (Xn)-+0 e

£, 7 E > 0, entdao:

P(Xn>un + En}—>0

P(Xn < un-—en)—+1

.

Demonstragao: Temos ¥ =X -
E(Yn) ':E_(Xn_un) = E(X)) '—”n:Un_Un:O
E(Yn) =0

var (Y )= E(¥2) - E* (Y ) =E(Y2) = Var (X))
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Aplicande o lema para Yn

Teorema 3

n nn
Mostremos qgue: E - " Xy
nl
Xn
Var - 0 , quando
*n
lim — + x r >s
Nreo 1 n n
n
lim  — > X ~H (n
Ny TN Y n n( » Spr rn)

n

=
n

Demonstragao:

fl

total de objetos

tamanho da amostra

n? de defeituosa
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Xn
Seja Y =—
n n
*nfn
E(X ) =
n n
r_s (n-—sn) {n-~r_)
var (Xn) =
n? (n-1)
Xn
Tomando Yn:—n-«- E(Yn) =¥y
1 Tn' ®n
T EOL) =g B =
k rs (n-s ){n-r_)
e Var({Y_ ) =Var -3——}( :JTVar (X} = it o n
n n s 3
ntn?® (n-1)
1 °n
E(Yn) =—pr—= H 7 Xy, pois
rn Sn rn Sn
111-133 un= %_1*{)(01 - hH %_3;13 T 1!'13% R 4 (por hipotese)
var (v )__1._ r s {n-r ) (n-sg_)
n’ -~ n2 n? {(n-1) n
1 XS, n-r
Como: %;ﬂ o =0, %_1}{& oY =X.Y, rlxl]’r{-% P = {1-x) e
/
Sn
dim (1 -—=) = {1-y)

Entao




Agora suponhamos que:

entdo { >0
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Xy - x+y <0

> XYy <X -y

tal que Xy+€E =x-y
Y E =X —-Y-XYVY
Tn Sn nSn
Seja entao € =— - - 3
n_ n n n
r, s r S,
lim ¢ = lim— - lim——- lim = X=Y-XY
n—+o N Ny N Nsow I Ny n2
lim e_ =Xy +¢~ X =g >0
r-—-co n Y Y
Podemos entac tomar
r s ‘r s r s
B nn ‘i n I
un En n2 \n n n2
lim - = lim - Jlim =l - £
Noaco (Un En) Now un N £ H
/
L r s rnsn
H  + £ = 3 + - - 3
n n n n n n
lim (¢ +€_) = lim H_ + 1lim € =M + €
n-ow n n 1w N 11
Pelo lema, temos
P(y -~ + € + 0
( n un n) Xn
Y =—
n n

< - >
P(Yn Un €n) 0
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Portanto temos:

Xn "n °n ;Xn “n Sn\ r zs_e
Kr:l(l‘—ssn):= PAi % “Tn T nd T P <r1 > Th T~ n/’ sé n n
lim Kn (rn, sn) = + 1 se Xy- x+y<0 e x>y
llmKn (rn, sn):—1 se Xy-x+y>0 e x>y
Pela propriedade 1
Kn(rn’ Sn) =-K(s_, r_) temos
lim Kn(rn, sn):+1 se Xy-y+ xXx<0 e y>Xx
lim Kn(rn, sn)=-1 se Xy-y+ x>0 e y<x

Este fato nos permite observar o seguinte jogo

(K, X, ¥) nc gquadrado unitario, ou seja,

X=Y=(0,1] e

+ 1 se Xy —-xXx+y<90

Kix,y} = 4 0 se Xy -X+vy=10 se X >y
L—‘I se xy —-x+y>0

e K{x,y) = -K{y,n) se X<Y

e‘K(x,y)= 0 se X=Y
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ficamen

Para maior compreensiao representemos gra

te a fungao payoff.

*

b

—

T+%

m,

S s AL o . e A o e et e n = oy oy e ——— —

ot #omt e e o e i i T P VD

1
2

— |
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|
L}

max K (x,y) =
2

—9

It

min K (x,vy)
Y

Portanto, esse jogo nao possul estrategia pura
otima.
vVamos considerar o seguinte jogo:

%, ¥, B onde £ =% & o conjunto de todas as probabilidades so

bre o intervalo [0,1}1.

Seja peX e Xie¥ o payoff fica

P

|

Riu,\) = \ \K(X,y) du (X)dk(y)

Propriedade

Se K(u,,y) 20 Y y entdo 1 & otimo onde
K{u,ry) = jK(x,y) dyu, (%)

Demonstracgao

Seja A¢ ¥, como K(u,r) =~K(i,u) entado

basta mostrar que min K (pu ) =0
reY ©

K(UO?\)

\SK(X’y)dUo(X) a, (v)
R(igh) = BK(UO,Y) a, (y) 20 V2,

portanto

min K{u_,2) 20 ¥ &



-37~

Proposigao:

Se X tem distribuigac de probabilidade p, onde

o
>4
I
b
n
=
P
e
il
g
"
=
I

e

>

i

b
+ |
—

|

h

et e |
»
+ | %
—
e

H

s
b

v

i
no—
©

Devemos mostrar gue

1 1 -
Kk,y) =5 K{x,y) +5 Kis, ¥) 2 0 yyy [0,1] o que é

trivial, bastando observar o diagrama da pagina 35.

Para se obter uma solug¢do 6tima, que tenha den-

sidade, basta tomarmos x no intervalo (=, 1) de acordo com uma

=

densidade f gualguer, tal gue

o

f{t)dt=1 e seguidamente assumimos Px’ ou

e, l
2
seja: escolhemos y da seguinte forma:

Yy = X com probabilidade %

X 1

<7 com probabilidade 5

y:

portanto P (Y= y) = 1 Pixzvy) +

5 7 5Y) e x & escolhido en-

ol —
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tre (%, 1} de acordo com f, isto &

1 1 Yy L
gly) =75 £(y) +3 f(1_y)-(1_y)2

Portanto, se escelhermos pontos no intervalo
(0, 1) de acordc com a densidade g teremos uma solugao Otima.
Isto nos sugere, para N grande, tomarmos estra-

tégias do tipo

proposicdo: A seqliéncia de estrategias P & assintaticamente

dtima no seguinte sentido lim K (P_, s ) =0 onde
naw DD n
- 1 <
Kn(Pn sn)-. min Kn (Pn, sn) <0
Demonstracao:
-,
Se Kn(Pn, Sn)= }7” XK{r, sn) Pn(r)
r=1
r
n J—
—_— ‘T
K (P_,s_ ) = ., K{r, s} ( g{x) dx
n re1 n )
B -1
n
r
n n
\‘
Kn(Pn,sn) = J K{r, s_.} gf{x) dx
r=1 ", 4



: r-1 .. . T ~
Seja R_(x, S, ::K(r,sn) e S SRSy entao
(1
K(Pn, s,) = J Rn(x, sn) gi{x) dx
0
S S
2 ¢10,11, -2 & limitad
como — ¢ [0,1], - a
S|I
. n - .
Seja -~ uma subseqllencia que converge para vy,
entao
Rn(x, sn) converde para K(x,v) se xy-x+y =0
Como Rn(x’sn) e limitade e P xvﬁT%§\
\ ‘
entao 1
ME Ky =) Rm R e s 900 ax
0
1
. i
%ygg K. (Pn, s0) :} K{x,y) g{x)dx 0
o)
c.g.d
IIT - 2 - Abordagem numérica.

buscar um

"modelo matematico”

A primeira idéia do trabalho apresentado, era

ou uma "equagao geral” para o]

problema atraves de dados empiricos computacionais.
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Elaboramos um programa que gera a matriz payoff,
e como ja vimos anteriormente, ndo existe uma estratégia pura
otima.

No segundo programa procuramos uma possivel es-
tratégia mista para um dado N e usando a Programagao Linear re-

solvemos © seguinte problema:

Minimigary W=-P, - P, ... =P
1 2 n
I m
- (—aij)Pi S0 =170, m
J=1
sujeito as ;
< n
restricoes P.o=1 i=1,..., 1
. i
i=1
P, 20
i

0s resultados obtidos, aparentemente sem uma 10
gica seqliencial, nao ofereceram condigoes para atingir o nosso
objetivo e desta forma deixamos para uma outra oportunidade o

estudo computacional.

A seguir apresentamos o0g programas elaborados

e alguns dados obtidos.




RESULTADOS NUMERICOS

P, = (0, 0.454545, 0.454545, 0, 0.090909)

P,y = (0, 0, 0, 0.1861703, 0.4468085, 0, 0.1436170, 0, 0.04255321, 0.180851)
P,, = (0, 0, 0, 0, 0.4192377, 0.1905626, 0, 0, 0.1615245, 0.06715064, 0.1615245)
P, = (0, 0, 0, 0, 0.4425262, 0.1017302, 0.06982377, 0, 0.1206119, 0.1044661,

0.0640822%, 0)

Pl3 = (¢, 0, 0, 0, O, ©C.4615385, 0.08875737, 0, 0.009144719, 0.1151156, 0.07692311,

¢.1715977, 0.07692305)

Pl4 = (0, 0, 0, 0, O, 0.499%418, 0, 0.08731074, 0.02910362, 0.1525031, 0.07799761,
6.1525031, 0.001164016, 0) é

P15 = (0, G, 0, 0, O, 0.4769849, 0, 0.1727824, 0, 0.1741157, 0.04202834, 0.1340893, |
0, 0, 0)

P16 = (0, 0, ¢, 0, 0, 0.1108672, 0, 0,1362663, 0, 0.07876946, 0.03985581, 0,

0.05326397, 0.09996741, 0.026412, 0.04172116)

Pl7 = (0, 0, G, 0, O, 0.08532734, 0.3495312, 0.06275997, 0.1250494, 0, 0.1225174,

0.04362307, 0.1240367, 0.01594024, 0.071214%2, 0, 0)

PlB = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.2555417, 0, 0.3781030, 0, 0, 0.04835631, 0.05618742,

0.02271723, 0.02819456, 0.02184844, 0.0782377, 0.1108137)

P19 = (0, 0, 0, O, C, 0, 0.1423017, 0.175079, 0.146%9273, 0.16167, 0, 0.01106126,
0.09711119, 0.01289982, 0.09261861, 0.005670885, 0.08327615, 0, 0)
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21

22

23

24

26

30

(0, ¢, 0, 0, 0, 0, 0, 0.3508177, 0.06503941, ©0.1185263, 0.0179715, 0.09977201,

0.004753786, 0.1482098, 0, 0, 0.02824077, 0.1049786, 0.01435957, 0.04733051)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0.1631937, 0.09195671, 0.04432928, 0.1008418, O,

0.02956231,
0.07231516,
(0,0,0,0,0,
0.05432835,

0.06437197,

0.05759291, 0.0314468, ©0.053003, 0.02884434, 0.0598%971, 0.04432935,
0.04432928)
0,0,0.9002676,0.1656769,0.07295429,0.2713706,0,0,0.03445449,
0.03550177, 0.04816271, 0.02503594, 0.03925733, 0.02754542,

0.07131335)

(¢, 0, ¢, 0, 0, 0, O, G, 0.180798, 0.01255479, 0.266786, 0.1129078, 0, O,

0.05387206,

0.05947061,

{
0.02181349, 0.0474078, 0.01129365, 0.0452945, 0.02835688, 0.07972234, i

0.07972267)

(o0, o, 0, 0, 0, 0, O, O, 0.249893, 0.05736326, 0.1694358, 0.2023097, 0, O,

0.05949945,

0.1454587,

0.004277078, 0.06731828, 0, 0.06836709, 0.004250587, 0.07182596, 0,

0)

(o, ¢, o, 0, 0, O, O, O, O, 0.2104785, 0.117036, 0.2724106, 0.01053213,

0.5358397,

0.06562592,

0.002575517, 0.07212414, 0.01291968, 0.0714966, 0.004943372,

0.01090795, 0.08491758, 0.03121828, 0.08456335, 0, 0)

(¢, o, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0, O, 0.08485383, 0.093%6499, ©.08706138, 0,1309272,

0.1491246,

0, 0.002511202, 0.04817195, 0.01058497, 0.052273, 0.01140913,

1



w~d 3—

Z€LLO9TOO

‘Z0SP6¥S0T0

'9598€7T0°0

(85082L50°0

“LTPTLTIS0O

‘HLTI0ELTOC0

609650700

"6878E£LS0"0

'TI9EGPTIS0°0



SUBRFUUT Uik, FATI(R By i, 5,0 LEK2)
(NTEGLE Kyoiphys
sLiN2=G
79 BRI IENE Y
e wo I=t, N1
Y ®IFLUAT(L)
49 CLEN2ZELEN2FALOGY)
S N
B0 45 I=1,491t
Y = FLUAT(I)
45 ELEN 2= LR 24ALUG(Y)
NimHe)
DU S0 Ist, N1
Y = FLOAT(IL)
50 ELEA2=ELEN2YALUG(Y)
DO 55 I=1,X
f = FLOAT(IL)
55 ELen? = ELEN2 + ALOG(Y)
LU 0 I=1,.H
| Y = FLOAT(I)
60 ELENZEELENITALUG(Y)
- ftETURH
END
CHEAL MY, AL0D,60) RIS, IN(00,640) ,ANS(60)
INTEGER Tadafun),COo(n0), i6V{au),D(60),H(60)
INTEGER N, F, R, 5,4

; TYPE 777
REE; FORMAT(1X,%H 2 ', 5)
5 RCCEDT ©hb,

bbb FORMAT(SD)

U 1908 35,0
(U 3005 Ra5,0

AUR=1, S=t)2u,0

TR (R LU 550 TU 149Gy
JeHed
ESHAAOL G, SeR=1)
Il=wAz0(n,K)
FEMING([i=5w) )
SUMA=0 0
50Mai=0 0

ml:g-ﬂ

BLthnlsi

O 4D Is1,4]
; Y=FLOAT(L)

29 ELENY=RLEMNLYALNGLY)
: B0 15 I=1,R
; Y = FLUAT(I)
| 20 ELEnMI=nLRNLI+ALUOG(Y)
! MYES(HwS)
DO 30 I=1,d41
| Y & FLUAT(L)
1 3) ELENI=ELEATYALUGOY )
l L0 35 I=1,.‘3
; ¥ = FLUATLL)
L 35 ELERIZELENLSALIGIY)
5 TE{LI GTFIG Tir ida
PO 10 A=ILl,F,t
CALL FATX(K, 4,8, 5,80L502)
AARSELERTIwELRHD
EALSEXP(ARA)




1 RASECETS B-SCHHE VIR I MW

bnk L= =58t}
Lh=r A0 (LL,n)
TFOLL 6T ot Tuoogun
U oY azhil, ol
CRLL FATA{A b Hpo, i)
AANZE L lme i

AARZL AP (ARA)

21 SUs A s AE AR
HE b aHel,u=1) = SUSLL = 5040
1060 CUQ] EE\U{,

KRRV

HEW -l
b TGl Sm=2,nN
ol 1901 ¥=xt, (5=13

1501 B (R, 5)E(ALS,R))
LO 1111 S5=2,n
DU 111) Rzt ,{3~1)

1111 MO, R)R(=a(i,u8))
PO el Jsi,h

Jeut A(#A,d¥=1,.0
Elz=rgd
VLY
MMT
M e
Mlne 0 pungd
MARI TS 3™
L EEEE]
11=12
BU 2660 Ja1,

254Uy AlM1,0)=1,0
TIPE 2200,

2200 FORMAT(L X '8 =Y 4 35)
DO 20gH J=1, (M=)
CHELSY=O )

Jogu INEG(I)=]

INLG ()=
CHHE(M) =l L0
aRITE (20,1230,

123 FORMAT (14, 2u)

O 5048 Ral, sy

5o GRITEL28, 5031 (R L 5),55 1)

S001 FOR®BTCZE, 3201 ,55)
WRITE(20,507) (INe0013,I2L,6)

Se7 FURSAT(1K,50G6)
WHILE (20,507 )Y (RS (E s ixi,en)
CALL EXIT '
BN '



PRAL MIbe (00,500 ,B45(50) plu(50,50),aNa(50) -
INTEGER T00aC50), col59), apv(50), (50), R(50)
BEALCRU,1) A4,

TYPE, 1, M, W

FURFAT (20)

D TE B}

SV E- o

MMT g !

MN a5

HInzg, GO0l

MALLT=2#Me 3100

MMMz

Tlem?

NO ¢ I=3,8

PEAL(20,3) (&(1,0),J=1,1)

FORMAET (500G)

ﬁ&ﬁufzo,3J(A(H1,J),J=1,ﬁ)
REAL(20,3)(1880¢T),1=1,%)

HEAL(20, 3)CRESLI), I=1, M)

CALDL HOLADFE (A, MMM, M, N, INLQ,RHS, MIN, MAKIT, MN, MK, M1, M2,CD,
LTINS TI,NBY, 0,8, A5, 0P T, NUMIT,1PAR, IFALL)

IF (CIFALLLEG.U) Gu TG 20

WRITE(22,10) LFALL

FORMAT [1&,'ERRO-IF&IL=';I3)

ST0¥

K= LPAR+1

GO 10 (30,40,50),%

WHITE (22,31) NOHIT

FORMAT (1X, 'NUMERD DE ITEKACORST', 13D

wRITE (22,32Y(B{I1),rud({1),1I=1,M}
FORMAT(/Z¢ 2R, X e 13,0 = '405)

wRIYE{22,33)0pPT

FORMAT(/, 10X, *VALOR DA FUNCAU ObBJEZTIVU = ',G)
STap

wHITE (22,41)

FORRAT(LA, *D PRUBLENA #20 TeEW SULUCTAD FaCTIVEL')
ST0¥

ARILE (£2,51)

FORMET (14, '0 PRORLEMs Ba0 TEM SDLUCAU LIMITADA')
STOr '

SN
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capiTuLo IV

Neste trabalho obtivemos uma solucao otima para

o caso continuo e assintoticamente otima para o caso discreto.

No caso continuo garantimos que se tomarmos

xr:(l, 1) de aceordo com uma densidade f qualguer,

onde f(t)dt =1, e X tenha a seguinte distribuicac de proba
1
2
, x \
bilidade u({x})zzl e U // k - entaoly €I[0,1]
2 “‘ ‘LX+1; 2 !

& uma solugdo 6tima, ou seja,

K(H,y) 20

para o caso discreto mostramos gue para N gran-
de podemos tomar estrategias do tipo
L
n

P_(r) = g(t)dt, e provamos Jue
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Uma maneira de implementar Pn na pratica seria,
por exemplo,

- n . "
escolher um numero entre H e n uniformemente.
ja r esse numerco. Em seguida jogue uma moeda,
com com r e s¢ for coroa tomo —.n,

Se

se der cara fi-
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