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INTRODUCAO

0 objetivo do trabalho e estudar alguns aspectos da
chamado anel de Witt de um corpo de caracteristica diferente de
dois.

0 Capitulo I foi incluido com o objetivo de atingir
o teitor iniciante no assunto,, propiciando um primeiro contate
com conceitos basicos da teoria das formas quadraticas e tambem
visando a completude do ttabaiho. Nele atem dos conceitos basicos,
damos a construgéa do anel de Witt. Um leitor conhecedor do assun~
to poderi perfeitamente iniciar sua leitura pelo Capitulo IT. Nes
te tratamos do anel de Witt de Corpos formalmente
reais e veremos também como caracterizar as ordens de um corpo via
ideias primes do anel de Witt.

No Capitulo III veremos como certos corpos formalmen
te reais F podem ser catacterizados através de W{F} bem como cer-
tas propriedades de extensoes podem ser estudadas ainda que em for
ma mais fraca. |

No Capitule IV estudamos W{(Q) e percebemos guao com-
piexa pode ser sua estrutura apesar da aparente simpiicidade do
corpo dos numeros racionais.

Em todo texto informacoes gerais serao apresentadas
na forma de observagﬁes enumeradas em ordem crescentie em cada capi

tulo



CAPITULD I

INFORMACOES GERAIS SOBRE 0 ANEL DE WITT

Neste capitulo apos a definigdo de formas guadrati-
cas e sua caracterizagao atraves de matrizes, apresentamos & nocgao
de espacos quadraticos e de isometria entre tais espacos. Visando
a construgac do anel de Witt, definimos uma operacao induzida pela
"soma ortogonal, que d2 ac conjunto M(F), das classes de equivalén
cia de espagos quadraticos, uma estrutura de semi-grupo comutativo
com cancelamento e a partir da¥, usando o processo universal de
Groethendieck, construimos o grupo e o anel de Witt. Apresentamos
tambem o anel de Witt, caracterizado atraves de relacgoes, bem como
0os teoremas do Cancelamento, da Decomposigao e o da Diagonalizacao,
resultados tradicionais nesta teoria.

No texto, a menos que se diga o contrario, F denota
ra um corpo de caracteristica diferente de dois (car F # 2). Alem
disso, informacces gerais serao apresentadas na forma de observa-

coes enumeradas em ordem crescente em cada capitulo.

Befinicae 1 - Uma forma quadratica de dimensio n sobre um corpo F

e um polinomio homogeneo de grau dois, dado por

f
F(Xqs Xps vy X )= Z a5 Xy Xy € F[Xy, Xou ooy X
i, =1



n
Observacao 1 - A forma quadratica f(X) = EEZ aijxixj pode ser
1,3 =1

n
reescrita comp (X} = ;Z: il (a,.+a..} X.,X,, donde se conclui
. i3 Ji 173 _
1,1 =

que cada forma determina uma unica matriz simétrica que sera repre

sentada por M,.. Assim

£

Observagao 2 - Podemos também apresentar uma forma gquadratica como
uma funcao de V em F, com V um F - espaco vetorial n - dimensional.

Péra tanto seja BV x ¥V —» F uma forma bilinear si-
metrica. A funcido g = qg * V—F, com q(x) = B(x, %), x € V, e cha

mada funcdo quadratica e temos:
i) glax) = a%q(x)

i1) B(x,y) = = [alx+y) - a(x) - gq{y)}].

1
2

Se em V for escolhida uma base | €is €os oo en]entgo obte



mos a forma quadratica

F(Xps Xpo s X ) = Z Ble;, e;) XX,
1,54

gnde MF = (B(eﬁ, ej)) e temos assim uma correspondencia bijetora
entre formas e fungoes gquadraticas e dagui para frente nao faremos
a distincdo sem que haja perigo de confusac, pois a diferenga far

~se~a clara no contexto.

Definigao 2 ~ Duas formas quadraticas f e g, de mesma dimensaoc n,
sap ditas equivalentes se existir uma matriz inversivel C, n x n,

com T{X} = g{{X}), com X dado por

/ 1
1
g
X:
anJ

Notagao: Se f & equivalente a g escreveremos f = g

Observacao 3 - Pela definicao de equivalencia de formas quadrati-

cas, vemos que se f = g entao

F(X) = g(x) = (cx)* My (CX) = xt (CtMgC) X



t t

fo, vem que Mf = Mgc,

Concluimos, portanto, gue o estudo de equivalencia

Como f(X} = X

de formas quadraticas se reduz ao estudo de semelhanca de matri-
zes, e ainda mais, a relacde definida acima & efetivamente uma re-

lagaoe de equivaléncia

il

Exemplio 1 - As formas g(X} = X% + X% e f{X) X% + EXIXZ + ZXE
saa equivalentes |

Com efeito, temos

Vemos que Mf L

0 exemplo a seguir aparece em muitos textos sobre
formas quadraticas e, serd apresentado aqui, pois sera utilizado

mais adiante.



Exemplo 2 - As formas f{X) = X? - X2 e g(X) = X4X, sdo equivalen-

tes, pois

Observacao 4 - Qualquer espago vetorial V, n - dimensional, pode
ser identificado como o espaco das n - uplas F" e considerando uma
forma bilinear B:V x V-—F, teremes uma forma gquadratica dada por
g{x}) = B{(x, x}. O par (V, B} serd denominado eSpaco quadratico
n -~ dimensional,
Usaremos, eventualmente, a notacao (V, B, g) guando
guizermos ressaltar a forma q. |
Veremos, a seguir, a relacio entre matrizes de for

mas quadraticas guando tomadas bases diferentes.

Sejam (V, B} um espaco guadratico n - dimensional e

[ey> ess vy en} uma base de V. Ja observamos anteriormente que
n
‘F(X]’ X29 ’ xn) = Z B(e“ EJ) X X.}
i,i=1

e uma forma quadratica, onde Mg = (B(eé, ej)).Se escothermos outra

base[ Gys Ops wves an] obteremos uma forma quadratica g, tal que

g = f. Com efeito, se g, = Z:Ek, e, entao
i kg



(Mg)is = Blags ay) = B2 oy ey Lityy &) = 522 Cui Bleg, ey =

i

(¢t M, 0.,

f 7]

onde £ = (Ckz) {simples verificacao)
Concluimos entdo, que o espago quadratico (V, B) de

termina uma classe de equivalencia de formas quadraticas, aqui in-

dicada por (fB).

Definigao 3: Diremos que dois espacos quadraticos, de mesma dimen~
530, (Vl’ 81) e (Vz, 82) sao isometricos, (V1, 81) w (Vz, 82) ou

¥1 = ¥ se existir um isomorfismo Tinear T V1‘“»V2 com

2,
BZ(T(x), T(y)) = By (x, y), para quaisquer x, y enm vy

Lema 1: (V,, 81) = (¥, 82) se e somente se (f81) = (fBz)

Demomstracao: Supondo (V], B}) = (‘J23 82), vem que existe um iso-
morfismo T ¢ Vy—V, com BZ(T(X), T(y)) = B, (x, y) e como todo i
somorfisme entre espacos vetoriais & dado por uma matriz inversi-

vel A, vem que

xt (At

e assim



Me =AM A
B B2
donde concluimos que fB] - fBZ
A igualdade B(x, y} = XthB y, usada acima, e imedia
ta, pois |
' b (‘ !
B{ey, el)-... Ble,s €] | vy
B(x‘ﬁ y) = (X}B X23 U Xn)
| B(en, e}) . B(en, e”{, Lyn}
com B:V x V—F e [e}, €ps eus en] uma base do n - dimensional
espaco V.
Yamos supor agora que (fB}) = (fsg)‘ Temos entao
que fB} = fBZ’ isto &, existe uma matriz inversivel C, tal que
t
M = L7 M £
gy "5,
A matriz C da origem a um isomorfismo T:Vy —=V,, onde
By(T(x)s T(y)) = ab CoMe Cy =g y=8 (%, y) @
2 . 5 . fBZ fB_I 1 '

Pelo lema anterior vemos que existe uma correspon-



dencia biunivoca entre as classes de equivalencia de forma guadra-
ticas de dimensao n e as classes de equivalencia dos espagos qua-
draticos n - dimensionais. Sob esse aspecto identificaremos espacos
quadraticos e formas quadraticas.
Defimigao 4 - Seja (V, B) um espago quadratico, diremos que dois
vetores x e y de V sao ortogonais se B(x, y} = 0. Alem disso, dire
mos que dois subconjuntos M e N de V sdo ortogonais se B(x, y} = 0
para todo x de M e todo y de N.
Notagao - 5e M e ortogonal a N, escreveremos M 1L N,
Definigae 5 - Seja U um subespaco de V. Entac o subconjunto

U= {x € v / {x] LU}
sera denominade complemento ortogonal de U,
Observagao 5 - Ut & um subespago vetorial de V.

Demonstragao: Ubvia. Ver [s].

Definigao 6 - 0 subespago V' serd chamado radical de V, indicado

por rad V e diremos que (V, B) € regular se rad (V) = vt o= [0}‘



1
Definigaoc 7 - Tomaremos como o espago zero o 0 - dimensional espa
go vetorial consistindo apenas do vetor zero e com g{(0)=0, Tal es

paco sera indicado por {0, 0).

Dbservagao 6 - No contexto e conveniente incluirmos o espagoe Zero,

acima definido, tomando-o como regular.

Definicao 8 - Sejam g uma forma.quadrética sobre F e d ¢ F. Dire-
mos que f representé d se existir v e F com g{v) = d e colocamos
D(q) ={de F / existe ve V com q(v) = d}, que poderd ser denota-

do por D{V}.

Definicao 9 - Um espaco quadratico (V, B, g) €& dito universal se g

representa todo elemento nac nulo de F.

Observacao 7 - Notemos ainda que se {V, B) e tegﬁareﬂméo B{x, y} = 0

para todo y em V implicara em x = 0.

Definicao 10 - Seja v um vetor nao nulo de um espago quadratice (V, B).

Entao
1 - Diremos que v & um vetor isotrOpico se B(v, v} = 0.
2 - Se B(v, v} # 0, entdo v & chamado anisctropico.

Se existir um vetor isotropico, diremos que (V, B)



& um espaco isotropico, caso contrario, (V, B) serd anisotropico.

Befinigao 11 - Um espaco (V, B) & dito totalmente isotropicoe  ou

trivial se B{v, v) = 0 para todo v& V.
Devido a definigao 10, podemos dizer que um €spago
{V, B, g) e {sotropico se zero nao e representado trivialmente,
isto &, existe 0 # v € V com q{v) = 0.
| Pensando na consirucao de um anel comutativo gnde
deveré valer a lei do cancelamento, definiremos a primeira opera-

cao, chamada soma direta ou soma ortogonal.

Observacao 8 - Sejam os espacos quadraticos regulares (VI’ By, q})

e (Vz, 82, q2) e definamos outro espago (V, B, g}, onde
¥ = V1 @ Vé € g =gy L qp ¢ U} o Vzmw-F

com
q(vy ® vé) = gq{vy) + a,(vy)

para



- 12 -

Observemos que g ® Qg1 4 = G, € que V, L ¥V, en
/, RIS 2 Y
(V, B), pois i g

Bvys Vo) = —lalvy @ vp)-alvy)-alvyll = = [aq(vq) +a,(v,) -

P e

1
2
- gy(vy) - aplvy)] = 0

para todo vy ¢ V1 e v, € Vs
Usaremos tambem a notacao vV, L V, para indicarmos a
soma direta V] ® V2 e a operagao .l passa a ser chamada soma ortogo

nai.

Exemplo 3 - Se f(xi, Xz)

entao

= ¥2 _ %2

Teorema 1: (Critérie de Representacao) Seja {V. B, q) um espago qua
dratico qualguer e d € ?.Ent&)diiﬁ(q)se e somente se existe ou~-
tro espago quadratico (V‘, B') tal que V = « d > L V!

(== ) Se V= < d>1L V' entdo de D{< d > L V') = D{ql},lo

( ==>) Vamos tomar v € V tal que g(v]) = d



- 13 -

Primeiramente veremos que V pode ser assumido como
regular.

Seja W um subespago vetorial de V tal que

V = {(rad V) ¢ W = (rad V) L W

£

Pala observagac 8, vem que D(V) D(W}, e tem-se que
ainda que W & regular.
Portanto V pode ser tomado como reqular.
Consideremos o subespago F.v ., Tal subespaco € iso
)J.

metrico a<d>» e {(F . v) N (F . v}™ = 0. Como

dim (F.v) + dim (F.v)t = dim V
vem que
4

V=<d> L (F.v) @

Teorema 2 (Teorema da Diagonalizacao): Toda forma guadratica & e-

guivalente a uma soma ortogonal de formas uni-~dimensionais.
Demonstracao: Vamos seguir a demonstracic feita em [L].

E imediato que se S & um subespaco regular de um es

paco quadratico {V, B) entao



v -5 4 st

Se V = 0, a diagonalizagdo e Obvia. Tomemos entao
g # 0. Podemos escolher e, em Y tal que Q(ei) # 0 e considerarmos

n espaco uni-dimensional W = Foeq. Tal espacgo e regular e assim

(V, B) = (W, Bf )L (W', B/, )
Se a dimensdo de W* for diferente de um, o processo
se repete e a demonstracdo segue por inducao sobre a dimensao de V.B
Usaremos
« a}, «s . 8 >
para representar

<a1>i_<a2>_l.“,<a>

onde

Podemos dizer entado que todo espago quadratico & ge

rado pelas ¢iasses de espagos uni-dimensionais.



Definigao 12 - 0 determinante de uma forma guadratica regular f,
tambem chamado discriminante de f, & definido como

disc (f) = det (M), F2

Podemos observar que a definigao dadae precisa, pois
sabemos gue a matriz associada a um'espago quadratico esta bem de~

finida a menos de uma semelhanca, isto &, se ¥ = g entao

disc (f} = det (M

o) F2 = det (M) (det C)? F2 = disc (g)

pois

onde C & inversivel

Yale ressaltar ainda gue uma forma quadratica € re-
gular se e somente se disc (f} # 0

Consideremos agora as matrizes M, e M, dos espagos
quadraticaos (V1,_B]) e (Vy, Bo) em relacdo as bases| €y s -ves e}
e {f}, fos von fm] ¢os espagos Vq, V, respectivamente.

Se considerarmos os vetores e, + 0 e 0+ fi como ele
mentos de V = v},L Vs, entdo{ ey, ..., e fyu oouy f} sera uma

i
base de (V, B) e sua matriz M sera



e temos entao que
disc{V, gq) =disc{q) = disc(V},B1) disc(Vz, 82) = d%sc{q1) disc(qzj
em é/ﬁz

Veremos, a seguir, um espago quadratico gue desempenha um

papel relevante nesse trabalho.

Teorema 3 - Seja (V, B} um espacgo quadratico 2 - dimensional. As

seguintes afirmagees sao equivalentes.

[1:11

i) V & regular e isotropico
i1) ¥V e regular e disc (V) = -] F2

i1} Vv & isometrico a < 1, -1 »

iv) V corresponde a classe de equivalencia da forma quadra

tica X1 Xz‘



Demonstragao: 1ii) <w=>> iv) (ver exemplo 2)
i} " ii} Sejax um yetor isotropico de Velx, y]

a # 0, pois caso contrario a matriz

yma base de V. Entao B{x, y)

de B seria

gue teria determinante nulo (absurdo, pois V @ regular).

Trocando y por a-ly, podemos assumir que B{x, vy} =1

e a matriz de B, na base {x, y}], fica

Tomando a base {k, -2y y}, temos B(x, x} = 0
2

8-Sy, %) = S B0 X0 - B0 Y) S B 4Bl < O e

Portanto, nessa base, a matriz de B e



- 18 -

» @ assim disc(V) = -],F%

1) =i 111
Sendo B8 a forma bilinear associada a V, sabemos que sua matriz pa

ra alguma base ortogonal {eT, ez}é

a 0

0 b
Como discVy = -1, vem que b = -a. Assim V = <a, -a>. Como X<-Y4¥XY e
aX? - a¥? representam um mesmo elemento, vem que <a, -~ a» ~<l,~T»

Logo V & isometrico a < 1, -1 =,

iii) => i) Se V= <1, -1 > entdo disc (V) # 0, V &

it

X2 « X% nio trivialmen

regular e ainda 0 @ representado por q{X) ] 5

te, isto e, V e isotropico.

Observacido 9 - Vemos entdao que existe uma Unica classe de isometria .
de espacos quadraticos isotropicos de dimensao dois. Tal classe @
denominada plano hiperbﬁ?ico e indicado por H.

A soma ortogonai de planos hiperbﬁiicos sera chama-

do espago hiperbolico e a este correspondera a forma gquadratica



Teorema 4 - Seja (V, B} um espago quadratico regular, entdo:

i} Todo subespago trivial, UV, de dimensaoc nao - nula

r, esta contido em um subespaco hiperbolico T V de dimensdp 2r.

i) ¥ & isotropice se e somente se contem um plano hiperbo

Tico.
111} Se V & isotropico entap V & universal.

ﬁemaﬁstragao - Provaremos 1) e depois gue 1) ==ii} ==iii}, Vamos
provar i} por indugao sobré r.

Para r = 1 tomemos X isqtrapico, U unidimensional
com U = F.x,

Temos gque dim V= dim V-1 = dim U*. Sabemos que e
xiste y ¢ V - U* e assim vy e V e B(y, x) # 0.

Logo a matriz de B @

/ Y
0 B{x, ¥}

SUOY By, )

rujo determinante £ -1.F2,



Temos entao que
F.x +F.y~H

Agora tomando uma base | xq. X,, L%, em U, seja
ES

S o conjunto gerado por X0 vr Xy Temos que U*g; 5% e desde gue

V e regular segue-se que

dim S* = dim V - dim S > dim V - dim U = dim 0°

ey K

Portanto, existe um vetor ¥q ortogonal a X5 p

mas nac e ortogonal a X7 Podemos ver que Xqs ¥y saoc linearmente

independentes, pois x e isotropico. 0 subespaco Hy= F.X}-FF. yitem
determinante

G B(Kz, }I'i)
disc (Hy) = LF2 = -1 F2
Assim H1 = H
Podemos escrever entao V = H1 + V', onde V' = H;cqﬂ

tam X5, .» X,. Desde que V € reqular, a prova segue por inducao.

i) == (i%). Basta tomar r = 1 em (i)



i1) == {1ii). Obvio, pois a forma quadratica correspondente a

H e claramente universal.
Corolario 1 - (Primeiro Teorema da Representacgac). Seja gq uma forma
quadratica regular e d ¢ ?, entaoc d € D{g) se & somente se qi<-d >

e isotropica.

Demonstracao

. ~ 2 2 2
{ =) Seja g(X) = ay Xy + ag Xy + ... 4 anxn e d ¢ D{g)
~ . n -
entao existe (x1,x2,,,.xn)€lF, nao - nula, com a1x%+a2x§+,,.+anx§:d
+ 2 2 2 _ 2_; 4 - . --._
Assim apxy tagxs ... +a Xpo+ {-d}1 0, isto e, gl < ~d > e i

sotropica.

{<==) YAMOS supor que (x}, Xgs vres Xps xn+1) seja um ve-
tor isotropico para g4 < -d >, entao
2 2 2 2 _

Xy P BpXy T ... T AgKy dxn+1 0
Se X a1 #F 0, vem que
x. 12 X, 2 5 32

d = a LI 3, + a, il e D(g)
Xne 041 Xl



Y

Agora se X = 0, entdo (xy, Xp, ..., x,) # 0 Ja 2

n+1 n)

um vetor isotropico para g. Assim g & universal (Teorema 4 ) e

D(g) = F, donde, claramente, d € D(q).®

Teorema 5 - Sejam q = <a,b> e q'= < ¢, d > formas binarias regu-
4

lares. Entao g ¥ q' se e somente se disc (g} = dis¢c {q') e g e g

representam um elemento em comum e € F,
Demonstracao

(=) Eyidente {observar comentario feito apos a defini-

cao 12}.

===} Supondo gue disc (g) = disc {g') ¢ e € D{q) tiramos
pele Teorema 1, que g~ < e, ' > para algum e' € ﬁ‘ Temos agora gue
abF2 = ee' F2 e assin g~ «<e, abe >,
Do mesmo modo g' = < e, cde >, Mas como abézrcdﬁz
concluimos que 9  q'. 48
?oitemos nossaﬂateng%o para a opgéracas soma ortogo-

nal anteriormente definida.

Lema 2 - A operagao soma ortogonal & compativel com a relagac de e

gquivaléncia "ser isometrico a", isto e,



w PR .

e oyt (Vps Bys ap) — (V. By, q)
sao isometrias, entao
6y @ a, (xy @ xz) = ay (xz) ® a, (xz)
& uma ispwetria de {Vq L Vos ay L qZ) en (Vi i Vé, q; L qé)
Demonstracde: (aqy 1 qé)[(a] & o,)(xy ® xz)]=
(qy 1 ay) Lay(x)e a,(x,)] =
ailag(xp)) +agley(x,)) = 0, () + %, = ay Laplx; @ %) g
Lema 3 - A operacao L e comutativa e associativa, isto &,
q; L g, Ta,dqp e (qpdhgy) Lag =gl (gL gy)

Para a verificagao basta observarmos gue as seguin-

tes sao isometrias.

oV, L v, -V, L Vi, com a(xy @ Xp) = Xy ® Xy €

B :(VT i.VE} L V3~_a V]_L (Vz 1 VB)’ com



Bl(x; @ x,) @ x3] = xq @ (X, & Xj)

Peles resultados anteripres, cygc}ufgqg cye & con-
Junte M{F) das classes de equivalencia de espacgos quadrﬁticog regu
lares, junto com a operacac induzida pela soma ortogonal, & um se-
mi-grupo comutativo, onde como veremos mais ainda, vale a lei do
cancelamento. 0 espaco {0, 0) @ o elemento neutro de tal semi-grupo.

Apresentaremos a seguir os teoremas do Cancelamento
¢ da Decomposigao, que juntamente com o teorema da Diagonalizacao,
desempenham importante papel em toda essa teoria. A demonstracgao,
essencialmente técnica de cada um desses resultados, pode ser en-

contrada, de forma detalhada em | L].

Teorema 6 ~ (Do Cancelamento) Sejam q, q1 & qp formas quadraticas

quaisquer. Se q 4 g, ¥ g L g, entdo q; = g,.

Teorema 7 - {Da Decomposigao). Qualquer espago quadratico (V, B, q)

}l

pode ser decomposto numa soma ortogonal (Vt, qt) L {ﬂﬁ thL(Va,qa

onde V, e totalmente isotropico, Vi & um subespaco hiperbolice e
v, & um subespaco anisotrépico. Tal decomposic¢ao & unica a menos de
uma jsometria. |

Yoltando ao conjunto M(F) das classes de equivalen-
cia de formas gquadraticas sobre um corpo F, definiremos sobre
M(F) x M(F) uma operagao (+), onde para quaisquer (f, g} e (fy, gy)
de M x M, tefemos {f, g} + (f1, 91) = {f L fi’ g L g]). Observemos
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bem que aqui (1) denota a operagdo induzida pela soma ortogonal so
bre as classes de equivalencias de formas quadraticas.
Atentemos para o fato que (M % M,+} & um semi-grupo
comutativo com cancelamento, onde {0, 8) & o elemento neuiro.
Dando continuidade, sobre M x M definigos a rejagdo

de equivalencia (f, g) ~ (fys gy) se e so se f L gy = g L fy-

Observagao 10 - A operacao acima definida & compativel com tal re-

lagdo, isto &, se
(fy g} - (f's g') e (fy, gy) - (Fy, gy} entao
(F. ) + (F1a 5q) ~ (F15 g') + (F]. )
Isto decarre imediatamente, pois temos
flg =glfefl gy = gy L fy e assim
flg Lfylgy=9dlfdlgydr,

Agora, sobre G(F) = M x M/~ definimos uma outra ope

racac & , com

a®ay = (fLf, glgy), onde (f, g) € ae (fy, 9y)¢ a

Esta operacao da a G{F) uma estrutura de grupo
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comutativo, chamado grupo de Witt - Groethendieck, onde:

i} o elemento neutro & dado por ag = (9, a}, pois se

o = {q,, q3) é um elemento qualquer de G{F) entdo

B s P g -

Co - qg} 0 il - Ea;:iwa:waétima) _ (égg_és)

pelo simples fato de (qzi_q, qsi'Q)'“(qZ’qs)

Cotocaremos {q, gq) = 0

11} para qualquer o € G{F}, o = (q}’ qz), a c¢lasse

o' = (a,, ay) e sua inversa. De fato,

{9y, ay) ® (52, qy) = {a; L 99, 95 1 0y) = {a, Q) =0

11} a operacao e evidentemente comutativa e associativa.

Podemos observar ainda que a aplicagao i ¢ M- G(F)

dada por i {g) = (g, 0) €& um homomorfismo de semi~grupo, injetor, pois

i) i(a Lgy) =(alagy,0)={(q,0)+(q,0) =ilqg) ®ilg) e

i»t} (QS Gj = (Q]: 0) € e .36 5 4 = q_{

Sob esse aspecto, vemos que M{F) pode ser encarado

como um subconjunte de G(F).

Podemos notar ainda que



(a5 q7) = (g, 0) @ (0 , qy) = (q, 0} - (qy, O)=i(q)-i(qy) = q - gy
e assim dizemos que G(F) e gerado aditivamente por M{F).
A partir dagui trabalharemos com o intuito de dar a
G(F} uma estrutura de anel comutativo.
Para tanto definiremos, primeiramente, o chamado pro
duto de Kronecker de espagos quadraticos.
Definicao 13 - Sejam (VT’ B}) e (VZ, 82) espagos quadraticos. Se fizermos
¥V o= V1 L VZ e B :VxV —=»F
dada por
B{uy ® t,, vy ® vz) = By (Uq, v1).82 (uz, Vo)
g estendermos por linearidade a V} @ VZ’ pois qualqguer

v € V] ® Vz, vy o= 2: a; ® bi

com ai £ V} e b,

i € Vo, entao (V, B) ainda sera um espago quadratico.

A forma quadratica g s ¥V — F associada, satisfaz

q(v} @ vz) = q1(v]),q2{v2), onde 9y € 4y sd0 as formas associadas



a B1 e By respectivamente. Denotaremos g por 41 ¥ 4o
A operagac ® @ compativel com a relagao de equiva

lencia “ser isométrico a®, isto &, se Gy = qi e q, © qé, entao

Q1 & qz = 93 @ Gy

Bemonstracao. Simples verificacao.
Em M{F}, o produtc de Kronecker induz uma operacao

associativa, comutativa e distributiva em relacdc a soma ortogonal.

A prova desses fatos & imediata, uma vez gue o produto tensorial go

za dessas propriedades.

Observemos que se

sdo duas formas diagonalizadas, entao
q @ q} = < a‘| b);a LR A a-] b
Lema 4 - Se q & uma forma quadratica regular entdo g ® H = dim q.H

Demonstracdo: Suponhamos que g ¥ < a >, a # 0. Entao

L]

<ca> @ He<a>®el, -1 > ~<a,~a>c<H
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pelo teor 3.

Agora a prova segue por indugao sobre a dimensao de
g (dim q).

Ate aqui mostramos que (M, +, ® } & um semi-anel co
mutativo com elemento neutro e com identidade < 1 ».

Finaimente, sobre M{F) x M{(F}/~ definimos a opera-

(4, qp) - (@, q9) ={a®@q" +q  ®gy, ® g +dy @0)

e assim (G(F), +, <) & o anel denominado anel de Witt - Groethendieck,
denotado por W {F}.

Em Q(F)'_podemos observar que

1} todo eTemento tem a forma Gy = Gy onde q, e Gy sac clas
ses de isometrias das formas q; € g, &, COmo ia foi ohservado,

M(F) C W(F), assim (q;) = (qp) em W(F) se e somente se q; % q,.

i) W(F) goza da chamada “propriedade universal®, iste e,
gualquer homomorfismo de semi;grupo f, de M{(F}) em um grupo abelia
no A, estende~se a um unico homomorfismo de grupo g : ﬁ(F)—%—A, pe
Ta regra g{q; - qz) = flgq) - f(qz). Isso pode ser visualizado mais fa

cilmente com a ajuda do diagrama abaixo.
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onde 1 & a inclusao M(F) C G(F)
Daremos, a seguir, 0 anel que sera alve de todo nos
so trabatho,

Como foi visto no Lema 4, ZH & um ideal de ﬁkF) e assim
W(F) = W(F)/ZH
& o denominade Anel de Witt do Corpo F.

Proposicao 1 - 0s elementos de W(F)} estao em correspondencia biuni
voca com as classes de isometrias de todas as formas anisotropicas

sobre F.

Demanstragﬁo: Yimos que se < E:WE} » € G(F} entao ?ET?Q? =9 - 4y,
“isto &, G(F) @ gerado aditivamente por M(F).

Sabemos < a > + < -a > representa o zero em W(F),
assim - {< a »} = (<« —a'>) em W(F), para todo a¢ F. L em par-
ticular podemos ~ dizer ' que todo elemento de W(F) & represen-
tado por uma forma q.

Usando o teorema da Decomposigao de Witt, podemos es
crever g = q. + q, € como G, = 0 em W(F), g e 4y representam o mes
mo eltemente em W(F}.

Vejamos agora a unicidade.

Se q e g' sao formas anisctrépicas, entao (q) = (g")
em W(F}, dmplica g = g', pois se {q} = {(q'}, vem que q = g' + m H

ent Q(F), para altgum inteiro m, que podemos supor positivo ou nulo.
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Logo g = g’ .L m H, o que nes leva a concluir que
m' = 0, pois g & anisotropico. Assim q = ¢'.8B
A proposicao acima ocupa um lugar de fundamental im

portancia, pois a partir dela, poderemoes encavrar W(F) como forma-

do por classes de equivalencia de formas anisotropicas.

Observacdo 11 - OQuando nao houver perigo de confusao, representa-
remos a classe de g, que de fato pertence a W(F}, simplesmente por q.
Antes de prosseguirmos, faremos mais alguns comenta

rios sobre W{F) e W(F).

Observagao 12 - Consideremos a fungao “dimensao”, dim M{F} —» 7,

que & um homomorfismo de semi-grupo. Pela propriedade universal de

-

W{F), tal homomorfismo se estende a um Unico homomorfismo de grupo

#

dim Q(F)—e» Z, com dim (q]-qz) dim (q]) - dim (g,), que tam-
bem & um homomorfismo de anel.

0 niicleo IF de tal homomorfismo & um ideal de W(FY,
consistindo das formas Gy = Gy» onde dim qy 7 dim G, @ ainda

W(F)/IF = 7, pois dim & sobrejetor.

Observagdo 13 - Tomemos o homomorfismo canonico ¢ :Q(F)—9~N(F}. 0
fdeal IF = ¢ (??), de W({(F}, & tal que IF = IF e uma forma q repre-

septa um elemento em IF se e somente se dim g for par.

e

Demonstracao: Mostremos que IF = IF

Temos que
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IF ={qy ~ a5, com dim q; = dim q, |
IH ={nH, ne 7)
Podemos ver que f?{”\ZH = [0} » pois se q4y = 9 € nH, vem que

q - q, x[nH - 0, sen 20
0 ~ (-nH}, se n < O

Assim, teremos

9, L0 = nH lq, ou q; L (-n#) = 0 L g,
Apticando a fungao dim, tem-se

dim Gy = 2n + dim 9, ou dim Gy - Zn = dim q,

Como dim 91 = dim 9> obtemos ancma1quet caso, n = 0,

Agora 1IF = ;¢{f}) = ?%, pois

o(TF) = SLXIE o 1P AL o§F
ZH ZH n 1F {0}

Para tanto basta definirmos o homomorfismo sobrejetor

iF
ZH O

g1 IF + ZH—> pra
I

IF
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onde 6 {a+ZH} = a + {(ZHD IF) e notarmos que ker o = ZH.
Veremos agora a segunda afirmacgao.

{ ==} Tomemos G4y ~ G =4 5 ¢ anisotropica e N -9¢€ IF

Temos que

93 = rH L < B1s Bpy ceey Ay 3

q; = sH L< by, by, ooy b >
com'-

n+ 2r = m + 2%

Assim

Q3 - Gy = Gy " Qp T <Ay B e, 8> - <Dy, Dyy oy B e

= 451, 82, LY ang bT,"-’bIn)xR’Hnl-{C}’ CZ,-‘-,Ctb'.‘z
= <Gy Gy -5 Gy 2
Como n + m = 2m + 28 - 2r, vem que n + m & par, ¢

desde que 28 + t = n + m, vem aue t € par,
Concluimos assim gue uma forma g representa um ele-

mento de IF somente se dim g @ par.
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{<=) Supondec que dim g & par, podemos assumir que g & bi
naria, g = < a, b >, Observamos entdo que g & a igagem de « a » w < b >
pela projecdao natural ¢:‘ﬁ{f~_;~«a-w(_m. Logo g £ IF. 8

Atentemos tambem para o fato do epimorfismo
dim : W(F)— Z
induzir outro epimorfismo, bem definido

dimy: W(F) —> 7/21

onde
dim, (j;;“~ qé.) = dim (q; - q,) + 22 = (dim qq - dim q,) + 2Z
Para verificarmos a boa definigao basta notannos que se
entao
g; - ap = (45 - qu) + nil
onde nH & tomado como nH - 0 guando n > 0 e como 0~ (-nH), Caso

contrario.



ou atnda,

dim Gy - dim P

Para n > 0, vem que a4y i,q4 = g, i,q3 + nH e assim

dim-q] + dim 94 = dim P dim Gq + 2n

lL.ogo

(dim 4y = dim qa} + 2n

(dim gy - dim q,) + 2Z = {dim q; - dim q,) + 2Z

Tem-se ainda que ker dimU = IF ¢ Toge

Salientamos, desde ja a importancia do ideal IF,

Passamos a caracterizar W(F) através de certas rela

goes entre seus geradores e veremos que tais relagoes realmente de

terminam o anel de Witt.

Consideremos a fungao

A
W

F = W({F)

2 (< @ >)



Teorema 8: A fungao definida acima satisfaz

i

1) <0> = 0 (elemento neutro)

1]

i1} <1» = 1 {elemento identidade)
ifi} < a ».<b > = < ab »
iv}<a§+<b>=<a+b>(]+<ab>)
e além disso verificamos que estas relacoes determinam o anel de
Witt, ou seja, se R & um anel comutative qualquer e t:F-=»R & uma

funcdo satisfazendo os Ttens i ~ div acima, entao existe um T{nico

homomorfismo de anel e s W(F}-=>R tal que & (< a >) = t{a).
Demonstragao: Usando a definigac de soma e produto no anel de Witt
e g fato de < 0 > ser a forma quadratica de zZero variaveis, vemos
que i) & 1i) sao imediatas.

iii) também & imediata, visto que como

entao

Y

< g > = a X% e < b > =50 X

<a>.-~:b>=—'abxz

3 < ab »

Mostremos o item iv) separando em partes .
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i - Consideremos a = 0 (ou b = 0). Entao

<a>+<bo>=<c<b >l 3+ <0 )

¢ ~ Tomemos a + b = O
J3 vimos que - < 1 » = < =1 > em W(F) e como a=-b, te

remos

L]
e

< a» 4 < b > =< a>+<-an>»

< a + b > {1 + < ab »)

3 - Sejama + b # 0, f(X) = aX} + bX% e

g(X) = {a + b) X3 + (aZb + ab?)Xj

Observamos que a matriz

g inversivel e que para todo Xqs Xo €M F, temos

- - 2 _ 2
fxq +bX,, Xy axz) a(x3+-bx2) + b(_xI ax2}

ax% + 2abxyx, + abzxé + bx% - 2abxyxy + aszé

{a + b} x% + (azb + abz) x%
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Logo f = g e podemos concluir que

< a>+ <bhb-> < a + b >+ < adh + ah? »

i

< a+b >+ < a+ b>»«<ab >

H

<a+b > {1+ < ab »)

Assim, por 1=, 2~, 3-, vemos que iv) se verifica

Passamos a demonstrar a parte final do teorema.

Para tanto sejam R um anel comutativo, e t: F - R
uma funcdo satisfazendo as relagoes 1 - iv.

Mostremos que existe m1hmmmohﬁsmacm anal 8: W(F) - R
com 8(« & >} = t{a), para todo a € F.

Temos que t(-1) + t(1) = t(O)[l + t(-])]= 0 e assim
t{~1) = ~t(1} = -1,

Suponds a # 0, vemos gue
ta) [t e )+ t(1)] = tla)[e(1) + t(1)] = tla) + t(a)

= tla+a)(1+t(a?) = t(2)(1+ta?) = t{a) t(2)(1 +t(a?))

Assim

tla) (2} (1 + 1) = t{a).e(2)(7 + t(a?)},
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donde
tla).t(2) + t{a).t(2) = t(a).t(2) + t(a).t{2}.t{a?)
g portanto
t{a).t(2) = t(a).t(2).t(a?)

Multiplicando ambos os lados da Dltima  jgualdade

por t{a~'}.t{271}), concluimos que
1 = t{a?}) = t{a).t{a) = t{a) ’ (1)

Yejamoas agora que se a1, 2y, b1, b2 sac elementos

nao nulos de F e que se f(x) = a3X% + azxi g equivalente a

entao
t(..a}] +=2t(_a2_)_ = t(.b]) + t(.b2) (11)
Pe fato:

Se f = g entao deve existir uma matriz inversivel

[(Cij)] com  Fleyq g + Cyp Xps Coy X3 ¥ Cop X5} = 9 {Xys %), P2
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ra tode X1 X, om F. Dagqui vem gque

b1 0 ay 0
t
= [( TJ)I [(eq40] (1}
0 b2 0 a5
Se fizermos det ([(Cij)]) = k, vem
bTbZ =-ka}a2k
Tomando Xy = i e Ky = 8, obtemos
f (Cli’ CZ}) =g (1, 0)
ou seja
2 2 .
a.-l CT«{ + a2 C2~1 = b'; (2)
Gbservando que se tomarmos Cyy = 0, teremcs a1 £0,
com a, c%1 = b1 o que nos leva a t(a2 C%i) = t(b1)q Mas

t(azc%}):= t(a,) t(cz1f = tla,)
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Assim t(a2) = t(b1).

Vemos ainda que

t(bE)

it
o
P
o
™3
(v
s
—r

= t{bybyby) = t{byb) t(b,)

= tlkaya,k) t(by) = t(k)2t(ay) tlay) {by) = tlay)

It

pois como foi visto b}bz = ka,a k, t{k)2

12K, 1e t(by) = t(a,)

Concluimos entao que t(b1) + t(bz) = t(ai) + t(az)

De maneira anadloga, se Cay 0 entao cyp # 0 e tere-
mos t{aqy) + t{a,} = t{by) + t{b,).
1 2 : ] 2

Tomando €y £ 0 e Coy # 0, vem

it

t{ag)+ t(ay) t(a]c%1) + tlagesy) - t{by) + t(by,)

e b2 2 2 2 4. 23
. t(a}c]}4-a2c2})[14—t(a1a261102})]_ t(b,b2) +t(by)

i

t(b7)[]+ t(aqa,)] - t(ba a.k?) + t(by)

t(b3)i-t(b]a1a2) - t(bza1az) + t(bz) = t(b1)+-t(b2)

por {1) e (2}.
Concluimos assim a demonstragao de (II}.
Para chegarmos "a boa definigido” de homomorfismo

8: W(F) = R, usaremos um Jlema t@cnico sem demonstra-lo, mas o
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teitor pode encontrar sua prova detalhada em [L ).

Lema 5: "Sejam f e g formas quaéréticas regutares dadas por matri
zes em formas diagonais e supunhamos que f £ g. Entao existe uma

sequencia h], hg, v s hm de formas gquadraticas regulares, Eujas
matrizes também estao em formas diagonais, tais que f=hys g= h

m
g COm hﬁ diferindo de hi+1 no maximo em dois coeficientes e ainda
com hi = h.+1, para todo it

Consideremos uma classe o & W{F). Pelo tecorema da

diagonalizacdo, existe uma forma quadratica
- - 2 2 2
f(X) = aTX} + azxz + ...+ anxn

com f ¢ o, onde 0 # a;, ¢ F, para todo i, pois ¥ & anisotropica,

Colocamos entdo
8{a) = t(a}) + t(az) ¥ ...+ t(an)

Mostremos que ¢ independe da escolha do representan-
__te em a. |

Seja ¢ € u,-gntﬁo g ¥ f e pelo lema acima existe uma
sequéncia de formas quadfﬁticas h}, hz, s bm, com as proprieda-
des citadas e que hos permite escrever hi_: r+h, hi+3 ®= g + h com
r e s formas binériaé, Pelo teorema de cancelamento temos r=s. Co

me h tem os mesmos:coeficientes de ¥ e pelo provado em (I1), vem
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8cla) = BhT(a) = e = bppla) =6 (o)

donde concluimoes a independencia.
Consequimos entdo uma fungao o6: W(F) —» R dada por
8{< a ») = t(a) para todo a em F, a # 0.

Se a # 0 eb # 0 estap em F, entao
8{<a>}, o{<b> = t(a) t{b} = t{ab) = o(<ab>) = s(<a» <b>)
Todo elemento em W(F) pode ser escrito na forma

«:a.E:» + <az> + ... <an> com ai # 0

Assim
e(<az> oL+ <aﬁ>)= t(a1)+-;,,4-t(an)c:e(<a}>]+Ae(<a2>)4-..,4-e(<an>)

Pelo exposto acima,. chegamos que © & um homomorfis-
mo de anei.

Veremos, a seguif, que tal homomorfismo & {nico.

Com esse fim, suponhamos gue exista 4 :HW(F} - R
com #{< a >} = t{a).

W{F) & gerado por elementes da forma < a > e como
¢{«< a »} = t{a) = 8(<:a >}, podemos dizer que ¢ = 6. Terminamos a

gui a demonstracac do teorema,
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Observagdo 14 - Um resuitado analogo ao teorema - 8 pode ser dado
considerando-se a estrutura de grupos e as relacgges
i)(G):G

fi} <« a > + < b > <a+b > {1+ < ab >}

il

il
[

iii) « a » + < -a>

Saliente-se que iii) & consequencia direta de 1) e

ii} e que tal caracterizagao sera usada mais adiante.



CAPITULO 11

CORPOS FORMALMENTE REAIS
Parte 1

Estudaremos 8 seguir um dos aspectos mais interessan
tes do Anel de Witt, a estreita relagao entre os ideais primos nas-ma
ximais e as ordens de F. Na verdade existe uma <correspondencia
biunivoca entre eles. Este fato & de grande utilidade, pois conhe-
cendo-se a estrutura de ordem de um corpo F, podemos tirar concly
s5es sobre os ideais de W(F) e do proprio W{F}.

0 calcule do Anel de Witt de um cerpo nem sempre e
facil, mas conhecendo-se suas ordens, sempre podemos obter algumas
informagoes.

Re?embremos alguns fatos sobre ordem em um corpo.

Seja P um subconjunto de um corpo F, gozando das se-

guintes propriedades:

0 - 1: Dado x em F, temos que ou x &€ P, ou x=0, ou -x &€ P,

isto 8, F & a uniao disjunta de P, {6} e -p
0 -~ 2: Se x ey estdo em P entdo x + y¢ P e xyg P.

0 subconjunto P & denominado cone positive de F.

Podemos definir, sobre F, uma ordem colocando:



MoKy, X, ¥yE F, <y

se e somente se y - x & P, Afirmamos gue, para todo x, y € z em F,

as seguintes propriedades sao de verificacaoc imediata,
T ~se x<yey <z entiaox < z

2 - Tricotomia. Apenas uma das afirmacOes a seguir € verda

deira: x <« ¥, X = ¥ 04 ¥y < X.
3 ~sex<yel <z, entdo x2 < yz
4 - se x <y, entap X + Z < y + I

Vemos entao que < & uma te?a@io de ordem e diremos
que F & ordenavel por P.

Se x g P, entdo x € ~P e x < 0. Diremos que x & nega
tivo e -P passa a ser denominado o conjuntd dos numeros negativos
em F. Usaremos tambem x » ¥y quando x - y € p.

Podemos observar que se F & ordenado por <, entag,
em F, 0 conjunto P =[ % e F, x> O] tem as propriedades exigidas pa
ra um cone positivo. Assim existe uma bijecao entre ordens de F e
os cones positives de F,

Mais adiante veremos que se -1 nao for soma de gqua-

drados em F {F:formalmente real} entaoc este sera ordenavel.
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Ghservagﬁo 1: Se assumirmos F ordenﬁvei por P, entao com 1 # 0, te
remos 1 € P, pois caso contrario -1 € P e 1 = (~1}{~-1) € P, absur-
do. Por 0 - 2 vemque 1 + 1 + ... + 1 €P e agssim F tera caracte~-
ristica zero {car F = 0},

Voltando a W{F), veremos alguns resultados que( nos

auxiliaraoc na classificaclo dos ideats primos de W{F}.

Befinigao 1: 0 conjunto dos ideais primos de W(F)} & chamado espec
tro e indicado por Espec (W(F))

Observemos primeiramente que se ¥ € Espec (W{F)) en-
t&o,épara todo 0 # a€ F, vemaque < a »¢ ¥ 1 + ¥, pois sabendo
que (<a»)? = 1, teremos {< a>-1)(<a > + 1) = 0 € Y. Logo, como VY

g primo, < a > + 1€ Y ou < a > - e V.

Proposigao 1: Se Y ¢ Espec (U(F)) entao W(F}/¥V = Z ou W(F}/Y = Fp

Demonstracao: Seja q em W(F}, q = S8y Bpy ceas A>T AP ACEY L F <A >

n
Para cada i, < IR (~])€i + Y, onde Eié 0 ou 1. Assim

0
g+ ¥ = Z((,Ugi + Y)Y =m <1 > 4+ Y, m inteiro.
i=]

Vemos entao que W{F)/Y & ciclico gerado por <1> + Y
e portanto W(F)/Y = Z ou W(F}/Y = Z/nZ. Como Y e primo, W(F}/Y 8

um anel de integridadé. Logo n = p e temos W(F)/Y = Z ou WUﬁ/YiiFH
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Ate o presente momento, o inico ideal do espectro de
W{F) conhecido & IF, o ideal das formas pares, apresentado na pa-
gina 31, obhservacao 13,

Agora daremos outra caractetizagﬁo do ideal IF.
Teorema 1
i} IF & o Unico ideal maximal de W{(F) contendo 2 = <>+ <3>»
i1} se Y e ideal primo nao - maximal de W(F) entaoc Y C IF
Demonstragao:
i) Vamos supor que M, e outro ideal com 2 € M,
Entao K = W(F)/M, & um corpo, com car(Kj = 2, pois

2 = 0 am K., Assim

W(F) . 2

27

= F
2
My

Para qualquer u = < ay > * < @, > 4 ... + < a, > en

W{F), com 24 # 0, para todo i, temos

(< a, >32 = 1 = 12 g & o isomorfismo acima.
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Logo
[a{< a; >) -1]12 = 0
e portanto 9{<a, >} = 1€ F

i

Vemos entdo que

[1:31

{0, se n par

8(u) =

i

1, sen impar

e teremos u € M, = 8-1 (0) se e somente se n & par, isto E,MO = IF,

Para verificarmos ii), tomemos um ideal primo nao-wma
ximal Y, de W(F).

Temos entdo que W(F)/Y = Z. De um modo geral, aoc to-
marmas o ideal pZ de Z, teremos que 8- 1(pZ) & um ideal maximal de
W(F} contendo Y, onde & & a projecdo o : W(F) —> W(F}/Y = Z. Ao con
siderarmos o ideal 27 de Z, teremos 6~*(2Z) maximal em W(F) conten
do 2, isto &, 0~Y{2Z) = IF e assim ii} segue.

Tende em mente estudos de resultados que nos permi-
tam ter uma visao mais abrangente do Anel de Witt de um corpo, a-
traves da intrinseca relacdo entre os homomorfismos de anel de W(F)
em Z, os ideais primos de W(F) e as ordens de F, formaiizaremos o
conceito de "fungao assinatura“, que ja apareceu no teorema 8, ca-

pitule 1.



Definigao 2: Sejam F um corpo e R um anel comutativo. Uma funcdo

s : F—=R satisfazendo as condigOes abaixo & chamada assinatura.

i) s(0}

B
v ]

i1) s(1)

it
—_

ii1) s{ab) = s{a) s(b)
iv) s{a} + s{b) = s(a + b)}(1 + s(ab))

Teorema 2 - Seja I G W(F) um ideal, As seguintes afirmagdes sag e-

guivalentes.
(1) 1 & um ideal primo nao-maximal de W(F)

(2} Existe um unico cone positive P de F tal que a ¢ P se

g sp se < a>-1€1.

{3) Existe uma unica fuhgéo assinatura t ¢ F->7 tal que

t{a) = 1 se e s0o se <a > ~-1€ETI,

(4} Existe um unico homnmorfismo o : W{F)—=Z com ker {8} = 1

_ Em particular a cada cone positivo de F corregponde um unico ide
al 1 primo nao - maximal de W(F). B

Demonstracao: (1) =>{2}

Definamos a <1 bezm=< b-a » - 1€ I e verifiguemos



que <, e uma relaciao de ordem.

i) se a < beb <, centao <b-~p-l&ele<c-br-1€& I

I
Assim
(<b-a>-1¥<c-b>-1)= <b-as<c-b>-<b-a> -<.c-b>+} zch-as<e~by-<cbear~<c-br+ 2~ 1
= (<b-a><c-b>-1}=<b-a>+l-<c-b>+] € 1
Como -<b-a>+ 1 & ~-<c=-b>+ 1 pertencem a I, temos que
<hmar<g-b> - 1 € 1 (A}
Queremos mostrar que
<g-a» -1 6 1
Temos que
<b-a> -1 % <cjb> -1 € 1

Daqui

<b-a>-l+<g-b>-T=<bratc~b>{ T4<b-a><c=b>)-1-1=<c-a>-14<c~a><h~a><c~b>» - 1



<Crar=]dcpuarehrar<e-Brtcgmgracp~a>-]

i

it

<¢-a>-l+<c-a>{<b-a><c~b>~1)+<c~a>-1

it

2{<c-a>=-1}+<c-a>{<b-a><c=-b>=1) € 1

Por {A}, vem gue 2( c~a ~1) € I e desde que$2¢ 1, pe-

Ta proposicac - 1, temos que <c - a» ~1 I, isto &, a <; €.

ii) tricotomia

Ji vimos que se b - a # 0 entdo <b-~a>e T 1 + 1

Entao:

se <b-a>¢€ 1 + I, vem que <b-a» -~ 1€1, ou sgja, a<b
se <b-are -1+ 1, vem que <b-a>+ 1€ [

ou -~ <b-a>-1€ I, ouainda, <a~-b>-1 € I e assim b < a
se b-~a = 0, ttivﬁa1mente tem-se as=b

¢ entdo <b-a>-1€ I, <cr=-1€ 1 e

I

iii}) se a <, b e 0 <1

<hc~ac>=-1 = <cr<b-a>~1 + <¢> - <>

= «¢» {<b-a>=-1) + <c>~1& 1 e portanto ac < bc
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iiii) se a < b entao <b-a> -1e 1l e de
<hp-a> -1 = <bsc-a-c> -1 = <btc-{a+c)> -1,
vem Qque a + ¢ < b + c.

(2} == {3). Definamos t:F — Z colocando

0, se a =0
t{a) ={ 1, se a ¢ P
-1, se a ¢ p

Verifiquemos que t satisfaz as exigencias da funcgdo

assinatura.
1} segue pela definigao de t

i) t{1) 1, pois 1€ P

1]

i1i) - se a = D ou b = 0 entdo t{ab) = t{a) t(b)
b

- sea€ P e beg P entiaoabe Pe tlab) = 1 = t{a)t{h)

- 58 8 ¢ P e

or
-
T

gntdao ab € P e t{ab)=1=-1.-1=1%{a)t(b)

c‘
m
“

~seag Poe entiao ab ¢ P e t{ab)=-1=-11= t(a)t(h)

iv) - se a = 0 ou b = 0 entao t{a)+t(b) = t{a+b){l+t{ab)



se a€ P e be P entao t{a)=1, t(b) =1, t{ath) =1, t{ab)=1
e 2 = t{a}) + t(b} = T(1+1) = t{gsbj(Tst{ab})

1

1t

se a é‘P e b ¢ P entdo t{a)=-1, t{b)=-1, t{ath)=-1, t{ab)
e~2 = t{a}) + (b} =-1(1+ 1) =t(ashb) (1 + t{ab})

se a § P eb€ P entdo t{a)=-1, t{b)=1, t{ab)=-1
e t{a} + t(b) =0 = t(a+h)(1+-1} = t(a+b){T+t{ab))

(3) == (4)

fismo ¢ 2 W(F)

8, & um idea?l

e portanto

Pelo teorema 8, capitulo I, existe um Unico homomor-
—»7 com #(<a>} = t{a) para todo a € F.

De a(1) = 1, vem que 6 @ sobrejetor e ¢ nucleo N, de
prime nac-maximal de W(F).

Como (1) => (2) zm>(3), existe Unica t': F->7Z7 tal que
t'(a) = 1 <= <a> ~1€ N

Temos entao gue

bi(a) = T a) = 1<=t(a) = 1

t' =t & <a> - 1 € Ne==<a> - 1€ 1
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Agora como t(a2) = 1, vem que t(a) = ¥ 1 e assim se

t{(a} = 1 temos <a> -1 €1 <==<a>-1€N e se t{a)=~1 entdo (-1)t{a)=1
ou t{-a} = 1. Logo <-a> - 1 € I e portanto <a> + 1 € I. Concluimos
entaoc que <a> + 1 € N<m>ca>+ 1 € I.
Mostremos que N C I;
Seja g = < A1s g, +hy AL € N, com a, PV 4 I
Observemos que a dimensao de q & par, pois N C IF.
Colocando

bi se <@ > - 1€ i

C; se <a,> ¥ 1€ N

e reagrupando, podemos escrever

By Byy va.s B > cb1, b2’ Cees bn}E} + “Cys anes Cp/2”
n/2 n/2 h/2 n/z

= Z <‘bi> + Z <Ci> = Z (<b1>— 1} + Z (<ci> + 1)
i=1 - i=1 jz] i=1

com <b1> -1 € N e <Cy> ok 1€ N, ou seja, <bi> -1e€le «%>+1 € 1,

Logo q = S8ys Bps ca., B0 eI,
Demonsttado que NC I, veremns que N = T,
Temos que W(F}/N = Z e assim o ideal I/N = {d)

Consideremos (d} # (0).



Como 8{d<i>) € 6(I) vem que 5(d<i>) = s8(x), x € 1.
Logo 8(d<l>» - x}) = 0, ou seja, d<l» - x €N,

Assim d<is> € 1

De {<d>}? =1, vemque <d> + TENC I ou<d> -1 ENCI,
Concluimos assim que 1 € 1T ou -1 €1, que @ ¢ma con-

tradigao, pois I # W(F).

It

Portanto I/N (0}, isto &, I = N.
(4) == (1). Imediato

A 0ltima.afirmagdo no teorema 2 decorre da propria demons-
tragdo das anteriores.

Propdsigﬁo 2: Seja M um ideal maximal de W{F}, M # IF, Entao exis~

te um Unico ideal primo Y com ¥ G M.
Demonstragao: Ja vimos que para M maximal, W{F}/M = Fp, com p pri-
mo Impar, pois M £ IF.

Sabemos entao que existe um isoformismo

gt W(F)/M ~>F

Consideremos a relagao <, sobre F, definida por

a < bezd g(<b~a> + M) =1

Vejamos que < & uma relacao de ordem.

1) se a < b e b <« ¢ entido gl<b-a> + M} =1 e g{<c-b> + M} = 1
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Mas, por v - teorema 8

<b~a» + <¢=b> + M = <¢c-a>(1 + <b~ar<c~b>} + M € assim

<h-a> + M+ <c-b> + M = <cra> + M+ (<c-a>+ M) <b~a> + M} (<c-b> + M}
Aplicando ¢ em ambos os lados da Ultima igqualdade, vem
T+ 1=g{<c-a>+M) + g{<c-a>+M} . 1.1 = 2{<c-a> + M)
Como 2 ¢# 0, temos g{<c-a> + M) = 1, isto &, a < ¢

2} tricotomia
Supondo b - a # 0, vem que (<b-a>)? = 1 assim <b-a> = 31,
Logo, desde que p # 2, vem gue

g{<b-a> + M) = ¥ 1, isto &, a < b ou b< a

3} se a <« b e a < ¢ entdo g{<c> + M) =1 & g(<b-a>+ M) =1
Como g(<bc-ac>+M) = gl<c>{b-a}+ M) = gl<c> + M} . g{<b-a> M) =1

temos que ac < be.

4) se a < b entao 1 = g{ b-a +M) = g{<b+c-(a+c)»+M}. Assim atc<bic,
Observamos, pelo teorema 2 , gque existe um ideal primo n3o-maximal

Y, com a < bw=t> <h-a> - 1 €Y, Mas a < bae>g{cb-ar+)=lwz=g{<b-a>~14M)=0



Assim <b-a» - 1€ M,

Temos entao gue para qualquer a # 0, a € F,
ca> - 1 € Yee>ca> - 1 & M (A}

Consideremos u = <ayp> 4 ... 4 <a > oem W(F}, com a, # 0,
para fodo i. Sabemos que <a ;> €t 1 4+ Y e como W{F)/Y = Z, vem que
u € ¥ se e somente se para metade dos Tndices 1, <a;» - 1T€Y, Te-
mos também que se M & maximal entdo W(F)/M = Fp e <ap> €1+ M As
sim, vem que, se para metade dos Tndices 1, cagr - T ¢ M, entao
u € M (obsetve Que agui naoc vale a3 rec?praca). Agora de (A}, vemos
que se <a,» - 1€ Y entao <a;> - 1€Me assim se U € Y, u ¢ M, don
de se conclui que Y Q;M- w

Vejamos, por fim, a unicidade de Y.

Suponde que YO seja outro ideal primo nac-maximal de
W{F) com Y, Q;M, entio pelo teorema 2, existe uma crdem <9 com
<b-a> - 1 € Yy<=>a <4 b. Notemos que se a <5 b entao <b-a>-1 € M
e assim a < b. Vemos entao g € < Sap as mesmas ordens ¢ pela cor-
respondencia biunivoca entre ordem e ideais primos nac-maximais, te

mos Y, =V .g

Corolario: Se F ndao E ordenavel entdo IF & o Unico ideal primo de

W{F) e W{F) & local.

Demonstracdo: Sabemos pels teorema 2 que nao existe um idesl pri-

mo Y, nao-maximal e, pela proposicadac 2, vem que nao existe um ideal
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maximal M # IF. B

Observagdo 2: Pela Gltima proposicao, cada ideal maximal contém um
unico ideal primo. Além disso todo ideal primo, nao-maximal, esta
contido em IF e numa colecdo de ideais maximais, sendo um para ca~

da primo. 0 esquema abaixo nos ajuda a perceber melhor essa situagio.

IF M3 MS M?‘A”
M '
W//;/Ma
] 2 ...
Ohse;vagﬁo 3: VYale ressa?tar que, em gera], W{F) ndac @ um anel de

integridade, mas quando istc acontece, podemos afirmar que (0) & o

unico ideal primo ndo~maximal de W(F).

Exemplo 1: Como veremos a seguir, W(R) = Z e W(FS) = I/4Z. Assim
{o} 8 o uUnico ideal primofﬂéo—maximai de W(R), o que nao ocorre em
W(Fq). |

Exemplo 2: Seja F - R? o conjunto dos nﬁmeros teais. Sabemos que
em R todo elemento ééﬁm quadrado ou o simétrico de um quadrado. As
sim ?/?2 =[ f}], ou'seja, temos apenas duas classes distintas de
quadrados. Logo uma forma anisotrﬁpica.de dimensao n, sobre W({R},
diagonalizada, nac pode ter coeficientes difetentes. Portanto para
cada n, temos duas formas anisotropicas, n<I> e n<-1>. Pela corres

pondéncia bijetora entre os elementos de W{F) & formas anisotrﬁpi



cas, vemos que W{F} = Z.

Como em R esta definido apenas um cone positivo, te-
mos que W{R) admite um Unico ideal primo nao-maximal, A saber
I = (0)}. Podemos observar ainda que o ideal das fprmag pargs IF = 22,

Aproveitamos este exemplo para fazer mais aTguné co-
mentarios a respeito da "assinatura® de uma forma quadratica em
W(R), validos tambem para corpos reais fechados.

Na diagonalizacao de uma forma quadratica q, o nume-
ro de coeficientes positives e o numeroc de coeficientes negativos
e unicamente detetminado. De fato, seja q n-dimensional, onde
r<1>i;'(n— r) <=T> e s<1> 3 (n-s)<-1> sdao duas diagonalizacao de g.

Passando para o anel de Witt, obtemos
p<l> - (p-r)<l>= s<i> - (n- 5) <1>

em W{R}, e honsequentemente.Zr <1> = 25 <1>, Come W(R) = Z, tere-
mos r = s.

Se n, = r representa o ntimero de termos com coefi-
c%eﬁtes positivos e n_ =n - r o ﬁﬁmero de termos com coeficientes

negativos, entaop a assinatura de g e definida por

Nestes casos a assihatura ajuda na verificacgao de
equivaléncias de formas quadraticas, pois duas formas serac egui-
valentes se e s0 se tiverem a mesma dimens3oc h e a mesma assinatu~

ra.



Antes de calcularmos o anel de Witt de um corpo fini

to qualquer, veremos um caso particular.

Exemplo 3: Seja F = Fy. Como car(Fy) # 0, Fq nao & ordenavel, logo
W(F3) nao possui ideais primos nao-maximais.

As unicas formas anisotropicas de H{F3} sdo <0> ,
<i>, <1, 1», «2> = <=~1> @ assim W(F3) = Z/4Z. Todas as outras for-
mas sao isotropicas: pois qualquer forma g = <A1, ...y &> gUe con
tenha gy = <t, 1, 1= ou qz.: <}, ~l>». Vemos gque gy = <-1, -1> co-
mo- uma subforma serd anisotropica. Esta Gitima € anisotropica pois

& equivalente a X2 + X3 e ambas representam um mesmo elemento de Fo.
° R 3

Neste ekémpibp'IF = {O;'Z]; onde 2 = <1, 1s,

Observacao 4: Com o exemplo acima podemos perceber a dificuldade
em se calcular o anel de Groethendieck de um corpo, pois mesmo num
caso relativamente simples como Fgq, ﬁ(FB) teté infinitos elementos

consistindo das combinacles possiveis de <1> e <-1>,

Exempio 4 - Analizemos W(F) quando F for um corpo com g elementos,

g = p™, p primo diferente de Z_é m natural.

E sabido ique -1 € F; se e 50 se p=1 {mod., 4) e

que - 1 ¢ F; quando p = 3 (mod. 4)
Veremos primeiramente o caso em que p = 1 (mod. 4).
Temos ento que -1 € Fﬁ, ?sto_éi existe w € F, com
w2 = -1 |

Consideremos F de caracteristica p. Como todo corpo
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finito possui apenas duas classes de quadrados distintas, éi%e = {1, il,

entio F = F2U uF2. Assim se <y Bpay vaes 8> € W{F}, com a; £ 0,

4

vem que a b? oU a: = U b?. Logo

] i

2
<3.';, az; LI 1 an}:<b» 3 rvr oy b% ] Ub% - I Y Ub%?,
' v ’s

i

onde v + s n.

Podemos ver entio que

€Ays eees Ap> T <ty cuey Ix+cu=<t, .., I»

Vamos estudar a forma <1, 1, ..., 1>, de dimensao m,

separadamente.

i)SEm = 2t5 e{itgo 4}3 -4-51:":{13 wzs ‘I,WZ, sy ]’W2>

1t
A
p—
o
i
——d
w
-
—
A .
)
pa— |
v
i
ot
o

ii) sem = 2t + 1, entdo <1, 1, ..., 1» = <3, w2, 1, w?, ..., I»
2l -1, T, =1 4 <l> = tH # 1

Vemos entac que
0
tal>

i

< ays aens an:>3 <t, T, voesy I> du<i, ..., 1>
<|>+<u> = <1, u»

<s
\,
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& £556s sao 0s Unicos elementos distintos de W(F}., isto &, W(F) tem
ordem 4.

W{F}, como grupo, nao pode ser Z/47, pois no caso es
tudado todo elemento tem ordem 2. Logo, como grupa W(F) & isomorfo
ao grupo de Klein. Como anel, W(F) & isomorfo a algebra de §rupo

Fz[ﬁ/ﬁzl, pois 11, @ & uma base de tal Zlgebra e

<> = y<i> = 0.7 + 1.4
T =<1 =1.1+0.%u
<t, u> = <J> 4+ <u> = 1.1 + 1.0

VYamos ver p caso em que p = 3 {mod 4} e assim -1é Fé.

Dividiremos esse estudo em duas partes

12} Vamos supor [F:F_] = n, n Tmpar

ol
Agqui teremos tambem que -1 % F2, pois caso contrario

Vr_eFchF(l/——)cF Como [F:F (VDM (V-1 F )

p p p
teriamos grau de [F: Fp] par, pois [ Fp(V -1} : Fp]: 2. {Absurdo).

] z[F: F
Agova como -1 4 F2, podemos tomar

F o= F2U (-1)F2
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Assim, se q = CBys ens B > € W{F), com a; # 0, entao
Cys een Ap> F <ly, vewy > 4+ <=-Te<i, 1, ..., 1=

Como num corpo Tinito -1 sempre & soma de dois ’qua*
drados, pois se -1 ¢ F2 entio -1 € D{<1, 1>). Agora se -1 ¢ F2 con
sideremos os conjuntoes éz e 1 + %3 gue sao subconjuntos de F de
mesma cardinalidade. Observamos que 1+ F2#F? pois 1€ ?2 @ }4,1+#2*.
Assim existe x = 1 + 22 4 FZ, Como -1 ¢ F2, vem que 1 + 22 £ 0 e
portanto é{?z = {2, 1 + 22}.50m0 Te D{<1, 1>} e T+2%2 & D{<1, 1>},

tem-se que F o= D{<1, 1>}, ou seja, -1 & D{«<1, 1), Tomando entaoc
-1 = 42 + y2, y, ve€ F teremos <1, I> & <=1, 1>,
Analisando a forma de dimensao m

<1, 1, .., 1=

e considerando m = 2t ent3o:
sem = 4g, teremos g = 0
sem = g + 2, teremos g = <}, 1>

Tomando m impar teremos:

sem= 42 + 1, entao q = <3»
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se m = 42 + 3, entdo g =<1, 1> + <I> = <3, ~]>4<i> = <~1x

Observamos, portanto que W(F)} ={0, <T>, <>, <1, 1>} &
ciclico com gerador q8-= <l», pois <1, 1> = 2q5 e <=1» = gqot. A5 -
sim W{F} = Z/4Z, 0 isomorfisme do anel acima & facilmente comprova

do tomando ¢ : Z/4Z —» W(F}, com ¢{A} = n <i>.

28 ~ Consideremos F uma extensao de Fp de grau n, n par.

Sabemos que qualauer extensaoc de um corpo finito @

ga?oigfana cictica, Assim o grupo de Galois G(F, Fp):Z/nZ=[ﬁ,3y,,,n—ﬂ

tem um subgrupo H ={0, 2, 2.2, 3.2..} de ordem n/2 e portanto

ja/Hi - 2.
Vemos entao que Fp admite uma extensao intermediaria
N = Fp (Vx), de grau 2. Como x = y? ou x = -y?, pois Fp = ?gij (-1} Fé,

podemos tomar N = Fp { V?%). Mas entio V16 F, isto &, -1 & um
quadrado em F e recaimos no caso onde p=1 (mod 4] e W(F) = Zz[FIFZL
Vimos assim que se F e um corpo finito, entao  W(F)

sera isomorfo a algebra de grupos 7, [%/?2] ou ao anel Z/47.



CAPITULD III

CORPOS FORMALMENTE REAIS

?arte 2

Neste capitule estudaremos 0os cpnceitos de corpp for
malmente real, real fechado e pitagﬁtico e veremos alguns resulta-
dos envolvendo o anel de Witt de tais corpos. TambEm, com o intui-
to de se demonstrar a Forma Fraca do Teorema de Springer introduzi
remos o conceito de transferéncia de Scharlau,

Aqui F representara um corpo qualquer,

Befinicao 1 - Dizemos que F & um corpo formalmente real se -1 nao
g soma de quadrados em F ou se para qualguer nlimero natural n, 3
forma quadratica n«<l> = <1, 1, ..., 1> & anisotrGpica sobre F.

Observagdo 1 ~ Se F & formalmente real entdo car (F) = 0, pois ca-

so contrario teriamos

\1+1+,,,+L%{}

n vezes
pu seja
T =1+ 1T+ .. 41 =12+ 12 4+ .,. +12 (Absurdo)

{n-1) vezes
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Para um corpo F qualquer o(F} denotard o conjunto dos

elementos de F que podem ser expressos como soma de quadrados.

H

Assim o(F) = {ae F, a a% + .., + a®, para algum n

fi

naturalj.

Teorema 1

adicdo

Wi

i) o(F} & fechado em relagdo
i1} o(F) -{0}& um grupo multiplicativo

ii1) se F nao € formalmente real entac o {(F} =| F se car {(F)#2

F2 se car (F) =2
Demonstracao
i) obvia.

i) seja x # 0, x € ofF). Entﬁo

Assim todo elemento x € o(F) - {0] tem wum  1inverso

% ¢ o(F} - {0]. As outras exigéncias tém verificagoes imediatas,
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iii) se car (F) = 2, entédo para qualquer x & ?2, vem
X = a2 = a2 - b? + b2 = (a-b)2 + b2¢g ofF)

g se x € ofF) entdo x = a%+,..+a§:(a]+...an)2 € F2. Logo o{F) = F2

Agora sejam car (F} # 2 e x &€ F. Sabemos que o plano

hiperbalico & universal e portanto existe y e z& Fcomx=y2 - 22
Desde que (-1) € ofF}, vem que x = y2 + {~1)22 ¢ o(F), isto

&, FC ofF). Como o{F)<C F, tem-se o{F) = F. B
Obsefvagﬁo 2: Sejiam P um cone positivo de F e Fo um subcorpo de F.
Podemos ordenar FO tomando como cong PQ = FU(\ P. Diremos entao
que a ordem em Fg e induzida pela ordem de F.
Teorema 2: Sejam F um corpo com cone positivo P. Entao

i) o(F) --{0}c P, isto &, soma de quadrados & sempre positivo.

i1} F & formalmente real.

iii) se P'€ F, da outro cone em F e P P' entao P = P'.

Demonstragao:

i} Seja x # 0 em o(F), x = x% + xg oL, 4 xﬁ. Sempre pode

mos assumir X # 0, e se mostrarmos que x? £ P entao x € P, pois
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P & fechado em relagdoc a adigdo.

i

2 - = " »
Temos K3 (xi)(xi) = { xi)( xi) &€ P, pois ou X £ P

ou “Xi € p.

i1} Desde que 1 € P, vem que -1 % P g assim por i}, vém que

-1 é «{(F), isto &, -1 nao e soma de guadrados.

iii) Suponhamos que exista x€& P’ tal que x ¢ P.
Entao -x € P C P", Absurdo. @@
Observamos, pelos teoremas 1 e 2, que para corpes nao
farmé?mente reais, onde car(F) # 2, todos os elementos sao soma de

quadrados, o gue impossibilita a existencia de um cone positivo. As

sim corpos nao-formalmente reais ndo sac ordenaveis.

Proposigdo 1: Se F é formalmente real e a extensdo guadratica F(}a )

nido o &, entio ~aié G{F).

Demonstracio: Como F(¥a ) nio & formalmente real, temos
1= (byvcy Va)2 4 ...ow (b + e Va)?,

com bi’ c. € F.

3o ~1= b2 2 2
Entao -1 b1 + acy + bn +ac, + 2b1c1 Va +...+ b c. Va



?EVJ:

-‘N

[§] n
sa), c2+2 2 bic
4= iz

F

Observemos que _Z% c? # 0, pois cago coantrarig fe~
i= '

riamos -1 = E:hﬁ em F. Logo

Zb»? Zb-? + ]

Bl e T = (147 b2) {Z}

Lt X o

Desde que ofF) - {G} g um grupo multiplicative, vem

que -a & o(F).

Definicao 2: Um corpo F & dito pitagorico se a soma de dois quadra

dos ou mais, em F, & um guadrado,

Gbse?vagﬁo 3: Na verdade, basta exigir que a soma 1 + y* seja um

: . z
quadrado, pois se a e b saoquadecs,a44>=x2+c2=x2(]+§;}:x2(?+y3L
. aar )

Observacao 4: Se F & pitagﬁricd entao o F) = F2,
Definigdo 3: Um corpo F & dito real fechado se F & formalmente real
mas nenhuma extensdo alg@brica propria de F o &,

-

Teorema 3: Se F & real fechado entdo F & pitagOrico.

4



Demonstragao: Vamos supor que x = 1 + y% nao seja um quadrado em
F. Entao F(Vx) & uma extensio algebrica propria de F e assim nao
formalimente real. Entac pela proposigac 1, -x = -1 -y2 € ofF), isto
B, -1-y2 = E:zﬁ, z, € F.

Temos entao que =] =(E:z$} + y? € o(F}, aque & uma
contradicao. 8

0 proximo resultado dﬁ uma caracterizacao dos corpos
reais fechados, corpos estes onde todo positivo @ um quadrado g

que possuem uma Unica ordem.

Tearema 4:.Seja F um corpo real fechado. Entao
(1) Para qua}quer X & ?, ouU X € %2 ou X € F2,
(2) F tem uma unica ordem, onde P = F2,

Demonstrag%n: Vamos assumir (1) e mostrar (2).

Temos que O % P & agora @ condicao 0-1 (pag. 45) se-
gue de {1}.

Vemos ainda que P = F2 B grupo muttiplicativo e ain~
da, pelo teorema anterier, P + PC P, Logo 0-2 {pag.45 ) esta sa
tisfeito,

Tomando P'C P, outro cone de F, teremos

o(F) =P = F2¢ P



Assim P’ = P,

Agora mostraremos {1).

Vamos supor que X % F2, Entéo F(Yy %} nao & formalmen
te real, desde que F € real fechado,

Pela proposicdo 1, -x € of(F) - {0}. Mas F & p{taga-

‘rice, logo of(F) - {0} = F2. Assim -x € F2.

Observagao 5: Tudo o que foi feito no calculo do anel de Witt  do
corpe dos numeros reais, € valido para um corpo F real fechado. E£n
tao, agui tambem, W(F) = Z,

A seguinte proposicdc nos garante a existencia de cor

pos reais fechados e ainda apresenta uma forma de obte-Tos.

Propesigdo 2: Sejam F um corpo formalmente real e T seu fecho algé

brico. Entao existe um corpo real fechado F' com F¢C F'¢ F.

Demonstracae: Lonsideremos a colecde S de todos os subcorpos for-
maTmente reais de F contendo F. Temos que S # ¢, pois Fe $. 3Seja
{F, ] uma familia ordenada {pela inclusao) de tais subcorpos. Entao
FU = g Faié S. Assim, pe?o_Lema de Zorn, existe um elements F'e §
que & maximal relativamente a inclusao. Podemos ver que F' &€ real
fechado.

0 coto15rio a seguir datﬁ uma melhor caracterizacao

dos corpos formalmente reatis.

Corelario 1: Um corpo F @ formalmente real se e somente se possui



pelo menos uma grdem.
Demonstracao:
<= ] Segue do teorema 2

=> } Pela proposicao anterfor, existe uma extensao alge-
brica F' 2> F que e real fechado. Tal extensao possui uma uni
ca ordem {teorema 4}, Isso nos leva a induzir uma ordem sohre F,

colocando Pg = F M P, onde P e o cone positivo de F' .58

Proposigao 3: Seja F um corpo. Entao

i) se F e guadraticamente fechado, isto e, todo elemento e

um quadrado, entao F & pitagorico.

ii) se F e pitagorico e nao formalmente real entao F & qua

draticamente fechado.
iii) se F & real fechado entdo F & pitagorico,

v} se Fi sao subcorpos de um corpo £, onde cada I’_i g pita-

gorico, entdo K = G\ Fi, & pitagdrico.



Demonstracao
i) obvio.
i1) consequencia imediata de {ii) teorema 1.
ii1) (teopéma 3}.

iv} Consideremos x2 + y?, com x, y € K. Devemos mostrar que

existe a € K com a% = x?% + y?2,

Observe gue para cada 1, existe zié Fi mmlz%=:x2~yy2,

Assim, para cada par de Tndices i, J, teremos z, = : z3.
Fixandg z. en 2. € K e z%2 = x% 4+ y2, i
ixando ip’ teremos i o y Assim

tomamos a = 21.0.@

Teorema 5: Seja F um corpo. Entao

i} F & pitagorico e formalmente real se e somente se W(F)

e livre de torgao, isto &, o grupo de torsaoc & W (F) = {0},

ii}) F & pitagorico e nao formalmente real se e somente  se

W(F) = 7/2Z.

Demonstracao: Vejamos primeiramente i1).



Por 1i) da proposicao 3, vem que F €& quadraticamente
fechado e logo W(F} = Z/2Z. A reciproca & imediata desde que -1 &

um quadrade e <1, 1> €& universal.

i}==>) Aqui basta mostrar que se q = By e, B0 e aniso

tropica entdo r.q & também anisoctropica, r inteiro positivo.

Suponhamos que {eqq, ...s By 5 ..., & 4, ..., 8 ) SE
ja um vetor isotropico para v . g, isto &
v 2 2 7
e, + ... + .. .. L=
1% 187 a1 ToanE 0
Como F e pitagorico, fazendo e%1+-...4—e%r::d%1
200+ ...+ e? = d2 . € F CE 2 -
e er.. dn’ d1 , Vem que a1d} . andn 0. fLomo

q & anisotropica, segue que d; = 0 e assim e; 0, pois senao a

13
hipotese de ser formalmente real seria contrariada.LemJHtUU ={0}.

{<=)}0bserve que agui basta supormos que W({F) nao tem
2 - torsdo.

Vamos mostrar que F e pitagorico.

Assumindo d # 0, d=1+y?%, ye F, teremos «1,1> = <d, d>,
pelg teorema 5, capitulo 1 e portanto 2<d> = 2«<1> em W{F). Desde que
W(F} nao tem 2 - torsao, vem que <d» = <>, iste &, d € F2,

Concluimos assim que F & pitagdorico.

Agora por (ii}, necessariamente, devemgs ter F for-
malmente real. BB

De agora em diante usaremos a denominacao corpo orde

navel em lugar de formalmente real.



Definigao 4 - Seja F um corpo ordenado com cone positive P. Uma ex

tensdo A de F e denominada fecho real de F se:

i} 4 e real fechado

i1} 4 e algebrica sobre F

iii) a2 ordem sobre F & induzida pela lnica ordem de a, isto

&, P = A2 F.

ﬂbservagﬁc 6: Cada corpe ordenado F admite um fecho real Fo relati
vo a cada ordem o« {ver 2.8, capitulo 8, [L]).

Existe na literatura sobre formas quadraticas um re-
suttado, conhecido como Teorema de Springer, gue garante que se
uma forma quadratica € anisotropica sobre um corpo F, ela permane-
cera anisptropica sobre qualguer extensio de F de grau impar. De-
monstraremos um resultado mais fraco, chamado forma fraca do Teore
ma de Springer, mas que esta coerente com o enfoque escolhido nes
te trabalho.

Antes do teorema de Springer, faremos uma rapida in-
troducido da funcao transferancia de Sharlau.

Seja K uma extensaoc de F. A partir de um F -espago
quadratico (V, B, g}, vamos construir um outro K -espago
(VK, BK’ qK), tomando VK = K o ¥V, com D sendo o produto tenso-

rial sobre F.

BK(k? ® vy, k2 ® Vz) = k?k2 B(w,vz)



para todo k], kz e ke Vis V, € ¥, e

2

qlk @ v) = k?q(v)

Notemos que se [v}, Voo «ons Vn} & hase para V entdo
(1ev,, T®ovy,, ..., 1@ v | &base para Ve e a matriz simétrica
associada a g & a mesma que a associada a qy- Logo, se g e regular,
tambem sera,

Gy

Observacao 7: A funcao r*: W(F) —= W{K}, induzida porr”(«a»F) MERLEPE

e um homomorfismo de anel.

Demonstracao: Seja t: F —= W(K) dada por t{a) = <ar ,¥a € F.
Notemos que t satisfaz as condigoes i - iv do teore-
ma 8, do -capitulo um, 1ogo existe um Unico homomorfismo de

anel v*: W(F)—W{K} com r*(<a>K) = t{a) = <@y,

Observagao 8: Em geral r* ndo e um monomorfismo. Basta tomar
r* t W{R) —>W(C) e vermos que r*(<1, 1>) = H.. Na verdade, para
termos o monomorfismo, devemos exigir que [K:F] seja Tmpar.
Tomemos agora uma extensao finita K de F e o K- espa
co quadratico (V, B}. Se g:K~-—=F & um F -~ funcional Tinear  ndo

nulo, entao gB + VxV¥ - F da origem a uma forma bilinear. Assim,

do K-~ espaco (V, B) conseguimos um F - espagoe {V, gB).



ﬂbservagﬁo 9: Se {(V, B) e regular entao {V, gB) tambem o &.

Demonstracdao: Vamos supor que (V, gB) nao & regular, isto &, exis-
te um vetor x4 # 0, x4 € V com (aB){xy, ¥) = 0 para todo ye V. (o
mo {¥, B) &8 regular, existe Yg€ V com B(xo, yo) # 0. Para qualquer

escalar k £ K, temos

B(ng "'““‘“‘*“"""%E"“"‘“"‘““ y{}) = "“““*""'"}‘('“““""""“‘ -'B(.Xos yﬁ) = k em K
B{x5. ¥g)

Aplicando g vem

a(k) = §B<x0, m.): 0

o que contraria o fato de g ser nao nulo.@

Observagao 10 - 0 F - espago quadratico (V, gB) & chamado "a trans-
ferencia de V" e denotado por gV.
| Passaremos, & seguir, a defﬁnir um homamorfismo de
grupo g*  W{K) ma-N{F)ﬁ_
Observemds, primeiramente que gk & o proprio K com

forma bilinear gB{a, B} = g(a'.s), o0, BE K & B{a, B) = aB.

Lema 1: Seja [ays a5, ;,, am] uma base ortogonal de gK e fagamos

by = gB{ay, a{), para todo 1. Entao b, # 0.



Demonstragao: Vamos supor que exista 1 tal que bizgﬁ(ai,ui):guﬁjzc.

Temos

¢ assim
- 2y .
(1) = tyg(u?) =0
Agora, para qualquer J, temos
-1 = M'_t
aj %; s %s
portanto
T = Zt ¢ O,
S s s
e assim
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Também
¢ portante para todo 1, vem que 1. @y ® E: tk ay o B assim
k i e

9(“5) = ti Q(a%) = 0

Concluimos entao que g(ai) = 0, para todo §. Absur-

do, pois g # 0.

Lema 2: Seja (V, B) um K ~ espaco quadratico com base ortogonal
[u], Ugs vy un}. Suponhamos que B(Ui, us) = ¢, € F, para todo i.

-

Entac l“i aj} e uma base ortogonal de gV.

Demonstragao: Basta observarmos que os vetores Ui“j sao ortogonais

e assim linearmente independentes.
Corolario: Se Y & hiperbolico entdo gV @ hiperbdlico.

Bemonstracao: TomemosicT = 1, o = -1, £q = 1, Cq = -1, etc e n par
Entac gV & uma soma ortogonal de espagos que tem bases ortogonais

como U-I a .

i u2 [ 2N

d
Agora gB (u, ays U “j) = g(a? B(uys uql)) = bj e



Assim as formas quadraticas associadas sac somas or-
togonais de bjx% - ij% que 3530 equivalentes a somas do tipo
z _ y2 '
Xl XZ’ ®

Observacaoc 11: g(\f1 ] Vz) = gV, @ gV,

Demonstracac - Obvio, desde que g{B{u, v))==g(830ﬁ, v}))4-g(82h%, vzﬂ
onde;81, B, 530 as bilineares associadas a V3 e V2 g u = (u1, u2)
g v = (v}, VZ)"

Definimos entac a fungao g* : W(K) —= W(F) fazendo

g*(V)} = gV, que, pela observacao e corolarioc acima, &, de fato, um

homomorfismo de grupo.

* k3
Lema 3: A composicao W(F) e W(K) L W{F) coincide com a

multiplicacio em W(F) por gk, isto e, (g*o r*)(V) = V ® gK.

Demonstragdo: Seja V = <ay, ..., a >, onde a;& Fe{py, 8y, ....8 ]¢
uma base ortogenal de V. com B(Bi, Si) = as. Tomando[yﬁ,yz,...,ﬂﬁ

uma base ortogonal de gK, temos que { 8.

; ® Yj] & uma base para gV

pelo Lema 2, _
- 2y .
Agora,comogB(si ® Y5 By ® Yj}“'g(ﬁi’ Bi)g(Yi) aibi’ v em
gue

g*( Y‘*(‘J)) = <a’§9 ‘°'-s an} & ‘<b'$'§ LR bm} =V @gK
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Teorema 6: (Forma Fraca do Teorema de Springer)
Seja K uma extensao finita de F de grau impar.
Entao a fungao r* : W{F)—>= W(K) & injetora. Temos ain

da que W(K) & uma extensdo inteira de W{F).

Bemanstragﬁu: Escolhemos F e K com F & K e [K: F] 0 menor possy-
vel, contrariande o teorema, isto B, r* nao injetora.

Tomamos a & K tal que a % F.

Entdo [K:F] = [K : Fla)][F(a) t F] e a composta
W{F)—=W F(a} == W(K) @ W(F} —=W(K). Assim pelo menos uma das fun
¢oes envolvidas deve ser ndo injetora. Se fosse a primeira terfa-
mos F = F{a) e chegar?amos a uma contradigﬁo, pois a % F, Logo de
ve ser a segunda e entao chegamos gque K = Fla). Gbservames que nas
duas conclusces usamos a condigao de minimalidade.

Tomemos entdo [K:F] = 2m+1. ﬁﬁﬁo[1,'a,a2,..., a2m )
e uma base para K sobre F.

Vamos definir g € HamF(K, Fj por

2 . |
a )-ﬂbo

2
g(by+ bya + bya 4~,:* + by

para todo bg, cen bzm e F. . » . . o
Observemos gue gB{a},aJ)=mg(aj.a3)ﬁg(a1ﬁ% =, para

1 ¢ i, J «me consideremos o subespago U = Fa + Fa?2 + .., Fa™. Te

i

mos gB(u}, uz) 0 para tode tys Uy € U, isto &, U & trivial, Temos
tambem que dim U = m e que (gK)tr = {0} pois para 8# 0 € K, vem

g(t) # 0.

que gB(B, B8~}
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Pelo teorema 4, capitulo 1, vem que dim(g}()hy z 2diml = 2m.

Mas gK = (gK}an @ (gK)hy {ver Teorema da Decomposigao). Assim
2m + 1 = dim(gK) = d1m(ngan + dim(gK)hy

Desde que dim(gx)hy g par e 2m g dﬂn(mqhys 2m+ 1, temos
que dim(gK)an = 1,

Tomemos agora u, € K, um vetor anisotripico.

Entao gB(ui, uy) o= g(u}. u1) = b £ 0 e para x € gk,
= ey + v, v & {gK)hy vem gque gB({x, x} = o g{u.uy) e as~
sim gk & <b> em W(F). Desde que 1 = <b> <b b >, vem que
{gK}) & uma unidade,

Como ja foi visto, a composta W(F) L W{K) S W{F)
e a multiplicacao em W(F) por gk, que e uma unidade, Togo injetora.
Assim r* tambem & injetora e chegamos a uma contradigao. Mostramos
assim a primeira parte do teotema;

A segunda parte decorre do fato de W(K) ser gerado
por elementos da forma <b>K, de cada uma dessas farmas satisfazer

x3 - x = 0 e soma de inteiros ser inteiro. B

Corolario: Seja < uma ordem sobre F. Entao para qualiquer extensao
finita de grau Impar K de F, existe uma grdem sobre K, gue restri-

ta a F, coincide com <.

Demonstragao: Seja Y um ideal primo nac-maximal de W(F) correspon-

dente a ordem <. U teorema Going Up (ver[ Z] ) garante que se W(K)
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e inteira sobre W(F) e Y & um ideal primo em W(F) entdo existe um

primo P de W{K} com PN W(F)} = Y. Sabemos também que Y &8 nao-maximal

se ¢ somente se P o e.

Seja entao <5 @ ordem sobre K correspondente a P. Pa

ra a, be F, temos
a <, bwtr< hea>-1 € P AAW(F} = Y>3 < b B

Proposigao 4 - Se F & ordenavel entao assim e toda extensao K de

F, finita de grau impar.
Demonstracac: Consequéncia imediata do corolario anterior.

Veremos a segquir alguns exemplos.

Exemplo 1: b5Seja F um corpo formalmente real com
F o= F2U (-F2) U (2F2) U (-2F2)

Observemos que W(F) e aditivamente gerado por <i> e
<Z2», pois se g = <ay, i.., Ap>, a3 € é} entao a, = I 2 ooy a1=f2t2.
Assim g = ty <1» Lty <2>, com ty, t, e Z.

Podemaos dﬁzer também que <1> e a forma binaria

T = <1, =2> geram W(F), pois
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[<1>] - [4-}._. —2>] = {<'§>] + [<~}, 2}] = [<]>_L <1, 2>]m[<],—1,2:»]:[42>]

Aqui [q] representa a classe da forma quadratica q.

i}

Temos tambeém que 2t r 1Lt =<}, -2, 1, ~2> & isg-~
tropica. Logo, pelo teorema 4, capitulo 1, 21 % <1, -7> 1L <a,'b>‘
Desde que disc{2t)=1, vem que disc{<a, b>) = ab = -1. Logo,

pelo teorema 3, capitulo I, tem se <a, b> = <1, -1> ¢ assim

Também, pelc argumento acima, t% = <1, -2> @ <1, -2> =
= <1, -2, =2, 4> = 2H = 0.

Tomemos a aplicacac @:Z[tlﬁbN(F) dada por

P (E:aiti) = E:ai Ti, que, obviamente, e um homomor-~
fismo de anel, sobrejetot.

Mostremos que ker @ = <2t, t2>

Claramente <2t, t?>Ckery, pois@(2t) = 0 ey (t?) =0

Agora seje Z aﬁt12 ¢ 7it] comc?(Zaiti) =0,

Temos que ait1 = ag + a;t + > a.t
_ 122

..i

Observemos que

92 agt') =Y a1

122

com
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(239 se i par
(2} 1, se i Tmpar.

Em gualquer caso, teremos

Assim

- Ty iy .
U—\P(Za}t ) —tp(ao-fait + ]Z;‘Z a'it ) = 430» + 311

Temos entao gue <ag> + Ayt @ hiperbolica, isto &,

<ag> + ayt = n H.. Logo dim{<ag> + ayv) e par e portants a, = 0.
Chegamos entac a ayr = 0. Colocando a, = 2r + $  com

1, concluimos gue

§ = 0 ou s

k)
vk

T, para s
aTT =, 2T + 51T % §¢ ={ '

0
e

U, para s

Como r nao e hiperbolica, pois -2 nac & um quadrado
em F, se st = 0 entao s = 0. E portanto a, = 2r,

Temos entag

2iat! - agt+agt + Soatl = .2t (2 at Tt € <2ty t2s
3 P2 iz |
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Concluimos assim que ker g = <2t, t2s e!ﬁF)::&mELELﬁ
' <2t, t2»
Temos «<2t, t2?» C <t» € <p, t> para qualgquer primo p.
Assim <p, t> sao os ideais primos maximais de W{F). Tambem <t>
2 o unico primo nac-maximal, Observamos ainda que wt = <t>, .Nesse
caso IF = <2, t>.
Segundo a representagao usada na pagina-59 teremos

= <3, t»
IF = <2, t» B, ta

Exemplio 2: Sejam R] e R2 corpos reais fechados contidos em Q e

<t

K :R]ﬂ R,
Como Ry e R, 530 reais fechados vem que 21 e R2 $a0
pitagoricos e assim K = leW R, e pitagorico.
: Podemos observar que .K tem pelo menos uma ordem, pois
a ordem de R, ou R, induzira uma ordem em K. Assim K & formalmente
_peai, Veremos abaixo que K tem no maximo duas ordens. 0u, ainda mais,
que as duas possiveis ordem de K sdo as induzidas por R% e R%.

Suponhamos que K possui trés ordens P, = R% N K,

com P, # P, e Py # Py, ouseja, Pﬂt_P] e P3¢ P As

= 2
Pp = REN K e Py,
sim existem X1 € P3 - P1 e Xo & P3 s Pz
Mostremos agora que existe X € Py - P} U Py
Se x]{é P, ou X, ¢ P, entdao x = x; ou x = x, satis-

faz o requerido.

RIBLIGTECE 070774y
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Se X € P2 & X, & PT, X = Xq + X, € P3 - P} U Pz.
Tomando o x encontbado acima, temps que -X PIK\PZ,
o gque implica -x € R%fﬂ RS C K2 C Pys 0 que & uma contradicas, pois

X E PS‘ Portanto K tem no maximeo duas ordens.

i} Estudemos o caso em'que K tem apenas uma ordem.
Aqui todq elemento & um quadrado ou menos um quadra-
do e portanto W(K} = Z.
Sabemos ainda que W(K) & livre de torsdo, fisto e,

Wy (K} = [0}, pois K @ pitagorico e formalmente real.

ii) Para estudar K com duas ordens usaremos um resultade,
classico da teoria das formas quadraticas, conhecido como Principio
Local - Global de Pfister, que pode ser encontrado em [L]. Esse

principio garante a existencia de um homomorfismo
r¥ o J{K) —> W(R1) X W(Rz) = I x Z

Aqui r* =Tr* onde r & a inclusae FC F , F o fe-
_. : o o . o o o
cho real de F relativo a ordem a.
Como wt(«) = 0, tal homomorfismo e injetor e assim pg
demos identificar W(K} com um subanel de Z x Z.
| Tomemos a € K com a € P} e a ¢ Pz.Pata gualquer x € K
- R1(W R,, teremos

i} se x € R% e x € R% entac x € K2,



ocu seja,

pois
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ii) se x € R% e X ¢ R%

x € ak?,
i11) se x % R% e x € R%
iv) se x ¢ R? e x ¢ R}

Vemos entag que

it

Tomando g <aqs

<t, ..,

4“1, PP

'i‘], RE—
\

d. =
i
Assim
g = n <> + m<a>

Vem entao que

r*(g} = n<l, 1>

entdo ax € R% e axéﬁg,assmiaxeK2,

entao x € -ak?

entap x € - K2

K = K2 U K2 U ak? U -ak?
sy By By € K, temos que
a, , 8> 0u
-3, ..., -8> QU
s B, ..., @r 0OU
s =a, , =a>

b% ou ab? ou «b? ou -ab%

, com n, m € 7

+ m<l, -1=»
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Tomando {a, b} em ZxZ vemos que {a, b) € W(K) se

{a, b} = n <1, 1> +m <1, ~1>

a-b

, DU seja, devemos ter n = &
W= —m— . Temos enﬁéo que W(K) ={{a, b) € ZxZ com as= b(modz)}

Podemos observar também que o ideal das formas de di

—

mensao par e

IF ={{a, bj &€ ZxZ com aa O (mod 2})}

Como aguil K possui duas ordens, devemos ter dois -

deais primos nac-maximais 2 esses sao:
Iy = {(as by e ZxZ com a= 0 (mod 2) e b = 0} e
I, = {{a,b)& ZxZ com b=20 {(mod 2) e a = 0}

Verificaremos a afitmagﬁo apenas para Il‘

De maneira analoga se confirma para Iy-

Seja s : W(K)-=~7 dada por s{x, y} = y. Como s e a
restricao de um homomorfismo, e também ela, um homomorfismo e ain-
da mais, e scbrejetor.

Tomando I acima, veremos gque Iwi = ker s.

Sendo {x, y) & Iy entao y = o e s{x, y} = 0. Assim
I% < ker s.

Agora se (x, y} & ker s entdo s{x, y) = 0, ou seja,

y = 0. Como x e y devem ter a mesma paridade chegamos que x & par



g loge ker s C I}.
Temos portanto que W(K)/I, = Z. Assim Iy e nao-maxi
mal e comprova~-se facilmente que & um ideal primo.

Para acharmos os primos maximails basta notarmos que

Ms- st (p Z) ={(a, b} €IxZ com p|a]
Observemos que esses ideais contem 12. Do mesmo modo
Mé ={(a, b) €Zx Z/p|b]s§o os ideais primos maximais contendo I.

Esguematicamente tem-sso



CAPTTULD TV
0 ANEL DE WiTY DE CORPO DOS NOMEROS RACIONAIS

Antes de entrarmos no esfudo, propriamente dito, da
estrutura do anel de Witt de corpo dos nimeros racionais, tecere-
mos alguns comentarios a respeito de valorizagao e corpo dos nime
ros p-adicos.

0 Teitor interessado podera encontyrar mpis infoyma-
¢Ges em [R].

Primeiramente damos uma definicao geneérica de valori
zagdo e quando preciso, esta sera particularizada.

Consideremos entao um grupo G, totalmente ordenado,

& um corpo F.

Befinicao 1 - Uma aplicagdo v:F*-—=» G e dita uma valorizacac se

para guaisquer x, Yy & F* tem~-se
i) vixy) = v(x) + v{y)

1) vix +y) 2 min {v(x), v(y)]

Exemplo 1 ~ Seja x € Q* e consideremos sua decomposicao em fatores
primos, isto &, x = + Hpvg(x) . onde o produte & considerado so-
bre todos os primos p e Vp(x) = U para quase todo p.

ODbservemos que Vp(x) € 1 e que Vp(x) z 0 para x & Z.



Neste caso temos uma valorizacgao Vp: G* = 7, chamada
valorizacao p - adica. Quando vp(x) » 0, x & dito um p - inteiro.
Sempre que tivermos a situacao acima, diremos que o

par {F, v) & um corpo valorizado.

Observacao 1: Se quizermos definir a valorizacaoc sobre F, devemos
tomar um certo cuidado, pois teremos que fazer v{0) =wm, pois caéo
contrario v seré a aplicacac nula. Sendao, vejamos.
Fazendo v(0) =k, teremos k=v{0)=v(0. x) =v(0) +v{x)=k+v{x)}
Assim v(x) = 0, para todo x de F,.

Temos entao
Definigio 2: Uma aplicacio v : F-> G U {w} serd uma valorizacio se:
i) V(0) = e Y(X) € G,%x, x £ 0, x€ F
) vix, ¥y) = v{x) + v{y)
13) vix + vy} oz wmin { v(x), v{y})

*otad que

Definmicao 3: Uma aplicag§0|| : F=R

i) (0] = 0 e se x # 0 entdo |x| > 0

i) Ix vy =ix| |yl
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§11) |x + y|¢ {x] +|y|, & denominado valor absoluto de F.

Como veremos a seguir, todo valor absoluto, exceto o
usual, da origem a uma valorizacao, e assim o par {(F,|] ) tambem

sera denominado corpo valorizado.

Exempio 2: Fazendo |>-:|p = p“Vp(x), para x & Q* e {0] = 0, a aplica
gao |]p . g-»R" tem as propriedades acima e & denominade valor ab
soluto p - adice de Q. Temos ainda em § o valor absoluto trivial

[{x} = 1 se x#0e [0} =0} e o valor absoliuto ordinario ou usual

(|xh¥ = max { x, -x} ).

Definicao 4 - Um va1er absoluto |§ , de F, e dito ndo arguimediano
guando | n . TFi s 1 para todo n € 7. Caso contrér%o, {| @& dito ar

quimediano.

Exemplo 3 - Como nao-arquimedianos temos o valor absolutoe trivial

e o p - adico de (.

Observagao 2 -~ Podemos relacionar valorizagoes e valores absolutos
colocando |a] = e"via),
No contexto, quando nao especificado, o termo valori

zacao significa valorizagdo nao-arquimediana.

Observagac 3 - Seja (K, || ) um corpo valorizado. Entao K e um es-

pago metrico com distancia d : k x K—> R* dada por d{X. y)= Ix - y}



- G5 .

Podemos entao, em K, falar em sequencia convergente,

sequencia de Cauchy, etc.

Definigdo 5: Diremos que um corpo valorizado {Kis Ty & um com~

pletamento de (K, [ 1) quando as propriedades abaixo se verificarem.
i} K & um subcorpo de Ky e Pl & a restrigao de f|].
1) (Ky, ||]} e um corpo completo, isto &, toda sequencia

de Cguchy de elementos de K} tem um Timite em KT‘

111} todo elemento de K1 & o 1imite de uma sequéencia de Cauchy

de elementos do subcohpo K.
D par (K, 11 y & chamado corpe valorizado completo
quando coincide com seu completamento, isto e, toda sequencia de

Catchy de elementos de K, tem um Timite em K.

Exempio 4: Temos que ¢ corpo R dos nﬁmeros reais e o compietamenty
do Corpo g he1atTvamente ag va?ob absoluto usual e ainda que o com
pletamente de Q em relagdo ao QaTQt absoluto p~adico 8 o chamado
corpo dos nﬁmerus n - adicos, denotado por Qp.

Com a continuada intencdc de estydar ¢ ane] de Witt
de O, veremos alguns resultados. |

Tgaba]hafemos, como mencionado, com Corpos valoriza~
dos néo—arquimedianos. Assim, se F @ mncotm3vaknﬁzado,v: F%»ZLHGJ

denotara uma valorizagao, que admitiremocs sobrejetora.
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0 conjunto A = {x€ F, v(x) 2 D} & um sub-anel de
Fy chamado anel de valorizagﬁo de F. |

Tambem A, tem um inico ideal maximal P, ={x& F, v(x) 21},
principal e gerado por qua?quer elemento » com §(w) = 1. De fato,
seja x € P Entao v(x) 2 1, isto &, v(x) =1 + k, com k & z. Pode
mos assim tomar y € F tal que v{y} = k e escolher » com v{x} = 1.

Assim v(x} = v{w) + v{y) = V(wy). Logo V() -wlay) = 0 ou vixy ' ') =0

Fazendo xy"lﬁi = z, tem-se Z € AV - Pv e segue gue
X = (zy}wn, donde se conclui que PV e gerado por .

0 conjunto UV = {x & AV; X é Pv} =l xe F; v{x)=0}e

chamado grupo das unidades de A,

Observagao 4: Para qualquer x € F*, vem que x = U wv(x},iomtlél%,

pois se xe& F* entao

V(x) = k = T+T14 ... 41 = v{n) + «n + v(x) = v(2")
Logo
v(wkxwl) = 0
ou seja
Akl o= Uy, Uy € UV
Assim w© = uyx, donde vem que x = u;zvk = Uﬁv(x);COm



Notemos que a escoiha do uniformizador n, tal que

—~

viw} = 1, poderia ter recaido sohre uw com u & Uv’

I

0 corpo F AV/PV & denominado corpo das classes re-

siduais de F.
Observacdo 5: Para tode a € F tem-se que
a =0 ouae€l

Definigac 6: Um corpo valorizade (F, v) @ dito local se for comple

to refativamente a v.
Lema 1 - Seja (F, v} um corpo local com car(F) # 2.
Entdo para qualquer u g U s u e um quadrado em F  se

e somente Se u e um quadrado em F.

Demonstragaon:

1

{=>)se U €& F2 entao u a’. Logo u =~ a“< = 0 e assim

4 - a2 = 4 - a2 = 0, ou seja, U = 52

{ <==ypara tanto, contruiremos uma sequéncﬁi{bi} an[% tal que

D i = L
bi = 4 (mod Pv ) e bi+] = bi {mod Py }



para 1 z

desde que

da acima.
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1, ou seja, uma sequéncia {bi} com

. i _ i
b,i u <€ Pv 2 b].+1 bi & PV

b.& P

i 2 .
Como Pv < Pv’ temos bi ue PV g bi+1 i y

Uma vez contruida tal sequencia, resultar3a que
11m(b$ - u) = b? - U =20
im0
2 o~ i
bi <€ Py

Teremos entas gue u & F=,

Passamos a censtrucgao, por indugao, da sequencia cita

A existencia de by e garantido pelo fato de U ser um

quadrado em F, pois assim u = b%, isto e, b% = u (mod P},

Supondo que temos bi como requerido, seja

i i
biyy = by v 2

onde z € A deve ser determinado. Sabemos gue



Entao

i i :
b%+1» u:(bi TR 4 T :_b$ + 2bomiz o+ 7222 -y

_i ; " . .
= 2bwz + w2iz24 e = w}(zbiz + w22 4 ¢

Como #2122 & Pl+1, vem que
b2 - u = aifc + 2b.7) (mod P Y1)
141 17 ' ¥

Notemos que v(zbi) = v{2) + v(bi) = v{2).
Como v(2) = v{(1+1) 2 min {V(?), V(?)}, v em gue
v{2) » 0. Mas v{2) nao pode ser maior que zero, pois car(F)#2, togo v{2)=0

Usando que 2b1 € Uv’ podemos escolher

tal que ¢ + 2biz = ¢ e Leremos gue b%ﬂ = U (mod P;+H

- i :
Sabemos que b}.+~| = bi + wz. Assim

V(b ,q) = (b, Faz) s min{v{bi),v(wiz)}=nnﬂ1[0,v(nizﬂ

i+
Ainda,

‘?T—C)

Zbi

vhﬁz) =t v{n) + v( =4 + v{w - C)




Como v(w - c) € A, vem que y{(v - ¢

Logo V(ﬂTZ) 5> 1 e entao v{b

~ 100 -

y yoz 0.

1.H)': min [vﬁxﬂ, v(niz)]zﬁ

- . i
Concluimos assim que bi+}ez u, e b, . = b_i {mod PV) B

T+1

Corolario: Sob as mesmas hipoteses do lema anterior, um elemento

- il —
nao-nuie uwr , 4 € Uv’ m € Z, e um quadrado em F se & somente se¢ m

e par e u€ F?,

bDemonstracgao:

t<z) Como U € F2, entdo u = X

, m
mo= ?n, Logo ur’ = x2(x"

F.

(=2 )

to e, m e par,

Temos gue

Entao

Desde que

i)
Como u =

, m m
2, Assim uw = xZw, com

n m -
)2 = {xw }2. Portanto ux e um guadrado em

2vi(x) ou v{u)} + mv{w) = 2v{(=x)

viu) = 0 e v(n) = 1, vem que m = 2v(x}, is

u w°ft = x2, tiramos
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U(ﬂn)2 = %2

isto e,

Considerando car {F) # 2, veremos mais alguns resul

tades que serao Uteis no calculo do anel W(Q).
Teorema 1 - Seja F um corpo local com car {F) # 2.
Entao existe um isoformismo de grupe g: W{F)-=UW({F)eW(F)
Para possibilitar uma demonstracao mais simples, lem
bremos que 0 grupo de Witt W{(F} & um grupo livre gerado por < a >,
com seus geradores satisfazendo:
1) <x> = <xy2>

i1} <x> + <-x> = 0

111} <x> + <y> = <x+y> + <xy{x + y)>, com x, y, x+y € F¥
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Assim se g for definida nos geradores de W(F} e veri
ficando as relacoes acima, teremos que g se estende a um uUnico ho-

momorfismoe bem definido.

. . il
Sabemos ainda que para cada x € F*, x = =« u, com

u€ U e vi{w} 1.

v

Definamos entao

a—t—
o
Fal
=i
W
et
L
e
ot
Ll
el
=
M1

par

( 0, [<u>]}] sem & Tmpar

Para efeito de simplificacao, usaremos simplesmente
<x> no lugar de [<x3].
Verifiquemos gque g respeita as relagoes que caracte-

yizam o grupo de Witt,

. n m 2
i) Como y =% 2z, 2 € Uv’ tem-se xy? = ur Lot 2

o +2n

Z'ﬂm
Agora, de <x» = <xy2>, vem gue:

a) para m par

g(<x>) = g(<un">) = (<U>, 0) e

glexy?s) = glauz?n ™) = (725, 0) = <G, 0>
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b} para m impar
glex>} = {0, <u») e
gloxy?>) = geuza™ M) = (0, <0 Z%) = (0, <ur)
Assim, tanto em a) como em b) vemos que
gl<x>) = g(<xy?>)
i1) Tomando x = u %", vem que:

a) para m par

gl<x>} + glc=x>) = (<>, 0) + {<-l>, 0} = {(<u>+<-u»,0) = (0,0)
b} para m impar
gl<x>) +g(<mxz) = (0, <us) + (0, «-U>)= (0, <i> + <=u>) = (0, 0)
Em qualquer dos casos teremos
g{<x>} + g{<-x>) =0

-y I n
iii} Tomando x + v # 0, x = Uﬁ!, y = Zw , devemos mgstrar que



a} me n
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g{oe) + gley>) = gl<x + y») + gl<xy (x + y)>)

Assumamos, sem perda de generalidade, que m < n.

Temos entdo que

n
by s U ooz o= w

Wz
Para m < n, vem que t = u + 2t T Pe oy , pois
v(t) = v(u+ze" ™) 3 min {v(u),v(ﬁnﬁ“znrnﬁn{o,rvm}:o
Como v(t-u) = n-m > 0, vem que £t = 4.

Considerando

pares, teremcs
g{ex+y>} = (<t>, 0) = (<u>, 0)
2m+n>]

g(<xy(x+y)>) = g{<uztn = {(<uz t>, 0)={<0? E>,U):(%§>,D)

g(‘(X}) = (.<G>1 03}, g(<y>) = (45}“9 0}



b) m e n Tmpares
Entao
g(<x=)=(0, <B)s gley>)=(0, <D>), glexty>)= (0, <E>) = (0, W) e
gf <xy(xty)>) = g{<uz w05 (0, <Uzt>) = (0,<2>)
¢} m par e n impar
Entao
g{<x=)=(<l>, 0), g{<y>)=(0, <>}, gl xty>)={<t>, 0) = (<U>,0) e
g («xy(x3y) »)= gleuzt w205y = (0, <uzts) = (0, <Z>)
d} m impar & n par, © taciocTnTo acima se repete
Concluimos por a), b}, c) e d), que para m < n, a
condigao 1ii) se verifica
Supondo agora m = n, teremos

X + y = gm(u + 2}

Fazendo u + z = 7' w, W € U, e r > 0, e, consideran

do primeiramente m e n impares, obtemos
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{0, <z

v
et

il

glex>) = (0, <u>) e g{<y>)
Se r=20, entap u + 2 = w, U+ 7z =w £0 e
g{exty>) + g <xy(xty)>) = (0, <) + gleuzw x2MNs) = (0, <) +
+{0, <GZ®) = (0, <UtI>)+ (0, <uz{i+7)»}={0, <u+7>) +
+ <UE{G+Z)> = (0, <t +<Z») = (0, <u») + (0, <z>)
Agora se roz 1, entao u + z = 0 ¢
g{ o bgleys) ={0, <Us}+{0, <2>)=(0, « Us+<z» )= {0, <0 > +<~u>)={0, O)

m +
Como x + y = n{u +2) = a"n"w = o "w, teremos

gl <xry>) + g(<xy(xty)s)=g(<n™ ) + g(cuzw oM F T IET

(<i>, 0) + (<ifw>, 0) = (<w> + <-U2 w>, 0) = (0, 0) se r & Jmpar

(0, <w>) + (0, <uzw> } = (0, <> + <-UPw>)} = (0, 0) se r & par

De modo anadlogo a igualdade se yerificag paraw @ o
pares.
Temos entdo que g se estende de maneira iinica & um U

nico homomorfismo de grupo, gue por abuso de notagao, tambem sSera
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denotado por g¢.

Lembremos ainda gque qualquer forma unidimensional so
bre F pode ser escrita como <U> ou <Tu>, com U € Uv“ Assim, uma for

ma arbitraria g pode ser escrita como q = ay 1 o<n> qp. onde
4y 7 <Hye e U2 @ Gp = me el g s U v
Chegamos entao que o Unico homomorfismo
g:W(F) —>W(F) ® W(F)

construido acima, fica definide por
g{q) = g{agy L <»> a5} = (4}, Gp)

onde por {, 61, QZ entendemos suas classes
veremos, a seguir, a bijetividade de g.

Lema 2: Seja F um corpo local com car{(F) # 2.

i) g = <ay, «.., a,>, coma; e U, e isotropica se & somente

se § = <dy, dy, ..., @ > & isotropica.

i‘i) q = q-l _‘L{TF.} ng C{)m Q] = {a}, PR Eiré’ & quf-‘-ar\ih], ..;,an‘l’
a; € U, 8 anisotrépica sobre F se e somente se g; e g, sao anisotro-

picas sobre F.
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Demonstracgao:

i) Vamos supor g = <Bys ee.s A7 isotropica. Temos entao um

vetor isotropico nao-nulo (xz, Xos e Xo) € AL

Apos cancelarmos potencias comuns de w, podemos as-

sumir que o vetor (X,, %Xn, ..., X ossut pelo menos wum x.€ U . As-
1 2 _ i v

)

sim (Xys X5 +un Xn} 2 um vetor isotropico, nao-nulo, para g.

Reciprocamente tomemos g isotropica,
n

_ N 2

! izz:1 R

Entao existe um vetor nao-nulo (X, 12, c e ?n} C O

Q(XT’ Xop wvvs Xy

Observemos que se deve tevr pelo menos duas coordena-

Sk =
13
o
*

= i 8, W, % + E
} 0, isto e, ayxy cea toapX
das do vetor isotropico diferentes de zero, pois, caso contrario te
riamos 512% = 0, 0 que acarretaria ET = 0 para todo 1.

Podemos escrever entao

- {E, %5 4+ 3, , %2 A,y Xe L+ ... axX
%2 = (Byxy + oo ¥ 2y g XE g b Ay X 37 %q)
! 3,
;
com Ii # 0
_ ETE% +...L_+_Enig »
Assim ( e um quadrado em F e pe~

1o tema-1, vem que
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“( 1x% + oLk aiqi.x%+?.+_ai+}.x$+1_+ cov anx% )
%
€ um quadrado em F e portanto
(A ey g Xy gy Xy . X)) = aghl
ou ayxi + ... + asbf + ... + a x2 =0, com pelo menos um dos X,

nao-nule, isto &, g & isotropica.

i1} Se g & anisotropica assim sao 9, e qz'e, por 1}, conclui-
mos que E] e 62 sao anisotropicas.
Fara mostrarmos a rechroca, yamos supor que g seja

isotropica sem que E] e ﬁz o0 sejam.

Sabemos entao que existe um vetor nap-nulo (xrx?,"ﬂxn)
com
r n
1
?“1-’(2 o Z a}.xz = 0
=1 i=r+]
Assim
r n

Sl en 2. atxg)ztw>miﬂ[v(aix%),v(waixﬁ)}:min[v(x?),v(wxg)] (1)

V(EZ @ i i i

i=t V7 el ! :

Segue entac gue devem existir, i, j tais que



a) U(a-X%) = v(ﬁajxg)
b) v(aixﬁ) = v(ajxg)

) seja o minimo

2y 2
C} V(ﬂaixi) v(ajxj)

. 2
d) v(naixi)

v{na.x?
{n i 3)

18} se a} ocorrer entao

ot
]

v(wajxé) = 14+ 2v(x,) € 27 + 1

;)

claramente uma contradicdo.
29} se b) ocorrer entao

min [V(X%), V{nx?)] = yv{x? ) e

2y 2
v{magxi)> V(Xio)

para todo 7 = r+ 1, ..., n

Logo



]
XK. \2 X.o\7
vira,| —t >:> 0 e v( Z 7a (-3> )w &
Xig i=y+l X&g
De {1), vem que
" n
X 2 X 2
V( a.l(_m‘]._d_) + Z M oa (,,.W}__) )‘) {
j=1 x}-D P=r+] i
Logo

isto e, q, & isotropica. Novamente aqui uma contradigdo.
30} pelop mesmo argumento usado em 12}, ¢} nao ocorre,
40) se d) ocorre, entao
min {v(x%), v(wx%)] = v(nx§oj e
v(aix%) > v(ﬂxg),¥%ﬁ = 1,

Assim
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De {I) vem que

a

¥
- 3
‘*( g«f 2

X, \? n X,
( __.L) + . ai(__lm) ) > 0
X, i=r+1 X

iQ g
e portanto
n —
- _ X, 12 _
0 + E: a.(—mlw) = 0
j=p+l Ty,
. 10

isto e, 62 8 isotrﬁpica. F aqui, mais uma vez, chegamos a uma con-
tradicao.

Por 19}, 20}, 39) e 4¢) concluimos que g so pode ser
anisotropica. @ '

A injetividade de g segue do lema 2, pois se ﬁIQM 52
for hiperbolica entao El ou'ﬁz sera isotropica e assim q sera isotropica. £ is
to contraria a escolha de q.

A sobrejetividade de g & Obvia.

Portanto g : W(F) — W(F) ® W(F) & um isomorfismo de
grupo.

0 teorema anterior pode ser cologady nE spguinte Farpa.



Teorema 2 - Tem-5e um isomorfismo (01, 52) TH{F) = W(F) @& w(ﬁ),cmn
d.{q) = Ei, i=1, 2 (61, az sao denominados o primeirc e o segun-
do homomorfismos residuais, respectivamente). |

Apenas como curiosidade, observamos que 31 nao depen
de da escolha de 7 enquanto o mesmo nao ocorre com 52.

Tomemos, como exemplo, a valorizacao 3 - adica, onde

va(6) = T e v3(3) = 1. Tomando n como 6 ou como 3, teremos

, (<122) = a2(<2. 62) =2 e D,(<12) = dp(<3. 4>) = q
respectivamente.
Antes de analisarmos a estrutura de W(Q), calculemns

W(F}, para F um corpo p - adico.

Exemplo 5 - Seja F um corpo p - adico, isto e, F & um corpo local
com F finito e aqui tomamos car(F) # 2.
Seja F = ?q’ com g = pv, m inteiro e p primo, p £ 2.

Fntao, do capitulo anterior, sabemos que:

- W(F) = 1, [E/E2] = 2727 ® 27727
pois ?/?2 = 7/27, se q =1 {mod &)

~-W{F} = Z/4Z se g = 3 {(mod 4)

0 teorema 1 nos diz que W(F) = W(F) ® W(F), como gru
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po. Entag, para F p-adico, teremos

W(F) = Z/2Z & Z/27 & 7722 @ 1/27 ou
W{F) = Z/42Z @ 1/41

Observagﬁo 6: Sabemos que qua1quer forma quadratica de dimensao
maior ou igual a tres, sobre um corpo finito, & isotropica. Logo ca
da corpo local admite quatro formas anisotrépicas ¢ pelo demonstra-
do acima, vemos que W(F) tem exatamente 16 formas anisotropicas.

Nesta altura ja contamos com todas as informagoes pa
ra apresentarmos o anel de Witt dos numeros racionais.

A id8ia explorada segue [L] e & atribuida a Gauss
que foi redescoberta por Milnor e Tate.

0 interessante deste argumento & que ele nao pressu-
poe ¢ conhecimento prévio do principio de Hasse - Minkowski,

Em primeiro Tugar consideremos o unico homomorfismo
i Z—>»W({0Q) gue Teva 1 em <l> e o fato de que para qualquer primo
p, o corpo dos resTduos 6p do corpo Tocal Q g 7/pl = Foe

De acogde com o teprema 2, para p # 2, existe um se~
gundo homomorfismo residual de w(Qp) em N(Fp), que composto com ¢

homomorfismo de W({Q) em W(Q_ ), dade pela inclusac Q C Qp, nos da

p
outro homomorfismo de grupo.

6 H(Q) > UH(F ), p £ 2
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Observemos, tambem, que se a € 0 & primo com p, isto
€, se a & uma unidade p - adica, entdo
§ (<a=) =0 e 0O (<pa>} =<@q>
Y p
pois sendo a primo com p, vem gue vp(a) = 0.
0 teorema de Springer nao se aplica a 4, e por isso

dames outra definigao para 62‘

Colocamos simplesmente 62 DW{Q) —= Z2/22, com

0 ,(a) = vp(det(a)) (mod 2)

onde v, representa a valorizagao 2 - adica.

Observemos que
62LQ] i-@zl = Vz(dEt(qi) . det(qg)) (mod 2}
= vz(det(q}) + v, (det(qz) (mod 2) e

GE(H) = vz(—i) = ﬁ {mod 2)

Temos portanto um homomorfismo de grupo ben defi-

nido.

Teorema 3 - A sequéncia
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; &s @
0~ 7 s W(0) P 7/27 @ ; H(F )0
pEZ

& exata cindida.,

Demonstracao: Veremos primeiramente que a sequencia & exata.
Aqui |1 denotard o valor absoluto usual,

Sedia Ld C W(Q) gerado como sub-anel por <a>, com
a € I e lal ¢ d

a

Observemos que se b com a, &€ 7 e

a8y

|ail < d, entao <b>» & Ld. Assim Ld & gerado aditivamente pelos ele-

r&
mentos desse tipo, isto e,

- “ vi
Ly :{Ejmi @2 '2¢3>73 . <d> 4, mo€Ze i = 0 ou 1]

Observemos que

o}

E——

—
1l

] {E:mi <1>, m, € 2} = I<1»
Z) Ly = Lyq se d nao & primo

Construimos assim uma cadeia ascendente de sub-aneis
iq C Lz < OW(Q).

Passamos a determinar LpXLp"], com p primo.

Se x € L,/L, entdo x = y + Ly, onde ¥ e umg somg fi-

nita de elementos do tipo m, AR
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Notemos que

4631

. L <1 > i
3 [ m s 1>, se i

mi YA
mi<29, se i e 1mpar

par

Logo L,/Ly4 e gerade por <2>
Podemos dizer ainda que <Z2» tem ordem < em L,/L,, is

to B8, 2.<25 € ty. De fato, temos

<=1, 2» = «<t, -2 & <-1, Zu = <=}» 4+ 2>

<-1, 2> + L1 = <25 + L1 e <1, -2 + L1 wm o<wPy F Ll

l.ogo

<2> # Ly o= oee2> 4 L isto e, 2 <2» € Ly

"|9
Considerando o homomorfismo 52: W(Q)—e Z2/2Z, defini-

do anteriormente, este induzira um isomorfismo
f1 :LZXL} —= 7 /27
com

f1(m<2> + LE) =& (m «<2>)

o
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Temos que se X = m<2> + L} entao

{L] se m for par
X =

<2> + L1 se m for impar

Concluimos entac pela existencia de wum isomorfismo

inverso

@, 2/27 —= L,/L,

Yamos definir para cada prime p # 2, um homomorf%smo
q% :N(Fp) *Q’prLp—T‘ Para tanto necessitamos do seguinte.

Lema 3

i} Para qualquer primo p, Lp/Lp—I e gerado aditivamente por

<p a—f as> + Lp_}, com Ia}.l‘: p
i1} Se i al<pea-s CRIRE as(mod P, com |ai[< p, entag “pay ,..a§52<pa>
{mod Lp~1)
Demonstragao:

i) Se x & Lp, x & spma finita de elementos do tipo
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Zmi <22 | p1p>~*

A . 1 .
com cada forma unidimensional <b'b> envolvida, podendo  ser re-
duzida a «<1> ou <b»>.
Entao, na verdade, se

Yy € ijme1’

temos que

_ T i
y = Ejm% <Ppap apg ...oB> F Lp_1

com | a$1< p
Para mostrarmos ii), calculemos «<p ay ... a2 modu
Faremos a demonstracao por inducac sobre s.
Para s = 1, temos
la < p, |a1! <p e aw=ay (mod p)
entao a = ay € assim

<p ag>=<p a (mod Lp_])
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Pela hipotese de indugdo, vamos supor que
aE ay .. 8 {mod p)

e valido para todo s’ < s.

Pelo algoritmo de Euclides, obtemos

a1, = pk + h

L4

com |[hl < p.

Primeiramente, veremos que (k! < p. De fato,

!a} a, = hj= | pk] « a1a2[+ Ih] < (p-1)2 + p-T1=7p? ~p
Assim |pk]l = p |kl < p {p - 1), isto &, ki< p.
Vemps agora que <h, pk> = “@ps Ay, 243, phk>, pois
ambas sao formas bin§¢ias, com mesmo determinante e representam o
mesmo elemento aja,. Assim, em W({Q}, <a}az>=<m>4-<pk>~<a1azp}1k>,
Multipiicando por <p Ay ... A7, ocbtemaos

<pay a, ...as>==<pkta3...as> + o<k ag... a>- <hkay ... 3>

<k Ch > <-h k . > a en
Como 8 as e a} as estao L

fM)'
Come h = a, 2, {(mod p), temos, pela hipdtese de indu

3

p~1

Vem que <paga, ... 35>E‘¢ph By ve Bg {mod L
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¢ao, que <phay ... a>=<pa> (mod L ,). Assin
<pay ... 8.> = <pa> {mod Lp—}) B

Observacao 7: Seja p # 2. Para cada classe residual a e ﬁﬁ z.F a
denotara ¢ unico inteiro nao-negativo, menor que p, que da origem
a a.

Vamos mostrar que a regra <a> —> <pa> + Lp_1 da ori-
gem a um homomorfismo de grupo bem definido,tpp :N(Fp)n» Lp/me]

Se @ = D entdo <pa> I <pb> (mod Lp_}), pelo lema an-
terior. Logo a funcdo Py g bem definida

Verifiquemos que o respeita as relagoes gque caracte

rizam W(F_) como um grupo abeliano, isto e, respeita
Pp

B
i) <b ¢?» = <b>»
i1} <a> + <b> = <a + b> + <ab{a + b)>

iii) <T> + <=1» = 0, para a, b, ¢, a + b & F

Consideremos a, b, ¢ inteiros nao-negativos menores

ue p. Suponhamos que bc? = a (mod p), isto &, bc? = 2. Entao
q

<pb> = <pb¢®> = <pa> {mod Lp-]}

pelo lema 3.



isto e,

ab {a + b)
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&‘Pp(qE}) = <pa> + L{J"}

Tambem @p(<522>) = @p(<a>) = <pa> + Lp_}.

Logo @p respeita 1).

. Para mostrarmos que wp respeita 1), tomemos

(mod p).

Observamos que sempre podemos tomar a e b tais que

a +b < p, pois se a + b = pentdoa +b =0 e a relagao e respei-

tada.

pelo lema 3.

Temos entao que

<par +<pb>=<p(a+b)>+<pla+blabsz<pla+b)>+<pc> {mod prl)

Assim
@p (<a>-¥<b>)::<pa>4—{pb>+-hpi1==<p(a4-b)}&»<pc>+- Lp_1

Agora
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?p(k5+5>+<55(5+5)>):=¥%(<§15>+<E>) x<p§a+n)>+fgc}+LpH?

Logo P respeita ii).

Observemos tambeém que
kpp(_vc"}_>) = <p> 4 Lp-*] e
Lpp(v-»T}) = <-p> + pr1

Fntao

@p(<1, “1>) = <f, -~ proF I-p__} = <1, “]>+Lp_‘i
e assim a terceira condicao tambem € respeitada.

Pa primeira parte do lema anterior, concluimos que e
sobrejetora. Alem disso, o homomorfisme 6p induz autro homomortismo
g bl —a WF ) gque satisfaz & a = 8 8 = <>
op r*l‘-na (Fp) k p Ppled>) =0 («par) = <a> e
@pgp(<pa>) = @p(<§5) = <pa>. Logo P, e @p sao isomorfismos inversos.

Na sequencia

, & 5
0 —»7 ——>W(Q} —P /27 ® i W(F ) —=0
p

vemos que 1 & injetora, pois se x € ker §, x &€ 7 e

() =11+ 1+..0+7) = 9(1) + 41+ .. 0 +9(1) =xi{1} = x<1>
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Assim x<1>=0 nos leva x = 0. Ainda mais imi = Z<1>zlq, co
mo visto anteriormente.

Agora imi C ker e §p pois

5p(m¢1>) = 5p({1, Ty «v.s 12} = 0 para m positivb e

ﬁp(m<}>) = ép(<~1, -1, «.., ~1») = 0 para m negativo

Para mostrarmos que ker @ 5p C imi = L] verificare-
mos primeiramente que

&
B Ll e 7. @ & W(F
& Al 2 @ 25cq WiFp)

e

e um isomorfismo para todo primo g.

Para q = 2 isso ja foi observado anteriormente.

Por indugao, vamos supor gue vale para todo primo
menor ou igual a g. Seja entao r o praximo primo maior que g. HNo
diagrama comutativo abaixo, vemos gue as fungoes dos flancos sao
isomorfismos, assim, pelo Lema dos Cince, a funcao do centro tawm-

bem e um isomorfismo.

e
a%p l l 1 i

0—wl/ © 2 WF)wl/ & 2, WF} - w WE) — 30
/22 2<pgq P /22 2<pgy P :
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Supondo que exista uma fotma qudratica q em ker & 6p
com g ¢'L], teremos gue ¢ € Lp, para algum p # 1, pois W(Q) :L& L¢
togo gp {g) # 0 e assim sp(q) # 0. Absutdo, pois g € ker @ 5p'

Concluimos entido que imi = ker ® 5p’ isto &, a se-

quencia em questdo & exata.

Para mostrarmos que a sequencia e cindida conside-

Femos:
§ 5 W(Q) = W(R) com j(<arg) = <arg.
s : W{R} —= 7 a funcao assinatura e
t = so0f : W{Q) — 1
Vemos entdo que toi = id, Fortante a sequencia cinde,

A importancia do que foi feito acima esta no fato de
que agora passamos a conhecer a estrutura de W(Q) como grupo aditi
vo, pois o termino da demonstrag&o, conseguimos mostrar que

W{Q) ~ 7 & 1 @ Ejz W{F )

27 P? b

U resultado importante decorrente do tearema aci-

ma e:

Corelario {(Principio Local - &lobal Fracs) - Seja g uma forma qua-

dratica sobre 0. Se g & hiperbolica sobre todo completamento de
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entao q & hiperbolica sobre Q.
Bemanstragﬁo: Tomando g hiperbdlica sobre Qp teremos:

1} para p # 2, Sp {p) = 0 para todo p, ou seja,

i1} para p = 2, g e eqguivalente a uma forma hiperbolica q
sobre Qz, lTogo existe uma matriz inversivel M tal que
t

Mq = M Mq;Mk Assim det Mq = {det M)}? det Mqu Camo

det Mq, = (w?)r, r inteire positivo, vem aue
8,(9) = v,{det Mq)(mod 2} = Evz(detﬂ)(mod 2y = 0

Be 1) e 11) segue que ¢ ker g 6p = L}, para toda p.
Do fato da sequencia apresentada no teorema 3 c¢in-
dir, temos que (i 0 s) = *ide, onde s e a assinatura. Agora g 2 hi
perbdiica sobre R, logo s3(g) = 0 e consequentemente g = (i 0 s)(qg)

= 1(0)} = 0, provando assim o cerolario.
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