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!NTROOUÇI\0 

O objetivo do trabalho e estudar alguns aspectos da 

chamado anel de Witt de um corpo de caracterlstica diferente de 

do i s . 

O Capitulo I foi incluldo com o objetivo de atingir 

o leitor iniciante no assunto,, propiciando um primeiro contato 

com conceitos básicos da teoria das formas quadrãticas e também 

visando a completude do trabalho. Nele al€m dos conceitos bãsicos, 

damos a construção do anel de Witt. Um leitor conhecedor do assun­

to poderi perfeitamente iniciar sua leitura pelo Capltulo II. Nes 

te tratamos do anel de Witt de corpos formalmente 

reais e veremos tamb~m como caracterizar as ordens de um corpo via 

ideias primos do anel de Witt. 

No Capltulo III veremos como certos corpos fcrmalme~ 

te reais F podem ser caracterizados atrav~s de W(F) bem como cer­

tas propriedades de extensões podem ser estudadas ainda que em for 

ma mais fraca. 

No Cap1tulo IV estudamos W(Q) e percebemos quao com-

plexa pode ser sua estrutura apesar da aparente simplicidade do 

corpo dos n~meros racionais. 

Em todo texto informações gerais serao apresentadas 

na forma de observações enumeradas em ordem crescente em cada capl 

tu lo 



CAPITULO I 

INFORMAÇOES GERAIS SOBRE O ANEl DE WITT 

Neste capltulo apos a definição de formas quadrâti­

cas e sua caracterização atravês de matrizes, apresentamos a noçao 

de espaços quadr5ticos e de isometria entre tais espaços. Visando 

a construção do anel de Witt, definimos uma operação induzida pela 

''soma ortogonal, que dã ao conjunto M(F)~ das classes de equival~~ 

cia de espaços quadrãticos. uma estrutura de semi-grupo comutativo 

com cancelamento e a partir daí. usando o processo universal de 

Groethendieck, construfmos o grupo e o anel de Witt. Apresentamos 

tambim o anel de Witt, caracterizado atrav~s de relaç6es, bem con1o 

os teoremas do Cancelamento. da Decomposição e o da Diagonalização, 

resultados tradicionais nesta teoria. 

No texto, a menos que se diga o contrârio, F denot! 

ri um corpo de caracterfstica diferente de dois (car F# 2). Al~m 

disso, informações gerais serão apresentadas na forma de observa­

ções enumeradas em ordem crescente em cada capltulo. 

Definição l - Uma forma quadrática de dimensão n sobre um corpo F 

~ um po1in6mio homog~neo de grau dois, dado por 

n 

= 2:: a .. 
1 J X i 

i • j = 1 
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n 

Observação 1 - A forma quadrâtica f(X) - L aijXiXj pode ser 

i • j ::: 1 

n 

reescrita como f(X) = I donde se conclui 

i 'j = 1 

que cada forma determina uma ijnica matriz simêtrica que sera repr~ 

sentada por Mf. Assi-m 

= Xt M X 
f 

Observação 2 - Podemos tamb~m apresentar uma forma quadrãtica como 

uma função de V em F, com V um F - espaço vetorial n - dimensional. 

Para tanto seja B:V x V-. F uma forma bilinear si­

métrica. A função q = q8 : V- F, com q(x) = B(x, x), x E V, é cha 

mada função quadrâtica e temos: 

i) q(ax) = a 2q(x) 

ii) B(x,y) = l [q(x+y)- q(x)- q(y)J. 
2 

Se em V for escolhida uma base [e;, e 2 , ... , en} então obte 
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mos a forma quadrãtica 

f(X 1, x2, ... , X
0

) = L B(ei, ej) xixj 

i ,j 

onde Mf "" { B(e;, ej)) e temos assim uma correspondência bijetora 

entre formas e funções quadrãticas e daqui para frente não faremos 

a distinção sem que haja perigo de confusão, pois a diferença far 

-se-ã clara no contexto. 

Definição 2 - Duas formas quadrãticas f e g, de mesma dimensão n, 

sao ditas equivalentes se existir uma matriz inverslvel C, n x n, 

com f( X) = g(CX), com X dado por 

X = 

Notação: Se f e equivalente a g escreveremos f ~ g 

Observação 3 - Pela definição de equivalência de formas quadrãti-

cas, vemos que se f ~ g então 
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Como f(X) = 

Conclulmos, portanto. que o estudo de equivalência 

de formas quadrãticas se reduz ao estudo de semelhança de matri-

zes, e ainda mais, a relação definida acima~ efetivamente uma re­

lação de equivalência 

Exemplo 1 - As formas g (X ) = X' + X2 e f(X) = X' + 2X X + 2X 2 

l 2 l l 2 2 
sao equivalentes 

Com efeito, temos 

= I ~ 1 o 
Mf Mg = 

2 o 1 

e se tomarmos a matriz inverslvel 

-1 1 

c = 

l o 

vemos que Mf 

O exemplo a seguir aparece em muitos textos sobre 

formas quadrãticas e, sera apresentado aqui, pois -sera utilizado 

mais adiante. 



Exemplo 2 - As formas f(X) 

tes, pois 

o 1 

" 
-1 1 
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" x2 
1 

o 

- l l/2 

X2 eg(X)" 
2 

l/2][1 1]" 
o 1 -1 

sao equivalen-

Observação 4- Qualquer espaço vetorial V, n- dimensional. pode 

ser identificado como o espaço das n - uplas F" e considerando uma 

forma bilinear B:V x V -F, teremos uma forma quadrática dada por 

q(x) "B(x, x). O par (V, B) seri denominado espaço quadrãtico 

n - dimensional. 

Usaremos, eventualmente, a notação (V, B, q) quando 

quizermos ressaltar a forma q. 

Veremos, a seguir, a relação entre matrizes de for 

mas quadrãticas quando tomadas bases diferentes. 

Sejam (V. B} um espaço quadrâtico n - dimensional e 

{ e 1, e 2 , ...• en} uma base de V. Jã observamos anteriormente que 

n 

" L: B(e. e.) X
1
.XJ. 

1 ' J 
i 'j " 1 

e uma forma quadritica, onde Mf = (B(e., e.)). Se escolhermos outra 
1 J 

base ( a 1 , a 2 , ... , "nl obteremos uma forma quadritica g, tal que 

g = f. Com efeito, se 
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g lJ 
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= B (L ck. 
k 1 

L ck. B(ek' e.) C . = 
k 1 " !:',J ,2 

onde C = (Ck 2) (simples verificação) 

Conclulmos então, que o espaço quadritico (V, B) d! 

termina uma classe de equivalência de formas quadrãticas, aqui in-

di cada por (f8 ). 

Definição 3: Di remos que dois espaços quadrãti c os, de mesma dimen-

sao, ( v 1 ' B 1 ) e (v 2 ' B 2) sao isométricos, (v 1' B 1 ) " (v 2' B 2) ou 

v 1 - v z' se existir um isomorfismo 1 i ne a r T vl- v2 com 

B2(T(x), T ( y)) = Bl ( X' y) ' par a quaisquer x, y em V 1 . 

Demonstração: Supondo (Vp B1 }:::: (V 2 , B2), vem que existe um iso­

morfismo T : v1-v2 com B2(T(x), T(y)) = B1 (x, y) e como todo.!. 

somorfismo entre espaços vetoriais é dado por uma matriz inversi-

ve1 A, vem que 

e assim 
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donde concluimos que f
81 

- f
82 

A igualdade B(x, y) -y, usada acima, e imedia 

ta, pois 

comB:VxV--Fe {epe2 , ... ,en} umabasedo n-dirnensional 

espaço V. 

Vamos supor agora que (f
81

) • (f
82

) · Te mos então 

que f
81 

= f
82

, isto ê, existe uma matriz inverslvel C, tal que 

A matriz C dá origem a um isomorfismo T:v
1
-v2 , onde 

B2(T(x), T(y)) c y y • B1 (x, y) 111 

Pelo lema anterior vemos que existe uma correspon-



- 9 -

dêncía biunlvoca entre as classes de equivalência de forma quadrá­

ticas de dimensão n e as classes de equival~ncia dos espaços qua­

drãticos n- dimensionais. Sob esse aspect? ident·ificaremos espaços 

quadráticos e formas quadráticas. 

Definição 4 - Seja (V, B) um espaço quadrãtico, diremos que dois 

vetores x e y de V sao ortogonais se B(x, y) =O. Al~m disso, dire 

mos que dois subconjuntos M e N de V são ortogonais se B(x, y) = O 

para todo x de M e todo y de N. 

Notação - SeM e ortogonal a N, escreveremos M 1 N. 

Definição 5 - Seja U um subespaço de V. Então o subconjunto 

u-'-= ( x ~ v 1 [ x J 1 u ] 

sera denominado complemento ortogonal de U. 

Observação 5- U~ e um subespaço vetorial de v. 

Demonstração: Obvi a. Ver [ S ]. 

Definição 6 - O subespaço V1 serã chamado radical de V, indicado 

por rad V e diremos que (V, B) ê regular se rad (V) = V
1 

= (o). 
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Definição 7 - Tomaremos como o espaço zero o O - dimensional esp~ 

ço vetorial consistindo apenas do vetor zero e com q(O)"'-Ü. Tal es 

paço se rã indicada por (O, O). 

Observação 6 - No contexto ê conveniente incluirmos o espaço zero, 

acima definido, tomando-o como regular. 

Definiçio 8 - Sejam q uma forma quadr~tica sobre F e d E F. Dire­

mos que f representa d se existir v E Fn com q(v) = d e colocamos 

D(q) "f dE F I existe v € V com q(v) " d), que poderã ser denota­

do por D(V). 

Definição 9- Um espaço quadrático (V, B, q) e dito universal se q 

representa todo elemento não nulo de F. 

Observação 7- Notemos ainda que se (V, B) e regular então B(x, y) " O 

para todo y em V implicari em x =O. 

Definição 10- Seja v um vetor nao nulo de um espaço quadrático (V, B). 

Então 

1 - Diremos que v e um vetor isotrõpico se B(v, v) =O. 

2 - Se B(v, v) # O, então v e chamado anisotrõpico. 

Se existir um vetor isotrÕpico, diremos que (V, B) 
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e um espaço isotr~pico, caso contrârio, (V, B) sera anisotrõpico. 

Definição 11 - Um espaço (V, B) ê dito totalmente isotrõpico ou 

trivial se B(v, v) =O para todo v E V. 

Devido a definição .10, podemos dizer que um espaço 

(V, B, q) ê isotrõpico se zero nao e representado 

isto e, existe O t v E V com q(v) , O. 

trivialmente, 

Pensando na construção de um anel comutativo onde 

deverã valer a lei do cancelamento, definiremos a primeira opera­

ção, chamada soma direta ou soma ortogonal. 

Observaçio 8- Sejam os espaços quadriticos regulares (V 1 , s 1 , q1) 

e (V 2, B2 , oz) e definamos outro espaço (V, B, q), onde 

com 

par a 



(V, B), pois 
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Observemos que qJ 
vl 

para todo v1 E v1 e v2 E v2 . 

Usaremos também a notação v1 1 v2 para ·indicarmos a 

soma direta v1 e v2 e a operaçao 1 passa a ser chamada soma ortogE 

na l . 

Exemplo 3 - Se f(X 1 , X2) =X~ 

então 

x2 
2 

Teorema 1: (Critêrio de Representação) Seja (V, 8, q) um espaço quil 

drãtico qualquer e dE F. Então dE D(q) se e somente se existe ou­

tro espaço quadrãtíco (V', B') tal que V=< d > 1 V' 

(< ) Se V=< d>1 V' então de D(< d > 1 V')= D(q),l() 

go d D(q). 

( >) Vamos tomar v e V tal que q(v) = d 
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Primeiramente veremos que V pode ser assumido como 

regular. 

Seja W um subespaço vetorial de V tal que 

V " (rad V) "W " (rad V) 1 W 

Pela observação 8, vem que D(V) " D(W), e tem-se que 

ainda que W e regular. 

Portanto V pode ser tomado como regular. 

Consideremos o subespaço F. v 

metrico a <d> e (F . v) (1 (F . v) 1 "O. Como 

dim (F.v) + dim (F.v)l." dim V 

vem que 

J. 
V-< d >...L (F. v) 8 

Tal subespaço e iso 

Teorema 2 (Teorema da Diagonalização): Toda forma quadrãtica e e-

quivalente a uma soma ortogonal de formas uni-dimensionais. 

Demonstração: Vamos seguir a demonstração feita em [L]. 

r imediato que se S e um subespaço regular de um es 

paço quadrático (V, B) então 
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Se V= O. a diagonalização ~ 6bvia. Tonren1os então 

q ~O. Podemos escolher e 1 em V tal que q(e 1) I O e considerarmos 

o espaço uni-dimensional W = F.e 1 . Tal espaço~ regular e assim 

(V, B)- (W, Bjw) .L (W"', B/W) 

Se a dimensão de WL for diferente de um. o processo 

se repete e a demonstração segue por indução sobre a dimensão de V.8 

Usaremos 

para representar 

onde 

< a l > J. < a2 > j_ • • . < a n > 

X'. = a i 1 

Podemos dizer então que todo espaço quadrãtico e 9! 

rado pelas classes de espaços uni-dimensionais. 
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Definição 12 - O determinante de uma forma quadrãtica regular f, 

também chamado discriminante de f, ê definido como 

Podemos observar que a defí ni ção dada e precisa, pois 

sabemos que a matriz associada a um espaço quadrâtico esti bem de­

finida a menos de uma semelhança. isto ê, se f= g então 

. 
disc (f) "det (Mf) F2 "det (M

9
)(det C) 2 F' "disc (g) 

pois 

onde C e inversivel 

Vale ressaltar ainda que uma forma quadritica e re-

gular se e somente se disc (f) "f O 

Consideremos agora as matrizes M1 e M2 dos espaços 

quadrãticos {V 1, B1) e (V 2 , B2} em relação ãs bases ( el' e2, ... , enJ 

e { f 1 , f 2 , ... , frn J Gos espaços Vl' v2 respectivamente. 

Se considerarmos os vetores e 1 +O e O + f; como ele 

mentes de V = v1 .1 v2 • então { e 1, ... , en• f 1 •...• fn} sera uma 

base de (V, B) e sua matriz M sera 
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M " 

e temos então que 

disc(V, q) "disc(q) " disc(V1, B1) di se (V2 , B2)" di se (q1) di se (q
2

) 

em F I F2 

Veremos, a seguir, um espaço quadritico que desempenha um 

papel relevante nesse trabalho. 

Teorema 3 - Seja (V. 8) um espaço quadrãtico 2- dimensional. As 

seguintes afirmações são equivalentes. 

i) V e regular e isotrõpico 

. 
ii) V e regular e disc (V) = -1 F2 

iii) V e isomêtrico a< 1, -1 > 

iv) V corresponde a classe de equivalªncia da forma quadr~ 
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Demonstração: iii)<O=<> iv) (ver exemplo 2) 

i) >i i) Seja x um vetor isotrõpico de V e I x, y) 

uma base de V. Então B(x, y} =a f O, pois caso contrãrio a matriz 

de B seria 

o o 

o c 

que teria determinante nulo (absurdo, pois Vê regular). 

Trocando y por a-ly, podemos assumir que B(x, y) = 1 

e a matriz de B, na base (x, y}, fica 

o 

1 c 

Tomando a base[x,- x + y), temos B(x, x) =O 
2 

B (_ex + Y, 
2 

ex -- +y) 
2 

c =- B(x, x) -C: B(x,y) _c; B(x,y)+B(y,y) =O e 
4 2 2 

ex ) B(x,--+y c = -- B(x, x) + B(x, y) = 1 
2 2 

-Portanto, nessa base, a matriz de B e 
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o 1 

, e assim disc(V) • -1.~ 2 

1 o 

ii)=>iii) 

Sendo B a forma bilinear associada a V, sabemos que sua matriz P! 

ra alguma base ortogonal te 1 , e 2 ~e 

Como discV "' -1, vem que b = -a. Assim V '::: <a, -a>. Como X2 -Y 2 :.::-xy e 

aX 2 - aY 2 representam um mesmo elemento, vem que <a, -a> :::'<1,-1>. 

Logo Vê isométrico a< l, -1 >. 

iii) => i) Se V=< 1, -1 > então disc (V) I O, V e 

regular e ainda O é representado por q(X) 

te, isto ê, v e isotrõpico. 

X2 nao trivialmen 
2 

Observação 9 - Vemos entio que existe uma ~nica classe de isometria 

de espaços quadrãticos isotrõpícos de dimensão dois. Tal classe e 

denominada plano hiperbElico e indicado por H. 

A soma ortogonal de planos hiperb5licos ser~ chama­

do espaço hiperbõlico e a este corresponderã a forma quadrãtica 

X' - x' x2 
- x2 

1 2 + • · · + 2m - 1 2m 



- 19 -

Teorema 4 - Seja (V, B) um espaço quadrãtico regular, então: 

i) Todo subespaço trivial, UCV, de dimensão nao- nula 

r, est~ contido em um subespaço hiperbElico TC V ~e din1ensão 2r. 

i i) V e isotrõpico se e somente se contém um plano hiperb:§. 

l i c o. 

iii) Se V e ísotrõpico então V e universal. 

Demonstração - Provaremos i) e depois que i) ....->i i) =;;:.i i i). Vamos 

provar i) por indução sobre r. 

Para r = 1 tomemos x isotrõpico, U unidimensional 

com U = F.x. 

Temos que dim V :o: dim V- 1 = dim Ul.. Sabemos que e 

xiste y E V - u'" e assim y E V e B(y, x) tO. 

Logo a matriz de B e 

o B( x, y) 

B(x, y) B(y, y) 

. 
cujo determinante e -l. F2 • 
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Temos então que 

F.x +F.y~H 

Agora tomando uma base { x 1 , x 2 ~ • , ., xf'} em U~ seja 

S o conjunto gerado por x2 , ... ' xr. Temos que u+ Ç S.t e desQe que 

-V e regular segue-se que 

dim SL = dim v - dim s > dim v - dim u = dim u~ 

Portanto, existe um vetor y 1 ortogonal a x2 , ... , xr 

mas nao e ortogonal a x1 . Podemos ver que x1• y 1 sao linearmente 

independentes, pois x 1 ê isotrõpico. O subespaço H
1

=F.x
1

+F.y
1

tern 

determinante 

o B ( '2, y l ) . 
disc(H1) = f2 = -1 . F 2 

B(x
2

, y l ) B ( y 1 , y l ) 

Assim H
1 
~H 

Podemos escrever então V = H1 + V', onde V' = H~ COi!_ 

tém x2, ...• xr Desde que V e regular. a prova segue por induçao. 

i) ==>(ii). Basta tomar r= 1 em (i) 
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i i) -> {iii). Obvio, pois a forma quadrãtica correspondente a 

H e claramente universal. 

Corolãrio 1- (Primeiro Teorema da Representação). Seja q uma .forma 

quadrática regular e dE. F, então dE D(q) se e somente seq..L<-d> 

ê ísotrõpica. 

Oemons tração 

l ->I Seja q(X) = a 1 X~+ a 2 X~+ ... + aX 2 edED(q) 
n n 

Assim a 1xi + a 2 x~ + ... + a 0 x~ + (-d)lz =O, isto e, q l. < -d > e i­

sotrÕpi c a. 

!<=l Vamos supor que {x 1 , x2 , ... , xn, xn+l) seja um ve­

tor isotrõpico para q .l < -d >, então 

Se xn+l 'f O, vem que 

+ ... •n[x xn ]2 E D(q) 
n+l 
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Agora se xn+l =O, então (x 1 • x2 • 

um vetor isotrõpico para q. Assim q é universal 

D(q) = F, qonde, claramente, dE D(q) .a 

... ,xn)#Ojãe 

(Teorema 4 e 

Teorema 5 - Sejam q = <a, b > e q' = < c, d > formas binarias regu-

lares. Então q ~ q' se e somente se disc (q) = di se (q') e q e q' 

representam um elemento em comum e E F. 

Demonstração 

t -> l E vi dente (observar comentãrio feí to apos a defini-

çao 12). 

<<-I Supondo que disc (q) = disc (q') e e E D(q) tiramos 

pelo Teorema 1, que q::: < e, e' > para algum e' E F. Temos agora que 
. . 

a b f2 = e e' F2 e assim q :::: < e, a b e >. 
. . 

Do mesmo modo q'-::: <e, c de>. ~las como abFZ=cdF2 

conclui mos que q = q'. 8 

Voltemos nossa atenção para a operaçao soma ortogo-

nal anteriormente definida. 

Lema 2 - A operaçao soma ortogonal ~ compativel com a relaç~o de e 

quivalência ''ser isomêtrico a'', isto e. 
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sao isometrias, então 

lema 3 - A operaçao L e comutativa e associativa, isto e, 

Para a veríficação basta observarmos que as seguin­

tes sao isometrias. 
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Pelos resultados anteripres. cppc]ul~ol Glle o con­

junto M(F) das classes de equivalência de espaços quadrãtícos reg~ 

lares, junto com a operação induzida pela soma ortogonal, e um se­

mi-grupo comutativo, onde como veremos mais ainda, vale a lei do 

cancelamento. O espaço (0, O) e o elemento neutro de tal semi-grupo. 

Apresentaremos a seguir os teoremas do Cancelamento 

e da Decomposição, que juntamente com o teorema da Diagonalização, 

desempenham importante papel em toda essa teoria. A demonstração, 

essencialmente t~cnica de cada um desses resultados, pode ser en­

contrada, de forma detalhada em [L]. 

Teorema 6 - (Do Cancelamento) Sejam q, q 1 e q 2 formas quadrãticas 

quaisquer. Se q l q1 o q l q2 então 01 ° q2 . 

Teorema 7 - (Da Decomposição). Qualquer espaço quadrático (V, B, q) 

pode ser decomposto numa soma ortogonal (Vt, qt) l (Vh, qh)j_(V
8

, qJ. 
onde Vt ê totalmente isotr5pico~ Vh ê um subespaço hiperbÕlico e 

V
3 

e um subespaço anisotrõpíco. Tal decomposição ê única a menos de 

uma isometria. 

Voltando ao conjunto M(F) das classes de equivalên-

cia de formas quadrâtícas sobre um corpo F. definíremos sobre 

M(F) x M(F) uma operação (+), onde para quaisquer (f, g) e (fl' g1) 

de M x M, teremos (f, g) + (f1 , g1 ) = (fl f 1 , g .L g1 ). Observemos 
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bem que aqui (~I denota a operaçao induzida pela soma ortogonal so 

bre as classes de equivalências de formas quadrãticas. 

Atentemos para o fato que (M x M,+) ê um semi-grupo 

comutativo com cancelamento, onde (0, O) e o elemento neutro. 

Dando continuidade, sobreM x M definimos a r~~ação 

de equivalência (f, gl -- (f1 , g1 I se e so se f~ g1 " g ~ f 1-

Observação 10 - A operaçao acima definida e compatlvel com tal re­

lação, isto ê, se 

(f, gl- (f', g'l e (f 1 , 9]1- (f], 9]1 então 

(f, gl + (fl' 9]1- (f', g'l +(f], 9]1 

Isto decorre imediatamente. pois temos 

f l g' " g ~ f' e f 1 ~ g i " g 1 ~ f] e assim 

Agora, sobre G(F) = M x M/- definimos uma outra op~ 

raçao ED , com 

Esta operação dã a G(F) uma estrutura de grupo 
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comuta ti v o, chamado grupo de Wi tt- Groethendi eck, onde: 

i) o elemento neutro e dado por ao = (q, q), 
---

a = (q 2 , q 3 ) ê um elemento qualquer de G(F) então 

pelo simples fato de (q
2

1 q, q
3

l q)- (q2 , q
3

) 

Colocaremos (q, q) =O 

--------
i i ) par a qualquer " E G ( F) , a = ( q 1 , q 2) , 

a. = ( q 2 , q 1 ) e sua inversa. De fato, 

-·--- ----
( q 1' o2J e (qz, o1l = (qll q2, q2 1 ql) = ( q, q) 

pois se 

a classe 

= o 

iii) a operaçao ~evidentemente comutativa e associativa. 

Podemos observar ainda que a aplicação i : M~ G(F) 

dada por i (q) = {q, O) é um homomorfismo de semi-grupo, injetor, pois 

i) i(q l q
1

) = (q lql' ú) = (q, O)+ (q 1 , O)= i(q) <!>i (q 1) e 

i i ) ( q, O) = ( q
1 

, O) se e s o se q = q 1 

Sob esse aspecto, vemos que M(F) pode ser encarado 

como um subconjunto de G(F). 

Podemos notar ainda que 



- 27 -

e assim dizemos que G(F) ~gerado aditivamente por M(F). 

A partir daqui trabalharemos com o intuito de dar a 

G(F} uma estrutura de anel comutativo. 

Para tanto definiremos, primeiramente, o chamado prE, 

duto de Kronecker de espaços quadraticos. 

Definição 13 - Sejam (Vp B1) e (V2 , B2) espaços quadráticos. Se fizermos 

VxV -;..F 

dada por 

e estendermos por linearidade a v
1 

® v
2

, pois qualquer 

n 
= .L: 

1 = 1 

com a 1 E v1 e bi E v2, então (V, B) ainda sera um espaço quadrãtico. 

A forma quadritica q V--?-- F associada, satisfaz 
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a B1 e B2 respectivamente. Denotaremos A por q1 ~ q2 . 

A operação ® e compativel com a relação de equiv~ 

l~ncia ''ser isom~trico a"~ isto~~ se q1 = q~ e q 2 = q~, então 

Demonstração: Simples ver'f~caçâo. 

Em M(F), o produto de Kronecker induz uma aperaçao 

associativa. comutativa e distributiva em relação ã soma ortogonal. 

A prova desses fatos ê imediata, uma vez que o produto tensorial g_q 

za dessas propriedades. 

Observemos que se 

e 

sao duas formas diagonalizadas, então 

lema 4 - Se q e uma forma quadrãti c a regular então q ® H = dím q.H 

Demonstração: Suponhamos que q = < a >, a ~O. Então 

< a > ® H= < a > "< l, -1 > - <a,- a > = H 
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pelo teor 3. 

Agora a prova segue por indução sobre a dimensão de 

q (dim q). 

Até aqui mostramos que (M, +, ®) é um semi-anel co 

mutativo com elemento neutro e com identidade < 1 >. 

Finalmente, sobre M(F) x M(F}/- definimos a opera-

çao ( ·), onde 

e assim ( G(F), +, ·) e o anel denominado anel de Witt- Groethendieck, 
~ 

denotado por W (F). 

Em W{F) podemos observar que 

i) todo elemento tem a forma q 1 - q 2 • onde q 1 e q2 sao elas 

ses de isometrias das formas ql e q2 e, como jâ foi observado, 

M(F) C ~(F), assim (q 1 ) = (q 2 ) em W(F) se e somente se q 1 = q2 . 

ii) ~(F) goza da chamada ''propriedade universal'', isto e, 

qualquer homomorfismo de semi-grupo f, de M(F) em um grupo abelia 

no A, estende-se a um Único homomorfismo de grupo g : W{F)~A. p~ 

la regra g(q 1 - q 2 ) = f(q 1 ) - f(q 2 ). Isso pode ser visualizado mais fa 

cilmente com a ajuda do diagrama abaixo. 

~ 

= W (F) 
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onde i e a inclusio M(F) c G(F) 

Daremos, a seguir, o anel que sera a1vo de todo nos 

so trabalho. 

Corno foi visto no Lema 4, ZH e um ideal de W(F) e assim 

W(F) = W(F)/ZH 

e o denominado Anel de Witt do Corpo F. 

Proposição 1 - Os elementos de W(F) estão em correspondência biuni 

vaca com as classes de isometrias de todas as formas anisotr6picas 

sobre F. 

Demonstração: Vimos que se < q , ql > E G(F) então ( q, ql) = q - q 1 , 

isto e , G ( F) e gerado aditivamente por M ( F) . 

Sabemos ' a > + < -a > representa o zero em >!(F), 

assim - ( < a > ) = ( < - a >) em W(F), par a todo a E F. E em par-

ticular podemos dizer que todo elemento de W(F) ~ represen-

tado por uma forma q. 

Usando o teorema da Decomposição de Witt, podemos e~ 

crever q = qh + qa e corno qh =O em W(F), q e qa representam o mes 

mo elemento em W(F). 

Vejamos agora a unicidade. 

Se q e q' são formas anisotrõpicasl então (q) = (q') 

em W(F), irnpl ica q - q', pois se (q) = (q'), vem que q = q + rn H 

em W(F). para algum inteiro m, que podemos supor positivo ou nulo. 
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Logo q = qJ ~ m Ht o que nos leva a concluir que 

m' = O, pois q e anisotrõpico. Assim q = q' .8 

A proposição acima ocupa um lugar de fundamental im 

portãncia, pois a partir dela, poderemos encarar W(F) como forma-

do por classes de equival~ncia de formas anisotr6picas. 

Observação ll - Ouando nao houver perigo de confusão, representa­

remos a classe de q, que de fato pertence a W(F), simplesmente por q. 

Antes de prosseguirmos, faremos mais alguns comentã 

rios sobre W(F) e W(F). 

Observação 12- Consideremos a função "dimensão". dim M(F) ~z, 

que e um homomorfismo de semi-grupo. Pela propriedade universal de 

W(F), tal homomorfismo se estende a um Gnico homomorfismo de grupo 

dirn W(F)-;,... Z, com 

b~m e um homomorfismo de anel. 

O núcleo ÍF de tal homomorfismo 

consistindo das formas q 1 - q2 • onde dim q1 
W(F)/ÍF = Z, pois dim ê sobrejetor. 

-e um ideal de W(F}, 

ainda 

Observação 13- Tomemos o homomorfismo canônico<} W(F)_,..I4(F). O - ~ 
ideal !F" 0 (!F), de W(F), ê tal que !F= !F e uma forma q repre-

senta um elemento em IF se e somente se dim q for par. 

~ 

Demonstração: Mostremos que IF = IF 

Temos que 
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-I F " { q 1 - q 2 , com di m q 1 " di m q 2 } 

ZH"{nH,n€Z} 

Podemos ver que IF(\ZH "{o}, pois se q1 - 02 E nH,vem que 

ql-oz"(nH- o, se 

O- (-nH), 

Assim, teremos 

n ~ O 

se n < O 

Aplicando a função dim, tem-se 

dim 01 • 2n + dim 02 ou dim q 1 - 2n " dim o2 

Como dim q 1 = dim q2 , obtemos em qualquer caso, n = O. 

- -Agora !F " >(!F) = !F, pois 

- - -~ 

$(IF) ZH + I F • --- = 
ZH 

!F !F ----;;;;:;;-- = 
ZH n !F {O} 

-" !F 

Para tanto basta definirmos o homomorfismo sobrejetor 

-e : I F + !F 
ZH~ ..--..• 

ZH n !F 
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~ 

onde e (a+ ZH) " a + (ZH n !F) e notarmos que ker e " ZH, 

com 

Veremos agora a segunda afirmação. 

( =>) Tomemos q 1 - q 2 "q , q anisotrõpica e q1 -q2 E !F 

Temos que 

n + 2r = m + 2s 

Assim 

Como n + m = 2m + 2s - 2r, vem que n + m e par, e 

desde que 2~ + t = n + m, vem que t e par. 

Concluimos assim que uma forma q representa um ele-

menta de IF somente se dim q ê par. 
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(-<=) Suponrlo que dim q é par, podemos assumi r que q é bí 

nãria, q = < a, b >. Observamos então que q é t1 irna~em de J<" a>,,"' b > 

" pela projeção natural ~:W(f!- W(F). Logo q € !F. 11 

Atentemos tambEim para o fato do epimorfismo 

~ 

dím: W(F)__... Z 

induzir outro epimorfismo. bem definido 

dím
0

: W(F) ....._,.. Z/2Z 

onde 

Para verificarmos a boa definição basta notarmos que se 

então 

onde nH ê tomado como nH - O quando n >O e como O- (-nH), caso 

contrario. 



- 35 -

Para n > O, vem que q1 J. q4 " q2 J. q3 + nH e assim 

dim q1 + dim q4 • dim q2 + dim q3 + 2n 

Logo 

ou ainda, 

Tem-se ainda que ker dim 0 = IF e logo 

Salientamos, desde jã a importância do ideal IF. 

Passamos a caracterizar W(F) atravês de certas re1~ 

çoes entre seus geradores e veremos que tais relações realmente de 

terminam o anel de Witt. 

Consideremos a função 

< > F...,.. W(F) 

•H-(<a>) 
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Teorema 8: A função definida acima satisfaz 

i) <Ü> = O (elemento neutro) 

i i) <l> = 1 (elemento identidade) 

ííi) <a>.< b > = < ab > 

i v) < a > + < b > = < a + b > ( 1 + < ab >) 

e al~m disso verificamos que estas relaç6es determinam o anel de 

Witt, ou seja, se R e um anel comutativo qualquer e t: F-;.R e uma 

função satisfazendo os itens i - iv acima, então existe um Gnico 

homomorfismo de anel e: W(F)-.. R tal que e (<a>) = t(a). 

Demonstração: Usando a definição de soma e produto no anel de Witt 

e o fato de< O> ser a forma quadrãtica de zero variãveis, vemos 

que i) e ii) são imediatas. 

iii) tambim ~imediata, visto que como 

< a > e < b > 

2 
= a b xl = < ab > 

então 

Mostremos o item iv) separando em partes. 
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1 - Consideremos a= O (ou b = 0). Então 

< a > + < b > = < b >(1 + < o >) 

2 - Tomemos a + b = O 

Jâ vimos que-< 1 > = < -1 > em ~~(F) e como a=-b, te 

remos 

< a > + < b > = < a > + < -a> = O 

< a + b > (1 + < ab >) 

3 - Sejam a + b ~O, f(X) = aX 2 + bX 2 
1 2 e 

g(X) = (a + b) xf + (a 2 b + ab 2 )X~ 

Observamos que a matriz 

e inversfvel e que para todo x1, x2 em F, temos 
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Logo f - g e podemos concluir que 

< a > + < b > = < a + b > + < a2 b + ab2 > 

= < a + b > + < a + b > < ab > 

= < a + b > (1 + < ab >) 

Assim, por 1-, 2-, 3-, vemos que iv) se verifica 

Passamos a demonstrar a parte final do teorema. 

Para tanto sejam R um anel comutativo, e t: F.....,.. R 

uma função satisfazendo as relações i - i v. 

Mostremos que existe um homomorfismo de anel e: W(F) ~R 

com e(< a>)= t(a), para todo a E F. 

Temos que t(-1) + t(1) = t(O) [1 + t(-1)] =O e assim 

t(-1) = -t(1) = -1. 

Supondo a ~ O, vemos que 

t(a)[t(1 +1)(1 +t(1)] = t(a)[t(1) + t(l)] = t(a) + t(a) 

= t(a + a)(1 + t(a 2 ) = t(2a)(l+t(a2) = t(a) t(2)(1 +t(a 2)) 

Assim 

t(a) .t(2)(1 + 1) = t(a) .t(2)(1 + t(a 2 )), 
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donde 

t(a).t(2) + t(a) .t(2) = t(a).t(2) + t(a).t(2).t(a 2 ) 

e portanto 

t(a).t(2) = t(a).t(2).t(a 2 ) 

Multiplicando ambos os lados da Gltima 

por t(a- 1 ) .t(Z-1), conclufmos que 

igualdade 

= t(a 2 ) = t(a) .t(a) = t (a ) 
2 

( I ) 

Vejamos agora que se a1, a2 , -sao elementos 

nao nulos de 2 2 F e que se f(x) = a1x1 + a2x2 e equivalente a 

então 

De fato: 

Se f~ g entio deve existir uma matriz inverslvel 
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ra todo x1 , x2 em F. Daqui vem que 

( l ) 

Se fizermos det ([(cijl]} = k, vem 

Tomando x1 = 1 e x2 = O, obtemos 

ou seja 

( 2) 

Observando que se tomarmos c 11 = O, teremos c 21 :f O, 

com a 2 c~ 1 = b1 o que nos leva a t(a 2 c~ 1 ) = t(b 1). Mas 
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Assim t(a 2) = t(b 1 ). 

Vemos ainda que 

Concluímos então que 

De maneira an8:loga, 

t ( b 1 ) 

se c21 

mos t ( a 1 ) + t (a 2) = t ( b 1 ) + t(b2)' 

Tomando c
11 i o e c 21 f o, 

por ( 1 ) e ( 2) . 

+ t(b2) = t (a 1 ) + t(a 2 ) 

= o então cll i o e tere-

vem 

Concluímos assim a demonstração de (II). 

Para chegarmos ''a boa definição'' de homomorfí smo 

o: W(F} ~R, usaremos um lema têcnico sem demonstrã-lo, mas o 
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leitor pode encontrar sua prova detalhada em [L J. 

Lema 5: ''Sejam f e g formas quadrãticas regulares dadas por matri 

zes em formas diagonais e supunhamos que f = g. Então existe uma 

sequ~ncia h1 , h2 , ... , hm de formas quadriticas regulares, cujas 

matrizes tambêm estão em formas diagonais, tais que f= h1 , g = hm 

e com hi diferindo de hi+l no miximo em dois coeficientes e ainda 

com h ' :: 
1 

h;+ 1, para todo i 11
• 

Consideremos uma classe a E W(F). Pelo teorema da 

diagonalízação, existe uma forma quadrãtica 

com f E a, onde O # a 1 E F. para todo i, pois f é anisotrÕpica. 

Colocamos então 

Mostremos que e independe da escolha do representao-

te em a. 

Seja g E a, Então g ~ f e pelo lema acima existe uma 

sequência de formas quadrãticas h1 , h2 , .•. , hm' com as proprieda­

des citadas e que nos permite escrever h.= r+ h, h. 1 -::: s +h com 
1 1+ 

r e s formas binárias. Pelo teorema de cancelamento temos r=s.Co 

mo h tem os mesmos coeficientes de f e pelo provado em (II). vem 
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donde concluirnos a independência. 

Conseguimos então uma função e: W(F) _,.R dada por 

B(c a >) o t(a) para todo a em F, a f O. 

Se a 0 O e b 0 O estão em F, então 

B(<a>), e(cb>) o t(a) t(b) o t(ab) o e(<ab>) = e(<a> <b>) 

Todo elemento em W(F) pode ser escrito na forma 

com ai f O 

Assim 

Pelo exposto acima, chegamos que e e um homomorfis-

mo de anel. 

Veremos, a seguir, que tal homomorfismo ~ Gnico. 

Com esse fim, suponhamos que exista 4>: H(F) _,.R 

com •(• a>) • t(a). 

W(F) ~ gerado por elementos da forma < a > e como 

•(• a>) o t(a) • e(< a>), podemos dizer que • • e. Terminamos a 

qui a demonstração do teorema. 
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Observação 14 - Um resultado anãlogo ao teorema- 8 pode ser dado 

considerando-se a estrutura de grupos e as relaçijes 

i)<O>=O 

ii} < a > + < b > = < a + b > {1 + < ab >} 

iii) <a> +<-a> =0 

Saliente-se que iii) é consequência direta de i) e 

ii) e que tal caracterização seri usada mais adiante. 



CAP!TUlO li 

CORPOS FORMAlMENTE REAIS 

Parte 1 

Estudaremos a seguir um dos aspectos mais interessan 

tes do Anel de Witt, a estreita relação entre os ideais primos não-m~ 

ximais e as ordens de F. Na verdade existe uma correspondência 

biunTvoca entre eles. Este fato~ de grande utilidade, pois conhe­

cendo-se a estrutura de ordem de um corpo F, podemos tirar conclu 

sões sobre os ídeaís de W(F) e do prõprío W(F). 

O calculo do Anel de Wítt de um corpo nem sempre -e 

fâcil, mas conhecendo-se suas ordens, sempre podemos obter algumas 

informações. 

Relembremos alguns fatos sobre ordem em um corpo. 

Seja P um subconjunto de um corpo F, gozando das se­

guintes propriedades: 

O - 1: Dado x em F, temos que ou x E P, ou x = O, ou -x E P, 

isto é, Fê a união disjunta de P, {o} e -P 

O - 2: Se x e y estão em P então x + y E P e xy E P. 

O subconjunto Pé denominado cone positivo de F. 

Podemos definir, sobre F, urna ordem colocando: 
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>v-x,>v-y, x YE F, x < y 

se e somente se y - x E P. Afirmamos que, para todo x, y e z em F, 

as seguintes propriedades são de verificação imediata. 

1 - se x < y e y < z então x < z 

2- Tricotomia. Apenas uma das afirmações a seguir e verda 

de i r a: x < y. x = y ou y < x. 

3 - se x < y e O < z. então xz < yz 

4 - se x < y, então x + z < y + z 

Vemos então que < e uma relação de ordem e diremos 

que F é ordenãvel por P. 

Se x ti P, então X lê -P e X <O. Diremos que X é neg~ 

tivo e -P passa a ser denominado o conjunto dos numeras negativos 

em F. Usaremos também x > y quando x - y E P. 

Podemos observar que se Fê ordenado por <, então, 

em F, o conjunto P = x E F, x > O J tem as propriedades exigidas pa 

ra um cone positivo. Assim existe uma bijeção entre ordens de F e 

os cones positivos de F. 

Mais adiante veremos que se -1 nao for soma de qua­

drados em F (F formalmente real) então este ser~ orden5vel. 
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Observação 1: Se assumirmos F ordenãve1 por P, então com 1 F O, t~ 

remos 1 E P, pois caso contrãrio -1 E P e 1 = (-l)(-1) E P, absur­

do. Por O - 2 vem que 1 + 1 + ... + 1 E P e assim F terã caracte­

ristica zero (car F= 0). 

Voltando a W(F), veremos alguns resultados que nos 

auxiliarão na classificação dos ideais primos de W(F). 

Definição 1: O conjunto dos ideais primos de W(F) e chamado espe~ 

tro e indicado por Espec (VI(F)) 

Observemos primeiramente que se Y E Espec (W(F)) en­

tão, para todo O F a E. F, vem que < a >E ± 1 + Y, pois sabendo 

que (<a>) 2 = 1, teremos(< a>-1)(<a > + 1) =O E v. Logo, como Y 

ê primo,< a>+ 1 E Y ou< a>- 1 ( Y. 

Proposição 1: Se Y E Espec (W(F)) então W(F)/Y ~ Z ou W(F]/Y -· F
0 

Demonstração: Seja q em W(F)~ q:: <a
1

, a
2

, ... , a
0
>=<a

1
>+<a

2
>+ ... +<an> 

Para cada i, <a
1

>E (-l)c; + Y, onde e 1 e O ou 1. Assim 

n 
q + y = L; (( -1) e í + Y) = m < 1 > + Y, m in te i r o. 

i = 1 

Vemos então que W(F)/Y e c1clico gerado por < 1 > + Y 

e portanto W(F)/Y = Z ou W(F)/Y • Z/nZ. Como Y i primo, W(F)/Y e 

um anel de integridade. Logo n = p e te~os W(F)/Y • Z ou W(F)/Y = F
0
. 
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Ate o presente momento, o Üníco ideal do espectro de 

W(F) conhecido ê IF, o ideal das formas pares, apresentado na pa­

gina 31, ob~ervação 13. 

Agora daremos outra caracterização do ideal IF. 

Teorema 1 

í) IF e o ünico ideal mãximal de W{F) contendo 2 = <1> + <1> 

ii) se Y e ideal primo nao- maximal de W(F) então Y c !F 

Demonstração: 

i) Vamos supor que M0 ê outro ideal com 2 E M0 . 

Então K = W(F)/M 0 e um corpo, com car(K) = 2, pois 

2 = O em K. Assim 

Para qualquer u = < a 1 > + < a2 > + ... + < an > em 

W(F), com ai # O, para todo i, temos 

e(< a; >) 2 = 1 = 12 , e e o isomorfismo acima. 
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Logo 

[e(< ai>) -1]2 =o 

e portanto e(< ai>) = 1 E F2 

Vemos então que 

e ( u) ={o. se 

1 • se 

n e par 

n e ímpar 

e teremos u f M0 = e-1 (O) se e somente se n é par, isto é, M0 =!F. 

Para verificarmos ii), tomemos um ideal primo nao-ma 

ximal Y, de W(F). 

Temos entio que W(F)/Y = Z. De um modo geral, ao to-

marmos o ideal pZ de Z, teremos que e- 1 (pZ} e um ideal maximal de 

W(F) contendo y, onde a e a projeção e: W(F) ____,. W(F)/Y = z. Ao con 

siderarmos o i de a 1 2Z de z , teremos a-1(2Z) maximal em W(F) conten 

do 2, isto e , e- 1(2Z) = !F e assim i i l segue. 

Tendo em mente estudos de resultados que nos permi-

tam ter uma visão mais abrangente do Anel de Witt de um corpo, a-

travês da intrínseca relação entre os homomorfismos de anel de W(F) 

em Z, os ideais primos de W(F) e as ordens de F, formalizaremos o 

conceito de ''função assinatura'', que jã apareceu no teorema 8, ca-

pHulo I. 
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Definição 2: Sejam F um corpo e R um anel comutativo. Urna função 

s: F~R satisfazendo as condições abaixo ê chamada assinatura. 

i)s(O)=D 

ii) s(l) = l 

iii) s(ab) = s(a) s(b) 

iv) s(a) + s(b) = s(a + b)ll + s(ab)) 

Teorema 2- Seja I* W(F) um ideal. As seguintes afirmações sao e­

quivalentes. 

(l) I e um ideal primo não-maximal de W(F) 

(2) Existe um Unico cone positivo P de F tal que a t P se 

esõse<a>-1€!. 

{3) Existe uma Unica função assinatura t 

t(a) = 1 se e sõ se < a > -1 Eõ I. 

F __,..z tal que 

(4) Existe um unico homomorfismo e: >I(F)_,.z com ker (o)= I 

Em particular a cada cone positivo de F corresponde um unico ide 
al I primo não - maximal de W(F). 

Demonstração: (1) >(2) 

Definamos a < 1 b ~< b- a > - 1 € I e verifiquemos 
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que <I e uma relação de ordem. 

i) se a <I b e b <I c então <b- a> - 1 E I e <C- b>- l t I 

Assim 

( <b-a>-1 )( < c-b>-1) = < b-a>< c-b> -<b-a> -<c-b>+ 1 =<b-a><c-b>-<b-a>-<c-b>+ 2- 1 

= (<b-a><c-b>-1)-<b-a>+l-<c-b>+l tI 

Como -<b-a>+ 1 e -<c-b> + 1 pertencem a I. temos que 

<b-a><c-b> - 1 e I (A) 

Queremos mostrar que 

<c-a>-lEI 

Temos que 

<b-a> - 1 + <c-b> - 1 E I 

Daqui_ 

<b-a>-l+<c-b>-1 =<b-a+c-b>( l+<b-a><c-b>) -1-1 =<c-a>-1 +<c-a><b-a><c-b>- 1 
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= <c-a>-l+<c-a><b-a><c-b>+<c-a>-<c-a>-1 

= <c-a>-l+<C-a>(<b-a><c-b>-l)+<c-a>-1 

= 2(<c-a>-1)+<c-a>(<b-a><c-b>-l} t I 

Por (A), vem que 2( c-a -1) E I e desde que2~ !,pe­

la proposição- l, temos que <C- a> -1 I, isto~. a <I c. 

íi) tricotomia 

Jã vimos que se b - a # O então < b-a >-E + 1 + I 

Então: 

se <b-a> E 1 +I, vem que <b-a> -1 E I, ou seja, a< b 

se <b-a>E -1 +I, vem que <b-a> + 1 E I 

ou - <b-a>-1 E I. ou ainda, <a-b>-1 E. I e assim b < a 

se b-a = O, trivialmente tem-se a=b 

iii) se a < 1 b e O <I c então <b-a>-1 E I, <C>-1 € I e 

< bc- ac>- 1 = <C><b-a>- 1 + <C>- <C> 

= <C> (<b-a>- 1) +<C>- 1 & I e portanto ac < bc 



- 53 -

iiii) se a <
1 

b então <b-a> -1 E I e de 

<b-a> -1 = <b+c-a-c>- 1 = <b+c-(a+c}>- 1. 

vem que a + c < b + c. 

(2} ,.,. (3). Definamos t: F__,. Z colocando 

O,sea=O 

t(a} = l, se a E P 

-l,seafP 

Verifiquemos que t satisfaz as exigências da função 

assinatura. 

i) segue pela definição de t 

ii} t(l} = l, pois l E P 

i i i} - se a = o ou b = o então t(ab} = t(a} t(b} 

- se a E p e b € p então ab E p e t(ab} = l = t(a}t(b} 

- se 
a * p e b ~ p então ab E p e t(ab}=l =-1.-l=t(a}t(b} 

- se a $ p e b f p então ab ~ p e t(ab}=-1=-l.l = t(a}t(b} 

iv} -se a= O ou b =O então t(a}+t(b} = t(a+b}(l+t(ab}) 
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- se a e P e b E P então t(a) = l, t(b) = 1, t(a+b) = l, t(ab)=l 

e 2 = t(a) + t(b) = l(l + l) = t(;Jtb)(1H(ab)) 

- se a f P e b !f P então t(a)=-1, t(b)=-1, t(a+b)=-1, t(ab)=l 

e-2 = t(a) + t(b) =-l(l+l)=t(a+b)(l+t(ab)) 

se a <t P e b E P então t(a)=-1, t(b)=l, t(ab)=-1 

e t(a) + t(b) =O= t(a+b)(l+-1) = t(a+b)(l+t(ab)) 

(3) ==> (4) 

Pelo teorema 8, capitulo I, existe um Gnico homomor­

fismo e: W(F) --'>-Z com e(<a>) = t(a) para todo a E F. 

De e(l) = 1, vem que e e sobrejetor e o nücleo N, de 

e, e um ideal primo não-maximal de W(F). 

Como (l)==> (2) ==>(3), existe Ünica t': F-õ>Z tal que 

t'(a) = 1-=- <a> -1E N 

Temos então que 

t'(a) = 1<=-e( a)= l-=<>t(a) = 1 

e portanto 

t' = t e <a>- 1 € N~<a>- 1 E I 
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Agora como t(a 2 ) = 1, vem que t(a) = ± 1 e assim se 

t(a) = 1 temos <a> - 1 E I =><a>-1 e N e se t(a)=-1 então ( -1) t(a) = l 

ou t(-a) = 1. Logo <-a>- 1 e I e portanto <a> + 1 E!. Conclu1mos 

então que <a> + 1 E N~< a>+ l E I. 

Mostremos que N C I. 

Seja q = < a 1 , a 2 , .•• , a n > E: N , com a i f- O • V. i . 

Observemos que a dimensão de q é par, pois N C IF. 

Colocando 

a. = 
1 

e reagrupando, podemos escrever 

n/2 

=I 
i= 1 

<b .> 
1 

n/2 

+I: 
i= 1 

<C.> 
1 

n/2 

=I 
i=1 

(<b.>-1) + 
1 

n/2 

I: 
i= 1 

(<c.>+l) 
1 

com<b.>-l€N e <c.>+lEN,ouseja,<b.>-l'2Ie<c.>+lEI. 
l 1 1 1 

Logo q = <a 1, a 2 , ... , an> € I. 

Demonstrado que N C I, veremos que N = I. 

Temos que W(F)/N = Z e assim o ideal l/N = (d) 

Consideremos [d) t (0). 
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Como e(d<l>) E e(I) vem que e(d<l>) = e(x), x E I. 

Logo B(d<l> - x) = O, ou seja, d<l> - x € N. 

Assim d<l> E I 

De ( <d> )2 = 1, vem que <d> + 1 € N C I ou <d> -1 E N C I. 

Conclulmos assim que 1 E I ou - 1 E I, que ê uma con-

tradição, pois I f W(F). 

Portanto l/N = (0), isto e, I = N. 
(4) =""> (1). Imediato 

A ijltima afirmação no teorema 2 decorre da pr5pria demons­
tração das anteriores. 

Proposição 2: SejaM um ideal maximal de W(F), fi f !F. Então exis­

te um Ünico ideal primo Y com Y * M. 

Demonstração: Ji v1mos que paraM maximal, W(F)/M = Fp' com p pri­

mo lmpar, pois M í IF. 

Sabemos então que existe um isoformismo 

g: W(F)/M -.. Fp 

Consideremos a relação<, sobre F, definida por 

Vejamos que < e uma relação de ordem. 

1) se a< b e b <c então g[<b-a> + M) = 1 e g(<c-b> +fi)= 
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Mas, por iv ~ teorema 8 

<b-a> + <c-b> + M = <c-a>(l + <b-a><c-b>) +Me assim 

<b-a> + M + <c-b> + M = <c-a>+ M + (<C-a>+ M)( <b-a> + M) (<c-b> + t1) 

Aplicando g em ambos os lados da última igualdade, vem 

1 + 1 = g( <c-a>+ M) + g( <C-a>+ M) . 1 • 1 = 2( <c-a> + M) 

Como 2 ~O, temos g(<c-a> + M) = 1, isto ê, a< c 

2) tricotomía 

Supondo b- a# O, vem que(<b-a>) 2 = 1 assim<b-a> =±1. 

Logo, desde que p t 2, vem que 

g(<b-a> + M) = ± 1, isto e, a < b ou b < a 

3) se a< b e a< c então g(<c> + M) = 1 e g(<b-a>+ M)=1 

Como g(<bc-ac>+M) = g(<c>(b-a)+ M) = g(<C> + M) . g(<b-a> +M) = l 

temos que ac < De. 

4) se a < b então 1 = g( b-a +M) = g(<b+c-(a+c)>+M). Assim a+c<b+c. 

Observamos, pelo teorema 2 , que existe um ideal primo não-maximal 

Y, com a < b~ <b-a> - 1 E- Y. Mas a < b--=>g(_<b-a>+M)=l~g{<b-a>-l+M)=O 
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Assim <b-a> -lEM. 

Temos então que para qualquer a F O, a E F, 

<a> - 1 E Y<=><a> - 1 E M (A) 

Consideremos u = <a 1> + + <an> em W(F}, com ai F O, 

para todo i. Sabemos que <a;> E.± 1 + Y e com o W(F}/Y ""'Z, vem que 

u E Y se e somente se para metade dos 1ndices í, <a.>- 1 € Y. Te-
' 

mos também que se M ê maximal então W(F)/M::: Fp e <a;> E'!" 1 + M. As 

sim, vem que~ se para metade dos tndices i, <a 1> - 1 ( M, então 

u EM (observe que aqui não vale a rec1proca). Agora de (A), vemos 

que se <a;>- 1 € Y então <a;>~ lEMe assim se ue Y, u EM, don 

de se conclui que Y ~ M. 

Vejamos} por fim, a unicidade de Y. 

Supondo que Y0 seja outro ideal primo não-maximal de 

W{F) com v0 Çf._ M, então pelo teorema 2, existe uma ordem <o com 

<b-a> - 1 E Yo<=>a <o b. Notemos que se a <o b então <b-a>- 1 EM 

e assim a < b. Vemos então <
0 

e < sao as mesmas ordens e pela cor­

respondência biunivoca entre ordem e ideais primos não-maximais, te 

mos Y0 = Y ·• 

Corolário: Se F nao e ordenãvel então IF e o Unico ideal primo de 

W(F) e W(F) i local. 

Demonstração: Sabemos pelo teorema 2 que nao existe um ideal pri­

mo Y ~ não-maximal e, pela proposição 2, vem que não existe um ídeal 
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maximal M ~ !F. • 

Observação 2: Pela Ultima proposição, cada ideal maximal contém um 

Ünico ideal pri'mo. Além disso todo ideal primo, não-maximal, estã 

contido em IF e numa coleção de ideais maximais, sendo um para ca-

da primo. O esquema abaixo nos ajuda a perceber melhor essa situação. 

\h 
Observação 3: Vale ressaltar que, em geraL W(F) nao e um anel de 

integridade, mas quando isto acontece, podemos afirmar que (O} e o 

finico ideal primo não-maximal de W(F). 

Exemplo 1: Como veremos a seguir, W(R) ~ Z e W(F 3) ~ Z/4Z. Ass ím 

(o) ê o Uni co ideal primo 'não-maximal de W(R), o que nao ocorre em 

W(F 3). 

Exemplo 2: Seja F = R, o conjunto dos nGmeros reais. Sabemos que 

em R todo elemento ê um quadrado ou o simétrico de um quadrado. As 

S 1. m F/ f2 -- ( +_ 1), · t d 1 d · t · t ou seJa, emos apenas uas c asses 1s 1n as de 

quadrados. Logo uma forma anisotrõpica de dimensão n, sobre W(R), 

diagonalizada, não pode ter coeficientes diferentes. Portanto para 

cada n, temos duas formas anisotr5picas, n<l> e n<-1>, Pela corres 

pendência bijetora entre os elementos de W(F) e formas anisotrõpi 
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cas, vemos que W(F) ~ z. 
Como em R esta definido apenas um cone positivo, te-

mos que W(R) admite um Unico ideal primo não-maximal. A saber 

I= (0). Podemos observar ainda que o ideal das fprma> p~r~s Ir~ 2Z, 

Aproveitamos este exemplo para fazer mais alguns co~ 

mentirias a respeito da 1'assinatura" de uma forma quadrâtica em 

W(R), vãlidos também para corpos reais fechados. 

Na diagonalizaçâo de uma forma quadrãtica q, o nume­

ro de coeficientes positivos e o numero de coeficientes negativos 

ê unicamente determinado. De fato~ seja q n -dimensional, onde 

r<l>l (n- r) <-1> e S<l> ..L (n- s)<-1> são duas diagonalização de q. 

Passando para o anel de Witt, obtemos 

r<l>- (n-r)<l>= s<l>- (n- s) <1> 

em W(R}, e consequentemente 2r <1> = 2s <1>. Como W(R) :::. Z, tere-

mos r = s. 

Se "+ = r representa o nGmero de termos com coefi-

cientes positivos e n = n - r o nümero de termos com coeficientes 

negativos, então a assinatura de q e definida por 

n - n + = 2n - n + 

Nestes casos a assinatura ajuda na verificação de 

equivalências de formas quadrãticas, pois duas formas serão equi­

valentes se e so se tiverem a mesma dimensio n e a mesma assinatu-

r a. 
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Antes de calcularmos o anel de Witt de um corpo fini 

to qualquer, veremos um caso particular. 

Exemplo 3: Seja F • F3. Como car(F 3) f O, F3 nao e ordenivel, logo 

W(F 3} não possui ideais primos não-maximais. 

As finicas formas anisotr5picas de ~(F 3 ) sao <O> 

<l>, <1, 1>, <2> = <-1> e assim W(F 3) = Z/4Z. Todas as outras for­

mas são isotrOpicas; pois qualquer forma q = <a 1 , ... , an> que co!! 

tenha q
1 

= <1, 1, l> ou q 2 = <1, -1>. Vemos que q 3 = <-1, -1> co­

mo uma subforma sera anisotrõpica. Esta Ultima ê anisotrõpica pois 

e equivalente a X) + X~ e ambas representam um mesmo elemento de F3 . 

Neste exe1rplo IF ={o, 2}. onde 2 = <1, 1>. 

Observação 4: Com o exemplo acima podemos perceber a dificuldade 

em se calcular o anel de Groethendieck de um corpo, pois mesmo num 

caso relativamente simples como F3 , W(F 3) teri infinitos elementos 

consistindo das combinações possíveis de <l> e <-1>. 

Exemplo 4 - Analizemos W(F} quando F for um corpo com q elementos, 

q = pm. p 

que - 1 ' 
~ 

primo di te rente de 2 e m natural. 

F' 
p 

E sabido . que -1 E F' p se e so se p = 1 (mod. 4) e 

quando p = 3 (mod. 4) 

Veremos primeiramente o caso em que p e 1 (mod. 4). 

Temos então que -1 E F~, isto e, exiSte w E: Fp com 

Consideremos F de característica p. Como todo corpo 
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então F 

vem que 
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possui apenas duas classes de quadrados . 
= F'U uF 2 • Assim 

a i • b" ou a. = 1 1 u 

se <a l ' a2, 

b~. Lo9o 

2 
- <b. ' 

11 

... ' 

... ' 

distintas, F/F 2 = { 1 • ü}, 

a >e n W (F) , com ai f- o. 

... ' 

onde r + s = n. 

Podemos ver então que 

<a 1 , ... , an>,:::: <l, .•• , l>+<U><l, •.. , 1> 

Vamos estudar a forma <1, 1, ... , 1>, de dímensão m, 

separadamente. 

i) sem= 2t, então <1, ... , 1>=<1, w2 , 1, w2 , ••. , 1, w2 > 

::: <1, -1 •..• , 1, -1> = tH 

.. ) 2 l t- l l l o l 2 l 2 l 11 sem= t+ ,enao<, , ... , > <,w, ,w, ... , > 

:::: <1, -1,; .. ,, 1, -1> + <l> = tH + 1 

Vemos então que 
o 

<l>+<U> 

<l> 
= < 1 , U> 



- 63 -

e esses sao os ünicos elementos distintos de W(F), isto e, W(F) tem 

ordem 4. 

W(F)~ como grupo, nao pode ser Z/4Z, pois no caso es 

tudado todo elemento tem ordem 2. Logo, como grupo W(F) é isomorfo 

ao grupo de Klein. Como anel, W(F) i isomorfo a ilgebra de grupo 

F2 [F/F 2], pois [ 1, ü) ê uma base de tal ilgebra e 

O = <O> = O • 1 + O • u 

< U> = U< 1 > = 0 • 1 + 1 . U 

1 = <l> = 1. 1 +o. u 

<1, U> = <1> + <U> = 1. l + 1. U 

Vamos ver o caso em que p s 3 (mod 4) e assim -1 i F2 
p' 

Dividiremos esse estudo em duas partes 

1~) Vamos supor (F: Fp] = n, n fmpar 

Aqui teremos também que -1 'f F2 , pois caso contrário 

V-1 € F e F p C F p ( N) c F. Como [F: F PJ = [F: F p( N) ][F P( R): F 
0

], 

terTamos grau de [F: Fp] par, pois [ Fp(y:l): Fp]" 2. (Absurdo). 

Agora como -1 f F2 , podemos tomar 
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Assim, se q = <a 1 , ... , an> E W(F), com ai i O, então 

<a 1 , ... , an>::: <l, ... , 1> + <-1>-<l, 1 • ... , 1> 

Como num corpo finito - l sempre e soma de dois qua-

drados, pois se -1 6 F' então - l E D ( < l , b). Agora se - l 'I F' con 
. . 

síderernos os conjuntos F2 e l + F2 que sao subconjuntos de F de 

mesma cardinalidade. Observamos que l+F2fF 2 pois 1 E F2 e 1 ~ l+F2 . 

Assim existe x"' 1 + z2 # F2 • Como -14 F2 , vem que l + z2.; O e 

portanto F/F 2 = (1, 1 + z').Como lE D(<l, l>) e l+z 2 E D(<l, b), 

tem-se que F= D(<l, 1>), ou seja, -lê D(<l, h). Tomando 

-1 = u2 + v2 , u, v E: F teremos <1, 1>:: <-1, -1>. 

Analisando a forma de dimensão m 

<l,l, ... ,l> 

e considerando m 2t então: 

se m = 4~, teremos q = O 

sem= 4R. + 2, teremos q = <1, 1> 

Tomando m fmpar teremos: 

se m = 42. + 1, então q = <1 > 

então 
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sem= 42. + 3~ então q =<1, 1> + <1> = <-1,-1>+<1>=<-l> 

Observamos~ portanto que W(F) = {O, <l>, <-1>, <1, 1>} € 

ciclíco com gerador q0 = <1>, pois <1, 1> = 2q 0 e <-1> = ~q 0 . ~~­

sim W(F) = Z/4Z, O isomorfismo do anel acima ~ facilmente comprov! 

do tomando <1>: Z/4Z _... W(F), com <!>(ti) o n <1>. 

2? - Consideremos F uma extensão de FP de grau n. n par. 

Sabemos que qualquer extensão de um corpo finito e 

galoisiana cTclica. Assim o grupo de Galois G(F, F
0

)oZ/nZ=(Õ,l, ... ,n-1) 

tem um subgrupo H o (O, 2, 2.2, 3.2 ... ) de ordem n/2 e portanto 

I G/H I o 2. 

Vemos então que Fp admite uma extensão intermediiria . . 
N o F

0 
({X), de grau 2. Como x o y 2 ou x = -y2 , pois F

0 
=F~ U (-1) F~, 

podemos tomar No Fp ( N). Mas então {.:1 E F, isto e, -1 e urn 

quadrado em F e reca1mos no caso onde p=l (mod 4) e W(F) = z2 [F/F2 ]. 

Vimos assim que se F € um corpo finito, então W(F) 

sera isomorfo a ãlgebra de grupos z2 [F!F 2 ] ou ao anel Z/4Z. 



CAPITULO I li 

CORPOS FORHALMENTE REAIS 

Parte 2 

Neste capitulo estudaremos os cpnc,itos de carpp fo~ 

mal mente real, real fechado e pitagÕríco e veremos alguns resulta~ 

dos envolvendo o anel de Witt de tais corpos. Tamb~m. com o intui-

to de se demonstrar a Forma Fraca do Teorema de Springer introduzi 

remos o conceito de transferência de Scharlau. 

Aqui F representari um corpo qualquer. 

Definição l - Dizemos que F ~ um corpo formalmente real se -1 nao 

i soma de quadrados em F ou se para qualquer nGmero natural n, a 

forma quadrãtica n<l> = <l, 1, . . . , 1> ê anisotrôpica sobre F . 

Observação 1 - Se F é formalmente real então car (F) = O, pois ca-

so contrãrio teriamos 

ou seja 

J_y 1 + ..• + =o 
n vezes 

-1 = ,1:_+_1~+,_:'..:'..:'_+-CJl = 12 + 12 + , ,. + J2 (Absurdo) 

( n- l) vezes 
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Para um corpo F qualquer a( F} denotarã o conjunto dos 

elementos de F que podem ser expressos como soma de quadrados. 

Assim cr(F) ={a E F, a= 

natural]. 

Teorema 1 

a2 + 
l .•• + 

i) cr(F) e fechado em relação ã adição 

ii) o(F) -{O]ê um grupo multiplicativo 

a2 " , 

iií) se F nao e formalmente real então o(F)={~ 
F' 

Demonstração 

í) Õbvia. 

íí) seja x/c O, x E a(F). Então 

para algum n 

secar(F)/c2 

secar(F)=2 

X = xf t X~ + , , . + X~ e (

X \
2 

X 
2 

_1_ = _!<_ = - 1
1 + ••• + (_ll)E o( F) -I o] 

X x2 X X 

Assim todo elemento x E cr(F) - {O} tem um inverso 

1 E a(F) - {o}. As outras exigências têm verificações imediatas, 
X 
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. 
ili) se car (F) • 2, entio para qualquer x & F2 , vem 

e se x E o(F) então x = al+ ... +a~=(a 1 + ... a
0

) 2 E f2. Logo o(F) = FZ·. 

Agora sejam car (F) ~ 2 e x E F. Sabemos que o plano 

hiperbõlico e universal e portanto existe y e z fE F com x = y2- z 2 . 

Desde que (-1) E cr(F), vem que x • y2 + (-l)z2 E o(F), isto 

e, F C cr(F). Corno cr(F) C F, tem-se cr(F) • F. • 

Observação 2: Sejam P um cone positivo de F e F0 UM subcorpo de F. 

Podemos ordenar F0 tomando como cone P0 = F0 <1 P. Diremos então 

que a ordem em F0 é induzida pela ordem de F. 

Teorema 2: Sejam F um corpo com cone positivo P. Entio 

i) o(F) -(O) c P, isto e, soma de quadrados e sempre positivo. 

ii} F e formalmente real. 

iíí} se P 1 C F. dã outro cone em F e Pc P 1 então P = P 1
• 

Oemons tração: 

) 2 2 2 d i) Seja x ~O em o( F , x • x
1 

+ x2 + ••. + •n· Sempre po .e. 

mos assumir x1 ~ O, e se mostrarmos que x?- E P então x E P, 
1 

pois 
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P e fechado em relação a adição. 

ou -X. E p. 
1 

Temos x~ = (x;)(x;) = (-x;)(-xi) E P, pois ou xí E P 

ii) Desde que 1 E P, vem que -1 1 P e assim por i), vem que 

-1 ~ o{FL isto ê, -1 não ê soma de quadrados. 

íii} Suponhamos que exista xE P' tal que x f P. 

Então -x E P c P'. Absurdo.a 

Observamos~ pelos teoremas 1 e 2, que para corpos nao 

formalmente reais, onde car(F} # 2, todos os elementos sao soma de 

quadrados, o que impossibilita a existência de um cone positivo. As 

sim corpos não-formalmente reais não são ordenãveis. 

Proposição 1: Se Fê formalmente real e a extensão quadrãtica F(ya) 

não o ê, então -a~ o(F). 

Demonstração: Como F( '{a ) na o e formalmente real, temos 
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n n 

= L b~ + a L c? + 2 
i= 1 1 i= l 1 

n 
Observemos que L 

L b< 
1 

- 1 

L c4 
1 

em 

i = l 

F. Logo 

ou 

n 

L bi C; Vã 
i= 1 

d 
1 f. o, pois ca~o contrãrio te-

Desde que o(F) - (o) e um grupo multiplicativo, vem 

que -a E•(F). 

Definição 2: Um corpo F e dito pitagõrico se a soma de dois quadr~ 

dos ou mais, em F, é um quadrado. 

Observação 3: Na verdade, basta ex1g1r que a soma 1 + y2 seja um 
2 

quadrado, pois se a e b são quadrados, a+b=x2 +c2 =x2 (1+"-)=x2 (l+y2 ). 

x' 

Observação 4: Se F e pitagÕrico então o(F) = F2 . 

Definição 3: Um corpo F é dito real fechado se F e formalmente real 

mas nenhuma extensão algébrica prõpría de F o e. 

Teorema 3: Se F e real fechado então F e pitagÕrico. 
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Demonstração: Vamos supor que x = l + y2 nao seja um quadrado em 

F. Então F({X) ê uma extensão algébrica própria de F e assim nao 

formalmente real. Então pela proposição 1, -x = -1- y 2 E o(F), isto 

ê, -1-y2 = I:zi, Z; E F. 

Temos então que -1 =(L zi) + y2 E u(F), que e uma 

contradição. a 

O prõximo resultado dã uma caracterização dos corpos 

reais fechados, corpos estes onde todo positivo ê um quadrado e 

que possuem uma Gnica ordem. 

Teorema 4: Seja F um corpo rea 1 fecha do. Então 

. 
(1) Para qualquer x E F, ou x t F2 ou -x to F 2·• 

(2} F tem uma ~nica ordem, onde P = F2 . 

Demonstração: Vamos assumir (1) e mostrar (2). 

Ternos que O f P e agora a condição O -1 (pâg. 45) se-

guede(l). 

Vemos ainda que P = F2 ~ grupo multiplicativo e ain-

da, pelo teorema anterior, P + P c P. Logo O- 2 {pãg. 45 ) estã sa 

tisfeíto. 

Tomando P 1 c P, outro cone de F, teremos 

. 
o(F)=P=F2cp' 
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Assim P' = p' 

Agora mostraremos ( 1). 

Vamos supor que X f F'. Então F( )"X) na o e formalmen 

te rea 1 ~ desde que F ê real fechado. 

Pela proposição 1, -x E a( F) - ( 0}. Mas F e pitagÕ-

rico, logo cr(F) -(o} = F2 • Assim -x E F2 .111 

Observação 5: Tudo o que foi feito no cãlculo do anel de Witt do 

corpo dos numeras reais, e vãlido para um corpo F real fechado. En 

tão, aqui tambêm, W(F) = Z. 

A seguinte proposição nos garante a existência de cor 

pos reais fechados e ainda apresenta uma forma de obt~-los. 

Proposição 2: Sejam F um corpo formalmente real e F seu fecho alg~ 

brico. Então existe um corpo real fechado F' com F c F' c F. 

Demonstração: Consideremos a coleção S de todos os subcorpos for-

malmente reais de F contendo F. Temos que S f q:,, pois FE S. Seja 

{Fa} uma famllia ordenada {pela inclusão) de tais subcorpos. Então 

U F E S. Assim. pelo Lema de Zorn. existe um elemento F' E S 
a a 

que e maximal relativamente i inclusão. Podemos ver que F' ~ real 

fechado. 

O corolário a seguir darã uma melhor caracterizaçâo 

dos corpos formalmente reais. 

Corolirio 1: Um corpo F e formalmente real se e somente se possui 
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pelo menos uma ordem. 

Demonstração: 

<= ) Segue do teorema 2 

~>I Pela proposição anterior, existe uma 

brica F' ;l- F que - real e fechado. Tal extensão 

c a or·dem (teorema 4} . Isso nos leva a induzir uma 

colocando Po = F (1 p , onde p e o cone positivo de 

Proposição 3: Seja F um corpo. Então 

i) se F i quadraticamente fechado, isto i, 

um quadrado, então F ê pitag6rico. 

extensão alge-

possuí urna Uni 

ot·dem sobre F, 

F ' .111 

-todo elemento e 

ii) se F ê pitag5rico e nao formalmente real então F e qu~ 

draticamente fechado. 

i i i) se F e real fechado então F e pi tagõr·i co. 

iv) se F; sao subcorpos de um corpo n, -onde cada F. e pita-
' 

gõri co, então K = n 
1 

Fi é pitagÕrico. 
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Demonstração 

i) Õbvio. 

ii) consequência imediata de iii) teorema 1. 

iii) (teorema 3). 

iv) Consideremos x2 + y 2 , com x, y E K. Devemos mostrar que 

existe a E K com 02 = x2 + yz. 

Observe que para cada i, existe z1 t F.i com z~ = x2 + y2 • 

Assim, pata cada par de indices i, j, teremos z,
1 

+ . 
"' - ZJ . 

Fixando z. , teremos z. E K e z~- = x2 + y 2 . Assim 
lQ lQ lQ 

Teorema 5: Seja F um corpo. Então 

i) F~ pitag6rico e formalmente real se e somente se W(F) 

e livre de torção, isto ê, o grupo de torsão é Wt(F) ={o}. 

ii) F e pitag~rico e nao formalmente real se e somente se 

W(F) - Z/2Z. 

Demonstração: Vejamos primeiramente ii]. 
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Por ii) da proposição 3, vem que Fê quadraticamente 

fechado e logo W(F) :::: Z/2Z. A reclproca ê imediata desde que - 1 e 

um quadrado e <l, l> ~universal. 

i )(=>J Aqui basta mostrar que se q -· <a 1 , , .. , Ptl> e anis.q 

tr5pica então r. q ê tambêm anisotr5pica, r inteiro positivo. 

Suponhamos que {e 11 , ... , elr' ... , enl' ... ,enr) se 

ja um vetor isotrõpico para r. q, isto ê 

Como F e pitagôrico, fazendo ejl + . . . + el r - d2l ' ... 

e2 
n l + ... + e2 

nr = d2 
n ' di ~ F ' vem que a 1dj + . .. + a d 2 = o . Corno n n 

-q e anisotrõpica. segue que di = o e assim e .. = o ' pois senao a 
lJ 

hipiítese de ser formalmente real seria contrariada. Logo Wt(F) ={o). 

(<=)Observe que aqui basta supormos que W(F) 

2 - torsão. 

Vamos mostrar que F ê pitagõrico. 

na o tem 

Assumindo dI O, d = 1 +y 2 , y.;. F, teremos <1, 1>::;: <d, d>, 

pelo teorema 5, capltulo l e portanto 2<d> = z,l, em I<( F). Desde que 

W(F) não tem 2- torsâo, vem que <d> = <l>, isto é, dE F2 • 

ConcluTmos assim que F e pitag6rico. 

Agora por {ii), necessariamente, devemos ter F for-

malmente real. • 

De agora em diante usaremos a denominação corpo orde 

nãvel em lugar de formalmente real. 
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Definição 4 - Seja F um corpo ordenado com cone positivo P. Uma ex 

tensão â de F ~ denominada fecho real de F se: 

i) t- e real fechado 

ii) õ e algêbrica sobre F 

iii) a ordem sobre F e induzida pela Unica ordem de 6~ isto 

e,P=Á2nF. 

Observação 6: Cada corpo ordenado F admite um fecho real F relati 
a 

voa cada ordem a (ver 2.8, capitulo 8, [L]). 

Existe na literatura sobre formas quadr~ticas um re-

sultado, conhecido como Teorema de Springer, que garante que se 

uma forma quadrâtica ~ anisotr~pica sobre um corpo F, ela permane­

cerã anisotrõpica sobre qualquer extensão de F de grau lmpar. De­

monstraremos um resultado mais fraco, chamado forma fraca do Teore 

ma de Springer, mas que estã coerente com o enfoque escolhido nes 

te trabalho. 

Antes do teorema de Springer, faremos uma rãpida in­

trodução da função transfer~ncia de Sharlau. 

Seja K uma extensão de F. A partir de um 

quadrãtico (V, B, q), vamos construi!' urn outrc• 

(VK, BK, qK)' tomando VK ~ K ®F V, com 0F sendo n produto 

rial sobre F. 

F -espaço 

K- espaço 

tenso-
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Notemos que se { v
1

, v
2

, ... ' vn} e base para v então 

{1 0 v,' 1 ® Vz· ... ' l ® vn} e base para VK e a matriz simêtrica 

associada a q e a mesma que a associada a qK. Logo, se q ê regular, 

qK tambÊim sera. 

Observação 7: A função r*: W(F) -> H(K), induzida por r*('a'F) o <a'K' 

ê um homomorfismo de anel. 

Demonstração: Seja t: F__,. W(K) dada por t(a) - <a'K' V a E. F. 

Notemos qUe t satisfaz as condições i - iv do teore-

ma 8, do capftulo um, logo existe um ünico homomorfismo de 

Observação 8: Em geral r* nao ê um monomorfismo. Basta tomar 

r*: W(R) -">-l4(C) e vermos que r*(<l, l>) o Hc. Na verdade, para 

termos o rnonomorfismo, devemos exigir que [K: F) seja ímpar. 

Tomemos agora uma extensão finita K de F e o K- esp~ 

ço quadrãt-ico (V, B). Se g: K~ F é um F- funcional l·inear nao 

nulo, então gB: V x V~ F dã origem a uma forma bilinear·. Assim, 

do K-espaço (V~ B} conseguimos um F-espaço (V, gB). 
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Observação 9: Se (V, B) e regular então (V, gB) também o e. 

Demonstração: Vamos supor que (V, gB) nao ê regular. isto é, exis­

te um vetor x0 I O, x0 E V com (gB)(x 0 , y) =O para todo yE V. Co 

mo (V, B) e regular, existe y 0 E V com B(x 0 , y0 ) I O. Para qualquer 

escalar k E. K, temos 

Aplicando g vem 

g ( k) 

o que contraria o fato de g ser nao nulo .• 

Observação lO- O F- espaço quadrãtico (V, gB) e chamado "a trans­

fer~ncia de V'' e denotado por gV. 

Passaremos, a seguir, a definir um homomorfismo de 

grupo g*:W(K) --">V/(F). 

Observemos~ primeiramente que gK ~ o prEprio K com 

forma bilinear gB(a, B) = g(a. S), a, SE: K e B(a, S) =aS. 

lema 1: Seja { a 1 , 0'. 2 , •.. , am} uma base ortogona 1 de gK e façamos 

bi = gB("i' "i), para todo i. Então bi #O. 
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Demonstração: Vamos supor que exista tal que b. ogG(a.,a.) oq(a')oO. 
1 1 1 - 1 

Temos 

m 

a- 1 = 
i I: 

j o 1 

Logo 

1 o 'V tJ. a a. 
L! j 1 

e assim 

g ( l ) 

Agora, para qualquer j, temos 

a-:l=Ltsa 
J s s 

portanto 

'~ ts L a 5 aJ. 
s 

e assim 

O o q_(l) - t g(a 2 ) , - j j 
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Também 

e portanto para todo 1, vem que 1 . a; - ~ t~ a.~ aí ~ qss1m 

Concluímos então que g(a 1) =O, para todo i. Absur­

do, pois g i O. 

Lema 2: Seja (V, B) um K- espaço quadrãtico com base ortogonal 

(u 1, u2 , ... , unJ· Suponhamos que B(ui, ui)" c;E F, para todo i. 

Então ( uí uj} é uma base ortogonal de gV. 

Demonstração: Basta observarmos que os vetores 

e assim linearmente independentes. 

u.a. 
1 J 

Corolário: Se V e hiperbõlico então gV e híperbÕlico. 

s a o ortogonais 

Demonstração: Tomemos c 1 = 1, c 2 = -1 ~ c 3 = 1, c 4 = -1, etc e n par. 

Então gV ~ uma soma ortogonal de espaços que tem bases ortogonais 

como u1 aj. u2 aj. 

Agora gB (u 1 "j' u1 aj) "g(aj B(u 1 , u1 )) "bj e 
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Assim as formas quadriticas associadas sao somas or-

togonais de bjX~ - bjX~ que s~o equivalentes a somas do tipo 

XT - X~ .• 

Observação 11: g(V 1 e v2) = gV 1 "'gV 2 

Demonstração - Obvio, desde que g(B(u, v))= Q(B1(u1, v1)) + g(B 2(u2, v
2

)) 

onde s1 , s2 são as bilineares associadas a v1 e v2 e u = (u 1 , u2 ) 

e v= (v 1 , v 2) .• 

Definimos então a função g*: W(K) ___,.. I<(F) fazendo 

g*(V) = gV, que, pela observação e corolirio acima, ~. de fato, um 

homomorfismo de grupo. 

lema 3: A composição W(F) r* - W(K) 
o* 

--"-;>. W(F) coincide com a 

multiplicação em W(F) por gK, isto e, (g*o r*)(V) =V® gK. 

Demonstração: Seja V= <a 1 , ... , an>' onde a1 E Fe{s1, s2 , ... ,f\)"ê 

uma base ortogonal de VF com B(B 1 , s 1 ) = a 1 . Tomando {Yp y2, ····Ym) 

uma base ortogonal de gK, temos que { B; ® yj} é uma base para gV 

pelo Lema 2. 

que 
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Teorema 6: (Forma Fraca do Teorema de Springer) 

Seja K uma extensão finita de F de grau Tmpar. 

Então a função r*: W(F) ~ W(K) ê injetora. Ternos aín 

da que W(K] e uma extensão inteira de W(F). 

Demonstração: Escolhemos F e K com F y, K e [K: F] o menor possí-

vel, contrariando o teorema~ isto ê, r* não injetora. 

' Tomamos a~ K tal que a y F. 

Então (K: Fj = [K; F(a)j (F(a) ; F) e a composta 

W(F)_,..W F(a) ..._,.. W(K) e W(F) _,..W(K). Assim pelo menos uma das fun 

ç~es envolvidas deve ser não injetora. Se fosse a primeira teria­

mos F ~ F{a) e chegariamos a uma contradição, país a t F. logo de 

ve ser a segunda e então chegamos que K = F(a). Observamos que nas 

duas conclusões usamos a condição de minimalidade. 

Tomemos então [K: F]= 2m+l. Então[ l, a, a2 , ... , a2m) 

e uma base para K sobre F. 

Vamos definir g E HomF(K, F) por 

para todo b0 , ..• b 2111 E F. 

Observemos que gB(ai, aj) = g(a1 . aj) =g(ai+j) =O, para 

1 ~ i, j f me consideremos o subespaço U ~ Fa + Fa 2 + ... Fa 111 • Te 

mos gB ( u l , u2) = o par a todo u 1 , "2 E u, isto e , u e trivial. Temos 

também que dim u = m e que (gK)tr = { o ) pois para s I O E K , vem 

que gB(S, B- l ) = g ( 1 ) I o . 
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Pelo teorema 4, capltulo 1, vem que dim(gK)hy , 2 dimU- 2m. 

Mas gK = (gK)an a (gK)hy (ver Teorema da Decomposiçio). Assim 

2m + 1 = dim[gK) - dim(gK) + dim(gK)h an y 

Desde que dim(gK)hy e par e 2m~ dim(gK)hy~ 2m+l, temos 

que dim(gK)an = 1. 

Tomemos agora ul E" K' um vetor anisotrÕpico: 

Então gB(u 1 , u 1 ) - g ( u 1 . u 1 ) - b I o e pa ~~a XE gK, 

X - aul + v, v E (gK)hy vem que gB (X, x) - a2 g(ul.ul) e as-

sim gK e < b >F em W (F) • Desde que 1 - < b > < b- 1 > 
' vem que 

(gK) e uma unidade. 

Como jã foi visto, a composta W(F) .C:.. W(K) ~ W(F) 

e a multiplicação em W(F) por gK, que e uma unidade, logo injetora. 

Assim r* tamb~m i injetora e chegamos a uma contradição. Mostramos 

assim a primeira parte do teorema. 

A segunda parte decorre do fato de W(K) ser gerado 

por elementos da forma <b>K' de cada uma dessas formas satisfazer 

x3 - x "'O e soma de inteiros ser inteiro. • 

Corolirio: Seja < uma ordem sobre F. Então para qualquer extensão 

finita de grau Tmpar K de F, existe uma ordem sobre K, que restri-

ta a F, coincide com<, 

Demonstração: Seja Y um ideal primo não-maximal de W(F) correspon­

dente a ordem<. O teorema Goíng Up (ver[ Z]) garante que se I<(K) 
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i inteira sobre W(F) e Y ~ um ideal primo em W(F) então existe um 

primo P de W(K) com P n W(F) ~ Y. Sabemos também que Y ê não-maximal 

se e somente se P o e. 

Seja então < a ordem sobre K correspondente a P. Pa 
p 

r a a, b E F, temos 

a <p b-=><b-a>-1 E P n W(F) ~ Y<=>a < b.8 

Proposição 4 - Se F ~ ordenâvel então assim e toda extensâo K de 

F, finita de grau lmpar. 

Demonstraçio: Consequ~ncia imediata do corolârio anterior. 

Veremos a seguir alguns exemplos. 

Exemplo 1: Seja F um corpo formalmente real com 

. . . . 
F ~ F2U (-F2) U (2F2) U (-2F2) 

Observemos que W(F) e adi tivamente gerado por <1> e 

<2>~ pois se q = <a 1 , .... 
Assim q :: t 1 <l> 1... t 2 <2>, com t 1 , t 2 e Z. 

Podemos dizer tambem que <1> e a forma 

, "' <1, -2> geram W(F), pois 

binária 
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[ < 1 > l - [ < 1 , - 2> l = [ < 1 > l + [ <-1 , 2>] = [ < 1 > 1 <- 1 , 2> l = [ < 1 , - 1, 2> l = [ < 2> l 

Aqui [q] representa a classe da forma quadr3tica q. 

Temos também que 2, = c ..L, = <1, -2, 1, -2> ê iso-

trõpica. Logo, pelo teorema 4, capitulo 1, 2T :: <1, -1> _L <a, b>. 

Desde que disc(2T)=l, vem que disc(<a, b>) = ab = -1. Logo, 

pelo teorema 3, capitulo I, tem se <a, b> = <1, -1> e assim 

Tambêm, pelo argumento acima, , 2 = <1, -2> ® <1, -2> ,_ 

= <1, -2, -2, 4>:: 2H =O. 

Tomemos a aplicação <p:Z[t]-;..W(F) dada por 

que, obviamente, e um homomor-

fismo de anel, sobrejetor. 

com 

Mostremos que ker ~ = <2t, t 2 > 

Claramente <2t, t 2 >Cker<p, pois<p(2t) =O e<p(t 2 ) =0 

Agora seja '\'a.ti E z[t} com'f('\'a.ti) =O. 
L1l L..il 

Temos que I; a
1

t 1 '= a 0 + a 1 t +.L piti. 
1 <:: 2 

Observemos que 

'\' i 
=L-a·T 1 
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se i par 

• < se 1 1mpar. 

Em qualquer caso, teremos 

Assim 

Temos então que <ao> + a1T ê híperbÕlica. isto -
e' 

<a0> + a1T = n H .. Logo dim(<a0> + a1T) e par e portanto a0 =O. 

Chegamos então a a1T =O. Colocando a1 = 2r + s com 

s =O ou s = 1, conclulmos que 

= Y' , 2T + ST =ST={T' 
o, 

para s 

para s 

= 1 

= o 

Como r nao ê hi perbÕl ica, pois -2 nao e um quadrado 

em F, se sr =O então s =O. E portanto a1 = 2r. 

Temos então 

= r . Zt + ( L: 
h2 
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Conc1uimos assim que ker 'I'= <2t, t2> e W(F) "--'z'-'[c:t"-]­
<2t. t 2> 

Temos <2t, t 2 > c <t> c <p~ t> para qualquer primo p. 

Assim <p, t> sao os ideais primos maximais de W(F). Tambim <t> 

~ o finico primo não-maximal. Observamos ainda que Wt = <t> •. Nesse 

caso IF = <2, t>. 

Segundo a representação usada na pâgina-59 teremos 

!F = < 3' t> 

-
Exemplo 2: Sejam R1 e R2 corpos reais fechados contidos 

K=R
1
nR

2
. 

em Q e 

Como R1 e R2 sao reais fechados vem que R1 e R2 sao 

pitagÕricos e assim K = R1 (\ R2 é pitagõrico. 

Podemos observar que K tem pelo menos uma ordem, pois 

a ordem de R1 ou R2 induziri uma ordem em K. Assim K ~ formalmente 

real. Veremos abaixo que K tem no mãximo duas ordens. Ou, ainda mais, 

que as duas possiveis ordem de K são as induzi das por R2 
1 e R~. 

Suponha~os que K possui três ordens p1 = R2 n K, 1 

Pz = R2 n K 2 e p3' com p3 ' p 1 e p3 1 Pz, ou seja. P3f P1 e P 31 Pz. As 

sim existem x1 E p3 - p1 e Xz E p3 Pz 

Mostremos agora que existe x E P3 - P1 U P2. 

Se x1 j1' P2 ou x 2 ~ P1 então x = x1 ou x = x2 satis­

faz o requerido. 
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Se X] E P2 e x2 E Pl, X = x1 + x2 E P3 - Pl U P2 . 

Tomando o x encontrado acima, temos que -x E P1n P2, 

o que implica -x E R1 n R~ Ç K2 Ç P3 , o que e uma contradição, pois 

x E r
3

. Portanto K tem no mãximo duas ordens. 

i) Estudemos o caso em que K tem apenas uma ordem. 

Aqui todo elemento é um quadrado ou menos um quadra-

do e portanto W(K) " Z. 

Sabemos ainda que W(K) ê livre de torsão, isto e, 

Wt(K) = {o}, pois K ê pitagõrico e formalmente real. 
i 

ii) Para estudar K com duas ordens usaremos um resultado, 

clãssico da teoria das formas quadrãticas, conhecido como Princípio 

local- Global de Pfister, que pode ser encontrado em [L]. Esse 

princlpio garante a existência de um homomorfismo 

Aqui r* = nr* onde r e a inclusão F c F • F o fe-
o.a,a aa 

cho real de F relativo a ordem a. 

Como Wt{'K) = O, tal homomorfismo ê injetor e assim PE_ 

demos identificar W(K) com um subanel de Z x Z. 

Tomemos a € K com a E P1 e a tJ, P2 . Para qualquer x E K 

= R1 n R2 , tHemos 

i) se X é Rt e X E R~ então X E K2 . 
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ii) se xE RT ex 1 R~ então axf: Rf e axER~, assimaxGK2, 

ou seja, x E aK 2 • 

ííi) se X 4 R1 e X E R~ então X E -aK2 

i v) se x 4 R1 e x 4 R~ então x E- K2 

Tomando q = <a 1 , ... , an>• ai E K, temos que 

' 1 ' .. ' 1 ' a' . . . ' a> ou 

' 1 ' ... ' 1 ' -a ' . . ' -a> ou 
q " 

<- 1 ' . .. ' - 1 ' a ' .. . ' a> ou 

<-1 ' .. . ' - 1 ' -a, . . . ' -a> 

pois 

a
1
. = b? ou ab? ou -b? ou -ab? 

1 1 l 1 

Assim 

q = n <1> + m<a> • com n, m ~ Z 

Vem então que 

r*(q) = n<l, 1> + m<l, -1> 



Tomando (a, b) em Z x Z vemos que (a, b) E IJ(K) se 

(a, b) = n <l, l> + m <1, -1>, ou seja, devemos ter n = .~~-2~ e 

a - b { } 111 = ---z--- Temos então que W(K) = (a, b) E Z x Z com a2 b(mod2) 

Podemos observar tamb~m que o ideal das formas 'de di 

mensao par e 

!F =I (a, b)E ZxZ com a. O (mod 2)) 

Como aqui K possui duas ordens, devemos ter dois í-

deais primos não-maximais e esses sao: 

r
1 

={(a, b)E ZxZ com a.O (mod2) eb =0) e 

r
2

={(a,b)EZxZ com b:O(mod2)ea=ü) 

Verificaremos a afirmação apenas para r1 . 

De maneira aniloga se confirma para 12 . 

Sejas: W(K) -z dada por s(x, y) = y. Cornos e a 

restrição de um homomorfismo, e tamb~m ela, um homomorfismo e ain­

da mais, e sobrejetor. 

Tomando I 1 acima, veremos que I 1 = ker s. 

Sendo (x, y) E 1
1 

então y = o e s(x, y) = O. Assím 

Agora se (x, y) E ker s entio s(x, y) =O, ou seja, 

-y = O. Como x e y devem ter a mesma paridade chegamos que x e par 
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e logo ker s C r1 . 

-Temos portanto que W(K)/! 1 = Z. Assim r 1 e nio-maxi 

mal e comprova-se facilmente que e um ideal primo. 

Para acharmos os primos maximais basta notarmos que 

N~ = çl (p Z) = ((a, b) 6ZxZ com pj
0

] 

Observemos que esses ideais cont~rn 12. Do mesmo modo 

M~ =[(a, b) EZxZ/pjb]são os ideais pr·imos maximais contendo r 1 . 

Esquematicamente tem-se 



CAPITULO IV 

O ANEL DE W!TT DE CORPO DOS NUMEROS RACIONAIS 

Antes de entrarmos no estudo, propriamente dito, da 

estrutura do anel de Witt de corpo dos nfimeros racionais, tecere-

mos alguns comentârios a respeito de valorização e corpo dos nume 

ros p-â.dicos. 

O leitor interessado poder~ encontrar DIDiS infor·ma-

ções em [R]. 

Primeiramente damos uma definiçáo gen~rica de valori 

zaçao e quando preciso, esta serã particularizada. 

Consideremos então um grupo G, totalmente ordenado, 

e um corpo F. 

Defínição 1 -Uma aplicação v: F*~ G e dita uma valoi"ização se 

para quaisquer x, y f: F* tem-se 

i) v(xy) • v(x) + v(y) 

ii) v(x + y) 'min (v(x), v(y) J 

Exemplo 1 - Seja x E Q* e consideremos sua deco1nposiçio em fatores 
+ V (X) primos, isto e, x - - np P , onde o produto ~ considerado so-

bre todos os primos p e vp(x) = O para quase todo p. 

Observemos que Vp(x) e z e que vp(x) ' o para X e Z. 
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Neste caso temos uma valorização vp: Q*~ Z, chamada 

valorização p- ãdica. Quando vp(x) :;; O, x é dito um p - inteiro. 

Se111pre que tiver!IIDS a situaçáo aci111a, dire1110S que o 

par (F, v) e um corpo valorizado. 

Observação 1: Se quizerrnos definir a valorização sobre F, devemos 

tomar um certo cuidado, pois teremos que fazer v(O) =co, pois caso 

contrãrio v serâ a aplicação nula. Senão, vejamos. 

Fazendo v(O) "k, teremos k" v( O)" v(O. x) "v(O) + v(x)" k+v(x) 

Assim v(x) = O, para todo x de F. 

Temos então 

Definição 2: Uma aplicação v f-;;.. G U {co} sera uma valorização se: 

i) V(Q) "ro e V(x) E G,Vx, X f 0, X E. F 

ií) v(x, y) " v(x) + v(Y) 

iií) v(x + y) < min [ v(x), v(y)) 

Definição 3: Uma aplicação li F ---3-- R+ ta 1 que 

i) jo I" O e se x i' O então lxl 'O 

ii) lx Y I "lxl IYI 
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iii) 1x + Yl ~I xl +I Yl, ê denominado valor absoluto de F. 

Como veremos a seguir, todo valor absoluto, exceto o 

usual, dã origem a uma valorização, e assim o par (F, II ) 
seri denominado corpo •talorizado. 

Exemplo 2: Fazendo 1 x I p o P-vp(x), par a X G. o* e I o I o o ' 

ção I I P : Q_,. R+ tem as propriedades acima e e denominado 

soluto p - ãdico de Q . Temos ainda em Q o valor absoluto 

li xl o se X t o e I o I o o} e o valor absoluto ordinãrio 

( lxl o max ( x, -x)). 
00 

tambêm 

a aplica. 

valor ab 

trivial 

ou us ua 1 

Definição 4 - Um valor absoluto li , de F, e dito nao arquimediano 

quando I n lF I ~ l para todo n E z. Caso contrârio, li e dito ar 

quimediano. 

Exemplo 3 - Como não-arquimedianos temos o valor absoluto trivial 

e o p - ãdico de Q. 

Observação 2 - Podemos relacionar valorizações e valores absolutos 

colocando lal o e-v(a). 

No contexto, quando nao especificado, o termo valori 

zaçao significa valorização não-arquimediana. 

Observação 3 - Seja (K, I I ) um corpo valorizado. Então K e um es­

paço métrico com distância d: k x K~ R+ dada por d(x, y)= !X -y! 
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Podemos então, em K, falar em sequência convergente, 

sequência de Cauchy, etc. 

Definição 5: Diremos que um corpo valorizado (K 1 , 11
1

) e um com-

pletamento de {K, ! ! ) quando as propriedades abaixo se verificarem. 

i) K ê um subcorpo de K1 e I I e a restrição de I 11 . 

e um corpo completo, isto ~. toda sequ~ncia 

de Cauchy de elementos de K1 tem um limite em K1. 

iii) todo elemento de K1 e o limite de uma sequêncíadeCauchy 

de elementos do subcorpo K. 

O par (K, li) e chamado corpo valorizado completo 

quando coincide com seu completamente, isto~. toda sequ~ncia de 

Cauchy de elementos de K, tem um limite em K. 

Exemplo 4: Temos que o corpo R dos numeras reais e o completamente 

do corpo Q relativamente ao valor absoluto usual e ainda que o co~ 

pletamente de Q em l"elação ao valor absoluto p- ãdico e o chamado 

corpo dos numeras p - ãdicos, denotado por QP. 

Com a continuada intenção de es~ydar q onej de Witt 

de Q, veremos alguns resultados. 

Trabalharemos, como mencionado, com corpos valoriza­

dos não-arquimedi_anos. Assim, se F é um corpo valorizado, v: F--;;...ZV{co} 

denotarã uma valorização, que admitiremos sobrejetora. 
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O conjunto Av = { x E: F, v(x) ~ O l e um sub-anel de 

F~ chamado anel de valorização de F. 

T amb êm A v tem um Uni co i de a 1 maxi ma 1 P v "" ! x E F, v ( x) :;: l J , 

principal e gerado por qualquer elemento 1r com v(1r) = L De fato, 

seja x E: Pv. Então v(x) ~ 1, isto e, v(x) = 1 + k, com k E Z. Pode 

mos ass,im tomar y E F tal que v(y) = k e escolher 1r com v(1r) = 1. 

-1 -1 
Assim v(x) = v(•) + v(y) = v(•Y). Logo v(x)- v(•Y) =O ou v(xy ' ) =O 

Fazendo 
-1 -1 xy 1T - = z ' tem-se z E A p e segue que 

v v 

X = ( zy)'' donde se conclui que Pv e gerado por '. 
o conjunto uv = { X E AV; X~ p v J = { X E F; v(x) = o]e 

chamado grupo das unidades de Av. 

Observação 4: Para qualquer xE F*, vem que x = u 'Tfv(x), comuEUv, 

pois se x~ F* então 

v(x) = k = 1+1+ ... +1 = v(1r) + ... + v(•) 

Logo 

ou seja 
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Notemos que a escolha do uniformizador n, tal que 

v(n) = l, poderia ter recaido sobre un com u EU v. 

O corpo f= Av/Pv ~ denominado corpo das classes re-

siduais de F. 

Observação 5: Para todo ~E F tem-se que 

a = õ' ou a E U 

Definição 6: Um corpo valorizado (F, v) e dito local se for compl~ 

to relativamente a v. 

Lema 1 - Seja (F, v) um corpo local com car(F) f 2. 

Então para qualquer ué Uv• u ê um quadrado em F se 

e somente se u e um quadrado em F. 

Demonstração: 

t=>l se uE F2 então u = a 2 . Logo u - a 2 = O e assim 

u - a2 = ü - ã 2 = o, ou seja, u = ã 2 

(<=)para tanto, contruiremos uma se~uêncía lbi} em Uv tal que 

b' = 
1 

u (mod p i 
v e - bi (mod p i ) 

v 
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para i ~ l, ou seja, uma sequ~ncia {b 1} com 

e 

Como Pi c Pv, temos b?- - u tf P e b. 
1 

- b. E P v 1 v 1+ 1 v 
Uma vez contrulda tal sequência, resultara que 

lim(b 2 - u) = b2 - u =O 
. 1 1-+ co 

desde que 

Teremos então que u € F2. 

Passamos a construçào, por induçiio, da sequência cita 

da acima. 

A existência de b 1 ê garantido pelo fato deU ser um 

quadrado e111 F, pois assi1n u: bf, isto~. bf E u {mod Pv}. 

Supondo que temos bi como requerido, seja 

i 
= bÍ + TI Z 

onde z E A deve ser determinado. Sabemos que 

b? - u 
1 

i 
:::: TI C, c 6 A 
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Ent'ào 

b1 + 1 - u = ( b i + n i z)2 - u = b~ 

i . i 
= Zbi11 Z + 1l 2lz2+1r c 

vem que 

Notemos que v(2b;) " v(2) 

Como v(Z) " v(l + 1) 'min 

+ v(b.) "v(2). 
1 

(V(l), V(l)), vem que 

v(2) >-O. Mas v(2) não pode ser maior que zero, po·iscar(F-)-1-Z,logo v(2)=0. 

Usando que 2bi E Uv, podemos escolher 

z " 
n - C 

2b. 
1 

tal que c + 2biz = n e teremos que bi·+l 

Sabemos i 
que bi+l = bi + n z. 

i 
" v(bi + n z) 

Ainda, 

V( i) ·v(-)+v("-c)--1· ' z " 1 " 
2bi 

i+ 1 
s u (mod P v ) 

Assim 

+V(n-c) 
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Como v(, - c) E A,, vem que v ( 11 - c ) ' o . 

Logo v(, i z ) i então v(bi+l) "" mi n fv(b
1
), v(rr 

1 z)j • O ~ e 

Concl ulmos assim que bi+lG: u, e b. I 1+ 
~ b. (rnod p i ) 

11 ., v 

Corolário: Sob as mesmas hipóteses do lema anterior. um elemento 

- m -nao-nulo uw • u € Uv• m E Z, e um quadrado em F se e somente se m 

é par e -ti E f2. 

Demonstração: 

í<=J Como ü E. F 2 ~ então u = x 2 • Assim urrm = x 2 TI
111

, com 

m = 2n. Logo Unm = x2(rrn)2 = (X1Tn)2. Portanto Unm é um quadrado em 

F . 

(o:o.-=>l Temos que 

-toe, me par. 

Então 

v(u rrm) • 2v(x) ou v(u) + mv(') • Zv(x) 

Desde que v(u) • O e v(n) • l, vem quem • 2v(x), is 

xz , ti ramos 



- I O 1 -

isto e, 

u o 

Portanto 

-
fZ 11 

Considerando car (F) # 2, veremos mais alguns resul 

tados que serão üteis no cilculo do anel W(Q). 

Teorema 1 - Seja F um corpo local com car (f) f 2. 

Então existe um isoformismo de grupo g: W(F)_,.W(F)<!>W(F) 

Para possibilitar uma demonstração mais simples, le~ 

bremos que o grupo de Witt W(F) e um grupo livre gerado por < a >, 

com seus geradores satisfazendo: 

ií) <X> + <-X> = Ü 

iii) <X>+ <y> = <x+y> + <xy(x + y)>, com x, y, x+y E:: F* 
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Assim se g for definida nos geradores de W(F) e ver_j_ 

ficando as relaç~es acima~ teremos que g se estende a um ~nico ho-

momorfismo bem definido. 

Sabemos ainda que para cada x E F*, x 

uEUvev(")=l. 

Definamos então 

sem e par 

se m e ímpar 

m 
"' 1T u ' com 

Para efeito de simplificação, usaremos simplesn1ente 

<X> no lugar de [<x~-

Verifíquemos que g respeita as relações que caracte-

rizam o grupo de Witt. 

·j ) Com o y 
n 

= 1[ z ' z E Uv, tem-se xy2 

Agora, de <X> = <xy 2 >, vem que: 

a) para m par 

m+2n 
" 
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b) param impar 

g(<P) = (0, <U>) e 

g(<xy'') = g(<uz'"'m+2 rn>) = (O u -z2 ) ' ' < > "' (0, <U>) 

Assim, tanto em a) como em b) vemos que 

ii) Tomando x = u ~m. vem que: 

a) para m par 

g(<X>) + g(<-x>) = (<u>, O)+ (<-Ü>, O)= (<Ü>+<-Ü>,O) = (0,0) 

b) para m lmpar 

g(<x>)+g(<-x>) = (0, <U>)+ (0, <-u>)=(O,<u> + <-Ü>) = (0, O) 

Em qualquer dos casos teremos 

g(<X>) + g(<-X>) = 0 

iii) Tomando x + y f O, x 111 
"' Urr , 

n 
y = Z'lT ' devemos mostrar que 
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g(<P) + g(<y>) "g(<X + y>) + g(<Xy (X+ y)>) 

Assumamos, sem perda de generalidade, quem~ n. 

Temos então que 

m n m n -m) x -1 y "' u·n + Z'll - 'H ( u -1- z·11 

Para m < n, vem que t = u + Z1rn- mE. Uv, po·i s 

v(t) = v(u + ,,n-m) "min ( v(u), v(,n-mz)}" min(O, n-m}=O 

Como v(t-u) = n-m >O, vem que t = u. 

Considerando 

a) m e n pares, teremos 

g(<x+y>)=(<t>, O)=(<u>, O) 

zm+n -2 -
= g(<uzt, >) = (<uzt>, O)=(<u z>,O)=(<z>,O) 

poisu=te 

g(<x>) = (<Ü>, O), g(<y>) = (<z>, O) 



- '] 05 -

b) m e n ímpares 

Então 

g(<X>)o(O,<Ü>), g(<y>)o(O, â>), g(<x+y>)o (0, <'f>) o(O,<.Ü>) e 

c) m par e n 'ímpar 

Então 

g(<x>)"(<Ü>, 0), g(<y>)o(O, <Z>), g(<x+y>)o(<t>, O)" (<Ü>,O) e 

d) m Tmpar e n par, o raciocinio acima se repete 

Conclulmos por a), b), c) e d), que param < n, a 

condição iii) se veriftca 

Supondo agora m ~ n, teremos 

Fazendo u + z = r 
TI W, O , e ~ cons i deran 

do primeiramente m e n 1mpares, obtemos 
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g(<x>) = (0, <Ü>) e g(<y>) = (0, <Z>) 

Se r = O, então u + z = w, u + Z .. W f. 'õ e 

g(<x+y>)+g <xy(x+y)>)=(O, <W>)+g(<uzwn 2m+n,) = (0, <W>) + 

+(0, <Üzw>)=(O, <Ü+z>)+IO, <Üz(Ü+z)>)=(O, <u+z>) + 

Agora se r~ 1, então u + Z = IT e 

Como x + y 
m 

="(u+z)= m r 
'fí 11 w m+r 

= 11 w, 

g( <x+y>) + g( <xy(x+y)> )=g( '"m+rw >) + g( <U z w ,m + n + (m +r),) 

teremos 

(<W>, O)+(<úZW>, O)= (<W> + <-U 2 w>, O)= (0, O) se r e "ímpar 

(0, <W>) + (0, <UZW> = (0, <W> + <-U 2w>) = (0, O) se r e par 

De modo an~logo a igualdade se ver1fic4 P~l·a ld u r1 

Temos então que g se estende de maneira Gnica a um G 

nico homomorfismo de grupo, que por abuso de notação, tamb~m sera 
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denotado por g. 

Lembremos ainda que qualquer forma unidimensional s~ 

bre F pode ser escrita como <U> ou cwu>, com u e Uv. Assim, uma for 

ma arbitrãria q pode ser escrita como q = q1 l <n> q2 , onde 

.... u ' r e q2 = <n><Ur+l' ... • 

Chegamos então que o Gnico homomorfismo 

g W(F) -W(F) $ W(F) 

construido acima, fica definido por 

onde por q, q1 , q2 entendemos suas classes 

Veremos. a seguir, a ~ijetividade de g. 

lema 2: Seja F um corpo local com car(F) f 2. 

i) q = <a 1 , ... , an>• com a1 t:. Uv, e isotrõpica se e somente 

~- ·-
S8Q"'<a,.a2''''' a > ê isotrÕpica. 

n 

1.1.) q "q 1 l <IT> q 2 , com q1 = <a 1 , ... • ar> e q2 = <ar+l' ... , an> 

aí E Uv, e anisotrôpica sobre F se e somente se q1 e q·2 são anisotrô­

picas sobre F. 
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Demonstração: 

i) Vamos supor q = <a 1 , ... , an> isotrõpica. Temos então um 

veto!" ·ísotrõpico não-nulo (x 1 , x2 , ... , xn) E A". 

Ap6s cancelarmos pot~ncias comuns de n, podemos as-

sumir que o vetor (x 1 , x2 , ... , xn) possui pelo menos um x1 E. Uv. As-

. . . ' Xn) e um vetor isotrõpico, não-nu·!o, para q . 

Reciprocamente tomemos~ isotr~pica, 

q = 

Então existe um vetor não-nulo CX 1 , X2 , ... , Xn) com 

-q(x,, Xz, ... , Xn) =o, isto e, a,xy + ... + ãnX~ "'o. 

Observemos que se deve ter pelo menos duas coordena-

das do vetor isotrõpico diferentes de zero, pois, caso contrârio te 

rTamos ~li~ ~ O, o que acarretaria x1 = O para todo i. 

Podemos escrever então 

(- -z -z -, - -z) 
- alxl + ··· + 3 i-l xi-1 + 3 1+1 xi+l + ··· 3 nxn 

a. 
l 

Assim ê um quadrado em r e pe-

lo lema-1, vem que 
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2 
-(~~ + ··· + ai-1 x2 + a x1" i+l i+.] i+l 

ai 

+ ... + anx~ ) 

e um quadrado em F e portanto 

ou a 1 x~ + ... + a 1 b~ + •.. + a 0 x~ =O, com pelo menos um dos xi 

não-nulo, isto e, q ê isotrõpica. 

ii) Se q ~ anisotrEpica assim sao q1 e q2 e, por i), conclul­

mos que q1 e ~ 2 são anisotrEpicas. 

Para mostrarmos a reciproca, vamos supor que q seja 

isotrõpica sem que q1 e q 2 o sejam. 

com 

Sabemos então que existe um vetor não-nulo (x1' x2, ... , xn) 

+ w 

Assim 

r n 

n 

2.: 
i=r+l 

a. x? = O 
1 1 

v(L a.x? +rr L a.x 2 )=<»>min(v(a.x,), v(wa.x?)j=min(v(x?), v(nx 2 )j (I) 
i"' 1 1 1 i =r+ 1 1 1 1 1 1 1 1 , 

Segue então que devem existir, i, j tais que 
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b ) v(a.xl) = v(a .x?) 
1 1 J J 

< • 
seja o m1n1mo 

c) v(na.xl) = v(a ·•'l 1 1 J J 

d) v(-rra.x?) = v(11a .x~) 
I 1 J J 

1Q) se a) ocorrer então 

claramente uma contradição. 

29) se b) ocorrer então 

2v(x.) E 2Z e 
1 

1+2v(x.) E 2Z + l 
J 

min { v(xp, v(ujl J v(x' ) e 
1 o . 

V(wa.x'J > v(x• ) 
1 1 lo 

para todo i ~r+ 1, ...• n 

Logo 
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O e o 

De (I), vem que 

r 
n 

L: o 
i= r+ 1 

Logo 

i: 
i = 1 

isto e, ~. e isotr~pica. Novamente aqui uma contradição. 

39) pelo mesmo argumento usado em lq.). c) nao ocorre. 

49) se d) ocorre, então 

e 

Assim 
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(

a. 
v __ l o e ( ra.(x.)') v .L:~l __ l_"> 

1 "'1 ·n x. rr 

De (!) vem que 

r 

v( L 
i = 1 

a.(x.) 2 

-·Tr
1 -;;·!- + 

lo 

n 

L 
i"" r+ 1 

n 

o + L - ( xi )' a. -- =O 
i =r+ 1 1 x. lo 

lO 

> o 

o 

isto ê, q2 e isotrõpica. E aqui, mais uma vez, chegamos a urna con­

tradição. 

Por lQ), 29), 39) e 49) concluTmos que q so pode ser 

anisotrõpica.lll 

A injetividade de g segue do lema 2, pois se q
1 

ou q 2 

for hiperbólica então q1 ou q2 sera isotrõpica e assim q serã isotr.Õpica. E is 

to contraria a escolha de q. 

A sobrejetividade de g ~ õbvia. 

Portanto g: W(F)--;.. W(F) e W(F) e um isomorfismo de 

grupo. 

O teorema anterior pode ser co·la;::4dt~ nc, s,;,:gUJflte forma. 
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Teorema 2 - Tem-se um isomorfismo (J1 , à
2
): W(F) ~w(F) <ll W(F), com 

()i(q) = qi' i = l, 2 (V 1 , ô
2 

são denominados o primeiro e o segun­

do homomorfismos residuais, respectivamente). 

Apenas como curiosidade, observamos que al nao depe~ 

de da escolha de n enquanto o mesmo nao ocorre com ~ 2 . 

Tomemos, como exemplo, a valorização 3- âdica, onde 

v3(6) = 1 e v3(3) = 1. Tomando n como 6 ou como 3, teremos 

.. 
" 4 

respectivamente. 

Antes de analisarmos a estrutura de W(Q), calculemos 

W(F), para F um corpo p- âdico. 

Exemplo 5 - Seja F um corpo p - ãdico, isto 

com F finito e aqui tomamos cal"(F) ~ 2. 

-e, F e um corpo 

Seja f = Fq' com q 

Então, do capltulo 

111 
= p , m inteiro e p primo, 

anterior, sabemos que: 

W(F)- z2 [f"dzJ" Z/2Z <ll Z/2Z 

pois i';F' ~ Z/2Z, se q a l (mod 4) 

- W(F) o Z/4Z se q ~ 3 (mod 4) 

local 

p I 2. 

O teorema l nos diz que W(F) ··· W(F) <ll W(F), como gr11 
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po. Então, para r p-âdico, te remos 

W(F) - Z/2Z e Z/2Z e Z/2Z e Z/2Z ou 

W(F) - Z/4Z e Z/4Z 

Observaçio 6: Sabemos que qualquer forma quadrâtica de dimensào 

maior ou igual a três, sobre um corpo finito, e isotrõpica. Logo c,~ 

da corpo local admite quatro formas anísotrõpicas e pelo demonstra­

do acima, vemos que W(F) tem exatamente 16 formas anisotropicas. 

Nesta altura jã contamos com todas as informaçües p~ 

ra apresentarmos o anel de Witt dos nfimeros racionais. 

A idéia explorada segue I L] e e atribulda a Gauss 

que foi redescoberta por Milnor e Tate. 

O interessante deste argumento e que ele nao pressu­

poe o conhecimento previa do princlpio de Hasse- Minkowski. 

Em primeiro lugar consideremos o un1co homomorfismo 

1 z-:;;.o.W(Q) que leva 1 em <1> e o fato de que para qualquer primo 

p, o corpo dos reslduos Qp do corpo local Qp é Z/pZ ~ Fp. 

De acordo com o teorema 2, para p I 2, existe um se-

gundo homomorfismo residual de W(Qp) em W(FP), que composto com o 

homomorfismo de W(Q) em W(Qp), dado pela inclusão Q C Qp, nos di 

outro homomorfismo de grupo. 

õ 
p p f 2 
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Observemos, também, que se a E Q e primo com p, isto 

e, se a e uma unidade p-ãdica, então 

ô (<a>) =o e õ (<pa>) =<a> 
p p 

pois sendo a primo com p, vem que vp(a) = O. 

O teorema de Spri nger na o se aplica a Q2 e por isso 

damos outra definição para o 2 . 

Colocamos simplesntente o2 W(Q) ~ Z/2Z, com 

6 
2

(q) = v
2
(det(q)) (mod 2) 

onde v2 representa a valorização 2 - âdica. 

Observemos que 

= v
2
(det(q

1
) + v

2 
(det(q

2
) (mod 2) e 

õ 2 (Hl. = v2 (-1) = o (mod 2) 

Temos portanto um homomorfismo de grupo bem defi-

ni_do. 

Teorema 3 - A sequência 
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o- z -L.. W(Q) Z/22 ., 

e exata cindi.da. 

Demonstração: Veremos primeiramente que a sequência e exata. 

Aqu·l I I denotur·D o va'lor absoluto usual. 

Seja Ld C W(Q) gerado como sub-anel por <a>, com 

a E Z e I ai r d 

Observemos que se b = a 1a2 ... ar• com a. E: Z 
1 

e 

ia 1 I ~ d, então <b> ~ Ld. Assim Ld e gerado aditivamente pelos ele­

mentos desse tipo, isto ê, 

m. E. Z e i. = O ou 1 J 
1 J 

Observemos que 

2) ld = Ld_ 1 se d nao e primo 

Construímos assim uma cadeia ascendente de sub-anêis 

Passamos a determinar Lp/lp-l, com p primo. 

Se x E L2!L 1 antão x = y + L1 , onde y ~ uma somq fi­

nita de elementos do tipo m1 <2 1
>. 
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Notemos que 

sei e par 

se i e impar 

Logo L2/L 1 ê gerado por <2> 

Podemos dizer ainda que <2> tem ordem 2 em L2/L 1, is 

to e, 2 ,<2> E. L1 . De fato, temos 

<-1, 2>- <1, -2> e <-l, 2> "'<-1> + <2> 

Assim 

Logo 

Considerando o homomorfismo 6
2

: W(Q)-··? Z/2Z, defini­

do anteriormente, este induzirâ um isomorfismo 

com 
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Temos que se X m<2> + L
1 

então 

X = {L 1 se m for par 

<2> + L1 sem for lmpar 

ConcluTmos então pela exist~ncia de um isomorfismo 

inverso 

Vamos definir para cada primo p # 2, um homomorfismo 

'í'p W(Fp) --"" Lp/Lp-l' Para tanto necessitamos do seguinte. 

Lema 3 

i) Para qualquer primo p, Lp/Lp-l e gerado aditivamente por 

'p a 1 . . . a > + L 
1 

, com I a . ] < p s p- l 

i i ) Se I a I ' p e a o a1 •.. as (mod p), com I a ;I< p, 

(mod L 
1

} p-

Demonstração: 

então <pa1 •.. a ""'<pa> s 

i) Se x E lp' x e soma finita de elementos do tipo 
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com cada forma unidimensional <b 1b> envolvida, podendo ser re­

duzida a <l> ou <b>. 

Ent-ào, na verdade, se 

temos que 

a '> + L 
s p- 1 

Para mostrarmos i i). calculemos < p a 1 ... a
5 

> mOdu 

1 o L 
1 

. p-

Faremos a demonstraç~o por indução sobre s. 

Paras = 1, temos 

então a = a1 e assim 

(mo d L 1 ) p-



- 120 -

Pela hipôtese de indução, vamos supor que 

a= a1 ... as (mod p) 

e vãlido para todos' < s. 

Pelo algoritmo de Euclides, obtemos 

a 1a2 =pk+h, 

comlhl<p. 

Primeiramente, veremos que I k! < p. De fato, 

As s i m I p k I = p I k I , p ( o - 1 ) , i s to e , I k I < p . 

Vemos agora que <h, pk>- <a
1

, a
2

, a
1

a
2

phk>, pois 

ambas sao formas binirias, com mesmo determinante e representam o 

mesmo elemento a
1

a
2

. Assim, em W(Q}, <a
1
a

2
>=<h>+<pk>-<a

1
a

2
phk>. 

Multiplicando por <p a3 ... a
5

>, obtemos 

Como <k a3 .•. a
5

> e <-h k a
1 

... a
5

> estão em 

vem que <p a1 a 2 ... a
5
>: <p h a3 ... a

5
> (mod Lp-l). 

Como h= a 1 a 2 (mod p}, temos, pela hipOtese de indu 



çao, que <ph a
3 

... 

- 1 21 -

a > _ <p a> (mod L 1). s p-

a > 
s 

Assim 

Observação 7: Seja p ~ 2. Para cada classe res·idual a E. CYP = FP, a 

denotari o Ünico inteiro não-negativo, menor que p, que dâ origem 

Vamos mostrar que a regra <.ã> ~ <pa> + L 1 dã ori-p-

gem a um homomorfismo de grupo bem definido, lfp: W(Fp)~ lp/Lp-l 

Se ã- =O então <pa>:::. <pb> (mod L 
1
), pelo lema an-p-

terior. Logo a função ~p ~ bem definida 

Verifiquemos que ~p respeita as relações que caracte 

rizam W(Fp) como um grupo abeliano, isto e, tpp respeita 

) 'c --, i <u C'"> = 

i i) <a>+ <0> = <a + D> + <"ãFCa + D)> 

iii) <T> + <-1> = O, par a a, b, c, a + 1 

Consideremos a, b, c inteiros não-negativos menores 

que p. Suponhamos que bc 2 :. a {mod p), isto é, bC? = J. Então 

pelo lema 3. 
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- 1 2 2 -

Assim 

<pb> - <pa> é Lp-l e <pb> + L 
1 

= <pa' + L p- - p- 1 

<pa> + L 1 p-

Tambem <l'p(<bc2>) 

Logo 'flp respeita 

= <p (<a>) = p 

i ) . 

<pa>+L 
1

. p-

Pa!~a mostrarmos que lfp respeita i i). 

ab (a + b) • c (mod p). 

tomemos 

Observamos que sempre podemos tomar a e b tais que 

a+ b < p, pois se a+ b = p ent~o i+ li= O e a relaç~o ~ respei-

tada. 

pelo lema 3. 

Temos então que 

<pa> + <pb> = <p(a+ b)> + <p(a + b)ab>.:=<p(a + b)> + <pc> 

Assim 

(mod L 1) p-

'np (<a>+<b>)=<pa>+<pb>+L 1 =<p(a+b)>+<pc>+ L 
T p- p-J 

Agora 
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Logo 'f'p respeita i i). 

Observemos tamb~m que 

'f' (<l>) = <p> + L 
1 

e 
p p-

Então 

-1 >) = <1, -l>+L 
1 p-

e assim a terceira condição tamb~m ~respeitada. 

Da primeira parte do lerna anter·ior, conc"luimos que -e 

sobrejetora. Alêm disso, o homomorfisr:1c 6P ·induz outro 

i5 : L [L - W(F
0

) que 
P P o-1 

satisfaz 6 
p 

lf' (<ã,>) = õ (<pa>) = <a> e 
p p 

'f'Ó(<p~>)= p p 

vemos que 

<p
0

(<a>) = <pa>. Logo<p
0 

e 

Na sequência 

o~z --'i--;.- w ( Q ) 

bp são isomorfismos inversos. 

-e injetora, pois se x E. ker i. x E Z e 

i(x) = i(1+1+ ... +1) = i(l) + i(1)+ ... +i(l)=xi(1) = x<l> 
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Assim x <l> =O nos leva x =O. Ainda mais imi 

mo visto anteriormente. 

J\gora imi c ker ro Op po·is 

op(m<l>) = óp{<-1, -1, ... , -1>) "'O param negativo 

Para mostrarmos que ker m 6p C imi = L1 verificare­

mos primeiramente que 

L-
1 

e um isomorfismo para todo primo q. 

" I: 
2<p,:;:q 

Para q = 2 isso ji foi observado anteriorntente. 

Por indução, va1nos supor que vale para todo primo 

menor ou igual a q, Seja então r o prEximo primo maior que q. No 

diagrama comutativo abaixo, vemos que as funções dos flancos sao 

isomorfismos, assim, pelo Lema dos Cinco, a função do centro tam­

b~m ~ um isomorfismo. 

~r/L~ ~ j"~~r-1 ____ O 
L vJ(F ) - W(F ) ___ ___,_O 

2<p;:sr P r 
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Supondo que exista uma forma qudrãtica q em ke r ~ ! p 

com q tf L l , te remos que q E L p , para algum p Í' l , pois W(Q) ~u 
q L q' 

-
logo 80 ( q) f. O e assim 8 p ( q ) f. o. Absurdo, pois q e. ker w 8p. 

Conclulmos então que imi = ker ~ õp' isto é, a se­

qu~ncia em questão e exata. 

Para mostrarmos que a sequência e cindida conside-

remos: 

s W(R)- Z a função assinatura e 

t ~ s o,j W(Q) ~ Z 

Vemos então que toi = id. Portanto a sequ~ncia cinde. 

A importância do que foi feito acima estã no fato de 

que agora passamos a conhecer a estrutura de W(Q) como grupo aditi 

vo, pois o término da demonstração, conseguimos mostrar que 

ma e: 

w ( Q) . z "' z; " zz 
W (F ) 

p 

Um resultado importante decorrente do teorema aci-

Corolirio (Princlpio Local - Global Fraco) - Seja q uma forma qua­

drãtica sobre Q. Se q é hiperb6lica sobre todo completamento de Q 
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então q e hiperbólica sobre Q. 

Demonstração: Tomando q hiperb01ica sobre Qp teremos: 

i) para p f 2, ap (p) =O para todo p, ou seja, 

ii) para p = 2, q ~equivalente a uma forma hiperbõlica q 

sobre Q
2

, 1 ogo 

t 
~1
0 

= M tc
0

, M. 

existe uma matriz inversivel M tal que 

Assim det M = (det t·1) 2 det ~~ •. Como 
q q 

det Mq' = (-l)r, r inteiro positivo, vem que 

De i) e ii) segue que q kere óp - L1 , para todo p. 

Do fato da sequ~ncia apresentada no teore1na 3 cin-

dir, temos que (i os) = 'idWQ' onde sé a assinatura. Agotê. q 2 h·i 

perbôlica sobre R, logo s(q) = O e consequentemente q = (i O s)(q) 

= i(O) =O, provando assim o corolãrio. 
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