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RESUMEO

Neste trabalho investigames a viabilidade do uso do
método bootstrap {Efrom (1979)) como procedimento para cobten
¢cd0 do desvio padrdo dos estimadores e construcio de intervalos

de confianca para os parametros da regressdo [, guando o tama

1
nho de amostra & pegueno.

Inicialmente apresentamos ¢ problema de regressio LI
comoe um problema de programagao linear, suas propriedades e al
goritmos propostos para obtencdc das estimativas dos parame
tros.

Apbs, sac apresentados os resultados inferenciais Jja
conhecidos, o métode bootstrap e gua aplicacgao ac caso de re

gressao L,.
A verificacdc da validade do método proposto € feita
através de um estudo computacional que é descrito e cujos re

sultados sac apresentados obtendo-se entdo uma conclusao final.



SUMMARY

In this work we investigate the possibility to use
bootstrap method (Efrom (1972} for to obtain estimates for
standard deviation and construction of the confidence intervals

on the parameterg in the [ regression model when we have small

1
sample size.

Firstly, we present, L, regression as one linear
programming problem, propertieg and algorithms for to obtain
the estimates.

After, inference results, bootstrap method and its
application in the LI regression are presented.

Finally, we describe the computational study realized,

the resulis obtained and final conclusion.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A andlise estatistica de um conjunto de dades pode
ser realizada atraveés de uma variedade de metodos  existentes.
A escolha do método a ser utilizado deve estar de acordo com o
tipo de informagdo disponivel e os objetivos que desejamos al
CANCcar .

Um dos métodos estatisticos utilizados com grande fre
quéncia em diferentes areas e gue conseguentemenite tem recebido
especial atengdo por parte dos pesquisadores em estatistica € a
andlise de regressao. Técnica simples atraves da qual procura
mos expressar © relaclonamento entre um conjunto de variaveis.
0 seu principal objetivo & obter uma fungdo gue esteja ¢ mais
proximo possivel dos pontos observados de acordo com um crite
rio pré-estabelecido. O tipo de funcdo a sexr utilizada varia a
cada caso, podendo ser sugerida por experiéncias anteriores com
o mesme tipo de informacdo, por evidéncias tebricas gue estamos
interessados em investigar, ou mesmo pela amostra observada.
Num estudo deste tipo, torna-se de fundamental importancia a
analise a posteriori dos resultados obtidos a fim de se verifi

car a validade do modelo proposto.

¢ modelo usado com maior frequéncia € o linear:

Y = XB +¢ (t. 1)
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onde:

le{yi) tz1,8,...,n &€ 0 vetor da Gariével resposta.

Xﬁ:(xij) 12132, ,n  Jx1,2,...,m; matriz das varidveis predito
ras.

B=(B.) Jj=i1,2,...,m vetor de parametros desconhecidos,

£ :(Si) iz1,2,...,n vetor de erros aleatorios, independentes e

identicamente distribuides de acordo com uma determina

da distribuigao F.

Utilizando este modelo preocuramos estimar o vetor de
parametros desconhecidos 8, de tal forma que o hiperplano ajus
tado esteja o mails proximo possivel do vetor Y de observacgles.
A medida de proximidade é, comumente estabelecida em termos da

norma Lp, ou seja, cbter um vetor £ tal que:

n ~ P
2 vy, -x.8| {1.2)
iz1 ° v
seja minima, para p 21, onde X & a i-ésima linha da matriz X.
0s valores de p mais usados sdo p=-1,2,». Para p =1
temos o critério da minimizacdo dos erros absolutos; para p =2
o critério dos minimos quadrados e p == o critério do erro
maximo absoluto {estimador minimax ou Chebyschev). Dentre
estes critérios o mais utilizado na andlise de regressioc € o mé
todo dos minimos guadrados. Isso se deve em grande parte a sim
plicidade computacional e matematica do mesmo, € © gue ainda &
mais importante, esta presente em praticamente todos pacotes de

programas estatisticos disponiveis no mercado. Além disso o as
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pecto inferencial é amplamente desenvolvido e divulgado. Entre
tanto, desvios da hipdtese de que os errus sdo normalmente dig
tribuides e a presenga de valores aberrantes podem fortemente
afetar a analise atraveés do método dos minimos guadrados. Rice
e White {1964} mostraram, atraves de um estudo de Monte Carlo,
gue se 0s erros se afastarem da hipotese de normalidade e se
sua distribuicdo possuir cauda mais alongada do que a distribui
gdo normal, o critério de minimizagéo dos erros absclutos da
origem a estimadores com menor errc quadratico medioc do gue
agueles obtidos pelo método dos minimos guadrados. Hogg (1979}
sugeriu que se deveria dar malor atengdo aos métodos robustos
de estimagdo em andlise de regressdo. ¥Ele recomenda ao ajustar
um modelo do tipo (1.1) utilizar o método dos minimos guadrados
e também procedimentos robustos. Caso é conjunto de observa
¢Oes nao satisfaca as hipdteses dos wminimes quadrados devemos
investigé-los detalhadamente a fim de verificar valores aberran
tes e dados que poden ter influéncia muito grande nas estimati
vas dos minimos quadrados; Quando valores aberrantes ou valo
res influentes sao encontrados, estes devem ser examinados cui
dadosamente. Se siao dados de ma gualidade, ou errc de codifica
cdo, por exemplo, podemos corrigi-los ou abandona-los. Se fo
rem resultantes do processs de geracao dos dados, eles devem
ser mantidos na analise e entdo aplica-se um métode robusto tal
como o critério de minimizacdo dos erros absolutos.

0O critério de minimizagg’io dos erros abscolutos {MSAE),
ou minimo valor absoluto (LAV), ou minimos desvios absolutos
(LLAD)} , ou ecritérioc LI""’ por ser resistente a pontos aberran
tes € considerado uma boa alternativa robusta ao método dos mi

nimos gquadrados. De acordo com Eisenhart (1961), este crité



rio foi sugerido por Boscovich {1757} antes mesmc de Legendre
{1805) propor o método dos minimos quadrados.

A partir da proposta de Boscovich alguns estudos fo
ram realizados a cerca deste critério, entre eles, Fourier
{1820) , Edgeworth (1877) e Jackson (1921}, porém, todos eles es
barraram nas dificuldades computacionais que se apresentavam.
Este problema fez com que por varias décadas, este critério ndo
fosse mais utilizado. Foli a partir do desenvolvimento da tec
ria da programacio linear, especialmente do método simplex, gue
este aspecte comegou a ser resclvide. Charnes, Cooper e
Fergusson (1955) apresentaram o problema de andlise de regres
sdc sob critério de minimizagdo dos erros absolutos formalado
como um problema de programagao linear. Este fato somado ao
surgimento de computadores de grande porte, propiciou as condl
¢bes necessarias para um melhor desenvolvimento da regressao

sob o critério 7. Uma série de algoritmos foram propostos para

70

estimar os parametros da regressac L, (Barrodale e Young (1966},

7
Barrodale e Roberts (1%273), Abdelmalek {1975), Armstrong, Frome
e Rung {1979}, Bloomfield e Steiger (1980}, entre outros}. Po
rém, um outrc problema tdo importante quanto ¢ de estimagdo dos

parametros da regressao L fez com que os pesquisadores reiu

77
tassem em utilizar este critério: a falta de conhecimento da
distribuicdo dos estimadores.

Varios estudos de Monte Carlo foram realizados  abor
dando este problema {Ashar e Wallace {1963}, Rice = White
{1964), Rosemberg e Carlson (1970}, Blattberg e Sargent (1971},

Bourdon (1974)}, porém o primeiro resultade indicando a forma

desta distribuigaoc somente fol apresentada por  Rosemberg e
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Carlson em 1977. Num estudo de Monte Carlo verificaram as pro
priedades para pequenas amostras dos estimadores da regressao

L, no caso de erros simetricamente distribuidos. Concluiram gue

z
se a curtose da distribuig¢do dos erros € grande, os estimadores
L, tém distribuigdo muito prdxima a normal e possui um erro mé
dio guadratico significativamente menor que o estimador do méto
to dos minimos quadrados. Bassett e Koenker (1978} mostraram

analiticamente gue ¢ estimador L., € consistente, ndo viciado e

I
gue assintoticamente segue a distribuigdo normal multivariada
encontrada por Rosemberg e Carlson. A partir desse resultado
foi possivel desenvolver testes estatisticos e intervalos de
confianca assintoticos para os para@metros da regressao L,.

A convergéncia para esta distribuicdo assintdtica foi
estudada wor Dielmann e Pfaffemberger (1982) sendo que a
conclusao cobtida fol de gue para cases em gue a distribuicao
dos erros se aproxima da distribuicaoc normal, a convergéncia
ocorre rapidamente. Porém, quando a distribuigdo dos erros
apresenta caudas mais alongadas do gue a distribuicao normal,
tal como as distribuicoes de Laplace e Cauchy, esta convergencia
somente comega a ocorrer a partir de tamanhos de amostras maio
res do que 100. Portantc, o uso desta distribuicdo assintética
pode acarretar graves problemas guando utilizada em peguenas
amostras.

Surge dal a necessidade do desenvolvimento de procedi
mentos estatistices para peguenas amostras. Neste trabaiho es
tudamos a viabilidade do uso do método beootstrap (Efrom (1279})
come procedimento para a determinacao do desvio padrao dos egti
madores e construgac de intervalos de confianga para os parame

tros da regressao L quando o tamanho de amostra € pequeno.

1!’
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Consideramos distribuigtes de erros simétricas como a normal pa
drao, normal contaminada, Laplace e Cauchy e diferentes tama
nhes de amostra.

No Capitulo 2 abordamos o problema de regressdo LI,
visto através de um problema de programacdo linear, as proprie
dades dos estimadores bem como alguns algoritmos propostos para
resolucdo do proklema.

No Capitulo 3 apresentamos os estudos realizados conm

relac&o ac comportamento assintdtico dos estimadores da regres

Sa0 LI’

0 método bootstrap e sua aplicacdo a regressao L, sao

expostos no Capitulo 4,

No Capitulo 5 descrevemos o estudo computacional uti
lizado para a verificacdo da nossa proposta e tambem apresenta
mos o8 resultados obtidos neste sentido.

As conclusdes finais s30 apresentadas no Capitulo 6.



CAPITULO 2

REGRESSA0 L, COMO PROBLEMA DE PROGRAMACAD LINEAR

1

Neste capitulo apresentamos o problema de regress&o

L. sob o ponto de vista de um problema de programagac linear, de

()

fini¢des, propriedades e algoritmos propostos para a obtengdo

das estimativas dos parametros.

2.1 - FORMULACAC DO PROBLEMA

O problema de regressac I, pode ser visto como um pro

1
blema de programacao linear. Este aspecto tem sido exaustiva
mente apresentado na literatura {Charnes, Cooper e Fergusson
(1955}, Wagner (1959}, Barrodale e Young (1966}, Sposito {1976}
entre outrosi. Esta abordagem do problema de regressao LI fa

cilitou a obtencdo de propriedades da regressdo L sendo tanm

1
bém a base para os melhores algoritmos de estimacao dos parame
tros.

Consideremos o modele de regressao (1.1}. © problema
de regressao L, consiste em determinar o vetor de estimativas

1

B para o vetor de parametros desconhecidos £, tal que:

e ~
L i‘YT:“X?:Bl {2.1)
=1

seja minima.



Sejam ui'e v, 0s desvios absolutos positivos e negati
vos respectivamente em relacac ao hiperplano ajustado, Y =z XB.

Para cada uma das observac¢oes, temos entdc gue:

m ~
"Y’i: = J‘éinijﬁ»u?;—ui 1al,8,. .., {2.2)

Assim (ui +Ui) € o desvio absoluto com relagdo a
i-&sima observagdo. Isto leva-nos a formulagao do  seguinte

problema de programacac linear:

min I'w+ 1t u:;’uz,uz,,..,un)’ {2.3)

v:(vj,vz,.s.,vn)’

sujeitgxé

Mfgf-f M- JF 1 = 7

=
Ly
Iy
L9

onde 7 & um vetor coluna unitario n~dimeansional e I representa
uma matriz identidade de ordem n.

0 problema dual de {(2.3) e dado por

max F'Y (2.4}
sujeito a

X'F o= 0
Flfyseesf,), £y 80-1,1]  i=1,2,...,n.

Ung re}agéo importante entre o problema primal e dual
é dado pelo Teorema da Folga Complementar através do gqual te

nos as condigbes onde a varidvel primal Stima ndo negativa as

sume valor zero ou o seu dual correspondente € satisfeito por



uma igualdade.

Para o problema (2.3} temos:

iYu, =0 ou f.o=1

{2.5)
ii} v,
i

H
o
o
e
g_b
i,
n
i
Lot}

Conseguentemente se o il-ésimo ponto estd acima do hi
perplano Stimo, w, >0 e f.o=1e se esta abaixo v, >0 e f,=-1.
Este teorema e outros resultados fundamentais de pro
gramacdo linear sao diretamente aplicados ao problema de re

gressac L, €, por serem amplamente encontrados na literatura

1

nao serdo agui apresentados.

2.2 - DEFINIGOES

DEFINICAQ 1:

Qualquer (8,u,v) que satisfaca X¥B+Ju-Iv =Y & denomina

da uma sclugao para (2.3).

PEFINICAD 2:

Qualquer solugac w = (B,u,v/ para (2.3} que também sa

tisfaca 53 20 para j=m+l,...,m+1+2n & denominada uma solucdo

possivel para o problema (2.3).

DEFINICAO 3:

Qualquer solucdo possivel v é chamada uma solugdoc bd
sica possivel se as colunas de A=-(X I ~I) correspondentas a
componentes de w diferentes de zero, formam um conjunto de ve

tores linearmente independentes no R",
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DEFINICAO 4:

Um ponto w 6 F =1{n |4 w=%, 533, 20, FEmtl,...,mrle0n}

& chamado um ponto extremo de F se naoc existem w e w, & F,

I 2

W, #wg, 0 <A <7 tal que w=Aw +(le)w2.

1

DEFINICAC 5.

T
Qualguer wé& F, gque minimiza (ui +vi) € chamado uma
1]

solugdo Otima do problema (2.3} e X'w é denominadc hiperplano
Lz otimo.

2.3 - PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES DE REGRESSAD Lj
guando a matriz ¥ das variaveis preditoras tem posto

completo, temos as segulntes propriedades associadas as solu

¢Oes do problema (2.3).

PROPRIEDADE 1:

Existe pelo menos um hiperplano Ll otimo  gue passa

através de no minimo m pontos observados.

Demonsitracdo:

BEm (2.3) existem n equagdes, 2n semi~espacos e 2n+m
variaveis. Se um ponto nao pertence ao hiperplano temos que
u, OU V. & diferente de zero. Mas em um dos pontos extremos
n+m das 2n variaveis devem ser iguais a zero de tal forma que
junte com as n equacoes fique definido um ponto extremo. Con

sequentemente, no maximo n-m pontos estdo fora do hiperplano

correspondente a esse ponto extremo.
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PROPRIEDADE Z:

Uma solugac para ¢ problema (2.3) & um hiperplano tal
gue a diferenca absoluta entre o© namerco de pontos com desvios

positivos e negativos com relagao a esse hiperplano nunca supera m.

Demonstnacao:

Sejam n., e n, 0 nimeroc de desvios absolutos positivos

) z

e negativos, respectivamente, em relagdo ao hiperplano LE oti

mo. Pelo teorema da folga complementar temos:

iy u, =0 ou  f.o =1 e

ii} v, =4 ou Ff.z==1
Pela primeira restricac do problema dual (2.4},

if.=z L f.+ L f.+ L f. =20
Y1 . 1 . 2 . L
@GIJ zGIz 1EI3

onde 7,1 representam respectivamente 0 conjunto de pontos

o d

1?7273

com residuos positivos, negativos e nulos em relagdo ao hipeyr
plano L, Stimo.

Usando (i} e {ii} com fi € /-1,7] temos:

ln,-=n,| =] ¢ f.| sm
177 61, "

0

Com estas duas propriedades podemos restringir a pro
cura de um hiperplanc Otimo a um subconjunto de (;) hiperpla
nos.

No caso da matriz X néo possuir posto completo, estas

duas propriedades podem ser facilmente extendidas. Considere
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mos.que o posto da matriz X seja K £m. Na primeira proprieda
de teremos pelo menos um hiperplano I, otimo gue passa atraveés
de no minimo X pontos observados. Na segqunda propriedade, se
o nimero de pontos no hiperplano LJ 6timo for Ry entéo a dife
renca absoluta entre o numero de pontos acima e abaixo deste

hiperplano nac excedera a este valor.

PROPRIEDADE 3:

Se um conjunto de observacdes possuir multiplos hipey
planos LZ 6timos, entdc gualguer combinacdc linear convexa des

ses hiperplanos também & Otimo.

Demonstracao:

Sejam bl e b2 dois vetores LI dtimos e v a soma dos
desviong absolutos.

Seia b* uma combinacgac linear convexa de bz e bg, en

taco:
bt = abz +(I—u)b2 o€ f0,1]
&
n m . 7
L ]y.- L Xi'b'l = I {u.+v,)
‘=1 ¥ o g=1 99 i=1
n
= § [a(uzi +v1i) +(I—u}(u2i +v2i)]

n
+v}£) +(1~u}‘2 (uzi U, L)

H
o § (g 24

=] 7=

oy + (I-0)p

=y




<13,

Logo o hiperplanc b* também & I, Stimo.

PROPRIEDADE 4:

5e um hiperplano LZ nac passa por gualquer ponto eb

servado entdo |nz—n2| =0,

Pemondtracao:

Suponhamos gque Y =¥ '8 € un hiperplano que ndc  passa
por gualguer ponto observado e gue g >n2.

n Fat
Seja b =z Z |¥.-7Y.{

Consideremos B* um vetor cujos elementos sfo idénti
fas Ead * s - - . .
cos acs de B exceto para 81‘:81 +£, onde £ € um numero positi

vo menor ou igual ao minimo desvio positivo, entao:

8

p* = 3 !.Y.wY’f[
jep ¢ Z
n .
= L ]Y.—Y.wﬁl
=7 v v
?1 Pl
s ?:Ezlfi -V -y ny e
< B

Portanto Y ndo &€ um hiperplano L, dtimo.,

Da mesma forma mostramos que se n, <n,, entd0 o hiper

1

plano ndo é Otimo.
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PROPRIEDADE 5.

Se o numero de observagbes € Impar, entdo gualguer hi

perplano L, &6timo passa por pele menos 1 ponto observado.

1
Pemonstrnacao:

Esta propriedade € consequéncia imediata do  tecrema
anterior. Se o hiperplano ndo passa por nenhum ponto observa
do entao In1~n2|.:0. Como n & impar isto nao é vossivel, logo
necessarliamente o hiperplanc passa por pelo menos um ponto ob

sexrvado.

PROPRIEDADE 6:

Se n & Impar, todos hiperplanos Ll Otimos passam atra

vés de um mesmo ponto observado.

Demensfracdo:

Suponhamos dois hiperplanos I, 6timos que ndc possuan

1
um ponto em comum e dque sejam paralelos. Logo, podemos encon
trar um terceiro hiperplano L, Gtimo gque seja uma combinacio
linear desses dois e gue nao passa por nenhum ponto observa
do, contradizendo a Propriedade 5.

Se os pontos n8o sao paralelos e a intersecgdo néo é
um ponto em comum, podemos encontrar um hiperplano Lz Stimo,
combinacdo linear dos hiperplanos considerados, que ndc passa
por qualquer ponto obsgervado, contradizendo novamente a Pro

oriedade 5.
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PROPRIEDADE 7:

Nenhum ponto observado podera ter desvio positivo com
relagio a determinado hiperplano e um desvio negativo com rela

¢do a outre hiperplano.

Demonstracde :

Sejam dois hiperplanos L, otimos.

'
Y= X'h (HZ)

Y= ¥le fﬁgj

Suponhamos que exista um ponto observado {xj,yj) en
tre eles. Existe um hiperplanc gque passa por (xj,yj) gque po

de ser escrito come combinacdo linear convexa de HI e Hz.

¥¥ o aX'h o+ (1-alX'e (H,)

O restante dos pontos tem desvics positives em rela

cd30 a H., ou negativos com relacao a Hz. Escrevendoc a soma dos

1
desvios absolutos com relacao a i, temos:

LY. —(aX'bs(1-0)Xe)]
. /o s
S

= % ey . ~x'hlel1-0)(Y . ~X"e)]
. . i 1
T#d

Ay s }y.-x'b|+ +{(1-0) I Iy.—X’c|+'
. s % . g %
143 1#]

+of |Y -X'b| " #(1-0) T ¥ -X'c|
i#j " i#j

= a b |Y.-X'b|el1-a) T |Y7.-X'c]
g 'l . . Z
T#] 47
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n s
< a L |Y.-X'ble(1-a) I |¥,-X'ec|
i=1 * iz1 *

B 7t 7
(:)_z lr,-x7el = ¢ |y -x'b|

=i =1

Temos (4) pelo fato dos desvics serem sempre tomados
em médulo e serem positivos ou nulos com relagao a HI ou  nega
tivos ou nulos em relacgdc a Hg, e {B) pelo fato dos dois hiper
planos #, e H, serem otimos.

Portanto chegamos a um absurdo, pois toda combinagao

linear convexa de hiperplancs Stimos também é Otima.

2.4 - ESTIMACAO DOS PARAMETROS DA REGRESSAQ LE

A maior dificuldade para a utilizacgdo do critéric de
minimizacio dos erros absolutos na andlise de regressido foi,
durante longo tempo, a falta de algoritmos rapides e eficien
tes para obter a estimativa do vetor de pardmetros desconheci
dos B.

Desde o seculo passado foram realizados estudos em
busca de procedimentos para solugac do problema de regressao

L Trabalhos como o de Fourier (1820) e Edgeworth {(1887) néao

;-
puderam ser melhor desenvolvidos devido as dificuldades compu
tacionais da é&poca.

0 desenvolvimento da programacac linear e especialmen
te do método simplex possibilitaram o surgimento de um trata

mento computacional mais adequado ao problema de regressac LI'

0 primeiro trabalho nesta linha fol apresentado por Singleton
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em 1940, ainda sem ¢ conhecimento do método simplex, mas com
toda a estrutura do mesme. Charnes, Cooper e Fergusson em
1855, apresentaram o primeiro trabalho utilizando as técnicas
de programacdo linear para solucdo do problema de regressao
in

A partir dai, durante os Gltimos 30 anos, varios méto
dos e algoritmos foram propostos em sua maioria baseados em
técnicas de programacao linear, alguns abordando o problema

sch o ponto de vista primal e outros sob 0 ponto de vista dual.

Dentre estes trabalhos temos:

. Karst {1958} : Método iterativeo para estimagao dos parametros
da reta de melhor ajuste em duas situacgdes:
1} a reta deve passay num determinado ponto.

2) Sem nenhuma restrigac no ajuste.

. Barrodale e Young (1966): Algoritmo usando uma modificacdo

do método simplex.

. Schiossmacher {1973): Método utilizando iterativamente ¢ mé

todo dos minimos quadrados ponderados.

. Abdelmalek (1975): Método baseado no algoritmo simplex dual
utilizando a decomposigdo LU para obter uma melhor estabili

dade numérica.

. Armstrong e Rung (1978): Modificagéo do algoritmo de Barroda
le ¢ Roberts {1973} para o caso especifico de regressdo 1i

near simples.

. Bloomfield e Steiger (1980): Extensao do método propostc por

Karst. Utiliza os mesmos procedimentos de pivotamento do me
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todo simplex.

. Wesolowsky (1981): Baseado no principioc de caminho descenden

te ao longo da superficie da fungaoc objetivo.

. Josvanger e Sposito (1983): Modificacdo do algoritmo de Weso

lowsky para o caso de regressao linear simples.

Entre todos os métodos até aqui apresentados os  gue
aparecem con maior destague sac os propostos por Barrodale e
Roberts {(1973) e Armstrong, Frome e Kung {(1979]). Apresentare

mos, desta forma, cada um desses métodos mais detalhadamente.

2.4.1 - ALGORITMO DE BARRODALE E ROBERTS

Este algoritmo, proposto em 1373, & baseado no método
simplex e supera o algoritmo de Barrodale e Younyg (1966) pelo
fato de em uma mesma iteracao poder passar por virios vértices
do conjunto de sclugbes possiveis, reduzindo significativamen
te o numero de iteracgdes necessarias para encontrar a solugdo
Stima do problema.

Reescorevendo (2.3} obiemos:

min 1'uw+1'v {2.6)
sujeito a X{(b~c) +Tu -Iv = ¥

b,e,u,v & 0

onde (b-c) =B.
Temos entdo uma solugdc  basica formada por

Ugsthgyns i, CASO todos os Yi sejam nao negativos. Para o ca

sC de algum valor negativo troca-se ¢ sinal da linha correspon
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dente e o elemento U, degta linha & substitulde pelo v, corres
pondente na base.

Sabemos que bj‘:“gj’ u; r-v. e que a soma dos custos
marginais de bj e ¢y é zero e de u, e v, € -2. A partir des
tes resultados podemos construir um guadro inicial do método
simplex condensado para © algoritmo, assumindo todos valores

Y. nao negativos.

B 7 S
BASE R 7 2 -
. Yz mjj le . ni
Ug Y2 sz x22 G h e e xng
Um Ym mlm xzm f e e e v e xn,m
m m m m
CUSTOS LY. L >, . L @o: weoavanes L X .
i=1 ¢ i=1 1t =7 2° i=7 MF

O algoritmo & implementado em dois estigios. No esta
gic 1, a escolha da coluna pivo durante as iteracoes restringe
se aos vetores bj e aj. ¢ vetor escolhido para entrar na base
€ agquele que apresenta maior custo marginal ndo negativo. O ve
tor escolhido para salr da base é agquele gue proporciona maior
reducdo na funcgde objetivo.

Pode ocorrer gue nenhum vetor seja encontrado para
sair da base, isto €, a coluna vivotal escolhida, node conter
somente elementos nao positivos; isto ocorre somente guando a
matriz ¥ nao tem posto completo. Nesse caso ignora-se a colu
na pivd bj {ou cj) e ndo realiza-se a transformagac simplex.

Ao final do estagio 1 o posto da matriz X €& determi
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nado pelo nimero total de vetores bj e ¢, na base. Consideran
do gque K gdos vetores u. {ou vi} foram retirados da base, o0 dua
dro neste instante representa uma aproximagﬁo gue interpola X
pontos observados (Propriedade 1). Quando a aproximacgac intex
polar mais do gue X pontos, o guadro ficara degenerado, porém
isto na pratica ndo causa problemas.

No estagio 2 ocorre a troca dos vetores u. e v, nao
basicos com 0s vetores B, € v, basicos. 0s vetores bj ou e,
nfo podem deixar a base neste estdgio. Novamente o vetor esco
lhido para entrar na base & aguele gue apresenta maior custo
marginal positivo e o vetor escolhido para sair da base € aque
le gue proporciona maior redugao na fungao objetivo. 0 al
goritmo termina quando todos os custos marginais sao nao posi
tivos.

Heste segundo estagio, cada tabela do simplex corres
ponde a uma interpolagéd de X pontos observados. Em cada uma
iteracdo {(K-1) pontos permanecem fixos, o vetor a ser retira
do da base determina o ponto gue serd excluido da interpolacdo
e consequentemente o vetor incluido na base determina © novo
ponto de interpolacio. Ao final deste estagio, ocorrendo valores
negativos para alguns bj ou ej basicos, estes devem ser substi
tuidos pelos correspondentes ej ou bj nao basicos,

A principal modificacdo com relagdo ao metodo simplex
padrdo € a escolha do vetor u. ou v, a ser retirado da base.
Em ambos os estigios, este vetor & escolhido como o gue causa
maior redugéo na fungéo objetivo. Geometricamente a transfor
magdo proposta € equivalente a saltar varios vértices no méto
do simplex vadrao.

A regra para determinar o vetor para sair da base €
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nodificada da seguinte forma: primeiramente aplicamos a regra
usual para determinar a linha pivd e subtraimos duas vezes o
valor deste do custo marginal da coluna pivd. Se o resultado
fox néorgositivo fazemos a transformagdo simplex usando este
pivd. Caso contrario, subtraimos duas vezes a linha pivé da
linha de custos marginais, multiplicamos a linha pivd por -7 e
trocamocs o vetor U, {ou vi) da base, correspondente a linha pi
VO por v, lou u;}. A multiplicagdo pelo valor 2 é devida ao
fato de que a soma dos custos marginais de cada par M. Ou v, e
-2. Essa operacdo reduz o valor da funcgao objetivo e troca o
sinal do pivd. A regra normal para a escolha da linha pive é
novamente aplicada e um novo pivo & escolhido, repetindo-se es

te processc até gue um pivd ndo seja rejeitado e a transforma

gao simplex possa ser utilizada com este pivda.

2.4.7 - ALGORITMO DE ARMSTRONG, FROME E KUNG [AFK)

Este algoritmo apresentade em 1979 & uma modificacao
do algoritmo de Barrodale e Roberts. A principal diferenca en
tre os dois algoritmos &€ gque o de AFK utiliza o método simplex
revisado com a decomposi¢do LU na manutencao da base corrente.
Porém, 0s critérics de entrada e saida de vetores da bhase € o
me Smo .

0 método simplex revisado & mais eficiente que o méto
do simplex basico por nac necessitar modificar toda tabela sim
plex a cada iteracado realizada, porém exige ¢ cdlcule de uma
matriz inversa a cada entrada e saida de vetores de base.

Suponhamos © seguinte problema:

max 4 (2.7}
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sujeito a

Empte = 0
Ax = b
x 2z 0

Existem n+7 variaveis, m+] restricgdes e uma base de

Fosto m+1.

Este problema pocde ser reescrito como:
max Z

sujeito as

r o i o

Colocando-se as colunas de 4 de forma a obhtermos uma

base de posto m, podemos ter uma base de posto m+7 dada por:

A partir de 51 podemos determinar os valores da tabe
la seguinte do método simplex bem como a solucgao do problema
neste instante. Portanto necessitamos atualizar esta matriz
a cada iteracéo realizada.

Surge entdc a necessidade de um bom método de  inver
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sdo de matrizes para gque © algoritmo tenha um bom desempenho. O
algoritmo de AFK utiliza a decomposigado LU para calcule da ma
triz inversa inicial e também para sua atualizagao a cada iterg
a0 realizada. O resultado é um algoritmo rapido e eficiente
com boa estabilidade numérica e gue apresenta melhor desempenho

gue o algoritmo de Barrodale e Roberts.

2.4.3 - COMPARACAD ENTRE 08 ALGORITMOS

Diversos estudos foram realizados a fim de comparar
os distintos algoritmos para a determinac¢do da regressiao L.
Ao longo destes estudos verificamos que o desemnenho

dos algoritmos esta relacionado a certas caracteristicas do pro

blema, entre as quais:

i) namero de observacoes;
ii) nUmero de parametros no modelo;

iii) numero de condig¢do dos dados.

0s dois primeiros fatores acima podem ser facilmente
controlados para efeito de comparagac de algoritmos. Para o)
tercelro ponto, Kennedy, Gentle e Sposito (1977) e Hoffmann e
Shier (1980) apresentaram métodos para geracgao aleatdria de pro

blemas testes em regressdo L., com numerc de condigdo desejado e

1
vetor de solugées conhecido.
Um estudo comparativo dos mais recentes algoritmos
propostos para a solucgac do problema de regressao L, foi  apre
sentado por Gentle, Narula e Sposite {1987). Neste trabalho fo
ram estudados os algoritmos de Armstrong e Rung {1978) {AK},

Josvanger e Sposito (1983} (J8), Abdelmalek {1980} (A), Armstrong,
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Frome e Kung (1979) (AFK), Bloomfield e Steiger ({1980} (BS).
Destes algoritmos os de RAK e J5 sido esmecificos nara o caso de
regressao linear simpleg. O algoritmo de Barrodale e Roberts
nao foi utilizado pelos autores devido a estudos  anteriores
{Armstrong, Frome e Kung {(1978)) mostrando nue sua performance
& inferior ac algoritmo de AFK.

0 desempenho dos algoritmos foi estudado sob diversas
condicdes de nimero de observacdes (n) e mmero de pardmetros no
modelo (m). Os valores da matriz de variaveis preditoras X
foram geradas segundo uma distribuicaoc uniforme (0,1) e, para
obtengdo dos valores da variavel dependente ¥ foram acrescenta
dos erros segundo uma distribuicdo normal de media zero e des
vio padrao ¢ assumindo diversos valores,

Os resultados cobtidos sic apresentados na Tabela 2.1
e 2.2. A comparac¢dc dos algoritmos & feita pelo tempo médic de
CPU, em milisegundos, ﬁtilizados na solucao de 100 oproblemas

tegtes.

TARELZ 2.1 - TEMPO MEDIO CPU PARA MODELO LINEAR SIMPLES.

1 o AK JS A AFK BS
100 3.0 0.051 0.028 6.089 0.03% 4.039
3.0 0.021 3.023 0.064 0.034 0.023
5300 0.0 0.702 0.560 1.287 0.345 0,228
3.0 0.193 0.302 1.434 0.287 0.145
1600 0.0 2.420 2.070 4.309 0.88t1 0.565
3.0 G.544 0.971 4.775 0.784 0.422

5000 0.0 17.068 10.148 198.21% 3,091 +

3.0 1.262 2.837 211.23% 1.614 +

* Média de trés execucdes.

+ Na&o produz resposta correta.
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TABELA 2.2 - TEMPO MEDIO DE CPU PARA DIFERENTES VALORES DE m.

n m g A AFE BS
100 5 0.0 0.301 0.153 0.188
3.0 0.331 0.149 0.114
15 0.0 1.646 1.569 1.301
3.0 1.976 1.313 0.932
500 5 0.0 3.483 1.156 1.182
3.0 3,686 1.120 0.829
15 0.0 15,978 8.349 9.714
3.0 17.876 7.808 7.284
1000 5 0.0 11.253 2.876. +
3.0 13.211 2.930 +
15 0.0 43.547 18,096 +
3.0 49,866 17.901% +
5000 5 0.0 118.81% 34,788 +
3.0 248.91% 34.311 +
15 0.0 70676 142.647 +
3.0 687.31% 140.321 +

% Media de trés execugdes.

+ Ndo produz resposta correta.

Pelos resultados acima podemos verificar que os dife
rentes algoritmos utilizados n&o apresentam performance maito
diferente para nimero de observacdes igual a 100. Porém, a me
dida que este nimero de observacgles cresce, o desempenho dos al
goritmos difers bastante. Podemos notar que os algoritmos de
AFPK e BS apresentam uma estabilidade bem maior gue os demais. O
algoritmo de BS porém, apresenta problemas para grande namero

de observacdes principalmente guande ¢ nimero de pardmetros no
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moedelo também é grande.

Portanto © algoritmo gue se apresenta de maneira mais
uniforme nas diferentes situagdes estudadas e Que conseguente
mente éno mais recomendado numa situagdo geral € o algoritmo

AFK.
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CAPITULO 3

INFERENCIA EM REGRESSAC L1

Neste capitulo abordamos aspectog da inferéncia em re
gressan Lj,principalmente agueles relacionados as propriedades
assintdticas dos estimadores L,.

3.1 - INTRODUCAO

A inferéncia em regressao L, & ainda hoje uma area
gue necessita ser melhor estudada a fim de facilitar a utiliza
¢do desta metodoleogia. Até pouco tempo atras, por exemplo, nio
se conhecia qualguer tipo de informag¢ao com relacgdo a distribui
gdo dos estimadores dos par@metros da regressdo LI."

Os primeiros trabalhos nesta area foram baseados es
gsencialmente em simulacgdes e procuravam comparar a eficiéncia
dos estimadores da regressadc L, com relac¢do aos tradicionais es
timadores de regressdo dos minimos guadrados, sob as mais diver
sas distribuicgdes de erros {Rice e White {1964), Blatteberg e
Sargent (1971), Pffaferberger e Dinkel (1978}, entre outros). Es
tes trabalhos indicaram gue 0s estimadores de regressao L, sao
mais eficientes do gque os estimadores obtidos peleo critério dos
minimos guadrados gquando a distribuicido dos erros apresenta cau

das mais alongadas do gue a distribuigdo normal. Ashar e

Wallace {1963) e Wilson (1978} mostraram gue o0s estimadores de
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regressdo L, tém uma eficiéncia relativa de 80% com relacdo aos

1

estimadores de regressdo L, gquando as condig¢des de minimos gua

a
drados sfo satisfeitas,
A consisténcia e a tendenciosidade dos estimadores de

regressac L, foi estudada por Taylor (1974). Uma forma de con

1
sisténcia fol apresentada quando os residuos sdo simetricamente
distribuidos em torno de zero. A nadc tendenciosidade dos esti
madores também foi apresentada para o caso de erros simetrica
mente distribuidos, porém, com a condigd8o que o problema tenha
solugdo Gnica. Para o caso de maltiplas solugSes  Sielken e
Hartley {1973} apresentaram um algoritmo gue produz estimadores
de regressac L, nio tendenciosos.

0 primeiro resultado com relacdo a distribuigao  dos
estimadores dos parametros da regressao LI foi apresentado por
Rosemberg e Carlson {1977}. Neste trabalho eles investigaram
as propriedades dos estimadores da regressao Lz através de Ui
estudo de Monte Carlo. Foram utilizados dois tamanhos anos
trais nz31 e n=39, trés tipos de variavels preditoras (constan
te, normal padrdc e normal contaminada com curtose alta) e trés
tipos de distribuicdes de erros, normal 9a&réo e duas normais
contaminadas ambas com mesmo percentual de contaminacao, 5%,
porém com varidncias da distribuigdoc contaminante diferentes,
15 e 25. Para cada combinacdc destes trés fatores fol realiza
do wm experimento com 1000 repeticOes. Neste conjunto de repe
ticdes, os valores das variaveis preditoras foram mantidos £i
x0s, variando a cada execugdo ¢ valor da distribuicdo dos  er
rog., Em cada uma das repetig¢bes foram obtidas as estimativas

dos pardmetros de regressidc usando os gritérios de minimiza

gao dos erros absclutos e minimos quadrados. Obtidas as 1000
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estimativas para os parametros de regressao, foram entdc calcu
ladas as variancias das estimativas de ambos ©s métodos. Este
procedimento fol feito para o caso de regressdo linear simples,
duas e seis variaveis preditoras e ao final as principais con

clusdes foram:

i} Os estimadores de regressio Li possuem erro padrao signifi
cativamente menor gue o5 estimadores de regressao L, 9quan

do a distribuicdc dos erros tem curtose elevada.

ii) Os estimadores de regressao L., tém distribuicadoc aproxima

1

damente normal guando os erros tém curtose alta.

iii) Qs erros (£-B) nos estimadores de regressao L, sdo aproxi
madamente digtribuidos sequndo uma normal m~bvariade com vetor de
medias ¢ e matriz de variancias e covariancias XZ(X*X)”I onde ¥ € a

. Ce s . 2 - co e
matriz das varidveis preditoras e A /n € a varidncia assintdtica da

mediang de uma amogtra de tamanho n na distribuicdo dos erros.

Este Ultimo resultado foi mais tarde obtido por
Bassett e Koenker (1978) que mostraram, analiticamente, que a
distribuicdo de amostragem do vetor de estimativas dos parame
tros de regressao Ll’ é, & assintoticamente normal com média B8
e matriz de variancias e covariancias XQ(X’X)"I. Este vresulta
do possibilitou o desenvolvimento dos primeiros vrocedimentos
inferencials assim como a construgac de intervalos de confian
¢a e testes de hipdteses.

Os trabalhos recentes em regressaoc Ll tém abordado
pontos como © problema de selegdao do melhor subconjunto de va

ridveis em regressdo I, (Gentle e Hanson (1977), Narula e

Wellington {(1979)) e também a influéncia de cada observaga® na
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regressac L, (Narula e Wellington {1985})).

3.2 - TEORIA ASSINTOTICA

Consideremos o modelo (1.1) e suponhamos que as compo
nentes do vetor e sdo independentes e identicamente distribui
das com fungao de distribuigaoco F cuja mediazna & zero., Denotemos

por B, o estimador de B na regressao L,, isto &,

min |¥ - X8| = |Y~Xé| {3.1}
8

Seja {én} a sequéncia de solucgdes (nicas de problemas
(3.1}, n >0,

Suponhamos gue:

i} F é continua e tem densidade f positiva e continua na media
na.

i1y 2im o l(xrx)”t = g

oo

onde ¢ € uma matriz definida positiva, temos entado gue:

fﬁ_(§~8) converge am aistribuigéo para uma distribuil
cao normal m—varieds com vetor de médias ¢ e matriz de varidncias e cova
ridncias A2Q_j. Az/n € a variancia assintdtica da mediana de
amostras de tamanho n da distribuicd8o F. Este & o0 resultado de
Bassett e Koenker e a consequéncia imediata do mesmo € gue o
critério de minimizagao dos erros absolutos & superior ao de mi
nimos gquadrados no modelo linear geral, sempre gue a distribul

gdo dos erros € tal gue a mediana é um estimador mais eficiente

que a média como medida de posigao.
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A convergéncia dos  estimadores da regressan
L, para a distribuicac normal foli estudada por Dielman e
Pfaffenmberger (1982). Concluiram gue no caso de erros normalmen
te distribuidos & necessirio gue o tamanho de amostra seja 20
para gue a hipdtese de normalidade seja aceita. Para erros com
distribuicado normal contaminada € precisoc uma amostra de tama
nho 30 para gue a convergéncia ocorra ao nivel de significlncia
de 10%. Porém, no caso de erros com distribuicdc de Cauchy a
convergéncia ao nivel de significéncia de 5% ocorre somente
guando n=700 e se ©0s erros sao provenientes da distribuicdc de
Laplace o tamanho de amostra necessario para convergéncia cres
ce para 150 ao nivel de significancia de apenas 1%.

Portanto, © uso da distribuicdo assintdtica é adegua
do guando a distribuigdo dos erros € normal ou normal contamina
da ou guando o tamanho de amostra € grande. A utilizagdo da
teoria assintdtica em procedimentos estatisticos para pequenas
amostras pode ccasionar resultados incorretos principalmente no
caso dos erros provenientes de distribuicdes com caudas alonga
das.

Com o resultado de Bassett e Koenker tornou-se sim
ples a construgdo de intervalos de confianga e testes de hipdte
ges para o5 estimadores de regressac LE'

Supondo gue estamos interessades em um intervalo de
confianca para »'B, onde r & um vetor de constantes usado para
especificar uma particular combinagdc linear dos pardmetros 8.

Um intervale de confianca de (I1-«)% para »'R pode ser escrito

COMO 2

A 1/8

'8 t za/gur'rx';f)"zr] (3.2)
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onde Z denota o percentil apropriado da distribuicdo normal pa
drao.
Para a i-ésima componente do vetor 8, um intervalo de

COnfianéa de (71-0)% de confianca €:

Bi * ZQ/ZA{X X)ii {3.3}
onde (X’X);ifz denota a raiz gquadrada do i-ésimo elemento da

diagonal da matriz (xrx)~t,

Podemos também construir um teste para hipoteses do

tipo:

B,.: r'f # *h

Fixando um nivel de significadncia o, as regiles de re

jeicdc e aceitagado sao dados por:

a) Rejeitar H, se: "Za/g A ou
#*
Za/Z < Z
. . _ #* <
b} Aceitar HO se Z&/Z s Z° =2 Z&/g
onde
x r'é - B
= = t i rvimd 178 (3.4)
A7 (XX} ")

Para uma componente especifica do vetor B, onde dese

jamos testar a hipdtese
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HO: Si z 0
Hy: By # 0
temos:
> L3
a} Rejeitar HO sey Z&/z < Z ou
*
#Za/B A
A . < 7% «
h} Aceitar Ho sSe: Zafz 227 =5 Za/B
onde
B

i
Nxrx)oil?
AR

{3.5)

Uma alternativa para testar hipdteses sobre os parime

tros da regressdc L, € através dos testes usuais de Wald, Multi

2
plicadores de Lagrange e Razao de Verossimilhanca. Estes +trés
testes foram estudados no caso de regressio L} por Bassett e
Keoenker (1982), obhtendo o seguinte resultado: 0s testes de
wWald, Razdoc de Verossimilhanca e Multiplicadores de Lagrange
sao assintoticamente equivalentes e convergem em distribuigic

para uma gui-quadrado com X graus de liberdade e pardmetro de

ndc centralidade n, onde
o am2%yatd =13
n o= A Bi(ﬁ J Bi {3.6)
K - posto da matriz X,

éi é o vetor de estimativas do vetor Bi gque se deseda testar e
p*? & o bloco correspondente na matriz {X’X)—j.

O teste dos Multiplicadores de Lagrange é mais reco
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mendado por ser mais simples do ponto de vista computacional.
Uma dificuldade para a utilizac@o destes  procedimen
tos € o fato de A ser desconhecido. Assim uma estimativa de X
& necesgsaria para que estes procedimentos sejam utilizados.
Uma estimativa para A € sugerida por Cox e Hinkley

ez{C&mer,

{(1974) . Primeiro temos gue assintoticamente A:{2fmﬁ}
{1946)}, onde Fim & a ordenada da distribuicdo de erros ava
liada na mediana. A sugestdo de Cox e Hinkley € que {f(m)}"l

pode ser estimada por:

& ~ &
P (t) (s)
N vy Ve (3.7)
onde CREEE £221,8,...,n & 0 vetor de residuos ordenzados e, €

Q(S) £ 0.

O valor de t e s em (3.7) devem ser simétricos com re
lacdo a mediana amostral dos residuos e a diferenga entre eles

deve ser peguena. Em particular:

t = [n/2] + v
(3.8}
g = fn/2}] « v
onde [.] representa o maior inteiro contido e v € um valor in
teiro positivo apropriade, (3.7) e um estimador consistente pa
ra 2i, logo uma estimativa para A & dada por:
A= f/2 {3.9)

Sposito (1987} verificou através de um estudo de HMon
te Carlo o comportamento de (3.9} como estimador de x.

Neste estudo foram utilizadas as seguintes distribui

coes de erros.
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1. Laplace:

172 expi-lz|} -o<z<=

f(x)

2. Cauchy:

s -1
[r{I+a™ )] ~00 £ g L o

I

f(x)

3. Normal Padrio:

~1/2 2
Frg) = (27 expl-z®/8} -w<gp <
4. Triangular:
1-|z] —w < <]
F = .
() 0 easo contraric
5. Uniforme:
b ~1/2 <2 51/2
F =
(=) % easo contrario

Tamanhos de amostra, 50, 100, 200, 3060 e diferentes
valores para v foram testades utilizando o medelo f.:80+e. Os
resultados foram analisados separadamente para © caso de distri
buicoes com amplitude finita e para as distribuigdes de amplitu
de infinita.

A partir dos resultados cobtides concluiu-se gque:

1. Para distribuicoes com amplitude finita (3.9) aproxima X ra
pidamente e para n=x]100, v=d ou 4 apresenta uma boa aproxima

cdo. Se n z 200 valores de vz2 ou 3 mostraram-se adequados.

2. Para distribuic¢bes com amplitude infinita:
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i) Wo casc de distribuigao normal uma boa aproximacdo pode

ser obtida com wrl independentemente do tamanho de amos

tra considerado.

ii) Para a distribuigdo de Laplace uma boa aproximagdc ocor

iii)

re com n=100 € v=3 e para n 2 200, v=1 fornece hons re

sultados.

Se a distribuicdo dos erros for Cauchy & necessario um
tamanho de amostra 300 e »=1,2, ou 3 para que uma boa

aproximagdo ocorra.

Podemos entao concluir gue no caso de distribuicoes

com amplitude infinita uma boa aproximagdo para X utilizando-se

{3.9) & obtida a partir de uma ade¢quada escelha de v para cada

tamanho de amostra.



.37,

CAPITULDO 4

BOOTSTRAP E REGRESSAQ L1

Neste capitulo apresentamos o método bootstrap propos
to por Efrom (1979}, gue serad utilizado para estimar ¢ desvio
padrao e construir intervalos de confianga dos estimadores dos
parametros da regressido L

7°

4.1 - METODO BOOTSTRAP

Um problema usual em estatistica € agquele onde a par
tir de uma amostra aleatdria Z=(8,,2,4,...,% ) proveniente de
uma certa distribuicio de probabilidade desconhecida F, deseia
mos fazer inferencias sobre a distribuigac de amostragemn para
uma determinada variavel aleatoria R(Z2,F), dependente de Z e F.

0s métodos classicos de inferéncia estatistica supGe
gque F & uma distribuigdo de probabilidade conhecida, gque nemn
sempre € a verdadeira distribuigac da variavel aleatdria emn
questdo e, a partir dela fazem as inferéncias desejadas.

0 método bootstrap nic exige nenhuma suposicgio sobre
a distribuigdo F e procura através dos proprios valores obtidos
para a amostra Zﬁz(ZI,Z

a*”

de inferéncia. A idéia geral do método & simples e consiste em

.+»%,) buscar a solugdo do problema

retirar amostras aleatdrias de tamanho z, com reposicio, dos

proprios valores obtidos para Z, de modo a obter uma distribul
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gao bootstrap para os estimadores de interesse, Existem trés

propostas basicas para a obtengao da distribuigdo bootstrap:

i) célcule tedrico;
ii) aproximagdo Monte Carlo;

1ii} expansdc em série de Taylor.

Neste trabalho utilizaremos a segunda proposta, a dis
tribuicao bootstrap sera aproximada via metodo Monte Carlo.

Consideremos Z\:(ZE,Z .,Z ) uma amostra aleatdoria

TR
cuias componentes sao independentes e identicamente distribul
das {(i.i.d.}, provenientes de uma distribuigdo F da gqual esta
mos interessados em estudar o parametro 0. Seija Q(ZIQ%,.“,Zn}
a estatistica de interesse cujo desvio padrao sera escrito como
GBKF}. Esta notagio caracteriza o desvio padrdc como uma fun
¢ac da distribuicdo de probabilidade desconhecida F. A estima
tiva bootstrap de OB(F) serd denotado por Gefg)A:ﬁ(}), onde F
é a estimativa de maxima verossimilhancga nao paramétrica de F.

O calculo da estimativa bootstrap do desvio padrao,

via método de Monte Carle, segue o seguinte algoritmo.
1. Constrdi-se F como sendo:

o

F: massa ﬁ% sobre Zi’ Tz1,8,...,1 {4.1}
2. Retira — se uma amostra bootstrap de F,

& % £ -
ZI’ZZ”“"Zn N F (4.2)

Calculamos entdo 6* :éfz;,z;,...,z;).
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3. Repete-se o passo 2 independentemente B vezes, obtendo em ca

da repeticdo bootstrap, 8*%, §*%,..., 8*%.
Calculamos entdc o desvio padrao dos g%,
i~ B ~ Y 1;2 .
5, = {z T (5*7-8%)%) (4.3)
iz
onde
- AP
8% = & I 8° (4.4)
i

Quando B -+, aproxima o(F), o estimador bootstrap

i
do desvio padréo.
A partir da estimativa U(?J, vodemos obter um interva

lo de confianca aproximade para 8. Esta aproximacdoc & dada

par s

Ay

+ G(F) Lz, : (4.5)

onde Z, &€ 0 o-ésimo percentil da distribuicido normal padrdo. Es
te intervalo é chamado "intervalo padrao" para 8 e & baseado na
aproximacdo normal para grandes amostras.

Outra forma de cbtencdo de um intervalo de confianga
para © & a partir da distribuicao bootstrap de §*, & o chamado
métode dos percentis.,

Seja
F(t) = Prob {6 £t} (4.6)

a funcdo de distribuigido bootstrap de 8%, Quandoc esta distri
buicdc € obtida pelo método de Monte Carlo temos que Fei) é

aproximada por
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#{8% 54]
3

Para um dado o, entre 0 e 0.5, definimos:

A _ -1
GINF(Q) = F “{a) (4.7)
SSUP{Q) = P {I-a) {4.8)

0 método dos percentis fornece o intervalo dado por:

Eas

[8  ta), 4. (a)] (4.9)

IRF Tsup

como wm intervalo [1-2a)% de confiancga para £.

Outras sugestdes para a utilizacdo da distribuicdo
bootstrap na construgao de intervalos de confianga foram
apresentados por Efrom (1282) e Efrom e Tibshirani (1983), mas

nao serio consideradas neste trabalho.

4.2 - APLICACAC DO METODO BOOTSTRAP A REGRESSAC L1

Consideremos o modelo {1.1) com €.y i.7.d., provenien
tes de uma distribuicao desconhecida F. Suponhamos que F  seia
centrada em zero em algum sentido: EF(EJ = 0 ou Ple<0} = 0,5,
Para ¢ caso de regressao LI’ pela Propriedade 2 do Capitulo 2,
temos que a mediana dos €, sempre se iguala a zero, isto e,
Ple <0} =0.5.

A estimativa bootstrap do desvio padréo SB :S(é,F) po
de ger utilizada para medir a preciséo dosg parametros da regres
sdao [.,. Neste caso § é a distribuigéo empirica dos residuos.

¥

Consideremos Y = X8, 0 vetor estimado pela estimativa
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; dos parametros de regressio.

de erros estimado para o ajuste obtido através do critéric I

0 algoritmo bootstrap Monte Carlo pode ser entéo

crito da seguinte forma:

'r’41-

Pl S

Entao, ¢. =Y. ~-X¥.R &€ 0 vetor
7 4 7

7"

deg

. ~ i ~
1. Constrdi-se F colocando-se massa G cada ponto do vetor £

ohservado.

~ "Z ”~
F: massa Y sobre €5

.. ~ # *
tra i.i.4. de F, €13€asnnes

Calcula-se entao uma estimativa L

ra esta amostra,

t=1,8,..

121,82, .. ,7 (4.10)

&% N
Retira~se uma amostra bootstrap Y , selecionando-se uma amos

E3 I
€ s obtemos entao:

v sl (4.11)

7 do vetor B, éi, pa

mantendo-~-ge ¥ fixa.

3. O Passo 2 € repetido independentemente B vezes, obtendo-se
as estimativas bootstrap, é*Z,B*g,...,B*B.

Uma estimativa para o desvio padrao de cada parametro

é; é dada por:
B .
~ ¥ soxld)
g = { L (B, e
Bi B J=1 T
onde
B ,
~xf ) 1 i)
A NS

2 utilizagdc deste algoritmo para © problema

gressao L,

pode apresentar dificuldades devido

. 1/8
SAEESY!

: (4.12)

(4.13)

de re

a reamostragem
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de residuos iguais a zero levando a subestimacdo do desvio pa

drdoc. Pela Propriedade 1 do Capitulo 2, em regressdo 1L exis

}J’

te pelco menos um hiperplano L, Stimo gque passa por pelo menos

1

m pontos observados, ou seja, existe pelo menos uma solucgdo LZ

étima gue resulta em wvelo menos m valores do vetor de residuos

~

e; iguals a zero, onde m é o posto da matriz das variaveis pre

ditoras.
Por outro lado, estudos tém mostrado gue em geral os

problemas de regressdo [, apresentam uma unica solugao Stima.

1
Conjuntos de observagSes com miltiplas solugdes Otimas precisam
ser construidos artificialmente. Portanto, pela Propriedade 1,

salvo raras excec¢des, as solucgles Otimas de problemas de regres

sao L, passam por pelo menos m pontos observados.,

Uma forma de resolver este problema & atraveées do
bootstrap alisado. Neste caso retira-se uma amostra boots
trap de F ®G, onde 8 significa convolugio. Cada ponto £ da

amostra bootstrap representa a soma de um ponto - selecionado
aleatoriamente dos dados originais com um ponto selecionado da
distribuicaoc ¢.

A reamostragem dos residuos nulos pode também ser omi
tida retirando-se da amostra original de residuos aqueles
iguais a zero.

0 método bootstrap pode ser também utilizado de uma
forma mais simplificada em problemas de regressio. Considere
mos cada observagao T, :(Yi’Xi} obtida através de amostragem
aleatéria simples de uma distribuigdo F. O método bootstrap &

entdo aplicado ao conjunto de dados,

.- NP

£yt .,

IR IEE
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0 algoritmo bootstrap Monte Carlo fica da sequinte

forma:

1.

Constroi~se F, colocandeo-se massa j% sobre cada observacio

t ..
T

s

F: massa - sobre t,,  i=1,%,...,n (4.14)

Retira-se uma amostra bootstrap

i.%.4d.
#* A -

A
N

Calcula-se para esta amostra a estimativa LI poots

-

trap (B

EXND

)5
Repete~se 2, B vezes obtendo-se as estimativas bootstrap

Com 0s valores é*(J), calcula-se a estimativa boots

trap do desvio padrdo através de (4.12) e (4.13).
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caAapITULO 5

METODOLOGIA E RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos a metodolegia utilizada
para avaliar a aplicaci@c do método bootstrap na obtencdo de es
timativas dos desvios padrles e intervalos de confianca dos pa

rimetros da regressaoc Lz’ bem como os resultados obhtidos.

5.1 - METODOLOGIA

Para verificar a viabilidade do uso do método boots
trap como procedimento para obtencdo de desvio padrac e interva
los de confianca para os estimadores da regressao LI quando ©
tamanho da amostra € peguenc, desenvolvemos um extenso estudo
computacional utilizande o computador VAX11/785 do Centro de Com
putacdo da UNICAMP.

Este estudo fol realizado em duas partes. A primeira
consistiu em um estudo de Meonte Carlo para obter os valores des
conhecidos para o desvio padréo dos estimadores da regressac L,
soh diversas condigées de distribuicdes de errcos e tamanhos de
amostras. Estes valores foram entéo comparados aos resultados
obtides pelo método bootstrap, gue € a segunda parte do estudo.

Com este procedimento desejamos mostrar que as estima

tivas obtidas através do bootstrap aproximam os valores obtidos

através do estudo de Monte Carlo, indicando desta forma a viabi
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lidade do uso do metodo bootstrap como procedimento para estimar o des

vio padrdo dos estimadores dos pardmetros da regressdo [, em pe

I
guenas amostras.
0 modelo gue utilizamos fol o de regressdo linear sim

ples

¥y - B 1'-813'}4-5 (5.1}

0

Foram utilizadas as seguintes distribuigdes simétri

cas de erros:
1. MNormal Padrdo:

f(.r:) = (2?}“Zf2€$p{~x2f2} it £ oL ®

2. Normal Contaminada:

f(m’ = 0.85 . N{(O,1) +0.16 . N{0,5) -0 L <

onde ¥({0,0) denota uma variavel aleatoria proveniente de uma
distribuigdo normal com média ¢ e desvio padrdc o, conseguen

temente f, & uma mistura de distribuigdes.

3. Laplace:

H

b (1/2)expi{-lz|} 0 < gp <o

4. Cauchy:

-1
{w(1+x2)] wtt < g < ®

K]

f(x)

Para a geracgado dos numercos aleatdrios segundc  essas
distribuig¢des, foram utilizados o Método Polar de Marsaglia pa

ra a distribuicdc nornal e o Método da Transformacao Inversa pa
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ra as variaveis de Cauchy e Laplace. Na geragac de  numeros
aleatdorios uniformes 0,17 foi utilizado o gerador RAN da bi
blioteca FPORTRAN/VAX.

Os tamanhos de amostra usados foram, 10, 20, 30, 50,
75, 100 para cada uma das guatro distribuicfes de erros. Para
cada um destes tamanhos de amostra foram geradas 5 diferentes
matrizes X. Foram escolhidos 5 valores para BO = 82, conforme
a Tabela 5.1. Cada par desses valores foi atribuido a uma das

matrizes para cada tamanho de amostra.

TABELA 5.1 - VALORES PARA 80 E ﬁ}'

——h
-k
—

o W bk

0s valores de z foram gerados segundoe a distribuicao
normal padrac, independentemente dos errcs. Uma vez gerados oS
valores de Z,r para cada uma das c¢inco matrizes, estes valores
foram entao fixados durante todo o estudo. Os valores para a

variavel dependente, Y, em cada uma das matrizes X foram chti

dos por

Yi = 80 +81X1i +e, Tl B, ., n. {5.2)
5.1.1 - ESTUDO DE MONTE CARLO

Na execucac do estudo de Monte Carlo foram geradas

5.000 amostras, segunde cada uma das distribuigdes de erros. A
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cada amostra dos erros que era gerada, um novo conjuntce de valo
res para ¥ era obtido. Com os valores (Y,X¥), calculavamos en
+30 as estimativas LI para 80 e 81 utilizando o algoritmo de
krmstrohg, Frome e Kung {1879}.

Ao final do processo, para cada matriz, em cada tama

nho de amostra, existiam 53.000 estimativas para 60 e B A par

j‘
tir dessas estimativas foram entao obtidos os desvios padroes

destes estimadores pelo método de Monte Carlo; estes resultados

sdo apresentados, para O caso de BO‘:BI = 1, na Tabela 5.2.
5.1.2 - METODO BOOTSTRAP
Para cada matriz ¥ gerada, o método bootstrap foi
aplicado. Duas formas de reamostragem foram utilizadas;:
i} reamostragem nos pares ?.;
ii) reamostragem no vetor de residuos  ignorando-se aqueles

iguals a zero.

A reamostragem utilizando a convolugdo (# & ¢), deixoun
de ser estudada por ndo apresentar resultados satisfatorios.

Para definirmes © numero B de repetig¢les bootstrap,
realizamos um estudo comparando guatro possiveis alternativas:
100 x 100, 160 x 200, 200 x 100 e 200 x 200, onde 4 xB gignifica
que a estimativa bootstrap do desvio padr8o & resultado da me
dia de 4 execug&es do método bootstrap com B repetigdes. Os re
sultados indicaram que dentre as 4 alternativas, aguela que me
lhor aproximou os valores do estudo de Monte Carlo com mencor
tempo de execucgdo foi a de 4 =100 e B =200,

Para a construcgdo de intervalos de confianga foi uti
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lizado apenas o método padrdo, pois o método dos percentis ndo
apresentou bons resultados, bem como exigia um tempo computacic
nal muito grande. Fol utilizado somente o0 caso de matrizes as
sociadas a 80.:81 =z 1 e a performance dos intervalos construi
dos f£oi verificada através da probabkilidade de cobertura obtida

em 500 repetigdes do método bootstrap com 200 repeticdes.

5.2 - RESULTADOS PARA REAMOSTRAGEM ROS PARES

Para cada par de valores fixado, conforme a Tabela
5.1, para o vetor de parametros §, obtivemos uma tabela conten
do o desvio padrdo para as estimativas dos parametros da regres
}, 0 resultado de Bassett

MC

}, a média das 100 estimativas bootstrap com rea

530 I, pelo estudo de HMonte Carlo (o
4

e Roenker (UBK

mostragem nos pares ti(g) e o desvio padrao destas estimativas

prs

(¢..), para cada uma das distribuic¢des nos diversos tamanhos de

EE
amostra. No resultado de Bassett e Keoenker fol usado o valor
de A assintotico de cada distribuicao de erro. Na Tabela 5.2
apresentamos estes resultados para o caso de BQ::BZ = 1.

Estes resultados comprovam o8 problemas gue podemos
ter gquando utilizamos o resultado de Bassett e Koenker. Quando
a distribuicdo de erros € normal ou normal contaminada, o des
vio padrac pelo resultade de Bassett e Koénker aproxima-se do
resultado do estudo de Monte Carlo a partir de tamanhos de amostra 10
e 30 respectivamente. Porém, para distribuicio de erros de
Cauchy esta aproximacdo comeca a ficar clara com tamanho de
amostra 100, o que ndo ainda ocorre para errcs de Laplace.

Cutro resultado gque se pode verificar & que os resul

tados obtidos pelo método bootstrap super-estimam os valores do



TABELA 5.2 ~ RESULTADOS PARA REAMOSTRAGEM NOS PARES By=8y = 1.
o i TAMANHO DE n=10 n=20 n=30 n=50 n=75 n=100
DISTRIBUICAC AMOSTRA . }
B Bz Co Bz 8, az Bo gz By 31 Ro By
Opn 0.399 0.354 0,298 0.330 0.230 0.216 0.177 0.125 0.145 0.139 0.127 0.132
Syo 0.378 0.364 0.289 0.326 0.228 0.218 0.176 0,168 0(.146 0.139 0.129 0.132
NORMAL !
3, 0.460 0.463 0.341 0.386 0.25% 0.255 0,191 0.190 0.153 0.158 0.134 0.140
O G.137 0.143 0.129 0,121 0.060 0.107 0.045 0.045 0.032 0.04% 0.027 0.033
% 0.453 0.402 0.443 0.390 0.261 0.246 0.201 0.191 0.165 0.161 0.145 0.151
NORMAL O 0.470 0.462 0.347 0.386 0.263 0.25t 0.201 0.198 0.167 0.165 0.143 0.153
CONTAMINADA Gé 0.733 0.782 0.405 0.490 0.301 0.311 0.216 0.209 0.178 0.189 0.152 0.166
g 0.333 0.415 0.167 0.187 0.082 0.089 0.047 0.054 0.032 0.046 0.026 0.038
- 0.318 0.282 0.211 0.233 0.183 0.173 0.141 ©.134 0.115 0,113 0.10Z 0.106
) ) X ) 222 0,219 0.161 0.158 0.129 0. a. i
APLACE e 0.420 0.416 0.294 0.346 0,22 1 1 15 129 0.136 0©.115 0.120
3, 0.578 0.617 0.379 0.446 0.260 0.271 0.193 0.194 0.141 0.156 0.120 0.135
- 0.198 0.223 0.121 0.146 0.066 0.090 0.045 0.053 0.030 0.046 0.025 0.031
Oy 0.500 0.443 0.374 0.413 0,288 0.271 0.222 0.2%1 0.182 0.178 0.160 0.167
. . 0. ] 318 0,330 0.233 0.232 0. 0. ) i
CAUCHY 2MC 0.743 0.841 0.437 0.535 0.31 3 32 0,190 0.195 0.165 0.175
5, 13.412 21.051 0.755 0.902 0.422 0.448 0.278 0.271 0.213 0.230 0.178 0.203
5 86.916 #8.175 0.528 0.565 0.167 0.187 0.061 0.065 0.050 0.075 0.042 0.058

- 6?‘
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estudo de Monte Carlo, sendo gue a medida gue o tamanho de amos
tra cresce, a diferenca entre estes valores decresce, tantc pa
ra BO como B, .

Na Figura 5.1 apresentamos conjuntamente os valores
cbtidos nas diversas situagoOes estudadas pelo método bootstrap
e o estudo de Monte Carlo, para as estimativas de BO a B}. A
partir deste grificoc verificamos uma diferenca de comportamen

to das estimativas para BO e B Portanto os estudos a seguir

7
serao feitos independentemente para B8, e B,. Nas Figuras 5.2
e 5.3 representamos ¢ grafico anterior individualmente para Sﬁ
2 ﬁz, respectivamente, sendo que ¢ valor apresentado no grafico
representa o tamanho de amostra do qual o ponto € oproveniente,
Para gue ¢ metodo bootstrap seja uma boa aproximacao do desvio

padrao dos estimadores da regressao L devemcs obter estes va

1!
lores proxinos a reta de identidade (o = /. Podemos notar

“ue

gque isto ndo ocorre porém, estes dois graficos indicam a exis
téncia de alguma relacdo funcional entre estas variaveis distin
ta da identidade. Portanto, podemos entao determinar uma rela
gdo funcional de modo a obter uma corregdc que forneca os valo
res do método bootstrap proximos aos do estudo de Monte Carlo.

Na busca de um ajuste adeguado para esta fungado veri
ficamos a existéncia de uma relacgdo entre os valores observados
e o tamanho de amostra do gual eram provenientes. Isto pode
ser observado nas Figuras 5.2 e 5.3, guanto menor ¢ tamanho de
amostra, maior tem gue ser a corregdo para que o bootstrap se

aproxime do Monte Carlo, assim sendo, decidimos obter o ajuste

destas corregoes em duas partes:
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FIGURA 5.1
REAMOSTRAGEN NOS PARES
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FIGURA 5;2
REAMOSTRAGEM NOS PARES
MONTE CARLO BETA(D) X BOOTSTRAP BETA(0)
1 = tamanho de amostra 10 2 = tamanho de amostra 20

3 = tamanho de amostra 30 5 = tamanho de amostra 50
7 = tamanho de amostra 75 8 = tamanho de amostra 100
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BOOTSTRAP BETA(()
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1l = tamanho
3 = tamanho
7 = tamanho
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FIGURA &.3
REAMOSTRAGEM NOS PARES
CARLO BETA(1) X BOOTSTRAP: BETA[L)
de amostra 190 2 = tamanho de amostra 20

de amostra 30 % = tamanho de amogmtra 50
de awmostra 75 0 = tamanho de amogtra 10§

BOOTSTRAP BETA(1l)
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i) tamanhos de amostra menor ou igual a 30;

ii} tamanho de amostra maior do que 30.

Obtivemos as seguintes corregdes em  Jue EC  denota

bootstran corrigido:

i} n £ 3¢
ry ry 2
BC (B.) = 0.13 +0.4756, —0.08(G. )
a B B
0 0
BOO(R.) = .12 +0.466. ~0.04(8, )¢
: g, B,
ii)y n > 3¢
_ -~ N a ~
BC (B,) = 1 03080 0‘5‘(050‘)
BC (8,) = 0.046 +0.54{§8

Nas Figuras 5.4 e 5.5 reapresentamos as Figuras 5.2
e 5.3 aplicando estas corregdes onde podemos verificar que os wnon
tos observados estao agora proximos a reta de identidade que desedavamos.

Para verificar a validade destas corregdes, novos con
juntos de valores foram gerados para diferentes tamanhos de
amostra, diferentes matrizes X e diferentes valores dos parame
tros 80 e BI' Para estes novps conjuntos de observagées foram
obtidos os resultados pelo método Monte Carle e pele método
bootstrap nos guais foram aplicadas as corregées acima propos
tas. Nas Figuras 5.6 e 5.7 estes valores séo apresentados para

B

o © Bi respectivamente. Podemos verificar gue os pontos cOom

as corregoes propostas, aproximam-se da identidade (§ :0MC}, in
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FIGURA 5.4

REAMOSTRAGEM NOS PARES
MONTE CARLO BETA(O) ¥ BOOTETRAP CORRIGIDO BETA{Q)
= tamanho de amostra 10 2 = tamanho de amostra = 20

tamanho de amostra 30 5 = tamanho de amostra = 50
= tamanho de amostra 7% 0 = tamanho de amostra ~ 100

]

BOOTSTRAP CORRIGIDO BETA{(})
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FIGURA 5.5
REAMOSTRAGEM NOS PARES
MONTE CARLO BETA(l) X BOOTSTRAP CORRIGIDO BETA{1l)
1 = tamanho de amostra 10 2 = tamanho de amostra = 20

3 = tamanho de amostra 30 5 = tamanho de amostra = 50
7 = tamanho de amostra 75 0 = tamanho de amostra = 100

BOOTSTRAP CORRIGIDO BETA(l}
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FIGURA 5.6
REAMOSTRACEM NOS BARES
MONTE CARLO BETA{0) X BOOTSTRAP CORRIGIDO BETA(0)
1 = tamanho de amosira 1% 2 = tamanho de amostra 25
3 = tamanho de amostra 35 & = tamanho de amostra 60

7 = tamanho de amostra 70 B8 = tamanho de amostra 85
0 = tamanho de amoatra 120

BOOTSTRAP CORRIGIDO BETA(D)
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FIGURA 5.7
REAMOSTRAGEM NOS éﬁRES
MONTE CARLO BETA(1l} X BOOTESTRAP CORRIGIDO BETA (1)
tamanho de amostra 15 2 = tamanho de amostra 25

3 = tamanho de amostra 35 6 = tamanho de amostra 60
tamanho de amostra 70 8 = tamanho de amostra 85
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dicando desta forma a validade das correg¢oes propostas as esti
mativas bootstrap.

Com as estimativas do desvio padrdo, partimos entdo
para a ¢onstrugéo de intervalos de confianca para os parametros
utilizando ¢ metodo padrac (4.5} com OB.(ﬁ).:BC(Bi). Calculamos
entac as probabilidades de cobertura de;tes intervalos, para ca
da uma das distribuic¢des de erros nog diferentes tamanhos de
amostra. O0s resultados obtidos sfo apresentados nas Tabelas

5.3, 5.4, 5.5, 5.6 para as distribuig¢des de erros normal, nor

mal contaminada, Laplace e Cauchy, respectivamente.

TABELA 5.3 -~ PROBABILIDADES DE COBERTURA. REAMOSTRAGEM KOS PA

RES L. DISTRIBUICAO DE ERROS NORBMAL.

PROBABTLIDADES FIXADAS

" 90% 95% 997

_BO 61 SQ BI BG ﬁZ
19 .89 .912 -932 -948 . 980 .992
20 L824 L8916 L9627 .568 .992 .988
30 902 896 - 944 - 950 .986 .550
50 .808 .902 LB48 L5942 .988 986
75 .806 .924 <930 .568 .980 . 990

160 .908 .912 8946 .96 982 L892
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TABELA 5.4 - PROBABILIDADE DE COBERTURA.

REAMOSTRAGEM NOS PA

RES. DISTRIBUICAO DE ERROS NORMAI, CONTAMINADA.
PROBABILIDADES FIXADAS
7 90% 95% 897

80 BZ 80 81 BO 82

16 900 928 L340 .968 .980 .992
20 922 874 862 938 .890 990
30 L8398 . 800 L9452 .946 .384 .88
50 L8506 L922 .8952 968 . 988 .890
75 L5086 L8496 . 944 .950 . 990 -992
100 L5815 L9314 864 -856 982 . 994

TABELA 5.5 -~ PROBABILIDADES DE COBERTURA.

REAMOSTRAGEM NOS PA

RES ¢ . DISTRIBUICAD DE EREBOS LAPLACE.
PROBABILIDADES FIXADAS

i 907% 95% 997

Bo B i B By By
10 906 .38 944 972 .986 .990
20 912 .902 956 .954 994 .992
30 912 .92 .958 962 994 . 986
50 L8914 . 904 .958 L960 .994 996
75 922 938 .966 .968 .996 .990
100 89 . 904 .952 .950 986 986
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TABELA 5.6 - PROBABILIDADES DE COBERTURA. REAMOSBTRAGEM NOS PA

RES ti‘ DISTRIBUICAO DE ERROS CAUCHY.

PROBABILIDADES FIXADAS

. 90% 957 997
_ By B By & % &
10 632 732 .696 794 .758 850
20 872 .878 930 926 .978 974
30 .884 910 940 964 994 .992
50 912 .912 .858 .938 .992 .986
75 .890 .504 -952 950 .986 .586
160 918 .884 .962 930 '1 .982

A partir destes resultados podemos conclulr gue em ge
ral © intervalo de cénfianga obtido pelo método padrao apresen
ta bons resultados. As probabilidades de c¢obertura aproximam
se das probabilidades fixadas. Como poderiamos prever existe
uma variabilidade nos resultados em torno do valor fixado, po
rém esta variabilidade, com algumas excegdes, nao ultrapassa a
2%, Podemos verificar também que esta variabilidade aparece
com maior evidéncia para probabilidade fixada de 90%. Para va
lores fixados de 95% e 99% a estabilidade do método padrio é
henm maior,

Na utilizagéo desta reamostragem encontramos dois pro

hlemas:

i} No calculo da estimativa do desvio padrde as corregdes en
contradas foram para n £330 e n > 30. Quandc obtivemos as
probabilidades de cobertura verificamos que para = = 30 ©s

valores encontrados estavam um pouco distantes dos valores
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fixados. Utilizamos entado a corregé@o para n » 80 e recalcu
lamos estas probabilidades e verificamos que os novos resul
tados estavam bem mais prdximos dos valores fixados do que
og valores obtidos com a correcdo para n £330, Portanto os
valores apresentados para n = 3¢ nas Tabelas 5.3, 5.4, 5.5

e 5.6 utilizam a correcac para n > 30.

ii} Quando temos a distribuicdc de erros Cauchy, as probabili
dades de cobertura para zn = 10 estac longe dos valores fixa
dos, ¢om n = 20 esta diferenca € menor € apenas CoOm zn = 30 OS
resultados se apresentam de acordo com O comportamento glo
bal do método. Portanto isto nos indica gue devemos ter
cuidado em usar © métode padrac gquando a varifncia da dis

tribuicac de erros for infinita, como a Cauchy.

5.3 - RESULTADOS PARA REAMOSTRAGEM NOS ERROS

ey

0s resultados obtidos para reamcstragem nos erros €
diferentes de zero sao apresentados na Flgura 5.8 que foi cons
truida a partir de tabelas analogas a Tabela 5.2. Verificamos
gque o comportamento das estimativas do desvio padrao para 80 e
BI sao semelhantes para tamanhos de amostra maior do gue 30.
Também podemos verificar que os pontos observados estdo  proxi
mos da identidade (§ :GMC), Estes dols fatos ficam mais eviden
tes nas Figuras 5.9 e 5.10 onde sac apresentados individualmen
te oz resultados obtidos para 80 8 61, respectivamente.

Podemos wverificar gue para tamanhos de amostra maior
ou igual a 30, em ambos 08 casos, 0s valores observados estdo

em torxno da reta de identidade, alguns acima outros abaixo da

mesma,. Porém para n <30, 08 valores observados encontram-se um
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FIGURA 5.8

REAMOSTRAGEM NOS ERROS

MONTE CARLO

® BOOTSTRAP

% = BETA(O)
+ = BETA(1)
i
§
i +
i
G.7 +
|
i
i +
} +
0.8 4+
i
t
§ + +
; +
.5 +
t + * *
i + *X
i + #
! + R kK
0.4 + * X
} “+ Yok
i + o+
i + K+
} B2 T
0.3 + + o+ X
i & Rk
! 42 Foske
t + 4
i + 3K
o.2 + ok
i =+ 3% 3¢
i MWK
i -+ e
1 ek
D.1 + Xk
i
i
i
!
0.0 +
e o s e e e e e e e e o o i o e e v e o e R e o e 1 + -
0.1 0.2 G.3 C.4 0.5 0.6 0.8 .9

BOOTSTRAP



.55

.50

.45

.40

.35

.30

.25

.20

.15

-10

B4,
FIGURA 5.9
REAMOSTRAGEM NOS ERROS
MONTE CARLO BETA(0) X BOOTSTRAP BETA(D)
1 = tamanho de amosira 10 2 = tamanho de amostra 20

3 = tamanho de amostra 30 5 = tamanho de amostra 50
7 = tamanho de amostra 75 0 = tamanho de amostra 100
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FIGURA 5.10
REAMOSTRAGEM NOS ERROS
MONTE CARLO BETA(l) ¥ BOOTSTRAP BETA(1l)
= tamanho de amostra 10 2 = tamanhe de amostra 20

= Tamanho de amostra 30 5 = tamanho de amostra 50
= tamanho de amostra 75 0 = tamanho de amostra 100

BOOTSTRAP BETA (1)
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pouco abaixo da reta de identidade, indicande desta forma gue
o bootstrap esta super-estimando o desvio padréo, principalmen
te nas estimativas para 80. Como na reamostragem nos pares,
procuramos encontrar uma relacgdo funcional entre o resultado do
Monte Carlo e do bootstrap. Nas Figuras 5.11 e 5.12 sdo  apre
sentados os resultados para os tamanhos de amostra com n 230,
Para estes dados ajustamos algumas possiveis relacdes entre o
Monte Carlo e o bootstrap, as melhores fungbes cbtidas foram um

modelo guadratico para £, € um models linear para 8 porém es

77
tas correcdes nao melhoraram a qualidade das estimativas, pox
tanto ndo foram utilizadas.

A partir das estimativas do desvio padrao, construi
mos intervalos de confianca para 08 parametros usando o método
padrac (4.5). As probabilidades de cobertura obtidas sac apre
sentadas nas Tabelas 5.7, 5.8, 5.9, para as distribuicgdes de er
ros normal, normal padrao e Laplace. Os resultados para a dis
tribuicdco de erros Cauchy nao serao apresentados pois 0s mesnos

nao se mostraram corretos, super-estimando totalmente as proba

bilidades fixadas.
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FIGURA 5.11
REAMOSTRAGEM NOS ERROS
MONTE CARLO BETA(0) X BOOTSTRAP BETA(D)
TAMANHO DE AMOSTRA MENOR QUE 30

1 = tamanho de amosira 10 2 = tamanho de amostra 20
3 = tamanho de amoslra 30
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FIGURA 5.12
REAMOSTRAGEM NOS éaaas
MONTE CARLC BETA{l) X BOOTSTRAP BETA(1)
TAMANHO DE AMOSTRA MENOR QUE 30

tamanho de amosgtra 10 2 = tamanho de amostra 20
3 = tamanho de amostra 30

BOOTSTRAP BETA(]l)
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TABELA 5.7 ~ PROBABILIDADES DE COBERTURA. REAMOSTRAGEM NOS ER

ROS. DISTRIBUICAC DE ERROS NORMAL PADRAC.

PROBABILIDADES FIXADAS

" S0% 957 997

80 81 BO 81 BO EI
10 .896 .832 .920 884 . 964 .956
20 .932 874 .966 .930 984 .984
3¢ L8508 .868 946 G922 . 984 872
50 L0 E80 .950 .926 .992 -980
75 918 .886 .958 .928 . 996 -980
100 916 . 8498 -956 L35 590 .3B6

TABELA 5.8 - PROBABILIDADES DE COBERTURA. REAMOSTRAGEM NOS ER

ROS. DISTRIBUICAC DE ERROS NORMAL CONTAMINADA.

PROBABILIDADES FIXADAS

" 0% 95% 997

EG 82 EG 81 60 82
1G .912 800 . 945 L8942 .988 .978
20 L9th .880 946 .846 .988 .988
30 .904 .882 L944 LG4 984 .980
50 .920 B82 .962 L934 .996 .980
73 .930 .876 .964 L8332 1 .986

100 .930 .916 .958 . 934 .99 .980
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TABELA 5.9 ~ PROBABILIDADES DE COBERTURA. REAMOSTRAGEM NOS ER

ROS., DISTRIBUICAO DE ERROS LAPLACE.

PROBABILIDADES FIXADAS

. 207 95% 597
80 BE SO 81 85 81
10 .92 .878 954 .822 .982 L9780
28 .938 L8904 .978 .948 .992 984
30 .928 B84 .9656 L334 L9894 -990
50 L9314 912 .952 .952 986 L5992
75 L9220 .922 .95 L8954 . 986 L8%2
100 LG38 816 .874 .952 890 L8980

A partir destes valores verificamos que o método bpa
drao utilizando a estimativa do desvio padrao obtida pelo boots
trap com reamostragem nos residucs apresenta probabilidades de
cobertura com comportamente semelhante ac da reamostragem nosg
pares. 0s erros com relacao ao valor fixado, com algumas exce
¢cBes, estdo ao redor de 2%. Porém, no caso de probabilidade fi
xada de 90% ou para tamanhos de amostras mencres do gue 30 a va

riabilidade em torno dos wvalores fixados & bem maior, indicando

uma maior instabilidade do método padrao para estes Casos.
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caAaPrPITULO 6

CONCLUSOES

pPelos resultados apresentados no capitulo anterior fi
ca evidente a viabilidade do uso do método bootstrap como proce
dimento para fins praticos na obtencdo do desvio padrdo das esg

timativas dos parametros da regressao L, € O seu uso na construy

I
gao de intervalos de confianga, no casco de peqguenas amostras.

A maior dificuldade na aplicacao do método, QCcorre
gquando os erros apresentam distribuigio com variancia infinita.
No bootstrap com reamostragem nos erros, se a distribuic¢do apre
senta esta caracteristica o método bootstrap ndo se mostra via
vel em qualguer uma das situacgdes estudadas. Quando a reamos
tragem € feita nos pares, & esta caracteristica que apresenta
maior influéncilia na obtencdo da Ccorrecac para o0s valores origi
nais, €, mesmo com esta correcdo, 0s intervalos de confianca ob
tidos através do método padrd@o ndc sio satisfatdrios quando o
tamanho de amostra € menor do que 30,

Finalmente, resta-nos a escolha do tipo de reamostra
gem re devemos utilizar na aplicacdo do método bootstrap. Pelos
resultados apresentados, os dois métodos propostos tem comporta
mento semelhante, sendo gque cada um deles apresenta problemas,

levando a algumas restrigdes no seu usoc.

No caso de reamostragem nos pares, necessitamos de
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uma corregdoc nos valores obtidos e, conseguentemente estudos pa
ra casos com mais de uma variavel independente precisam ser fei
tos para verificar o comportamento destas correg¢des. A reamos
tragem NOs erros mostra-se superior a medida que n8c necessita
de correcac dos valores obtidos, porém, torna-se inviavel de
ser utilizada guando a distribuicdo dos erros tem vari@ncia in
finita. |

Baseados nestes aspectos, podemos dividir a resposta

da qgquestdo acima em duas partes:

i) Se o tamanho de amostra for maior ou igual a 30 e se for
possivel mostrar que a distribuigdo dos erros nao apresen
ta wvariancia infinita, a reamostragem nos erros € recomenda

da.

ii} Quando o tamanho de amostra for menor do gue 30 ou a distri
buigao dos erros apresentar variancia infinita, a reamostra

gem nos pares deve ser usada.
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APENDICE I

RECURSOS COMPUTACIONAIS

d método de regressdo I, estd disponivel no procedi

1
mento PROC LAV do SAS (Statistical Analysis System), porém a
aplicacdo do método bootstrap através do mesmo € invidvel pela
impossibilidade de geragéo de um arquivo com as estimativas dos
parametros cobtidas a cada execugéo do algoritmo.

?Esté em fase de desenvolvimento uma macro para obten
géo da regresséo LI utilizando o S80¢ (Software Cientifico) de
senvolvido pela NTIA/EMBRAPA que € compativel com diferentes am
bientes de hardware (SUpérminis, supermicros e micros de 16
hits}. Para construgéo desta macro estéa sendo utilizados oS
recursos de modulo CM {Calculo Matricial) do S0C,.

Um programa em 1inguagem.Fortran 77 que calcula a re

gressdo I, € executa o método bootstrap com reamostragem nos pa

1
res ou nos erros obtendeo no final um intervalo de confianga pa

ra 0s parametros da regressdo L, pode ser obtido com o autor

7

deste trabalho no seguinte enderecgo:

. Departamento de Estatistica
UFSCar -~ Universidade Federal de Sao Carlos
Via Washington Luiz, Km 235
Caika Postal 676

13.560 ~ Sﬁo Carlos, S.P.
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