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‘niimerc de variaveis

NOTAGOES USADAS:

 tamanhb da amo#tra.f_-:f - : o

1
vetor coluna px1 , % = .
X
P
- . . "1
vetor das medias, ngx‘: = - ‘
U
- P

matriz covariante (ou matriz de variancias e cova

riancias).

X & multinormal {p-variada) d= parametros: vetor - .

- . = N «
media p e matriz covariante I.

matriz gue representa uma amostra de tamanho n de

uma populacao multinormal p-variada, onde:

_f('l : a2 cdluna i da matriz X
ii : a linha i da matriz X
+ % - n o
X = | ; Xy = Z X7 ¢ 1=1,..00p
% NES
D _

denota a transposta de F {aparece aﬂjca&aa:vetores

linha, coluna, ou a matrizes).



II.

"

'~ denota a inversa a@'r

@

produtn de Ktmneckerg que aplicado s matrizes A

‘e B significa:r -

a B...a B
p1 PP
R Z, cav(zj,z1} one ccv(z1,zp)'
_{ZT‘,,ZP)CQV . = | _ \
R Z cov{Z_,Z2,} ... cov(Z ,E
s _%.l _ . _ X
mfl . | - Xin
V(X') = : LS AR S 4
: e cCov i
B = Win,L,t) : ﬁpxp tem distribuigac de Wishart n3do central
com pardmetros n,Z,t({n > p}
A= Win,2o) = APXP tem distribuigéa de Wishart central éam
parametros n e I.
B{X) : Esperanca de X

(BT, = BEX, )



ITI.

L)

=~ er(a) trago da matriz A.

- x{a) o posto de A.

- g2
Y= Xa,

. e

Y tem distribuigio x?-ndo central com pardme

tros n e i,

- ' I s matriz identidade.

)

¢{A)

fungdo caracteristica de A.

Ten

o (A, B) funcho caracteristica conjunta de A e B,
< ;

'E : um espago euclidiano real (OBS! Estamos agui
sendo reduﬁtantes'pois um espaco real, Ccom
produto interno e de dimensao finita &, fre

quentemente, denominado um espago euclidiano)

L

® : soma direta ortogonal
v, _
. : projecio ortogonal dos vetcres'{vq,,..,vn}SQ
n/t bre o subespaco de sub-Indice i envolvido na

decomposicac do espago total.

vy | i | o
. : projecac ortogonal dos vetores {v?,,..,vn}sg
\i

n bre o subespago W.
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- IV,

produto interno definido sSbre E. Sendo que,

para 8, € E, i=1,...,4 temos:

e

' (51.81} P (B£~B£)
o (ByeeeBy) =l
2 S : . (62-81) - . (82,'8‘2;)

m.limhl

{ ,.}. : produto escalar (na pagina 48 temos HaKH2 .

<

< e

qwaé_anmrma de Ay @0 guadrado em relagao ao

produto escalar).. =

ot

LL]

gnde_Rixn r entao: N & o:subegpago de B gera
L | v,

do pelas linhas de R § .
‘ n/.

estd contido

estd@ contido propriamente (estd contido e nao

coincide).
A & uma inversa geral de D.

determinante ou mHdulo,

mddulo do determinante.

Nota: As citacOes dos autores nao estac numeradas por se tra

tar de uma correspond@ncia "um a um®™ com as obras listadas nas

referéncias.
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As

Entre as aplicagdes mais frequentém&nte ugadas -da. teoria
estatistica Situamwsé a analise de varifincia, covariZncia e re-
'grésséo‘ Estas técnicas dao lugar a partigoes de certas "formas
qué&fétieas vetorialis™ no caso multiyariadb, andlogas ds parti-
fgﬁes-de formas quadrﬁticaé no casco univariado.

Estas parkigéeé n0§ levam a "guadrados vetoriais® andlogos
5s somas de guadrados ditas componentes. Nio & pela ;éificuldade.
dé formulagao ou raridade prética.qua usualménte se trabalha no
cago univariado, coma por exenplo nos £éxtos de Scheffs, Searle e
Dugué et Girault, senao peia relativa difJﬂulaade de tratamento
2 intérpretagaesa Sob certas hipdteses de distribuicio aprdprig
das,; no entanto, aQ_iﬁQéS de ragaeﬁ de componentes que nds levemn
a_ésﬁatEStica F, tereﬁmg razfes de determinantes dessas COMPONEn
tes resultando em estatisticas como a de Wilks ou outras, apro-—
priadasg paré testar certas hipdteses de interesse.

Obviamente, se estamos interessados em fungdes dessas  oom
ponentes, precipuamente intersessa-nos conhecer suvas distribuicles
e relagoes de interdepsndéncia.

Nosso objetivo se vestringe a obter essas distribuigoes, re
lagoes de interdependBucia e interpreti-las geometricamente. Ira
ta~se portanto de um trabalho meramente introdutdric ao estudo
dessas técnicas multivariadas.

05 teoremas de Cochran e James 530 obrigatdrias no estudo
dessas técnicas e, como de fato, do ponto de vista geométrico,

podemos ver por exemplo a andlise de varifincia come um método de



decompor vetores de observacoes em projag5@s sohre certos subesg
pacgos especificos+ espagos estes correspondentes a diferentes fon
tes de variagao e cada qual podendo ter uma significagao bastan-
te prépria; tratamos tambdm da interpretagao geombtrica dos cita
dos teoremas.

Ngcessitaﬁos,no decorrer de nossc trabalho,de certos resul
tados da Algebra Linear que decorrem de aplicagoes sucessivas de
resulté&os'bésicas; optamos por n&é o8 reunir em apéndice e sim
na ordem de sua neceséidadé.

Compusemos o tfabalho de cinco partes: a primeira sobre a
distribuigéo de Wishart, parte integrante das seguintes; a segun
da sobre o teorema de Cochran na.sua versdao multivariada ndo cen
tral, que demonstraremcs apesar da relativa facilidade devido &s
sugestoes de Anderaén; Na £erbeira parte tratamos do teorema de
Jémes em sua versdao multivariada n2o central; bageamo-nos em seu
artigo, permitindo-nog uma estruturagac de enunciado. Na guarta
parte tratamos da interpretagéo geamétrica do teorema de  James,
onde incluimos como aplicagdes: interpretagdo das distribuigtes
de Wishart que figuram no iteorema e demostragao da independdncia
dag estimativas usuais dos parimetros de wma multinormal, obtidas
através de uma amostra aleatdria,. A parte cinco trata do nmodelo
Linear Geral, interpretado geom@iricamsnte, 0 que implicitamente
& sempre feito, € que procuramos formalizar. J& haviamos tratado
parte deste trabalho na publica@éé intarpna ne 57, Eduardo Ferran
dis Ballester e eu. Resumimos nesta publicagac com muita densida

de alguns destes resultados,



1 - A DISTRIBUICAD DE WISHART

burante todo nosso trabalho faremos uso aa aistribuiqéa Y
mal- multJvarlada e suas proPrLQdades, por estar exaustivarente tra
tada em muitos textoe,dentrc o8 quals nos utlllzamOS pringmmlmen
re dos de Anderson el(rlshlrsagaqenunc1aremms dpanas as erprlg,'

dades das guais nos utilizamos.

Propriedades da Distribuicdo Multinormal:

=4

Seja X = N(ﬁ,z), X ; e T ; entdo:

pxl 2% I PR

PROPRIEDADE 1.1 - Se Pyp TOF Wma matriz de constantes . e

> o
i = PX
entio:
Z =z n(py, PE PY)
PROPRIEDADE 1.2 ~ Se % for um vetor de congtantes P

Pz : THEP

; F oo F o, pF
for uma matriz de constantes @ ¥ = K + PA

N{K + Dy, P % P}

e
141

PROPRIEDADE 1.3 - Be & for diagomal, Z,. # 0, i = 1,...p

entio Xi & independente de XJg i, =1, ...,p, L& J .

_.1...



X 5 5
" e . E ¥ T
PROPRIEDADE 1.4 - SeX* =/ :'}e 1 = ’1(§{¥)! 123 <xep
o | *x/ BAEREPYINN PP
entao:
)
P .q
Mg

PROPRIEDADE 1.5-sec/z=cc e¥=c i

N, 1)

i
it

PROPRIEDADE 1.6 - Se ¥ = NGI,m), 4=1,2,...0n, X 0
| - > [
Vi) = I _@&%¥ e X =
n o
X
P

entao:

iy

> 1

As aplicagdes da distribuicio de Wishart sio muitas e, en
tre elas, podemos citar que a matriz covariante amostral segue
uma distribuiclico de Wishart e gue a anfilise de varidncia no ca-
50 multivariado d3 lugar a uma decomposigac de uma distribuicao
dg Wishart em soma de Wishart.imdependentes, cada afirma§5o su
depita B hipdtese de multinormalidade e independd8ncia das amos-—
trag. Waco abordaremnos esse agsunto, mas salientanmos que os tes

tes de hipdtese podem ser obtidos, alguns deles cowo fungdes de



de distribuigoes de Wishart independentes. Como ndo faremos uso
das fungdes densidades (caso central e ndo central), ndo as trata

remos aqui devido a sua relatlva complexidade.

pPassamos a definir a distribuicio de Wishart e tratar as pro

priedades de nosso interesse no decorrer do trabalho.
A distribuicao de Wishart nio central

S - ¥ Y e o .
DEFINIGAD }.?:~ Seja Xy, 0 X7 = N@TLI), VXY = I a1,

n>peA=XX'. Entdo A tem a distribulgdo de Wishart ndo central
, ' 1 Tt
cowm parfmetros n, ¥, T onde Tpxp = upt, o= (0 s... i ) 5, T sendo

chamada parfmetro de descentralizagao. A notacdo usada serid: .

PROPRIEDADE 1.8 ~ Sedja A = Win, 2, 1} @ K‘ﬂ{p ., 8 <p, uma

matriz de constantes com posto de K igual a s.

BEntao:

t

KA X 2 Wn, KIK , K1 K"

PROVA:

Bl

A =Xxx', X s w0, VK =1 @ I

Hpt = oT, U o= (ﬁql..,fﬁn}



C . Entio:

KAKRK' =KX X' K" = (KRR = ¢ ¥

onde
AN N{Kfii ; K 3 k') e V{Y‘j_x I, @"[k 3 Ki]
lovo
YY’iE W(n, K L X', Ku(Ku‘j')
masg,

KufKua)' = X o u'KY = K © K!

portanto

KA K 2%W{n, K% K, Kt K

PROPRIEDADE 1.9 - Sejam A = W(m, ¥, 7), B 2 W(n, £, ©°) in

dependentes, entao C = A+B = Wimtn, I, T+T+f.

PROVA:
" ol _ 2 .
A= XK, X0 X2 N(GT,L), V(X'y = I, @3
e
oo el el L I—
wo= ol y, un' o=t



“ i - g A .
B = YY' , prn , ¥t = N(T,E), VYY) =T @
£
34
no= N e TN, nnt o= 1t
Mas 7 = (X |¥)
. | T i el “'}" . -. . Ll | -
ZPX(m»i-n) .’ﬁ o .N(é ,E)_ p VAZET) then 82
o
_ \ _ o
o = (0] ... 7R ... D
S22 E W(mim o, 5, 68')
mas
EZ' = XX+ Y Y =A+ B
=]
, _
8ot = (uln)(%v} = up' + ! o= v+ et

PROPRIEDADE 1.10: Sedia A = Win, ¥, T} _ent‘é.a B(AY =0 & +¢

PROVA:

A = xXX' , X , Bz ongit, ey, vy = I, 6%

Mas
({X=p) + W) ((X-p) + p)* =

H

A

(X~=p} (X-u) '+ (X-pdu' + p{X-u)}t 4+ up'



Mas

B(X-u) =0 e (X-p){X-u}' = W(n,s)
s BE(AY = n 5L + pp‘ =ni+T .
Observemos ainda. gue,quando p = 1, a distribuicdo | de Wishart

ndo central gereduz a um miltiplo da x? ndo central (Hogg Graig).

De fato: Se

p=1,%=c¢" e Az=zWnh, ¢, w") ,
ande
TR (mlfeno:uh)
masg
' n 3 —a»j;" \.n 5
A=%X' = § XWX =7 X% onde X, = H{u,0?)
_ n
1 -;iz
Lo i
. 1. 2 17
. = onda A = S
E}T A X {nf}‘} 02

O tratamento da distribuigdo de Wishart no caso central &€ in
teiramente andlogo, apenas as multinormais in&ependentes‘sao .ceg
tradas na origem, e portanto o8 parimelros Serac n {tamanho da amos
tra) e £ {(matriz covariante das multinormais gue compdem a  anosg
tra). Se A xp tem distribuicho de Wishart central com parémetros

n, {n > p), e L, denotaremos:

A = Win,r) .



A Fungio Caracterstica de Wishart nao Central
Antes de obtermos a fungdo caracteristica de uma matriz aleatdria
com distribuigBo de Wishart nio central verificaremos o seguinte.

lema:

LEMA 1.11. - Se ® de ordem p & simétrica, e M, simétrica de -
mesma ordem, & positiva definida, entac existe B néo singﬁ1ar tal

S gues:

B*MB=1I . e B' ¢ B =D, onde:s

- .

I & a identidade de ordem n e D & diagonal de mesma ordem.

Verificagao:
Como M & p.d, ] E ndo singular / E' M E = I,
Seja E' 8 E = B* , entdo B* & simétrica e ] C, CC*' = I tal

que:
C'"B* C =D, D diagonal.

Tomando B = E C temos; B nao singular e:

i

B'" M B C'E"MEC=C" T C=1

i
('E
%
Q

|
=)

i

B' 8 B C'E' B8 EC

Fungdo caracteristica de uma matriz aleatdria com distribuicgdo de

Wishart nao central:



Obtemcs para o caso nac central, sendo o.caso de Wishart cen
ﬁral inteiramente andlogo e desenvolvidé no texto de Wilks.

A fungao caracteristica de uma distribuicdo de Wishart pode
ser obtida mais facilmente da distribuigﬁa das observagoes.

Se A = W(n, = ’ %j_entéo temos:

PP

A=8.8 p2 AT
CviZ'Y = 1. @ %

nn

, simétrica, entao a fungdo caracteristica de:

ﬁﬁqqf A, f,..,App ,.2A12{ 2§q3,,,«,ZAP_1{p)
& obtida por:
o | B

Elexp[i tr(a8)]} , onde tr[Lpo] = izﬂ C:

Mags
. - ; : S
E{exp[l tr(ﬁﬁ)]} = Blexp{i tx[{ 2 7 )8} =
= ool

n 1
E{exp(i § tr(Z% 2% g1y} =
=1

n 1
= Blexp(i § tr(Z% o %)) =
-



n ¥
= Blexp{i Y 2% 0 Z%} =
=1

. . . ‘ N n I'
E{ 7 emWiﬁa 6§%~m i EMmﬂifw g 2% =
o= S a=1

= (B exp(i 2' ¢ 21" , onde 7 = Nin,I)
- Pelo lema 1.11, temos.que 1 B ndo singular tal que:

B' ¥ B = I

. . _ . N . o
Tomando ¥ = B L 7 temos ¥ O ON{(B 11?, B 1 B 1 )
o selja

¥ o=ne" T, oD
iogo:

. - R o
Efexp(i 2' 8 %)) = mfexp(i(¥' B' 8 B ¥

- o p
Ef{exp(i ¥' D ¥)} = E{exp(JE? idyg Y§)} =
p o . P ‘ )
= Bl 7 exp(i dos YJH = 5 E{exp(i dJJ YJﬁ

J=1 J=1

Mas E{exp(i d o YJﬁ & a fungdoc caracteristica de uma x7 . como



~10-

grau de liberdade e parimetro de nao centralidade Ny caleulada

no ponto ng‘ Notemos que:
Ny 7 3 [ﬂ‘¥a>1 7 LBy u]

__iogc:

a

Y s vt
Efexp (i dJJ Yo o=

e (4 -1
Y exp{-n[1 (1‘21dJJ) ]
(1~21d3J) :

'1ogo temos:

[ . 1

P ‘
ij Efexp (i do o Yéﬁ = qu y
e} . . = a4 . )
' {1 ?ldjg}
o s
.exp{“n3]3«(1w21dJ}) B
Mass:

B 1 L 1

= 1-214 d%& |z - 21 ﬁ]{ﬁ
JJ
e .
! . .
B~ 2i B 6 B| =

[T - 28 pf = |B' %

18" [57" - 21 6]B| = |B'{|x 7 240 |B] =|B]?|2 7 ~210]



~11~

. fmas

Bt 17l g = I‘ﬂq,!g!1|z*3|JB| = [I] %
o 1
B[* = L
-1
TR
e 157210
. X - 21 b} ¥
_ ‘ 2]
_e__temos:
£ 1
. 1 - X 1
|1 ~ 2ip)] /2 |27 -250] 72
Aindas > i - )
_ | o -3 nfi-(-2ia, )7
. =T . i 3 Jm’i."u' ) JJ
Jz=1
Definindo: }‘ ]
n, Q
n o= '“. » diagonal
| 0 “p]
temos 1

B - -~ - ey =
ng nyl1-(1-24d,4) o= te([r-(z-2i0 7]

e; [r~2i0]" " = [B'[s7"-210]B]7" =

= 5 5" e2n 0] T

I



..:.12_

CGOmot

I =B 5% Btemos B ' £ "1 = 1
logoi

|z -_fI~2iD]“1j =B ' [r - [1-2i8] "7
.1og0:

et - [-20]7]] -
= i’%[n B7M1 - [r-210]" MmN =

~tr{s' B""_[II - [1-218]""7)

5

- e o
.._Efgzq exp i d 5 ¥} Blexp 1 2' 85}
571 % SPIRS R ~q-
= exp -~ tri{s’ nB [I - [I~218] J}

. i
127210
o Blexp[i tr(ae)]} =

127" /im —1 1 o
= - — exp - ntr{B'" nB [1-2i8] 13
27 21 2

Consequéneia: Se A = Win,Z), ou seja n = 0,
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tenos:

37 m

E{exp[i tr(ag)]}= .

gque & a funglo caracteristica de uma distribuicio de Wishart cen

tral com parfmetros n e ).
2 - TEOREMA DE COCHRAN

ﬂEste ﬁéoréma, publicédo em 1934, prova os priﬁcipais feéul--
tados sobre distribuigées conjuntas de foimas_quadréticas num sig
temé normal uﬂivériédo. Um,histﬁricc deste teorema po&e.ser encon
trado ﬁb'arﬁiép dé'James, Vale lembrar gque a versdo nao céntral
deste teorema foi dédd por'Madow em 1940. Encontrado em sua ver-

sao univariadas em muitos textos(por exemplo,Cramér, Rao, Scheffs e ou
trog) e em sua versio multivariada central ,por exémplo,nn anderson , .
figura ja numa versao multivariada generalizada conhecida como Teo
rema de James em textos como o de Kshirsagar.

Este teorema ndo & em Qeral demonstrado em cursos de gradua
gao, embora comumente utilizado, pelas nic menos comuns dificulda
des com a Algebra. Por esta razdo permaneceu para ndés -gomo algo
muito forte e nada intuitivo. Muito forte porgue dadc um certo de
lineamento e aplicada a t&cnica de andlise de varifncia, deparam -

-nos com par£ig6éém&é somas de guadrados expressandc . Giferentes

fontes de variacao e, pelo teorema de Cochran, seguem suas digtri
%



M'Iq e,

buicdes e independéncia possibilitando os testes desejados, sob
determinadas hipdteses. Quanto ao nada intuitivo, isto & muito
pessoal... |

Daremos uma Versac multivariada nao central aé citéao_tebrg
ma que demdnst:aremosyap@sar da relativa'facilidade_devidafhé su.
gestaes_ehcontradas no texto de Andérson. Para procedermos a Sﬁa
‘demonstracao trataremos dois lemas e um ﬁéorema‘cujas . demonstra
cGes seguem de aplicagoes sﬁceésivas_de resultadbs fundamentais da
ﬁigebra'Lineaf, @ ﬁm téorema que traté o Efeitq dé'uma transfermg
cac ortogonal em multiﬁormaié in&ep&ndentas.-

o

LEMA 2.1 - Se E___ for simdtrica e nao singular existe F

nXn xn

nao singular tal que:

F' EF =[. , onde:

a ordem de I(~I) & o nimerc de autovalores positiveos (negativos)

de B.

PROVA:
h1 0
1G6/6 EG = , onde:
0 n
n
> R s



-

- pefinimos K como seque:

-
Ve .
2 '1 . w
- q, .
Ky
K = g1
o ,
ﬁﬁé+§
wh

'Entéo: 

K" G" B G K = (GK)' EB{(GR) =

-
L

logo bhasta tomarmos ¥ = KG .

LEMA 2.2 - Seja C__ simétrica de pdsto r{r < n).

Entao existe uma matriz nao singular A, tal gue:

T 00
A'cAa= |0-T0 , onde:
0 0 0

a ordem de T (~I) & igual ao niimero de autovalores positivos (nega
tivos) de C.

PROVA: Como posto de C & r temos, | AQ /Chy =0,

Az '
(n x (n-r)7 |



-16-
_Seja.anr_/ (B]AQ) é-pﬁo_Singular, entao:

¥

BTy B'CB - o\

Cole Blay) =1
Al Ao 0

onde B' ¢ B & nao singular de posto r.

elo'lema 2.1 '3 ¥___ nac si ar te >
relo lema - d P, ndo singular tal que:

¥F* B ¢CBP =

‘ . . - POy
Portanto tomando A = (BF[AQ) = (B[AQ) ( ) temos o resultade de -
_ ' e . A0 T .
sejado. L .
TEOREMA'Z.B -~ Sajam A, de.crdem n e éimétricas, r(Ai) = ni,

o K
i=1,...,K. Suponhanos Z Ai = 1 .
i

Entdo uma condigdo suficiente para dque exista uma matriz or

togonal B ., B = (Bﬁ].,, By) Bi{ 51 = 4,,,.K o, tal que
. K nxni
=P LTt - . " = 1
Ai Bibs e gue iél ni

DEMONSTRAGAD: Pelo lenma 2,2, ¥ i = 1,...,K Di nao singu~

lar tal que:



,.,"i?,.

onde

&3
i

YBi’ onde ? ﬁ'{Yq,...,Yﬁ)

B,

1‘8(i' B=1,...,ne a=n

R . .+nj:“1"i"'1 ? l.n “ ?n_

oy
1 : oy

!

Entao se considerarmos a forma quadritica:

ay = Y Ai Y' , teremos:

ou seja:
né“{—ﬂwoni
S ¢, 72 = 1 ou = -
SRR TN
- onde
7= v{n® S n .t 31 Nt
Ja - Bi !&"’"‘ 11 " ow oW nin1 gv.og,i ® @ & ﬂi
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R
Mas se tomarmos q = Y¥' = ¥ § Ai)Y‘ teremos:
1=1 :
S a - i
9 = d, = - c %
S R

e como ¢ & positiva definida temos C,=%r &= 1, .0 .

Aindas
A, =B, I B =B, B'
I S S i R I
e como:.
k. . i e .
Y Y'Y o= ¥{LA,}Y' = ¥{iB. BY' =Y B B' ¥°!
: Ry is L 3

temos

BB =1..8B & ortogonal.-

N(’ﬁf}‘}}:)é‘ i = q;nou;xl a.

15

TEOREMA 2.4 - Suponhanmos ¥
X = {%1}]..,1§n1 e V(X" =I @z%.

Seja ann uma matriz ortogonal, entao:

tal gue:

f
D%

v X B
pxn pxn - axn

Yoz N{me,E}, g = T,...,0
Y{Y')y =3I & % .
_ e}

+ . Ll . . e N o .
PROVA: ¥% = x %% & multinormal pois & combinacao linear de

il



=48 -

o multinormais.

..,an) %1@

e

=
(n

i

Nt
. B{Y) = uB .

Ainda guaisguer linhas o e B de Y teremos:

qov{%@, ?B) % FT o+ ¥ = p

i

B EGB:I B = zaSBVBr:zagz

SV = I, @ %, ou sejaias colunas de ¥ s80 multinor

mais e independentes.

Teorema de Cochran:

Suponhanos g = N(f{a, Epo) s 0= 1,00, , X = {3}51

ViX') = In&'ﬂ e E(X) = n .

Sediam Ai, nxn, i = 1,...,% matrizes simétricas tais que

. K : _
Tixn = i§1 Ay . r(Ai) =n. . 1= 4,.0K.
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Entao a condigdo necessaria e suficiente para gue

i

Xa, x¢
i

It

& que n

PROYA:

do teorema 2.

Win, 2,15Ai11"}, independente de x%%U; i A J, 4,051 ,...,K,

)
ni L)
i=1 *

' R . S SR D e
Para mostrarmos a suficiéncia estamos nas condigoes

3, logo: ﬂ C, ortogonal de ordem n tal que:

)

. o v ml . 1
= {c, ... ¢ e A, = Cy Cir (e

1 i'ngn,
_ 1
Seda Y = XC , entdo pelo teorema 2.4 tewmos:
v{¥'}) = In @ L, B(Y) = uC e ¥* multinormais, @ =1 ,.,n
Entac se ¥, = X C, ', temos:
- p¥n i o
' i
e ¥ =
E(Yi) uC, V(Yi) I, &t
i
a logo:s
Y, ¥ T W@, , &, nC, COY
A N Pt i 7i
ou sela:
. | e *y
Yi Yi z ¥Win, £, u Ai ut')

e como Y. independe de YJ temos:

Y.,
i s

] 4 ; 1 -
by independe de ¥ Y3 s :
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XA, X' = . C X' o= . i I SR
Al X X Cl Cl X X Cl($ Cl)_ Yl Yl

3

& condigido & necessfria pois:

¥4
i

R S 1 '
(Y AXY = I{X A, X"
g 1 i -

ﬁas \

XX 5 Win, ¥, uu")

-

e como X A, X & independente de X Ay X' temos -

ri{a,) = n,
i jop 1

o
it
P-.l.
1} ime1 4

3 ~ TEOREMA DE JAMES

Nosso objetivo principal esta na interpretagic  geomdtrica
deste teorema que estende o teorema de Cochran, no santido de gue
sob as mesmas hipdteses fornece outras condigbes equivalentes pa
ra garantir og mesmos resultados com mails forga,ou sejam, distri-
buigdes de Wishart e independéncia.

A importdncia das condigdes equivalentes reside mais na su
gestio da interpretagao geométrica do gue no ponto de vista COmp Y
tacional, porgue sempre Jue nos interesseros pelas distribuigoes.
de Wishart interessar-nos-a Jconhecer 08 postos dag matrizes envol
vidas. A forca maior a que nos referimes repousa no fato de preci

sarmos Supor apenas que as "formas quadraticas vetoriais®  tenham
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distribuigac de Wishart ou (exclusivo) que sejam independentes pa

ra obtermos a implicacao da condi¢ao referente acs postos que apa

rece no teorema de Cochran. | |
Antes de proceaermos ao enuﬁciado e demonstfagao db'TeorEma

de James, passamos a obter os resultados neceésérios._
Propriedades de Matrizes Tdempotentes:
PROPRIEDADE 3.1 - & matriz.simétrica A wm & idempotente se

e 83 se os autovalores de A sdo 41 ou 0.

PROVA: (=) Seja p a_matriz ortogonal ée.aﬁtOVQtorGS'de A,

ou gejas

P' AP =} onde " A = ; v {a) = g
entio
A2 =P APP'AP=P' ATAP =P A* P =DP" AP =)
logo
2 - - = i
}\.ii b f\il I l e 1(-»«.8 C temC}S /}\j.i 1; 1. "{;ouafs
{atm=) kii = 4, i=1,...,8 kii =0, 1 = g+1,...,n

entao:

i

A2 =2 ouseja P'AP-P AP=P' A’P=P AP
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=»P P* A* P P' =P P'APP =>al=ah

pois P P = I, :

. PROPRIEDADE 3.2 ~ Se a matriz sinétrica A & idempotente

n
enﬁéd: _
’ o
A.., > 0
'J 13y -
Se Aii e 0.m¢-AiJ = A&i =0, ¥J <n
. V : == 2' e | ":" . . ml . ' == 2 -
PROVA A A® entao All ; Asg AJL Z Aly 2 0
- g=1 1=1 .
_ | n _ .
. = Y A2 =g o= =0 . yw T
e se A, =0 = g_ %5 0 = A, ), ¥ J<n
. . ] Jaz 1 o STy .
_ - K '
PROPRIEDADE 3.3 ~ SBeja I = ) A; , de ordem n, idempoten —
i=1
tes e gimétvricas, }%Ai} = n; , entac
1 — ] — ’
e, ppr=1/7P Ai P = iy , onde X,

e uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sio 1 ou 0.

PROVA: vamos proceder por inducdo sbbre o nimero de matri
Zes que Se gomam.
¢ teorema vale guando K = 1,

Vamos supor valideo para (K-1) matrizes parcelas.
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. Entdo:
‘Seja P, a matriz de autovetores ortondrmais de AT} entaoc:

"

. _ I
S : o nqxn11 0 . .
P A, P, = A, = : won, = V(A)
1Tt T 1 . ' 0 w 1 1
B . : K
= f = t = ¢ =
=% P, By LBy Py (.Z Ai)P1
.1.'"'.1 :
_§.
=P'A P, + ) P'A P
1 7 29 1
logo
_ % _
Ea ' ¥
T Ay ot ’Z Pl A, P,
: 12 _
Seda
Bil €y
P A, P = 3 ¢
i C} )
i b
(Bi}n} X n{fci)nl X {n~n1)e ( i)(nwn1) x {n-ny)
entao:
:{nqleq} O K Bl Ci
r . .= +
nxn 0 \ 0 =32 C!1 B,
i, i
logo:s
R K
Y B, =0, § Cc, =0 e
j=2 * =2 =
X
y D, =1

5 i (n-ny) x (n-nyg)
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?
Mas P Ai P

1 1
¥ 1 - 1 2
P, A, P,y RY A P, =P} ALP
portanto:r
{Bi)m{ >0, K m-1,.‘..,§1;| a
mas
K o
E (BL}KK = 0
l::z . .
(B )KJ *'(BJ}
logo (Bi)KK = 0 e temos o
(Citrg = Cox
logo
pod = T ==
Bi a ., Ci 0 e ¢ 4]
Entao:
In an' 0 K
T = + 3
0 }'G i=2
onde
: N o= T _
jmp & (n nqﬁx(nwnj)
Mas

sao idempodentes pois:



TG

e cComo ?% Ai P sao idempotentes temos Di idempotentes e simétri

cas pois:

o]
o o
o{ <
Ulc::
.!—l.
k 1
o o
] o
e N

. Podemos porténto_aplibar a hipétese'ﬁé indugao:

B_Pztn"n1) x (n-ny) /PpEp =Ll

Pi

+ o, ) R - . :
2_Di P2 = A, , 1 = 2!*-er ¥ onde‘li e dldgonale Seus

31
“elementos diagonais sao 1 ou 0.

-e.}' . I G
Seja adora P o= ?d -5 pz

entio:

P & cortogoanl pois:

1§

T 10 110 - |
PPt r 1 =
o Oin !

i
e
e
|
d
4
el
S
i
]
"
1t
]

E temos gue P diagonaliza todas as Ay pois:
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<0i0 I]9o
O,Pé oini_ 0 |p,
I71 0
01?2 :
010 E{o
[f B A
0 jp} D, P, 0]}

PR e ' _ - . ‘
Mas }&i » 1 > 2 830 sucessivas matrizes diagonais de

il

0 ey Dy

o, .
Consagquisncias:

(nwn,}) % (n-r11} com 1 e 0 na diagonal e como:
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X

] D,o=T, -
g2y i (n n1)x(n nq)

temos:

K
. 4

YA, = I, _
j=p + T(amn)xinmmg)

logo se (11)3@ = 1 =3 (X

w—i—
i

0 Fi J ?é i; _J.; i::Z; -.'-o;KI

portanto

‘Teorema de James:

Suponhamos'ﬁa

11

ey, . _‘:. . . . 1 o _
N, E) prn: B(X) = peViE) =1 @i.

Sejam A, de ordem n, r(3,) =n, ;1 = 9,...,K, K matrizes simé-

: K
tricas tais que I = A, -
Entdo as cinco condigbes a segquir sao equivalentes:

1. Ai idempotente, i = 1,...,K

2. AA_ =0, i #J; 1,7 = 1,...,K

4. X A X' = Wing, I, T e o= 1, 000K

5. X Ai X' independente de X AE Xi 1 #J, 1,3 = 1,...,K
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PROVA:

“
i,

{1=3 2) Estamos em condigoes de ablicar a propriedade -

logo:

dppp =1 e P'AP =0, i =1,...,K e

Ajhy =0 $ i#.q, 1,0 = 1,...,K .
portantc ¥ i4 7, i,szlﬁ,f;.,K temos

0 = P'APP'AP = P'AAP = PP'AAPP' = AA

J 1d J 1Jd
(2= 1), ¥, temos:
' < 2
Ay =A; T =R, } A= zq A, Ay =AY

como P'P o= X

1
| o158
ol
I
faw]
I
} ) o
et
r,-
2
o
433

(3=> 1) Seja P, a matriz de autovetores de A, , entao

cada J = 1,...,K tenog:

para
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i
g
T
o,
'.I..FI T
[
o
g
!

i
f ;. . €
oy bR .
. Y o
cat.o' :
. s + '. :
ol w
w2 I

logo ¢ =0, ¢' =0 e D

mas

r = r(P’[ ‘AJP ) =x( )}y PLA, P <
i=1 ’ - ix1
X o i ? o
< Y (Pl A, P} < r(A.,) = n-x{A_} = n-n
LAT J L Td iFAT 1 o J.
=1 1=1
@ como
A |0 /B {0
r{l) =n = r[ + — ] <
] & 0 X
B0
., + r e < no {n-n.} = n
J 0 ,\1 J
Lemos
B {0
1 = n—qJ = Bo= ()
0 I X
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.. 08 auto valores de AJ sac 0 ou 1 e pela propriedade

idempotente.

3.1 temos QJ

{2=> 4} Estamos em condig%es.de aplicar o teorema 2.3 e “te

SIS

. - ; . I' ‘= . . .l ‘..: .'_. ._). L .
Ai Cici .,.X A X x Cy Ci x. ¥, Yi e pelo:teg

rema temos ¥ = XC = x{C |...

K

gleo g, as ¢olunas de Y,

o) = (¥ vy

$30 multincrmais-indepéndenﬁes logo:
. 1. = . T I .l
Yi ¥ioE Wingy I, E(Yi)E(YiP)

N 1 z .f 1_g |
E(Yi)E(Yi);_ uc, €, ¥ HAL U -

- logo

T, = U Ai ut e tenos
X Ai X' 2 Win, ¥, u Ai ")
- {2=% 5% Ainda pelos teoremas 2.3 e 2.4 temos:

X Ai X' = Yi Yé.indepgndentes i # T, 1=K

Pols Y, & independente de Yo -
{B==r 1} Temos X A, X' independente de XAJX', 1,T=1,... K547,

Seja Ay ¥ J fixo e consideremos P ortogonal tal gque:



: D o\ :
P" A_ P =D = . Dn diagonal,
J o o) J(annJ)
e seja ¥ = Y P entao:
_ n.o. o
. £ —.x!
O =XA X' =XPDP' X' =YDY' = J D, ¥ ¥
S B o . o . = it
: i=1 '
Mas
P = NE%,0) e V') -1 @
logo,
Yo 0= 1.0, ¥ '"'f?a' = W(1,5,th
Além digso, como I = § A_ temos:
e G i gLy T

Q=YY =YD+ (I-DNY =YDY +¥(E-DY
e Y D ¥' independente de Y (I - D)Y', sendo:

+1 >i!

- ¥ ann
Y{I-D}Y {1 Dii) YTy

e

vamos proveder calculando a fungac caracteristica conjunta

»

de qJ =) q-c% ; usando o fato da independ@ncia VAmnos .iggalar“. a

conjunta ao produto das duas individualmente e tirar as possiveis

implicagoes,

. | 0
¢, -G5) = E{exzv:itr{%;r; qﬂ;j)(a*)} s

= E{expiitr[qjﬁ-+Q“qJ.8*]} =



Mas s

il

li

._33-\..

n

S T n
" E{expEitr{[( Y yg\yg_)e}+%[}£§% By }Yg Yi 6 ]}} =

£=1

1n

FN . - 3 1 ; . __),2; — i - .
_E{e@.,lt:.{_[( Z D \ 9“ ¥ }8_{2 (1-D, ) s YR )e} +

=

. o
+ [( I ¥ ety =
- 3

IR
pgge +'{?"D££)?.})--+

(Como V(¥*') = I, @ 7 temos:).

nJ 20 g | *
= Blexpi tr{( §] ¥ ¥ [?RRB + (1-Dy,)0 1)}}

n 1
Bl{exp i tr{([ ) Tl }8*)}} =
. f4=n_+1
J
n : _
. 50" *
= {gzq E{expé.tr(ﬁg vE [DQEB + (1-Dy )0 ])}}
n R
{ E{expi tr[(Y y 8 }}}
Ran—iw} )

E{expi.tr{ﬁﬂ T L B+ (1~ D?R)O*]}}
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- & a fungao caracteristica Ge uma Wishart ndo central, W{1, I, Ti)r
no pOﬂtO [:I} g + {J]“"DRQ)G :[

E_ E{expl tr[(§2 ol

}B ]} 2 a fungao caracterlstlca de uma?&ﬁxwt
W(1,'X, T ) no ponto 8"

Logo temos o-prlmelrd termo -da Gltimd igualdade dado por:

: SR, B o :
v PARE . Citrn,
) - - e .

-21[13 8+ (17D )0 ]1/2

onde
n, = - {817 Y.B“/{[I-—FI—?. D,,8 + (1=D, )6 1 ']}
£ L Sl R S A gt 42
£
B /B £ ' B=71, B BB =D
2
c 0
1- AN
vy = . ; C EE]
G " C

2 0 segundo termo vem dado por:
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onde ;
1 -1 e
n, == 87Ty, 87 [1-[1-2,5"17"]}
-B/B'z"1-3:1 e B'OB=0D
e - '
C. 0
’{‘ . - 1 8.4 2
Ty T r € = g (BOTy
0 Qo :
‘-p )
logo:
n
. i ¥Vt n.
S ~ty Y Pyl I i; =
o P R DA v oe
¢ (A, g = 'nJ ' _ T . .
g S o E el o B Y (o)
{gi |7 24Dy + “Dy)0 11 Rl E |
Por outro lado:
N g
E—1|1A T itr § N,
DU %=1
@((13}_’" 5 : e
3 - . i
T X - 21p, .8
hos T AN
2
n 7
_ ~1; Y i tr § n
i p=1
-y = e ,
d n - ) 1y
m g7 - 2i(1~D,,30 |47
G . 28,

nﬁ definido anteriormente.
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.'_Fazendo @(qJ,f;qu)_m @&}J)._@mq“qd}_e, Fomapdo o.mmduzo,}g
vando~se em conta que |e’ | =1, ¥x temos: |
o :*'. .
¥ -8, 0 simetricas:

: T 1
2 By 512 (nn;)
o i e ) : 1 3, {n_;. : )
: R _ 1A siaS 1A Ty
{ T tﬂ' “_2%i5236_+ Dy )0 1] Hoo-de )
- j.. T 1 ’ : .
|E"1|2 J 12“1|/E n .
n - o R
o — ] 1 n — . % Y- !
w27 219££61/E}{ a 57 - 23 {1-Dy )0 {’&}
ou sejas:
I * 1 Yy | x|y, O Ry
) . a Y N
{giq ‘E ~ 24Dy 8 + (1D, )0 || 771z - 210 .l’z 1
n - _ :
N) -~ ) n - P
{a ]2 ~2ﬂ)6‘%}{qr £ - 2i(1-D,,)8 723
18 28
2= : f=1 .

A partir da igualdade acima, mostraremos gue D = 1, ¥ L =,,...500
P g | 22 | i)
por reduglo ao absurdo; como Dy, = 0, & = ny + 1,...,n temos:
) n

e TN * -1{7g
{;1 |z: - 2;[13“,@ + (1~Dg )0 J.}.l}: l l
- ! .
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. -1 . *
~ 21Dy 0l " - 21‘1“911)? P

Suponhamos algun Dy # 1, por exemplo D e'tomemd$i

11
ot 2 oo
= EETAT Y enitao s
2D,y ST
7 - 2}(1~D11)8*] = 0 e teremos:
n. . : s . R . . .
J -1 1 o
O i . i - )X -1 dy L .
[ {4270 - 28Dy 0+ (4D Vspmmp—y s | T =0
=Y ) i . . 11 . .
lQ@G: n
ny .'"1 . [ _ y*q I
{w 7 =~ 2hDp 8 + (1D, sy |} .
- " LPag 28 21175, )
- . . 2_1
270 = 2,0+ (D gyl
Mas
! iy . - . z_-"t R
270 - 2o » 0D gyl <

f ziDq16| {que & constante)

g temos:
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n
J 1 -1
i =
o, 1B = 2oge + 0 DM}WJ!} 0
=2
g
Tomando § = ‘2 temosg:
n_ - _
J . -4 . -4
. 1 , A 5 _
= — 1. - st e ==
: {; 1= 25Dy S+ Dy g |
=2 , . 11
. _
n_=1. -J (1 - D, }
173 28
= 1z w_,rxuzl[m“wng
. =2 1T o eUeb )
implicara:
By ( | (1 - DQ£I>P_, -
.o ¢ - 1D + -7w~m~w~T To= 0
g=2 \ .KR" 41 (1 D11 o
lage.para algum &, & = 2,...,nJ r 8eja L = K devemos tex:
(1 - Dy}
{4 = i D, + KK

KK © 4I{1- D7, )) =0

41(1—D )+4D (1

-D“} + (1 - D

=3 (1-D,,) =0 N p,, = 1 absurdo

logos

i 1,.,.,nJ e portanto

Aj idempotente, I = 1,...,K



....38...
(4=21) para cada i fixo, 1 = 1,...K temos, ] P tal que P'P =1 e

P! A, P=D, D= P li( : ],a matriz de . .auto valores
0 N4 X 1j T S

distintos de zero ée'Ai .

loge - ‘
A, = P P' e tomando, -
| oo ) )
P o= (P II‘-P) D e D. o - -
1 AR | : 2 _
| (n = ny) (n x(n-n4))
temos:, . o
’ L
[ Moo L
A, = (P P} e =P A, P!
i. 1 2 ) al o Pé 1 i
R w | ..l' o . !. 1 L I, e -
loge X Ai X' = X P1 Aq_P1 X e chaman&o.
2 =X P'1 temos:
. ¥ e 1
pie Ai X Z 2\3._ Z
. nJ _ ?
: t - . 4
Ainda, o elemento (2 Ay 2') .o gzq (R 0% 5p)

Sendo m o nhrero de auto valores positivos de Ai temos:

P YR 20 TR D W) WA ¢ 200 Bl B
Lk£§>o B ALL<o .ig e -

2 2 .
plh oz )" < s.X(ZJg) 1 onde:
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£ . . ' :
— 1 a soma a esquerda, nos dois termos das desigualdades
. 3 . . :
acima tem m termos £, a direita, {niwm)atermos.

~— 3 = min |~kggl

Ali<o
h = max |x,,|
Ao R

g3} € independentes‘temoé gue

Maslcemo ZJR "y N{uaz', I

Efng}%'é proporéionél-a uma gqui-qgquadrado nio central e portanto:
-gl .

Ph ;(ng}z < s Z(ng}zj =Plh ¢ < s 1} ,

onde ¥ e n sao gui-guadrado ndo centrais Com'm.e'ni“m graus de 11

berdade respectivamente.

Mas:s
Play <snl 220 20N Gz Y] >0
pois
- 3 h =3
P="x & = "
Mag

n,
: 1

Chamando B, = X A, X' = Z X, &' = Win,, %, 7.}
. i i _ i i i
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1t

Win,, ZJJ "(Ti)JJ)

gque & proporcional a uma gui-quadrado nac central.

Ainda como . A = X Ai_x’ temos:
ey = [¢(X A, x‘)[; usando Ieig =1, ¥x
. . i .
temos:
B . : :
) 1 S 1, 0
-1 ; . -1 g J
Rk - 2da,,0] 7] =|]z7" - 21e] /2]
pois " .
J o o
Xa, X' = § A E*F
i L. Too
o=l
2“1
e tomando 0 = =5
1, 1 nJ “ .1 11 ' 0
-~ o e -1 2 J . J .
flz AT e A =T T e 2 T
a=1 ' )
n nJ
J ‘ Pa. P
agq [ =1 ) | = 2
n

; : 2 = Joo. =" w
21 {J} - }\C'Ld) “"’2 }"C{Cﬂ I;;_O: ’1;«1.an
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polis
Aua > 0 e Ayg £ 1 ¢« De fato:
X
Imz B,; PIP =D, + 3 P A, P
i+ _ : i>1 :
Cdmo {p ﬁ P = § 'A. Pros oo, . . A §‘07ﬁ§ A .é . d 
- 3, JJ i P F4s r Lemos o~ " 3 © p.s.d,
* 1= . : !I' .,"' .
) pw P ASPY Dyo S 1
e portahto (1 + A;a) < 2 , Se d A6l
nJ nJ
= {1 + A} < 2 = 7w {1+ A__) < 2
=1
Ge e = 1, K,

Esbogamos abaixe um diagrama que resume como demonsiramos o

teorena de James:

/\

o1
s

4 ~ INTERPRETACAQ GEOMETRICA DO TEOREMA DE JAMES:

A representacdo de uma amostra p-variada, com as varidveis

vistas como pontos num espage n~dimensional (n sendo ¢ tamanbo da
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amostral @ tratada no texto éé Dempster, entre cutros tantos enfo
gques geométricos por ele apresentados. Nos textos de. Scheffa e
Diqué et Girault, entre outros, nota-se a @niase a0 tratamenhﬁW%g
torial"™ dos problemas de fegresséa e anilise de vér;§ncié; Os teo
remas de Cochran e James, no seu.tratamanto fﬁfmal,nﬁqlévidenciam_
.a estrutura’de-éspago vetériai qué podemnos ¢Dnsiderar e:as.identi
ficagaeg &ecorrent&s‘dQSSa est?utqfa, das hipbteses e condiééésxg
iriciais. - o ' .
.'Julgémas estés identificagoes impqrﬁantesﬂpois'propiciam in

ﬁerpreta@&es bem'significativas das distribﬁigges qué surgem -neg
tes teoremas e de COMO éurgem. . |

Isto véreﬁos mais claramente na parte referente ao Modelg
Linear Geral, | |

£m sumégas condigoes de idempbténcia, ortoqonalidade e are
ferente.aoslpOStOé das matrizésg éugerem respectivaﬁente; pfoje~
¢oes ortogonals ééobre.subespagos que déem.como gsoma direta um esg
pago total. B na consideragao deste espago total e sua convenien
te decomposigdo gue surge o gue chamamos Interpretagao Geomdtrica

do Teorema de James, e que passaremos a tratar:

Interpretacdo Geometrica do Teorema de James {na sua versao

multivariada nao central}.

TEOREMA - Sejam: E um espago euclidianc real n-dimensional

@ {vﬁ,...,vn} uma base ortonormal gualquer de E.

sata |
: i _ 3. : .
X v 7 X' = N@E,ID), B(X) =y, VX)) =1 8.
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Entac os seguintes conjuntos I e II de condigfes sao equivalentes:

T _ Ai’ de ordem n, r{Ai) =‘ni r L= 1,...K sa3o K ma

trizes simétricas tais que:

1, 'Ai iQemeténte,‘i'x 1,00.,K

2. Bg AL =0, 143, 4, T =10

4. XA, X' =wWing, B, 1), 1= 1;...,3_

5. X R, X' independe de X A_ X' , 1L # J; i, I=1,...,K

J

, subespagos de E, tais que,.

Ll
E=E, 6...8 E, , K<n e

11 ].Eﬁk.al, By

V. V1
.:. = A- : r(A-} :no r i:;Ji,-,‘.FI( L]
G ‘ ilg 4 i 1. _
n kS n
DEMONSTRACAD:
IT =2 1
Yq K [/ V1 X V4 B
AT AR BN A WY B T A
1=1 + 3 =1 N i=1
v v i v
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_ /v,
Co \ : =1 S =
~Como gl L B, ¢ 0 ‘ (vi. vi; =
- vn__l
A " S “s e ! = . o 1
it . (v1 Vn) éJ_ Al I‘RJ A AJ
vn -
e c0mo-Ai = {L - Z Aﬁ}, témosr

p#L
(1 - § BAL =0 =>al = A Al

g1 J o J

e.portanto_hi sa0 simétricas L = 1,...,K .

v, y _

ainda | . = A« & um sistema de geradores do subespaco
o | A . _
/i \Vn

E. de fato:
EX

Se {aﬂ...as} & uma base.da Ei:

K Vi [ 1 Vg
© 17 Psxn | =7 © 1T Paxn |
ot.s . Vn... . : | as _ ' Vn 1
v, __
N & un sistema de geradores de B, e temos 3.
v, /i

.I @II\

Tomando:



~ -

v
E, = A '
i i )
Vn
BEntio:
V4 K b K Y1
. = ( Z A ) L = E A- *
+ iz.‘l i s ix..al 1 i
Y ?n o Vn

K -
A v .] v,
0'1 lfI '1 . .
" - * = * w0 * ."—':
By Ay - Byl Jlvpeeevpdag =
v v ' 4

n ’ n n

Ay By =0 temos By | By g 1405 .,T=1,. K

J@ ;L.

® By ... & E

.,E-“—‘Eq K
Algumas consequéncias da Interpretacdo Geométrica do

Teorema de James.

Antes de entrarmos na parte gue trata_do Modelo Linear Ge-
ral, vémbs'tfatar duas consequéncias especificas: a primeira in-
terpreta © gque Sa0 as distribuigﬁe& de Wishart que aparecem 1-.008
teoremas de Cochran e James; a sequnda 2 uma demonstragao da inde
pendéncia entre a matriz covariante amostral'e o vetor de médias
amostrais (ag estimativas usuais) de uma amostra multinormal p-va

riada 4de tamanho n.
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4.1 ~ Observemos que as distribuig¢Ces de Wishart independen
tes dos Teoremas citados (Cochran, James e sua Interpretagdo Geo
mé&trica), nada mais sao que produtos de projegoes ortogonals. = e,

-por esta razao, nac sd as "formas quadraticas vetoriais" s3o inde
P . =

pendentes, mas também as prdiprias projegoes.

‘pe fato:
(‘,’1 Vi
. = R .
PO 1 L}
\¥a/, Vi

s portanto:

Yy
: I ¢ = " LI
. : (v1°'fvn)i _Ai Ai Al
Vn /3
a2 temos,
Y
¥ = ' - - v a . :
X Ai X X ‘ (vq vn)l X
v i
n
v
onde X ' & a projecao da matriz de dados, vista como p
vn i

pontos no espage n-dimensional citado

=

/%91

S, e :
cov | (X Ai)gf {x AJ)K] = cov {A; : , (xKl.,,xKn)AJ) =

Xin
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/%1 _ _
¥on o

. - ‘. M-—”-‘?“ _—-_'“? * _— . F] a -
Igg By A _...cov[(x Ai}ﬁ,t;x AJ)KJ = 0 = A7) 1,351, .. K.

4.2 - Usaremos aqui um conhecido resultado da Algebra Linear:

—— Se um vetor B &.uma combinagfo linear de um conjunto orto .
gonal de vetores nac nﬂlos Ggr OpraserGp i entdc B & exatamente a

combinagdc linear: .

m (B,aK)

B= ) —X o .
o 2, - K
K—-’i. !lagu .
g ol e oy L o ) .
Dadaudpxn , X7 = N(U{Z), i=l,0eme VXY) =1 @2, a matriz <o

variante amostral S8 e o vetor de madias amostrais X sao duas esti-~
mativas. centradas e independentes, dos parimetros I e ¥ respecti
vamente.

o~

As distribuicdes dessas estimativas sao

= N, L) e 8z W{nmﬂ,_z/n_l}

p]
T

De fato:

Seja E um espacgo euclidiano real n-dimensional i{vﬁ..,vn} uma bhase
gqualquer ortonormal de E. Vamos decompor E em soma direta ortogo-

nal de dois subespagos, ou seja:



-4

g_,,

1 @By
onde, _
-j. el O 4z, 1
Entdo:
v, S vy
E T Yo
L] v . .
Vn 1 O (anVQ}
e como Ivi,vo?_m 1
-2 = ’ =
e vl = (wy,vg) = n
kemos:
M T 1 -
: = — A Mas v _ = {(1...13
vn 1 1
: N R LA
Vn 1 vn
tomando: A, = —— J , teremos: A, = (1 - ) e X A
T n d - T2 n
X Az e portanto de
) H o 1
(X Az) {X ‘Az) = X 2%.2 X
Mag _
: 4 .
X Ai = {X;ntc'f}{}pxn

/E

‘1: i;J:‘_"’];;n’;n

independe de



onde

pois

pois

e Como

-5~

'i,. i i i ) g
»
R T entd
n Y1 f Yy : d O
1 oxi
' : > 1 : _
XA K =X, independente de T =5 e

T = W(ﬁ—1,2} Q(I - 1/n NBRTRD?

Do EW {nu’]f 2/11“1 ’ }J.{I - 1/}3 lj)u‘A"'I)

LS
i

e

|

oy

ST
1k
=
1
“~
o

ik
H
<
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cov (X % ) o= —1-3"§' ‘i J L=

' i g n Y “icdv T Y1 n T

=L g p I'J'«J—;—-i’—z-“y 13 i
n. 4713 T "1 a2 Y13 T 1T n

5 - INTERPRETACKO GEOMETRICA DO MODELO LINEAR GERAL

Prclongamos agqui dolpénto'de vista'geométﬁipo o} tratéﬁénﬁo
geral do Modelo Linear encontrado nos tektos_de,&earlé e 'Andegl
‘son.

Como & sabido, por escolha coﬁveniente das matrizes que figu .
ram no modelo podész descrever as mais variadas relagSes de de-
pendéncia eﬁtre as varidveis envolvidas. Tanto tedrica como prati
camente o tratamento gefal ou especifico desté tipo ﬁe ﬁodelo tenm
ganho grandé atengdo, sendo para nds impossivél sequer enumerary a
variada bibliografia que trata o assunto. |

Sem mais justificativas propomo-nos nesta parte a enunciar
o8 resultados ja conhecidos de estimacaoc envolvidos no modélo e
interpreti-los geometricamente de forma a reafirmar fatos j& co-
nhecidos sob outro ponto de vista. Nesta linha analiSaremos tam-
bém, do ponto de vista geométrico, a hipdtese linear geral. Nao
nosg vamos ater a tipos especificos de hipétesé, e nem tratayr as
estatisticas usadas para testd-las. Partiremos tHo somente do arra
zaai)dg que,feita uma hipdtese, em geral as possiveis  estatisticas

' se bhaseiam na decomposicac da estimativa da matriz covariante sob
a hipdtese; e ainda em geral uma das componentes dessé‘decoﬁlposic;éo & a
estimativa da matiiz covariante sem a sugosigéo da veracidade da

hipbtese.
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Por esta razdo, a priori, para que possamos testar uma hipd
tese, estas duas estimativas nao pOderQ?- coincidiry assim, atra-
vés da interpretacao geométrica.obteremos a condigao necessiria e
-suficiente para gue cciﬁcidam, limitando assim inferiormente o con
junto das hipdteses testé%eis segundo esse” tipo de procedimento .

‘{decomposigido da estimativa da matriz covariante sob a hipdtese).

Interpretacio dos Estimadores no Modélo Linear Geral.

Seja:
prn - Bpxq'qun + &pxn
onde:
Bpxq g a matriz de parametros (desconhecida) : _
3 & uma matriz conhecida
gxn
i
& = w(b, Loxpl ¢ VI = I 83 n>p+ (2

Pelo método da mAxima verossimilhangasos estimadores da ma
triz de pargmetras e da matriz covariante, que denctaremos respec

-

tivamente por B, e n £ , vim dados por:

B. =x 2" G
G_' J
n L = X{I - 2'GZ)X' , sendo n ¥ invariante _ guantoc a

possiveis escolhas de G € (ZZ‘)g
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Passamos a um lema que nos levard as interpretagdes geomé-
tricas das guantidades de interesse.

LEMA 5.1 - Dada uma matriz qualquer Z

, consideremos F o
gxn , o=
seguinte subespac¢o de E '
AN S o
F = Zi. ; € F o subespago de E ortogonal a ¥ ,
v, .
sendo {vy,...,vy} uma base ortonormal de E.

Entio as matrizes da projegdo ortogonal da base {v1"'°’vn}

sobra F e FLfséo respectivamente Z' G 2 e I - 2' G Z,onde G € ﬁm‘)g

At .
PROVA ~ Como 2 & um sistema de geradores de F temos:
_ - S

v

1 | V1
> = b4 i .
nxq “gxn | .
v, /¥ Vi
e como a projegao & ortogonal:
1
M 1 MANRE -
T R = 0
n Vn/ F L Vn
ou seja:
_____ v, v, _
# . o ¢ » o ! =
} 2o | [vyeeevz'] =0
v, v
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logo

2' - AZ Z' = 0 ,
mas

z' =z' ¢z 3 , Ge(zz)Y
Z' G Z' -~ AZ 2 =0 =>A%=2'GZ -

(Searle pag 16, Lemé 3).

Portantpz-' -
V1 .V,l } vq
. = T b= g - *
: nxg qun R ¢ G2 -
Vi P Vi vn
se e sO se:
Y Vg AL . vy
. .QL = . - . = (L - 2" G Z) | .
Yn Vn/ - \Vn Vi

LEMA 5.2 - Se dada uma decomposigzo de £, E = F & FL e as

correspondentes proiecoes da base forem dadas pors

vy v
. = Al . e ,
vn F vn
V4 WAL
Vn o vn
_ o o v,
e ainda, A = 2' G Z, entdo F =
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) ' ) L 1
- PRDVA“w De fato A

Qe &

€ um sistema de geradores de F pois:

V. V4
v = Al . .
Yn .?. Va "

entio:
o
1
\%g
a
Oy | Yy
: =N .
: _ SXn .
Qg ¥ : Va F
Ioga
(11 V1
: = ksxn A M
OLS Vn
10go
V4 vy
F = 2! G & . oLy .
Vn Vi

e como r(Z' G 2Z)

r{Z}, poiss:

G.e (Z.Z’)g e r(Z'{(2 Z‘)gz)_ﬁ r{Zj;
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e ainda: _
7 = 2{2'(z 2°)}% 2} temos

r(z) < r(z'(z 299 2)

seque-se gue:

cqd..
Notemos que, dada uma representagéo geométrica dos dados num
espage euclidiano real B, ou seia:

v, '
prn 1+ 1 p pontos de E, tereﬁdq:-
N V -
n
v, i
Sendo ¥ = % . entao
Vn
v _
1 /Vq
. = %' G % : e portanto:
/ v, v,
K\pxn . ; prn : B
V. F Vi F
Vi v
= X &' G Z .
v
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Mas ﬁG =X 2" G, logo:

w
1]
o
&

<

< e
g
< ouee

?o&emosléor simples aplicagéo do lemé S.j'vié&élizap éeom@é‘

tricamente o0s seguiﬁtes,jé conhecidOS resultadoé;' | |
Ao estimarmds, neste caso pelo metodo da wmaxima verossi~

milhan'é, 085 parémetros do modelo, estamos na realldade pro;etan—z
dé ortogonalmente as p vérigveis (vmstas como p‘vetores de E, refi
aultantes de comblna§oes 11neares da base ortogonal { Vy{,..., Vo 1},
segundo coeF1CLentes dadog pelas linhas de Xp n) sobre o subespaQo-.
gerado pelas combinagﬁes da base segundo asflinhas @e_zﬁ E clara-z.

”~ ) )

mente BG sao as coordenadas dessa projecao.

- Sabemos gue, no caso do posto de 7 ser completo, ﬁGé Gq§
i A'a

1 e 5

ca e de fato neste caso 2 e uma base de F, e portanto B

v
n

sao coordenadas em relagao & base.

~ A nao unicidade de B, + caso o posto de Z nac seja com-
x

pleto, fica explicada,pois, estarfamos calculando coeficientes de

projegoes ortogonais relativamente a um sistema de geradores. a

nao a uma base.

-—- A invatiabilidade de BG Z & coerente pois sdc coordenadas
da projegdo relativamente i base.
Passamos agora a interpretar a estimativa da matriz cova-

riante, ou seija:

ni =%x(I~2'a 7)X
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Mas:

v
1 Vi

pxn : jﬁg X(I - 2" G 2)
v jF- '

n ' : n

X

e o produto dessas projegdes ortogonais nos da:-

\i’_1 . . V‘I
X(I - 2'GZ)| . 1x%:_~ Z'GZ | I
| | v]’l' VII
, _ A o _
= X(I - z'6z)| | v . ..v ) (I - ZIGZIK'
’ v

n.
= X(I - 2' G Z)X' .

Portanto:

- o estimador da matriz covariante vem dado pelos produtos

escalares das compeonentes ortogonais a F.

— nas diagonais de n L estao as normas ao quadrado das com-

ponentes ortogonais a F das projegoes de cada varidvel (vista co-

mo um ponto de E).

— a terminologia "parte explicada do modelo® ¢ sua negagao

ficam relacionadas respectivamente com “componente da projegao das

varidveis sobre F" e sua componente ortogonal.

-~ associando esta decomposigao & seguinte decomposicdo da

matriz identidade:
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I=2'"Gz+ (I=-2"G 3)

e levando em conta as hipdteses do modélo por aplicagaco direta da -

interpretagio geométrica temos:

o]
|
#i

Win - r(z), I, B2(I - 2' G 2)2' B'),
E como -
Z(L <~ 2' G5 =0

. seque-se:

o
1)
1

Win - r(z), 0).

G'téste de Hipdtese no Mod8lo {ineaf Geral e sua “onaroo

Inferpretacio Geomdtrica.

Seja H a hipbdtese linear geral:

, H: Bpxq Kgxﬂ = Mpxi

tal gque:

r(g) = t < min{g,%} .

Passamos a um lema que nos fornece a solugao geral do siste
ma acima, para que possamos analisar o modelo sob a hipdtese. (Da
gui para frente sob a hipGtese significaré'sob a suposigao da ve-

racidade da hiplOtese).
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LEMA 5.3 - Se o sistema B K = M & compativel, a solugdo ge

ral do mesmo vem dada por:

D + A

_Bpxq = Mpx2 X pxg-t Uqwtxq
onde:
—pexd
<= As linhas de U sdo uma base do subespago de rd orto

g-txg

. anal ao subespagé gérado-pelasrcolunas de qug .-Ou geja:

UK =0 e r{U) =g~t =g Q,r(K)

)

— & uma matriz de par8@metros arbitririos.

PROYA - Da compatibilidade segué~$e a existnoia de quE%K = M.

Entac: -

ki

MDK + AUK = B,KDK = B,K = M

\
(MD + AU)K 4 ’

1)

Racipr@camante, se B, uma solugao de BK= M, ou seja, By, K=M en

£A0 vamos provar gue:
T ra, I By=mp+r,u0.

Mas,
By =MD + Ay U % (By ~ MD) = A, U<

{(B, ~M D) =90

2



,..B/!m

Verificando a ultima equival@ncia:

(32 - M D) = 120 == {Bz\w MDX=0

(==p } (Bz'_ MD)K =), UK =0

i

=) (B ~MDIK =0 = ]2, [(By - nD) =1y U

De fato:

By

M?ﬁ

1
x
9.
=
i

g - M:D.K = B2 K‘" B2 K.P K= 0_

pols
o.q.d.

Pelo Lema 5.3 temos pois gque o modelo linear sob a hipdtese

H pode se escfever COmo :
Y = A (U 3) + &? onde:

o .Y = X - MD 2
' -p @& g9
Uq“txq /UR =0 e x{U) =g - r(K);

— A 2 uma matriz de pardmetros arbitririos.

pxg-t
e portanto:

niy, =Y (1 - @z’ [z (w2 ']% Wy |
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S AR o | o N
por amnalogia a estimativa do modelo linear geral, pois:

— as colunas de y sdo multinormais independentes por
seren QimplQS‘translagaes das colunas dé X. .
-~ a matriz covariante das colunas de Y é I, posto que
variancias e covarifncias sdo invariantes quanto a translacdes.
' — E(Y) = 3{UZ), sendo (UZ) a nova matriz de ‘dslinea-’
- mento.’ : '
Observemos gue:
2 = % 2Y G .Z, pfopriedade de inversa generaiizada”
- ' . {Searle) .
logo para qualquer matriz 8 temos:
%= X(I - 2'GX = (X~ 8%) (I~ 2'GE) (X+52)

logo tomande S = M D temos:

n I = {X - MDZ} (I ~ 2'GZ) (X - MDZ)'

TEOREMA 5.4 - A condicao necessiria e suficiente _para que
as estimativas da matriz covariante sob a hipdtese linear geral e

sob o modele linear geral sejam as mesmas & gue os subespagos F e

Fy {explicitados abaixo} coincidam.

<

1\ ( 1
JFy = 1 Uz

n

<

@ oean
el
{ LN IR ]

n
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-

PROVA - CObtivemos anteriormente as seguintes expressoes pa
H . - L

rani nn

P=v(I~2'GaY

n gH _..ﬁ Y( - (Uz) " Twzy wz)']9 W)y

~onde ¥ =X -~ MDZ,

estando  todas as matrizes definidas  an
teriormente. '
Logos
ni=nki, sece sb se:
I

- (UZJ[(UZi {UZ)sjg (uz) -1 -zt Qg z

Mas pelo lema 5.1 , a matriz do lado direito da igualdade & a ma

triz da projegac ortogonal da base'{v1...v } sobre o subespago or

v
togonal,a,Fz{z ‘1>} . e analogamente do lado esguerdo -temos o
_ v
. /“V,i : = )
ortogonal a FH = {UZ k:' } ;, ou seija: ’ _
Vi

Yy Yy ¥y

: J—»-:{I—-Z'_GZ)': ,fs‘w{z: }

Vi P v, v
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<

1 ' Y1
[= - o [wz) wzy' 19wz {1 .,
Va FH - | Yn".'
Vi S
Fy = {(_mz_} | } o
v -
il
e-pdttaﬁtolsendo;
o =3' G2 I
v, /F v

\V _ . v
1. _ _ 4
4 = (uz)' [(uz) (v2) ]9 (w2) | :
v P v
n H n

;sistemas de geradores de F e FH ¢ temogs demonstrado o teorena.

Acabamog de provar gue a condigac necessiria e suficiente

para que'n f = 1 éH & gue os sabespagos e FH’ definido$ no teo

rema anterior, coincidam. Uma rapida olhada nos sistemas de gera
dores desses espagos mostra que:

sendo,
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a condigdo necessdria e suficiente para que F e Fy ndo . coincidam

& que: -

cor{uz) # elz) o,
pols neste caso, e sb neste caso, nao cbincidem os sistemas de ge
radores de F e Fo . e
Passamos a investigar, do pontoc de vista geométric®, a de-
composicao de n I quando os subespagos F e FH'nEb'coincidem:

V1 oo v

o : 13y .- . .
FH = Uz : e Bo= { Z.i: } T .
0 : ~ | Vo .
v, ‘ ?n _ L .
ze & 8d se:
..1.. \- l' . B . .
Fy = F , Ou seja:

-

I1s#{y, s | F; | F; =5 B s

L et
Pela decomposicao acima de Fy » temos a seguinte exXpressac para a
projegac ortogonal da base sobre Fﬁ

-
-

1 1 Yy
: = : : + .
. J . L i} . fL a
vn FH h -FH P e vn g e
L . L
Mags F e 5 sao subegpagos de FH ; portanto:
AW Y4 V4
. = : + .
e . ¢ /s
vn q \ Yy F v
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- ainda:

— = B B . _L 1
n XH__ Y : L {vq... ‘.}n)FH Y '
e pela identidade acima temos:
. ¥ S
= - ¥ '
n EH ¥ : s {vq..fvn}.i Yr 4+
v F .
n/o o
v, _
. : - ’ ) I3
Y : . (vﬂ..{vn) S ¥
Vn 5
=n L + Q.

(Pela expressido encontrada para n I antes um pouco .do .- teorema
5.4) . |

Podemos aplicar a interpretagdo geométrica do teorema

de
James para obter as distribuicles e relagdes de depend@ncia de
HEH; ;ng eQ' ’ o |
De fato:

V4 V4 '

= : » LI = : L} FN +
. : (v? an » v, vn)FH

Va Vi Fﬁ

v

A L

. L (v, V)P,

v 3
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e poI suUd vez:

/ 1 1 1
= |1 + -
)
n/ H B

<
L]

<

q LI
N

4'..
=)
& v
tn

-1ogQ£
g vy 1Y | -. AL -
' = - . . L - B R Y . N
I : . (v ...vn)FH + : - .@%_ Vn%? + : (Va vhhg
vn Fﬁ vn E ) _ .'vn 3
M S Vi ‘
| - . 1 = H
Yy ¥ . f_(vﬁ"'vh}FH v+ Y A BN §V1f"vh?§F_Y +
v FH _ o _ .vh F\ : S
_ V. '
- [}
¥ . . (v1"'vn)3 b
vn S

tinhamos que:

n E = Win - r(2), ), logo:

Q = W(r(z) - xz), I, B(Y) ag[EMWM]")

onde
_ Vq
BAg = . - vy e
v s
n

nyY e ) sao independentes,
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' Pela decomposigac da'identidaée em produtos de projegoes or .
togonais sobre FH'e Fut e aplicacdo de raciocinio andlogo ao ‘pre

- cedente temoszy

bl .

niy = Wh - xua), I, B At EE)Y)
.oﬁde'
.V1 .
5 iR o -
Ag™ 3 LT {YT‘“’vn)E
v, JF ' H
n/"H :

~Sob a ﬁipétese teremos: B{Y) = M\UZ e portanto'E(Y) AHL = 0 ,‘
e por propriedade de distribuicgles de Wishart o parBnetro de',de§

centralizagdo de Q serd zero. Resumindo, sob a hipdtese:

—n I = Win - r(Z),iZ)
— 0 F W{r(Z) - r{U2),LI)

— n Iy = W{n - r{UZ),Z) , onde sempre n I e Q sao in

dependentes (sob ou ndo a hipdtese).
Comentirio Final:"

Scarle ao tratar hipSteses ndo testiveis, considerando que
ndce hid teste possivel de uma hipdtese quando as estimativas da na
triz covariante, sob a hipdtese e na auséncia dela, coincidem; &
conclusivo guanto a necessidade da estimabilidade. Ou seja, a nd3o

estimabilidade implicaria'm n2o testabilidade da hipbtese.
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A condigac necessaria e suficiente desenvolvida no teorema
5.4 amplia, neste contexto, o teto das hipSteses testiveis wma vez
que podemos exibir pelo menos uma hipdtese que ndo & estimével- @
& testavel. ' |

Neste'sentida, acreditamos.estar realméﬁﬁe définidc'b_“limi_ .
te 1nferlor“ do conjunto das hlpoteaes testavels, tratando~se ago
ra de estudarmos que hipdteses. poder-se ia cla531flcar entre esse
llmlte e as estimavels,e com que crlterlaskde'furma'a_merecerem;g
tengac GSpec1al cams as estimaveis. | | .

Passemos pOlS ao exemplo a01ma refermdo..

Ccnslderemos, no modelo linear geral deflnldo nesta parte,

r(Z} <g e $eja a hipbtese linear H:

H nao & estimavel pois, se o fosse, deveriamos ter:

i L /K =% L
nxq gxg  gxXn nxg

TOmMG

R = quq e r(K) =g

i

se K =2 L = r{kK} < r(Z) < g, absurdo.

Por outro lado, pelco tecrema 5.4 temos:

- e )

onde U estd definida no lema 5.3 e & tal que:

A1 v

}’_FH“{UZ

n vn

<A v

¥
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0 e r(U =g - r(K

- }._ﬁ =% ¢ () =0 implicanﬁoﬁ

Fy = %y

Portanto estamos diante de uma hipdtese testavel pois F e ?H nao’
coincidem. . ' - ‘

Passamos a obter a décomposig&o de n ZH.dé forma a expressar
a componente Q e verificar a ndoc nulidade da mesma.

Apds o teorema 5.4 a seguinte decomposicido de
4 ' ' '

c s
n L, foi obti
da, F e 8 éefinidos anteriormente:

v1 _
=) M . . L ¥ =
n ZH Yoo oo (vj., vn)FH:Y-
' Vn' FH : -
= . Loy
b4 . . ‘(v1"'vn)E Y +
vn F
Vs - ,
" ]
Y : .(vq...vn)s b4
vn 5

g = E logo:
Vs Y4

. L .

vn FH b
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e £emqs:
. “ -w. t _ N _ '. ‘.._ I \‘.'
n EH ¥y .,(X .BOZ};X. BOZ)
pois:
Y =X ~MD %, e neste casos:
"= B
nex? . p=1
(=
¥ =X -B Z .
Como =
. V,}. : .
5 - . . i ’.. =
n I ¥ : . (VQ...VH)E ¥ =
Vi /F
_ _ o - - t
= X (I Z' G 7) X' = (X BnLZ) (X BGZ)

Tewos pela decomposigao de n I, :

- o v = - - r .
Q =n % n kL 108 BOZ)(X BOZ)

H

(X - BGz) (¥ - BGZ).--'

Podemos ainda obter Q de forma mais direta, ou sejar
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Vimos que:

v, X v,
X : F— L]
pxn | @ Bg 2 { ¢
Vi S A v,
e éomo:
V‘? .v;? | ..
pxn | : , - Upsn (1 fj  r pois
v F - ] v Fj__ :
n n
P
£
. - T
F
n
.
AL /" v, . v
R pxn | ! = (X-B, Z){
Vo //Fu* . v, //E v
e, tomo tomando~se o novo mddelo tivemos:
_ v, | v,
prn . = (X - BO zZ) .
entacs
. Vq V‘,z
X . = ¥ : -
PXn - pEn . i
v s o }a
0 n -

n ¥
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) 1
pxn o Ll
AV ol
P n . .
S BVAL S AL
= (X - B, B I |- (Xx-Byzy | : =
\ Vn v

logo: .
Q = (Bg = Bz [{Bg - B,)Z]*
e temos:

n I (X Bo 2} (X Bo Z)

b
2 i)
i

(X“BGZ)(XwBGZ)‘ + (Bg-B )z [(B;-B)z]"
=n i+ Q

e pelas conclusdes ja obtidas, por simples aplicacao do teorema

da interpretacao geométrica,temos que sob H:

n EH E W(n,X)

0= W(r(z),5y .
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e, independentemente da verificagao de H:
nizWh~-=x{2),7) K

sendo Q0 e n £ independentes.

# . N
E usual o procedimento seguinte:

"H: B =B
(8]

entdo podemos decompor X ?'BO % como:
x\— B 4 = X~-B,Z + (BG - BO)Z
e eéntdo:
. : A _a . - _ '
n I (% BGz){x_BGz} + (Bg=B)Z[(B-B ) Z]
ou seja,em apenas dois passos poderiamos ter chegado ao resultado
desejado apenas dependendo da argumentagao intuitiva disponivel;

o que comumente € usado nos cases particulares para obter as fa-

mosas e necessarias decomposicoes de soma de guadrados.

b4
KRE. RXX
p:4
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