
INTERPRETAÇM GEOMtTRICA DO TEOREMA DE JAMES 

EM SUA VERSAO MUL T!VARL\DA NM CENTRAL. 

REGINA CELIA DE CARVALHO PINTO MORAN 

Dissertação apresentada no Instltuto de 

Matemática, Estatística e Ciência da Com 

putação da Universidade Estadual de Cmp~ 

nas como requisito parcial para a obte!!_ 

ção do t1tulo de Mestre em Estatísti.ca. 

0 ri en ta dor: Pro f. Dr. JOS!!: NORBER'l'O W. DACKS 

CAMPINAS 
1979 

UNiCAfvlp 

BlBliOTECi\ CENTRAL 

' 



• 

à Mlle.na 
ao Paulo 

e 

a meus pais 



A autora agradece: 

-- ao P4on. V~. Ubi~a~an V'Amb4Õ~la, Diretor do Instituto 

de Matemática Estatística e Ciência da' computação, pelas faci 

lidades concedidas para a realização deste trabalho. 

ào PJto6. V!t. Rube.-n.& Mu.Jtl..tlo Ma.Jtqueh, Diretor da Funda 

çao SEADE (Serviço Estadual de Análise de Dados Estatísticos), 

sob a orientação de que~ iniciamos nossa carreira, de quem se~ 

pre recebemos grande incentivo e apoio, e que coincidentemente 

primeiro nos apresentou o ~eorema de Cochran. 

- à P Jto 6. Ma.Jt..i.a. E.t-[za F J..ni, Che~e do Departamento de Es 

tatística pelo apoio e incentivo recebidos. 

- ao PJto 6'. Edua.)z.do Fe.JuwndL6 Balle.h:te.n em especial, pelos 

cursos de alto nível que ministrou no Bacharelado de Estatisti 

ca nas áreas de Análise Multivariada e ~1àdelos Lineares, aos 

quais somou grande entusiasmo, despertando assim o interes~e 

que temos nesta área. Pelo apoio e incentivo recebidos durante 

todo esse curso de Mestrado. Pela colaboração procurada para o 

resultante trabalho: 11 0 Contraste de Hipóteses nos Modelos Li 

neares Multi variados", que, tendo ampliado oonsideravelrrente nos 

sa visão nesta área, sugeriu este trabalho. Ainda, pelo inte 

resse que demonstrou neste trabalho através de discussões, su 

gestões e incentivo. 

ao Pno6. VIL. Jo.bé. Notr.beJt:to Vack.ó pela liberdadequenos 

permitiu na escolha do tema deste trabalho, pelo incentivo e p~ 

la confiança depositada. 

-- ao PJton. VJt. An:tonlo Paque.ó pela solicitude com que re 

solveu nossas dúvidas de Algebra Linear. 

' 



-- à Eugen~a, ao Reinaldo e ao S~dnei por nossas proveito 

sas discussões, pelo apoio e amizade r~cebida. 

- ao Stt. Raul do h Santo h pelo paCiente e perfeito traba.Jl'x) 

datilográfico·, bem como a piesteza e responsabilidade com que 

fomos- atendidos. 

Muito especialmente ao Paulo, a meus pais, a Jenny e a 

' 



n .. . 
p 

x : 

+ 
)1 : 

X - N(f.!,Í:) 

F I : 

I. 

NOTAÇOES USADAS: 

tamanho da amostra 

número de variáve·is 

vetOr coluna px1 ' 
+ 

(~J X = 

vetor das médià.s, + 
llpx1 = OJ-

matriz covariante (ou matriz de variancias e cova 

riancias) .. 

X é multinormal {p-variada} de parâmetros: vetor 

média P e matriz covariante k. 

matriz que representa uma amostra de tamanho n de 

uma população multinormal p-variada, onde: 

gi : a coluna i da matriz X 

+ X. : a linha i da matriz X 
1. 

+ GJ; n 
X = X. = I x.J ' 

i=1, .... ,p 
1. J=1 

•1. 

denota a transposta de F (aparece aplicada a vetores 

linha, coluna, ou a matrizes). 

' 
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II. 

d,enota a inversa ~ F 

$ : produto de Kronecker, que aplicado às matrizes A 

e B significa:: 

.... C 
.. 

(Zr•·z l . 
. p cov 

• . • cov(Z1 ,Zp)) 

..... cov(Z ,Z ) . p p 

( ;: ) ' O::) V(X') - ex• ..... X~J , x~ -
1 l. co v 

n 

A W{n,.E ,T) . 
Apxp tem distribuição de Wishart nao centra~ - . 
com parâmetros n,t,T{n ~ p)· 

A - W(n,J:) : Apxp tem distribuição de Wishart central com 

E(X) 

parâmetros n e E .. 

: Esperança de X 

[E (X)] i.J = E (Xi.J) 

' 



III . 

. tr (A) : traço da matriz A. 

r<Al o· posto ·de A. 

y - x(n,À) : Y tem distribuição x 2 -não central com pa:;râme . 

tros n e À. 

I : matriz identidade~ 

~(A) . função 'característica de A. 

<)l(A,B) :função característica coiljunta de A e's; 

E : um espaço euclidiano real (OBS! Estamos aqui 

.L 
e 

sendo reduntantes pois um espaço real, com 

prodt1to interno e de dimensão finita é, fre 

quentemente, denominado um espaÇo euclidiano) 

soma direta ortogonal 

projeção ortogonal dos vetores {v 1 , ... ,vn}sô 

bre o subespaço de sub-índice i envolvido na 

decomposição do espaço total~ 

projeção ortogonal dos vetores {v1 , ... ,vn}sô 

bre o subespaço W. 

' 
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N = { R (IJJ 

c 

c 
+ 

11 11 

. IV. 

: produto interno definido sôbre E. Sendo que, 

para S. e E, i=1,.,: •. ,~ temos: 
1 

: produto escalar (na página 48 ternos 11 aKII' , 

que é a norma de a.K ao quadrado em relação ao 

produto escalar) • 

: onde Rt , então: N. é o subespaço de E gera xn 

do pelas linhas de R GJ 
: está contido 

: está contido propriamente (está contido e nao 

coincide). 

A é uma inversa geral de D. 

determinante ou módulo. 

módulo do determinante. 

Nota: As citações dos autores não estão numeradas por se tra 

tar de uma correspondência "um a um" com as obras listadas nas 

referências. 

' 
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I IHRODUÇM 

Ent.re as aplicações :nais frequentemente usadas ·da ·teoria 

Hstatistlca si·tuam-se a unálise de variância, covariância e re-

grcssão. Estas técnicas dão lugar a partições de certas "formas 

quadráticas vetoriais 11 no caso multivariado, análogas às parti-

çoes de formas quadráticas no caso univariado. 

Dt t' - l " d d t ' ' " -] .t:.S as par·lçocs nos evam a qua ra.os ve orlalS ana.ogos 

às somas de quadrados di-tas componentes. Não é pela __ dificüldade 

de formulação ou raridade prática que usualmente se ·trabalha no 

caso univariado, como por exemplo nos textos de Sche.ffêJ Searle e 

Dugué et Giraul t, senV.o pela relativa dificuldade de :~·trat.amcmto 

e in-terJ;-retações. Sob certas hipóteses de distribuiçi.io apropri~ 

das 1 no ent.an.to, ao :invés de razOe::~ de componentes que nos levem 

a es·tat:I.stica F, teremos razões do determinantes dessas compon(:!.!_ 

tes resultando em est.a·tisticas como a de Wilks ou out:ras, ap_ro-

priadas para t(-Jstar certas hipóteses de inb;;resse ~ 

Obviamente, s~:: estamos int.eroo..:;sados em funções dessa~-, com 

ponentes, precipuamen·te in·teressa-nos conhc~cer suas d:Lstribuir~Ões 

e relações de interdependôncia. 

Nosso objetivo se res·tringe: a obter E;ssas d.is-tribuições 1 r:;: 

lações de interdcpendônci~t e inb:.:.rpretá-la>·,; qeomet:ricament.e. ~rr_§: 

·ta-se port.anto de um trabalho meramente introdutório ao estudo 

des~~as técnicas multi v ar j_adas. 

os· teoTerna.s de Cochrun e James sao ohrigatórios no estudo 

dessas técnico.s e, como de fato, do ponto de vista geométrico, 

podemos ver por exemplo a análise de variõ.ncia como um mét.odo de 



decompor vetores de observações em projeções sobre certos subes 

paços específicos.:. espaços estes correspondentes a diferentes fon 

tes de variação e cada qual podendo te:r: uma significação bas-t:an-

te própria- tratamos também da interpretação geométrica dos cita 

dos teo:r:emas. 

Nccessi tamos no decorrer de nosso trabalho, de certos resul 
' -

tados da Âlgebra Linear que decorrem de aplicações sucessivas de 

resultados básicos; op·tamos por não os reunir em apêndice e sim 

na ordem de sua necessidade. 

Compusemos o ·trabalho de~. cinco part.es: a primeira sDbre a 

distribuição de Vlishar-t, parte integrnnt.e das seguintes; a sequ.!];_ 

da sobre o teorema de Cochran na sua versão mul t:L vc1.riada 1w.o cen 

tral, que demonstraremos apesar da relütiva facilidade devido às 

sugestões de Anderson. Na te.t:ceira parte -trat.amos do teor.e1:1a de 

James em sua versão mul-ti variada ni.io central i baseamo-no:o em seu 

artigo, permitindo-nos uma estrut.uraçdo de enuncJ_ac1o. Na guarta 

parte tra-tamos da interpretação geornó·trica do L~eo:n~ma de James, 

onde incluÍrnos como aplicaçóes: inte:cpret.ação das dist,ribui<;(5es 

de Wishart que figuram no t.eorema e demostração da independ0~ncia 

das es·timat.ivas usuais dos par5metros de uma mu.ltino~-m~'ll, obtidas 

a·través de uma amostra alea·tóriu. A p;x:c-te cinco t . .t:rrta do modelo 

I,inear Geral, interpretado geom6tricamc~;nt"e, o que .implicitamente 

é Bempr:e fci.-to, c que procuramos formalizar. J5 h av-i amos ·tra t~ado 

parte deste trabalho na publicação inb~'rna n? 57, Edua.rdo .Fcrran 

dis Balloster e eu. Fer-mmimos nesta publicação com muita dunsida 

de alguns destes resultados. 



1 - A D!STRIBUIÇAO DE WISHART 

Durante todo nosso trabalho faremos uSo da distribuição ror 

mal multivariada e suas propriedades; por estar exaust.LvD.:rrcmte tra 

tada em muitos textos~ dentre os qUais nos utilizamos princi.palíre~ 
' 

te dos de Anderson e Krishirsagar,enunciaremos apenas as propri~, 

dades das quais nos utílizarnos9 

então: 

Propriedades da Distribuição Multinormal: 

+ + 
Seja X- N(~,l:}, x 

px1 e r.pxp ; então: 

PROPRIEDADE 1-.l - Se P for urna matriz de constantes e 
pxp 

z = 
~ 

PX 

z - + N (PiJ I p E p I) 

-PROPRIEDADE L2- Se Kpx1 
for um vetor de constant:es e P pxp 

-+ 7 -+ 
for uma matriz de constantes 0 Y = :K + PX 

y - N (K + pj~ f p ~~ p l) 

PROPRIEDADE 1.3- Se E for diagonal, r. 11 ~O, i- 1, ••• p 

- 1 -



então: 

então: 

- 2·· 

PROPRIEDADE 1 .4 - r.: = 

PROPRIEDADE 1.5- Se C/ J: = C C' e Y 

t- N(O ,I) 

+i -+ PROPRIEDADE 1.6- Se X - N(p,E), i=1,2, ... ,n, 

1/(X') - I ®. l: e 
n 

+ 1 
X _ N(p, E) 

n 

As aplicações da distribuição de Wishart sao muitas e1 e~ 

tre elas, pod(~mos citar que a rnatriz cova:r:iante amostral segue 

uma distribuiç&o de \•1ú3hart e que a análise de variâ:ncia no ca-

so multivariado dá lugar a uma decomposição de uma distribuição 

de Hishart em soma de VJishart ind2pendentes, cada afirmação su 

jcit.a à hipÓ'tese de mul'tinormalidade e i.ndependê:ncin das amos-

t.ras. Não abordaremos esse assun-to, mas salientnmos que os tes 

tes de hipótese podem ser obtü1osf alguns deles coruo funções de 



-3-

de distribuições de: Wishart independentos. Como nao faremos uso 

das funções densidades (caso central e não central), nao as trata 

remos aqui devido a sua rela-tiva complexidade. 

Passamos a defini.r a distribuição de Wishart e tratar as p~ 

priedades de nosso interesse no decorrer do trabalho. 

A distribuição. de Wishart nao central 

-~i 
DEFINIÇÃO 1.7 - Seja Xpxn , X 

+Í 
- N ( jJ tI: ) I v {X' ) = I & ):~ I 

n 

n > p e A = XX'. Então A ·tem a dist:ribuição de Wishart nao central 

com parâmetros n 1 L:, 
+1 +n 

l Onde T = '"!' " = (n •J ) pxp I'" f f 1-'- 1-'- I • • • I 1 , T sendo 

chamada parZi:me tro de dcscentralizo.ção. A notação uso. da será: 

A __ W(n, /.:1 T} 

PROPRIEDADE 1.8- Seja A c W(n, I, T) eK ,s<p, 
sxp uma 

matriz de constan-tes cmn. posto de K igual a s. 

En·tão: 

PROVA: 

e 

+11 [+n pp' = T, 1-1 == {u ••. JJ ) 



En1:ão: 

K A K' = K X X1 K' = (KX) (KX) I = y Y' 

onde 

logo 

TI' _ W(n, K Z K', Ku(Ku') ') 

mas 

Ku(Ku) 1 = K u u'K' = K T K' 

portanto; 

PROPRIEDADE 1 .9 - Sejam A::: W(m, J':r T), B 

- +-·· 
dependent.es 1 ent.ao c= A+B::: W(m+n, L:, T+--r ). 

PROVA: 

A ~ XX' 

e 

+1 I 1->m ' u = (p .•. u }, uu 

+ _w(n,I,T) in 



mas 
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B YY' y yi = -' pxn 

e 

n = +11 l+n (n ••• n ) , nn' 

Mas Z = (X I Y) 

e 

e 

e "'1 1 I +ml->1 I 1-+n -(v ... u n ... n ) 

z Z' ~ N(m+n 1 t,, 88') 

Z Z' =X X' + Y Y' =A+ B 

80' = (\J lnl ' (L) = 
n' 

J.lp' + nn' 

~i 
N{n ,I), 

= '[+ 

+ ;:;:; T + T 

V (Y') = I n & E 

PROPRIEDADE 1.10: Seja A- W(n, Z, T) então E(A) = n 1: +v 

PROVA: 

A =- XX' , Xpxn 

Mas 

A= ((X-~) + U) ((X-u) + )J)' = 

(X-v) (X-p)' + (X-1-l)v' + p(X-ld l + 1111' 
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Mas 

E(X-p) ~O e (X-p) (X-p)' - H(n,E) 

E(A} = n l. + ~~' = n Z + ~ . 

Observemos ainda. que, quando p = 1 , a ~distribuiÇão- de Wishru..t 

nao central se reduz a um múltiplo da x 2 não central (Hogg Graig). 

De fato: Se 

e 

onde 

ll = (pl, ••• ,]l) 
. n 

mas 

n -+i -?i"' n 
A - XX' = I X X ~ t X.~ onde X, - N(-~..1.0 2 ) 

i=1 i=1 ~ J. 1,, 

n 

1: -v~ 

1 i=1 l 

A 2 onde À 
<? - X (n, À) -· 

a' 

o tratamento da distribuição de Wishart no caso c0ntral é in 

teiramente análogo, apenas as mul·tinormaís independentes_ são cen 

tradas na origem, e portan·to os parâmetros ser ao n (tamanho da anos 

tra) e r. (matriz covarianto das multinormais que compoern a amos 

tra}. Se Apxp tem distribuição de Wishart centrul com pa:cG:metros 

n, (n;:: p), e 2: 1 denotaremos: 

A_ 'i'J(n,E) 
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A Funçi~ Cara~terlstica de Wishart nao Central 

Antes de obtermos a função característica de uma matriz aleatóriá 

com distribuição de Wishart não central verificaremos o segu~nte 

.lema: 

LEMA 1.11 -Se e de ordem pé simétrica, eM, simétrica de 
mesma ordem, é positiva definida, então existe B não singular tal 

que:· 

B' M B = I e B' 6 B = D, onde: 
-~,,_ . 

I é a identiqade de ordem n e D é diagonal de mesma ordem. 

Verificação: 

Como M é p.d, 3 E nao singular I E' M E = I. 

Seja E' 8 E = B* , então B* é simétrica e 3 C, CC' = I tal 

que: 

C' B* C = D, D diagonal. 

Tomando B = E C temos; B nao singular e: 

B' M B = C' E' M E C =C' I C = I 

e 

B' 8 B = C' E' 8 E C = C' B* C = D 

Função característica de uma matriz aleatória com distribuição de 

Wishart não central: 
' 
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Obtemos para o caso nao central, sendo o caso de Wishart. cen 

trul inteiramente análogo e desenvolvido no texto de Wilks. 

A função característica. de uma distribuição de Wishart pode 

ser obtida mais facilmente da distribuição das observações. 

Se A :::: W(n, I , -r) então temos: pxp 

A = z z I ,- zpxn 

e 

V (Z') 

Seja e 1 simétrica, então a função carncteristica de: pxp 

e obtida por: 

E(cxp[i tr(A8)]} , onde I 
i='\ 

Mas: 

[ J [ n 'z'a ~zet')e] -E{cxp i tr(AO) } - E{exp{i tr (I , 
- a=1 

n 
E{exp (i /, tJ:(Za -za' o)) } -

a'-"'1 

n 
- E{exp(i I trlza' o -za))} 

a=1 



n 
= E{exp (i ). 

n 
E ( 'IT 

a=1 

a=1 

'+a' 
exp (i z 

-9-

E(cxp(i za' e Za)) = 

= [E exp(i Z' e z~n ' onde z- N()J,E) 

Pelo lema 1 .11, temos que j B não singular tal .que: 

ou seja 

logo: 

e 

B' O B = D 

- ~ + ~ E{exp(i Z' 8 6)} = E{e::p(i(Y' B' 0 B Y)J} -

~ _, 
E(exp(i Y' D Y)} 

p 
= E{ 'if 

J=·J 

Has E{exp(i dJJ YJ}} é a função caracteristica de uma x2 como um 
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grau de liberdade e parâmetro de nao cen-tr:alidade nJ , calculada 

no ponto dJJ" Notemos que: 

-logo: 

logo t~mos: 

Mas: 

e 

E{exp(i dJJ Y~)) = : _'h exp{-nJ[1-(1-2idJJ)-
1
] 

(1-2ldJJ) 

p 
TI 

J=1 

1 1 ------'--·--

Ir- •" 2i DI f' 

Ir- 2i oi -· IB' r- 1 
B- 2i B' o nl = 



mas 

e temos: 

Ainda: 

-11-

···II-2iDI~ 

1 IE- 1 1
1
/ 2 

li- 2iD! '/z I E - 1-'2i8 I/' 

-nJr1-(1-2id )- 1] e L • JJ = e 

p 
- L' 

,J=1 

Definindo: 
n 1 o 

n ~ ' 

o nP 
L 

temos: 

diagonal 



c.omo: 

logo: 

logo: 
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p 
E{ 1r exp i dJJ Y~} = E{exp i Z 1 8 Z} "=' 

J~1 

exp- tr{B'-i nB- 1 [I- [I-2íOr 1JJ 
IE- 1-2íel1' 

•• E{exp[i tr(ASJ]J-

Con~;;equência: Se A :: W(n 1 L:) 1 ou seja n = o, 
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temos: 

E{exp [i tr (Ae) ]] = 

I I-1 - 2ie I '!zn 

que é a função característica de uma distribuição de Wishart cen 

tral com parâmetros -n e L~ 

2 -'TEOREMA DE COCHRAN 

Este teorema, publicado em 1934, prova os principais resul

tados sobre distribuições conjuntas de formas quadráticas num si~ 

tema normal uriivariado. U~ histórico deste teorema pode ser enco~ 

trado no artig·o de Jarnes. Vale lembrar que a versao nao central 

deste teorema foi dada por Madow em 1940~ Encontrado em sua ver

são uni variadas em mui tos textos( por exemplo~ Cramér, Rao, Scheffê e ou 

tro~ e em sua versão multivariada central,por exemplo,no ~son, 

figura já numa versão multivariada generalizada conheci:da como Teo 

rema de James em textos como o de Kshirsagar9 

Este teorema não ê em geral demonstrado em cursos de gradua 

çao, embora comumente utilizado, pelas não menos comuns dificulda 

des com a Âlgebra. Por esta razão permaneceu para nós ;como algo 

muito forte e nada intuitivo. Muito forte porque dado um certo de 

lineamento e aplicada a técnica de análise de variância, depar~· 

-nos com partições de somas de quadrados expressando Ç!iferentes 

fontes de variação e, pelo teorema de Cochran, seguem suas distri 

' 



buições e independência possibilitando os testes desejados, sob 

determinadas hipóteses. Quanto ao nada intuitivo, isto e muito 

pessoal ... 

Daremos uma ve:Ç"sao multiva.riada nao central do citado teore 

ma que demonstraremos)apesar da rela·tiva facilidade devida às su 

gestões encontradas no textó de Andersoli. P_ara procedermos a sua 

demonstração ·tra-taremos dois lemas e um teorema ·cujas demonstra 

ções seguem de aplicações sucessivas de resultados fundamentais da 

Âlgebra Linear, e um teorema que trata o Bfei to de uma ·transforma 

qão ortogonal em multinormais independentes. 

LEMA 2.1 - Se E for simétrica e nao singular existe Fnxn nxn 

nao singular tal que: 

-·(r o) F' E F -
O -I 

, onde: 

a ordem de I (-I) é o número de autovalores pos.i.tivos (negativos) 

de E. 

PROVA: 

h )' 
1 

j G / G' E G " 

>hg>O>h · g+1 > > h n 
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.Definimos I< como segue; 

K = 

o 

Então: 

"1 . 
l;n 

g 
1 
11-h~ 

g+1 

1 

r-h 
n 

= (GK)' E(GK) =(I 
\ o 

o) 
-I 

logo basta tornarmos :E' = KG . 

LEMA 2. 2 - Seja C simétrica de pôs to :r (r :::_ n) . nxn 

Então existe uma matriz não singular A 1 tal que: 

A • C A = (~ -: D , onde: 

a ordem de I (-I) é igual ao núme.ro de autovalores positivos (nega 

tivos) de c. 

A2 

PROVA: como posto de C e r temos, 3 A I c A2 = O, 
2 

[n x (n-r)J 
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Seja Bnxr I (B I Az) é na o singular, então: 

onde B' C B é nao singular de posto r. 

Pclo·lerna 2.1 .J Frxr não singular tal que: 

F' B' C B F ~ (: _:) 

sejado. 

(BFIAz) ~ CBIA2) (: :) temos o resultado Portanto tomando A = de 

TEOREMA 2.3- Sejam A. de ordem n e simétricas, r(A.) = n., 
1 l l 

K 
i= 1, ... ,K. Suponhamos ~ A =I L i . 

i=1 

Então uma condição suficiente para que exisi::a uma matriz or 

togonal B nxn , B = (B
1
! ... 1BK)' 

K 

= 1, ••• K tal que 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo lema 2.2, V l ·- 1, ••. ,K j Di nao singu

lar ·tal que: 



onde 

e sejam: 

e 

e 
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r(I) + r(-I) = ni 

D1 . . L 

= YB, , onde Y = (Y
1 

, ••• , Y ) 
1 n. 

(B, )
8 

·, i3 = 1, ..• ,n e a = n
1
+ ..• +n.-

1
+1, .•• ,n,

1
+ ••. +n. 

l.,U l- l. 

Então se considerarmos a forma quadrática: 

ou seja: 

onde 

q"i = y A. 
l 

qi y Bl~ 
o = -I 

Y' ' teremos: 

h Y' = iq z o \z, 
-I j i 

c a - 1 

7z, ·- y (+Bai) , - rr + + n + 1 n + +n dv. 1 ,_,- 1 ..• í-1 t•••t 1 .•• i 
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I< 
Mas se tomarmos q ~ yy• ~ Y( I A. )Y' teremos: 

i=1 l 

K n zz q ~ l: q, ~ I c a 
i=1' l a.=1 Cl 

-e como q e positiva definida ternos C =1, a= 1 1 ~ •• ,n . . . a 

Ainda: 

A = B I B~ = B B! 
i i ~ i 1. 

e como: 

k 
Y Y'- Y():A.)Y' 

(~lo 1. 

temos 

B B' -- I B -e ortogonal. 

TEOREt~A 2.4 +a - -).n ~ 
Suponhamos X :::: N{ll ,1.) 1 a= 1, ••• ,n ~ 

x ~ (* 1 lf ... r-xm) x e V(X') ~In® E. 

Seja B uma matriz ortogonal, então: nxn 

e 

y ~ X B pxn pxn n.xn 

·-)·CJ, Cl y - N(l-lB ,.Z) I a 

V (Y') ~ I 
n 

® E . 

- tal e que: 

~ 'l, •• ~,n 

PROVA; yct = X ·ga é multinormal pois é combinação linear de 
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multinormais. 

n n 
= I I 

S=1 8=1 

E(Y) = ~B 

Ainda quaisquer linhas a e S de Y teremos: 

y' ' 
a.cov 

Y :=: B 1 -~ r k
0 

B __ 
~ acov P 

.~. V(Y') =In®: t::1 ou seja;as colunas de Y sao multinor 

mais e independentes. 

Teorema de Cochran: 

->a (+a " ) = Suponhamos X :::: N fJ , t, , a pxp 

V(X') =I <S< E e E(X) = p 
n 

+ 
1, ... ,n' X= (X11···1;:n) 

Sejam A., 
l 

nxn, .i = 1, ••• ,K matrizes simétricas tais que 

T 
-nxn 

K 

I Ai ' 
i=1 

:t' (Ai) = ni , i = 1 , ••• K. 



-20-

En-tão a condição necessaria e suficiente para que 

-
- W (n, E, p -.A

1 11 t' ) , independente de :x:!\}C', i ~ J, 

K 
e que n = L ni 

i=1 

i,J=1, ••. ,K, 

PROVA: Para mostrarmos a sufici~bcia. estamos !1-us colldiçÕes 

do teorema 2.3, logo: 3 c, ortogonal de ordem n tal que: 

Seja Y = X C , então pelo teorema 2. 4 temos: 

V(Y') = I G E, E(Y) = VC 
n. 

e +a lt' · 4 Y .rnu. ·lnormals,.a = , ••• ,n 

Então' se Y. -- xpxn c. ' temos: 

e logo: 

ou seja: 

E(Yi) 

y Y! 
i l 

J, l nxn. 

- vc1 ' V (Yj_) 

+ 
~ W(n, l:, 11 

l 

= I 
n. 

l 

;'; . ) Ai ~-' 

e como Y i i.ndepende de Y J temos: 

Y1 Yj_ independe de YJ Yj 

'" l: 

Hk1. S: 



A condição e 

X 

Mas. 

X 
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-- X C C! X' -
i ' 

necessária pois:. 

K /( 

X' = X(l: A .. ) X' -· l; IX 
l•' ' :1·>1 

X' - N(n, r, u u') 

A. 
1 

X') 

e como X A1 X' é independente de X AJ X' temos· 

K 

I 
i=1 

3 - TEOREMA DE JAMES 

Nosso objetivo pr.incipal está na in·terpretação geométrica 

deste teorema que estende o teorema de Ccchran, no sentido de que 

sob as mesmas hipóteses fornece ou·tras condições equivalentes pa 

ra garan·tir os mesmos resultados com mais força,ou sejam, distri-

buições de Hishart e independência. 

A importâ:ncia das condições equivalentes resido mais na su 

gestão da interpretação geométrica do que no pont.o de vista compl! 

tacional, porque sempre que nos interessemos pelas distribuições 

de Wishart interessar-nos-á 'conhecer os pos·tos das matrizes envol 

vidas. A força maior a que nos referimos repousa no .fato de prec;h 

sarmos supor apenas que as "formar,; quadráticas vetoriais" ·tenham 
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dist.ribuição de Wishart ou (exclusivo} que sejam independentes P5:!. 

ra obtermos a implicação da condição referente aos postos que np~ 

rece no teorema de Cochran~ 

An-tes de procedermos ao enunciado e demonstração do Teorema: 

de James, passamos a obter os resul-tados necessários. 

Propriedad5 de Matrizes Idempotentes: 

PROPRIEDADE 3..1 - A ma·triz simétrica Anxm e idempotente se 

e sõ se os autovalores de A são 1 ou O. 

PROVA: (=.?) Seja P a_matriz ortogonal de autoveto.res de A, 

ou seja: 

então 

logo 

então: 

\ 2 = P' A P P' A P - P' A I A P - P' A 2 P = P' A P -À 

i= 1,.~.s e temos À •. = 1, i=it•••tS 
H 

= 1, i=1, ... ,s e\,. =O, i= s+1, ... ,n 
H 

A2 =À ou seja P'A P · P' A P = P' A 2 P = P' A P 



então: 

=? P P' A2 P P 1 = P P' A P P' =? A2 =A 

pois P P' = I. 

PROPRIEDADE 3.2 -Se a matriz simé-trica A 
nxn 

PROVA: 

A .. > O 
l1 -

n 
-0=} l: 

J~1 

-A~J ~ 
J. 

AJ. 
·~ 

= o, v J 

O ==):- AiJ = O , V J < 

K 

< n 

n 

l: 
J.~1 

n . 

-e idempotente 

A2
J > O 

~ 

PROPRIEDADE 3.3 - Seja I = I Ai , de ordem n, idempoton
i=1 

tes e simétricas, r(Ai) - ni então 

3 P, P P 1 =I I P' Ai P = Ài , onde Ài 

-e uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao í ou O. 

PROVA: vamos proceder por indução sôbre o nümero de matri 

zes que se somam. 

O teorema vale quando K = '1 • 

Vamos supor válido para (K-1) matrizes parcelas. 



Então:. 

e 

logo 

Seja 

então: 

logo: 
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Seja P 1 a matriz de autovetOres ·ortonórmais de A1 ,_ então: 

I ~ P' p1 ~ P' I p1 ~ P' 
1 . 1 1 

K 
= P' A1 p1 + I P' A. 

1 i=2 1 l 

K 
I ~ À1 + I P' A. p1 

i=2 1 l 

~ B I c. ) 
P' Ai p = \ c1l--D: 

p1 

o )" 
o 

K 

I Ai)P1 = 
i=1 

(B.)n ,(C.) ( )e (D.)( ) { ) 
l 1 x n1 l n1 x n-n 1 l n-n 1 x n··n 1 

K 
+ I 

i=2 

K K 

l: B. = o I c i = o e ' i=2 l i=2 

K 

I D. ~ I (n-n 1 ) i=2 l (n-n 1 ) X 
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Mas P1 Ai P 1 sao idempodentes pois: 

P' A P P' A P = P 1' A~ P 1 =·P1' A; P 1 1 i 1 1 i 1 ~ ~ 

portanto: 

{B i) KK > O , K = 1 , ••• , n 1 

mas 

logo (.Bi) KK = O e temos 

logo 

Bi = o ' c. = o e C! = o • 
1 1 

Então: 

cn~xn, 
o ) K (*) I = + I 
o i""2 

onde 

I 
(n-n

1
) x (n-n

1
) 

Mas 



e como P1 Ai P 

cas pois: 
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sao idempotentes temos D. idempo·tentes e 
J. 

= 

• • Di = Di 

Podemos portanto aplicar a hipótese de indução: 

simétri 

P' n P 2 =· \: 2 i l 
i = 2, ... ,K 1 onde À i e diagonal e seus 

elementos diagbna.is sao 1 ou O. 

Seja agora P = P 1 0tt~ 
en·tão: 

-P e ortogoanl pois: 

c' o) e-~J p P' = p1 ob; P' -o I P2 
1 

= p1 (:~) P' = ú I P' = p1 P' = I 
1 ~ 1 1 1 

E temos que p diagonaliza todas as Ai pois: 



p• A p = (l_:r_L~) p• A p (Ij 0) = 
1 ~- o r~-;~ 1 1 1 01----;: 

2 2 . 

= 0*) ( *n ( :*) = 

~-~) (*) = (*) = À1 

e para i ~ 2 temos: 

P' A. P = (~_:_]._o_) P' A. P (IJ ·~) = 
l 1 ol--~~ 1 l 1 OIP 

. 2 . 2 

= ~: fu) (*) (*) -

( 
o 1 o ) (_I_ I o_) _ 
o IP~ Di -~~; 

(: 1;2 Di p2) = (--H :f) 
Conse.qt.Y'?ncias: 

Mas À: , i > 2 são sucessivas ma-trizes diagonais de 
l -

(n-n
1

) x (n-n
1

) com 1 e O na di.agonal e como: 



temos: 

logo se 

portanto 

K 
L 

i=2 

K 

L 
i=2 

o. 
l 

(À+) tt = 1 
l .. 

A. ÀJ = 
l 
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I (n-n
1

) x (n-n
1

) 

=9 (À;)tt o = • 

o • v i, J, i r' 

'Teorema de James: 

J 

+a · ~>-a 

Suponhamos X ~ N(~ ,h) I xpxn' 

Sejam À. 1 de ordem n, r (A.) = n 1 F i 
1. K l 

tricas tais que I = I Ai 
i=1 

J -;. .. 
J, i~2, ... ,K l, 

; i,J = 1 1 ... ,K . 

E(X) =~e V(X') =I G E . 
n 

='!, ... ,K, K matrizes si.mé-

Então as cinco condições a seguir sao equivalentes: 

1. A. idempotente, i = 4, •.. ,K 
l 

K 
3. n = I n. 

.i=1 l 

X A. X' - W(n1 , E' Ti) .. i = 1 , ••• I K 
l 

4 • 

5. X Ai X' independente de X AJ X{ i :f J, i,J -- 1 , ... ,K 
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PROVA: 

' 
(1=} 2) Estamos em condições de aPlicar a propriedade · 3.3 

logo: 

ÀiÀJ --O V i f. J, i,J = 1, ••• ,K • 

portanto v iy. J, i,J = 1, .. ·.,K temos: 

Como 

(2=? 1}, v_i temos: 

A 
J 

K 
y 

,J=1 

(1~ 3) Pela propriedade 3.3 temos: 

P' A. p ~ -\ e >: (Ai) ~ r (A i) 
l 

K K 
P'P ~ I ~ í: P 1 A.P ~ í: À. temos: 

i=1 
l 

i="1 l 

K K K 
n ~ tr ( í: Ai) ~ í: trÀi ~ í: 

F'' i i=i i=1 

= A7 
l 

- trÀi 

ni 

(3=9 1) Seja PJ a matriz de autovetores de AJ , então para 



logo C = 

mas 

e corno 

temos 

= Pj AJ PJ + Pj 

Q_, C I ::::: Q e D = 
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K 
PJ' ~A~ PJ~ 

í=1 _,_ 

K 
( ~ Ai) P J . = 
i;iJ 
i=1 

K 

r (PJ' [ Í A]PJ) 
' i?4J ~ 

=r( ~ P' A. P ) < 
ir\JJ1J 

i=1 i::;1 

K K 
< I r(PJ A. PJ) < I r (A.) = n-r(AJ) = n-n - 1 - l 

i;iJ i;'J 
i=1 i=1 

~ AJ 1 o) I o l_CJ__) r(I) = n = r[\--fro + \ -~T~ ] < 

nJ + r (: ~~) < n + (n-nJ) = n 

r ( B j2__) n-n ~ B = O üli-.. - J 

( 'oJI oo) = (roI o ao) 
/~ PJ AJ PJ = TO~ ~ 

J 
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os auto valores de AJ sao O ou 1 e pela propriedade 

3. 1 temos AJ idempotent'e. 

(2=? 4) Estamos em condições de aplicar o teorema 2.3 e te 

mos: 

e pelo teo 

rema temos Y =XC = X(c
1

[ ••• [CK) = (Y
1

[ ••• [YK), as colunas de Yi 

são multínormais independentes logo: 

logo 

Y. Y!- W(nl. 1 I, E(Y.)E(Y!)) 
l l. .1_ :t 

- 11 A. p' 
l 

X A X' 
i 

e temos 

(2-~ 5) Ainda pelos teoremas 2.3 e 2~4 temos: 

Y. 
l 

Y! 
l 

independentes i I J, 1~1,.~.,K 

Pois Y
1 

é independente de YJ 

( S=j> 1) Temos X Ai X' independen·te de XAJX r , i ,J=1 1 ••• K; ítJ. 

seja AJ , V J fixo e consideremos P ortogonal tal que: 



P' A P 
J 

~32~ 

diagonal, 

e seja Y = Y P en·tão: 

Mas 

logo, 

qJ = X AJ X' 

nJ 
~ X p o P' X' ~ y D Y' ~ I, 

i=1 

' 
-y•a +ya, Va.' a= 1, ••. ,nJ 

K 
Além disso, como I = I AJ temos: 

J~1 

q::::·y Y' = Y(D +(I- D))Y' = Y D Y' + Y{I- D)Y' 

c Y D Y 1 indepenéien·te de Y(I- D)Y 1
1 sendo: 

n 
Y(I-D)Y' ~ I 

i=1 

Vamos proceder calculando a função característica conjunta 

de qJ e q - % ; usando o fa·to da independ@ncia vamos j_gualar a 

conjunt.a ao produto das duas individualmente e tirar as possíveis 

implicações. 

e*]) + q '-<[ ,J 



= E{exp 

{Como V(Y') = In®: E temos:) 

Mas: 

nJ 
= E{expi tr{ ( I 

~~1 

nJ 
= { n E{expi tr(Y~ 

~=1 

n 
{ n 

Q.=n +1 
J 
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Y y" e l} l = +i •''] * 
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~a função característica de uma Wishart nao central, W(1, E, T 2 }~ 

* (1-Du)O ]. no ponto [Du8 + 

E, E{expi tr [ (Y~ Y~' ) 8 *J } é a função característica de uma WishÇirt, 

t * W(1, E, T) no ponto e . 

t.C?go temos o primeiro termo da últimà igualdade dado por: 

onde 

e 

e 

* y ( 1-D ) o J I ' u 

B / B' t- 1 B= I, B' 8 B - D 

c1 o 
1 [E(Y~l] c Yt = ' c. -

l 2 l l 

o CP 

e o segundo termo vem dado por: 

1 l' !E- I'' i tr n~ 
--------e 

e 
i ·tr n t 
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onde 

B I B' E- 1 B - I e B 1 .e B = D 

e , 

logo: 

n 
i E 

i=1 

Por outro lado: 

e 

nt definido anteriormente~ 
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Fazendo~ (qJ, q-<J.:r) = </J(qJ). ·$(,1-<J.:r) e, tomando o modulo, l<{ 

vando-se em conta que leixl = ·1, Vx, ternos: 

·n 
J 

{ TI 

~=1 

ou seja: 

' 

* v e, e simétricas: 

1 -n 
I -11 ~ . J E . 

* '' (n-';:r) 
- 2iO. 1

12 

A partir da igualdade acima, mostraremos que DQ,!<, = 1 1 V t =1,~-~,n 3 

por redução ao absurdo; como DQ..i = O, .1(. = nJ + i , ... , n temos: 

• 
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n 

~ 1 ,~J jE-1 - ZiDuBIIE-1 - zi(1-Du)e*ll 
~-~1 

Suponhamos algum D~t I 1, por eXemplo o 11 e tom?moS: 

* 8 ent~o:. 

logo: 

Mas 

j- 2iD
11

ej (que é constante) 

e temos: 



{ 11 

~=2 

Tornando 8 

implicará: 

nJ 
TI 

2=2 

logo para algum 

logo 

-1 
- E - -

2
- t~mos: 

(: - i Du + 
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-1 
E 
-2-

( 1 - DH) . ) 4U1-D
11

) 

2, 2 = 2, •.. ,nJ ' seja 

( 1 i 
(1 - DKK) 

- °KK + -~ ) 
4l(1-D- ·) 

11 

= o 

2 = 

= o 

(1 - nul 
4l(·J-n

11
) 

K devemos 

AJ idempotenteJJ = 1, ... ,K . 

r]J) = o 

ter: 
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(4~1) Para cada i fixo, i= 1, .•. K temos, 1 P tal que P'P =I e 

D = 

distintos de zero de Ai 

À. 
'(ni 

Ja matriz 
X Tii) . 

de .auto valores 

logo 

Ai = P (À: I: ) p' e tomando, 

temos:. 

X A. X' = z À i z' 
l 

nJ 

Ainda, o elemento (Z À. z I) JJ = I (ÀHZJt)' l .<=1 

Sendo mo numero de auto valores positivos de Ai temos: 

> 
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- : a soma à esquerda, nos dois t.errnos das desigualdades 

acima tem m termos l, h direita, (n. -m) termos. 
l ' 

- s ~min 1-À ·I 
Àtt<o tt 

e 

Mas como zJt ~ N(uJt , EJJ) e independen~es temos que 

E(ZJt)~ é proporcional a uma qui-quadrádo não central e portanto: 
~ ' 

om~e 1V e n sao qui-quadrado nao cen·trais com m e n. -m gxaus de li 
l 

berdade respectivamente~ 

Mas: 

pois 

Mas 

'Í = 

ni 

s 
h 

h 
s < 

P[ ~ ÀU (ZJ~) 2 < o] > O , absurdo pois: 
~~1 

Chamando Bi = X A, 
l 

X' = Z Ài Z' 
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temos 

= (O.· •. 1 ... O.} B. (\)~J 
t l : , , o 
J , 

_lV(n. 1 KEK', K-T. K') 
l ' l 

que e proporcional a uma qui-q~adrado nao central. 

temos: 

pois 

Ainda como A = X Ai X' temos: 

X A. X' = 
' 

e tomando e = 
-1 

E 
2 

I IE -1 1'/z nJ I :J 
a=1 

nJ P 
1 <1 - i À l 

12
1 = 

C< C< 

( 1 + • • Àaa = i ,'. a = 1 1 ••• , nJ 
a=i 



pois 

e portanto 

-42-

e Àaa < 1 • De fato: 

K 
I ~ I Ai; p I P' ~ 

i=1 

. ·.J.= D,..,.. + (P A.- P') 
'"""" J.. aa. 

( 1 + À 2 ) 
a a < 2 - • Se 

nJ 
=? ( 1 + ÀKK) < 2 =? 1! 

a=1 

3 

( 1 

D a a 

p A. pt 
l 

< 1 

À 4 1 
KK 

+ Àaa) < 2 
nJ 

Esboçamos abaixo um diagrama que resume como demonstramos o 

teorema de James; 

4 - !NTERPRETAÇAO GEOMETR!CA DO TEOREMA DE JAMES: 

A representação de uma amost.ra p-variada 1 com as variáveis 

vistas como pontos num espaço n-dimcnsional (n sendo o tamanho da 
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amostra) é tratada no texto de Dempster, entre outros tantos enf~ 

ques geométricos por ele apresentados. Nos textos de~ Scheffê e 

Diqué et Giraul-t, entre outros 1 nota-se a 8'nfase ao tratamento 11
V§: 

torial" dos problemas de regressão e análise de variânciá. Os teo 

remas de Cochran e James, no seu tratamento formal, não evidenciam 

a estrutura de espaço vetorial que podemos considerar e as identi 

ficações decorrentes_ dessa estrutura, das hipóteses e condições-~ 

triciais. 

Julgamos estás identificações importantes pois propiciam in 

terpretações bem significativas das distribuições que surgem ·nes 

tes teoremas e de como surgem. 

Isto veremos mais claramente na parte referente ao Modelo 

Linear Geral. 

Em sumc1 as condiçÕe& de idernpotência, ortogonalidade e are 

ferente aos poStos das matrizes, sugerem respectivamente: proje-

ções,ortogonais e sobre subespaços que dêem como soma direta um es 

paço total. f: na consideração deste espaço to·tal e sua convenien 

te decomposição que surge o que chamamos Interpretação Geométrica 

do Teorema de James, e que passaremos a tratar: 

Interpretação Geométrica do Teorema de James (na sua versao 

multivariada não central). 

TEOREMA - Sejam: E um espaço euclidiano real n-dirnensional 

e {v1 , ... ,v
11

} uma base ortonormal qualquer de E. 

Seja 

+i 
N(~ ,E), E(X) = ~' V(X') = I ól L 

n 
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Então os seguintes conjuntos I e II de condições sao equivalentes: 

I: i= 1, ... K sao K ma 

trizes simétricas tais que: 

K 
I ~ I Ai e: 

i=1 

1. Ai i~empo_tente, . i = 1, ••. , K 

2. A. AJ ~ O, i i J, i, J ~ 1 I ••• I K 
l 

K 
n ~ I n. 

i~1 
l 

3 .• 

5. X Ai X' indeperide de X AJ X' , i 1 J; i, J=1, ••• ,K 

II: J E
1

, .•• , EK , subespaços de E, t.ais que, 

DEMONSTRAÇAO: 

II =?-I 

l l 
E = E

1 
G) ••• ID E.K , K < n e 

K 

I 
i=1 

=n., i- 1, •.. ,1<. 
]. 

K 

I. 
i=1 

A. 
l 



e como A; = {I·-
1 

(I -

-4 5-

A' - A. I A' 
J_ l. - J 

I A,)AJ' =o=)> AJ' 
~~i h 

e portanto Ai sao ·simé·tricas i = 1, ~ •. ,K 

Al
. nda (vv':n1" )i = Ai (v~: r11 ) e um sistema de geradores do subespaço 

Eí de fato: 

Se {a1 ... a 5 } e uma base de E · i' 

.(v
v ... n1 )i é Ulll sistema de geradores de E. e temos 3. 

l 

I =9- II 

Tomando: 
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Então: 

K K 

I I 
i=1 i=1 

logo E = E 1 U E 2 .•. 1J EK (uniãO vetorial) e como: 

Ai AJ ~ o temos E. 1 EJ i fJ; ,.~..,J =L, ... ,K l 

_L _L 
E - E é E2 ... "' EK 1 

Algumas consequ&ncias da Interpretação Geométrica do 

Teorema de James. 

Antes de entrarmos na parte que trata do Modelo Linear Ge-

ral, vamos tratar duas consequências especificas: a primeira in-

terpreta o que sao as distribuiçÕes de Wishart que aparecem ,nos 

teoremas de Cochran e James; a segunda é uma demonstração da inde 

pendência entre a matriz covariante amostral e o vetor de médias 

amostrais (as estimativas usuais) de uma amostra multinormal p-v~ 

riada de tamanho n. 
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4.1 -Observemos que as distribuições de Wishart independeu 

tes dos Teoremas citados (Cochran, James e sua Interpretação Geo 

métrica), nada mais são que produtos de projeções ortogonais, e) 

por esta razão, não só as "formas quadráticas vetoriais" são inde 

pendentes, mas também as próprias projeções. 

De fato: 

CJ 
e portan-to: 

e temos, 

onde X (In )i é a projeção da matriz de dados, vista como p 

pontos no espaço n-dimensional citado 

e 
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4. 2 - Usaremos .aqui um conhecido resulta do da Álgebra Linear: 

Se um vetor S é. urna combinação linear de urri conjunto orto 

gonal de vetores não nulos a 1 , a 2 , ... ,an; ent~o é é exatamente a 

combinação linear: 

Dada Xpxn 
+i 

' X ~ N(t,~), i=1,._ .. ,n e V(X') =In 8 E , a matriz co 

variante amostra! S e o vetor de médias amostrais X sao duas esti-

ma ti v as centradas e independentes, dos parâmetros E e \1 respec·ti 

vamente. 

As distribuições dessas estima-tivas sao 

e S __ W(n-i, E/n-l) 

De fato: 

Seja E um espaço euclidiano real n-dimensional Q.{v1 ... vn} uma base 

qualquer ortonormal de E. Vamos decompor E em soma direta ortogo-

nal de dois subespaços, ou seja: 



onde, 

. Então: 

e l[v
0

[[ 2 ~(v ,v)·~ n o o 

temos: 

1 
n 

1 
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n 

I 
i=1 

v o 

Mas v 0 ~ (1 ••• 1) CJ 
(J). J = 1: i,J=1, ... ,n 

~. 

tomando: A
1 

= ~ J , teremos: A2 = (I - -;.- J) e X A
1 

independe de 

X A
2 

e portanto de 

Mas 
+ + 

X Ai = (X, ••• ·,X)pxn 



e 

onde 

Seja'K = 

pois 

e 

pois 

e corno 

X A X' = T 
2 

TiJ = 

1 . 
-J 
n 1 

n 

I 
i ,J=1 

+ 

-SQ-. 

então: 

1 
= X, independente de n- 1 T = S 

T _ W(n-1,E, P(I- 1/n J)p') 

e 

s _ W {n-1r 2: /n-i , Jl (I - 1/n ,J)Jl' ~- 1 ) 

s = 

+ 

1 

/n-1 

X = X 

T 
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+ + -+ 
xJ) 

1 -+- 1 cov(X. = J' X! XJ J1 = 
. 1 ' n 1 1 côv n 

1 J' EiJ Í J1 
1 1 

~i.J J' I J1 
Ei.Í 

= = = n 1 n n' 1 n 

-5 - INTERPRETAÇAO GEOMtTRICA DO MODELO LINEAR GERAL 

Prolongamos aqui do ponto ·ae vista geométrico o tratamento 

geral do Modelo Linear encontrado nos textos de _S.earle·· e Ander 

son~ 

cOmo ê sabido, por escolha conveniente das matrizes que fig~ 

rarn no rnodélo podemos descrever as mais variadas relações ~e de

pendência entre as variáveis envolvidas. Tanto teórica como prat~ 

camente o tratamento geral ou especifico deste tipo de modelo tem 

ganho grande atenção; sendo para nós impossível sequer enumerar a 

variada bibliografia que trata o assunto~ 

Sem mais justificativas propomo-nos nesta parte a enunciar 

os resultados já conhecidos de estimação envolvidos no modelo e 

interpretá-los geometricamente de forma a reafirmar fatos já co-

nhecidos sob outro ponto de vista. Nesta linha analiS3remos tam-

bém, do ponto de vista geométrico, a hipótese linear geral. Não 

nos vamos ater a tipos específicos de hipótese, e nem tratar as 

estatísticas usadas para testá-las. Partiremos tão somente do arr@. 

zoado de que,feita uma hipôtese, em geral as possíveis estatfs.ti:cas 

se baseiam na decomposição da estimativa da matriz covariante sob 

a hipótese; e ainda em geral1.J1Tla das ccmponentes dessa,decomposição é a 

estimativa da matriz covariante sem a suposição da veracidade da 

hipótese. 
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Por esta razao, a pri-ori, para que possamos testar uma hipó 

tese, estas duas estimativas não poderão coincidir: assim, atra-

vês da interpretação geométri.ca, obteremos a condição necessária e 

suficiente para que coincidam, limitando assim inferiormente o co~ 

junto das hipóteses testáveis segundo esse-tipo de procedimento. 

·(decomposição da estimativa da matriz covariante sob a hipótese) . 

Interpretação dos Estimadores no Mod~lo Linear Geral. 

Seja: 

onde: 

B e a matriz de parametros (desconhecida) . 
pxq 

é uma matriz conhecida 

+, 
çl - * ) v N(u, Epxp n>p+r(Z) 

Pelo mé·todo da máxima verossimilhança, os estimadores da ma 

triz de parâmetros e da matriz covariante, que denotaremos respe~ 

tivamente por BG e n Ê , v~m dados por: 

n E = X(I - Z'GZ)X' , sendo n 2: invariante 

possíveis escolhas de G e (ZZ')g 

quanto a 
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Passamos a um lema que nos levará às interpretações -geome-

tricas das quantidades de interesse. 

LEMA 5.1 - Dada uma matriz qualquer zqxn' consideremos 

seguinte subespaço de E 

F o 

F = { Z CJ} , e ) o subespaço de E ortogonal a F , 

sendo {v1 , ... ,vn} uma base ortonormal de E. 

Então as matrizes da projeção ortogonal da 

sobre -F e ~ são respectivamente Z' G z e I - Z' 

base {v 
1

, ••• ,vn} 

G Z, onde G 6 {ZZ 1 )g 

PROVA -·como z (~ 1 )-é um sistema de geradores de F temos: 

. vn 

e como a projeção é ortogonal: 

ou seja: 
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logo 

Z 1 
- ÀZ Z 1 = Q 1 

mas 

z f = z I G z z I , G e (Z z r) g 

e 

z I G z z I - À z z I = o =? À z = Z-' G z 

(Searle pág 16, Lema 3) • 

Portanto: 

C~1 
~ À z 

nxq qxn CJ~ Z' G z (I~) 
se e só se: 

OJpL ~ GJ -CJ~ (I - Z' G Z) CJ 
LEMA 5. 2 - Se dada uma decomposição de E, E = F ffi pl_ 

correspondentes projeções da base forem dadas por: 

GJFl~ (I -
A) CJ 

e ainda, A ~ Z' G Z, então F ~ { z (IJ} 

e as 
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PROVA - De fato A (I~) é um sistema de geradores de F pois:· 

Seja {a
1

, ... ,a6 } uma baSe d~ F, 

então: 

e 

logo 

logo 

e como r(Z' G Z) = r(Z), pois: 

G e (Z Z')g e r(Z' (Z Z')gZ) < r(Z), 
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e ainda: 

Z = Z(Z' (Z Z')g Z) temos 

r(Z) < r{Z' (Z Z')g Z) 

segue-se que: 

cqd. 

Notemos que, dada uma representação geométrica dos dados ·num 

espaça euclidiano real E, ou seja: 

(v ~:n1 ) ' Xpxn p pontos de E, teremc~: 

sendo F= {z ( IJ} então 

(IJF = Z' G Z GJ e portanto: 

( 

CJ)F = CJF \xpxn X = pxn 

= X Z' G Z G~) 
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. 
Mas BQ = X Z' G , logo: 

C) - CJ X ln F 

= BG z 
pxn 

Podemos por simples aplicação do lema 5.1 visualizar geome~ 

tricamente os seguintes já conhecidos resultados: 

Ao estimarmos, neste caso pelo método da 1.nâxiina verosSi

milhan a, Os parâmetros do modelo, estamos na realidade projetán- .. 

do ortogonalmente as p variáveis (vistas como p vetores de E, re-·~-

sultantes de. combinaÇÕes lineares da base ortogonal { v1 , .... ,Vn}. 

segundo coeficiente,s dados pelas linhas de Xpxn) sobre o subespaço 

gerado pelas combinações da base segundo as l~nhas de Z. E clara-~ 

mente são as coordenadas dessa projeção. 

- - . - Sabemos que, no caso do posto de z ser completo, B é um 
G - -c a e de fato nes·te caso z C) e uma base de F, e portanto BG 

n 

sao coordenadas em relação à base. 

--- A nao unicidade de BG , caso o posto de z nao seja com-

pleto, fica explicada,pois. estar{amos calculando coeficientes de 

projeções ortogonais relativamente a um sistema de geradores e 

nao a uma base. 

-- A invariabilidade de -DG Z e coerente pois sao coorden~s 

da projeção relativamente à base. 

Passamos agora a interpretar a estimativa da matriz cova-

riante, ou seja: 

n E = X{I - Z' G Z)X 1 



-58-

Mas: 

e o produto dessas projeções ortogonais-nos dá: 

r 
lX(I 

- Z'GZ 

= X(I- Z'GZ) (I1 )(v
1 

••• vn) (I- Z'GZ)X' 

n 

= X(I - Z' G Z)X' 

Portanto: 

-- o estimador da matriz covariante vem dado pelos produtos 

escalares das componentes ortogonais a F. 

nas diagonais de n l: estão as normas ao quadrado das com 

ponentes ortogonais a F das projeções de cada variável {yista co-

mo um ponto de E} • 

- a t.erminologia 11parte explicada do modelo" e sua negaçao 

ficam relacionadas respectivamente com "componente da projEÇão das 

variávels sobre F 11 e sua componente or-togonal" 

-- associando esta decomposição à seguinte decomposição da 

matriz identidade: 
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I = Z' G Z + (I Z' G 3) 

e levando em conta as hipóteses do modêlo por aplicação direta da 

interpretação geométrica temos: 

n i:- W(n- r(Z), l:, B Z(I- Z' G Z)Z' B'). 

E cOmo 

Z(I ~ Z' G Z) =O 

segue-se: 

n;: _ W(n- r(Z), i:). 

O teste de Hi.pEtese no Modilo Linear Geral e sua 

Interpretação Geométrica. 

Seja H a hipótese linear geral; 

H: B K = M 
pxq gx~ px~ 

tal que: 

r(K) = t::, min(g,i) • 

Passamos a um lema que nos fornece a solução geral do si.st~ 

ma acirna 1 para que possamos analisar o modelo sob a hipótese. (Da 

qui para frente sob a hipótese sisnificará sob a suposição da ve

racidade da hipótese)• 
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LEMA 5.3 - Se o sistema B K -= M e compatível, a solução 

ral do mesmo vem dada por: 

Bpxq = M D + À u 
px~ ~xq pxq-t q-txq 

onde: 

o e Kg 

~ As linhas de 0q-txq sao urna base do subespaço de Rq orto 

gonal ao subespaço gerado Pelas colunas de Kqx~ . Ou seja: 

U K = O e r(U) = q-t = q - r(K) 

À é uma matriz de parâmetros arbitiários. pxq-t 

PROVA - Da compa-tibilidade segue-se a existência de B1 j B1K ""M .. 

Então: 

Reciprocamente, se B2 é uma solução de BK= M, ou seja, B 2 K =M en 

tão vamos provar que: 

.Has 1 

(Bz - M D) = O 



-61-

Verificando a Última equival@ncia: 

(=9 ) (B2 - M D)K = Àz U K = O 

<<~=: l (B 2 - M D)K = o :=r 3 Àz 1 (B 2 - M Dl = Àz u 

De fato: 

(Bz - M D)K = B2 K- M D K = B2 K - Bz K D K = O 

pois 

K D K = K . 

c.q.d. 

Pelo Lema 5.3 temos pois que o modelo linear sob a hipótese 

H pode se escrever como: 

Y = À(U Z) + t, onde: 

--Y = X - M D Z 

e portanto: 

Uq-txq I UK = O e r(U) = q - r(K). 

À t e uma matriz de parâmetros arbitrários~ pxq-

nfH =Y(I- (UZ)' [(UZ) (UZ)']g (UZ))Y' 
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por analogia k estimativa do mOdelo linear geral>pois: 

as colunas de y são rnultinormais independentes por 

.serém s1mples · t:r-anslações das colunas de X. 

a matriz covariante· das colunas de Y é L, posto que 

variâncias e covari~ncias são invariantes quanto a translações .. 

mento. 

E(Y) = À(UZ), sendo (UZ) a nova matriz de .. d81Lnea-· 

Observemos que: 

~ = Z Z 1 G Z, propriedade de inversa generalizada 

(Searle) 

logo para qqalquer matriz spxq temos: 

. 
n E = X(I - Z'GZ)X' = (X- SZ) (I- Z'GZ) (X-SZ). 

logo tomando S = M D temos: 

-n E = (X- MDZ) (I - Z'GZ) (X- MDZ)' 

TEOREMA 5.4 - A condição necessária e suficiente para que 

as estimativas da matriz covariunte sob a hipótese linear geral e 

sob o modelo linear geral sejam as mesmas é que os subespaços F e 

FH (explicitados abaixo) coincidam. 
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PROVA - Obtivemos anteriormente as seguintes expressoes p~ 

. 
n E = YII - Z' G Z)Y' 

e 

n i 8 = YII- lUZ)' (lUZ) lUZ) ']g IUZ))Y' 

onde Y =X-MO z, estando todas as matrizes definidas an 

te r iori\lente. 

Logo: 

. 
n ~ = n LH se e só se: 

I - lUZ) [lUZ) (UZ) ']g lUZ) = I - Z' G Z 

Mas pelo lema 5. 1 , a ma·triz do lado direi to da igualdade é a ma 

triz da projeção ortogonal da base {v1 ... vn} sobre o subespaço or 

togonal a. F={z (I1 
)} ; e analogamente do lado esquerdo _temos o 

n (v1 ) 
ortogonal a FH = {uz \~n } , ou seja: 
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e 

FH = { (UZ) (IJJ 
e pOrtanto sendo:_ 

CJF = 
Z'G z CJ 

e 

C:\H 
= (UZ)' [(UZ) (UZ) ']g(UZ) GJ 

,sistemas de geradores de F e FH , tew.os demonstrado o teorema. 

Acabamos de provar que a condição necessária e suficiente 

para que n ~ = n iH é que os subespaços F e FH' definidoS no teo 

rema anterior, coincidam. uma rápida olhada nos sistemas de ger~ 

dores desses espaços mostra que: 

sendo, 
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a con.dição necessária e suficiente para que F e FH nao coincidam 

é que: 

r (UZ) f' r (Z) 
' 

pois neste caso, e só neste caso', não coincidem os si.stemas de g~ 

radares de F e FH 

Passamos a investigar, do ponto de vista geométric.O, .a de-
. 

composição de n 1: quando os subespaços F e FH não coincidem: 

. 
se e so se: 

uz 

J. 

GJ C F= 
+ 

::; F , ou seja: -
3 s "' {Ô} ' s l 

l J. 
=F <J>S 

Pela decomposição acima de 
L 

F 
H 

, temos a seguinte expressao para a 

projeção ortogonal da base sobre FH 

i 
Mas F e S sao subespaços de portanto: 

= ( ~1 ) J. + (~1) 
v F vn S , n 



-,ss-

ainda:-

C) IH = y . 
(v 1 ••• V') J. Y' n . 

n FH ' • J. 

vn FH 

e pela identidade acima temos: 

= n t: + Q . 

. 
(Pela expressao encontrada p~ra n L antes um pouco ___ do-· teorema 

5. 4) • 

Podemos aplicar a interpretação geométrica do teorema de 

James para obter as distribuições e relações de dependência de 
. . 

n L: H, , n E e Q. 

De fato: 
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e por sua vez: 

+ 

logo: 

y Y' + y (~1) .. . ~ 

vn F 

+ 

tínhamos que: 

n E- W(n- r(Z), E), logo: 

Q- W(r(Z) - r(UZ), E, E(Y) A
5

[E(Y)} ') 

onde 

n E e Q sao independentes. 
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Pela decomposição da ideri.tidade em produtos de projeções or · 

togonais sobre FH e FH.L· e aplicaç~Ó de. raciOcínio análogo ao pr~ 

.cedente· temos:· 

. 
n l:H- W(n- r(UZ), E, E(Y) AHL (E(Y)) ') 

onde 

Sob a hipóte·se teremos: E (Y} = ÀUZ e portanto E (Y) ~1. = O , 

e por propriedade de distribuições de Wishart o par~metro de des 

centralização de Q será zero. Resumindo, sob a hipótese: 

. 
-- n E- W(n- r(Z), E) 

-- Q - W(r(Z) - r(UZ) ,E) 

-- n LH = W(n- r{UZ},r) , onde sempre n E e Q sao in 

dependentes (sob ou não a hipótese). 

' 

Comentãrio Final: 

Searle ao tratar hipóteses nâo testáveis, considerando que 

nao há teste possível de uma hipótese quando as estimativas da ma 

triz covariante, sob a hipótese e na ausência dela, coincidem; é 

conclusivo quanto 'a necessidade da estimabilidade. Ou seja, a nao 

estimabilidade implicaria'ra nao testabilidade da hipótese. 
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A condição necessária e suficiente desenvolvida no teorema 

5.4 amplia, neste contexto, o teto das hipóteses testáveis uma vez 

que podemos exibir pelo menos urna hipótese que não é estimável e 

é testável. 

Neste sentido, acreditamos estar realmente definido o 11 limi 

te inferior" do conjunto das hipóteses testáveis, tratando-se age 

ra de estudarmos que. hipóteses poder-se-ia classificar entre esse 

limite e as es·timáveis, e co:tn que critérios, de forma a merecerem a 

tenção especial como as estimáveis. 

Passemos pois ao exemplo acima referido. 

_Consideremos, no modelo linear geral definido nesta parte, 

r (Z} < q e seja a hipótese linear H: 

H nao é estimável pois, se o fosse, deveríamos ter: 

JL /K =Z L nxq qxq qxn nxq 

como 

e r(K) ~ q 

se K = z: L =? r(K) < r(Z) < q, absurdo. 

Por outro lado, pelo teorema 5.4 temos: 

, onde U está definida no lema 5.3 e e tal que: 
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Uq-txq I UK = o e r(U) = q - r(K) 

Mas K =·I u = õ r (U) =· O implicando: 

Portanto estamos diante de uma hipótese testável pois F e FH nao 

coincidem. 

-Passamos a obter a decomposição de n LH de forma a expressar 

a componente Q e verificar a não nuli'dade da mes·ma. 

-ApÓs o teorema 5.4 a seguinte decomposição de n LH foi ob~i 
~ 

da, F e S definidos anteriormente: 

= + 

logo: 



e temos: 

pois: 

Como: 
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' 

-n EH = YY' - (X - B Z) (X - B Z) ' . 
o o 

y ~ X -M D Z, e neste caso·: 

M = B .o 

D e Kg D = I 

e, 

y ~ X - B z 
o 

YCJF~ -n l: = (v1 .•• vn)FL Y' 

~ X(I - Z' G Z) X' ~ (X- ÊGZ) (X 

-

= 

B Z) ' 
G 

Temos pela decomposição de n EH 

(X - B Z) (X - B Z)' -o o 

- -(X - BGZ) (X - BGZ) ' 

Podemos ainda obter Q de forma mais direta, ou seja: 

L 
S j_ F 
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Vimos que: ~pxn (I~ ))F 
= 

e Cõmo: 

e 

~pxn (~ ))FL = ~pxn (I~ ))FL ' pois 

to z (IJ)FL= 0 

e, como tomando-se o novo modelo ti vemos:. ,. 

= (X - B Z) 
o 

(
vv·:n1 ) 

então: 

' 
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~pxn G~ ))F4 = 

= (X - 80 zl G:) ~ (X - ÊG z; C:)= 

logo: 

e temos: 

. 
n l:H = (X - B o Z) (X - B Z) ' o 

-
(X-BGZ} (X-BGZ} ' [(~-B 0 )Z]' n l:H = + (BG-8

0
)Z 

. 
= n l: + Q 

e pelas conclusões jâ obtidas, por simples aplicação do teorema 

da interpretação geométrica#temos que sob H: 
> 

Q- W(r(Z),l:} ' 



-74-

e,independentemente da verificação de H: 

n E- W(n- r(Z),E) 

. 
sendo Q e n I independentes. 

' E usual o procedimento seguinte: 

H: B = B 
o 

então podemos decompor X - B0 Z como: 

= + 

e então: 

ou seja,em apenas dois passos poderíamos ter chegado ao resultado 

desejado apenas dependendo da argumentação intuitiva disponível; 

o que comumente é usado nos casos particulares para obter as fa-

mosas e necessárias decomposiçÕes de soma de quadrados. 



' 
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