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INTRODUGRO -~ 4.
O presente trabalho trata do estudo das d951gualdades .entre'.
valores superlores de derlvadas suce851vas e de uma apllcagao des:
tes resultados a problemas de m0v1mento._
Este estudo teve inicio em 1913 com o segulnte resultado de

Lardau ([4}). "se f & uma fungao deflnlda ‘na - reta que admlte de
rivada segunda e satlsfaz as.condlgoes

sup|£(x) | <1 e sup|f"(x)| < 8
_entao
) n

sup|f'(x}| < 40,

w . . .
Posteriormente S5ilov extendeu este teorema de Landau obtendo
limitacdes das derivadas de primeira e segunda ordem quando a fun
' ¢ao e a derivada de terceira ordem fossem limitadas e também limi
tagoes das derivadas de primeira, segunda e terceira ordem quando
a fungao e a derivada de quarta ordem fossem limitadas.

-Finalménte, em 1937 A. Kolmogorov resoclveu o problema no ca
so geral. Para enunciar o resultado de Kolmogorcov, vamos precisar
fixar o seguinte: se f & uma fungao definida na reta que admite

derivadas até a ordem n fagamos

(n:)

= | €] =™ = s s 0|

M

0 resultado de Kolmogorov & entao a seguinte desigualdade

1=k /n /n
o Mg

sup]f(x)| ’

1% = suple® ()| , 0 <k <n.

i

Mk < cnk M



id.
Qnde C'k S uﬁa constante que,dépéﬁde'de ﬁ‘e k'mas-néo'da fungéé f;

Apresentamos nesta dlssertagao, duas formas de se chegaraade.-'
51gualdade de Kolmogorov. | -

Em ambas comparamos (no sentldo de - comparar és normas) a ﬁxf
.gao com cexrtas fungoes especiais cujas normas de qualsquer deISEB
-derivadas saoe conhecldas.

De um Imodo, psam-se como tArmos de cnrrparagao as fung:oes Spl:me de.
"ﬂEuler. Do outro modo usam—se‘certas fungoes geradas por séries de
Fourier de senos. | .

_IAssim; no primeixﬁ cépitulb introduziﬁos as fungﬁe% sgume dé
Euler. Aslfungaes;splines 520 aquelas_cujas restrigoes a interva
los v < x < v+ 1. (v= ...52, —1,0,?,2,..;).550 pqiinéﬁios; A fun
cao & dita de grau n se 0s polinomioé forem de grau < n. Porxnnzo
lado, as fungoes splines-sao univocamente determinadas porsewé va
lores nos inteiros e por serem linitadas. Em especial as fungoOes
Euler spline En(x} se caractirizam como fungoes splines que tem

as proériedades
e = (=7 e g (]

Atravez das fungoes Euier_sPiine é de.algumas formulas de di
ferenciagﬁo provaremos O teorema de Landau, isto é desigualdadede
Kolmogofov para n = 2, € o primeiro tecrema de éilov, isto € a de
sigualdade de Kolmogorov para n = 3.

A demonstracac do teorema.de Silov (n=3) apesar de utilizar
o mesmo método de demonstracao, devido a Schoemberg, do teorema

de Landau (n=2) & bastante complicada. Esta complicacio aumenta a



iii,
medida gue © numero de derivadas envo#vidas também aumenta. Por
esta razao nos limitamos a usar o método das fungdes Euler splines
1somente para_derivadaé de segunda e_terceira ordem. O caso geral,
gue sera tratado no capiﬁulo 3, sera demonstrado pelo método ori
Iginal de Kolmdgorov.

. No 29 capitulo1 farémos uma'aplicagﬁo ao estudo do movimento
de uﬁé paitiCu;a no piang COmplékd; Seja f£(t) = u(t) + i v{t) o
_movimentp de_uma parfiéula, f'(ti sua velocidade e f"kt) spé ace
leracgio. Usando-se o teorema de Landau -conclui-se que se | £] < 1
e ﬂfh” < 8.entao |£'| < 4. A condigéozﬂfﬂ <1 implica que o movi
ﬁento ocorre sobre o circulo gﬁitério [z] < 1. Em segqida passa
remos a gonsidéfar sobre o'énel r < [Z[”ﬁ'j um movimento f£_(t) que
percorre um arce dé paraﬁola w'inscrito neéte anél. Veremos'que 0

movinento £,(t) & tal que se £(t) & outro movimento con [£'] < |5}

entdo tem-se |£'] < Hfé . Atrdvez deste movimento £ (t) definire
mos a "constante de Landau" que permitira extender os resgltados
obtidos para o circulo unitériO‘é 0 anel para conjuntos limitados
e conexcs do plano. O resultado gque obteremos €& o seguinte: se D
& o diametro de um conjunto limitado e conexo e se |ff} < D e
l£"] < X entdo teremos [f'] < p'/2 g1/2

No 39 Capitulo apresentaremos a demonstracaoc do teorema de
Kolmogorov. Na realidade demonstraremos mulito mais. IDemonstrarg
mos que a condigao necessaria e suficiente para gue uma térna de
numeros {MO, M Mn) corresponda uma fungao £(t), derivével até a

ordem n, tal que [£ff =M, , Hf(k)ﬂ =M e Hf(n)ﬂ =M & gue



\ 1-k/n /n
Mk = an ¥, Mi '

A demonstragao & feita por indugdo sobre a ordem n, da_

rivada e sobre a ordem k da derivada que & estimada..

0000000

ltima

iv.



CAPITULD 1

'AS FUNGDES EULER SPLINE E 0S TEOREMAS DE
LANDAU, SILOY E KOLMOGOROV '

Introdugﬁo."-

AS fungoes sp}ine, de gréu.ﬁ, séo_aqﬁelas. cujé _regﬁrigao a
um intervalo entre dois inteiros.consecutivés, é um'polinomio‘de
gréu,f n . | |

As_fungées'Eulef-Spline En’ em particular, sao fungBes  conmn _
a propriédade 'En(v)n= (-1 Y péré todo v inteiro;_Mais ainda, sao -
funcdes 1imitadas na reta com sup|En(x)| = 1. |

Por meio destas fungoes que serao usadas como termo de compa
ragao, demdnstra—se uma. relagao que existelentre as normas {con
siderando afnofma do Supremo) da'ﬁltima derivada, de uma deriva-

da anterior e da prépria fungao.

Demonstraremos, neste primeiro capitulo a relagao existente,
apenas tratando com derivadas de até terceira ordem, ficando o
caso geral para ser estudado no 39 capitulo.

Iniciamos o capitulb apresentando, uma maneira de se construir
em fungoes Euler Spline pedendo-se obter o polinomio que repre
genta a fun¢ao em cada intervalo entre dois inteiros consecuti-
VOS.

Demonstraremos em seguida algumas formulas simples de diferen
ciacgao

Por meio destas formulas e das propriedades das funcgoes Eu

ler Spline serac obtida as relagOes desejadas.

__"]..



_2_
1.1 - AS FUNGDES SPLINE CARDINAL"

Seja n um nilmero natural e seja 5., = {s(x)} a classe de fun
gdes S(x) teﬁdq.as seguintes propriéedades:
n—ﬁ( .

i) s(x) eC R)

ii) A restrigéo de S(x) a todo intérvaid.(Q,v+1j-ehtrg._ig.
téiros cbnsecutivos‘é um pol;monid_dé grau 5_ﬁ ;
Taié fungoes séo.chamadas fungaeé cardinais éplihé_dé gfqulh.'
) Evidentemente ﬂnC.Sn onde-wn denpta.a classe dé'polimonioéde gmﬁl
< n.
.Consideraremos SO a classe de_fungées-éscada com déécoﬁtinui '
dade nog inteiros.

Integra¢ac indefinida dos elementos de S, da os elementos de

S., também chamados spline lineares cardinais. Integrando os ele

1!

mentos de §, obtemos os de S, também chamados spline cardinais qua
drétiéas, etc.

0 termo cardinal & para lembrarmos gue passamos de um polino
mio compopente de S{x) ao Segginte noé inﬁéiros.

Estes pontos. de transicio sio chamados nds da spline.

£ também Gtil introduzir a classe

(1.1:1) s, = {S(x): S(x+1/2) &5}

Os elementos de Sn sao ainda definidos pelas propriedades (i)



e (ii) desde gue se troque em {ii) oiintervalo (v,v+1) por (v-1/2,
v+1/2) . Os nds de S (x) séonagora meio caminho entre os inteiros

e 8(x} pode ser chamada uma spline do meio.

1.2 - O PROBLEMA DE INTERPOLAGAO CARDINAL .

‘Dada’ a sequéncia de nlmeros

. (]'2.'1) ' _'(Yv) = (”"'Y-——Q"_.Y—’I’ Yor Yqr Yopreeoes )

o0 problema da interpolagao cardinal consiste em achar uma funcac

S(x) tal que -

Restringimos nossa discusgao ac caso quando (yv) & uma sa$£§
cia limitada, ou seja quando existe K > 0 tal que va] < K para todo

inteiro v.

1.3 - 0 TEOREMA DE INTERPOLACAO CARDINAL & AS FUNGUES FULER SPLINE
seja (y,) uma sequéncia limitada

1) Se n & Impar entao existe uma Unica S(X)iZSn t.g. S(x)
& limitada ¥ xe¢ R e satisfaz as condigoes de interpola

cdo (1.2.2).



- . - . * -
2) Se n & par, entao existe S(x)E:Sn tal que S(x) & limi
tada e satisfaz (1.2.2) .

O teorema foi demonstrado por Subbotin [9].
O teorema & trivial se n =1, nao porem se n > 1. De fato uma )
spline linear 5, (x) satisfazendo (1.2.2) & obtida imediatamente
por sucessivas interpolagéeS'lineares entre ordenadas consecﬁti o
- vas y,, e Ygpq A spline linear S1(x) & evidentemente Unica pa.
ra cada_sequénbia'(yv).

Notaveis spline cardinais sdo obtidas do teorema acima para
sequéncias particularmente simples. Aqui estao 2 exemplos

A - As splines fundamentais.

Para a sequéncia especial
(1.3.1) y. =1,y =0 se v #20

o teorema fornece uma 0Onica solﬁgéo limitada gque nds denotamos

Ln(x).
Entdo
(1.3.2) L {(0) =1 Ln(v) =0 ge v F0
Certamente
- -8, sen é Impar --
(1.3.3) L (x) €

[45]
*
0
o
=
Dt

par



0 seguinte & também verdade, a ﬁnica’soiugéd limitada S(x) do
~problema de interpolagéu (1.2.2) pode ser fepresentado péla._fog-
mula

o

(1.3.4) o 5(x) = y Yy L, (x-v)

—

B - As spline'de Euler.
Muito agradavelmente os mais interessante exemplos defungaes

spline cardinais se obtem se aplicarmos o teorema a sequéncia .

(1.3.5) Yy = (7, v E0, £, 2, .

Para cada n denotamos a solugéo pof &n{x) e .denominamo-la
spline Euler de grau n.

Entao

(1.3.6) E ) = (Y v=0,+1,+2...)

- -
impar

w
471
D
b
1]

En(X)E

S se n & par

Estas propriedades junto com o fato de Eh(x) ser limitada de

finem esta fungao univocamente com base no teorema de interpola



¢ao Cardinal.

i

Podemos também aplicar (1.3.4) e definir Eh(x) por

(i.3.7j

(%) = P (-1)¥ L_(x-v)

. Veremos agora uma forma de se construir as Euler Spline.

1.4 - CONSTRUCKG DIRETA DAS EULER SPLINES

..Seja f({x) em ﬁ_integrével em cada intervalo finito.

Definigaesz

1) DiZemos-que f(x) & par perto do ponto x=a desde gue

2)

3)

satiéfaga'f(x)-= f (2a-x), péra todo reail x,_'analg
gamente f{x) é-imparlperto'de x=a se f(x =-ﬁf(2a—xj
para todo reél X.

Dizemos que f£(x} tem a propriedade Po’ ou f(x)e PO
desde que f£{x) seja par perto de x=0 e impaf perto
de x = 1/2.

ou £(x)eP, se

Dizemos que f£(x) tem a propriedade P 1

1
£(x) & impar perto de 0 e par perto de 1/2.

Lema T - Se f£(x) ¢P_ ou f(x) ¢P, entao f(x} & uma fungao de

periodo 2,

Provas:

ou seja f(x) = £ (x+2).

se f(x}e:PO entao f(x)

se £(x) £ P, entao f(x)

I

f(—x)=—f(1+x):—f(—x~1)=f(x+2)

ll

1 F{1-x)zE(x-1)} == (2wXx) =£(x-2)



Lema 2 ~ Se f£(x) & par (impar) perto de x=a entao

X
J £{t)dt & {mpar (par) pertd de x=a.

a
- Prova: se £(x) & par perto de x=a £(x) = f(2a-x) logo -

X b4 _ c2a-x .
g(x) = [f(t)dt =J f{2a-t)dt =—-J f(t)dt=-g{2a-x)

" a o a B a

'Lema 3 —_l) se f(x);Pé e'gO{x) = j f(t)ydt entao go(x)‘s:_P1

o

X
2) se_f(x)-s:P1 e 91 = J £{t)dt entao gﬂ(x)E'Po

@@

Prova: 1) seja f(x)E:PO pelo Lema 2 gO(X) & impar perto de

x=0.

Vamos provar que € par perto de x = 1/2. 0 Lema 2 aplicado

com a = 1/2 temos:

X 1/2 x 1/2 1-X
go(x) = J fl{t)dt = ’ £{t)dt + f{t)dt = J £{t)dat + £{t)dt

0 (o] 1/2 e 1/2

1=
J f{t)dt = go(x) = gb(1-x)
o



_B_.
2) - Se f(x)t;Pq-pelo'Lema 2, g,(x) & impar perto de
ox = 1/2. Vamos mostrar que é-pér perte x=0.'Aig'

' da.pelo Lema 2

X - ) . X . o : 28 _
'_gq(x) = £(t) = | £(t)dt +l f(t}dtf= f(t)dt +[ f(t)dat -
1/2 -2 o 1/2 o
K ) .
= | £(t)ydt = g,l(—-;x)
1/2
. Figura 1 '
| 1 1 | - I-‘ | ] 1 ¥
] 4 ! ! L PO R | !
0 ! 2 } _ "l EO(X) o 1 g | } A
] i - 1 | i I




Podemos agora construir as fungoes Euler Splines.

Comegamos com a fungao fo(x).definida_por
' v
fo(x) = {~1) se v < x < vt

Dela derivamos as fungoes:

X : - , X _ : _ X
(1_.4.1) £, (x) . = £ (t).dt, fz'(-x)- = J £.(0)at , £5(x) = £,{t)at
| | ol 1/2

e geralmente

x
{1.4.2) fn{x) B J £heq (B4t
. én
onde: = -
o D se n & par
(1.4.3) T {
1/2 se n & Impar

Observemos que fo & impar perto de 0O:

f (x} = (—ﬁ}v”se vV < X <vH]

fo(“x) - (_1)—(v+1)

pois

-{v+1) < -x < -v

'portanto fo(x) = -fo(—X)-
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por outro lado £, & par perto de —%w :

)—V’

f0(1—xJ (=1

pois ~v < 1 -x<-v+1, logo fo(x) = fo(ﬁnx} e'fo(x] é-par perto Qe_
X = 1/2, porfanto fozzPA.-.l | |

Sabemos também qﬁe fo tgm periodb:é. Basta portgnto‘para{_eg
tudér a fungé§ consideraf.por eéemplo o) intexﬁald (~1,1),fé(3/2)
.'%'fo(" 1/2) e ainda_comorfotx)'= fo(—x) podemoé.conhécer a ﬁﬁ@éoa
estudando-a no intervalo (6,1);

. Da forma que sao obtidas és demais funéSeé f%(x), fzfo,etC.,

teremos pelo lema 3, f, (x) ePO e f2(x)e;P e assim sucessiva .

1 1

nente.
Obtemos entaoc o:

Lema 4 - Temos que:

(1.4.4) fn{x)s:S {n =1,2,3,...)

P se n & impar
(1.4.5) £ (x) €

v
n
o
jn
1

par

Prova do Lema 4: (1.4.4) & cbvio a partir de (1.4.3) eo fato

gue a primitiva de uma spline € ainda uma spline, (1.4.5) foi pro

- vado acima.
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Lema 5 -~ 1) Em [0,1]as fungdes fﬁk(X) sac alternadamente es

tritamente ronvexa: ou concavas e se anulam somente em x=0 e x=1.

2) Em -[0,1]as funcdes f, _,(x) sdo alternadamente es

tritamente crescentes ou decrescentes e se anulam em x=1/2 somen

t_e'.
'JP?ova:.TemOs
S 0
(0 = | fy ,(B)dE =0 ¢
&
Como fzk(x)E:P1, é par perto de.1/2 e fzk(x) = £,y (17%) entao
fzk(1) ='f2k(1-1)_=.f2k(0} = 0.
‘ Por outro'lado,‘coﬁo fzk_q'EPo , 8 iﬁpar pefto de 1/2 e
Eamg (1/2) == fy (1-1/2) == £ (1/2) entdo £, (1/2) = 0.
_ X
Agora, como fo(x} = 1 em [8,1], temos que f1hd = J dt=x-1/2
1/2,

é uma func¢ao estritamente crescente em [0,1].

A fungéo £, (x) & estritamente convexa pois sua derivada 29,
que & £, & positiva. Além disso f,(0) = £,(1) = 0; logo f,(x) < 0
se D<x<1 e portanto f3(x) @ estritamente decrescente e f4(x) se

- rd estritamente cbncava pelo fato de f,(x)< 0 e assim sucessiva~

mente.

Em particular

(-1 50> 0 e (=105, (1/2)> 0
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Estudando as fungoes f (x) em[0,1] sabemos do comportamento

da fungao em toda a reta real j& que seu periodo & 2, f, ¢ P, e

f2k(x) :—f2k(—x)..Isto permite, conhecendo f2k emI[O,i},GXMearial
em [-1,0] e dal em todo um periodo; portanto em toda a reta.
eP - Logo-ka_i(x)-=.f2k?1 (-x) . Portanto a ' fun

Ainda, f2k—1

cao f2k—1 assume idénticos valores entre [-1/2,0] e em [0,1/2] .

Também f£ = —f “1(1~XJ mostra que entre 1/2 e 1 a fungao . .

2k~1(X)_ 2k
~ assume valores correspondentes dqueles entre 0-'e 1/2 mas com si-
nal_oposto. Flnalme@te fzk-#3/2? = f2k-1("1/2) = fzk_1(1/21 = (.
Fazendo consideragaeé anaiogas ao intervalo [1,3/2] obtemos um pe
riodo completo para f,, em [-1/72 , 3/2].

No presente trabalho usaremos sempre p;ra'qualqugr-fungéo 1i

mitada a norma do sﬁpremb:_
[£] = sup|£(0) .

Lema 6 - As fungoes definidas por

(1.4.6) EZk-j(X) = £y (%) / £, _,(0)
a
(1.4.7) "%2k(x_) = £, (x+1/2) / £, (1/2)

sao idénticas as Euler Splines definidas no § 1 B .
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Prova: Como

para V = 0, +1, + 2,00y teremos

Da mesma fcfmé
‘”fzkfx)ﬂ = ffzk(i/z)l'=.|f2kf1/2¥v)!v\r'
g portanto
Il'gzj'?:(x)'1| = 1. e ‘%2]{(*‘”'—':. (_1'Jv

Notemos que como as f tem periodo 2 se v & par, entao

o (v} = £

2k=1 2k~4(0)

Agora, se v & lmpar f2k 1( v) = f2k_1(1) - _f2k (1=1)=— m{q(m

pois f2k—1€Po . Conclu1-$e assim, da definigao de 52k~1 que

EZk“‘1 (V) = (H‘])V

pois vale 1 para v par € -1 para v Impar.

'”Analogamente obtemos que
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Temos entao as condigoes :
o (1.3.6) R W =), V=0, 1, k2,

. .'e

o _Entx)

.
%

A uniéidade dés'fungées tendo esta propriedade estabelece a

identidade com a velha definigao..

As relagoes (1.4.6) e (1.4.7) definem as Euler Splines com
que trabalharémos.
Estaremos partiCularmeﬁte interessados na norma de E;(x)e de

gsuas derivadas e escrevemos

(1.4.8) 1B = v, (e=0,1,200 i)
Lema 7
: : IEH(V}kO)]se v & par
(1.4.9) 1) - ‘

Ign(v)(1/12)| se v & impar
Prova: A relacao (1.4.2) implica que

- (1.4.10) fév)(x) = £ (x),  (v=0,1,2.......0).
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Mais ainda, temos facilmente que:
i

_ |[£,(1/2) | se n & par
(1.4.11)_ B B B

[£,(0)] se n & Impar
Sejan =2k e c :4/f2k(1/2). Por (1.4.7) e {1.4.10) encontra
- mos que - ' e

””.Eéz)'(x) %lcfféz)(x+1/2) = §f2k~ﬁ(x+1/2)

e'pgr (1.4.11) vemos que isto atinge o seu maior valor em x = 0
se Vv & par e em x = 1/2-se v & Impar:
Semelhantemente'usandol(ﬂ.4.6) estabelecemos (1.4.9) se n &

impaf.
1.5 - A CONEXAO COM 0S POLINOMIOS DE EULER

Vamos dencotar por Pn(x) o polindmio de grau n gue representa

a fupgéo spline £ (x) no intervalo [0,1]:

(1.5.1) | fn(x) = Pn{x)_se 0 < x < 1
Entac, da figura 1 encontrames que PO(X) = 1, Pq(x) = x~1/2,
Pz(x) = x2/2 -x/2 e assim sucessivamente integrando como foi di

to anteriormente.

Certamente (1.4.2) e {1.4.3) implicam que



-16 -

X {0 se n & par
{1.5.2) Pn(x) = l Pnfq(t)dt, < = - o
: ’ 1/2 se'n & impar .
n . o -
e entao:
N 1 o a .
{(1.5.3) o Pn(x1.= Pn—j(X)

Uma sequéncia de polindmios como Pn(X) que € obtida cqme¢ag
do de Po(x) = 1 g integrando sucessivamente obtemos
Pq{x) = x+at, P2(x} = x2/23+avﬂi-xﬁﬂ +E§/2:’ O n—ensino -polimg

nio sera

-1 a, X - oa, X a_ . x a:

: : _ X 1 2 ° n-1" . n
(v.5.5) .~ PG S r et avmEn Tt irmy T Tt et T
aqui a, /1! a,/2' ... a /n! sao as constantes de integragad sy
cessivas.

Appel observou que a sequéncia infinita de relacces (1.5.5)
pode ser descrita por uma Gnica relagao envolvendo séries de po
téencias de zec . De fato, multiplicando as séries de potencias
(1.5.6} g{z) =

a 4]
n _n XZ _ X n
-4 Z e e = =
n! :
o

O t~1 8

e usando {1.5.5) nds encontramos que

XZ n

(1.5.7) g(z) % =

or~18

Pn(x) Z
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O membro esquerdo & denominado a fungao geratriz dos polinomios

Pn. Vamos determinar g{z} para a_sequéncia particular_Pn(xJ-défi-

nida por (1.5.1). Por {(1.5.2) sabemos que

Py {0) =0, Pog-q (1/2) =0 (]{:’[.,2,3{;?_.')'.

Substituindb em (ﬂ.S.?) os'dois vélores-k_: 0 e x=1/2, .con
_ _ 2/2'

~cluimos que g(z};1 & uma funcao impar de z. e que g(z) e &

uma funcdo par de z. Temos entdo as identidades

g(zi-1 = _é(zx +1 e glz)e?? = gl-2)e7 %7 '

Eliminando entre elas g(~z) obtemos que

(1.5.8) - g(z) =2
: e +1

Se escrevermos .
(1.5.9) E, (%) = n.?n(x)
entao (1.5.7) torna-se

X7 o {x)
(1.5.10) 2e7 .y BB B

z, n!

e " +1 O

Este desenvolvimento mostra que En(x) sac 0s classicos poli

nbmios de Euler, combinando (1.5.1) e (1.5.9) obtemos

(1.5.717) £, (%) =E (%) / n! em 0 < x <1
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e entao por (1.4.6) e (1.4.7) que :

(0) em 0<x<1 ,

(1.5.12) | 22k41(x) = Eopoq (X /By,

(1.5.13) __'-_EZK(X) = EZk(x+d(2)/E2k(¢/2) em -1/2 < x < 1/2.
1.6 - 0 TEOREMA DE' KOLMOGOROV

'Seja.n > 2. Congideramos aqui a classe de fungoes f(x) de R
“em R que s3o limitadas e tem uma derivada—ehésima f(n%xJ limitada.

Esta Ultima condi¢ao requer algumas explicagles como segue:

Em primeiro lugar assumimos gue:

(1.6.1) O E(x) e T r)
e qﬁe
(1.6.2) f(n“1}(x) & continuamente diferenciavel por pedagos.

Intermpretamos (1.6.2) siggificando que o grafico de f&hq)hﬂ
& continuamente tangeciavel exceto em bicos com coeficientes fi
nitos para_suas.tangentes 3 direita e 3 esquerda e que cada in=-
tervalo finito cont&m no maximo um niimero finito dé tais bicos.
" Finalmente com certeza f(n) (x} deve ser limitada para todo x re
al. Evidentemente, as Euler Splines E;(x} satisfazem todas estas

condigoes. De fato ja consideramos as normas (1.4.8) e o lema (7)

- mostra COmo identificar por (1.4.9} os valores de

v :
Yo = BBl (v = 000,200,y o= 0,

n,
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TEOREMA DE KOLMOGOROYV, :
Seja £{x) uma fungac nas condigbes de 1.6.1 e 1.6.2. Suponha
‘mos também que -

(1.6.3) e sy e EE 21
~ Entdo -
(1.6,4i ._ ”ff#}n E:Y;}v f'para vV = 7,2,3,.}..n—{ .

" As constantes Yy v SW (1.6.4) sdo melhores constantes porque

o ’
;as.Euler Splines_yn(x) saﬁisfazem (1.6.3) e dao sinal de igualda
de em {1.6.4)-$imulténeamehté para todos- os valorxes de v.
Veréﬁos oS casos n = 2. e 'n %.3,-
A fim de obter_eétes casos éépeciais-precisamos &os Qalores
numéricos dos coriespondenteé To,v ° De (1.4.6) e (1.4.7) oﬁ de

terminando fz(xJ, f3(x}, f4(x) diretamente por sucessivas inte-

gragoes de (1.4.2) obtemos:

(1.6.5) &0 =1 - 4x° en [_.;_,.;.}
(1.6.6) €.(x) =1 - 6x” + 4x° em [0,1]
(1.6.7) E4(X) = - %g x% + %? x* en [- % . %]

Usando (1.4.8}) e (1.4.9) encontramos que
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(168) Y2,-d.= 1., ?2;1 :..4_: 'Y,z-’z = 8 i

(1.6.9)  v37= 15 Y3 = 3 Y3, =12, v3 32245

| . L - T _ 48 192 o384
(1.6.70) vy g =10 Yq,q4 = F5r Yg,0 =T ¥g,3= 5 T4, .

" Os tres primeiros casos do Teorema de Kolmogorov podem agora ser

destacados como segue

TEOREMA 1 (LANDAU)} = Se f£(x) & tal que

C(1.6.11) . (€] <1e |£7] < 8
entao
(1.6.12) -~ J£'] s 4.

TEGREMA 2 (G.E. SILOV) Se £(x) & tal que

(1.6.13) lel <1 e e )< 24
entao

(1.6.14) hetl <3 1] <12,

TEOREMA 3 (G.E. SILOY) Se f(x) & tal que

(1.6.15) ol s e ey < 2

entao

; 16 \ 48 4wy . 192
(1.6.16) tell =5 12" < 5 e f£7 2 ==
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1.7 - UMA INTERPRETACKO CINEMATICA -

ﬁarece.sugestivb_pensar X coﬁo ééndo tempo ey = f(k) .déscrg_
vendo 6 movimeﬁto de_um ponto schre o . eixo y._A priﬁeifa dési,
gualdade (1.6.41j,significa qué o) pohtO'f(x) esta sempre _ée“:mé
.Vendo sobre o.ségmento-—1 <y <+ 1. | |

.A-ségunda.aesiéualdade (1.6.11) reguer que°a aceleracao em va
_ lér abséluto nunca exceda 8'cm/seg2. A conclﬁsﬁo {(1.6.12) dizrﬁp
& velocidade nunca excedefé 4 cm/ség. o
_sabemoé que este valor & alcangadb_pelo movimento £ = Eé(k).
'qué'é periodica de periodo 2 cn. .

Vamos considerar o movimento harmonico -simples
(1.7.1) - ~ f = sen wx (w, constante positivo)

Por diferenciagao encontramos que

Fr j— n 2 .Il 3
(1.7.2) el =1 Qg =w 2] =w" e |7 ]=w
Escolhendo w tal que w? = 8, teremos w = 2/Z. Entdo H£"]= 8;
isto &, o valor maximo permitido por (1.6.11), enquanto Jf'j=w= 2,83
& menor que o valor dtimo 4 dado por (1.6.12).

3
Assumindo (1.6.13) e escolhendo w3 = 24 entao w = 2/3 = 2,88 acha

2

mos usando {(1.7.2} que [f'] =w = 2,88, |f'] = w 8,29, as quals

SA0 menores que os valores 3 e 12, respectivamente, como dadas por

(1.6.14) .
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1.8 - UMA FORMULAGAO GERAL DO TEOREMA KOLMOGOROV

Seja F(x)'Uma‘fungéo limitada tendo uma derivada_n~ésima i .

mifadd-é Séjé';

(e o el =, o 12w
" Que limite éuperior %odem@s encontrar para

Lf(LSJ) X | MQW éﬁv,(o<§<nf?

0 melhor limite de Mv é facilmente encontrado como segue:

Sejam a e b constantes positivas e seja

.a F{bx) .

(1.8.3) ()

vamos determinar agora a e b tais que f(x) satisfaga as condigces

—

(1.8.4) Hel =1 e £ = yn,m

Diférencian&o {1.8.3) e usando (1.8.1) e (1.8.2) encontramos gque

(1.8.5) N I N R it

Para garantir (1.8.4) determinamos a,b das equagsces aMO = 1 e

n ' .
ab Mn = Yypon © encontramos osg valores

(1.8.6) a=Mu ", b=y" M7

Para estes valores
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(Vy o VM - w1 ov/n v/n —v/n
(1..8.7) | £ | = ab™m =M mon Mol My M,

As relagdes- (1.8.4) mostram que f(x) satisfaz as hipdteses (1.6.3)

do teorema de Kolmogorov. Pedemos entao concluir que

FR R

Usando (1.8.7) obtem-se o Ségginte resultado.
Teorema Geral de Kolimogorov.

Seja F{x) uma fungao limitada que admite derivada enésima 1i
= (v

mitada. Entio a derivada v-&sima F é também limitada.

Mais ainda. Fazendo

Mo = ATl wy = e =R

temos a seguinte désigualdade

(1.8.8) M_<c  MTY/mow/m
v - n,v © n
P e 7 S
onde Cn,v Yn,v Yin e Y. Ynn_sao dadas por (1.4.8.) e {1.4.9}.
Notemos que C & a melhor constante., Seja F({x) chtida de

n,v
. (1.8.3) egcolhendo f(x) = £n(x} e valores a e b, dados por (1.8.6).

=1 1

Deste modo F(xX) = a gn(b" X) @ ocorre a igualdade em {1.8.8).

Em particular, usando os valores {1.6.8) e (1.6.9), a desi
gualdade (1.8.8) teorna-se para n = 2
< 2’|/2 M1/2 M1/2
- (o o

'M’i
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e paran =3 .

M

, < (2"_132/3) M§/3'M;/_-3 e M, < 31/3M1/3IIM2/3

(0] 2 w
1.9 ~ ALGUMAS FGRMUL&S APROXIMADAS DE DLFERENCIAQ@O

Nosso objetivb e de estabelecer os Teoremas 1 e 2. Para este

. propdsito vamos reunir aqui algumas ferramentas simples.

Lema 8 - As segquintes identidades valem para fungoes f(x)tég

do derivadas apropriadas que sac integraveils

i 1 : :
{A) -f’(%) = £{1) - £(0) + J K, (x) £ (x)dx
o
onde
. 1 ;
: g X s8e 0 < x < 5 '
() K (%) = '
x-1 se %—< x <1

(B) £7 (%) = £(1) - £(0) + J K2(x) £ (x}dx
O

onde
- % x2 Se 0 < R < %
(B') K,(x) = |
- % (x=1) ° se % < x <1
1
(C) £{0) = £(1) - 2f£(Q) + £(-1) + J K3(xJ £ (%) dx

-1
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ondé ’ 2 : .
5 {(%+1) . se ~1 < x'< 0

' : : 17, 2
- 5.(K"TJ se 0<x <1

Prova: Estas fdrmulas pertencem 3dquelas partes elementafés
da analise numérica queé trata das operagoes aproximadas de Célcg ;
lo. A ferramenta principal neste campo & a fOrmula de Taylor com
- resto integral de Cauchy.

, n—1

(1.9.1)  "£(t) = £(a) + (ta)f'(a) + ... + 2

m-n Tl ot

v

£ .
_oan=1 . (n}
+ { %{‘))— £(x) ds

a

X
gque se obtem do seguinte modo: J Fr{t)dt = £(x) —-f(a)

Q
}ogo %
F(x} = £{a}) + I f'(tydt
a
. = _ .
Para Calcular J fr{t}dt fazemos u = £'({t) e v = t. Portanto
A .

du = £"(t)dt e dv = dt. Entao, vamos ter

X x
J £1(£)de = £ ()]} - J EE" (t) dt =

a a
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X
= xf'(x) —-af'(a) + { {~x+x—t)?f“(t)dt
a

X x
C= -xf‘(x)-—af'(a)"x [f"(t}dt + [ (x-t} £"{(t)dt

a a

. - %

= xf'{x) -af'(a) —xf‘(t)} +J (x-t) £7(t}dt
) _ . : a. : . '

’ a

bio .
= (x—a)lf’faj + J {x=t) f"(t)dt

a

'Temos-pbrtanto que:
| L - X .
£(x) = f(a) + (x~a) £'(a) + I'(x—t) £r(t)dt

a
A formula esta entao demonstrada para n=1 e  n=2

Admitindo agora a formula valida para n vamos de acordo com
o principio de indugao matematica demonstra-la para nt+1.

Para tanto calculemos

x | (n)
(x—t) 7] (x)dt
(n—-1) !

ad
{n) {n+1) e n
. _ . : _ (x1) ={x-t)
Fazemos aqui u = (£}, dy = (t)at, dv u~75:77ﬂﬁ:e Vo =3

()

% =1 | 0 x=nt x S n o)
(x~t) ={n) o J[ (x—t)
logg J T £ (tydt = i ‘a +'f'””ﬁ*“'f (t)dt

n,
a a

] - e e
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{n) an x . n {nk)
£ é?}(x a) +;f (an) f (1) dt

éa
Substituindo este resultadb em (7.1) temos a formula demonstrada
para n+1 e portanto para todo n C.Q.D.
Prova do Lema 8:
- A) Aplicamos (7.1) para n=2 a=1/2 e os dois valores t=1 e

t=0'obtendo:

CEC=E(1/2)+1/2 £1(1/2) + I (1w £ (x)dx

: : . : [a ] .
FL0)=F(1/2}-1/2 £ (1/2) + f (-x) f"(x}dx
' 1/2

Subtraindoutemosf.."

: ‘1/;2 4 )
£(1) - £(0) = £'(1/2) - ( RE" (x) dx - f (x=1) £"(x(dx
o] 1/2

ou seja

1
£r{(1/2) = £(1)~£(0) + { K1{x) £ (x}dx
o

onde Kq.é dado por (A').

B) Observe que K,(x) € continuo e que Kj(x) = -K, {x). Po

demos entao integrar por partes o resto de A para obter:

1 1
j K1(x)f"(x)dx = - J f"(x)dKz(x)

o ’ O
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I

1/2 1
I £ (x) AK,, (%) +f £"(x) dK, (x)
o

Il

- (f"(x)Kz(x)] - f ' Ky(x} £™ (x)dx +
- : o o

O

+ .

1 1 '
[f"(X)Kz(x)] - { f"'(x}dx}
2 2 )

H|

" . 1 . _
- {—1/8f"(x) - J f"'(X}Kz(X)dx+1/8f"(x)
0 ' .

il

1 ,
f Kz(x} £" (x)dx
o :

Isto estabelesce B e B' ,
Poderiamos também aplicar (7.1) para n=3, a=1/2 e dois

valores t=1 e t=0 e subtrair as relagdes resultantes.

C) Aplicando (7.1) para n=3 a=0 e o0s dois valores t=1 e

t=—-1 temos:

1
f{1)=f{0)+f'(O)+1/2f"{0)+1/2f (1—X12f"'(x)dx
0

il .
f(—1)=f(0)—f'(0)*1/2f"(0}+1/2j (—1—x)2f“‘(x)dx
G

somando membro a membro obtemos:

- ) o] 1
_f{1)—2f(0)+f(-1)=£"(0}H1/2J (x+1) 2Eme (x)dxﬂ/zjf (x~1) 2" (x)dx

-1 ~ o
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que é identica com C) e C'ﬁ.

1.70 - PROVA DOS TEOREMAS DE LANDAU E SILOV.

Vamos estabelecer o teorema 1. (J& demonstrado por Landau em

1913) .. Consideremos a fungao

.(.'| ..10..])._ o . . Ifo-(x) .:. ... é(’{)

De (1;6.5)_e_figura 1 Vemos que .tem as propriedades

, | _ 8 em (0,1/2}
(1.10.2) E(0) == 1, £(0) =1, £(1/) =4 e £ () ={
- ~8 em 1/2,1

Aplicando a erfnul'a de _c'ii'fe-renciégéo'.(A) a -fotx) encontramos
por (1.10.2) e pela forma explicita do Kernel K (x) (') que:
' 1
(1,10.3) 4 = £ {(1/2)= 1+1+8 J K1(x)d_x
‘ o
Seja f(x) qualguer fungao satisfazendo [f] < 1 e [[£f"] < 8 e
vamos calcular £'(1/2) pela formula (i),

Podemos ainda assumir que £'(1/2} > 0, pois se £'(1/2).< 0

entdo pedemes trocar f(x) por ~-f{x) . Obtemos agora

( 1
{(1.10.4) (01 f’(1/2}zf(1)—f(0)+J Kq(x)f"(x)dx < 1418 J K1(x)dx =4
O O
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entao
(1.10.5) , |£1¢1/2)| < 4

. -Isto implica que ]ff(x0)| < 4, para todo x_ ,porque f£(xtx ~1/2)

satisfaz todas as hipdteses e aplicandol(1.10.5) a ela encontra
1 -

mos Jf (XO)I < 4,

. Vamos assumir agora qué
(1.10.6) .~ £'(1/2) = 4

e ver que conseguencias traz. Evidentemente obtem-se (1.10.7) se
‘e 80 se temos o sinal de igualdade em (1.10.4). Tembem'em vista
das condigbes (1.6.11) temos igualdade em (1.10.4) se e sd se £(x)
satisfaz &s condicdes -

8 em (0,1/2),

(1.10.7) £(0) ==1, £(1) =1, £'(x) = |
-8 em (1/2,1).

Mais ainda, £(0) = - 1 e |f] < 1 implicam que £'(0) = 0. Ago
ra £(1) = 1 e Jf] < 1 implicam que f£'(1) = 0.

Seqgue claramente de (1.10.6) que:-
f(x) = - Ez[x) em [0,1]

conm efeito :
8 em [0,1/2] 8x+e em [0,1/2]

f"(x) = e [£'(x) =
~8 em [1/2,1] -8x+d em [1/2,1]
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Porém:
£'(0) = 0 implica C =0 e f£'(1) =0 implica d = 8
logo 8x? - _
f(x) = —"2"—' + a em [0;1/2]
8x2 S
também £(x) = =5+ 8x + b em [—2—,'1]
£(0) - 1 implica a = -1 e £(1) = 1 implica b = - 3
poertanto _ .
£(x) = 4x° = 1 en [0,1/2]
f(x) = - ax® + 8x - 3 em [1/2,1]
logo _ s
fix) = - gz(x) em [0,1]

Fixemos estes resultados enunciando o seguinte teorema

TEOREMA 4 - Se

(1.10.8) N P P FT P B

vy - %
(1.10.9) £r(z) = 4 entao
(1.10.10) f(x}) =- \&2(5{) no intervalo [0,1]

Fora do intervalo [0,1] ha pouco © que podemos dizer acerca

da fungao f(x) satisfazendo (1.710.8) e (1.10.9). De fato, note

gque hd muitos modos em que podemos estender a funcgao £(x)=- %(x}
para todos os reais e ainda satisfazendo (1.10.8) (certamente

com ¢ sinal de igualdade em ambas as desigualdades). Porque, além

da extensao obvia

(1.10.11) fix) = - %{x) para todo real x
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podemos também escrever
7 se x % 1
(1.10.12) £ = - &(x) se 0 < x < 1
H -1 se x < 0

4

e muitas modificagoes semelhantes .da funcao (1.10.11).
A fungio f£(x) satisfazendo {(1.10.8) e {1.10.9) sera chamada
extremante do tecrema 1 pois f(x)lsétisfaz (1.6.12) com sinal de

igﬁéldade} logo
(1.10.13) T fef) = 4 .

Denominamos f(x) de fungao extremante no sentido forte porque
o supremo de [£'(x)| (=4) & atingido em x=1/2. HA numerocsas fun
gBeseaxtremantes £{x) no Teérema 1 também.satiSfazendo{1.6.1$'tﬂis

que
(1.6.14) £ (x) | <4 , para todo real x .

Tais fungdes podem ser chamadas, extremantes no sentido fra
co.

Demonstragao do Teorema 2 (G.E. SILOV)

Seja f(x) satisfazendo {1.6.13) £} <1 e {|£" | <24 e vamos

mestrar gue

(1.6.14) el 23 e ) <2
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..'Aplicamos‘é formula (B)'do Léma 8,-isto‘é
(B) ) fl(']/z): ff’]) - f(O) +. J Kz(x)flu (x}dx |

.'O

e apliquemos a'fungao'

(1.10.15) N fosx? = - ‘é(x) = - 1+6x2-4x3_em [0;1]

Esta fungéo tem neste intervalo as propriedades:

(1.10.16) -~ £,00) == 1, £,(1) =1 e € () =- 24,

Por (B'") do lema 8, sabemos que Kz(x) < 0 em (0,1) e de (B)

obtemos
) _ o
(1.10.17) 3 = fé(1/2) = 1+1 + 24 f |K2(x)]dx
o

Se f£(x) & qualquer fungao satisfazendo {1.6.13) vamos calcu
lar £'(1/2) por (B) assumindo que £'(1/2) > 0 (ou éntéo conside

ramos —-£{(x)}. Obtemos:

(1.10.18) (0 <) £1(1/2) =

1 1
= f£(1) - £(0) - £{0) + J Kz(}d £ (x)dx < 1+1+24J [Kz(x)[dx:3
o} e}
por (1.10.47). A primeira desigualdade ({1.6.14), estd portanto ,
estabelecida.

Neste Ponto interrompemos nossa prova do teorema 2 para ver
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0 que podemos dizer acerca de f(x) se
(1.10.19) - COfr(1/2) =3,

isto &€ se temos igualdade em (1.10.18). De (1.6.13) vemos que te

mes igualdade em {1.10.18) se e sd se f(x) tem as propriedades

-(].fb.ZO) _ | .f(O) ER f(1) =1 e £" (x) =- 24 em [0,1]

_Enﬁretanto, como antes, tambem temos
{1.10.21) £'(0) = £'(1) e ainda £'(1/2) = 3
estas cbﬁdigaes impl?cam due
(1.';0.22) I(x) = - l&3(2{) em [0,1]

Vamcs sublinhar agui este resultado como:

Corolaric T1: Se £(x) satisfaz (1.6.13) e (1.10.19) entdo sa

tisfaz tambem a {(1.10.22}).

Vames estabelecer agora a segunda desigqualdade (1.,6.,14}).

Para isto precisamos da formula

1
(C) £"{0) = £(1) - 2£(0) + £(~-1} + J K3(x} " (x)dx

-1
do lema 8. Por (C') temos
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(1.10.23) Ky(x) > 0 em (-1,0), Ky(x) < 0 em [0,1]

Aplicamos agora {C) & fungao

(1.10.24) £ (0 ==~ G(x) =

—1+6x2+4x3 em [-1,0]
{—1+6x2—4x3 em. [O,1j

Esta funglo tem as propriedades

(1.10._2.5) - fo(-1)_= 1.,. fO(O) =—1, fo(1) =1,
24 em {(~1,0)
£ (x) = {
’ -24 em (0,1}
e (C) (1.10,23) e (1.10.25) mostram que:
_ _ | | 1
{1.10.26) 12 = £2(0) = 1 +2+1+ 24 f [K3(x) | ax

=1

Se f(x) & qgualquer fungéo satisfazendo {1.6.13} e assumindo

que £"(0) > 0, uma aplicagao da (C) mostra que

. ) -1
(C<) £"(0)=£(1)-2£{0)+L£{-1)" "+ } KB(X) £" (x)dx

4
(1.10.27) < 1+2+1+24 J |K3(x)[dx = 12
=1

por (1.10.26). Aplicando este resultado a f(x+xo) obtemos

[£"(x )| < 12 e o teorema 2 estd demonstrado.

que
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' Vamos agora assumir que f(x), satisfazendo (1.6.13) & tﬂ;qﬁe

(1.10.28) - £7(0) = 12 e vamos Qxaminar as consequencias destas

hipoteses.
Certamente (1 ..10.28} se e sO se tenws sinal de igualdade em ('1.']’}.I27}
e isto por sua vez se e sd se

_ _ 24 em (—1,0)
F(-1)y=1, F£(0) =1, F{1) = 1 e £™ () =
-24 em (0,1)

Disso, por integragao comc foi feito anteriormente concluimos que
(1.10.29) £{x) = - é(x) em — 1 < x <1

Estabelecemos entao gue

Corolario 2: Se f£({x) satisfaz [£| <1, [|£")] <24 e £7(0) =12
entao f(x) = - é(x) em -1 < x <1 .

‘A seguinte generalizacao se obtem por uma mudanga de origem:

Corolario 2!': Se f(x) satisfaz (1.6.13} e & tal que
(1.10.30) £"(a) = + 12
entdo
(1.10.31) £(x) = = 53(x—a) se a-1 < x < ati

‘Podemos estabelecer agora nosso
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TEOREMA 5

Se [£f] < 1 e |£fM| < 24 e se em uma das desigualdades (1.6.14)
”f'" <3 e £ < 42 teﬁos sinai de igualdade, o corresponden

te supremo sendo portanto atingido, entio

(1}10,32) f(x) = é (x~c)  para todo real x

‘para uma constante apropriada c

Prova: 1 - Vamos assumir que [£'] = 3 . Este supremo sendo

atingido, nao perdemos generalidade assumin&o que

(1.10.33) | £1(1/2) =3

Agora, O corolario 1 implica que
(1.10.34) £(x) =-. §(x) em [0,1]

Figura 2

N

I

AN
i-!*f- ———
-

P ——— ]

et wn —--F‘bhb

Isto por sua vez mostra que £" (1) == 12 (ver na figura 2) e agora

o corclario 2' mostra gue f(x) =—-E§(x) em [0,2]



_38_

Mas entao seguramente £"(2) = 12 e o corolario 2' implica que
fixy =~ E%(x) em [1,3]. Podemos continuar deste modo indefinida
mente e concluir que f£(x) =~ 23(x) para x > 0. Entretanto,o mes

mo raciocinio vale tambem 4 esquexda!l
De {(1.10.34), concluimos que f"{0) =+ 12 e entao (1.10.34) vale
" tambem em [-1,1] entao £"({-1) —-12 o (1.10. 34)vahaem r2 0] etc.

Entao f(x) =- E (x) %%(x-1) vale para todo real x.

2) - Se temos igualdade na segunda desigualdade (1.6.14) obte
mos a mesma conclusao aplicando somente o Corolario 2°'.
‘ Nao nos ocuparembs do teorema 3 neste primeiro capitulo. Pois,
no capituio 3, veremos a demonstragao geral, devida a Kolmogorov,
e que demonstra a relacgao (1.8.8) para quaisquer valores de n e

v (0 < v < h).

coelens



CAPTTULQ 2

0 PROBLEMA DE LANDAU PARA MOVIMENTOS
NUM ANEL E EM CONTINUOS LIMITADOS

Introducgao:

Obtivemos no Capitﬁld T que, s& uma fungﬁo fix) & 'tal. gue
[€] < 1e £ < 8 entdo [£1] < 4.

Veremos que se f({x) representa © movimento de um corpo sobre
0 plaﬁo complexo as condigoes acima implicam que se D. movimento
£(x) esta i‘estri‘to ao eircule unitario {}|z]| < 1}, o fato de sua
aceleragﬁo.ser em mSdulo inferior a 8 implica que necessariamente
a velocidade nao podera em nenhum instante éuperar o vélor maximo
4, (também em mddulo). |

Procuraremos generalizar este fato para o anel {xr < |z| < 1}
onde coﬁstruiremos um movimento fo que percorre uma parabocla, 0
qual terd a prépriedade que, dado um gqualquer movimento restrito
ao mesmo anel e com [£7] < J£!], tem-se [£'] < [£' | .

A fungao gue representa o movimento fo’ recebe o nome de fun
géo extremante, e, através dela definiremos uma constante que se
r3 denominada, constante de LANDAU,.

Esta constante nos permitira generalizar os resultados obti

dos, pdara qualgquer conjunto simplesmente conexo ¢ limitado do pla

no.

._39_.
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2.1 - 0 PROBLEMA DE LANDAU PARA MOVIMENTOS NUM ANEL

Consideremos nc plano complexo, © Movimento:

F(t) = u(t) + i v(t) t € R

onde u e v sao fungdes reais de classe c? .

‘A derivada primeira

CEr(E) =.u' (L) + i v'(t) representa a velocidade do mo

vimento, e a derivada segunda
£r{t) = u"({t) + i v"(t)

representa a sua'aceleragaog..

Provamos no capitulo 1 que dada uma fungab real f£{(x) como as

anteriormente estudadas e com

I£] < 1 e [£"] < 8 teriamos necessariamente |f'] < 4 .

Tendo demonstrado este fato podemos demonstrar O seguinte:

TEQREMA 1: Seja f(t) um movimento no plano complexo restri

to ao circulo unitirio U = {]z| < 1} com, |£] < 1 e [|£"] < 8: En
tao [£*| 5_ 4.
De fato: se L & qualguer linha reta no planc complexo e fofﬂ

& a projecac de £{t) sobre L, entao £°(t) descreve o movimento S0

"bre L sujeito a duas restrigoes:
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1) £°(t) estid confinado a um intervalo T de comprimento 2.
(I & a projecao de U sobre L).

@]

n )
2) |£7 ()] < 8 para todo real t.

: '
Pelo teorema 1 do capitulo I concluimos que ]fo (t)] < 4 pa

ra todo real t.

Segue que |[f£'{t)]| < 4 para -todo t.pois se‘]f'(to)f < 4 Obte
riamos uma contradigao em‘f2} escolhendo para L a linha na diregio
do-ﬁetor fi(to)fl i |

Procuraremos agoia genéralizar para uma funcao £(t) a 'valg
res complexos, com o < r < |f(t)| < 1 para todo real t e

16 Senz{%)

[1]
A 3 + cos u
| 8 sén(%)
veremes que £} 5 3F Gosu

Consideremos duas clircunferencias concentricas Cr e _C1 de-
r < 1 e 1 respectivanente.,
De tal modo gue seja possivel um arco parabdlico 1  ter var

tice sobre C1 e tangenciar Cr como na figura 1 nos pontos A-e A',

FIGURA 14
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Dag propriedades da parabola estudadas na geometria elemen

tar, podemos obter que ¢ ponte B da figura (1) € ponto médio de

DV e ainda

oV = (OE}2/OD
_ngO . ov = —“———ﬁ— pois OE =
cos(3)
e o ' Ob = r cOs(%)

Ainda, como B & ponto médio de DV temos

B= =, [oVv+o0D =+ [rcos(®) + —=
: 2 _ 2 2 u
cos(i)
de onde se conclul que:
' 2.,u S 1 1
, x cost(z) +r N Ej + 5 cos u + 1]
'T2 05(3} ) 2 COS(E}
0542 2

r (3 + cos u)

u
4 cos[z)
4 cos(%)
logo r ST osw (0 <u<m

1
4 cos(i)

T, L e <11 = ee———
Proposigdo: Existe um Gnico u (0<u<m) tal que r = s v

de fatlto:

- . u
x2 fungao crescente no intervalo 0<xg<1 fazendo x = cos(z),

sendo
. - 1'PX

segue que a fungao
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_ 4 cbs(%) . 4 cos(%) _
g(u) ) 2+2 0052{3) ='3 + cos u (Ojugw)

decresce de g(0) = 1 para g{m) =0
assim que .u cresce de 0 a .. ‘

co_(Z)_

Portanto para 0<r<1 existe um Gnico u tal que ¥ = 5s———— =0
, : 3 + cos'u

2.2 - DEFINIGAO DE UM MOVIMENTO f,(T) QUE DESCREVE O ARCO 7

f1(T) sera o movimentp de um ponto nb'.interValo ae 'teméo
*f/2 £ T < 1/2 t.q. f1(T) = Xq{T)+iY1(1) e t.q. Y1(f) possa ser
_fungso linéar de- T, e © movimento descreva o arco w comlfjb4/2)=3
e'f,{u/z) = A’ | | |
Devemcs ter Y1(T) = aT + b
y,(0) =a. 04b =0 =>b = 0
'Y1(1/2) = a 1/2 = rsen(u/2) implica a = 2rsen{u/2),
logo YqiT) = 2 rsen{u/2). T(~1/2 < T < 1/2}

XT(T) deve ser da forma X1{T) = aT2 + 0T+

Agssim eliminando T entre X1 =] Y,| obtemos a eguagso de uma parabo-

la que & 7w . tendo como eixo 0 eixo x e concavidade para @ esquerda
como € o caso da figura 1.

Como por tres pontos passa uma nica parabela, impondo condi
coes de que este movimento deve passar por A,A', @ B a parabola
que descreve d movimento somente pode sexr 1 9.

X1(0) = 1 = ¢~a.0 implica ¢ = 1 portanto Xq(T) = 1—aT2

) =D = rcos{u/2)

+
Como X,I{ >

1-a.1/4 = rcosu/2 implica a = (1-rcosu/2). 4 = 4{1~ 5““”““?“)
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4(. 3+cosu~4(1/2 + 1/2cosu) _ 4( 1-cosu)

3 + cosu 3 4+ cosu

_ 4(1-cosu)T2

Entao 'X,I('I') = 4

3 + cosu
mudando a variavel para T = {t-1/2) e pondo
X1(T)'= XO(#} 'YT(TJ‘= YO(t)
ocbtemos o movimento fo(t)‘= Xo(t) + iYO(t) (0-5 t 5'1)

Dos- resultados precedentes obtemos que:

1-—-cosu

. ; Ay 2 _ 2senu
X () =1 = 5 =—==(2t 1) Yo(t)_" Ireosn (0 <t < 1)

3+cosu

Estendemos agora o movimente para todos os valores reais de -
. . - . _iu
t por meio da equagao funcional fo(t+ﬁ) = e fo(t} para todo real
t.
Cbservamos que: desde que fO(t} (0 < t £ 1) descreve O arco m

F (et} (0 < t < 1) descreve o arco w, obtido girando n rigidamen

1
te ao redor de 0 por um angulo u.
Segue que o mevimento fo(t)=f0(t§r):XO(t)+iYO(t) {~m < £ < )
& uma sucessao infinita de arcos parabdlicos obtidos de 1w giran
do-0 ao redor de 0 por mﬁltiplos inteiros do angulo u.
As egquacoes de X, e Yo mostram.que 0 movimento & continuc e
satisfaz a desigualdade r g[fo(t)l < 1 para todo t real. Das mes

mas equagoes encontramos que a velocidade fé{t) & continua  para

todo t real, tendo a seqguinte expressao:

i-cosy, , . 4senu 1-cos 1), . 4senu
Froosw T T Froosu - Y sissy T Sicosa

fé(t) = =2 (2t-1) .2(
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portanto seu mddulo sera:

| _ 2 .2
[fé(t)fz =‘(4—8t)2 {1 cosu)2 s+ 16sen’u 5
h (3+cosu) (3+cosu)

Para um determinado valor de u |fé(t)|2 & méxino quando (4-8t) 2

for méximo e isto ocorre para t = 0et=1
| ' ; - L o ¢/16(1—cosu)2 6 sunzu

logo teremos fEL (el = [£5(0)] = o +
' ' ' o " o _— (3+cosu} ~ {3+cosu)

_ 2/16—32cosu+16 ; /’32—32cosu _ //16(2w2cosu)

(3+cosu)2' (3+cosu)2 ) (3+cosu)
_ //AG(4sen2u/2) .. 8senu/2
3+cosu 3+qosu
fr{t) =I;g(1;COSU}T & constante f"(t) ;'—16sen2(u/2)
o 3+cosu N ST o : 3+cosu
‘se _ v < t < v+l { v inteiro)
Entao
||f"|| - 16 SEHZ(U/Z
o} 3tcosu

| r =g = dgos(u/2 . =

No caso em que se faga r = 0 Evvnn teremos cos U/2 0 logo

u/2 = 7/2 que implica u = 7 .
Geometricamente o arco m ficaria reduzido ao intervalo 10,1]

Teriamos para u = T;

sl 2 o 2 a2
xo(t) = 1 5 (2t-2) 4t-4t

Yo(t) 0 portanto



_48_

£ () = 4t-4t® (0 < & < 1)

Podemos estender agui fo{t) para t real poxr:

oy A _ v
fo(t+1) = g_ fo(t) = fO(t)
e teremos 0 movimento de um ponto gue se degsloca num incessante
vali e vem entre os pontos 1 e -1, Percorréndd este segrento E4;1]
teremos

fO(O) =_0 f(')(o_). =4 e fo(1/2) = 1 {3)

0 movimento que se obtem fazendo u = 71 satisfaz a todas as hipote

ses do Teorema i

FEa

£l <1 he] =4 elel =8

Estes valores encontrados para a velocidade e a aceleragac corres

pondem aos valores maximos possiveis de:

8 sen(%) 165en2(%3
i — 1 —_ - n = e B
le = 1240t = Treosw ¢ 187 3+cos u

que justamente ocorrem para u = T.

Encontraremos agora oO:
TEOREMA 2

Se £{t) é a valores complexos e tal que r < [£(t)] < 1 para

165en2(u/2)

Tre08q entao

todo veal t e [£"{t)]<
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(2.2.1) l£ (1)) < 2genlu/z)

3+cosu
e a constante sobré o lado direito de (2.2.1) & a melhor.
. | _4&05(%)
Obs: agui temos r = ~I7oosu ’ portanto guando r = 0 tem-se u = T

_1bgo o teorema 2 se reduz ao teorema de Landau para fungées reais
f(t) ., Portanto o teorema 2 € uma generalizacio do teorema de Lan

.dau'gara fungdes coﬁplé%asf
2.3 - REFORMULACAO DO TEOREMA 2 EM TERMOS DE MOVIMENTOS

De aceordo com © gue fol visto, se consideramos o© movimento

fé(t) que percorre o arco parabdlico m da figura 1 com r<f_<1 com

G senz(u/zy
3+cosu

_ o 8sen u/é
"fo" T 3+cosnu

o ”
e £ =
Sl =
pedemos reformular ¢ teorema 2 como Segue:

TEOREMA 2'

Se £(t) & um movimento satisfazendo as condigoes:
r < |[f(t)] ¢ para todo t e [£f"] < [£3] entao
(2.3.1) her] < 18

Nesta reformulagao [£l| & a melhor constante em (2.3.1) pois

o movimento f_(t) também satisfaz &s condigoeg do teorema 2'.

Dividiremos a demonstragao deste teorema em dois casos
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: R : ' - M
— <. < _ o - =
B ggugr Bl o<ur< g
Caso A. Né figura 1, se OA intercepta o circulo unitdrio em:

A & se nos giramos'o'segmentOJOAA ~de um angulo 7/2 no sentido

17 1

positivo para obter OA3A2 P entao_nenhum:ponto.no'Quadrilaterocig'

vilineo fechado Q = AA

4ByB4 esta a esquerda da-liﬁha vertical in
"finita AA'. - | o
Fagamos fo(tl =-f0(t:f).deho;ar.o especiallmovimeﬁto.que_pérco;:e'-
fo_arco 7. (lembramos que T e portanto fo dependemn de;r}. Evidehtg
mente'uféu.: 1£200) . | |
Vamos mostrar gue |f£'(t)] < |féf0)[ para todo t, as hipoteses nao
se élteram por translacdo, basta mostrar gue |£'(0) | g.[fé(0)|,
Qamos assumir gque - o |

|£'(0) | >.[fé(0)|

e tentar obter uma contradigazo.
NOs primeiramente giramos o movimento £(t) iste & trocamos

< f{t) (o real) de medo a tornar o vetor velocidade

f(t)_pdr ei
£'(0) paralelo a fé(O).

Podemos também assumir gue (depoi; de girar) o ponto f£(0) eg
ta abaixo ou sobre a linha infinita OAz Pois se este nao for o ca
s0 nos trocamcs f£(t) por ~f(t).

Finalmente podemos assumir que {depois de girar) o ponto £(0) es
ta no quadrilatero fechado Q = AA1A2A3 .

Pois se este nac & ainda o caso nds podemos obte-lo refletin

do o movimento na linha CA.
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Certamente desde que o vetor f'(0) & ainda perpendicular a
OA continuard assim depois da reflexao em OA.
Os vetores f'(0} e fé(O) $a0 agora paralelos. Entreténto -podgmos_.
até assumir que estes vetores épontam na mesma dirééao. Pois ée'
este néolé ainda o caso podemos obte-lo trocando_' f(t) por f(—ﬁ)r“
poié isto troca £'(0) em -f‘{O). . | ‘ |
.Depois destas trbcés'prelimiﬁarés tembs a‘situégab mosfrédalné-fi
gura 1. | . |
| O p0n£0 £(0) pertence ac qﬁadrilatéro Qe o Qetor f'(O) é pa
ralelo e tem o mesmo sentido qﬁé fé(O)i A fim_de obtef uma con-
tradicao desenhamos por A& a linha horizontal AT e projetamos orto
-génaimente ambos os movimentos f(t) e fo(p)lnésta linha. Obtemos
oé movimentos f(t) é.%o(t2 respactivamente.f
 Vemos que: .

1) %o(t) & no intervalo 0 <t 5 1 um movimento unifor.

memente desacelerado com aceleragao

Hf“" — ] senz(u/2)
0 3+cosu

0 movimento comega de %O(OJ = A com velocidade inicial

]fé(O)]cosG

onde § € o angulo de fé{O) com AT.

Termina que Eoﬁt[_alcénga T para t = 1/2 com velocidade zero.

2) E(t) parte da posicao inicial %(0) nalgum pontoleg
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tre A e T com a velocidade inicial positiva
1 — 1 5 ' - o
Fr(o) | £ (0)| co '5 > |fo(0)|cos .fO{O).

pols assumimos

_Bsen(u/2)

€101 | > [£5000] = 2555588

temos ainda

1wl s lem] s few]

Ocorre portanto que %(t) pértindo adiante de-%o(O) com maior
velocidade e nao maior desaceleracao para t = 1/2 deve estér adian
te de ED(1/2) = T g isto leva-nocs a um absurdo pois equivaleria a-

|f(t)| > 1 contra a hipotese.

Demonstracdo do Teorema 2' para o Caso B quando 0 <u < 1/2

A figura 2 mostra os dois circulos C,. e C, como na figura 1

Entretanto no caso presente 0 1/4 de anel Q = AA1A2A3 contem © pon
to A' sobre sua fronteira em algum lugar entre A e Aj.
Para estabelecer o Teorema 2z' por absurdo assumimos uvainda

que

(£ (0) ] > !f{;(O)[

Fazemog identicas rotagoes e raflexdes em f{t) de modo a obter
£(0) £ Q, enquanto £'{0) & paralelo e tem a mesma orientagac de

fé(O},

Seja A" a intersecgao de OA' com C1 e considere o guadrilate

UNICAmMp
BIBLIOTECA CENTRAY
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FIGURA 2

7' (0)

ro curvilineo Q' = AAqA"A'.
Se F(0) ¢ Q' entao projetando os movimentos f(t) e fo(t) scbre a
linha AT completamos a prova por absurdo como no caso anterior.
Entretanto se o ponto F(0) esta é‘eSquerda da linha wvertical
AA' entao nao podemos obter as contradigoes desejadas. De fato, o
ﬁonto %(0) agora Jjaz sobre AT a esquerda de A. Isto poderia dar ao
movimento f£(t} a chance de retardar suficientemente © movimento
de forma a nao ultrapassar o ponto T.
Esta dificuldade & sobrepujada por meio de uma ultima rotagao co

mo segue. Com centro 0 e raio igual a |[£(0)]| tracamos um arco cix
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cular £(0) f?(O) tal que seu ponto exﬁremo fq(O) jaz sobre o seg

‘mentc fechado A'A". Seja Fq(O) = e_ﬁabf(O) .

_Substitui@os‘o movimento f(ﬁ) pele movimento f1{t) = e"16f(t)
-Afirmambs que o movimento f (tj.daré a contradigao desejada.

'De fato, progetando f (t) sobre a llnha AT nds obhtemos o movimen-

to f {t) f () e A ou esta entre Ae T, |

Ainda mais, observe que 0 vetpr f_(OJ vem de f'(0) por uma rotagao

s no sentido _h'o_ijéi;io-. 0 < <9 aroa, |

 ségué.qﬁe %%(0)_? %'{0) > %6(0) e nossos pre%ios ar@menﬂx;se apli

cam’e mostram que %1(1/2) alcangou o ponto_$.

2.4 - A NATUREZA DOS MOVIMENTOS EXTREMANTES

Assumimos agora éue nés temos a desiéualdade "f'" SHEL e
.que o extremo | f(')” & agora atingido. |

Isto significa que_ff!(toil _ "fé” para algum t.

Podemos assumir que to = 0, Por rotagoes e reflexoes .apmpri_a_

dag podemos entao assumir que temos a seguinte situagao:

a) O ponto £{0)} estid no quadrilatero Q = AA,A,A, da  figu
ra 1 noc caso A) w/2 < u < 7 ou no gquadrilatero Q' =-AA1A"A' no ca

so B) 0 < i< w/2 .

b} 0Og wvetores da velocidade inicial dos movimentos f e fo

concordam em mddulco e dire¢aco assim que f£'(Q) = fé(O).

Por conveniencia pensamos AT como sendo o eixo real, com ori

gem em 6, assim que %(t) e fo(t) sao agora fungdes reais.
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Conforme seja u > 7/2 ou entac u < w/2 ou entaoc u < T/2 temos que:
£,(0) < £{0) e £1(0) 2 £'(0)

Observe que pedemos ter O Sinal de desigualdade %Q(Oj < %'(0) dg_
vido & ultima rotagao § como na figura 2.._
Tambem sabemos que fg(t) & constante e fg(t) = ”f;” ‘no in

tervalo 0 < t < 1.

Pela fdrmula:de Taylor com resto integral para't = 1/2 obte -

- mOSst
. . L 172 Lo
.fo(ﬂ/z) = £_(0) +£1(0) . 1/2 - J (1/2=v) J£2] av =1 = (B
_ _ 5

Sendo Hf” <7

tambem.concluimos qué: .'”
~ N ~ - 1/2 L
£(1/2, = £(0) + £'(0) . 1/2 + [ ((1/2)=v)) £"(v)dv < 1 (B}

o

Se nds subtrairmeos (A) de . (B) vemos que:

o o 12 . .
EO - o) + 12E © - B0 + [ (/2 (e« [Eghav < 0
s}

Entretanto, os dois primeirosg termos assim como o integrando sao

nac negativos pois %O(O) < E’(O) e ainda
1 1 1 -t
£2(0) < £7(0) e £M(8) 2 Hfou

bevemos entao concluir gue:
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£(0) = £,(0) £1(0) =£(0) e E'(v) =-[£] se 0sve1/2-
Pelos. motivos expoStbs devemos ter %(1/2) = 1 e'daiJffi/2}M=,B
Esta Gltima eéuagéb implica que.Re £'(1/2) = 0. |
Notemos' que se £(0) = %O{Ol segue qﬁe'f(O) = A no caso da fii

gura 1 ou entac A' no caso da figura 2.

-Ainda como E! = ~ "f;“ e £ < |£5] concluimos qﬁe Im £"(v) = 0 B
se. 0 < v.< 1/2 e-portanto temos £"{wv) :'—_HES” se 0 <v.< 1/2..
Agora, como £"(v) = - ”fg"iE(O) = %O(O) '_%é(0)= £ (o)

devemos ter sinal de igualdade em (B) Como- se vé se comparamos (A)
com {B) logo F(1/2) = 1 e entao f{(1/2) = B = 1. |
Esta Ultima equagac implica que Re £'(1/2) = 0

Seja D(t) = f(t) - fO(t) pelas condigaes acima térémos-quei

' : - n - _ 0y 2 .?
Re D(t) = Re D{1/2) + Re D’ (1/2) {(t-1/2) +&.2 “/é) (e21/2)

pois Ref(1/2) = Refo{ﬂ/Z) =1 Ref'(1/2) = Refé(1/2) =0 e

Ref"(1/2) = Ref!(1/2) = - “f;" logo Re £(&) = Refé(t)

Por outro lado Imf"(v) =0 e Imfl(v) =0 implicam

Imf' (v) = K e Imfé(vj = K’

i

Como f£'{0) = fé(O) tem—se Imf! {0) Ime(O) logo K = K

tem—se portanto:

Im f£{v) = RKt4cC Im fo(v) = Kt+c'!

para t =1/2 Im £(1/2) = Imfo('I/E) =
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logo}
| Imf(v) = Imfol(v) = K(t=1/2)

como Ref(t) = Ref (t) "e Imf(t) = Imf_(t) teremos
£(8) = £ (t) 0<t < 1/2 0u £(¢) = £ () 0<t=1/2
Subsfituindo f(t) pbr_f(At} chegamos ao_mesmo-résultado para-

-1/2 <t < 0

podemes enunciar agora 0@

" TEOREMA 3: Seja £(t) satisfazendo 55'condigaesx‘5ﬁf(w[§ 1
" " - - ' e £1 | =gl en
e [£°] < J£54] se para algum t = t_ nos teszIIfl(tO)] "foﬂleg
tao: _
fe) - e £ (E(t-t ) se £ =1/2 <t < £+ 1/2

para um apropriado o real e & = + 1

Fora do intervalo (to-1/2; to+1/2) hi muitas possibilidades

de estender

- by . - :
£(t) =™ £ (&t ),
uma das quais & usar esta mesma expressao para todo t real.
Para ver isso, vamos estender o movimento fo(t} (~1/2 < t £ 1/2)
de forma diferente da maneira obvia.
r o 4+ i
Lembramos que fo(t) Xo(t) 1Yo(t)

onde 2genu

3+cosu

) o= 4 . dTCOSsUu Y
XO(L) = (2€~1) Yo(t)

3Fcosu (2t-1)
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4 genu

' ='-‘ ot - i 4 senu _ .
f0(1/2) t 20(1/2) * 34+cosu %w
Y e a £ f - _—iu . :

B (1/2) =1, £,(=1/2) =e 0" e

_ fé(t) se _—i/Z <t < 1/2
£(e) =4 _iw ()

1 .

se t > 1/2

elw(t+

Achamos a extensao razoavel, 'a razao é que'w2 < |£:] & consequen-

ciade 0 <u <

de fato : : .
- 2 2 . : .
' 16 sen u clbsen M o carantimos assim que -
: 2 3+cosu garan qu
{3+cosu) -
(1] e 12 1
CoflEll ses -3 <t
n . au - 2 " . 1
el g eyl pois £ =q WP se £ > g
: \ w2 se t < = %
de fato
A1 —_ 2 iW(t-ﬂ’]/z) n — 2
£1(t) = —w" e logo |[£"(t}] = w® se £>1/2
f“(t) = __WE eiW(t‘i"']/x?) .e-'lll lOgO I[fn(t) ” - W2 se & <_1/2

como sempre J£"(t)| < J£1]

em consequencia devemos ter,

P < gyl

Em contraste com o Tecorema 3 existem movimentos f(t) satisfa
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zendo és_cohdigaés do teoremé 2' gssim como | f'] = Hfé” enquanfo_

fer@ | < gl veer .

2.5 - TEOREMA DE LANDAU EM CONTINUOS LIMITADOS

.DEFINIQﬁO 1'—.Considéramos a movimento f(ﬁ) (tle ﬁi ﬁb piaﬁo_
‘compleko'C séfisfazéndofés‘segﬁintes_condigﬁés:’. . -
1) £(t) & limita&o e-contiﬁuamenté-difereﬁcia§él em é,-i
2) f'(t) satisfaz és:condigées de Lipsﬁiﬁz-'éom é smenor
constante -A {a > 0). | ' | | .
:i;é.; a desigualdade‘[f'(t1)—f'(t2)| < A._[£1—t2| ocorre péré pé
do real ?1 e t2 elnenhuma constante A}-c A pode servir.
Seque que f£"(t) éxisté Quaée sempre e que sua norma "f"”.='sup]ff

. tem o valoxr |[£"] = A, Denctamos a classe de tais movimentos pelo
simbolo‘d4,

e denominamos os seus elementos "admissiveis".

DEFINIGAOD 2 - Seja K um "continuo limitado®” em C, isto &, um
conjunto limitado, fechado e conexo.
Assumimos que existe um movimento £(t) € V}i tal que, f(t) € XK pa
ra todo reél t, (&), dizemos entiao gque K € um continﬁo admissivel.
Denotamos a classe dos movimentos f{t} satisfazendo (&) pelo sig
bolo g/%(K), e dizemos que f£(t) & admissivel em K.

Um exemplo de um admissivel continuo é o anel:

Kr:{z;r5|z|§11 do teorema 2°
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porque fo(t) claramente pertence a |L:,,)‘:‘1(;1()

Tambem ¢ movimento circular f(t){= R eth (R>o0, w eERGZ#0)
" & admissivel e mostra. gue sua trajetoria |z| = R é um continuo ad

missivel,

DEFINICEO 3 - Para'todé admissivei f(t) definimos o funcicnal

Foey = e /IATT, duas obvias mas relevantes propriedades des
_te funcional sao aé'seguiﬁtes:' - _

-‘ . . o - : - . _ N .

i) Se ¢ e d s30 reais ¢ # 0. Entao 1 {(f(ct+d)) = fo(t)
Que significa que ?f(f(tf.é invariénte se nos mudamos escala e ori

gem em t.

De fato observé que ﬂbtf{ct+dj"_= le|] £ Q_HDi flct+d)| = 2 | £7]
-é'éortéhto: | |
(o) = 218 g
le /e
i1) fpc)] = [c] €] e HDin{t)" = Je| [£"]
portanto ' " ' _, ‘
Forsepelel L2tb e LE'h o e 2is e

YTel Y15 V£

DEFINICAO 4

Se K & um continuo admissivel definimos a constante de Landau
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XZ(K) por a"é(K) = sup T(f) para f € A (X)

Teoricamente podemos ter ;é(K) = o, mas veremos que € sempre
 fiﬁito. Dé definigao de EG(K) COmMO um supreme nos imediatamente ob
tgmqs ahsegﬁinte_proprieéade de monotonicidade:

-Se K' e K" saéjcontinuos admissiveis entao K' C K" implica qgue
a(Kf)rg Ao (k") . |

'.Pfopémo—nés determinarfb_yélor_deﬂz(K) para um preeSﬁabelécidoch
'tinub_admissivel Kf" | | | | ‘
-Vamos.primeiramenté_demonstrar é equivalencia entre.2 propriedades
que damos a seguir.

Sejé K um continuo admissivsl_e supohha que nds temos um especial
movimentp:. | o

..fo(t} é oAtK) gozaﬂdo da propriedade-A;
B se £f(t) € Ay e £ < [£2] entdo [€'] < )£

Vamos comparar isto com a propriedade B

B} 0 mesmo movimento fo(t) € C/-\(K)_ & tal que £(K) = _?‘(fo)

TEOREMA 4: As propriedades A e B de fo(t) sao equivalentes

Prova: (B ==>1) $(x) = sup (6 = F(£)

BN

AET VIE

——

portanto [[£"| < [£7] implica [£'] < [£]]
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(A =>B) f(t) € AK e |[£"] < Eféw implica ||£'] < "féu

i
i

VTR I

pois se fosse possivel o contririo

el e
ST /TE
o fato de.”fn” S-HES” nao implicaria §ue neéessariamente devemos

ter | £ < [£)]

vamps_apiicérlo teorema 4 ao Anél.:_j‘
k= {é: r < |zj 5:1}"(0 < rfé.q).qué'é Q;continﬁo que aparece no
teorema.Z';.

0 teorema 2' mostra que Kr e o movimento fo(t) que percorre o ar

co de parabola 7 tem a propriedade A

8 sen u/2 16 sen2 u/?2

como V£ = =5z ¢ V155 = —35zm
8 senu/2
c}w(fo) _ 3 + cosu _ 2 (0 <u<m
4 senu/2 ¥ 3+cosu
¥ 3+cosu

Pelo teorema 4 concluimos que nosso teorema 2' & equivalente ao:

1} (0 <r <)

1A

Corolario 1 - Para o anel K_ = {jz:r < |z|
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temos

Lke) = Flf) = —2— (0 <uzm
¥ 3+cosu S

‘aqui r e u sdo ligados pela relagio

_ dcos (u/2) _ ' PO
r= 3+tcosu (0 < uIm o, 0.§ r < 1)
Seja K(R) = {z: |z| < R} o disco circular de raio R.
Em nossa notac¢ao nds também podemos escrever K{1) = KO
- Agora
_ 2 '
?;(fo) B e vale

¥ 3+cosu

tambem para r = 0 e portanto u = 7. Obtemos entao que'éfﬁﬂ1)).z37§'-
Vemos‘que f(t].elqA(K(R)) s e'Sé.se_f(t)/R e JA(K(1})cky?YCfFU) =
= /& FTE(t) temos FE(t) /R = R=1/2 ¥ (f) e tomando supremo em arbos.

os membros e igualando temos V2 = RH‘]/2

A (K(R}) donde H(K(R) = /2R
Podemos dizer em palavras: A constante de Landau de um disco cir
cular & igual & raiz gquadrada de seu diametro.

Generalizaremos isto pra arbitrarios conjuntos K conexos e limita

dos.

Uma consequencia imediata de X (K(R)) = /2R @&:

Corolario 2: Para todo admissivel continuo K a constante de
L.andau ég(K) & bem definida e finita.
' Pois se K & admissivel e R'é@ suficientemente grande entao XCX(R) .

A propriedade de monctonicidade mostra entao qgue %(K) < vY2ZR e en
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tao $(K) & finita.
Observamos agora que no corolario 1 assumimos r < 1 logo u> 0.
Vamos mostrar que vale tambem paré r. = 41 portanto pdra;u ='0;

Afirmamos isto no

Corolario 3: Para a circunferéncia unitiria

- Prova: Se 0 < r < 1 entao a'propriedadé de monotonicidade da

‘constante de Landau mostra que:

ZER) < R = _2
' v 3+cosu
Como
u0 v 3+cosu
. . | . | Lo it
Entao Jg(kq) < 1 . Entretanto, o movimento f(t) = e perten
ce a VA(Kq}, enquanto nds encontramos facilmente que Sﬂ(elt) = 1

Isto da a desigualdade oposta
L) 2

e estabelece o corolario 3.
‘Para um disco circular de raio R nds encontramos a relagao

’;é(K(R)) = /2R
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Enunciamos para concluir um teorema que nao serd demeonstrado.

TEOREMA 5: Se K & compacto e corwexo.»:—‘:m_:éc;»{;(K-)'= VD onde D

€ o diametro conjunto X.

coolooo



" CAPITULD 3
0 TEOREMA DE KOLMOGOROV

Introdugao: -

-

Obtivemos no capitulo 1, relagoes eﬁtre;Os valores‘mgﬁfhﬁeé
.de.derivadas.supessivas:dé uma. funcac real de variavel real Quég
do tratamos com_derivadas de até 42 ordem. Esfé; relag6és - foram
[dadas_atraveé dos ﬁeoremas‘dé Landau e gilév. | -

Em 1934, Kolmogorov demonstrou um teorema que reléciona. os
_cita&os valores'para deriﬁadas de quaisquef Ordené, e qﬁe contém;
cémo.caso particuiar-os teoremas de Landau e Eilov. |

Néste 39 capitulo apresentaremos o teorema ag'KolﬁogorOV'bem
come sua demonstxagao'qﬁe é extremaménte simples. Para a demons .
' trag@o serdo utilizados tao somente alguns resultados elementares
da aAn3lise.

Embora a demonstragéo seja simples nos argumentos usadog,
ela & bastante trabalhosa. | |

Procede-se por indugao sobre n {ordem da Ultima derivada, e
sobre K {ordem da derivada gue lhe é-(_:omparada)n (1<K<n) .

Observamos que certas fungoes periédicas.séo sinal de igual |
dade na desigualdade de Kolmogorov.

Destas sao obtidas fungdes com mesmas carac.teri'sticas de pe
riodicidade que poderdao ser comparadas a uma funcao genérica nao
necegsariamente periddica, mas derivavel até ordem n e limitada. Atravéz des
ta comparagao serd pOSsivei obtermos a relagdo desejada.

_84_.
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3.1 - ENUNCIADD DO PROBLEMA

.Cohsideramos ﬁmé fﬁngéb f(x)TCujas'primeirés ﬁfdérivédas sao -
limitadas em todo eizo real. Pela limitagéb da ri-8sima - derivédAT
vamos signifiqar qué'a derivada (n—1)wééima.tem nlimeros deriwﬁbs‘
1imitados. Admitimos portanto que o grafico de n-1-8sima ;degiﬁg
da seja coﬁtinuamente_ﬁahgenciavel exeto,lem'pi¢os; que'eﬁtfetag 3

to serao em numero finito em cada intervalo e admitirao ‘inclina -

. cao finita a esquerda e a direita..

FPagamos:
w5 = 297 = supe® [0, k=0,1,2,3,...n

Notamos que Mn(f) denota o limite superior do valor absoluto

dos numeros derivados da (n-1)~&sima derivada.

TEOREMA 1 {(de Kolmogorov).

.Para que a terna de nlmeros positivos.MO,Mk,Mn (0<k<n) possa

corresponder uma fungao f(x) para a qual
M, o= M (5, Mk =M (£ M =M (f)

& necessario e suficiente gue as seguintes condig¢oes possam ser

satisfeitas:.

K
(3.1.1) M S Cy M H Mnn

onde -



(3.1.2) Cox = Ko ¢ K, 1 é
K, = 4/7% (1- 1 + ! - L + ) para i par
i R R iy7 7 v/ PATA LD
3 5 7
k. =2 {1+ oy 1 .} ) para i Impar
v i w 31+1- 51+1 ?i+1 rect P P

A’desigualdéde (B.ﬁ.ﬁj_pode ser escrita na forma

et sy - T .n o noon-k Kk
(3019 M s T

_ Esta forma tem a vantagem que, todos os coeficientes an $3a0

. ‘n o )
.racionais. Daremos os valores. de an para n < 5.

“nk
nk 1 2 3 4
2 2
9
3 N 3
4 512 38 24
375 25 g
: 1953125 125 225 5
7872864 77 728 2

Damos também os valores aproximados das constantes an para

n < 7.
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an
n N 2 3 4 5 6
‘2 | 1.41420 |
.3 1,10293 | 71,4425
4 1,08098 '1,_4425'_ 1,48017
5 1,04426 | -1,116865 "1-_,.1’1942 1,48631
"B . 1,04298 | _,‘1,'[38001' 1,14520 1,14280[1,506892
7. 1,08451 | 1,07288 | 1,10472|4,16471 1,517748

1,5137

Fazemos também algumas observacoes sobre o comportamento das

constantés c .. .
e T nk

Desde que evidentemehte'Ki - 4/1 para i =+ « , temos:
1) Paran - = e n-k limitado,
Cok = Knox * & v Gev O

nk N

2) Para n - = & n-k =+ o

_ /4 .
Cope = () + & 7§20

s~

Em particular,

para n » «

para n - o

O interesse das duas Ultimas relagdes & acrescido pelo

~fato
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que“para todo ne k(0<k<n) temqs aS'desigudldades

'(3i]'3) o _':'I_1 < Cp < /2 .; _ S
Provaremos aqui que K1_= %- 3
Para isso consideramos a fungéo f{x) = x - n/2, Oéxéw; é_ég_

tendemos esta fungao para todo x real,.de forma. que sejé'pér'é te -
nha peiodo 27. | | | |

Consideramos o deéeﬁﬁolvimento5desta fungﬁd'ém Série-de fdu;_
rier_' |

L F(x) %;aogz + a  cosnx + bn.sen nx

Como a nossa fungao foi. estendida de forma que fosse par assim te

remos

. -
bn =0 e an = 2/71 J (x = n/2) cosnxdx
o)
z 2/ (cosng - 1)
. n
Resulta que:
o 0SNT =1
x - /2 = 3§ Z/W(EQEEva—) cosnx
1 n
_ T 2cosnx
~ 2/ ] - 2S0snx,
1 {(2n-1)
donde fazendo x = 0 resulta
-
-2

- /2 = 2/7 ) s
1 (2n-1)
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e portanto

v 1 = Ezi
1 (21’1—_’1)2 8
'temoS: _ _
— _ 4 = LY ———— = /v . wt/8 = w/2
' S 1 (2n-1)
ficando assim p‘rovz:u:lc)_o‘\.ra_‘Lcir,.d’e-}(,i = % .

" Na prova do teorema: 1 usaremos o fato de gue a equagao extre
- mante:.

_n-k &
n

(3.1.4) M_(£) = C My, B (£) M n(D)

& atingida em particular para dados Val@rés de n e k (0 <k <n), pe

 las fungodes

- : : T
| _ Y sen{({2m+1)x — 2
(3.]5) fn(X) "4/77_5: i+ 1 ’
m=0 (2m+1)
De fato: para estas fungoes temos
Mo(fn) - Kn’Mk(fn) = SUP'|fn—k(x)| = Kn—k
e
M (£) = sup|fo(x)] = 1

pois f_ representa em série de fourier a funcac f(x), de periodo

2, definida por
-1 ge —m<x<0
fix) =

1 se 0Q<x<7.
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Assim
B _ n-k, n-k _
M (£)) = Ry = (Kpges Ky 770 - (K n =Kk
I~ R T . 1 —_ : :
) | I T i .
| ; - U
fo (20 ' | T
—d i A S
fq(x) - 5\\\\:////// ? *\\\\\;/////f * ) ’
£4(x) :ﬁ\\\\. : /////’T‘“\\SL "

(
4

£ facil verificar que se a igualdade (3.1.4) é satisfeita pe
las fungoes £, (x) & também satisfeita por qualquer fungao da for

haz:

(3.1.6) g_(x) = a £ (bx+c)

onde a > 0, b >0 e ¢ & uma constante qualquer.
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Basta ver que: .

M

() M (F) = a M (£), MF) = a bt m(£) e

n .
a b. Mn(f )

| '_.Mn(sﬁn) n -

_ temos em'(3.1;1)-a'igqal&ade

| . n n SR .
y Mk(fn) =C M (fn)Mn(fn) Vallda“para as fungoes

nk o

"fn. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por a bk temoé_

n~k n-k - k nk k.

n_ .. n n. n .n

K . B - .
a ? M (£) =C, a Mo (£) a b Mo ()

gue, levando em conta as igualdades (A) equivale a (3.1.1) para a :
fungao ﬁn-com sinal dé_igualdade.

As constantes a e b podem ser escolhidas tais que MO(¢n) e
Mn{ﬁn) assumam valores positivos arbitrarios.

As fungoes f (x) sdo periddicas de periodo 2m.. Além disso

satisfazem d equagao:

fn(m.§ + x) = (-1} m+ n 1 fn(m > X)

isto & prontamente verificado notando que esta igualdade equivale

a dizer gue:

+ X)) = - fn(naﬁ - X) seme n sac

£ tm I 5

n' 2

ambos pares ou ambos impares, pois neste caso, mtn+1 & Iimpar e

T o - .z )
fn(m'f + %) = fn(m 5" X) se m &€ par e n € impar cu vice~versa,

pols neste caso, mtn+i & par.
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Reportando-nos as nossas fungoes Efn basta examinar agora

b
L

i)

sen(2i+1) ((m ¥ . x)- =

5 n) e sen{2i+1) ({m T ~-x) - L n)

2 2 2

qué sao respectivamente iguais a:

1

_'s.en[(2i+'1)- (m-n} %+ (2i+1}x] e

gen[(éi+¢j(m—ﬁ)" '7 (2i+1)x]

ol

‘aplicando agora as propriedades da soma de arcos tem-se respecti-

vamente:

(21+1) (m=n) 12[] cos

( sen (Zi+1}x_|- + cos L(zi-l-’!) {m—n‘).-g ]sen[( 21+1}_x}

(B) e’

. I sen [(214—1) (Irr'-n)-g—:l cos [('2i+1)x:| - coS ((2_144) (m—n)% ]sen [{21}.1) x:|

‘entac se m,n sao pares ou m,n sao impares (2i+1) (m-n) & par

sen(2i+1) (an}% vale zero e cos{2i+1) (m—n)—g— vale 1 ou -1 se m &
impar e n & par ou vice-versa, (2i+1) (n-m) & Impar sen{2i+1) (m-n) -g-
vale 1 ou =1 e cos(2i+1) (m~-n) %.vale ZETO.

Basta agora obsgrvar as expressoes (B) para ter o resultado
que procuramos. '

Em virtude desta equagao o comportamentc da fungac fn(x} em
ﬁodo o eixo real & univocamente determinado por seus valores num
intervalo arbitrario da forma m n/2 < x < (m+1)w/2.

Para n>0, fn(x) varia em cada um destes intervalos monotona e
continuamente desde zero numa extremidade até + K_ na outra. As
funcoes da forma (3.1.6) tem propriedades semelhantes de périodi—

cidade e simetria.
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Destas propriedades de periodicidade e simetria das fungoes
¢n(x) € facil deduzir o seguinte: se, além dos valores de Mo(ﬁn)
E Mn(¢n) damos o valor & da fungao ¢n(x) no ponto xd,égtisfaiendo_
a condigao |g] < Md(ﬁn}, entio estes tres dados determinam Iuﬁivg.

camente, quase todas as funcgdes da forma (3.1.6) com efeito

o S R
a M _(f ) implica a —‘MO(¢HJ, M:0 (fn)

I\l{[O { ¢I’1)
, |
@) J:»Q (£)

e

1l
i

o n. .. | -1 N B
| M (g) =abM(f) Mo(¢n)Ma‘(fn)b Mn(fn)lnpllcala- =]
- (%) M (£)

S TN T

(lembramos que ¢n(x} a fn(bx+c)).
Finalmente dado o valor da fungao no ponto ;o & possivel determi-
nar c¢. Temos exatamente duas fungbes no caso |E| < MO(;?fn) e uma
no caso |g| = MO(¢n);

Se nds denotamos estas duas fungoes (coincidindo no caso

5] = 1 (g ) por g, ,(x) e g ,(x), entao Ph, (%) = = 87 (=)

e consequentemente [ﬁﬁ’q(x0)| = ]ﬁﬁ’z(xo)| .

\

S AR

o
Seja agora f(x) uma funcao derivavel até a ordem n, nao necessa

riamente periddica, e tal que ”f(K)” < w, K=0,1,2,... (o5 M (f)

gsao finitos).
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Denominamos, uma fungéo da forma§(3.1.6), para a qual

3
{

My () = M, (6)

M (B = M)

]

¢n'(xo) £(x)

uma'fungao de gomparagéb‘de_ordem n para f{x) no ponto X, .
Com esta definicdo provaremos o Seguinte teorema:
TEQOREMA 2 -
. Se a fungﬁo.ﬁn(x) é uma funcao de comparacao de ordem n para

a fungéb f(x) no ponto X entao

Notamos que no caso n=1 as derivadas podem nao existir para
f(x) e ¢n(x), pois fq(x)apresenta bicos no seu grafico (fig.1) e

consequentemente ¢1(x} também os tera.

Entretanto a desigualdade (3.1.7) & valida neste caso para
os nimercos derivados. O teorema 2 afirma uma desigualdade mais for
te que (3.1.1) para o caso k=1.

De fateo, segue da desigualdade (3.1.7) gue em cada ponto X :

n-1 a1 n-—1 a1
t . n n _ n
[£1(xg) | < M) = m (g M) (B = c M (£)M ()
tem-se portanto
n-11 1
n
M (£) < cy MY (DM (£)

que & a mesma desigualdade {(3.1.1) para k=1.
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As provas dos teoremas 1 e 2 seréo efetuadas como segue: no

item 3.2 a suficiencia das condigoes §3.1.1) do Teorema 1 € prova
da_cqnsiderando fungées da forma Xn(x) = afn(bx) + d. No ltem 3.3
a nécessidade da condigéq {(3.1.1) do Teorema 1 e © Teorema 2 SaO
provadas siﬁultaneamente para o caso k=1 por indugao em n. No Item
3,4.a_necessidade_da condigao (3.1.1) & provada no caso geral por

'ihduggo em k.

:3.5.;_SQFI@IENC£A éA:CONbi§ﬂO | (3;1.1)

Para nimeros positivos arpitrérids Mo, M e.Mn a eguagéo
M; - Yﬂkimo—k Mi

détermina univocémgnte, baré O‘Qk*{ﬁ,' o.mﬁltiplicador

Tak ™ Tnk (Mo’ Mk’ Mh) >0

Para uma funcao arbitraria f{x) comn M, (£) finitos para i1<n,
tal como a descrita anteriormente.

Denotamos

Yo () = Yy M, (6), M (D), M (£).

Diremos gue uma terna de nimeros positivos (MO, Mk’ Mn) e

"vossivel se existe uma fungao f com

M (F) =M , M) =M, M (=M .

Provamocs © lema seguinte,
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Lema: Se a terna (M, M_, M) & "possivel”, também o serdo

todas as ternas (Mé, Mﬁ, Mﬂ) para as quals

Ynk_{M(I)’ M];r MIEI) = Ynk'(Mo’ _Mk’ Mn-)"-.

Prova: Pela hipdtese do lema existe uma funcdo f(x) para qual

Mo (Fh = My M () = M, My (£) ="M,

& facil ver que para a , b positivos e arbitrérids'a funcao
g{x) = af{bx)

_satiéfaz a eguagao Ynkfﬁf = Ynk(f) .

As constantes positivas a , b podem s€éx.escolhidas tais que

tenhamos

M () =M, Mg = M
destas igualdades e da desigualdadé

Ynk(M'o’Mk’Mn) = Ynk(Mo'Mk’Mn) - Ynk(f) - Ynk(d)

ocu seja

n - n
5 et V(D) = (D)
n S Mk n n
Q n o) n :

resulta que Mé > MO(¢). Pomos agora x(x) = g(x)+d, onde d & certa
constante.

Evidentemente

i

M (#) =M,
M_(%)

Mk(x)

Mn(x)

1l

i
=
5
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«'Pela”eScolha da constante d podemos aumentar MOIX) arbitraria

"mente ém relacao a M k¢) e em particula; podemos fazer MO(X) = Mé.

o]
'Vémosientaolqug;a térna (M;, Mﬁ, Mﬁ):é realmente "pOSéIVElﬁuI
Em virtude‘do lémé apenas érovado'fiba claro qﬁe.a: sﬁficiég;
cia da condiééd'(3.1.fi ficaré éstabelecida se'pé:a cada n é kfdé
. dos (0‘:k<<n).pﬁder ser encontrada pelo menos_ﬁma fungaogf(x) paﬁa B
a Qual_yhk(fi = an'._Piecisaménte esta condigao & satisfgité  pe
.laé fungSeS'fn(X) definidas pela férmula (3.1;51. |

De fato, v@-se facilmente que para k=1,2,...,n as eguagdes

. (k) () - o
(3.2.1) _ CET R = (k)

(3.2.2) | M () =_'sup|fn_k§x)|-=- Koy

. sao_ve;dadeiras. De (3.2.1)y, {3.2.2) e (3.1.2) seqxaqweyhk(ﬁ9=i%*

3.3 - NECESSIDADE DA CONDIGAO (3.1.1) PARA k = 1.

‘Nesta secgéé provaremos o Teorema 2 e a necessidade da condi
¢cdo (1) do Teorema 1 no caso k=1. Para obter ambas as proposigoes
& suficiente estabelecer o Segpinte: |

(A} O teorema 2 vale para n=1.

(B) Se o teorema 2 vale para n=m, entao a condigaoc (3.1.1)
do teorema 1 & necessaria para n=mt1.

(C) Se o teorema 2 vale para n=m e a condi¢ao (3.1.1)¢é ne
cessiria para n=m+1, entao o teorema 2 vale para n=m+i.

Para nds convencermos que vale A, &€ suficiente notar que pa
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ra um x arbitfério ff%(x)| =11, e. consequentemente no caso n=1'0_
valor absoluto da derivada da funcio de compafagéd,ff
'gj,l- (x) = af; (bx)+c

do teorema 2 & constante:

!ﬁ;(x)| =M, (g,) = M1(f1 ¢anorme as hipBte- -
ses do teorema 2. Portanto para n=1 o teorema 2 se reduz & -desi
‘gualdade trivial

1 -
[£1(x ) | < M, (£)
Veremos agofa a prova de B. Dénominamos uma fungéo da forma

Bﬁ(x} = a fn(bx+c).'para a qual: -

=
S
I

Mn(f)

&,
=]
b
It

f(xo) r

uma fun¢ao de comparagao superior de ordem n para a fungao f£(x) no
ponto x . E facil mostfar que para uma fungao de comparagac supe
rior-|5£(xo)|.é sempre maior gue |¢ﬁ(xo)| para uma correspondente
fungao de comparagao ¢n(x) no senso estrito do termo. E também cla
ro que uma funcioc de comparagao superior ¢gn(x) pode ser sempre es
colhida de modo que num intervalo finito contendo %o dado arbitra

riamente, a mesma fungao Bn(x) difere arbitrariamente pouco dae%(x)
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e sua derivada difere arbitramente pouco da derivada ¢£(x).

Entao para todo n o teorema 2 € equivalente ao seguinte:

TEOREMA 2*,  Se Bn(x) & uma fun¢ao de comparagéo'sugaicr de .
ordem n para a‘fungéo £{x) no ponto X5 entéo. |

. ' - - - . . )
(3.3.1) o [£' (%) | < |¢;1.(x0)_l.

Supomos agora qﬁe os:teoremés 2 e 2* tenham sido estabelici-
" dos para n=m e consideramos a fungao f£(x) com Mi(f) finitos até

i=Il‘l+1 .

Figura 2

Para um & arbitrariamente pequeno, podemos encontrar um pon
tO X tl L]
o q

[£7(x) | > M (E) ~ €

Podemos assumir sem perda de generalidade f'(xo) > {, caso
contrario as consideragoes que seguem podem ser aplicadas a -£(x)
ao invés de f£(x).

Construinos 2 fungbes de comparagao g ,(x) e g ,(x) para a

fungao £'(x) no ponto X satisfazendo as condigoes

Faa i) 20 @ #l 00 ¢ 0

r
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-’ Denotamos -por X, aquele zero-da fﬁngﬁo'ﬁm , (X)) que estd mais
o L RN LT T o
perto. de % é esquerda, e por x, aquele zero da fungao ¢m Z(X)tme

est3 mais pérto de_X6 a direita (vérﬂfigura?Z).

Provaremos agora gue a desigualdade

-

£frix) > ¢m’1 (x)

'@ valida no intervalo [x,,x ], e a desigualdade.
t g ‘ .
£ (:_’_()._2 -¢m,2 (x)

& valida no inte;valo_[xo,x2]
Estabelecemos a_1§ destas desigualdades.

Para isso consideramos em vez da fungao g 4(x) uma fungdo
) . r

arbitréria_de'comparagéo sﬁperior Em'1(x} de ordem m para f£'(x)mo

¥
- Mesmo ponto X .
Denotamos pox §1 o zero da fungao Bm q que estad mails perto de
I .
X5 3 esquerda e provamog gque, a desigualdade: _
. 4

(3.3.3a) £'(x} > ¢m,1(x)

& satisfeita no intervalo (Eq,xo)} De fato, se esta desigualdade
falha em qualquer lugar no intexvalo (§1,xo) existe um ponto £ do

intervalo (x ,xo) o mais proximo 3 esquerda de %, no qual ela fa

1

lha. Neste ponto ¢, evidente sdo satisfeitas as seguintes  rela-
coes
(3.3.4) £1(g) =4, (&)

m,
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(3.3.5) - '-.I, £ (£) 3.g$tj(;;‘>'o_)

A_equagéo (3.3.4) mostra.que'am'{(x) pode ser considetrade co

. ‘. ’ . . ‘ .I _. . I’ ’ . - . . . e - ‘-_.

mo uma fungac de comparagao superior de ordem m para f'(x) no pon
to (£). Consequentemente pelo teorema 2 {que consideramos provado

para n=m) .
(3.3.8) © |f"(£)].<]85’1(§>|

A contradigao entre (3.3.5) e (3.3.6) mostra que a desigual
dade (3.3.3a) nao falha no intervalo (ii,xd).'

Se & {x) & escolhida suficientementé prsxima de ¢m (x) o

qu p1

ponto §1 estard arbitrariamente proximo de'x1 .

Entac obtemos a desigualdade {3.3.2a) no intervalo [xq,onin

" mando limite em (3.3.3a).
A &esigualdade (3.3.2b) se prova analogamente.

Das desigualdades (3.3.3a) e (3.3.2b) segue que

i . :K»O X
(3.3.7) £lx,)~£(x,) > J g g(xrax + J B, o (30 dx

X X
1. . (]

Se £ & escolhido suficientemente pegqueno, ¢m ?(x) difere ar

bitrariamente pouco de ¢m 1(x) en [}O,xzj e O ponto X, & arbitra-
t

proximo do zero %, da fungao g 4 (x) mais proximo de X 3 direita.
’

(ver figura 2). Conseguentemente o lado esquerdo da desigualdade

{3.3.7) pode-ge fazer arbitiariamente proximo de
| %
{3.3.8) [ ¢m’1(x)dx

X9
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" Notamos agora que:_¢m ﬂ(x) =_afm(bx+c)'é a derivada da fun-
: : ' o A o] . : : .
gao - R a
.f¢m+w(x? = B.£m+j(bx+c)'
vé-se faC11mente que a 1ntegral (3. 3 8) estendlda sobre unln.
tervalo entre dois zeros consecutivos de ¢ (x) no qual esta, fun

.f

cao & p031tlva, é exatamente igual a 2M (¢m+1

‘pesde que no outroe membro f{xz) - f{x ). 2M (f) Iﬁbtémos
MO(f} 3 M (¢m+ ) em v1rtqde de {(3.3.7) e da aprox1magao afbitnmia"
'.dQ membro esquerdo de (3.3.7) com a'integral (3;3.8); | |

_Desta Gltima desigualdade combinada com as equagdes

_ _ m
- o T+ 1] +'r
M1(¢m+ﬁ) B Cm+1,1Mo (¢m+"l) Mmm+1 m-H)
. =. : ’ - 1 =
-Iv_l’l(gsm+'l) Moy, q): = Mg (£1) = M (£)
= . = ! =
Mm(¢m+1 Mm(dm,ﬂ) Mm(f ) Mm+1(f)
finalmente obtemos:
o 1
m+1 m+1
M (5) < Cor1,1 Mo (£) My, (B)

gque prova B por completo

Provaremos agora a afirmacgao C.

Assumimos gue a necessidade da condigao (3.3.1) para n=mrl e
k=1 ja foi estabelecida e que os teoremas 2 e 2*¥ ja foram provados
para n=m. Suponhamos que, contrariamente & afirmagao C, o teorema
2* nao €& verdade para n=mt1.

Suponha que a desigualdade
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1 pr
B x| 2 [y (x|
Seja verdadeira para alguma fungao f(x) e alguma fungao. de
comparagcao superior de ordem m+i1 no ponto X, -

Figura 3 )
' .- E(x)

—- -

{x)

¢m_+ 1

g'(er'I)
= X = e
ra ¢m+1 p01s‘neste ponto tem-se ¢m+1txo) (x,), consequentemente

‘Como M_( > M_ (£}, © ponto X, nac pode ser um midxime pa .

_' ' .

m+1(xo) % Oi ? £ (Xo) 7 0_'
Sem perda de generalidade podemos supor que f(xo)zo e:P(§9>O
Caso contrario poaemos se necessario trocar f(x) por —-f(x) e

x por {-x). Podemos tamb@m escolher a fun¢io de comparacaoc tal que

¢é+1(xo) > ¢ (ver figura 3).

Seja agora X, 0 maximo de 5m+1(x) que estad mais proximo &exb

a direita, nds temos:

{x_)

ffxo) - ¢m+1 o]

£ 2 My (B <M AF ) = By (2

Consequentemente,. a diferenga f(x)_r“8m+1(x) atinge o seu maximo

nalgum ponto & esquerda de Xy Neste ponto £ temos
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{3.3.9) £fr{E) = ¢'+1 {E) =0 lmpllca £! ¢é+1

£1(5) = g, (8) <0 implica £7(5) <], (&)

Diferenciando a fun@éo g . (x) = af ., (bx+c)

m+1

'obtemos_a fungao am(x} = _$+1(x) ='abfm(bx+c)-

Notamos que em virtude da definig¢do de fungdo de comparacgac

(x}.

m+1 "

superior ¢
(3.3.10) o M(f) < Mo(¢ﬁﬁ1)

m+1) = Mm(ﬁm)

(3.3.11) . M (") =M () =M (F

Agora, a desigualdade (3.1.1), gque assumimos provada até o caso

n=m+1 e k=1 nos da junto com (3.3.10).

_ _m 1 _mo :
. _ nvk1 m+ 1 F1 1
(3.3.12) M (=M (D)<C o MTUHM L (D)<, 1Mn )ngq i’

= Mg ) = M(F ).

De (3.3.11),(3.3.12) e a equagao Em(g) ¢$F1(§) = £'(&).

Concluimos gue am(x) & uma funcao de comparagao superior de
ordem m para L£'(x) no.ponto (&).

Pelo teorema 2%, gue foli assumido provado até, n=m segue que
en ]
£ (e) [<lgr(e) | = |da (€] ]

ou desde que ¢%+1 < 0
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(3.3.13) . £7(E) > 3" (&)

A contradigdo entre as desigualdades (3.3.9) e (3.3.13) esta-

belece C.

3.4 - NECESSIDADE DA CONDIGAO (3.1.1) PARA K ARBITRARIO

Agsumimos a-neceséidade da condicao (3.{;€;jé provada para to .
Jdo nekcx ﬁ”(m > 1), | | |
Provamos. que, neste:céso, & também verdade para‘k:m+1.-

IPara isso consideramos uma fungao f(x) com, ﬁo(f)'Mm+1‘f)_ é

Mn{f) finitos (m+1<n) . Evidentemente

'_ﬁofff) = M1(f), M (£7) = Mm%jgf)’mn-1(f'} = Mn(f) 

Desde que a necessidade da condicaoc (3.1.1) a8 foi provada

para k=m.

n~4-m
. 11— 1 ..-I.I}_.
a2 S Mo e 7] (e
ou, eguivalentemente,
n=1=-m m
n—1 . - 1.
(3.4.1) Mo, (6) < C T (0w

Ainda, desde gue a necessidade da condicdo (3.1.1) j& fol provada

no caso k=1 para n arbitrario, temos

n—1
n

(3.4.2) M {£) < S M (f} M

SR TR

{£)

substituindo {3.4.2) em (3.4.1) temos
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n-1 n-1-m m+
. n .m0 |
et n=1,n%n,1 M .(f) %n S(f)

M (f) < C

e desde que

n-1
n. _ .
Cn—1;m Cn,1 - C'n,,m+*i,
' finalmente
_ n-n— _m+1
M {f) <C M, oH Mt o)

mt1 - n,m+1 6 n

que prova nossa afirmagao.

elalelilnlele}
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