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Resumo

Iniciamos o trabalho tomando uma &algebra de Lie g complexa semi-simples e con-
siderando sua variedade bandeira maximal F = G/F, onde G é um grupo de Lie
complexo com dlgebra de Lie g. P um subgrupo {parabdlico minimal) de Borel de
G. Se U é um subgrupo compacto maximal de & pode-se escrever F =U/T onde
T < U é um toro maximal.

Com o objetivo de estudar as estruturas gquase Hermitianas U'-invariantes sobre
¥, isto é. pares (J.A) com J uma esirutura quase complexa invariante e A uma
métrica Riemanniana invariante, no primeiro capitulo provamos que as estruturas
gquase Hermitiana quase Kahler invariantes sdo também hiahler.

Para cada alcova A assoclamos uma estrutura quase complexa invariante J (A).
dita afim. e mostramos gue esta admite uma metrica A, que torna (1. 2)-simplético o
par {J. A}, Areciproca, isto é. a prova de que se o par {J. A} é (1.2)-simplético. entao
J é afim. passa pela construcio fundamental deste trabalho. a saber a construcio
dos ideais abelianos.

Desenvolvemos. a seguir uma férmula que relaciona dois ideais abelianos diferen-
tes representando a mesma classe de equivaléncia.

Com esta preparacao. reduzimos as dezessels classes de estruturas quase Hermi-
tianas invariantes dadas por Gray e Hervella em [GH| a apenas quatro. Grande parte
das demonstracoes envolvidas nesta reducgio sao consegiiéncia direta das condigbes
definidas para as classes. O Unico caso que requer os resultados sobre as estruturas
(1.2)-simpleticas. € a prova de que estruturas “near’ Kahler invariantes sdo Kahler
se a algebra de Lie nfo é As.



Abstract

Let G be a complex semi-simple Lie group and form its maximal flag manifold
¥z G/F = U/T where P is a minimal parabolic subgroup, I a compact real form
and T = U NP a maximal torus of I, We study U-invariant almost Hermitian
structures on F. The (1.2)-svmplectic {or quasi-Kéhler) structures are naturally
related to the affine Wevl groups. A special form for them. involving abelian ideals of
a Borel subalgebra, is derived. From the (1. 2)-symplectic structures a classification
of the whole set of invariant structures is provided, showing, in particular. that near
Kéhler invariant structures are Kahler, except in the A; case.
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Introducao

Dada wma dlgebra de Lie g complexa semi-simples. consideramos a variedade ban-
deira maximal correspondente F = (/P onde G é um grupo de Lie complexo com
dlgebra de Lie g e P um subgrupo parabdlico minimal (de Borel) de G. Se U ¢
wm subgrupo compacto maximal de G podemos escrever F = /T onde T C U é
um toro maximal. Este trabalho estuda estruturas quase Hermitianas {-invariantes
sobre F. Uma tal estrutura € composta de um par (J, A) com J uma estrutura quase
complexa invariante e A uma métrica Riemanniana invariante.

O entendimento da classe das estruturas quase Hermitianas quasi-Kahler {ou
(1.2)-simpléticas) é o ponio central no estudo das estruturas quase Hermitianas,

E utilizada a abreviaco tacs para estrutura quase complexa invariante. Uma
iacs J € dita (1, 2)-admissivel se existe uma mértrica A tal que o par (J.A) é (1.2)-
simplético. Sao dadas diferentes caracterizacdes para as iacs (1. 2)-admissivel. Uti-
lizamos as combinatorias geométricas dos sistemas de raizes e seus grupos de Weyvl
para obter os resultados desejados. Assim, tomamos i C g uma subdlgebra de Car-
tan e Il o conjunto de raizes do par {g.h}. Uma estrutura quase complexa invariante
sobre F é dada por uma aplicacio a € 11 = g, € {£1}. com £_, = —2,. Analo-
gamente, uma meétrica invariante é dada por A, > 0 com A_, = A,.c¢ € I1. Logo.
uma estrutura quase Hermitiana invariante ¢ dada pelo par ({z,}. {As})-

Num primeiro passo mostramos que {({e.}.{A.}) é quase K&hler (isto é. a forma
de Idhier., ou a 2-forma fundamental € simpiética) se, e somente se, o conjunto
{a; 2, = +1} corresponde a uma escotha de rafzes positivas em II. Com isto, estru-
turas quase K&hler sfo Kahler. Como a escoltha de um conjunto de raizes positivas
¢ equivalente a escolhas de uma camara de Weyl, temos que o conjunto das iacs
admitindo wma meétrica quase Kahler estd em bijecdo com: o conjunto de camaras
de Weyl em b, que esta por sua vez em bijecio com o grupo de Weyl W.

Consideramos os correspondentes grupos de Weyl afim e o conjunto de alcovas
em f para encontrar uma interpretacio geométrica. semelhante as quase Kahler.

para as iacs (1. 2)-admissivel. Fixamos entdo uma alcova bdsica Ay e associamos a
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uma alcova A uma estrutura quase complexa invariante J (A) = {=, (A)}. Os sinais
g4 (A) sho obtidos contando mddule 2 o nimero de hiperplanos {a(-) =k € Z}
separando A e Ag. Chamamos iacs afim a uma do tipoe J (A), para alguma alcova
A.

A descrigdo geométrica € estabelecida quando finalmente provamos que uma iacs
é (1,2)-admissivel se, e somente se, ela é afim. Para isto passamos pela construcéo,
de interesse independente, dos ideais abelianos. De fato, provamos que para qualquer
iacs {1.2)-admissivel existe uma escolha de raizes positivas II7 tal que o conjunto
{a > 0;eq = —1} é um ideal abeliano de II7.

A bijeclo entre as iacs {1.2)-admissiveis e as afim estabelece a conexo entre as
estruturas quase Hermitianas (1.2)-simpléticas e o grupo de Weyl afim. A téenica
aqui une os resultado de Shi [YS] - caracterizando as coordenadas de uma alcova -
com a forma ideal abeliano admitida pelas estruturas (1. 2)-simpléticas.

Embora algumas classes de equivaléncias de iacs possam ser representadas por
mais que uma J. todas as classes sdo representadas por alguma J afim. No capitulo
5 relacionamos dois ideais abelianos diferentes representando a mesma classe de
equivaléncia de estruturas quase Hermitianas. Até este capitulo as iacs afim entram
somente como uma descrigio adicional das estruturas {1.2)-simpléticas. A andlise
das classes de equivaléncia € nossa primeira aplicacdo da descricdo afim.

No desenvolvimento do estudo das estruturas guase Hermitianas invariantes so-
bre F notamos que a classe das {1,2)-simpléticas €é a principal entre as dezesseis
classes dadas por Gray e Hervella [GHI. Mostramos no capitulo 6 que estas dezesseis
classes se reduzem a quatro classes de estruturas quase Hermitianas invariantes com
trés possibilidades para as facs. Estas sdo a classe das estruturas RKahler. a classe
das {1.2)-simpléticas. a classe de todas as estruturas invariantes e uma quarta {a
saber 37 & W3) que inclui toda toda iacs mas somente algumas métricas especificas,
entre elas a de Cartan-Killing.

Em todo o trabatho a variedade bandeira considerada é maximal. isto é, quando
o subgrupo de isotropia ¢ o maximal de U'. O desafio a ser vencido no future é o de
se considerar uma variedade bandeira qualquer. com T néo necessariamente sendo
um toro maximal.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo vamos introduzir os objetos de nosso estudo. Estaremos ocupados
com definigbes, conceitos e resultados basicos que vao embasar os capitulos vindou-
TOS.

1.1 Algebras de Lie

Aqui transcrevemos de [SAf] alguns fatos envolvendo élgebras de Lie. dos quais

vamos necessitar.

Definigao 1.1 Sejo g um espaco vetoriel. Dizemos que g € uma dlgebra de Lie
se eriste um produte (colchete)

folrgxa e g

que satisfaz:

1. bilinearidade.

2. anti-simetria . ste €, [ X. X =0, para todo X €g ¢

8. ¢ identidade de Jocobi, isto €. [ X. Y. Z]+ [Z. [ X. Y] + Y. [Z. X] = 0. para
todo X Y. Z g .

Um subespaco B de g que € fechado pelo colchete. isto é. (X, V] ehse X,V €58
¢ chamado de subdigebra de g. J& um subespago h de g que satisfaz [X. Y] € . para
todo X € ge Y € hé dito um ideal de g.

Definicao 1.2 Sejom g uma dlgebro de Lie. V' wm espaco vetorial e gl{V'} a digebra
de Lie das transformacdes lineares de V. Uma aplicagdo linear p - g —— gl (V)
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que satisfaz p ([ X.Y]) = [pX . pY]. isto ¢, gue € um homomorfismo é chamada de
representacao deg em V.

Estaremos particularmente interessados na representecio adjunta de g, que é
dada por ad: g — gl{g). onde ad (X)) (V) = [X.V]. X.Y € .

Definicdo 1.3 Dada uma dlgebra de Lie g definimos, por inducdo. os sequintes
subespacos de g:

g =g € g

g = lg.g] >=lg.g]

gk = [0 glh-1] ot = [g. "]
onde [A. B] denoto o subespago gerado por {{X.Y; X € AY € B}, se A ¢ B sio
subconjuntos de g. Dizemos que g9, g, ... . g'¥'.. . € a série derivada de g ¢ que
agl.g . ... g*.... € a série central descendente de g.

£ A . . . I 1 k i L i
Temos que g'* e g sdo ideais de g. g+t < g!® g+ C gf e g% ¢ gFtl

Definicao 1.4 Dada um dlgebra de Lie g, dizemos que
1} g € soltvel se existir ko > 1, tal que g = {0} e
2) g € nilpotente se eristir kg > 1. tal gue g* = {0}.

O teorema de Engel diz que g é nilpotente se, e somente se. ad(X) é nilpotente.
para todo X € g.

Conforme proposigao 1.28 dada em [SM, temos que existe em g um tnico ideal
solivel, chamado radical solidvel, v {(g) T ¢ que contém todos os ideais sohiveis de g.
Isto motiva a seguinte definicéo.

Definicao 1.5 Dada um digebra de Lie q. dizemos que:
1) g € semu-simples se ¢ radical solivel de g € nulo.
2) g € stmples se dimg % 1 e 0z iinicos ideais de g sdo {0} e g.

Temos que as algebras simples sfo também semi-simples.

A forma de Carton-Killing de uma dlgebra de Lie g € a forma bilinear simétrica
denotada por {-.-) e dada por {X. Y} = tr(ad (X) ad (¥)). Envolvendo as definicfes
anteriores temos os critérios de Cartan-Killing, cujas demonstragdes sio encontradas
na secao 3.2 de [SM]:
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1. Seja g uma algebra de Lie de dimensdo finita. Entdo g € solivel se. e somente
se, (X.Y)=0paratodo X €g eY € g

2. A forma de Cartan-Killing é nfo-degenerada. isto é. (X, Y} = 0 para todo Y

€ g implica X = 0 se, e somente se, g € semi-simples.

O primeiro passo na diregiio das defini¢bes dos conceitos de peso {posteriormente
raizes) e de subalgebra de Cartan ¢ o seguinte teorema.

Teorema 1.6 Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita sebre K. um corpo
algebricamente fechado. e p uma representocdo de g, uma digebra de Lie nilpotente.
e V. Entdo existem funcionais lineares Ay, ... . A, de g tais que se

Vi, ={veVivX €g.3n > 1{p(X) = X (X)) v =0},

entdo Vi, ¢ tnvariante pela representacdo p. isto € p(X) (Vi) € Vi,V X € g
i<i<se

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [SA7], pdg. 65.
Definicao 1.7 Um funcional linear A : g —K paro o qual
0#FWV={eeV:¥X eg.3n>1.(p(X)~A(X) v=0]
€ chamado de peso. Agui g. V' e o representacde p sio queisquer.

O subespago V) da definicdo acima é dito subespaco de pesos associado a A A
dimensao de Vy é chamada de muliiplicidade de A

Proposicao 1.8 Se D . g — g € uma dertvagdo. isto €. uma aplicacdo linear que
satisfaz D[ X. Y| = [DX. Y|+ [X.DY. para tode X.Y € g e

g:gf\l 8‘@1{!)\77)
€ a decomposigdo primdria de g, conforme [SM) . pdg. 430. onde
g, =X €g (D~ A" X =0 pare algumn > 1}.

I 3 : Ao A
ent@o (g, 85,1 C© Gx0n, € 8aan, =0 3¢ A + X nao € autovalor de D.
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[EXN

Como ad (X)) é uma derivacdo. para cada X € g. conforme [SAM, secdo 1.4.
podemos reescrever a Proposigao acima. cuja demenstracac pode ser encontrada em
[SM . secdo 3.1. em termos de ad (X}. Neste caso. zero € sempre autovalor, pois
X € kerad(X). Denctamos por go{ X} o auto espago generalizado associado ao
autovalor nulo de ad {X).

Podemos agora definir subalgebras de Cartan.

Definicao 1.9 Uma subdlgebra § C g que € nilpotenle ¢ cujo normalizador em g €
o proprio b, isto €, {X € g; ad{X)h C h} = h, ¢ dita subdlgebra de Cartan.

No teorema 1.0, vamos tomar V = g e p a representagao adjunta de h em g.
Como a representagao adjunta de b em si mesma € nilpotente. o funcional nulo é
sempre urn peso dessa representacdo. Denotamos por gq o subespaco correspondente.
As condicdes da defini¢@o de b permitem ver que go = 5.

Os pesos nao-nulos da representagfo adjunta de § em g sfo chamados de ratzes.
Seu conjunto € denotado por II e este gera o dual b* de 5. ([SM]. lema 6.7}, A

existéncia de subalgebras de Cartan f é garantida em [SM]. pdg. 104. Além disso,
existe X € b tal que b = go (X}, Outro fato relevante é que as subdlgebras de
Cartan sao conjugadas entre si, isto €. uma ¢ imagem da outra por automorfismos
de g. ([SA]. teorema 4.10).

Por tudo que vimos até aqui. se g ¢ uma dlgebra de Lie de dimensic finita sobre
o corpo dos complexos, dada uma subdigebra de Cartan § de g. denotando por I o
conjunto de raizes do par (g. ). podemos escrever

g=0h3) g
agll

onde g, = {X€g:VHeb {adH)—a(HN"X =0.para algum n > 1}. Mas,
pela proposicac 6.5 e lema 6.8 de [SM]. g, ={X e€g:YHEh H. X|=a(H) X}
e este é unidimensional.

Termos também que a forma de Cartan-Killing de g é néo-degenerada sobre f,
conforme lema 6.4 de [SA]. Assim. a aplicacio § = H —— ap () = (H,-} € h* é
um isomorfismo entre f e h*. Para cada o € ¥, denotamos por H, sua imagem pela
inversa desse isomorfirmo. Segue que a(-) = (H,. ).

Fixando estas notacoes. podemos definir a forma de Cartan-Killing em §* pondo
{a. 3y = (H..H3z). Denotamos por

Az = ZG‘QHQ; a, € R

]l
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o subespaco real gerado por He.o € I1 e por (h*), = {Z Qo Gy € R} o sub-
aell
espaco real do dual §” gerado pelas raizes.

Fixada uma ordem lexicografica, dada por uma hase de 2. o conjunto 2 C I
formado pelas raizes simples, isto é. pelos elementos a que sfo positivos e para
0s queis ndo existem rafzes positivas 7.~ satisfazendo o = G+ . € um sistema
simples de rafzes. Isto significa que X € uma base de b e toda raiz 3 ¢ escrita como
d=aa+ - +aqa.coma €Zeaq, €% 1<i<]/[ Reciprocamente, podemos
partir de um sistema de raizes e definir um ordem lexicografica em by,

Para uma escolha de raizes positivas II* < II. isto é. uma escolha de ordem
lexicografica. denotemos, como antes. por ¥ o correspondente sistema simples de
raizes e por p = hH & n*, onde nt = 3 g., a subdlgebra de Borel gerada por II7.

asll™

Para os detalhes destas discussdes devemos consultar o capitulo 6 de [SM.

Ao longo do texto estaremos sempre supondo que g € uma algebra de Lie simples.
Esta hipdtese ndo causa perca de generalidade pois. se g € semi-simples, entdo g se
decompde em soma direta de ideals simples, ((SAM], teorema 3.11}. Os resultados
no caso simples se estendem facilmente as semi-simples.

Varnos fixar algumas notacoes:

Primeiramente fixamos uma base de Weyl de g que é formada por elementos
da forma X, € ga.. tal que (X, . X_ 4 = L{X,. X3) = 0se a+ 3 # 0.
(X Xal = maaXass com mas ER. o m_q 5= ~mMys5e Mz =0se o+

nao for uma raiz.

Tomando u uma forma real compacta de g. podemos supor que u € o subespaco
geraco por ihg e A, i1S,.0 € [l onde A, = X, ~ X.ne Sa = X, + X
Temos que u € uma algebra de Lie real simples. u- = g e a forma de Cartan-
Killing em u € negativa definida. Para os detalhes sobre formas reais compactas

e bases de Weyl devemos consultar [SM], secdo 12.2.

1.2 Variedades Bandeira

Sejam G um grupe de Lie complexo com dlgebrade Liege P = {g € G: Ad{g)p = p}
o normalizador de p em G. Temos que a dlgebra de Lie de P ép. Como G ¢ complexo.
P é conexo e é o dnico subgrupo de & com algebra de Lie p.

Seja Gr, (g) 0 conjunto das grasmannianas dos subespacos de dimensio k. onde
k= dimp. Temos que ¢ : G x G, (g) — G, {(g). dada por ¢ {g. V) = Ad{g) V.
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¢ uma agao de G sobre G, {g). Também. v : G/P — G, dada por v{gh) =
Ad (g)p. € uma bijecBio entre G/P e a drbita de p da acho ¢, ou seja, G/F se
identifica com Gy = {Ad{g)p:g € G}.

Podemos identificar G/ F tambhém com o conjunto dos subgrupos conjugados a
P, que é o conjunto dos subgrupos parabdlicos minimais. Assim, podemos ver uma
variedade bandeira maximal ¥ de g como o conjunto de subalgebras conjugadas a p.
Logo, F=G/P.onde P = {g € G:Ad{¢g)p =p} é onormalizador de p em . Como
a forma real compacta [ de . correspondente a u, age transitivamente scbre F.
por restricdo a U da agBo anterior, podemos escrever F = U /T onde T = PN U €
um toro maximal de U, A algebra de Lie de T é o subsespacgo real t = ifx.

Denotando por 5y a origem de F. visto como espago homogeneo de G ou de U,
o espago tangente em by se identifica naturalmente com o subespaco g =u S C
gerado por Aa. 15,. o € I1. Também. o espaco tangente complexo de F € identificado
com qc = 85 b C g, gerado pelos espagos de raizes. A acdo adjunta de T sobre g
deixa g invariante.

Queremos estudar estruturas quase Hermitianas {-invariantes sobre F. Uma
estrutura quase Hermitiana U-invariante € composta de um par (J. A). onde J ¢ uma

estrutura quase complexa invariante e A é uma méirica Riemanniana invariante.

1.3 Métricas Invariantes
Uma métrica Riemanniana ds® sobre F que satisfaz para iodo z € F
ds? (dg.X.dg,Y) ) =ds*(X.Y). se X.YV €T, (F),ge U
¢ dita U-invariante. Aqui estamos vendo g como uma a aplicacdo de F em F.

Lema 1.10 Se (..} € um produto interno em q. entdo as sequinies afirmagdes sdo
equivelentes:
(2. X Y)+ (X[ ZY =0, Z«t XY
2) (X.¥) = (Ad(R) (X). Ad(R) (¥)). X.

e,
YeqeheT.

Demonstragao: Supomos (2). Por hipétese

(X.Y) = (Ad(exptZ) (X). Ad (exptZ){Y)) . paratodo t e R. Z e te XY € q.

Logo. (X.Y) = {exp (tad (Z)} (X)) .exp (tad {Z)) (Y}). Derivando esta igualdade em

(Z
t = 0. temos que {ad [(Z) (X).Y) + (N, ad(Z)(Y)) = 0, ou sefa. ({Z.X].Y) +
(X.[ZYh=0.Zect X.YV eq.
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|

Agora supomos {1). Consideremos a curva a dada por
af{t) = (exp (tad (Z)) (X).exptad (£)) (V) .t e R.Zct e X.Y € g
Temos que o’ (1} = ([Z. X1.Y) + (X, [Z. Y]} = 0. por hipétese. Logo. o é constante.
Como a{0) ={X,Y), de
(exp (tad (Z}) (X} exp tad (Z)) (V) = (Ad (exptZ) (X) . Ad (exptZ) (Y))

segue que {Ad {exp Z} (X) . Ad{exp £) (V}) = (X, V). para todo elemento da forma
expZ € T. Mas, T é conexo. e dal que todo elemento A € T é da forma A =
expZ1---expZn. Z; £ 1.1 < i< n. Portanto, dado (X, Y} = (Ad (A} (X)) Ad{h) (V).
X.Y € q. pois Ad é um homomorfismo. C

Proposicio 1.11 Uma méirica Riemanniana U-invariante ds® sobre F € comple-
tamente determinada por seu valor na origem isto €, por um produto interno (-.-)
em q. que € invariante sob o acdo adjunte de T .

Demonstragao: Se (-,-) ¢ um produto internc em g. que € invariante sob a agdo
adjunta de 7. isto 6. {{LZ. X1.V)+ (X, IZY ) =0Z et XYV € g . dadosz € Fe
g € U. tal que ghy = z. definimos

ds*(X.Y) = ({dgs,) " X. (dgs,) ' Y) para X.Y € T, (F}.
Temos,

a. A definicio de ds® independe da escolha de g. De fato. se gby = §hy. entdo
g lghg =bg e h=g7'g € T. Notemos que h : F — ¥ é dada por [g) — [hg]

e [hg] = [hgh™"]. pois (hg)™ hgh™ = A~ € T. Logo. dhy, = d(Ci)s, =
Ad{h)., onde C; : G — G é dada por Cu{g) = hgh™'. Temos que (X. V) =
(Ad(R) X AdRY ). h e T. XY € ge Ad(h) = dhy,. Queremos mostrar gue

((dgsy) ™ X, (dgog) ™ Y) = ((d50,) ™" X (dGog) ' Y) . XY € TL(F).
Mas,

((dgse) ' X {dg)T'Y) =

I

((dg"”l)gag X dg™) Y)

((dh]"l)ghﬁ X {dhg™),, Y)

= (dhao ((Q@ml)gbg X) AP, (<d§_1)gbt> }))
(

(57 3, X (d57),, Y )
= ((\dgbo}WI X, {d@po>w} }’:} :
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como querifamos.
b. ds® é U-invariante. De fato. se g € U. X.Y € T, (F) e gby = gr. entéo
(dG,) ™ dGe X (de) ™" dGY)

({
(d{g™'7), X.d(g7'5),Y)
= ds*(X.Y).

ds2 (dg X . 5, Y)

pois (g7'9) by = x e por {a) a definicic de ds” independe da escolha de ¢.

Qualquer produte interno em g, que € invariante sob a agio adjunta de 7. tem
a forma (X,Y), = —(AX.Y) com A : g — g positivo-definido com relacio & forma
de Cartan-Killing, isto é. (AX.Y") > 0. para todo X.Y € q. {[SM]. pdg. 434).
Podemos estender o produto interno (-} para uma forma bilinear simétrica sobre
a complexificagdo ge de g, pondo (X + Y. Z+4W), = (X.Z), + i{X. W), -+
(Y. Z), — (Y W), Usaremos a mesma notacdo (-.-), para esta forma bilinear
simétrica. bem como para a correspondente aplicacdo complexificada A, que é dada
por A (X +Y) == A(X) + A Y} A T-nvariancia de (XY, é equivalente aos
elementos da base canodnica A,. i1S..a € I, serem autovetores de A, para o mesmo

autovalor A,. Assim. no espaco tangente complexo temos

. A + 5a
wn - a(RE5)

= 5 (ade+ AaS.]

R I

Aa(2X,)

RS YR T |

Além disso. Ae > 0. pois 0 < {(A{X,), X0 = AaXa Xoa) = A (X0 X_0) = Aa
Também A_, = Ay, pols A, = X_o — X_L. = =X, — X_, = -4, ou seja,
AaA_a=AA4 ) =A(-A)) = =\ Aa

Denotamos por dsi a métrica invariante dada por A. No que segue abusaremos
da notacao e diremos que A é a métrica invariante.

Escolhendo H na camara de Weyl positiva correspondente a [IT e pondo

Ay ={d=alH)a>0}.
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temos uma classe de métricas invariantes. chamadas métricas de tipo Borel {ver
[AB]). A descricdo da bijecio entre as camaras de Weyl e os conjuntos de raizes
positivas em relacio a alguma ordem lexicogréfica é dada em [SM]. segdo 9.2.

1.4 Estruturas quase complexas invariantes

Uma estrutura quase complexa {/-invariante J, sobre F (abreviada por tacs) é a

associaclo, para cada x € F. de um endomorfismo J, do espago tangente T, (F} tal

que J2 = —ledg, o J, = Jg 0dyg,, para todo g € U. onde 1 denota a aplicagao
identidade.
Podemos mostrar que JX, JY | = — [X. Y], para todo X.} € g ¢& equivalente a

J o Ad{h) = Ad(h) o J. para todo k € T, de modo andlogo ao lema 1.10.

Proposicao 1.12 Uma iacs € completamenie determinada por um endomorfismo

J . q —— q. definido no espaco tangente do origem satisfazendo J* = —1 ¢ co-
mutandoe com com a ac¢do adjunte de T sobre g. isto €, (X, JY] = J{X.Y] ou.
equivalentemente, [JX,JY | = — [X. Y], para todo X.Y € q.

Demonstracao: Tendo J nas condigdes da proposicio. definimos
Jo 1 Ty (IF) — T, {F}

do seguinte modeo: Como a agio adjunta de U sobre F é transitiva. existe g € U, tal

que ¢ = gby. Consideramos g : F — F e definimos J, pondo
Ji‘ = dgb@ oJo (dgbo)_l -

Resta mostrar que:

a) a definicdo de J, ndo depende da escolha de g € U

b) J? = —1.

o) dgy o Jp = Jy 0 dg,.

Para mostrar a/ tomamos g,g € U. tais que gby = Gby = z. Assim. g~ Gbg = by
eh=g'geT.
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Agora. observemos a seguinte eguivaléncias:

1

dge, © J 0 (dgs)™" = disy 0 J 0 {dgs,) " =

Jodgr' = (dgs)™ o dgs o J o {dgh)” ===
Jodgr' = dg;todgy, o J o (di,) T ==

Jodgr odgy, = dgI'cdg, ot <=

Jod(g'g), = d{g7'9), ) =
Jodhy, = dhyold =
JoAd(h) = Ad{h)oJ
Isto implica em a).

Também,
T2 = (dgs, © J o (dgsy) ") o (dgsy o J o (dgu,) ™'} = dgs, © J* 0 (dgs,) ' = —1.

o que implica em b).

Agora, queremos mostrar que dg, o J, = Jg,. 0 dg,. que € equivalente a provar
que dgz © gy, © J o (dgu,) " = dis, © J © (dGy,) " © dgs. onde Gho = gr e Gby = .
Como ggrs = . por o), basta provar que

1
gz 2 d (97'8),,0 70 (A (679),,) = i o J © (i)™ o dge

ou ainda, que
dg= o dgz} o dgu, o J o (dn,) " 0 (dgz}) T = dGny o J o (dG) ™" © dgn

Mas, dgx © dg,' = d(99'),, . e daf

-1

dge © dgil o Gy o J o (dGi) ™ o {dgzt) T = din, 0 o () o (dgZ)
= dgs 0o dfs) od (g7
== dy, ¢ J o (d,) " o dgs.

corno queriamos. Isto completa a demonstracio da proposicao. J

Vamos denotar também por J sua complexificacio a qe. A invariancia de J
assegura que J{g,) = g, para todo a € I1. De fato. dado Y € J(g.). entdo ¥ = JX,
X € go. Pela definigio de g.. devemos mostrar que [H.Y] = o (H) Y, para todo
Heh Mas, HY = HJX =JH X =JaH)X)=c(H}{JX)=al{H)Y.
para todo A € b,
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(s autovalores de J sfo +i, pois o polindmio caracteristico de J é 22 + 1. Os
autovetores em ge séo X, o € T Assim. J{X,) = 1, X,. com &, = =1. Notemos

que Ap —i{iSa)=Xo—N_o—i (i (Xo+X_s)) = 2X,. Dal X = 5 (A, — i (i5.))
e
TXa = 5J(da—i(i5a)) = 5 (JAa = ] (iSa)} = 58ai (Ao ~ i (iS4))
1 1 1 D
= 22v0 AQ -+ é—;a’zSa == :(2‘ (?.:QALQ -+ LQZSQ) .

Tomando a igualdade das partes real e imagindria temos JA, = ¢, (iS,) e J(i8,) =
—e,i4n. Como A, = —A_, entdo JA, = J(—A_ o). ouseja. £, (iS.) = —JA. o =
—g_o (41S_a). Agora. S, = S_, e portanto £, = ~£_,.

Usualmente, os autovetores associados a +i sdo chamados de tipo (1.0). enquanto
que os autovetores associados a —i sfo chamados de tipo (0.1}, Dal, os vetores
de tipo (1,0} sdo multiplos de X,.2, = +1. e os de tipo (0,1} s&o multiplos de
Xa.Ea =L

Uma iacs sobre F é completamente determinada por um conjunto de sinais
{2atpen COM €4 = —&_,. No que segue abusaremos da notacho e diremos que
uma estrutura quase complexa invariante sobre ¥ é J = {2, }.

Como F € um espaco homogéneo de um grupo de Lie complexo. ele tem uma
estrutura natural de uma variedade complexa. A estrutura quase complexa in-
tegravel J. é dada por e, = +1 se o < 0. A estrutura conjugada —J, € tamhém
integravel. Uma estrutura quase complexa J é dita integravel se ndo tem torsao,
ou seja, [JX.JY] = X. V] + JUX. Y]+ J[X.JY]. Nasegdo 1.6, proposicéo 1.19
provaremos que —.J, € integravel.

1.5 Estruturas equivalentes

Seia W o grupo de Weyl gerado pelas reflexfes com relacio as raizes o € II. Sabemos
que a a¢ho deste grupo sobre b deixa I invariante ([SM . pdgs. 229, 230). Também
W ¢ isororfo a Ny (h) /T, onde Ny () = {uw & U; Adlujh = b} é o normalizador de
hem U. (ver [HS])

O grupo N (B) age sobre qr permutando os espagos de rafzes g, = gua. onde
a imagem de w € W pelo isomorfismo ¢ denotada por T T € Ny (h).

Como cada elemento de Ni- {(h) pode ser visto como uma aplicacao de g — go.

podemos fazer a composicio TJT ™!

1

.se Jéuma tacs e T € Ny (b} A aplicacio

dada por {(w.J) = TJT™! é uma agio de W sobre o conjunto C das incs. Em
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termos dos sinais £,. a acado de ¥V sobre o conjunto das iocs € dada por

w =w e} = {ep-1a}-

Temos que as iacs dadas por J e WJT 'sdo equivalentes no sentido que uma é
obtida da outra por uma aplicagio bi-holomorfa.

De modo analogo. o grupe de Weyl age sobre o conjunto das métricas invariantes
por

u {’\c\} = {)‘wmla} :

Estas duas agOes fornecem uma acfo sobre o conjunto das estruturas quase Her-
mitianas invariantes, a qual é dada por

w{JA) = (wJ wd).

No que segue diremos que wJ e wA sfo equivalentes a J e A, respectivamente.
Naturalmente, iacs equivalentes, bem como métricas equivalentes, compartilham as
mesmas propriedades. Também, as acs tendo a forma w/,. w € W s&o provenientes
de estruturas complexas. Chamamos estas de Zacs candnicas.

1.6 TForma Kihler

Podemos mostrar que gualquer métrica invariante ds3 é quase Hermitiana com res-
peito a cada J, isto é, ds3(JX,JY) = ds3(X.Y). De fato. ds3{JX, JXs) =
ds? (1£aXa. 155X3) = —2,25d5% (Xa. X3). Agora, se a = —[, entdo —g,85 =
—£.5_0 = 1 e temos a igualdade desejada. Por outro lade. se o # —53. como
dst (Xa. X3) = — (AX. Xa) = =2 (X, Xg) = 0, tanto dsi(JX,, JX;5). quanto
ds (Xa. X3} séo nulos.

Seja Q0 = ;4 a forma Kéhler correspondente a ./ e A. ou seja.
QUX.Y) =ds3 (X, JY) = — (AX.JY). (1.1)

Esta forma estende-se naturalmente a uma 2-forma U-invariante na complexificagio
q- de g, isto €, a uma 2-forma que é invariante pelo pull-back de g. paratodo g € g
visto como aplicacio de FF em F. Fsta extensio é também denotada por ©. Temos
gue

UKo Xg) = — (AXa JX5) = — DaXa.iesXs) = —ihacs (Xo Xa0 . (1.2)
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Como (X Xa)=0sea+35# 0e (X, X . = lentdo Q(X.. X5) = 0 sempre que
a+=3+#0e QX X )= —idac o = iAsda.

Utilizando a invariancia de €2, podemos calcular sua diferencial exterior a partir
de uma formula candnica: Se X. Y, Z € q sdo considerados como campos de vetores
sobre F, entdo dQ na origem é dado por

3CUX Y. Z)=0(X.YV].2)-Q(X.Z.V)+ QY. Z]. X). (1.3)
De fato, o proximo lemna € a transcrigio da proposicdo 3.11 de [KN], volume 1.
Lema 1.13 Se w € uma 2-forma diferencial, entdo
do (X.Y. 2} == M{X( (} Zi+Y (w(Z. X))+ Z{w(X.Y))
—w((XY].Z) —w (V. 2], X) —w ((Z.X].Y)}.

para X, Y. Z € q.

Como a derivada direcional X (Q (Y Z)yé dada por £Q (Ad (¢°) Y. Ad (") Z),_,
e esta derivada é QUX.V]. 2y + QY. [X. 27}, a.phcando o lema anterior a 2-forma
{1, temos

dUX. Y. Z) = u{o (X Y. 2)+ QY. X.Zh - Y. 2]. X))
.Q(Z. v, X ) QUZ XYY+ QX [Z Y]
-—O(X§ - QY. Z]. X)) - Q(Z.X].Y)}
= §{0 (V. [X. Zj} +=QZY X+ QX Z.Y )}
1 : N —
= -?;{—Q(’[X._Zg ) +QUX Y. Z)+ QY. 2. X))
Isto implica na equacgdo (1.3).
Proposicao 1.14 Sea.3.vell ea+ 3+~ # 0. entdo dUX,. X5. X, ) = 0. Caso
contrdrio, se o — 3+~ = 0. entdo
e e e 1. ‘
dQX,. Xz X)) = ——B;zmaﬁ {Eada + CaAg + T4 A5 ) (1.4)
Demonstragao: Pelas equagbes (1.2) e {1.3) temos que
30 (Xo. X3, X)) = QX4 X5 ,_XZ,) - (X, X X))+ Q([Xs. X X0
= Ol\majxa+3 )& o(?ﬂa~ Q_ﬁ,n_Xa ‘Lo‘ﬂ’?:{n)\ﬂ_« .-X-Q}
= g 592 (-Xcz—;»;?: -Xﬁ/\ - ?n’a"‘jg (‘X':x+q : XS] + '5’77-3@-9 (\-X,Séc-- —X,a)
= '“T'I?'Cz.:ﬁ?f)‘(.‘n-i—ﬂf"}' \!*Xva-w‘“;?: }(*/‘ + mcxﬁ'i}‘a-%—ﬁ =F ’\'_'){a%*--- }{;3}

__m-ﬁ,j«?:}\gw%; Za <X.:3+,: ' ‘XQ}
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Como {X;5.X,) = 0se d+n# 0, segue que dU X, X5 X, ) =0sea+ 3+~ #0.
Agora se ao+ 8+~ = 0, por [SM] lema 6.8, me3 = Mg~ = M., Também

Mean = =M o, POIS =M, Xowg = — [ X, X, = X0 X, = me-Xaes. Dal,

3dQ2 {)i-a_. ‘Xf:g‘ _X,-) = '-“\7;‘?7'20_:5 }\~¢.5¢, <MX_A’,. ,X:\r - ?’:7?’2&‘=§>\_;35;’j <‘X-__‘;3._ ‘X';j :)
— M AA—afa 1 X —as X ey

= —Ma3 (Sata + 305+ S A0,

o que implica na equagio (1.4). n

Considerando a expressao de df, fazemos a seguinte distinco entre as triplas de

ralzes.

Definicao 1.15 Sejo J = {c,uma iacs. Uma triple de rafzes a. 3.~ tal que o +
B4~ =0 ¢ chamada de

1) Umad0,3-tripla se ¢, =25=12. ¢

2) Uma {1.2}-tripla noutros casos,

Uma variedade quase Hermitiana é chamada de (1. 2)-simplética ou quasi-Kahler
(respectivamente. (2. 1j-simplética) se

AQ(X.Y. Z) = 0.

quando um dos vetores é do tipo (1.0) e os outros dois sdo do tipo (0.1) (res-
pectivamente, quando um dos vetores ¢ do tipo (0.1) e os outros dois sdo do tipo
{(1.0)).

Se o par {J.A) é (1.2)-simplético. o mesmo ocorre com o par w (J, A}

A préxima proposigao diz que. no caso invariante, as variedades quase Hermitia-

nas (1,2)-simpléticas sfo iguais as (2, 1)-simpléticas.

Proposicao 1.16 U par invariante {J == {s,} A = {A\.}) € (1.2)-simplético se, ¢
somente se,

SQ.)\Q. -+ SﬁAS -+ fa‘;r)\m.- = 0.

para toda {1.2}-tripla {a, 3.~}

Demonstracao: Supomos que o par invariante é {1, 2)-simplético. Dada uma
( e

{1
1.0)

{1.2}-tripla {&, 3.~}. se um dos vetores ¢ do tipo > 0s outros dols sdo tipo

(0.1}, entao. por hipdtese e pela equacdo (1.4).

0=dUX, Xpg. X} = ““*'?;?,-?Tlaﬁ (eadra +Eahs+ 2. A0
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ou seja,

Soha FEshg F A, =10

Se um dos vetores € do tipo (0,1} e os outros dois séo tipo (1.0}, ndo podemos usar
a hipdtese diretamente. Mas, neste caso {—a. —3. =7} é uma (1.2)-tripla com um

dos vetores ¢ do tipo (1,0) e os outros dois sao tipo (0. 1). Dai. por hipétese.
O0=dUX o X 5. X_.,)= =5 Mecm3 (eqAeatE st ),
o que implica,

0=c_oAoq+E_3r_s+ S_,,},)\_ﬁ: = ey Ay

N

Az — Enhy = — {E4Aa + Sahg 2L A,).

Supomos agora oA, -+ €343 + £, A, = 0 para toda {1.2}-tripla {a, 5.~}. Queremos
provar que dQ{X,. X5, X.) = 0 se um dos vetores é do tipo (1,0) e os outros dois
sio tipo (0.1). Se a+ F 4+~ # 0. entlo dOU X .. X5. X.) = 0. pela proposicio 1.4, Se
a+ 3+~ =0 entdo {a. 5.7} é uma {1.2}-tripla. j& que um dos vetores é do tipo
(1.0) e os outros dois sao tipo (0.1). Neste caso, por hipdtese e pela equacéo (1.4).

AQX,. X5 X)) = — 5 {eha + E8As + 52 4,) = 0.
Isto completa a demonstragdo da proposicao. 0

Definicao 1.17 Dizemos que A € (1. 2)-simplética com respeito o J se ¢ par inve-
riante {J.A) € (1.2)-simplético. Também, J ¢ dito (1.2}-invariantemente ad-
masstvel ou, simplesmente (1. 2)-admissivel. se eriste A tal que o par invarianie
(J.A) € (1,2)-sumplético.

Lembremos que uma variedade quase Hermitiana é chamada quase Nahler se O
é simplética. isto &, d{l = 0 e é chamada Wahler se. além disso. J é integrdvel.

Pela igualdade (1.4) n&o existe {0.3}-tripla para J se o par (J.A) invariante é
quase Kahler. De fato, se df? = 0 entéo s, As+ 232+ A, = {0 quando a+ F+-v = (.
Assim. para uma {0. 3}-tripla tem-se ), + As + A, = 0. contradizendo ¢ fato de que
)\5 > (.

Desta observacdo podemos encontrar as iecs que fazem parte das estruturas
quase Kahler. Em outras palavras, se J é uma facs para a qual existem {0.3}-

triplas. entdo nao existe wma métrica invariante tal que (J. A} € quase Kahler.
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Proposicao 1.18 Se o parinvariante {J. A) € quase Kéhler.entdo P = {aie, = +1}

¢ uma escotha de raizes positivas com relagdo a alyguma ordem lexicogrdfica em bi.

Demonstracao: Se q,7 € Pea-+ 7 ¢éuma raiz. entdo a + 54 € P. De fato. se
forg= —1,temosa+F—la+3)=0,s,=c3€c_(qaa = —Fa45 = +1. implicando
que {a. 3. —{a+ 3)} é uma {0,3}-tripla para J. Isto contradiz a observacio feita
acima. Além disso Il = P U (=P), onde —P = {a:i¢, = —1}. Estas duas proprie-
dades implicam que P é uma escolha de rafzes positivas. U

Proposicao 1.19 Se o par invariante (J. A) € quase Kdhler, entdo J € integrdvel,
isto €, J € uma estrutura complexe, (KN}, capitulo 9. teorema 2.5).

Demonstracao: Pela proposicio 1.18, P = {a: 2, = +1} é uma escolha de raizes
positivas. Assim. J = {g,} .. onde ¢, = +1.se a > 0. Dados a. 7 € 11 temos que

X JX 3] = g0 X igp sl = —a85 [Xa. Xg] = —cagsma s Xoss.
Também,

(X Xsl + J X JXa] + T TX0 X5 = MasXews + J X0 25X ]
1 [i60 X ar Xs]
= s Nass + 0257 [Xa. X5)
+igy ] X Xl
= My 3Xars + ?:’:‘.,307 (77?,@_3‘XWQ_;_=3)
4180 (MasXats)
= Mg g Xass T 85T, 318043 X043
S (P CRTD. G
= 777‘(1,:3){@-{—3 - fﬁ?na,ﬁffo—lﬁaxwa—:-;ﬁ‘
—EeMe gEarsXa+s

= MasgXatsll— £38013 = Safars) -

Queremos MOSIrar que —Z,83Ma 5 Xasd = Ma dtard L1 = €35023 — Safaes). O qUE €
equivalente a mostrar que —,5 == {1 — 235,49 — Safass). Se a3 ndo ¢ uma raiz,
Mes = 0 ¢ aigualdade € direta. Se o+ é uma raiz. comoe ndo existem {0, 3}-triplas
para J. devemos verificar as seguintes possibilidades de sinais ( 0. 55 f._{a--‘,._;ﬁ’j) para
atipla{o. 8. —(a+ )} (- + =) .= +) . (+. -+ =~ +. +), (+.—. =) =
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(—.4.—). Nos dols primeiros casos temos £,53 = 1. ~&3fa4s — Eafpup = 2 € @
igualdade desejada é valida. Nos dois Gltimos casos. 2,55 = —1. =58, 3 —CuSntp =
0 e a igualdade é mais uma vez verificada.

Portanto J € integravel. =

Corolario 1.20 Uma estrutura quase Hermitiana invariante sobre F € quase Kahler
se. e somente se, ela € Kdhler.

Demonstracao: Que estrutura Kahler implica em quase Kahler é direto da de-

finicAo. Agora. se uma uma estrutura invariante é quase Nahler. entfo. pela pro-

]

posicdo 1.19. ela ¢ integravel e portanto Kahler. O



Capitulo 2

Estrutura quase complexa

invariante afim

Sabemos que o conjunto das estruturas invariantes quase Kahler (e Kahler) estd em
bijecho com o conjunto das camaras de Weyl em bz, conforme SM]. pdg. 238 e
capitulo 1, proposicdo 1.20. Com o objetivo de descrever a maior classe formada
pelas estruturas (1, 2)-simpléticas consideramos neste capitulo o conjunto de alcovas,
ou equivalentemente. o grupo de Weyl afim associado com o sistema de rajzes II.
([TH).

Consideremos o subespaco bz. Em conformidade com a notagio usual muitas
vezes identificamos hz com o seu dual by e escrevemos {(z, o) no lugar de alx),r €
be.o € hi. Dados a € Il e k € Z definimos o hiperplano afim

Hia k) ={z € bz {z.a) = k}.

O grupo de Weyd afim W, é o grupo de transformacdes afim de he gerado pelas
reflexdes ortogonais com relacio aos hiperplanos H{a. k). a € lle bk € Z. O grupo
W, deixainvariante a unido dos hiperplanos H{a, k), o € H. & € Z. Sabemos que W,
¢ o produto semi-direto de W pelo grupo de translactes por elementos do reticulado
I =7 - 11V gerado sobre Z pelas co-raizes

, 2e —_—
0"=<a"=- oelly. ([JH]. sec.4.2).
(o)

Outro grupo relevante de transformacdes afim € ¥, que € o produto semi-direto
de W pelo grupo de translagdes por elementos do reticulado

L={zech:Yacll(o.a) L}



CAPITULO 2. ESTRUTURA QUASE COMPLEXA INVARIANTE AFIM 19

O complementar A do conjunto dos hiperplancs Hla k). a € llek € Z, é a
unido de suas componentes conexas. Cada uma delas é um simplexo aberto chamado
alcova. O grupo de Weyl afim W), age livre e transitivamente sobre o conjunto das
alcovas, ([JH], sec. 4.3}, Assim W, estd em bijecdo com A. O grupo i1, também
age transitivamente sobre o conjunto das alcovas mas. em geral. a agao nao € livre.
([JH]. sec. 4.5).

Dada uma alcova A e uma raiz a, existe um inteiro k, = k. (A4) tal que
ko < {r.ay <k, -+ 1. paratodox € A

Tem-se que ko = [a{x)]. para qualquer z € A, ende [¢) denota a parte inteira do
nimero real a. isto é, [a] é o malor inteiro tal que a — [¢] > 0. ([JH]. sec. 4.3).
Seguindo a denominagio dada por [¥'S]. os inteiros k., (4) sfo chamados de coorde-
nadas da alcova A. Uma alcova é completamente determinada por suas coordenadas.
Mas, nao € verdade que um conjunto arbitrario de inteiros k..o € [1. sdo as coor-
denadas de alguma alcova. Em [Y' 5] sdo determinadas as condigbes necessdrias e
suficientes para um conjunto de inteiros k..o € Il formar as coordenadas de uma
alcova. As condicoes suficientes serdo vistas no capitulo 4. Por enquante enunciamos
as condigbes necessarias.

Proposigao 2.1 Se os inteiros k..o € 11, sdo as coordenadas de uma alcova. entdo
Nk o=-ka—1ce¢
k. =k, +ksouk, =k, +ks+1se~v=0a+7

Demonstracao: Para demonstrar {1 devemos mostrar que —k, — 1 < {z.—a) <
{(—k, —1)+1. paratodo x € A, que € equivalente a mostrar que —k,—1 < {r, —a) <
—k,. Mas. estas desigualdades sdo verdadeiras pois k, < {r.a) < k, -+ 1, para todo
r € A

Para obter (2) devemos mostrar que k,-+ks < {r,~v) = ko +ks+louks+ks+1 <
{x.v) = ko +ks+2 paratodoxr € A.se ~ =a+ 3. Temos que b, < {z.a) < k,+1
e kg < {(2.0) < ks + 1 Assim. ko + ks < (moo) +{0.8) < ko + ks +2e
Fo + ks < {z.a+03) < ka+ks+2 Logo, ko + ks < {2.7) < ko + ks + 2. Se
ko ko + kg ent@o b, > ko + ks pois by < kg + kg implica b, + 1 < k, + ks e daf
{e.v) <k, + 1<k, + kg o que é uma contradicio. Também, k., < k, + ks + 2.
pois ky > ko + ks + 2 implica que ko + ks +2 < ky < {2,7), 0 que é novamente

]

uma contradicdo. Portanto se k. & k, + ks, entdo k. = ko + ks + 1. 0
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Podemos agora, com o auxilio das coordenadas das alcovas introduzir a seguinte
classe de iacs.

Definicdo 2.2 Dada wma alcova A com coordenadas ko, o facs J(A) = {e.(A)}
o . k‘c\ - - : e

é definida por eo(A) = (1), Dizemos que J é uma iacs afim se ela € da forma
J = J{(A) para alguma alcova A.

Notemos que J{A) é de fato uma iacs pois
ta (A= (=) = R e (1R e o (1) = e, (),

conforme proposicao 2.1.
A definigao de iacs afim permite a seguinte interpretacio geométrica. Dada uma
escolha de raizes positivas 1™ C I temos a alcova bésica

Ag={z €bhz:Va >0,0< (z.a) <1}

com coordenadas k, = 0. > 0.

Dado um hiperplano H (a. k). € [l e k € Z. cada alcova A esta em um dos
dois semi-espacos definidos por H (¢ k). Dizemos que H {a. k). separa duas alcovas
A e B se estas alcovas estao em diferentes semi-espacos relativos a H (a. k).

Se Ag e A sdo alcovas e o € 17, denotamos por ¢,(4) o nimero de hiperplanos
da forma H (o.k} separando A de 4g. Como o > 0, g.{4) = |k.(4). Logo,
(-1
J(A).

Queremos mostrar que a aplicacgo A —— J(A) que define as 1acs afim é bem
comportada mediante a acdo do grupo de Weyvl.

¢ qnaalA) . . _ .
= (-1)*"" ¢ o ntmero de hiperplanos separande 4 de A, determina

Lema 2.3 4 aplicacio A — J(A) € equivariante com relagdo a acdo do grupo de
Weyl W, isto €. J(wA) =wJ(A).w e W. Aqui wa € a restricdo o W da acéo de
W, sobre A e wiz,} = {gy-1,} € @ agdo de W sobre o conjunto dus iacs, definida
anteriormente.

Demonstragao: Notemos que k. (wd) = k-1, (A4) . De fato. b, (wd) < (.o} <
ko (wA)} + 1, para todo y € wA. Dall ko (wA) < (wz.a) < ks (wA) + 1. para todo
r € A Logo. por [JH|. pag. 99. k, (wA) < {z.w™ta) < k, (wA) + 1, para todo
x & A Segue que k, (wd) = k-, (4}

Temos que J (wA) = {z, (wA)}. onde £, (wd) = (=1} ¢

wd (A) = 1w {eq (A}} = {eumia (A}
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. ko0 A) ko_y (A) )
Agora. £, (wA) = (=D o (e w2 L (4) Portanto. J{wA) =
£ o i / =2 ) J .

wJS{A}) [

Um de nossos propdsitos € mostrar que a classe das iqes (1. 2)-admissivel e das
iacs afim coincidem.
A parte mais facil é mostrar que as tacs afim sdo {1, 2)-admissivel. Veremos a
P L /

reciproca no capitulo 4 e esta serd feita em vérias etapas.
Teorema 2.4 Se J = J(A) € uma iacs afim. entdo J € (1.2)-admissivel.

Demonstragao: Queremos definir uma métrica invariante A tal que o par {J. A}
seia (1.2)-simplético. Sejam ko = k,{A) as coordenadas da alcova A. Tomemos

z € A e definamos a métrica invariante A = {A.} por

1 — £, alx) — ks, see,=+1

AQWEQ(Q(I)“]{'Q]+ 5 l_a(r)__ka ce SQ:__l

%1

Como ko = [a{z)]. ou seja 0 < alx) — k, < 1. entdo A, > 0. para todo . Pela
proposi¢io 2.1, k_, = —k, — 1. Assim, se 5, = +1. entéo s, = —1l ¢ A, =
L—(—a)(z)+ko=1+alx)—ko—1=a(r)—k, = A, Agora. se g, = —1. entéo
fa=4led = ({—a){ri—k o= —alz)+k,+1= Ay Logo A, = A_peAéuma
métrica invariante bem definida. Resta provar que o par (J.A) é (1. 2)-simplético.
Vamos utilizar a proposicho 1.16. Dada uma {1.2}-tripla {a. 3.~}. temos que

foda +E5ha FEahs = faltalal®) = ka) + =) + 25(ea(8() ~ ks) + —5—)
) 1 —c.
+e ey (viz) ~ k) + 5 -}
S —1 Lg 1
= alr)—k,+ ao + 3{x) — ks + S
g —1
+ofzy — k., + 5
fa T3+, 3 o i L
= > +alr) + Slx) +v{x) = (ko + ks + k)
SatEgt &3
= — (ko + kg = k)

poisa+ 3+ v =10e (e} = (53)2 = (5.?)2 = 1. Agora, pela proposicac 2.1,
k_. = ko+hksgouk_, = (ko+hks)+1 Assim b, = —{k, +kg) —1ouk, =
(ke + ka)— 2. Isto significa que k. ¢é determinado por k.. k3 e as classes modulo 2

de k.. ks e k. Por outro lado. como J é afim. &5 == { — 1% para toda raiz §. Agora.
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ko+ks+ky=—-louk,+kz+k, = —2e podemos nos decidir por wm destes valores
visto que (£4,£5.2.) sd0 conhecidos. Com estas observagdes em mente podemos
enfim mostrar que g, A, + £3A3 + 2. A, = 0. De fato.

’ - Eoy+EgEn =3
1. Se (ga.£3.2,) = (+1.+1,—1). entdo =2 ——
pois k., ks estd na classe do zero médulo 2 e k., na classe do 1.

w -1 ek, ks, om —1,

2. Se (€a.25.6,) = (+1. =1, +1). entdo 2220 = v ok, + ks + k= —1.
3. Se (g4.85.6-) = (+1. =1, =1}, entéo 5—“—4“——}1:3 =—2¢k, +hst+k, =-2
4. Se (g4.85.8.) = (—1,—1,+1), entdo 5—-3"35-2-1“53 = —2ek, kst k, =2
Todos os casos implicam z,A, + £gAs + €. A, = 0. Os casos {+1.+1.+1) e

—1,—1.—1) néc podem occorrer, ja que {O;.J,é;} é uma {1,2}-tripla. Também. os
casos {—1.+1.—1) e (—1.—1.+1) sfo semelhantes a 3} e 2). Portanto o par (J.A)
¢ (1,2)-simpiético. M

Para finalizar este capitule provaremos uma propriedade de homomorfismo de
racs afim.

Como ja fol mencionado, o grupo YT( (que contém W, ) age transitivamente sobre
o conjunto de alcovas e é o produto semi-direto de W pelo grupo de translagbes por
elementos do reticulado L {[JH] .sec.4.3). Assitn, para cada alcova A existe A € L

1

tal que A = tywAp. Aplicando w™' a esta igualdade, temos

wl A= (wTthae) Ae

Temos que L é invariante por W. De fato. ¢, : b — hz € a translacio dada por
hiu)=u+ A seu€brew w =t ([JH .sec. 4.1). Segue que toda alcova
estd na ¥ -drbita de alguma alcova obtida transladando a alcova bédsica Ag por um
elemento de L. De fato. dada uma aleova A, A € W {tu-13A0). pois A = wi,-iAp.
onde w e A dependem de A e sdo dados acima.

Come a aplicacgo A — J(A) é equivariante. temos que toda facs afim € equiva-
lente a uma iacs da forma J{t, A}, A€ L. poisse J = J (A) para alguma 4. entédo
J=J{A) = J(wle-1Ag) = w (J (t.-1240)), onde w e A sio obtidos como antes e
dependem de A.

Lema 2.5 Seja A & L. Entio as coordenadas de t\Ag sdo k, = Aay,sea>0c¢
portanto. ko = {(A.a) — 1, se a < 0.
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Demonstracao: Dado z € Ay, temos (hz.a) = A+ x.a) = (A a) + {(z.qa;. Dal
Aoy < e oy < (Aa)y+1.sea>0pois0 < (z.a) <1 Logok, (ixdg) = {Aa).
Agora, se & < 0, —a > 0e —k, — 1 = k_, (1hAn) = (A —a) = — (A o). ou seja,
ko = (Aa)— 1L e
Se a, J e o + 3 sdo raizes positivas. o lema 2.5 implica que k.5 = {(A. o+ ) =
N ay + (A F3) = ko + ks Assim. J(ixA) torna-se um homomorfismo quando
restrito a 0T, isto 8. aus(taAy) = (=1 = (2R o (e =
co (hAo) g5 (0Ag) . se a3 e a+ 3 € 117, Segue que qualquer dacs afim é equiva-
lente a uma satisfazendo esta propriedade multiplicativa sobre as raizes positivas.

Proposicao 2.6 Uma jacs J = {e,} € afim se. ¢ somente se, existe uma escolha
de raizes positivas 11T tal que 4.5 = 2,85, onde a5 e a+ 3 € [IT7. Em outras
palavras, o restricao de J an™ € um homomorfismo.

Demonstracao: Se J é afim. isto é, J = J(A) para alguma alcova A entéo
J ¢ equivalente a uma iacs da forma J(tyA4g). para algum A € L e. pela ob-
servagio feita antes da proposicdo. esta satisfaz a propriedade multiplicativa so-
bre rafzes positivas. Reciprocamente, supomos (ue exista uma escolha de ralzes
positivas tal que €.:5 = £.3. se 0.5 e o+ 3 € II7. Queremos mostrar que
J = J{t,Aq). para algum elemento A € L. Devemos encontrar A € L tal que
Ea = (wl)()“‘l‘f‘, se o > 0. Como €,.5 = .55 para raizes positivas. é suficiente
ter g5, = (~1)¥% onde ¥ = {ay. - ¢, } ¢ o correspondente conjunto de rafzes
simples, pois toda raiz positiva é soma de rafzes simples. Logo. o A requerido € dado
por A = aywy o Guw. onde {whay) = 6.0, = 0,se 2, = 4+l e = 1, se
o, = —1. De fato. {W}>(A=Qf> _ (‘W1}01(»-‘1-6!1}+----i—anivdn:&n}‘* _ (ME}&Z-‘(*‘%Q{) — (ml)&z.

Portanto g, = (=1}, L



Capitulo 3

Ideais abelianos

Neste capitulo serd provado que um par invariante {J, A). {1.2)-simplético satisfaz
uma propriedade particularmente interessante, que a € propriedade de ideal abeliano
com relacio a ¥

Tomemos J = {z,} uma facs {1.2)-admissivel e seja A = {A.} a métrica invari-

ante correspondente. chamada as vezes de métrica (1,2}-simplética invariante.

Definigao 3.1 Uma raiz o € dita J-decomponivel {ou simplesmente decomponivel)
se eristem raizes 3.7 teis que o = J4 coms, = g5 = £.. Uma soma 3+~ € uma J-

decomposicao de a. Uma raiz que ndo € J-decomponivel é dite J-tndecomponivel,

Uma primeira observacio vélida é que a é decomponivel se, e somente se,
-~ também 0 é. De fato. se o= J+~, com g, = g5 = £, entdo —o = —3 + (—~)
€ £, = —Eo = —£5 = f_g = £_.. Denotamos por 7 (J) ou simplesmente por
T o conjunto das rafzes J-indecomponiveis. Em geral, ralzes J-indecomponiveis
podem ndo existir. No entanto. a presenca da métrica (1, 2}-simplética A permite
um tratamento para Z analogo ao da construgio de um sistema simples de raizes.
Para ver isto, iniciemos com o seguinte lema.

Lema 3.2 Se o par wtnvariante (J.A) € (1.2)-sumplélico, entdo T{J) +# 0.

~. Dal,
{—a. gy} éuma {1, 2}-tripla. Como o par {J.A)é {1, 2)-simplético. pela proposicio

Demonstracao: Dada uma J-decomposicic o = 3+ v, ¢, =

[

g

ey

1.16, temos que £ An + 325 + S0, = 0. Assim, —£, A, + S545 + . A, = (. ou
ainda. —A. + Az +A, = 0. Isto implica que A, = Az +A.. Logo A, > A3 e A, > AL
Portanto. as raizes § € IT tais que A; = min{A:~ € II} sfo J-indecomponiveis. [

Mostraremos agora que I gera b*.
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]
(o)

Lema 3.3 Se ¢ par invariante (J.A) € (1.2} -simplético. entae toda reiz a pode ser

escrita comno

o= T SIS o s

coma; €1 e54=254,.

7

i=1.....s. Esta maneira de escrever o pode ndo ser unica.

Demonstragdao: Dada o £ I, se a é indecomponivel. nada temos a provar. Se
o é J-decomponivel, entdo a = 3+~ com g, = g5 = &,. Se e ~ sdo ambas
indecomponiveis o resultado estd provado. Casc contrario. decompomos § ou 7, e
possivelmente ambas. A cada passo, como na demonstracdo do lema 3.2, A, > Az e
Ao > Ay. Assim os valores de A 880 estritamente decrescentes ¢ a decomposigio su-
cessiva finalmente acaba. Também. a cada decomposicio a = G+ v e g, = S5 = 24,
implicando a Ultima afirmacao. o

Escrevendo
It ={aeTic, = +1},

temos que Z =27 UZ ", se I™ = ~I% = {a & L;¢, = —1}. Além disso. pelo lema

3.3, I7 também gera B® e. para uma raiz arbitraria a, temos
[

a =g, (ay+ - +a.
com a; = IT. De fato. dada uma raiz a. escrevemos o« = 1+ -+ 3. com &, = €35,,
o= 1..... se 3 € I Se s, = +1 a afirmacio ja é verdadeira. Se g, = ~1.
ESCrevemos ¢ = &4 (o + - - + o). onde oy = — ;.

Veremos que em geral ZT nfo ¢ uma base de h*. No entanto, guando isto
acontecer, 15to é, quando [I7| = dim¥%. I serd. pelas observacfes feitas acima. wn

sistema simples de raizes. Além disso. temos o seguinte resultado:

Corolario 3.4 Se ¢ par invarianie (J, ) € (1.2)-simplético e [ Z7] = dimf. enido

J € equivalente a tacs candnica J. e portanto, (J, A} € Kdhler.

Demonstracao: As hipdteses garantem que Z7 ¢ um sistema simples de rafzes
( [SM]. definicio 6.22). Associade a I7 temos o conjunto de raizes positivas que é
dado por II{7 = {a; e, = +1}. De fato. se o é uma raiz tal que £, = +1. entdo o > 0.
pois o= ¢, (a1 + - + @), com o; € I, ou seja. o é soma de rafzes simples. Nao
podemos nos esquecer que W sistema simples de rafzes € sempre um subconjunto
do conjunto das raizes positivas. Agora. se J > (e csz = —1, entao —3 < O e

=

g =+1. Dal =3 € {o:5, = +1}. Mas. pelo que acabamos de ver, {aig, = +1}
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estd contido no subconjunto das raizes positivas. e isto implica que -3 > 0, ¢ que
é uma contradi¢gio. Portanto, IIf = {a;2, = +1} ¢ de fato uma escolha de raizes
positivas.

Como TI7 € uma escolha de raizes positivas, pela demonstracio da proposicao
1.19. J é integravel. Visto que o par (J. A} é (1, 2)-simplético. pelas proposices 1.14
e 1.16. basta verificar que dQ = 0 para {0.3}-triplas {a. 3. ~}. Mas, nao existem
{0,3}-triplas com relacio a Il . pois se a + G+ ~v=0e ¢, = £5 = £,. entfo as trés
raizes s&o positivas ou as trés raizes s@o negativas com a soma sendo zero. Isto é
uma contradicao. Portanto (J. A) é Kahler. D

Consideremos as hipdteses do coroldric anterior. Se o+ 3+ = 0, 3.~ € II}.
entdo {—a. .7} éuma {1.2}-tripla e —A, + Az + A, = 0. ist0 é. ho = Az -+ A, Isto
significa que a mefrica é a de Borel.

Mesmo quando I1 ndo € um sistema simples de raizes. este compartilha com o
sistema simples de raizes a seguinte propriedade, que é bastante util.

Lema 3.5 Se a.3 € I7. entdo o — J ndo € uma raiz. Assim. {a.3) < 0, se
a.Belr a+#3.

Demonstracao: Se a—J = v & Il ecs, = 1. temos que a = J+ 7 € uma

¥

J-decomposicao. o que é uma contradicdo. ja que o € 77 . Por outro lado. se

g, = —1. entao ~J =~ + — {a) é¢ uma J-decomnposicao. levando a uma nova con-
tradicdo. Agora, a o-seqiiéncia iniciadaem 3 é J—pa. .. .. B, 3+ga. Comoa—0
2Bt

nao cumaraiz. p=0e = g < 0. Portanto {J.0) <O sea. 3T 7.a% 3 O

{a.a)
Para um entendimento melhor do conjunto 77 tomemos a seguinte construcio.

Escrevemos

onde m = |Z7]. Seja V um espagco vetorial m-dimensional com base B = {z1.. .. .2m}.
Através da bijecdo v; € B «— ¢; € I7. obtemos wma aplicagio linear sobreje-
tiva P . V — b*. Consideramos a forma bilinear simétrica em V' definida por
(x.y)y={Px.Py) . x.y e V.

Lema 3.6 Mantendo a notagio anterior.

ker P={zeViVye V. iry =0}.
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-1

Demonstragao: De fato, se ¢ € ker P isto é. Pr = 0. dado y € V| {z.9) =
(Px. Py, = {0.Py} = 0. Por outro lado, se (z.y) = 0. para todo y € V, entéo
{Px. Py = 0, para todo Py € h*. Como a forma de Cartan-Killing é nio degene-
rada sobre b e P € sobrejetiva, entdo Pr=0e x € ker P. L

Também, para x € V. (z.2) = {Pz. Pz} > 0 e dai (-,) é positiva semi-definida,
pois podemos ter x # 0 e Pr = 0. No entanto, (u,u) > 0 para v € B. Notemos que
a forma de Cartan-Killing é positiva definida sobre §*. ([SM]. lema 6.8},

Agora. seja Wy o grupo gerado pelas reflexdes

(‘T*.rv'i)
5

Sl{‘r> =T - 1 ?,'} i xr E {/:
ey V)

Pl

definidas pelos elementos da base B. Por [JH . secdo 5.3, Wi € a representagio

geomeétrica do grupo de Coxeter. Isgo se deve aos inteiros de Cartan-Killing
2{vivy) - 2o aqy)

/

{'1?,1. ’Uf) (CL,-‘. Oc'-;:}
Notemos que. pelo lema anterior. estes inteiros formam uma matriz de Cartan
ceneralizada. e entao eles definem verdadeiramente um grupo de Coxeter. Como
a forma (-.-) € positiva semi-definida, Wy é um grupo de Coxeter de tipo afim.
{([JH] . sec.6.5). Recordemos que o sistema de raizes de Wy é definido como sendo

0 conjunto
= {Gu)uecB @< Wb, ({JH]. sec. 5.4).

Mais ainda. dado oy € I7. P(s; {5 (v:))) = P{s (=)} = P{n) = 0. ou seja.
Itc P (I'I) , onde P (H) é & projecio de Il por P.

Lema 3.7 Mantendo as mesmas notogées. P (H) ¢ o sistema de roizes em B ge-
rado por I .

Demonstracao: Temos que:
)P (H) gera b, pois T% gera *. Também. P {(@{u}) = 0implica (@{u).y) =0,

para todoy € V. Mas, se y € B, como @({u) € B. (i’{u),y} > 0. Logo. 0 ¢ P (ﬁ)

o -~ 3 w . ~ ; PN
ii) Para todo & = P {@(u)) definimos a reflexfio r, por 1 (3) = 4 — ==Hq,

{oeaxs
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Assim, se 0= P (Z(v)). entdo

r(®) = (5 - Tl P(“ W)} p i)
{P{w(u)). Plalu)))
Q(Afz;u(u
= P(Z(v)) - — - P (@{u))
(zlv)) 0 50w {w{u))
~ 2(3(v). @
= P(3p) - ) g ey eP(H)
‘ Co(u), io(u))

pois Il é o sistema de rafzes de Wy,
iii) Dados o. 3 € P (ﬁ) ra(B)— 8= P (E(r)) - DL P (f(y)) - P (E)) =

((uy . {u))
2(Z (e W {u))

OO P {7 (w)) que é um multiplo de a.

Logo. pela definicdo dada em [SA]. pdg. 229. P 1) é o sistema de raizes em
& g [ I- Pag
bh* gerado por IT. -

.
Denotaremos este sistema de rafzes por [1{Z7).

Lema 3.8 Mantendo o notagdo anterior. ITT) < 11

- .. - I
Demonstragdo: Definimos as reflexdes 7:(a) = a — ”aaz a; com relagao as rafzes
em I7. Temos que Pos; =r; o P. De fato,

2 (z.v) 9 (g, 1)
Posi{zy = P ;r—m-m----(‘ L(}L‘g = P r}—w\ 1’}3(13\
(’U;j, I’f_) (1::3: 1;1)
2{P{x).Pl{uv)y . . 92
- 3 ')( / & _\,} P (_’U'j) — P {:‘I) —_ __._._.__........_............\.mm..al
(P (w) . F{v) (o, o)
~ n(P(@)=rioPa), z€V

= P(r)-

Assim. para todo @0 € Wy existe w € W tal que P o @ = w ¢ P. Logo. para todo

() € L P(@(u)) = w{P@w). para aleum w € W, u € Be Pu € I7. Como W
deixa IT invariante. P (v {v)) € TL. Segue que [1(Z+) C IL. o

Para mostrar que II ¢ II(Z"). consideremos o caso {5 separadamente. com o
objetivo de simplificar os argumentos envolvendo diagramas com ligacdes multiplas.

Em G». conforme [SA], sec. 8.4, seus subsistemas préprios sio:
1. O conjunto das ralzes curtas. cujas rafzes positivas sio {ag. a1 + Q2. ay + 202}

2. O conjunto das raizes longas. cujas raizes positivas séo {aq. oy = 302. 207 + 3aa}.
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Os redutiveis. composto de duas raizes ortogonais.

Os subsistemas (1) e (2} s8o ambos isomorfos a 4. Os conjuntos {as. 2a; + 3o},
{a; + 3. a5 +ag} e {ar + 203,01} formam as raizes positivas para os possiveis
subsistemas redutiveis. Verifiquemos agora que os subsistemas (1}, (2) e {3) nao
podem ser H{Z7). As rafzes longas nfo geram Go sobre Z. De fato. se aa; + bla; +
Jog) + {20, + 3az) = oz entBo a+ b+ 2¢ = 0 ¢ 30 + 3¢ = 1. Esta tltima igualdade
¢ impossivel com a.b,c € Z. Mas, pelo lema 3.3 e observacio feita na seqiiéncia,
I{(Z*) gera G» sobre Z. Por outro lado. o conjunto de raizes curtas néo possul
um conjunto gerador satisfazendo o lema 3.5, pois isto viola a propriedade que a
diferenca de duas raizes ndo é uma raiz. Notemos que Gy -+ Gg — & = Q9. & +
200y — {1 -+ 2) = g € a1 + 209 — ap = a7 +— oo, 0U seja. qualguer que seja o
conjunto gerador. a diferenca entre as raizes do conjunto gerador continua sendo
uma raiz. Além disso. um par de raizes ortogonais ndo gera Gs sobre Z. De fato,
n&o € possivel escrever a; = aos + b (20, + 3¢, com a.b £ Z. O mesmo ocorre com

cr = a{ay + 3 + blay +as) e com ao = ala; +2az) = bay. Como [1(Z7) é um

|

sistema de raizes em Il e nao € um subsistema préprio, demonstramos a seguinte
PrOPOSICAs:

Proposicao 3.9 [I{Z7) = Il. no caso Gs.

Para o caso geral, consideramos as raizes a. 3 € I{Z™") e comparamos as seqliéncias
de raizes

F—pro 4 gra € I(ITT e G—pa.... ./ 3+ ga e 11,

formadas em cada sistema I1(Z7) e II. As seqliéncias sio dadas pela conhecida
formula de Cartan-killing ([SM]. pdg.154)

p_qﬂ I %
O Gy

O segundo membro desta férmula é independente do sistema de raizes. Mas, os 7's
e ¢'s podem ser diferentes em dois sistemas de raizes. Descartando (5. existem as
seguintes possibilidades:

1. {a.3) # 0 e as rafzes possuem o mesmo comprimento. Neste caso os nlmeros
2, 4Y 26,3}
de Killing sio - vy

descartando G, entédo o \ubeapago gerado por a e § intercepta [1(Z%) e Il em

= 1. Como as raizes nao sao OFEOUOHa}H £ e8tarmaos
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um Ag-subsistema. Ambas as segliéncias dependem somente do subsistema,
e entdo elas séio as mesmas. independentemente do sistema de raizes. {Ver o
segundo diagrama da figura 3.1).

(. 3) # 0 e as raizes o e J possuem comprimentos diferentes. (5. 3) / {a.a) =
2 ou (3.3)/{a.a) = 5. pois o sistema ndo é G,. Como as raizes ndo séo
ortogonais e estamos descartando Ga. entao o subespaco gerado por e J in-
tercepta [1{Z7) e Il em um By-subsistema. Logo. as seqiiéncias s8o as mesmas.
{Ver o terceiro diagrama da figura 3.1).

{ee.3) = 0. ist0 é. p = . Se as duas ralzes sdo longas. entdo o subespaco gerado
por & e 3 intercepta I1(Z7) e IT em wm Bo-subsistema. pois em 4, ndo existem
duas rafzes ortogonais e num sistema onde o £ J nao ¢ raiz. as duas raizes
sdo curtas. Também. néo pode ocorrer de uma raiz ser curta e outra ser longa
pois. neste caso. a e J NAo sdo ortogonais. ja que estamos descartando Ga. Se
as duas ralzes sfo curtas o subespaco gerado por a e 3 pode interceprar [1(Z7)
em um subsistema onde o = 3 nfo é uma raiz. Neste caso pode aparecer ou
o primeiro diagrama ou as raizes o e a + J do terceiro diagrama. Como a
intersec@io do subespaco geradeo por a e J com 11 é um Ba-subsistema, esta é
a unica possibilidade para as seqiiéncias serem diferentes. As figuras abaixo
mostram as possivels raizes da a-segliéncia iniclada e 3.

B B o+ i} a+p B+2a

Figura 3.1: subsistemas A, & A4,. 4> e By, respectivamente.

Com esta preparacio podemos provar o resultado desejado.

Lema 3.10 T1{Z7} == IL
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Demonstracao:  Falta provar que 11 < I (Z7). Esta inclusdo é provada por
inducdo. Escrevemos {o € g, = +1} = {a;..... ap }. ordenado de modo que

Doy S Ay

Queremos mostrar que a; € II{Z7) por indugéo sobre i. Se 7 = 1.a; ¢é indecom-
ponivel, pois As, = min{A..~ €I}, Assim, oy € I% C II(Z7). Nossa hipdtese
de inducao diz que dado i = 1,..., N, entdo a; € I1{Z7). para todo j < . Pode-
mos supor que a; é J-decomponivel, pois do contréirio a; jé estd em II(ZI7). Entéo
;= 3. com £, = g5 =<, = +1 e existern Indices j. & tais que = ay e ~ = .
Agora. Aa, = Az + A, = Ao, + Aq,. pois o par {J.A) € tomade (1.2)-simplético. Dal
4,k < 4. Da hipétese de indugéo tanto 3 como ~ estéo e [I{Z7). Para provar que
a; € 1 (Z7) devemos verificar que as seqliéncias de raizes determinadas por 5 e~ em
ITeII(Z7) s&o as mesmas. Pelag observacbes feitas anteriormente, somente o caso
quando F=~ € Il e {3.~) = 0, isto é. J e ~v sdlo raizes curtas no Br-subsistema dado
pelo intersecio de Il com o subespago gerado por 4 e ~. merece cuidado. Existem
duas possibilidades:

1. Se £5_. = +1. entdo F = {J ~ )+~ é uma J-decomposi¢io e. pela demons-
tracao do lema 3.2. Az = Az + A, Assim. Az, < Ag < A,, e a hipdtese de
indugdo implica que 8- v € I1(Z7). Agora. J— e 7 possuem comprimentos
diferentes, e dal a formula de Killing implica que a; = § + ~ € também uma
raiz de 11 (Z7}.

2 Sezg.. =-—1.istoé 2, 5= +1 entdo~ = (v — 3)-+ 7 é uma J-decomposigio
e podemos repetir todos os argumentos de (1) para concluir que v+3 € IT(Z7).

Como as segiléncias sB0 as mesmas. segue que o, € [1{Z7). mostrando que {a; £, = +1}
< II(Z7). Visto que IT(Z*) ¢ sistema de raizes, segue que I1 C II{Z7). O

Mostremos que o grafo de Coxeter de Wy é conexo.

Lema 3.11 Supomos que B = By U By com By 1By = 0 e {v.v) = 0. para todo
ue B eve By Entdo B, ou By € vazio.

Demonstracao: Seja Vi o subespaco linear gerado por B;, ¢ = 1.2, Temos que
Vo= V] © V5 e estes espagos sa0 mutuamente ortogonais com relacado a (-, -j. Como
Wi é gerado por reflexdes com relacio aos elementos de B. segue que

= (Vl n ﬁ) g (‘i ~ ﬁ) :
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pois w{r;) € Viisew, € V. 1 <4 < m. j =12 @ € Wy Por outro lado,
It = PB,UPB; ¢ aunido disjunta de subcorjuntos ortogonais com relagiao a forma
de Cartan-killing em ", Também §* = PV + P15, pois 77 gera b* e PB, gera PV,
i=1.2. Logo, PV| é ortogonal a PV, e dal b* = PV}, © PV, Agora, usando o fato
que II(Z7) =1L temos que

0 = nI9=r()=r((vwni)u(kni))
= P (Lg A ﬁ) UP (Vz N ﬁ) C(PV, AT U (PV, N 1T} .

Logo. I1 = (PVi NI} U {(PVo N 1I).
Como g é simples. temos que I é irredutivel {[SM]. sec. 8.3). Assim PV} =

ou PV, = (. implicando que By ou B, é vazio. O

A classificacdo de grupos de Coxeter afins irredutiveis é feita em [JH. Em
qualquer um destes o radical da forma bilinear correspondente (-, ) possui dimenséo
no maximo igual a 1.{[JH]. sec.6.3 ¢ 6.5):

dimf{r e Vi VyeViizy =0} <L
Logo dim ker P < 1 e dal dimV = dimb ou dimV = dimbh + 1. Isto prova a
seguinte proposicio:
Proposigao 3.12 !Z7| =dimb ou (I = dimb + 1.

Como ja visto ne coroldrio 3.4 e na observagio que lhe antecede, se |Z71] = dim b,
entdo I € um sistema simples de raizes e J é equivalente a iacs candnica. Por outro

lado. se |77 = dimb + 1, - é verdadeiramente um grupo de Coxeter afim.

A seguinte descricdo de um grupo de afim. proveniente de um grupo de Weyl
finito, é encontrada em [VIX. capitulo 6.

Proposicao 3.13 No espaco V' de realizacdo geoméirica do sisterna de raizes afim
existem

[y

. Um subespago U C V de codimensdo 1 (U = B*).

o

Um sistema de radizes finito sobre U, denotado por I1{V).

o

Um sistema simples de raizes Z (V) CII(V) e
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4. Um gerador ¢ de ker P (subespaco 1-dimensional complementar de U J. tal que
a base B={v;,.... v} € dada por

B=2{V)U{d—m}.
onde py € @ ratz de allura mdzima ou peso mazimo com relegdo o X (V).

Vamos agora juntar todas as partes das discussdes anteriores para chegar a se-

guinte caracterizagdo do conjunto J-indecomponivel de raizes.

Teorema 3.14 Mantendo as notacdes de antes, existe um sistema simples de raizes
SClltalqueI™ =% ou Tt =S U {—u}, onde i € a raiz de altura mdrima com
relogdo o X.

Demonstragao: Temos que I = PB. Se |Z7] = dimb. entdo e 77 ¢ o sistema
simples de raizes contido em Il Se |Z7| = dim§ + 1. pela proposicao 3.13,

I"=PB=PEZ\V)U{d—mh=PEV)UP(~m)=ZU{-p}.

onde u é a raiz de altura maxima com relacdo a X, Notemos que § € ker P, isto é,
P(5)=0. [

Observagao: Através do lema 3.5 podemos ver que se existe um sistema simples
de raizes ¥ contido em IT. entdo I =X ou I =Z U {—pu}. Defato.sea eIt e
o ¢ ¥.entao a—J nao é umaraiz para todo 7 € I7. Logo. a— 3 néo é uma raiz para
tode 2 € L. Isto implica. pelo que acabamos de ver que a = -y Nido provamos
diretamente. sem a ajuda dos grupos de Weyl afim, que [T contém um sistema
simples de raizes. Notemos que a condicdo do lema 3.5 sozinha ndo é o bastante
para garantir que wm conjunto contém wm sistema simples de rafzes. mesmo que o
conjunto gere h*. Por exemplo. em By o conjunto L = {ay.— {a; +az)} gera h* e
satisfaz (0. — {a1 + a)) = — {ay + 1) — {0y, 09) = =2+ 1 = —1 < (. Mas, nio
contém um sistema simples de raizes. Generalizando, em um sistema de raizes By, o
conjunto L que ¢ dado pela unido do conjunto das raizes simples longas com as raizes
mals curtas (néoe simples} geram ™ e satisfazem {a. 7; < O paratodo a. 3 € L. Mas
néo existe sistema simples de raizes de B; contido em L.
Para definir ideal abeliano necessitamos do préximo lema.

Lema 3.15 Sejo M C 1Y, Entdo sdo equivalentes:
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a. o+ & M seac M e~ € X sgo tais que o+ € uma raiz.

b. o+~ €M seace M e~ellt sdo tais gue -+~ € uma roiz.

c. Supondo que eristem raizes simples ¢y, ..., . ea & M, tws gue 5, = o +

oy + - ar € uma raiz para todo k=1.....5. entdo 3. € M.

d. Denotando por u a raiz positiva mais alta e supondo que existem roizes simples
Qp, . Qe OIS qQUeEx = — 0y — - —a, EM. e =p—ay— - —aq €
yma raiz para todo k= 1... .. s. entdo 9, € M.

Demonstracao: Supomos {a). Dados o € M ¢~ € [I7 tais que a -+~ ¢ uma
raiz. se ~ € X, por (&a). o ++ € M. Se ~ e [IT\L, entdo, pelo lema A5, existem
raizes simples . ..., . tais que v = a1 + - - - + @, ¢ todas as somas intermedidrias
4o+ a1 < kb < ssdorafzes. Assim, por (a). a+a; € M. Agora. a+aq € M,
as € Y e o+ -+ ap € uma ralz. Dal. também por (a). o+ a1+ ax € M. Repetimos
o argumento até que o + a; + -+ +a. = o + v esteja em M. Portanto (a) implica
(b).

Como T < 117, segue que (b) implica (a).

Tendo (b) como hipdtese. dadas as raifzes simples a; + -+ a. e o € M, tais
que Jp = o -+ a1+ - + o € uma raiz para todo k= 1.... .. 5. QUETEINOS MOSTTar
que 3 € M. Temos que 1 =a+a;.a € M ea; € X Logo. por (b). 1 € M.
Como 01 € M, as € £ e 31 + oy = F é uma raiz, entdo novamente por (b).
Gy =+ o1+ 0y € M. Repetimos o argumento até que Jp. k= 1..... 5. esteja em
M. Portanto. (b} implica (c).

Queremos agora provar que {(c) implica {d). Dadas as raizes simples ay.....a..
tals que c = —a;— -, €M e Sy =pu—a;— - — ar é uma raiz para todo
k= 1.....s queremos mostrar que Jp € M. Temos que ¢1.....a., ¢ L. a e Me
T =G = U Q= Qe T Fe 1 1y T Qb Qe F Qe B U — Qe Qg
Bemoer oo M1 = Q0+ F ey == i~y = F1, e = QT Qp + 0 F G = L SR
rafzes. Por (¢) mx € M. Portanto 3, € M. 1 < k < s. Notemos que Je=a € M por
hipdtese. Portanto (¢) implica (d).

(A

Resta provar que {(d) implica {a). Dadas as rafzes o € M e ~ € ¥ tais que o+~
¢é uma raiz. pelo lema A5, existem raizes simples ~. . ...~ tals que v = 4+ - -+
e todas as somas intermedidrias o + v + -+ . 1 < k < s 580 rafzes. Escrevemos
a+~v+5 +---+ 3 = pde modo que @ + v+ G + -+ + 5 € wma raiz para
todo 7 = 1....,t conforme comentario que sucede a proposicio A4, Logo, o =
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po— G =G == = € M. Além disso,

&51 = ;‘,L—ﬁgmﬂi'fr";"‘%—ﬁiﬂl“"'“@"‘gﬂmy
SH o= p-Gi~Ga=a+y+5 4 F G

& = p—h— =G =a+",

Sor = p—Gi—m D m e =mat it R e
Gve = p=Gim o mAi—— o —m=a

]

sfo rafzes. Por {d), & € M1 < 7 <{+ s Em particular & = a +~ € M.

A defini¢ao anunciada é a seguinte.

Defini¢do 3.16 Fizemos um sistema simples de raizes ¥ com ITT o correspondente
conjunto de raizes positivas. Um subconjunto M C 117 € chamade de ideal abeli-
ano se:

1} M € abeliano, wsto € o+ 3 ndo € uma raiz se ., 3 € M.

2) Uma das quatre condigdes equivalentes do lema 3.15 € satisfeita.

Estamos agora preparados para expor ¢ principal resultado deste capitulo.
estabelecendo uma forma especial para as estruturas quase Hermitianas (1. 2)-simpléticas

invariantes.

Teorema 3.17 Sejarn (J = {e,} . A= {A.}) um par (1.2)-simplético invariante ¢
Y um sistemo simples de raizes J-indecomponivel contido em I, conforme teorema
3.14. Denotemos por IIT o conjunto de raizes positivas e por p a raiz de altura
mdzima com relagio a 2. Seja

M{JZ)={aellTie,=~1}.
Entao.
1. M (J1.X) € um ideal abeliano.
2 M{JS)NS =0

3. Para « € M {J, 2} supomos que & = ji— Qy— - — Qg COM Qe & 2 € J1 — by —
sy 10tz pore todo k= 1.....5. Entdo Ay = A, 4+ Ao, + -+ Aa.
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Seja o € TPA\M (J. 2, tal que o == qy + -+ @, com @y + -+ + 0 Taiz, para
todo kb =1.....: 5. Entdo An = Mgy + -+ A,

5 Seae M{J.X) el ell” sdotais que a+3 € uma raiz, entdo hass = Ay — A3-

Demonstragao: Sejam o € A7 (J.Z) e v € ¥ tals que a+ ¢ uma raiz. Queremos
provar que a+~ € M (J X). Se g4 = +1, entdo v = (o + ) + (—a) ¢ uma J-
decomposicao de 7, contradizendo o fato de que ~ é J-indecomponivel. Logo, a+~ €
M (J,Z) e é verdadeira a segunda condigéo da definigdo 3.16.

A afirmacio {2) é verdadeira por construcio. Temos que M {J. X} = {a € [T, ¢,
e CIT={aeliz, =1}

Provemos a afirmacio (3). Supomos que a € M(J.2), a=pu—a; — - — a.

com qp € X e 3, =pu—a; — - —ayraiz. para todo £k = 1.....s5 . Pela quarta
condicio das quatro equivalentes da definicdo 3.16. d, € M{J Z).k = 1.....: 5.

Temos que @ = Jeoq — Q. £q = —1, £3,_, = —1, 2, = +1. Logo {a. —Je1. ae}
uma {1.2}-tripla. Como o par invariante é (1,2)-simplético. pela proposicio 1.16,
falatEas,  Ag,_ 1 +Sa A, = 0. 0U sela, — Ayt Az, + Ay, = 0. IstoImplica que A, =
i, + Ao Agora, Jeon = S — 0y, 25, = —1. 8, =+l egs_, = —1. Dal,
{81 —,Ssmg,asmz} € {1, 2}-tripla e As,_. = Aj._, + Ay._,. Repetindo ¢ argumento
com ez Geca o 1= —ay. obtemos Ay = Ay_n, + Aas + -+ Aq. No dltimo
Passo temos -y € M (J. X)), g4p, = =1, 2,, = =1 e g, = —1 pois, pelo teorema
3.14, —p € I7. (Note que Z7 = X implica. pela demonstragao do coroldrio 3.4,
M {J. Ty = 0). Segue que {x — a1 0y —u} é uma {1.2}-tripla e Ayq, = A, + Agy.
Isto conclud a prova de (3},

Queremos agora provar a afirmacio (4). Temos que o € [I7\AM (. X, tal que
o = ;& -0+ Gy COM G - - a4y ralz, para todo ko= 1.....5 Dal. o =
(4 + Qee1) + Qg €0 = 1, 8, = +1. Além disso. oy + - +ae € M (T ).
pois do contrdrio, pelo que j& fol provado. o = (o) + -+« + o) + o, estaria em
M {J.Z}. o que ¢ uma contradicio. Logo {—a,{a1+ -+ a.1).a.} é uma {1.2}-

tripla € Au = Acsgoma.s + A, Analogamente, ¢+ o, = (G 4 b Qenn)

._I._

lita, =+leay+ +ae ¢ M{JX)poisay + - +
Qoo + Gsy) € M {J.Z). Isto nos dé a

ol Ca1+--~+cx.;m1 -

{1.2}-tripla {—{a1 + -+ ey (@1 + -+ Qo) Qg b

e aigualdade Ag i va. , = Aayaoza._ + Aa._.. Repetindo o argumento com as

raizes Qi + v b Gewn, O3 F -+ Geos. oo L. obtemos a expressdo desejada para

Aa-

= —1}
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Falta provar a afirmacio {3} e a propriedade abeliana da defini¢do 3.16. No
entanto. podemos observar que as duas sio equivalentes: de fato,se a € M (J. Z) e
3 M {(J 2). supondo {3). se o + J ¢ raiz. entdo Aats = Ae — Az. Por outro lado.
fo = 5 %= Sa4s = —1, donde {{a + J).—a. -5} ¢ uma {1,2}-tripla. Isto implica
que Aaps = Aa + Az, 0 que é uma contradiggo. Reciprocamente. se o € M {J, X}
e 3 e II7, sBo tais que a + § é uma raiz, entdo ¢35 = +1. pois a condicao abeliana
implica que 3 & M (J. %), Além disso, a segunda das quatro condigdes equivalentes
da definicdo 3.16 implica que a + 3 € M {J, ). Segue que {a + 3. —o. -3} ¢ uma
{1,2} ~triplae —Aqs3+ Au — A = 0, isto é. dass = Ay — Az . Portanto. a condigao
abeliana implica (5).

Provemos & afirmacdo {(3). Sejam a € M (J.X) e & ¢ II7 sio tals que o +
3 ¢ uma raiz. pela segunda das quatro condicdes equivalentes da definigdo 3.16.
a+43 e M{JZ) Secs= =+l entho temos {a.J.— (a+ 3)} uma {1.2}-tripla
€ Eata €525 F SojaemAars = 0, 0U seja, A — Az = Aqws. Logo. a afitmacao
5) é verdadeira se g5 = +1. Se g5 = —1. isto é, § € M (J. X}, entéo escrevendo
GG+ by = ocom ey € Yeo+ J4 4+ 4y raiz para todo
1 <k < s temos por 3). Ageg = Ay + A, + - -+ A Também. pelo lema A5,
podemos escrever J =3 +---+ J.coma+ 5 +---+ 5y raiz paratodo 1 <7 < 1L
Assim, novamente por (3), A, = A, + A, + -+ A+ Az -k -+ Ag. Segue que
Aasd = Aa = —Az — -~ Az < 0. Por outro lado. g, = —l.gg = —1l.c,45 = —1
e {a. G.—(a+5) uma {1,2}-tripla. Dal, e5ha + 2323 + Sotaem Aaps = 0, 0u seja,
—Ao = A3+ Aaps = 0. Assim Aats — Ae = Ag > U 0 que é uma contradicao. Logo,

nao pode ocorrer £z = —1, Portanto a afirmacéo (5) é verdadeira. L

Definicao 3.18 Dizemos que uma iacs J sohisfaz a propriedade de ideal abeliono
com relacdo o 3 se M (J, 2} € um ideal abeliano tal que M (J.2) M2 = 6. Neste

caso, J tem a forma ideal abeliano com relocas a 2.

Podemos ver que se M {J.X) € um ideal abeliano. entao as expressoes dadas no
teorema 3.17 para A de fato definem uma métrica (1, 2j-simplética com relagao a
J. mostrando que J ¢ (1.2}-admissivel. De fato. consideremos as expressoes dadas
no teorema. Queremos provar que para toda {1.2}-tripla {a, 5.7}, oA +23hs +
£ A, = 0. Vamos supor que a. 3 € I17. Se g, = =1 e gg = +1, entéo go45 = —1,
pois a + 8 é raiz e o € M{J X). Neste caso a igualdade desejada passa a ser
— Ao+ Az + A, = 0. Mas, pela expresséo dada na afirmacéo (5) do teorema. esta
izualdade é verdadeira. Se €, = +1 e ¢35 = —1 a verificaciio da igualdade é feita da
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mesma forma. O caso £, = g5 = —1, pela propriedade abeliana. ndo ocorre. Resta
verificar 0 caso &, = €4 = +1 e g, = —1.

Podemos escrever o = g + -+ + .. 3 = Jy + -+ + 3. onde todas somas
intermedidrias sio raizes ([SM]. pdg. 165). Pela afirmacio (4) do teorema. A, =
Aoy FrootAa, Ag =g+ F g e Aa+As=An FooF A, A o Ag
Também, —v > 0. =y e M {(J E)e—~v=o0;+ - +a.+ 5 + -+ 3 Pelolema

A5, todas as somas intenmedidrias o+ 3 + - - - + ) sdo raizes. Logo. pela afirmacao
(4}, Aoy = Ao, + -+ Aq, + Az - - -+ Ag.. como querfamos.

No préximo capitulo a presenga da métrica (1. 2)-simplética sera garantida mos-
trando que J é afim se M {J. ) € um ideal abeliano.

E natural perguntar neste momento se as formas ideal abeliano do teorema 3.17
determinam as classes de equivaléncia das estruturas {1, 2)-simpléticas sob a acgéo
de W. Claramente, estruturas equivalentes podem ser colocadas na mesma forima
ideal abeliana. Mas, nao é verdade que duas estruturas J; st Js satisfazendo a
propriedade de ideal abeliano com relacdio a mesma ¥ sdo equivalentes. Assim,
a forma ideal abeliana néo é uma forma verdadeiramente candnica, no sentido que
classes de equivaléncia nao séo determinadas pelas forma ideal abeliano. Voltaremos
neste assunto no capitulo 5 quando estabelecermos a correspondeéncia entre iacs
(1.2)-simplética com as facs afim.

Finalizaremos este capitulo explicitando o seguinte fato.

Proposicao 3.19 Se J safisfor a propriedade de ideal abeliono com relacdo a ¥,
entao I7(J) =2 se M(J XY =0 eI7 ()= U{~u} se M{JX)#£10.

Demonstragao: Supomosque M(J.Z) = 0. Dadoa € T {J) = {a € T,z = +1}.
se o € I17, entéo —a¢ € 117 e ¢, = =1, implicando que —a € M({J.T). o que é
uma contradicgo. Logo o € HT\M (J.X). Se o € ¥, entéo o = F+~, com 5.~ > 0.
Como M(J.E)=0.e5=2. =+1ea= 3+~ éuma J-decomposicio para a. o que
contradiz a hipdtese sobre a. Segue que a € I

Reciprocamente, dado a &€ X, £, = +1. pois M(J. ) =0. Sea g IT7(J}. entdo
existem raizes 3.~ tals que o = J+ v com g5 = ¢, = &, = +1. Dal, -3,

. .-~ sa0
ambas raizes negativas pois. do contrario. estariam em M (J,X). Segue que 7 e 7

séo positivas e isto contradiz a definicdo para o simples.

Agora supomos M{J.Z) # 0. Sea € ¢, = 41, pois M{JEINE = 0. Se
oI (Jienthoa =J+~ come, =¢c5=2¢. =-+1. Como a € X, entdo a ou 3
é uma raiz negativa. Digamos 7 < 0. Dal. =3 >0, s_3 = —-1le -3 & M {JX).

Segue que o — 3=~ & M (J Z}) e s, = ~1, 0 que é uma contradicio. ¢ € Z7(J).
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Querermnos provar —u € I7{J). Temos que £_, = +1. De fato. como M (J. X} #
B, existe o« € M (J.Z) e podemos escrever a4+ oy + -+, = . coma; S L e
G = 0o+ oy + -+ o raiz para todo 1 < & < n. Segue que o +a; € M (J, X,
Repetindo o argumento obtemos que p € M {J. X}, ou seja. £, = +1. Também, se
—p é decomponivel. entdo o também o é. Neste caso, p=a+0es, =¢, =5 = —1.
Além disso @, 8 € 117 pois. p € a raiz de altura méxima. Logo .3 € M {J.I) e
o+ = p € uma raiz. Isto é uma contradicdo. Logo p é J-indecomponivel. Partanto
—pu € IT(J).

Agora, X ¢ um sistema simples de raizes contido em I7{.J) e. pela observacao
que sucede o teorema 3.14, T7{J} = 2 U {~pu}. [



Capitulo 4

Estruturas (1, 2)-admissiveis sao

afins

No capitulo 2 associamos a uma alcova A uma iacs afim denotada por J{A4).
Também, no teorema 2.4 foi exibida uma métrica invariante gue é (1.2)-simplética
com relacdo a J{A). A proposta deste capitulo é provar que esta construgéo co-
bre todas as facs (1.2)-invariantemente admissivel. Comecande com J. uma iacs
(1,2)-admissivel, vamos procurar uma alcova 4. tal que J = J{A). A maneira de
A néo exige a métrica, mas somente o fato de que J pode ser colocada na forma
ideal abeliano descrita no teorema 3.17. Logo. nosso objetivo é provar a seguinte
afirmagao.

Teorema 4.1 Seja J = {c,} uma estrutura quase complera invariante. Fizamos
um sistema simples de rofzes 22 e Supomos que

M{LEY = {a >0 s4=—1}

¢ um wdeal abeliono. Entdo exisie uma alcovae A tal que J = J (A}

No tecrema 3.17 obtemos que M {J )N T = {. Contudo, a prova de que J
¢ afim se este possui a forma ideal abeliano permite que exista raiz simples o com
Eq = 1.

A demonstracac do teorema 4.1 é baseada nos resultados de [Y'.S] sobre as coor-
denadas de uma alcova. Estes resultados foram estabelecidos com uma normalizacio
especifica de nosso sistema de raizes I, que € visto como o conjunto de co-raizes de
cutro sistema de rafzes. {[JH].sec. 2.9).
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Assim sendo. comegamos com um sistema de raizes I1. normalizado de tal modo
que {&. vy = 1, para todo a € I1. se este s6 tem ligacdes simples e (a.a) = 1 para as
raizes curtas noutros casos. Dada o € I1. seja o = %‘-;w a correspondente co-raiz.
Sabemos que o conjunto 1Y de co-raizes de II é também um sistema de rafzes, e
vice-versa. todo sistema de raizes € o conjunto de co-raizes de outro sistema.

Vemos nosso sistema de raizes 1l original como um conjunto de co-raizes:

- %0 -
ﬂzﬁvz{av= .fa ;&EH}.

{por exemplo. se I = By. entdo Il = () e vice-versa ([JH]. pag. 403} Se II 6 tem
ligacoes simples, entao [1 = 21l pois este caso (o, o) = 1. para todo o e ambos os
sistemas séo isomorfos (pela aplicagho 2o — ). Mas, se o diagrama de Dynkin
de I1 possui ligacdes milltiplas, entdo as rafzes longas de I s80 as co-raizes a¥ com
o percorrendo as rafzes curtas de 11 e reciprocamente.

Agora. consideremos o sistema afim associado a [1. Os hiperplanos afins séo
definidos por

Hi{a". k)= {z: {z.a")y=k}. acll k€7

Dada uma alcova A e uma raiz o € 11. existem inteiros k, = ko (A) tais que k, <
{x.o") < ky 4 1. Estes inteiros definem a alcova A, mas existemn redundancias nas
desigualdades. Isto ¢, nem todo conjunto de inteiros &, € o conjunto das coordenadas
de uma alcova. As condicbes necessarias e suficientes para que um conjunto de
inteiros k. forme as coordenadas de uma alcova sfo dadas por [Y'S]. lema 1.2 ¢
proposicao 9.1. Explicitemos estas condiges.

Proposicao 4.2 Um conjunto de inteiros k,. o« € 17, forma as coordenadas de
uma alcova se, e somente se, para todo par de reizes .3 € 1 tal que o+ J € 11,
as sequintes desigualdades sao vdlidas:

2 i ;
< JalP ke + 18P ks + |af® +

P ke =18 ks+1 < la+3% (kass+ 1)

Recordemos que na construgfo da iacs J{A4) = {2, (4)} assoclada a alcova A.
temos £, = (__1}kQ{A>_

Dessa forma, para provar o teorema 4.1 € suficiente encontrar, para uma iacs
J = {z,} dada, um conjunto de inteiros k, satisfazendo as desigualdades (4.1) e tal

ke , , L . .
que £, = (—11™ Logo. o teorema 4.1 é uma consegiiéncia da seguinte construcio.
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Proposicao 4.3 Sejam J = {c,} uma iacs, T um sistema simples de raizes fizo e
M(J.EZ)={a&e"s, = =1} wm ideal abeliono. Pare o > 0, sejom

Jors 5 7g ’ £, ==
ko = 0, & M(J “,\ . I’,.bto e o = 1 (4.2)
ae M{JLZ), isto é, g4 = —1

Entao as desigualdades ({.1) sdo satisfeitas pelos inteiros kq, que estamos conven-
cionando ser igual a kav. o € I1.

Notemos que as desigualdades (4.1) s&o dadas em termos de triplas de raizes
em 1. Contudo. a definicac de k., na proposicao 4.3. consiste em escrever as
desigualdades em termos das raizes em 11

A demonstracio da proposicao 4.3 é feita em vérias etapas. Na primeira delas
vamos considerar ¢ caso onde o diagrama de 11 sé tem ligactes simples. Neste caso
11 = 211 ¢ ambos os sistemas sdo isomorfos. Isto implica que para ¢, J € I a+3ell
se, e somente se, a¥ + 3 € I1. Além disso. para qualquer tal tripla as desigualdades
(4.1} reduzem-se a

ko +ks+1 <koys-+1 <h,+ks+2

Consideremos as possibilidades para k..o > 0. que

meio dos sinais ¢,. Escrevendo (g4.63.8405) = (&, 4. &

1. Se os sinais sao (+.+.+). entéo k, = k3 = ko5 = 0. e dal as desigualdades
sao 1 <1 <2

2. Se os sinais sdo (+.-+, —), entdo k, = ks = 0, ko5 = 1. e daf as desigualdades
sin 1l €2<2

3. Se os sinais sao (+, —.— ), entlo k, = 0. ks = kows = 1. e dai as desigualdades
sao 2 <2 <3,

Os sinais [+, —.+) nfo sfo considerados pois, por hipdtese, M (J. X} € um ideal

¢ o sinais (+, —.+) contradizem a segunda das quatro condicles equivalentes da

definicdo 3.16. Analogamente. os sinais {—. ~.—} e (—.—~., ) nfo sio considerados

pois estes contradizem a condi¢ao abeliana da deﬁmgao 3.16. J4 os sinais {(—. 4, —)
e (—.—+,+) se comportam como os sinals (+, —.—) e {+.—.+}, respectivamente.

Isto conclul a demonstracio da proposicdo no caso de ligacdo simples.
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Para os casos de ligacdes multiplas adiamos a analise de (3 para simplificar
alguns dos argumentos. Assim. na discussao que segue vamos Supor que |c3;\2 =1ou
ict-@? =2 seacll

Cada par de desigualdades é dade por uma tripla (a. J.a + 3} de ralzes em
1. Escrevendo l para raiz Iono’a e & para raiz curta. temos quatro possibilidades:
{(s,8.8). (1.1.1) . {5.0,8) e (s.58.0). Ocaso(l.l,s)nao ocorre. De fato, em um sistema
de raizes a soma de duas rafzes 1011gas nunca € wma raiz curta (observemos B> ou
Gs). O caso (I.s.s) € igual ao caso (s,[.5).

Vamos verificar por que o caso {[.s.{). que € igual a (s.1.1}. ndoc ocorre.

Fora G5, a Unica possibilidade para combinar raizes do tipo [ e do tipo s € em
um Fo-subsistema,

Escrevendo sempre o conjunto de raizes simples por {a;,....a;}. em B { > 2
o Bs-subsistema é formado por {a;-y.o;}. O mesmo ocorre com Cp, [ > 2. Jd em
F, o By-subsistema ¢ formado por {as, a3}

Calculemos as raizes positivas de um sistema Fs, com ., as raizes simples.

2 -1
longa e curta, respectivamente e 6 o a matriz de Cartan. A a;-sequéncia

iniciada em a2 tem p = 0 e ¢ = 1. enquan_%c» que a as-sequéncia iniciada em a;
tem p = 0 e g = 2 na formula de Killing. Logo o3 + a0 € a tnica raiz de altura
2. Também ay -+ 20 é Unica raiz de altura 3. N&o temos raiz de altura 4, pois
20, + 20 ¢ multipla de oy + ay e @y + 30y, pelo que ja dito. ndo é raiz. Logo,
as raizes positivas sfo {aq. @o. ay + 0z. 01 + 20z}, onde aje oy + 209, Qg € 0 + Qo
sao as raizes longas e curtas. respectivamente. Quando combinamos um raiz curta
e uma raiz longa, o resultado é uma raiz curta (o + az). Isto exclul o caso (I, s.1).

Voltemos as possibilidades dadas anteriormente. Traduzimos as possibilidades
(s.8,8).(L.1.1}). {s.].s) e (s.5.1) para triplas em II. Tomando co-raizes chedamm a0ns

casos (L.1.1), (s.5.8). (I.s. [} e {(I.1.5). \os dois primeiros casos a¥ + 3Y = (o + )
De fatc. a¥ = 20, 3¥ = 23 e (a+ 8" = 2(a+ 8). pois a.3.a + 3 séo do tipo
Também 0¥ = a. 3¥ = Fe{a+3) =a+ 3, pois a, B e o + 3 sdo do tipo 1.

Logo. (a. 8. a + 3) corresponde a tripla de raifzes {u, v, v + ¢} em I Os outros dois

casos nfo correspondem a tais triplas em 1. mas a triplas obtidas do seguinte modo:

Dada uma tripla {a. 8.0+ 3) do tipo (s.l. 8} em I. temos a” + 23" = 20 + 23 =

2a+5 =(a+5) e reciprocamente. a tripla {(w.v,w) do tipo {I.s.1) em I vem

de uma do tipo (s./.8) em . se u + 2 = . Analogamente. para triplas do tipo

{s.8.]) em I, temos 92— -+ %., = 2;" +Z =q+8=(a+ J:\’ e reciprocamente, a
g} e

tripla {u, v, w) de tipo {{,1. s) em I vem de uma do tipo (s,s.{) em I, se w = 4=

=
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Tendo estabelecido esta correspondéncia, reescrevemos a proposicac 4.2 para
sistemas de ligagOes duplas.

Proposicao 4.4 Seja I1 um sistema de raizes de ligogées duplas. Um conjunto de
inteiros ko, € II7. forma as coordenadas de uma alcova se as sequintes desigual-
dades sdo satigfeilas para as correspondentes triplas de raifzes em I17:
Dia.fa+3)y={010 ka+hs+1 < hous+1< ky+ks+2.
2i{a.Ba+3)=1_(5.5.8): 2ky +2kag+ 1< 2kpup+2 < 2k, + 2ks + 5.
Gl Foa+23) = (l.s ) ko +2kzg +1 <haeos+1 < ko +2ks+3,
4 (0. 3.257) = (L1s): ka+ ks + 1< 2heme +2< ko + s+ 3.

Os valores de k,. definidos na proposigdo 4.3, devem agora satisfazer estas de-
sigualdades. Como k, é dado por £,. escrevermnos as possibilidades em termos de
sinais. Nos dois primeiros casos somente os sinais (4. 4+, ). (+.+. —Je (- +,—) =
(+,—.—) aparecem. De fato. {(—.—.+} e (—.—. —) contradizem o fato de M (J.X)
ser abeliano e (~,+. 4+) = (4. —, 4 contradiz a segunda das condigbes equivalentes
a definicio 3.18. Para os sinais possiveis temos.

T e B B e D I B Gt
(LD 11<1<211<2<212<2<3
(s.5.8) | 1<2<5]1<4<3 3<4<7

(s outros casos sao descritos abaixo.

- Ocaso (a.3.a+23) = (I.s.1). Tomemos a.3 € 11T tal que o + 23 < IIT

Entédo €5 = +1. De fato .25 = -1 implica que a + 3 € M (J.X). Logo.
pela propriedade abeliana . (o + 8) + 7 = o + 27 ndo é raiz. 0 que é uma
contradicao. Também, se g, = —~1._ como g5 = -+1. a segunda das condicoes
equivalentes da definicio 3.16 implica que s.op = —1. Os mesmos argu-
mentos aplicados a 7 e a + 3. nos dé g,.03 = —1. Isto exclul os casos
(— +. 4+ (= = F) (= —. =) . (+.—.+) e (+.—.—). Restam somente tres

casos, com as correspondentes desigualdades:

(a) {+.+,+);

(B) (.4,

fd i
| FAN VAN
S —
A A
o o [~

D
A

o
in

(c) (=~}
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O caso (. 3. a;ﬁ‘} = (I.1.s). Tomemos o e 3 rafzes positivas tal que 232 ¢ II*,
Podemos identificar a inversecéo de IT com o subespaco gerado por a e J
com o sistema de rafzes By, cujas raizes positivas, conforme computacio feita
anteriormente, sdo

{o1, g 00 + ap. oy + 205}

A identificacio é feita de modo que o = a1, 3 = a; + 200, Assim, 222 =
g i 1 2 5

oy - g, Se £, = g = —1, entlo €225 = —1. De fato. usando a identificagio
2

3
o+ 4+ : A cci 3
com 82 Vemos que 3= = a4+ s € == = a; + ax = § — a2 Assim, O‘; é

&

wi

maior que « ou F dependendo se ap € positiva ou negativa em II. Em ambos
08 Cas0s Egps = +1 contradiz o fato de que M{J. X} é um ideal. Notemos

o+

que £, = wl e ap > 0 implica que a + a, = 5= € M (J.I) Ja gz = —1
e ap < 0 implica. do mesmo modo. que 3 —ap; = =2 & M (J, ). Assim.

os sinais (—.—.=+) nfo ocorrem. Por outro lado, se ¢, = g5 = 1. entdo

cazs = +1. De fato, se ay é negativa em II, como -‘5-}2 = o+ . 18t0 &,
L - et ; : : . . .

f’i;ﬁ —ap = . entdo 55 € W (J.X) implica @ € M (J.X). o que é uma

o4 ; : £
5 = 3 = 3

~ ot ey . . ) - ) . . ,
entao 9%— € M {J T} implica 4 € M (J.2), uma nova contradigdo. Assim. os

sinais {+. 4. —} néo ocorrem. Os outros sinais, mesmo que possivelmente néo
ocorram, nao invalidam as desigualdades. Vejamos os sinais e suas respectivas
desigualdades.

{a) (+.+.)p 1<2<3

(b} (+.—.+): 2 <2 <4, que se comporta como {—, +.+).
() {(+.—. =) 2 <4< 4, que se comporta como {—. 4+, —).

Isto conclul a prova da proposicio 4.3 {e daf do teorema 4.1). para os diagramas

de ligacio dupla.

Agora consideramos Ga. isto € II = (4. Escrevemos suas raizes positivas como

xy

Gy + o g+ 20y o3+ 302 207 +3ce ((SM].pdg. 168

Cin
Entédo as possiveis J tal que M {J. ) é um ideal abeliano séo

1

“+ + + +
= o e, Jo = + o Sy = +4 - = + - ——
“+ + -+ -+
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De fato, &, = —1 e £, = —1 nfo occorrem pois, ¢ + a2 € uma raiz e o ideal nao

seria abellano. Isto elimina as possibilidades + £+ 2+
Se £o, = —1 e gy, = +1, entdo Sayva, = —1, Snr 4200 = —1.8a; 430, = —1. Mas,

ay 4+ (a1 -+ Bae) = 20 + 30y nde seria uma ralz. Isto elimina as possibilidades

+xE.

Analogamente. g,, = +1 e ¢,, = —1 impediria @; -+ 2, de ser ralz, eliminando
.
0% ¢asos + &=+
Consideremos agora £, = +1 e &,, = +1 € &4, 40, = — 1. Assi So 420, = —1

e (qy + az) + (o -+ 2a2) = 209 + 3az nfo seria uma raiz. Logo. as possibilidades

— =+ 4+ estio descartadas.
SG :’:Qi - Eaz - €QI+Q2 = '+"1 [ €Q1+2Q2 = _1 eﬁiéo €a1+3a2 = _1 [ €2Q1+3Q2 e —1

4
Isto exclul as possibilidades + -+ k.

_i.-

Se fa; = Say = Saytan = Saj42ay = Tl € Sa 430, = —1. ENLAC Su4, 430, = —1.
eliminando o caso i T+ — .

Finalmente, se £,, = €4, = a0, = +1 € Sa12200 = Sait3as = —1. entao
Coai+3a; = 1, 0 que elimina : 4 — — - Portanto. J;, ¢ == 1.2.3, 4. apresentadas

acima sao as Unicas tacs possivels tal que M (J. 2} é abeliano.

Queremos agora provar a proposicéo 4.3 guando II = G, Vamos verificar as
desigualdades (4.1} para cada uma das possiveis zacs dadas acima. Consideremos
o raiz longa e o raiz curta, onde ¥ = {og. 05} € o sistema simples de raizes. As
possivels triplas de raizes (o, 3. v) em 1, para as quais o + 3 = ~ sao:

1. {ay. ao.aq +az) = (I, 5.8). levada a uma tripla do tipo (s.[.[} em IL
2. {og. oy + o, 01 + G} = (5.5, ¢). levada a wna tripla do tpo (I.1.1) em IL.

3. (o) + oo + 200,207 + 3a0) = (8.5,1), levada a uma tripla do tipo ({.[. s}

em II.
4. (ag.01 + 205,07 + 3az) = (s, 8.1). levada a uma tripla do tipo ({.1.5) em IL

5. (a0 + 3. 201 + 3a2) = {1.1.1). levada a uma tripla do tipc {5, 5.5) em 1L
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Em II, {(a.0) = 1 se o é raiz curta. J& que o angulo entre a, € ap é Z([SM],
pag. 210). obtemos que (o). ae) = —£. Notemos que (o). ¢) = 1 e {a.az) = 3
((SM], pag. 255).

Dafl af = 201. oy = 200, (01 + a2}’ = 2{a1 + a2). {01 + 203} = 2 (a1 + 2a2).
(o +30)” = % (a7 + 3a2) e (201 + 3a0)” = 2 (201 + 302). Logo. podemos tradu-
zir as possibilidades de triplas em G5 para triplas em I pela seguinte tabela:

Gy =11 I comprimento em II
(1. 0o, a1 + ) (w, v, 3u -+ 2) (1.5,5)
{tvg. @y + Qg &y + Qi) lu v, u+v) (5.8.8)
(o + 0,01 + 200 200 + 3az) | (v, B (5.5.0)
{ag. a1 + 203, 01 + 3a) (u.v, %5 (5.8.1)
(0.0 + 302, 201 + 3as) (w, v, u + v) (1.1

A proposicao 4.4, para = (5, tem o seguinte enunciado:

Um congunto de inteiros ky, o € IIT, forma as coordenadas de uma aleova se as
sequintes desigualdades sdo satisfeitas para:

D {a.B8.3a+3)=(s5,1,1): 3ky + kg + 1 <hanes + 1 <3k, + ks + 4.

Nie.Bo+3) =1L tka+ka+1<has+1<ky+ks+2.

3) (0 8. 552) = (Lls) ko~ ke =123 (kam +1) Sha ks + 4

(0. 898 = (Lls) kg kst 1<3 (AW + 1) Y Y

Sy {a.B.a+5) =(s.8,8): kg + 3kg+ 1 < 3{kays + 1) < 3ka + ks + 8.

Computemos para a tripla (o, 3. 3¢ + 7). as possibilidades de sinais {=,. 25, S5054)-

Se g, = —1l.g5 = ~1, entdo o + J e 3a + 3 néo sao raizes. Isto exclul os sinais
(—,~,£) Secy,=—lgg=+l.entboa+7c M{JX) e2a+7Fe3a-+73nio
sao raizes. Isto exclul os sinals (—,+.=x). Também. se £, = +1,85 = ~1. entdo

a+0e M{JE)e3a+ 3 M(J. L) Logo temos trés possibilidades de sinais com
as respectivas desigualdades:

a. (4. 4.+):1<1 <4,
b (4.4, =-):1<2<4
. (+.—.—):2<2<5

Para as triplas (o, 3. o + J), apresentadas na segunda e na quinta linha da tabela
acima. temos as seguintes possibilidades de sinais para (g,,83.5,.5): Se g, = g5 =
—1, entdo o+ Jndo éraiz. Sec,= —1l,gg=+1{c,=+1,cg=~1). entéo s,sp =
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—1. Logo. podemos excluir os sinais (— —. =) . (—.—. ). {+. —. +) e (—.+.=+).

Assim. os possiveis sinais com suas respectivas desigualdades sao:

a (+,-.+):1<1<2 geatripla for do tipo {{.1.0}.1 <3 < 8, se for do tipo

(s.5.5).

Bo (4.4, =) 1 <2< 2 seatripla for do tipo ({,{.1}.1 <6 < 8. se for do tipo
(s5.5.8).

c. {4+.—.—}:2<2< 3 seatripla for do tipo {1,101} ,4 <6 < 11. se for do tipo
{s,8,8}.

d. {—.4+.—}:2<2<3 se atripla for do tipo (.1.1) .4 <6 < 11. se for do tipo
{s.8,8).

) P . Lo .y .
Tratemos o ca.so(a. 3, 33—) Podemos identificar & intersecio de II com o sub-
espago gerado por o e J com sistemna de raizes (5. A identificacdo é feita de modo

que a = a1, 8= 201 + 3z e 225 = a; + ap. Mas, com esta identificagdo. necessa-

riamente £,, = £, = +1 € fais = 4,44, = +1. conforme verificagio das possiveis
azd 4
J. feita anteriormente.

Logo temos as seguintes possibilidades de sinais acompanhados de suas respec-

tivas desigualdades:

a. {+.4.4+):1<3<4
b (.-} :2<3<5

Ja que as desigualdades relativas as linhas 3 e 4 da tabela acima sao as mesmas.
concluimos a demonstracio da proposicao 4.3, também para o caso G,
Em resumo:

1. Toda zacs afim é (1.2)-admissivel. conforme teorema 2.4:

2. Toda iacs (1,2)-admissivel estd na forma ideal abelianc com relacéo a aloum
sisterna simples de raizes X, conforme teorema 3.17;

3. Toda 2acs na forma ideal abeliano com relacédo a ¥ € afim. conforme teorema
4.1
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Uma outra forma de ver que as estruturas Ji.Jy. J; e J; s&o afins é desenhando

o conjunto de alcovas. Neste desenho o é a raiz longa e J a raiz curta.

<

Q-+

3 -;t+++—

/\

As jinhas de maior. gs urg/indi oS
nptieos das'res raizes. As aldpva

tacadas as gue repfesentam asNacs
afim.




Capitulo 5

Equivaléncia de iacs

(1,2)-admissiveis

Neste capitulo buscaremos as classes de equivaléncia das estruturas invariantes (1. 2)-
admissiveis, sob a agao do grupo de Wevl. Ja vimos que qualqguer tal estrutura pode
ser colocada na forma ideal abeliano. Resta determinar quando dois pares {J;. Ay)
e (Jo. Az) satisfazendo a propriedade de ideal abeliano com relaco ao mesmo ¥ séo
equivalentes. Vamos entédo fixar um sistema simples de raizes X e verificar se existe
w e W tal que Jo = w-Jy. Tendo isto em mente desenvolveremos aqul uma fdrmula
para M {w - J. X} quando tanto J quanto w - J satisfazem a propriedade de ideal
abeliano com relacdo a X

Temos que se J = {g,}. entho wJ = {g,-1,} . Assim. toda raiz o ¢ J-decomponi-
vel se. e somente se. wa € {(wJ)-decomponivel. De fato, se a é J-decomponivel,
entdo o = J+ 7, com £, = 25 = £.. Queremos provar gue wa = J) -+ v, onde
Spa = 03, = 0. 18t0 é. 54 = £,-15 = &,-1,,. Mas, wo = wd 4+ uy e g, =

Sumi{wa) = Sw-Hwd) = Sw-liuwm). LOZO wa € wJ/-decomponivel. Reciprocamente, se
e

we é wJ-decomponivel, entdo wa = J+ v € S0 = S tpay = Sy13 = S-1.. Dal
c=u"'3+u"lveqaé J-decomponivel. Logo T (wJ) = wZ (J).
A préxima proposicdo caracteriza estes w € W que naoc destroem a propriedade

de idesl abelianc.

Proposicao 5.1 Fizade um sisterna simples de raizes T, sejo © = DU {—u}. Se
05 pares invariantes (J1.A\y) e (Jo, As) sdo equivalentes e possuem ¢ forma ideal
abeliono com relacéo o X, entdo existe w € W satisfozendo w: =%, Por outro lado.
se {J1. Ay} € (1.2)-simplético. salisfoz a propriedade de ideal abelino com relocdo a
Y ew € W satisfaz wY =X, entdo (Jo. As)y = w{Jy Ay} satisfaz a propriedade de
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sdeal abeliane com relacdo ao mesme 2.

Demonstragao: Vamos supor que os pares invariantes (J;. Ay} e (2. Ag) possuem
a forma ideal abeliano com relag@o a X e sfo equivalentes. Segue que existe w € W,
tal que w {Ji. A1) = (J2. Ao}, Pomos Jy = {s.} € Jo = {8a}. Pela proposicio 3.19

T(J) =T (J) = () U {4}

Além disso. T (Jo) = T (wJi) =uwZ (J)) e w T (J3) = T {J1}. Daf w e w™! aplicam
o subconjunto  {£X) U {£u} sobre si mesmo. Queremos mostrar que I¥ (J)) =
I+ (Jy) = T U {~pu} é também invariante por wtl Seaq € L. entio g, = 8, = +1

D«z
I
m

pois M (Ji.Z) e M (J:.Z) nfo interceptam L. Mas wla € E4 = Cpe. LOZO,
wEh CNU{—prew 'S C U {~put E\otemos que £-, = +1. pois —pi € I+ (Jy)

conforme proposicac 3.19. Se w™ Y C Y, entdo w = 1 e wE = . Caso contrario,
existe & 6 tal que wla = ~p. isto é, w(~u) = a. Isto significa que wE = S e
w'E = 3. ou seja. T é invariante por w e por w 1.

Agora._ supomos que X U {—u} € invariante por w*! € W. Entio Iy = w 'L
¢ uma outra escolha de um sistemna simples de rajzes dentro de ¥ U {—u}. Logo,
pelo teorema 3.17, J; e wJ; estéo na forma ideal abeliano com respeito tanto a X
guanto a . M

Denotamos por We o subconjunto de W que deixa T Y invariante. Devido a bijecao
de W com o conjunto dos sistemas simples de raizes. ({SA/} . pdg.240). temos que W
estd em bijecdo com o conjunto dos sistemas simples de raizes contidos em 3. Estes
sisternas podem ser determinados com a ajuda dos grafos de Coxeter dos grupos de
Weyl afim (diagramas de Dynkin estendidos), ([JH].sec.4.7)

Lema 5.2 Um subconjunto ¥y © ¥ = T U {—u} € um sistema stmples de raizes
se. € somente se, Ly € um subgrafo do diagramae esiendido. igual ao diagrama de
Dynkin de 2.

Demonstracdo: Supomos que ©; C 2 € um sistema simples de raizes. Como 5
¢é o diagrama de Dynkin estendide. entao Iy é um subgrafo do diagrama estendido,
igual ao diagrama de Dynlkin.

Para a reciproca devemos olhar os diagramas estendidos ([JH!. pdg. 96). Os
subgrafos Xy que sdo isomorfos a I séo obtidos retirando de & S araiz — (4 oU wna raiz
simples em um subconjunto A € 2. Verificando os coeficlentes de i com relacéo a

Y ( [JH]. pag. 99). vemos que os coeficientes de cada o € A é 1. Tomemos uma
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raiz positiva 8= > n.v, n. > 0. Se ¢ € A, n, = 0 oun, = 1, pois n, é menor ou
~EEL

igual que o coeficiente de p com relaglo a . Agora. 3 € uma combinacdo linear de
(T {a})U{—p} com coeficientes inteiros m;, que séo todos malores ou iguals a zero
se , = 0 e menores ou iguais a zero se n, = 1. De fato. se n, = 0. 3 ¢ combinagio
Jinear de £\ {a} € (E\{a}) U {—u} U e os coeficientes sdo todos ndo negativos. Se

Ng = 1. e8Crevemos

TN S 5+ E v e J=a+ E'nfg.
geTiial

dea{al TEINA AN

Dat, =~ (-}~ ¥ b= & oyt T mf=-(-u)= T i+ ¥ mn,

searial  ~EINA ceri{a} deai{al ~eThA

onde m, < 0 pois os coeficientes de y s@c maiores ou iguals que os coeficientes de
3. Isto implica que (Z\{a}) U{—u}.o0 € A ¢ uma sistema simples de raizes,
([SM]. pag. 162). 0

Examinando a tabela dos diagramas estendidos encontramos os seguintes

sistemas simples de raifzes &, C %

b3 f‘ﬂié {raizes simples} A
Al {O&z ,,,,, ai} {O:;,....O;g}
B 2 {a....,qr} {ar}
) 2 {fag.. . o) {a}
D, 4 (oot | far ooy and ([JH]. pag. 98)
Es | 3 {oy.....cq) {a1. ae}
E-| 2 {ai,... o {az}
Ee| 1 {a:,..., 08} 0
Gal 1 {ar, oy} 0
wai 1 {Cl‘l ..... Cea ¢

Os ndmeros desta tabela s&o precisamente os indices de conectividade dos grupos
afim W,. Este indice é a ordem de ﬁ; /W, ou. de forma equivalente, a ordem do
subgrupo de 1/’%\& que deixa invariante a alcova basica Ap.

Isto sugere uma relacéo entre o subgrupo W, que deixa invariante a alcova basica

Ay e Wg. De fato. temos a seguinte construcdo: Seja P o paralelepipedo aberto
P=lzrehVaeX 0<{z,0)<1}.
Dade w € W, existe exatamente um gy € L tal que tppw (Agy © P.{[JH] pag.

991, onde t5 ¢ a translaciio afim por A (1 {u) = u+ A).
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Pomos ¥ = {a.....a;} eseja {wy, ..., wy} definido por {(w;, ;) = é,;. Por [JH].
pag. 99, pp = > auw; coma; =0.se wla; > 0eq = 1,se wlo; <0 Dadow €
W, existe justamente uma raiz simples. digamos «,.. tal que w™ o, = —u. Para

as outras rajzes a € ¥. w™la € L. e entdo w™la > 0. Logo. p,. = uy. 5¢ Gy = 0.
Isto vem da definicio de Wik,

Lema 5.3 Sejam w € Ws e a > 0. Entdo wla > 0 se, e somente se. {p,.a) = 0
ew o < U se, e somente se. {p,.a)=1.

Demonstragao: Sejam w € Wi e a > 0. Temos que o coeficiente b, de o, em
o= 3 bg8 é {pe.a). Defato. se ap = ol pe=wi e (pu,a) = w3 b0 ) =
Bex Gav
bow, Wiy Gy = ba,.. Além disso. o coeficiente da raiz de altura méaxima p na direcéo
de o, € 1 {observemos a demonstracdo do lema 5.2. No sistema simples &; =
{fway... .. way b, a raiz retirada é @, ou seja. oy, € A). Como {p,. o). o coeficiente
de o na direcdo de a.,. € menor ou igual que o coeficiente de i na diregiio de oy,
entdo {py.a) = 0ou {p,.,a) = 1. Se wla > (. significa que a ¢ wma combinacdo
linear de T\ {a.}. isto é. {pn.a) = 0. Se w™la < 0. significa que «,. contribui na
expressao de o como combinacao linear de £. ou seja. {p,. a) = 1.
Reciprocamente, se (p,..a) = 0. entdo w™ e é uma combinacio linear, com in-
teiros positivos, de w™ (T\ {a }) € T . ouseja. wla > 0. Notemos que w3 € T
se 3 # o, 3 € L. Por outro lado. se {p,,a) = 1, entdo wla = —u +~ com ~
uma combinagio linear de w™ (Z\ {a,.}). com coeficientes necessariamente menaores
que os coeficientes de p. Logo. ac menos um dos coeficientes de w™'a é negativo,

implicando que w™la < 0. o

O préximo lema estabelece uma conexdo entre Wi e o subgrupo de W, que
deixa A4 Invariante.

Lema 5.4 Sew € Ws. entdo ¢, w{Ay) = Ao.

Demonstragao: Dado xr € Ap e uma raiz positiva a. temos que {f, wzr.o) =
wx - pue.al = {peoa) + {zowre) ((JH, pdg99). Se wla > 0. entdo O <
| / / L H & 7

{x.w oy < 1 e pelolema 5.3, {p,.a) = 0. Assim. 0 < {f, wx, o) < 1 e daf

M

o, wz € Ag. Analogamente. se w™la < 0. entéo {p,. ) =1e -1 < {z.w™a) < 0.
Logo, 0 < {f;,wr.a) < 1 e podemos concluir que t, wAy C Ao A igualdade

vemn do fato de que alcovas s@o abertos disjuntos. separados pelos hiperplanos
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Z. C

M

Hia k). acllk

Retornemos a questio da equivaléncia. Seja J = J (4) uma iacs afim e suponha-
mos que esta satisfaz a propriedade de ideal abeliano do teorema 3.17. com M (/. )
o correspondente ideal abeliano. Pelo teorema 4.1 e proposicdo 4.3, podemos supor
que as coordenadas kb, = ko {A). o> 0.de Asdok, =0 sea¢ M{J X ek, =1,
sea € M{J I

Fixemos estas notagbes. Vamos usar os lemas acima para calcular as coorde-
nadas das alcovas p,wA. para w € Wi, Com este objetivo. observamos que os
hiperplanos separando Ag e A sfo H{a.1).a € M {J. X}. pois as coordenadas da
alcova bésica sao &, (Ay) = 0. se @ > 0. Recorrendo a aplicagdo afim ¢, w. vemos
que os hiperplanos separando ¢, w4 e ¢, wAs = A¢ sio

toowH (@ 1) =t, H (wa. 1) = H (wa. 1+ {p, we)) . o € M (J.5).we Wy,
(5.1)
conforme [JH}. pag. 88.

Lema 5.5 Dados w & Ws ea >0, entdo

; \ 0, sewa >0
QIOL'L‘? 'U.-'(lf- =
-1, sewa <0

Demonstragao: Queremos calcular o coeficiente de wa na diregio de «,. Sela
a; € T tal que wa; = —p. Temos a; = w™H{—pu) e. como w™' € Wi | concluimos
gue o coeficiente de p na direcido de «; é 1. De fato. no sistema simples de raizes
{wlay,....w oy}, o) é a raiz retirada. ou seja. a; € A. Notemos que way € L.
se k # j. Pelo lema 5.3. wa > 0 se. e somente se, (w;, ) =0, pols wy = p,-1.

Agora. w™!

Q. = —u. 0 que implica que ndo existe raiz simples ap. tal que
wa = . Isto significa que ainica possibilidade para wa ter coeficiente ndo nulo
na direcéo de a... isto é. ter {p,.wa) # 0 é quando {v;.a) 5 0. Logo, {(p,, wa) =10

se {w;.a) =0, isto é. se wa > 0. Por outro lado. se (w;.a) £ 0. o coeficiente de wa

na direcdo de o, € o coeficiente de —u na dire¢do de a,,. que é —1. 1]
Por este lema os hiperplanos dados em (3.1). separando £, wAd e Ay =
to.wAg, w € Wi, sdo reescritos, para o € M {J. X)), como
H{we. 1), sewa >0 = o3
: . : (5.2}
H{wa.0). sewo <0
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Isto implica nas seguinte expressdes para as coordenadas de ¢, wA:

Lema 5.6 Se w € Wy e § > 0. enido

0. se 5&tuwM(J X
ks (o, wA) = 1, se JewM (JX)
=1, se 3 &€ —wi (J X}

Demonstragao: Os hiperplanos separando ¢, wA e Aq possuem a forma H {wa. k),
o e M(J ) k=201 Logo. se 3 &€ =wM (J ). nenhum hiperplano da forma
H{(3.k) separat, wA e Ay, implicando que ks (1, wA) = 0. Agora, se 3= wa > 0,
a € MI(J X} entdo H(3,1) é por (5.2). o unico hiperplano ortogonal a 3 sepa-
rando {,, wA e Ag. Dal kg (t, wA) = 1. Por fim, se J = —wa > 0. o hiperplano
separando t, wA e Ay é H (3.0) = H (wa.0). Loge kz (i, wA) = —1. O

Vamos obter agora as coordenadas da alcova wA. w € W,
Lema 5.7 Sew & Wi ¢ 3> 0. entdo

0, se 3¢ zuwM{JX) e {p..0,=10
-1, se & zuM (LX) e (p..0) =1
1. se dewM{J )

=2 . se e —wM(J L)

ks (wA) =

Demonstracao: Primeiramente notemos que.se 2 € 4. 3> 0e A€ L. entdo

ks (A) < (2. 8) < kg (A) + 1.

t

Logo,
gAY+~ A3y < {x. 3y + (A5 < ks (4 + (0.5 + 1.

ou ainda,
kg (A)— A3y < (bha. 3) <ks (A)+ (A3 + 1.

pais £x = A + z. Isto implica que
ks (taA) = ks {A)+ (A, 3},

Agora. se 0 ¢ £wlM {J X} e {p,.3) = 0. pelo lema 5.6 e pela observacio
feita. 0 = ks (o wA) = kaglwA) + (p..3) = ks{wd). Se 8 & zwM(JI) e
{pe. 3y = 1. entao 0 = kg{t, wAd) = ks(wA) + {pp.3) = ks(wA) + 1. isto
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é, kp{wA) = —-1. Se 3 € w U(] )i L3 = we > 0.0 € M{JI).
entao pelos lemas 5.5 e 5.6. 1 = kgt u 4) = ky{wA) + {p..5) = ks(wA).
Finalmente., 3 € —wM {(J X}, isto é. se 3 = —wa > 0,a € M {(J. X). entdo
w1 = kgt wA) = ks {uu—”i) + ( —wa) = ks {wA) + 1, ou seja. ks {wAd) = -2,
Isto conclul a demonstragio do 1ema. O

Podemos enfim descrever os ideais abelianos correspondentes a w./, se w € We

e J tendo a forma ideal abeliano com relagio a X.

Proposicao 5.8 Seja J = J (A} uma iacs afim satisfazendo a propriedade de ideal
abelianc com relagdo a L. com M (J,Z) o correspondente ideal abeliano. Dado
w & Wi, entdo wJ tem a propriedade de ideal abeliono com relagdo o X e

Ml D)= {M{JoynI7)u{dellt w3 ML) e {p. 8 =1}.

Demonstracao: A primeira afirmacfo é conseqliéncia da proposicao 5.1, pois
w e We. entao wE =3,

Vamos agora provar a igualdade dos conjuntos. Se § € wM (J 2y ilt, 5 =
wa>0.a0€ M{JE) Dal—-l=¢,=c,5e3 & M) ={ao>0cu-1,=~1}.
Sepge{pell™ wl3¢ M{JT) e B.p,) =1} entdo F € wM{J ) e (p,. 3 =
1. Pelo lema 5.7 e demonstracdo do lema 2.3. =1 = kg (wA) = ky-15(A4). Como
fwig = (=18 entdo s = ~ledal 3 € M (w] T

Por outro lado. dado 3 € M {(wJ L), entdo 3 > 0 e g15 = —1. Como =1 =
Eu-lg = (=1 entdo ky (wA) € fmpar. Logo. pelo lema 5.7, ks (wd) = —1,
3¢ zwM{JZ)e (pp.d) = 1loukzs{uwd) = led e wM(JZT). Como 3 ¢
+wM {J.E) implica que w3 é f\-f"] ). segue que 4 € {wM(JI)NIT) U
(Bell*: w 3¢ M(JX) e {p,.3) =1} O

Desta expressao para 3 {(w.J, ) podemos ser capazes de olhar os ideais abelianos
que representam a mesma classe de equivalencia. e eventualmente encontrar formas
canénicas para estruturas quase Hermitianas invariantes (1. 2)-simpléticas. Olhemos
o caso das iacs canbnicas J, = {c,}. £, = +1 se o > 0, quando M (J.X) = (. Pela
proposicao 5.8, M (wJ. ) = {3 e I". {p,. 3y = 1}, isto é, M {wJ.T) é o conjunto
das raizes positivas que possuem coeficiente ndo nulo na diregio de a,,., se w & Ws.
Por exemplo. na série A; com rafzes ay;. 1 <i# j < n=1[0+1([SM . pig 168),
qualquer raiz simples ¢4, € o para algum w € Wi (pois. neste caso. A = ).
Também, o conjuntc de rafzes positivas tendo coeficlente em a, = ;. € 0
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“retanguio” {ar: v <4, s > i+ 1} Qualguer tal retangulo é um representante das
estruturas Kahler invariante. Notemos que os retangulos interceptam o conjunto das
raizes simples. e daf a iacs candnica ndo pode ser colocada na forma ideal abeliano

do teorema 3.17.



Capitulo 6

Classes de estruturas quase

Hermitiana

As estruturas quase Hermitianas sfo classificadas. por Grev e Hervella ([GH)),
em dezesseis classes. cada uma correspondendo a um subespago invariante de uma
representacao de U (n). digamos sobre o espaco 1. Esta representacio decompoe W
em quatro componentes irredutiveis, W = W, W, W& W, As possiveis dezesseis
combinacbes destas componentes (junto com {0}) fornece as diferentes classes de
estruturas quase Hermitiana. Esta correspondéncia respeita a inclusio. pois uma
classe associada a um subespaco invariante V; estd contida na classe associada a
Vi se Vi € Vo, (IGH . tabela I}, N&o explicitaremos aqui a representacio W
nem suas componentes irredutiveis. Vamos seguir a numeragio em [GH' para as
componentes e suas correspondentes classes de estruturas quase Hermitiana. Para
algumas das classes usaremos suas propriedades de definicBo. Quando isto ocorre
serd explicitado. Por exemplo. {0} corresponde s métricas Kihler. W, & W5 As
{1,2)-simpléticas. e a classe co-simplética é dada por W@ W2 W;. Como veremos.
dentre as estruturas quase Hermitiana invariantes as dezesseis classes sdo reduzidas
a essas trés, juntamente com outra classe. que inclui toda facs mas com apenas
algumas métricas especificas, entre elas a de Cartan-Killing.

Comecemos lembrando que, de acordo com o coroldrio 1.20, estruturas quase
Kabler séo Kahler. Na notaciio de [GH| a estrutura quase Kahler corresponde a
W, Dal W2 = {0}. Os outros casos requerem o tensor N de Nijenhuis, que ¢
definido por

NX.Y) = [JX. JY] = (X, Y]~ J[X,JY]— JIJX.Y]. (6.1)

P

No contexto invariante com J = {g,}. tomando rafzes a e 4, pela demonstracido da
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proposicao 1.19. temos que

_-}5\ (XooXs) = —[JX0. JX5) + Xa Xs] +J X0 JX3] + J[JX,. X5

. . o o
= £aEaMasNats + MasgXats (1 — €85asd — Eafass)

= Mas(Eafst+ 1 — 5515 — Cafass) Xats (6.2)
Lema 6.1 Dados trés rafzes o, 3 e v. temos (N (X, Xg) , JX. ), =0 a menos gue

o+ 3+~ =10. Neste caso.

1, .. o . .
5 (N{X,. Xs) JX ) = i s {cafssy + a +

n

g

{1y

5
Demonstracao: Pela equacdo (6.2, temos que

{;;\“v (X'&. )&'3) . JX",-'}A == {"277’3&‘;3 (5053 1 — s — SQEQ*‘B) Xearg: ’.?,'51._}{“_,-‘)_&
AN (=2Mas (Eass ~ 1 = €aSans — Safara) Xavs) 18, X5)
= <2mcx,5 (6065 +1-— E_:3'3a+:3 - scxea-‘rﬁ} )\a+§Xa+_5r Z—E“y‘va‘)
2 5{8afs + 1 — €5%5048 — Eufassd) Anpalss (Xaxa. Xo)

= 2iAat+8Mia s (€afs + 1 =~ £85a0s — Safata) £~ (Xaws. Xo)

Como {Xs. Xe) = 0 amenos que § + & =0e {Xs5. X¢} = 1 no caso § + £ = 0, entéo
(N(X,. X) JX. ), =0amenos que o+ 3+7=0. Sea+3+~ =0 entao

O]

(N(Xo. Xs) JX,),

i
o~
N
h)
3
o
iy
{0
o]
A
pe)
|
fa—
1
"
[V
n
L]
AiA
0y
o]
tn
i)
n
hl

()

pois ., = —&a4+a. Isto conclui a demonstragio.

Com este lema o caso Hermitiano. isto é. quando J € integravel. que significa
N = 0. conforme definicdo dada na secao 1.4, pode ser descrito. E o que faz a
préxima proposicio. Este caso corresponde a W, & W,

Proposi¢ao 6.2 Seja J uma tacs com N = 0. Entdo o conjunto P = {a;g, = +1}

¢ uma escolhe de raifzes positivas com relacde a alguma ordem lexicogrifica em b,

Demonstragao: Dados a. 3 € P tal que v = — (a + 3) é uma raiz, como N = (.
entdo (N (Xo. Xs) . JX.), = 0. Dal. pelo lema 6.1, cog58, -+ g0 + 23 + 2, = 0. Isto
implica que ¢, = —1 se ¢, = g3 = +1 e dal £,45 = +1. Logo. P ¢ fechado para
adicdo. Além disso, [1 = P U (~P). onde ~ P = {a:¢g, = —~1}. Portanto P é uma

escolha de raizes positivas. ]
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Corolario 6.3 Dada J uma iacs com N =0, gue significa J integrdvel, entdo, para
alguma méirica A, o por (J.A) € Kahler.

Demonstragao: Pelo proposicao 6.2. P = {are, = -1} é um conjunto de raizes

positivas. Seja &) = {a;..... @y} o correspondente sistema simples de rafzes. Sejam
Aais - - - Aqp NUmMeETOs positivos. Se a é uma raiz positiva. escrevemos a = a,¢; +
4oy e definimos Ay = ayAa, + o0+ @Ay, Vamos escrever A = {A o € P}

Assim como na demonstracio do coroldrio 1.13, néo existem {0.3}-triplas para
J. Seja {a. 8.~} wna {1,2}-tripla para J. Digamos que ~ € a rafz tal que o sinal =,
¢ diferente dos outros dois. Assin. pela expressac dada para para df) na proposicéo
1.14, temos que

"

A0 (X, X5 X,) = —gmmﬁ(%Aa+aﬁ3+sﬁﬁ}

1, Sy
= —3iMas (g0 ha + Eads — a (M)
Mas, escrevendo o = a101 + -+ + @y, J = bhay + - + oy, temos que — =
(a; - (131) o T S {ag -+ b‘) Oy . Dail

}\mﬁ‘, - }\"j. - (a-l +b1))\01 -i——l‘(al-rb;))\a,
= (aihe, -+ 2da,) + (Brda, -+ Bdg,)
B AQ -+ }\3.

Logo,

A (X X5 Xo) = —5imes (ea (A = A1)

1
= —gi'ma_g {Ea (_/\Q -+ )\3 — gy /\3;}

= 0.

Portanto. o par {J.A) é quase INdhler e, como J € integrével, (J, A) é Kéhler. O

O corolario acima mostra que W3 & W, =~ {0}.

Segue da relacdo de inclusio enfre as classes que aquelas correspondentes a 15
e W, sdo também Kihler.

Vamos tratar agora das estruturas co-simpléticas W, @15 & W, que véao ajudar
a resolver muitos oufros casos.

Proposicao 6.4 Todo par (J.A) inveriante € co-simplético.
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Demonstracao: Por [(G.H ), sec.8. uma estrutura quase Hermitiana é co-simplética
se, e somente se. a forma

1
AX)= > dO(X. X,V 6.3)
é mala. Aqui {X;} € uma base do espaco tangente e {17} € a base dual com relagio
a forma ndo-degenerada (2. No nosso caso tomamos a base {A,.i5.:a € [I1}, Seu
dual é um multiplo de {z.SQ. Agioe T} Agora,
S (X, Aa i) = D AN Xy — X_ Xy +iX0)
a0 a0
= ) (dQ(X. X, X)) +dQ (X Xa X))
a0
=3 (AN X o iXa) + A (X, - X iX )
a0
= ) 2idQ(X.X,. X ).
a0

Logo, levando nossas bases em (6.3}, obtemos que 8 {X) = 0 é equivalente a

D dO (X X X o) = 0,

a0
B quedQ(X.Y.Y)=0edQ{X,Y.Z)= —-dQ(X.Z. Y} Mas. pela proposicio 1,14,
d (X5, X, X;5) = 0 a menos que 3+~ + 8 = 0. Logo. escrevendo X = Ta 3.X 3.

temos dO (X X, X _ ) = '>_“a 3dQ (X5 X, X_o) = 0. Portanto. para zoda raiz o,

dO(X. X0 X o) =0¢e 0 _,xj =0 0

Proposicao 6.5 Em uma variedade quase Hermiliana co-simplética exisiem as se-
quintes eguivaléncias:

]/j T.»{,-’l o {,1"3 = ‘{1"‘1 o Wy o “-1 .-

2) W, = W, &3,

Wi eW, =W, e, e i,

4) Wy s Wy Nﬁg s Wy @ W,

5) Wy =W, e Wy,

6) Wy = Wh & W

Demonstragao: As classes associadas aos subespacos invariantes colocados, no

enunciado da proposicio. a esquerda, pela observacio feita no inicic do capitulo.
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sho também classes associadas aos respectivos subespacos colocados a direita. Resta
provar a inclusdo oposta em cada caso.

f—

. A condigac de definigo da classe W, = Wy & W, ¢
Vx () (X.Y) = Vyx () (JX. V) = 0{ou (V{X,Y). X}, =0).

Esta condigo junto a condigio de defini¢io da classe co-simplética () & W, © W),
que € 6§ = 0 definem a classe W& W35, Lembremos que ¢ denota a coderivada.

2. A condicgo de definicio da classe W, & W, €
Vx (XY= 5T {IX IZ8Q(Y) — (X V), 6QUX) — (JX. Z), SUIXNY.

Come 60 = 0. entéo Vx () (X.Y) = 0. Mas. esta ¢ justamente a condicéo
de definicio da classe Wi.

3. A condi¢éo de definicdo da classe Wy & Wy o W, é

Vi (Y. Z2)+ Vux DV Z) = ———=((X.Y),00(Z) - (X. 2], 50(Y)
mn— ) )

— (X JY), 6 Z) + (X.JZ), 8Q(JY)),

Como 681 = 0. entéio Vx (1 (Y. Z2) + Vi () (JY . Z) = 0. J& que esta é &
condicido de definicdo da classe W7 @ Wy, temos a inclusio desejada.

4. Para W, & W5 & W, a condicdo de definicio é
S T 02) = Vo (Y. D)} = 0fou & (N(X.Y).JZ), =0)

onde & ¢ a soma ciclica de (N {X.Y),JZ},). Esta condicdo. junto com a
condicao de definicio da classe co-simplética. definem a classe Wy & Wi,

5. Para Wi = W, a condicio de definicao é N = 0. Mas. a condigdo NV = 0 com
€1 == 0 define a classe W,

6. Por fim. a classe Wy @& W, estd definida pela condigdo 492 = Q A f, onde
= =S80 {JX). Como 62 = 0.8 = 0 e dQ = 0. Mas. d2 = 0 ¢ define a
classe W,
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As condigbes de definigBes das classes s@o encontradas em [GH]|. tabela I Jd a
defini¢do da derivada covariante Vx (1) é encontrada em [A'N], volume 1. capitulo
1L !

Logo. no nosso conjunto de classes invariantes W, & W, e W, & W, sfo Kahler,
pois W3 e W, 0 s&o. pelo coroldrio 6.3 e pela observacao que antecede ao lema 6.1,
respectivamente. Também. a classe W, £ Wo & Wy é a mesma que a classe 1] 2 15
das (1.2)-simpléticas.

Tratemos agora da classe Wh & Wy = W, & Wy & W, Consideremos o ten-
sor T(X.Y. Z) = (N{(X.Y).JZ},. A classe correspondente ac subespago Wy &
i, & W, ¢ formada pelas estruturas quase Hermitianas para as quals a soma ciclica
(GTY(X.Y.Z) de T(X.Y. Z) é zero.

Proposicao 6.6 As estruturas invariantes e Wo3W3 oW, = Woa Wy sao Kahler.

Demonstracao: Pelo lema 6.1. T(X,. X5. X,) =0 amenos que a + 3+~ = 0,
Ja se ¢+ 3 -+ 7 =0, temos

(6T) (KXo X Xo) = T (Ko Xao Xo) 4 T 00, Xo X} 4T (X5 X X
= (N(Xo.Xa) . JX,), +(N(X,. Xa) . JX5),
(N (X5 X)) I Xa),

= A, 5 (Suiai, + Eq + 55+

+2EA8M e o (E0535, + 54+ 2+ 20 )

Como Ma.3 == Mas, = M o, ((SM] . pag.194). entdo
(6T> (‘XQ._X‘;;._ ,X.;) = 22"?7’1‘,,3_3 ()\Q -+ Ajt -+ ,:\A) (Sa-ffj‘-fn,. + &gt €5 51} .

Isto implica que (87) (X,. X3, X, ) = 0 se, e somente se. £,555., + &, + &5 + &, = (.
Logo. €8s + Ealq + 858 + 1 =0 e 2083 — Enfars — £35a+s + 1 = 0. Portanto, pela
equagho (6.2). N = 0. isto é. J € intregrdvel e. pelo coroldrio 6.3. podemos escolher
uma métrica A, tal que as estruturas sejam Kahler. L

A condigho da defini¢io para a classe W) & Wy = W) 2 Wi & W, ¢ a anulacio
do tensor (NV{X.Y) ., X),. Notemos que que (N(Xo. X35).X.), = 0 a menos que
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a+ 3+~ =10 e neste caso,

(‘;\; ('X'Cl-. ‘X’ﬁ) M MX’T' }A = }\": Tna.ﬁ (.80:55 + SQE":‘ + SSS’} ha }'i °

/

Sl BE

De fato.

AT N - 4 I — - : i~ - _ b - Y
{j\ {\»Xae JX,B) r-X’y)A = ‘\"""“Qm-a,_;’j (_CQC.{? + 1= ~F3sa+a T Ca-"“fr,r—i-ﬁ} -Xa-é-ﬁ: }(1);\
= — (A (~2Mag(Cass + 1 — a5ass — Sufass) Xassd)  Say
= 2’)\&%-377?0.5 (Sa:'fﬁ +1- £38048 — 5&-5(11—{-3) (\XQ_‘)__&XM:.::

= 2A Mg (Eags+ 1+ 258, +8asy).

Em particular, (N (X.. X3). X, ), = 0 para toda raiz . Observemos que se a -+ 3+
o = 0, entéo J = —2a nao seria uma raiz. pols =« sdo as Unicas raizes miltiplas de
o. Assim. escrevendo X = > X . temos que

o

(N{X. Xg) . X), =) (N (Xa Xa) Xo), + (N (X X5) X)) (64)

QN

Supomos o + J+ v = (. Entao.

(N {Xa. Xs). X{)A + (N (X,. X3s) :Xa)"\ = 2AMas(ecs + 1+ 58, + 505,

onde ¢ = 2Mq. 5. POIS Ma 3 = Mz~ = Meg € Ma g = —Mg-

Lema 6.7 O par invariante (J.A) estd na classe W, W = W, e Wy 2 W, se ¢
somente se. A, = Ag = A, pare tode {0,3}-iriplo {c. 5.~}.

Demonstragac: Supomos que o par (J, A) esta na classe W) & W3 Dada uma
{0, 3}-tripla {a. 8,~} enthioa+ G+ =0eg, =3 =2, Seja X = X, + X
Pela definicdo da classe W, & Wi,

0 = (N(X.X).X),=(N{Xa X.). Xa)y = (VX3 X)) . X0,

= Qma.ﬂg (A:B’ — f}\a) (_EQS.‘B +1+ €58~ + a8, 3 S 8??10‘4 ()\3 — /\Q) .

Logo. A3 = Ax. Do mesmo modo. ¥V = X, + X, e (N{Y Xz} .Y}, = 0 implicam
Ay = A, Portanto, A, = Az = A



CAPITULO 6. CLASSES DE ESTRUTURAS QUASE HERMITIANA 65

Reciprocamente, supomos que para toda {0, 3}-tripla {a. 3.4}, = dg = A
Para mostrar que (N (X.Y). X}, = 0. basta mostrar que vale a igualdade para
X =3 X,eY = X3 Neste caso

X

(N XYY Xg= 3 (N (KXo Xa) X0, + (N (X0 X

G5y

X))

[

Mas. a parcela deste somatdrio para a gual a -+ 5+~ £ 0 é nula. Por outro lado. se
o - 3+~ =0 e parcela é escrita como

(A? (Xa~ ‘XS} :*X"f}_f‘; -+ E‘/J\' (‘}(f‘:‘){ﬁ) 5‘3{&);\ = C(}‘"} - Aa) {EQSQ + 1+ £38 - Sﬁg”}'} :

Se {oa.3,~} é uma {1.2}-tripla. entdo ¢,z + 1 + 236, + £.8. = 0 e a parcela é
nula. Se {a. 8.~} € uma {0.3}-tripla. por hipdtese, A, = Az = A, e mails uma vez

a parcela € nula. Portanto, (N (X. Y} . X}, =0e {J A) estd na classe W, & W, O

A condigio deste lema implica a seguinte existéncia de métricas.

Proposicao 6.8 Sejo J = {z,} uma iacs e denotemos por C(J) o subconjunto
de raizes o tal que existe uma {0.3}-triple {a. 3.~} contendo o Seja A = {A.}
uma métrica nvariante tal que A, € constanie sobre C{.J). isto €. Az = k. para
alguma constante k > 0 e pare todo 3 € C(J). Entdo o par (J A) estd na classe
Wye W= Wy e Wy e W,

Demonstragao: Se {a, 3.~} é uma {0.3}-tripla. entdo a. 3.~ € C{J). Logo,
Ao = Az = A, = ke pelolema 6.7, {(J A) estd na classe W, 2 W; = Wi 2 W 2 W,
=

b

Notemos que a métrica de Cartan-Killing ¢ um caso particular de A nesta pro-
posicao.

Para completar nossa andlise das estruturas quase Hermitiana invariantes resta
somente estudar o caso “near” Kihler W) (= W) & W.). A classe das estruturas
“near’ Réahler é a intersegio de W, & Wy ((1.2)-simplética) com W, & W3, pois
Wy = (W) & W)W & W) como subespacgos. Sobre esta ditima comentamos apds
a proposicdo 6.6. Assim, se o par é (J, A} "near” K&hler, pelolema 6.7, A, = Az = A,
para toda {0,3}-tripla {c, 3,+}. Usaremos esta condicio juntamente com a forma
ideal abeliano para estruturas (1. 2)-simpléticas para mostrar que toda estrutura
‘near” Kahler €. na maior parte das variedades bandeira maximal. Kahler.

Comecemos dande uma equivaléncia da condiggo do lema 6.7.
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Lema 6.9 Para o par invariante (J. A}, sdo eguivalentes:
1. Ao = Az = A, para toda {0, 3}-triple {a, 3,7}

2. 5e o e 3 sdo rafzes tais que o + 3 € uma reiz. €4 = g5 = +1, 405 = —1.
entdo Aa = Az = Aot

Demonstragao: Supomos (1}. Sejam « e 3 s&o rafzes tais que o -+ § € wma raiz,

co =g ="+1. Squg==1 Sejay=0+0 Assim. o+ 3+ (~y) =05, =5 = +1
€ Sn = Eo(p48) = —Egug = +1. Segue que {a.5. —~} ¢ wna {0, 3}-tripla. Por

hipdtese. Ao = Az = A_.. Portanto A, = Az = A, = Auss.
Agora supomos (2). Dada uma {0,3}tripla {a G.v} entho o+ 3 =

é uma raiz. Além disso ¢, = €5 € Say3 = £, = —g,. De &, = £3 = +1,
entdo —g, = —1 e podemos aplicar a hipdtese a @. 5 e a + 3 para concluir que

doa = Az = Ag43 = A, = A,. Se g, = g5 = —1, aplicamos a hipétese a —a. -7 e
— (o + 0) =y e obtemos A_q = A_g = A_jaag). Portanto, A, = Az = A,. O

Seja (J.A) um par invariante “near” Kahler. Entdo ele é (1.2)-simplético e.
deste modo. existem T e ITT um sistema simples de raizes ¢ o conjunto de raizes
positivas respectivo. onde se tem a propriedade ideal abeliano com M (J. ) =
{a > 024 = —1}. conforme teorema 3.17.

Lema 6.10 Se existem raizes a3 € HUTNM{(JZ) tal que o + 5 € M{JXZ) ¢
A= 73y+ Gy com 3. ¢ = 1.2, raizes positivas, entdo (J.A) ndo € “near” Kdihler.

Demonstragao: Vamos supor. por contradicao, que (J. A) é “near” Kahler. Assim.
(J,A} é (1,2)-simplético e também estd na classe W7 = Wi Por hipotese, z, =

(&3

cg = +1 e cars = —1. Logo. pela equivaléncia dada no lema 6.9. temos que
Ao = Az = Aqus

Também. pela demonstracdo do lema A5, a+ J; ou &+ % € uma raiz. Digamos
que @+ 3 ¢ uma raiz. Temos que a+ 5 = (o + 1)+ € M (J.Z). Notemos que 5
e 3o nao estdo em M (J. X}, Defato. se 51,3, € M (J.Z), 8= 31+ 52 nho é raiz. Se
apenas &, por exemplo, estd em A (J. X}, entdo § = 51+ 5 € M {J. ¥}, Em ambos

0s casos temos uma contradicdo e portanto J; e s nao estdo em A (J. ). Segue que

o

4, =g, =+1.c.a=—1e {313, ~5} é uma {1.2}-tripla. Pela propesicio 1.16,

£3, A3 T S5, 8+ fo3A_s = 0. ou seja, As + Ag, = Az Isto implica que Az > A5, e
Ag > /\33.2.
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Agora. g5, = £o = 25, = +1 € Sp4848, = Sars = —1. 53€ S, = —1, entdo
{oe. 1. — (o + 51)} € wma {0, 3}-tripla e, pelo lema 6.7, Ay = As, = A_yaug,. Neste
caso Ao = Az < Ag. contradizendo o fato de Ao = Az, Se ges,y = +1. entdo

{ao+ 31. 52, —(a+ 8)} e uma {0,3}-tripla e. novamente pelo lema 6.7, darp =
Mgy = A—iasg- Neste caso Az > As, = A .. contradizendo o fato de Ay = Aqis.
Portanto, {J. A) nfo é “near” Kahler. [

Coroléario 6.11 Seja

Lil

o€ v —a € IMM(J ﬁ}}

Se eriste v € M (J. X} tendo altura h{~) > 2. entdo (J.A) nao € “near™ Kdhler.

i

Demonstragéo Se existe v € M (J.X) . com h{y) > 2, entdo existe o € ¥ tal

=~—a¢c INMM(JIZ). Secrue que h{3) > 2e 3= 51+ G com h(5) > 1
e by € X »Xssnn a ¢ [ estdo nas condighes do lema 6.10, pois TN M (] Z) = .
ac. de I \M{JZ)e~e M(J X)) Portanto (J,A) ndo é "near” Kahler. [

Corolario 6.12 Se o par (J.A) € “near” Kahler e M {1, X} # 0. entdo M (J.T)
) = f)
) .

contém toda raiz o com h{(a

Demonstracao: Como M (J. I} ## 0. pela proposigio 3.19, T7 = T U {—pu}.
Logo, -, = +l ey € M {J Z). Dada wua raiz 7 de altura 2. podemos escrever
B4+op +as+- Fap = 4 onde G =38+a+ - +a;. 1 £ < kéuma
raiz e oy € 2, 1 < ¢ < k, conforme lema A4. Seia j o mener indice tal que
Gy =0+a -+ +a; € M{J T). No méximo 7 = k. Como F;_; é uma raiz que
nao estéd em M (J, X}, entdo 3; € M (J. X} . . pela definicio de A1 {J. Z) Pelo

min”
coroldrio 6.11. h{(F 4o+ + {:t’j)} = 2. Isto implica que 5 € M {J, L), pois a

altura de 3 ja é 2.

i

O corolario 6.12 esta dizendo que M (J.Z) . = {a >0 h{a) =2}, se o par
(J.A) é "near” Wahler e M (J. X} # 0. De fato, como toda raiz § de altura 2 estd
em M (J.Z), escrevendo J = o + g, vemos que 5~ o) = az € [IT\M (J. 2}, isto
¢, 5 M{J )., Poroutrolado. o fato de (J. A) ser “near” Kiéhler. implica pelo
corolério 6.11, que M (J. ) <6 tem raizes de altura 2. Notemos que M (J, £)NE =
{0 ¢ utilizado a todo momento.
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Corolario 6.13 Se o par (/. A) € “near” Kdhler e M (J.2) # 8, entdao M {J.X) =
{a > 0 hi{a) > 2}.

Demonstracao: Como M (J.Z)ME = . toda raiz em M {J. T) tem altura maior
ou igual a dois.

Reciprocamente, se o ¢ uma raiz positiva com altura 2. pelo corolério 6.12,
o € M(J.2). Se hia) > 2, escrevemos a = v = ¢y + -+ + ¢, com todas somas
intermedidrias v+ o 4+ - +a,, 1 <7 < [sendoraizes, A{y) =2ea7.....q € X
Como M {(J.X) éideal e v € M (J. T}, entio v+ oy € M(J.Z). O mesmo argu-

(o]

mento, aplicado sucessivas vezes. nosda o =~ -+a) + -+ € M (J. 2. L

Lema 6.14 O congunto I, = {a > O: h{a) > 2} ndo € um ideal abeliano nos siste-
mas de raizes Ay, By, Cs. Ds e Gy,

Demonstragao: Sejam {a,.1 <i<j.}. 7 = 2,3 ou 4. os conjuntos de raizes
simples dos sistemnas de raizes G, B3. Cs, Ay e Dy A terceira coluna da tabela
abaixo apresenta duas rafzes no conjunto I cuja soma é também um elemento de
I.

Sistema | Matr{z de Cartan Rafzes em [5 com soma em [
2 -3
Go 1 oy + e € Gy 4 20
2 -1 0 |
By -1 2 -1 ay +az e az + 2oy
0 -2 2
2 -1 0 |
o -1 2 =2 1+ Qo € Qg + Q3
0 -1 2 |
2 -1 0 0 ]
Ay o2 b e o]+ g € a4+ oay
i g -1 2 -1
00 -1 2
2 -1 0 |
-1 2 -1 -1
D 6 -1 2 o Qo+ Ca € Gy + o + O3
0 -1 0 2 |
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A coluna trés é obtida por computacao direta, utilizando a fHrmula de Killing e

p—

observando as respectivas matrizes de Cartan. L

O lema 6.14 diz que a condicio do corolério 6.13 nfo é satisfeita para os sistemas
de rafzes A, B3, Cy. Dy e Gy O proximo lema diz em que sistemas de rafzes a
condicho do corolaro 6.13 é satisfeita.

Lema 6.15 O conjunic I, = {a > 0:h(2) = 2} ¢ um ideal abeliano somente nos
sistemas de rafzes Al <3 e By,

Demonstracao: Fora 4;,! < 3 e Bs. todo diagrama de Dynkin contém um sis-
tema de rafzes A;. Bs, Cs, Ds ou G como um subdiagrama {ohservemos diagramas
apresentados em [SM], pdg. 185). Pelo lema 6.14, podemos encontrar nestes siste-
mas pares de raizes em o cuja soma € também uma raiz. Assim, nestes sistemas de
raizes, I» néo € abeliano. Se um sistema de raizes I1 contém um subsistema tal que
o correspondente [o ndc é abeliano. entdo o mesmo ocorre com I1. Resta verificar
que [p ¢ um ideal abelianoc em A4, <3 e B,.

Em B,. as raizes positivas sdo ¢y, qa, a1 +ag, i +200 e I = {a) + az.a; + 203}

N

A condigio abeliana ¢ facilmente verificada. pois (a5 + az) + (a1 + 203} de fato nio

)

é uma raiz. Agora, se & € {a;+az.01+20}r e 5 € ¥ = {a;.a0}, entio a Unica
possibilidade da soma « -+ 7 ser uma raiz é guando a = {a; + az) e J = a,. Como
neste caso o+ 4 € I3, segue que I, é um ideal abeliano.

Verifiquemos agora que A;, 1 <3 é umn ideal abeliano. Em 4, temos que [, = 0.
Em As. onde as raizes positivas sfo a;. oo, ay+aq. temos Iy == {a + as}. A condicdo
abeliana ¢ diretamente satisfeita. Além disso. como néo existe raiz simples que so-
mada & uma raiz de [, seja ainda wma raiz. temos que I, é um ideal abeliano. Jd em
As, as raizes positivas sdo oy, Q. Q3. @1+, Go-+a3 € G+t ((SM], pdg.168).
Iy = {ay+as.as+as.0; +an -+ as}. Ve-se que a soma de dois elementos de I
nao é uma raiz. A Unica possibilidade de se combinar uma raizes simples com uma
raiz de I,. de modo que a soma seja uma raiz é com a4+ (as -+ as). Comao esta soma

—

ainda € raiz de [,. segue que este € ideal abeliano. _

Agora estamos aptos a provar que. para a maloria dos sistemas de raizes. toda
estrutura ‘near’ Iahler é Kahler.

Teorema 6.16 Toda estrutura “near” Kdhler € Kihler se g ndo € As. Em A, exriste
uma classe de equivaléncia de iacs admitindo wma familia 1-pardmetro de méiricas
“near” Kahler.
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Demonstracao: Seja {J.A) um par “near” Kahler. Entéo (J, A) é (1. 2)-simplético
e podemos colocd-lo na forma ideal abeliano do teorema 3.17. Temos que (J A} €
Kahler se. e somente se, M (J. X) = . De fato. se J € integravel. entdo o tensor NV é
nulo e. pelo teorema 6.2, P = {a;s, == +1} é uma escolha de raizes positivas. Logo,
M{J.Z)y=10. Agora, se M {J.¥) = §, pelo coroldrio 3.4 e proposicio 3.19. {J, A) é
Kahler. Assim. pelo corolério 6.13 e pelo lema 6.15, podemos supor M {J.X) # 0 e
olhar somente para A;.1 < 3 e By, pols estes s80 0s Gnicos que Nao contém guaisqguer
dos subdiagramas da tabela dada no lema 6.14.

No caso trivial Ay, d€) = 0. pois ndo existe um tripla de raizes o, 3,~ tais que
o+ &+~ = 0. Logo, toda estrutura ¢ quase kahler, e dai Kahler,

Em As as raizes positivas sfc o, 0o, Qa. 1 + Q. G + &g € @) + Qo + g, conforme
[SAI]. pag. 168. Pelo corolario 6.13. ¢4 = +1 se, e somente se, « ¢ uma raiz
simples. Agora, pelo lema 6.7 e 6.9, a condigio de “near” K&hler implica que
Aor = Ace = Acitas € Aay T Aas = Aasias. Mas. pela propriedade (1.2)-simplética.
€ +an Az +ar TEaz Aay TE (a1 +astaz) Aar+ortas = U OUSEIR, Agtas = Aag T Aa: +ag+as-
Combinando estas igualdades temos Aa, yay4aq = 0. 0 que é uma contradi¢io. Assim,
n&o existemn estruturas “near’ RKahler sohre 4s.

Em Bs as raizes positivas s&c ai,Ga.07 + G2.0; + 2a-. Pelo corolario 6.13.
s, = -+1 se. e somente se. « ¢ uma raiz simples. Agora, pelo lema 6.7 ¢ 6.9, a
condicao de "near” Kahler implica que A., = As, = Aay+a,. Mas, pela propriedade
{1.2)-simplética, £ayAn, + SaicasAartar + €alon+200) Aar 220, = U OU 8€ja. Aniton =
Aey T Aart+2a.-  Combinando estas igualdades temos Aq.i4, = 0. 0 que é uma
contradi¢io. Assim. ndo existem estruturas "near” Kahler sobre Bs.

Finalmente, em As temos J = {s,} com ¢, = &4, = +1 € ¢4, 40, = —1. onde o
e Qg $80 as raizes simples. Este J, juntamente com a familia I-parametro de métricas
Aoy = Aas = Aajtaq. da origem a estruturas “near’ Kahler que ndo sao Kihler. De
fato, como ndo existe {1, 2}-tripla possivel para J. a condicio da proposicao 1.16 esta
satisfeita. Além disso. a definico das métricas permite, pelo lema 6.7, concluir que
J com a familia de métricas definidas estd na classe W, £Ws. Mas, J ndo é integravel.
Temos que —€a, 80, = —1.1 — €480 40y — Sapfastas = 3 € pela demonstracdo da
praposicdo 1.19. J € integrdavel se. e somente se. —gg, 8, = 1—¢

o , _—e
oy S g S g

Em resumo temos as seguinte classes de estruturas quase Hermitianas invariantes
sobre [F:
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[

o

. Kéahler: W, ({"near” Kahler): W, (quase Kahler); Wy W Wi e Wy (in-

tegravel); Woe W, e Wia W W, o W, W e Wy 2 W
(1.2)-simplética (quasi-Kahler): W, 2 W, W, 2 W, & W,

Invariante: W, & W, & Wy (co-simpletica); W, & Wi W) o Wy @ W, (As
ultimas duas para métricas especificas e toda 1acs.).



Apéndice A
Raiz Maxima

O que segue € uma prova alternativa da existéncia e unicidade de raiz maxima no
caso que em g é simples. Em [SAM], capitulos 10 € 11, pode-se verificar a demons-
tragao geral para representacoes irredutiveis. como uma conseqliéncia do teorema
de Poincaré-Birkhofi-Witt.

Definicao A.1 Uma reiz positiva p € dite mdximae se para todo o € X, p+a ndo

€ uma raiz.

Como I17 € finito podemos tomar ¢ uma raiz positiva de altura maxima. Temos
que p satisfaz a condigdo da defini¢do anterior.

Definigao A.2 O suporte de uma raiz positive 3, denotedo por Supps. € o con-
qunto das raizes simples que aparecem {com cogficiente ndo-nule) na combinacdo
linear de 3.

Lema A.3 Se y é uma ratz mdrima. entdo Suppy € uma componente conesa do
dingrama de Dynkin.

Demonstragao: Seja Suppp = {7..... %}, OUseja, p = a1 + - Qe lemos
que Suppu é um subconjunto conexo do diagrama de Dynkin ([SM]. pdg. 173). Se
Suppu nédo é uma componente conexa do diagrama de Dynkin, entdo existe uma
ralz o € Z\Suppu que é ligada a uma dnica raiz v € Suppy. pols um diagrama
de Dynkin ndo contém ciclos ([SM], lema 7.3). Logo. (1. a) = @ {7.a) < 0. Mas,
{2,y < 0 implica. pela formula de Killing, que ¢ + o ¢ uma raiz. Isto contradiz o
fato de u ser méaxima. Segue que Suppy € uma componente conexa do diagrama de
Dynkin. o

Como a dlgebra de Lie g é simples, o lema anterior implica que Suppy = 2.
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Proposicao A.4 A raiz mdrima € dnica.

Demonstracao: Se iy e pp $80 ralzes maximas. pelo lema anterior. Suppy, =
Suppus = L. Segue que existe 3 € Suppus tal que {5, ue) # 0, ou seja. (3. ug) > 0.
De fato, pg raiz maxima implica, pela férmula de Killing, que (5. ua2; > 0. Segue
que {1, u2) > 0. Assim, tomando ¢ subespaco gerado por {ui. o} temos que a
intersecio deste subespaco com I € um Aj-subsistema ou um Bs-subsisterma. Em
ambos 0s casos. como mostra a figura 3.1, uma raiz € obtida da outra por adicéo de
uma raiz do subsistema. ou seja. py = g+~ ou pz = g1+, com~ € Ay ou v € Bo.

[sto contradiz o fato de 1) ou p2 serem mdximas. Portanto. a raiz méaxima é 1inica. O

Em resumo. podemos escrever ~ +qq - -+ 0y = [, COm v + qy + - - - + Qg raiz
, 1 j 1 E

para todo 1 < k <[ se ~ € I, onde p denota a ralz méxima.

Lema A.5 Sejam «. 7 raizes positives tais que o -+ 3 € uma raiz. Enldo existem
raizes simples a. ..., o, tais gue 3 = oy + - - + o, € {odas as somas intermedidrias
Ne=qa+ay+- +apl <k<s sdo raizes

Demonstragao: A demonstracio é feita por indugio sobre a altura de 3. que é
denotada por h(53). Se J tem altura 1, entio J é raiz simples e o + 3 é raiz por
hipétese.

Antes de prosseguirmos, fagamos a seguinte observacdo. Se 3 = J) -+ 5, com
31, 3 ralzes, entdao o + 4 ou o + Fo € uma raiz. De fato. temos que

0% [8e 851 = [fa- (8585, = [[0a. 05,1 . 05, + [83.. [0 05.] -

Assim um dos dois termos do dltimo membro da igualdade é necessariamente néo
nulo, implicando que o + &; ou a + 5, é uma raiz. Notemos que 0 s [g,.,gs] pois
o 4+ 3 € uma raiz e a Ultima igualdade é devida a identidade de Jacobi.

Nossa hipdtese de inducfo diz que se 6 e ~ sdo rafzes positivas tals que -+~ é uma

raiz e h{~v) =n < h{3). existem rafzes simples ~,..... ~g tals que o=y e Sy
edp =0+~ + -+ 1<k <ssao raizes.
Escrevendo 3 = &) + G, onde 2 {(5) = h(3) - 1 e 35 é uma raiz simples

ISM1. pag. 165}, pela observacao feita anteriormente. o + & ou a + J € uma
1 J & J

raiz. Se a4+ J; € uma raiz. como A {J;) < h{3). por hipdtese de indugdo. existem
raizes simples ¢;,....a. talsque 3, = o+ -+ a, e b =ata; + -+l

<k <ss@oraizes, Dal, S=a; 4+ +a,+hecomoa+S=a+a+ -+ G ¢

raiz. pondo e = 0k k= 1... .8, ey = o+ 0y —- -+ 0.+ Fo 0 resultado segue. Se



o+ 9 € uma raiz, como h {F) < h (3} e {a + Fo)+ 51 = o+ J € uma raiz, aplicamos
a hipdtese de inducéo ao par (o + 55, 3;). Assim. existem raizes simples ay....,a;
tals que G =1+ -+ el =+ G top -+ Fae. L <h < s sBo ralzes. Logo.
B= Gt +-Harem=a+S. g =a+0c+a1. ... e = G+ Fobagr oy,

1 < I < k sho rafzes. Isto conclui a demonstragio. [
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