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Resumo

A extensdo do campo numérico aos chamados nimeros hipercomplexos € apresentada nesta
dissertagdo numa abordagem que buscou integrar diferentes formulacdes algébricas ¢ aspectos

geométricos associados...O objetivo fo1 a produgdo de um texto acessivel sobre o tema que

contemplasse tambéimn a evolugio histérica.



Abstract

The extension of the numeric field beyond the complexes to the so called hypercomplex numbers
is presented here through an approach which integrates the algebraic and geometric aspects of
the constructions. The main goal of this dissertation was to produce an

accessible text combining this two views and also aspects of the historical development of this

subject.
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Introducio

O objetivo deste trabalho foi o de produzir um material que fizesse uma interface
entre algebra e geometria para descrever alguns tipos de movimento em espagos vetoriais. A
dispersdio das informaces disponiveis e a escassez de abordagens que conectassem os dois aspectos,
incluindo 2 raridade de textos em portugués sobre o assunto, foram ao mesmo tempo salto e

obstaculo gue constantemente se apresentaram.

A identificacio dos mimeros complexos com o R? traz de imediato uma indagacio
sobre a possivel associagio entre as operagdes de elementos de C com sua respectiva mterpretagio
geométrica. As operagdes com ntimeros complexos podem ser usadas para descrever muitos dos
movimentos do plano. Por exemplo, a multiplicaggdo de um complexo por um ndmero real
corresponde a uma mudanca de escala do plano por expansio ou contrac@o. A muitiplicago por
numeros complexos com médule 1 corresponde 2 uma rotag@o. Somar ndmeros complexos

corresponde a translagdes.

E claro que ¢ atraente a idéia de continuar com este tipo de raciocinio, associando
movimentos geometricos em um certo espago a uma estrutura algébrica onde o conjunte suporte
a(s) operagdo(bes) se identifique(m) a este espago e descreva(m) os movimentos.

Durante algum tempo se desejou saber se¢ isto poderia ser generalizado para o
espago tridimensional e, de uma forma geral, na tentativa de descrever operagbes geométricas em
espagos com uma dimens3o maior que o plano bidimensional foram sendo criados os chamados

mimeros hipercomplexos, como uma generalizacio dos nimeros complexos.

O raciocicinio era simples, se para um espago de dimenséo 2 como o plano temos os
complexos, nimeros definidos a partir de duas componentes reais, para o espago tridimensional
bastaria a criagdo de uma estrutura algébrica com nimeros de trés componentes, e assim

sucessivamente.

O objetivo deste trabalho é mostrar os casos de sucesso desta idéia, que
naturalmente caminha lado a lado com uma questio bem mais profunda que ¢ a propria possibilidade

de o quanto € possivel generalizar ¢ o que perdemos e/ou ganhamos quando estendemos conceitos.

Estabelecer se e porque perdemos quando generalizamos, até onde podemos
generalizar sem perder e até quando se pode generalizar, mesmo perdendo, mas ainda mantendo uma

estrutura consistente, sdo questdes que se insinuaram ¢ acompanham este trabalho.

A partir do estopim desencadeado pelos complexos, falamos também um pouco da

Vil



histéria da trajetOria desta idéia, nSo sé para mostrar a seqiiéncia original do processo mas
principalmente para reafirmar a velha méxima que a busca de solugbes para problemas ndo
resolvidos, sejam eles resolGveis ou nfio, leva invariavelmente a descobertas importantes pelo
caminho.

Hoje sabemos que as Unicas dimensdes nas quais ha niimeros hipercomplexos que
permitem uma nogdo de divisiio sio as dimensdes 4 ¢ 8. Como exemplo de hipercomplexos de

dimensdo 4 temos os chamados quatérnios e em dimensdo 8 0s octbnios ou ntuneros de Cayley.

Mais ainda, sob determinadas exigéncias para uma norma definida nestas estruturas,

em ambos 0s casos estes sistemas numéricos sdo tnicos nas respectivas dimensdes

Também, aumentando-se a dimensdo, nés nfc podemos manter algumas das
propriedades que caracterizam os sistemas simples de ndmeros. No perde ¢ ganha das
generalizagdes, a multiplicagdo deixa de ser comutativa nos quatérnios ¢ nos nfimeros de Cayley e no

caso destes tltimos pdo 2 nem mesmo associativa.

No capitulo inicial apresentamos os conceitos basicos para o acompanhamento de

um resumo de como estas idéias foram se apresentando ao longo do tempo.

Estamos supondo também que a estrutura dos numeros complexos em sua
formulago atual € conhecida mas ainda assim os principais conceitos ¢ propriedades s2o colocados
no inicio do capitulo 2 a fim de fixar notagses, estabelecer referéncias e comparagGes. Aqui também
sdo apresentadas as construgSes e definigdes basicas para os quatérnios e ndmeros de Cayley, bem
como a chamada construgdo de Cayley-Dickson. Os principais resultados tedricos deste estudo estio

colocados neste capitulo.

No capitulo 3 apresentamos algumas identifica¢des que podemos fazer para estas
estruturas, especialmente com os grupos ortogonal, unitario e simplético de matrizes. Aqui também €
mostrado como a geometria de complexos, quatémios e octdnios € interpretada por meio das
algebras subjacentes. Utilizamos os softwares Scientific Work Place e Mathematica para graficos e

calculos

E importante ressaltar que a construgdo de Cayley-Dickson feita no capitulo 2 e as
identificacdes com os grupos de matrizes no capitulo 3 sfio as chaves deste estudo. A primeira
porque evidencia de uma maneira geral as propriedades de uma classe de algebras de dimensdo 27
sobre R e estabelece os limites do perde e ganha das generalizagdes. A segunda por ser a via

principal para a interpretacdo geomeétrica nestas algebras.

No inicio de cada capitulo sdo colocados os textos e referéncias usados para ¢ seu
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desenvolvimento e listados nas referéncias bibliograficas.

Dentro das perspectiva futuras consideramos: ¢ aprimoramento deste texto e
possivel apresentagdo em formato multimidia, o prosseguimento de trabalho de pesquisa dentro desta

tematica visando aplicacbes relacionadas 4 Teoria de Codigos Corretores de Erros.
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Capitulo 1

Aqui apresentamos 0s conceitos basicos para ¢ acompanhamento de como a
idéia de hipercomplexos como generalizacio dos complexos foi se apresentando ao longo do
tempo e um resumo histérico. Também relacionamos os principais conceitos e resultados da
algebra linear usados no texto nfo s6 com o objetivo de estabeler referéncias e notacfes mas
também o de poupar o leitor de buscé-los em outras fontes durante a leitura. No entanto,
aqueles interessados nas demonstragdes destes fatos poderfio encontra-las em [14] e [19].

As referéncias para este capitulo sfo {31, [4], [5], [8], [9], [10] e [11] para a
parte histérica e [1], [2], [6], [14] e [19] para as defini¢Bes preliminares.

1.1 Espaces Vetoriais. Norma. Transformacies
Definicao 1 (Espaco Vetorial)

Seja (V,+) um grupo abeliano e K um corpo. Dizemos que ¥ é um espago
vetorial sobre X se esta definida uma operacgéo

+ KxV -V
(a,v) - a-v
satisfazendo a:
aya-U+v=au+a-v , V uve ¥V, Vaek
bya(f+u) = (aff) -u , Y ueV, Vap ek
ca+B)u=a-u+pv s YV ue V, Vaf ek
d)l-v=v,ondeléaidentidadedeX , V v e ¥V

Normalmente os elementos de ¥ sio chamados de vetores e os de X de
escalares. A operagdo « ¢ chamada de multiplicacdo escalar e salvo mengio explicita em
contrério estamos considerando XK = R ou X = C. Por simplicidade denotamos a -vpor a.v
ou simplesmente av.

Exemplo 1 Se X € um corpo , ¥V = K* ¢é um espago vetorial sobre X com a
multiplicacéo escalarde o € K porv = (vy,....,v,) € K* definida de maneira ébvia



. KxK" - K"
(a,v) — av=(avy,....,avn)
Definicio 2 (Norma)
Seja ¥ um espago vetorial sobre K. Uma norma em ¥ € uma funcio
iV =K
satisfazendo a :
a)uff 20 eflull =0 = u=0, VuelV
b) ffaul] = lal. lul] . Vue¥V,Vae K (x)
oy flut vl <lluff + vl . YuveV
{*)onde| |indica o médulo de um nimero real ou complexo.
Neste casc dizemos que ¥ € um espaco vetorial normado.
Defini¢ao 3 (Transformacgéo Linear)

Sejam ¥V e W espacos vetoriais de dimensfo finita sobre um corpo K. Uma
transformac#o linear de V em W é uma fungio

fV - W
u — flu)
satisfazendo a :
Aau+ bv) = aflu) + bfv) , VuveV e Vabek.

Se W=7V, f também ¢ dito um operador em ¥ ou um homomorfismo de ¥.
Defini¢édo 4 (Transformac¢do/F orma Bilinear)

Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdo finita sobre um corpo K. Uma
transformacéo (ou forma) bilinear em ¥ ¢ uma fung3o

fi: VxV — |74
(w,v}) — flu,v)

que ¢ linear nas duas varidveis, isto é , para quaisquer u,v,w € V' e Va,b € K :



D fu+v,w) = fu,w) + flv,w)

2 flu,v+w) = flu,v) + flu.w)

3y Rau,v) = aflu,v)

4y flu,bv) = bflu,v)

Defini¢do 5 (Forma Bilinear Simétrica}

A forma bilinear acima ¢ dita simétricase fuv) =flv,u) , Y u,ve V.
Definicao 6 (Forma Quadratica)

Uma transformac&o linear

Q:V—=Ww

¢ dita uma forma quadratica se (v} = flv,v) V v € ¥, para alguma forma bilinear simétrica
em V.

1.2 Base ¢ Dimensao.

Definicie 7 (Combinacio Linear, Espaco Gerado, Dependéncia e
Independéncia Linear, Base)

Seja ¥ um espago vetorial sobre K, a1,....,a, €K € e1,....,e, € V.,
1) O elemento
U=aie; +...+a,e, eV
¢ chamado de combinacgdo linear de ey,....,e,.

2) O conjunto formado por todas as combinagdes lineares de ey, ....,e, também
¢ um espago vetorial sobre X, chamado espago gerado por e1,....,e, € denotado por

<L €lavn.. €y >
3)e1,....,e, sHo ditos linearmente independentes se e somente se
0 = aye; +...+ae, implica que a; =....= g, = 0.
Caso contrario ey, .. .., e, so ditos linearmente dependentes.

4) Se existe um conjunto {ej.....,e,; finito de elementos de ¥ tais que



ayV=<ej,....,en> ¢

b) e1,....,e, sfo linearmente independentes

dizemos que {e1.....,e,y € uma base de ¥. Com wm pouco de trabalho adicional € possivel

provar que s¢ /' tem uma base finita entdo quaisquer duas bases de 7 t€m o mesmo numero de

elementos e, portanto, dizemos que a dimensdo de V' ¢ n. Também nfo ¢ dificil provar que,

fixada uma base, a expressdo de um elemento de ¥ como combinago linear dos elementos da

base € tinica. Neste caso, os elementos a; ... , 8, da expresséio u = aje; +...+ane, que exibe u

como combinacio linear dos elementos da base s&o chamados de coeficientes ou componentes

de u e podemos escrever u como {ai....,4,) . Neste estudo estamos sempre considerando
espagos de dimenséo finita.

Exemplo 2

EmV=K" {e1=(1,0,...,0), e2 = (0,1,....,0),....,e;, = (0,0,

base de ¥, chamada base candnica.

basede Vef:

1.3 Transformacdes Lineares e Matrizes
Representa¢io Matricial de nma Transformacio Linear

Seja ¥ € um espacgo vetorial de dimensdo finita sobre K, {ej,
V - ¥ uma transformac#o linear.

Dadou € V', como {ei,....,e,} ¢ uma base, podemos escrever
u=hbie +...+bpe, , com by,....,b, € K.
Como f € linear:

A} = bifler) +...+bnflen)

Mas fley),...,flen) sdo elementos de ¥, logo
Red) = 2 age

J=t
Dai.

n I

....1}réuma

. .es€np UmMa

n n
f(u) = by Zaj;ej +...+b, Zajnej = mej]ej +...+Zb,,aj,,ej s isto é,
=1 = 1 !

J= j=



S = Zn: zﬂ:biaﬁej

=1 j=1

Como flu) € V':

"
flu) = crey +...+Cney = P cie; Com Ciy.nnnnCn €K
J=l

o que implica em

i n 7
doce =2, 2 baze; ., logo
=1

=1 =i
n I
2. [ep =2 biajile; =0
J=1 fuel
Pela independéncia dos ei*s

Cr “Z b;‘aﬁ =0 e

fa=]
n

cp = Z b,—aﬁ.
]

Assim, se sabemos o efeito da transformacgfio f nos elementos da base ( isto €,

n

conhecemos os escalares a; da expressio fle;) = 3 aje;) entdo podemos calcular os
sl

n

n
componentes c; da expressdo u) = 3 ¢je; a partir dos elementos b; fornecidosem u = 3
=1 =1
bfe,-.

Em resumo, o conjunto de escalares aj;; caracterizam a transformaco f'e podem
ser convenientemente dispostos numa » x n matriz 4

i an an ... dm )
4= G G2 .. an
N anl 42 ... Qpn |
onde a i-ésima coluna de 4 s#o os componentes de fle;) na base {e},.....en;.

Também, podemos calcular o efeito da transformacéo f usando a multiplicagio
de matrizes como segue:



a1l a2z ... din bz

dny a» ... 42 bz
fluy=4.u=

pl 8m2 ... brz

Assim, para cada transformacio linear fde ¥ em ¥ fica determinada uma matriz
que a representa e, na verdade, existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todas
as transformacgdes lineares de ¥ em ¥ e o conjunto de todas as matrizes de ordem igual a
dimensédo de V.

Teorema 1 Sejam f,g : ¥ - V transformacdes lineares e f uma base de V.
Considere [flg = 4, [glg = B.

Entio fog : ¥ = V € uma transformacao lineare [fo glg = 4.8

Para uma demonstra¢io veja [14].

1.4 Subespacos Invariantes

Defini¢io 8 (Subespagos Invariantes)

Seja f: V-V uma transformacio linear. Um subespago W < V € dito
invariante por f'se W) < W, isto é, se lw) € Wparatodow € W.

Lema 1 Um subespago F de dimensfio 1 de V ¢ invariante por f se e somente se
existe 4 € Rtal que flv) = Avparatodov ¢ F.

De fato, fixando u # 0 em F, todos os demais elementos de F sio da forma
au,coma € R.

Como flu) e Ftemos que flu) = Au para algum 4 € R.
Para qualquer outro v € Fvale que v = Bu.

Logo, fiv) = flfu) = pAu) = fAu = APu = Av, isto é, Av)=Av com o
mesmo A.

Também, se u ¢ v sdo linearmente independentes em V, o subespago F gerado
por u e v (plano contendo a origem) € invariante por f se ¢ somente se f{u) € Fe f{v) € F, isto
é, flu) = au+ Pv e flv) = yu+8v.

1.5 Autovalores e Autovetores



Defini¢do 9 (Autovalores e Autovetores)

Seja f: V- V uma transformacdo linear. Um vetor v# 0 € V' ¢ dito um
auto-vetor de f'se existe A € R tal que flv) = Av.

QO valor A € R ¢ dito um auto-valor de f'se existe um vetor nfo nulo v € ¥ tal
que fiv) = Av. Dizemos entdio que © 0 auto-valor 4 corresponde, ou pertence, ao auto-vetor v
(e vice-versa).

E importante notar que se v = 0 é um auto-vetor de f entfio todo multiplo
w = mv de v também o € pois

Sw) = flmv) = mflv) = miv.

Assim, enconfrar um auto-vetor {equivalentemente, um auto-valor) de f € o
mesmo que achar um subespago de dimensdo 1 que ¢ invariante por f.

A igualdade f{v) = Av equivale a (f—~ ADv = 0. Logo, v € um auto-vetor de f'se
e somente se é um elemento ndo-nulo do nicleo de (f— Al).Em outras palavras, a fim de que 4
seja um auto-valor de f'¢ necessario e suficiente que o operador (f~ A7) ndo possua inverso,ou

seja, que det[(f~ A}] = 0.

O polindmio p(1) em A obtido da igualdade acima é chamado de polinémio
caracteristico de f e tem grau igual & dimensfio de V. Vale também que, independente da base
escothida para ¥, p(1) nfio muda e suas raizes s@io os auto-valores de f. A auto-valores
distintos de f correspondem auto-vetores linearmente independentes.

Como todo polindmio se fatora em C em fatores lineares e em R em fatores de
grau 1 ou 2,toda transformagéo linear possui um subespago invariante de dimenséo 1 ou 2.

Se a dimensdo de V € igual a » e ftem » auto-valores distintos A;,...,4, entéo
existe uma base de ¥, constituida dos auto-vetores de f, em relagdo a qual a matriz de f €
diagonal:

At 0 0 O
0 42 0 O
Ifl=
0 0
0 Ain

Se na fatoragdo de p(A) em R aparecem fatores de grau 2, consequentemente
em C estes fatores se decompde em fatores lineares do tipo [A - (m+n)jA—(m—ni)] e



m + ni € um auto-valor (com » # 0) correspondente a um auto-vetor u +iv de f (considerada
no espaco complexo) e entfio {u,v} € base para um subspago invariante (do espago real) ¢ a
matriz de frestrita a este subespaco € {veja [14], pag 275)

[ﬂ: m R

- m

1.6 Produto Interno
Definiciao 10 (Produto Interno)
Seja V um espago vetorial sobre X. Um produto interno em ¥ ¢ uma fungio
<> VxV->K
satisfazendo a :
a)<u,u>>0¢e <wuu>0wu=0, Yue¥V;
b) < UV >= < VU > . Y uve V; (*)
<, av>=T <U,v >, Vuvel,VaekK,; (%)
d<uv+w>=<uv>+<uw> , Y uv,we V.
(x)onde a barra indica a conjugacio complexa
Teorema 2 Se V' € um espago vetorial sobre X munido de um produto interno
< >, entdo a fungo :
f:V - K
u — flu)= <uu>

¢ uma norma em V, denominada norma proveniente de produto interno ou

norma euclidiana.
Para uma demonstragéo, veja [14]

Exemplo 3 Se V=K"u={(us,....,un),v=1{(1,....,vs) € K" , entio a

< > VxV - K

(u,v) — < u,v>=uv) +... Hiyvn



¢ um produto interno em ¥, denominado o produto interno canénico.
A norma associada €

iV - K

u — Au)= Ju}+. .. +ul

Definiciio 11 (Vetores Ortogonais, Conjunto Ortogonal, Conjunto Ortonormal)

Seja ¥ um espago vetorial sobre X munido de um produto interno <>, || |a
norma associada 2 < >, w,v € ¥ nfio nulos . Dizemos que u e v sfo ortogonais em V' se
< u,v >= 0.

Este conceito é inspirado no que ocorre quando ¥ = R? e definimos o 4ngulo 8
entre ¥ € v por

< uy >
cosf = =2l

fulllivi

Geometricamente u e v sfo ortogonais no R? se o 4ngulo 8 entre eles é de 90
graus (equivalentemente, o cosseno de & € zero). Pela expressdo acima, como u e v 580 néo
nulos, u € v sdo ortogonais se < u,v >= (.

Por extensdo, dizemnos que um conjunto 4 < V ¢ ortogonal se seus elementos
sdo mutuamente ortogonais, isto é, < u,v>=0V u,v € 4 comu + v e que 4 € ortonormal se
éortogonale< u,u>=1 ,Vue 4

Definicao 12 (Complemento Ortogonal)

Seja ¥ um espago vetorial sobre X munido de um produto interno <>e Fc ¥V
um subspaco. O complemento orotogonal de F € o conjunto

Fr={ve Vitaisque<uv>=0,Yu € F}

1.7 Estruturas Algébricas e Algebras

Definicdo 12 (Sistema de Numeros) (informal)

Um sistema de nimeros € uma colegfio de objetos para os quais:

- existe uma definicdo de quais so os objetos e 0 que significa dizer que dois
objetos sdo iguais

- existe uma regra para somar e multiplicar dois objetos



- estas regras para adicdo e multiplicaco satisfazem propriedades familiares da
aritmética como comutatividade, associatividade e distributividade.

Definicio 13 (Algebra)

Uma algebra sobre um corpo K € um espago vetorial ¥ de dimenséo finita sobre
K munido de um produto bilinear

tVx V-V
(u,v) » u.v
isto &,
Au.(v+w) =wv+uw Yuyv,we b,
By (u+v)iw=ww+vw YV uv,we ¥
¢ (au).v = u.(av) = alu.v) , Yuve ¥V, Yae K.

Novamente, por simplicidade, denotamos w.v como uv

Defini¢do 14 ( Elemento Identidade de uma Algebra )

Nas condigdes acima, se existe um elemento y € ¥ tal que
Hy = vt =y , Yv e ¥V,

dizemos que p € um elemento identidade de ¥. Na verdade, se existe um elemento que
satisfaca a definic@o € facil mostrar que ele € tnico.

Definigio 15 ( Algebra Associativa)
Nas condi¢des acima, ¥ ¢ dito uma é4lgebra associativa se

ulvw) = (uv)w , vV uv,wel
Definigio 16 (Algebra Comutativa)
Nas condiges acima, ¥ € dito uma algebra comutativa se

uv = vy . Y uve V.
Definicio 17 (Algebra de Divisio)

Uma algebra de diviséo é uma algebra tal que o produto
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uv = Oseesomenteseu=0ouv=0 , Vuve V,

ou, equivalentemente, se e somente se as aplica¢des lineares

V -V V-V

x = xb X - ax

sio injetivas quando a ¢ b s3c nfo nulos (e portanto bijetivas)
Definicio 18 (Algebra Normada)

Uma algebra ¥ € dita uma 4lgebra normada se ¥ estd munido de uma norma
| |l que satisfaz a:

szl = lsillt]l , paratodo s, 1€ V.
1.8 Um pouco de Histdria

A concepcio dos hipercomplexos ¢ seus desdobramentos faz parte daqueles
temas que atravessam os séculos, 0 que torna o conhecimento de sua histéria uma ferramenta
importante para a apreciagio dos resultados obtidos.

No Principio era o Verbo...

O conceito primitivo de naimero faz parte da atividade mental humana
elementar, como relagdo de correspondéncia entre objetos de duas cole¢des. O niimero natural
nasceu da necessidade de se comparar grandezas discretas e as combinagdes dessas grandezas
deram origem & idéia de operagbes sobre nimeros. Durante muito tempo os nimeros ndo
passaram de auxiliares praticos nas medidas, nas trocas comerciais € nas combinagdes do
calendério, sempre atrelados a justificar sua existéncia por representarem relagles entre
grandezas.

Um marco distinguido € dado pela escola de Pitagoras (sec. VI e V a.C.) onde
vemos surgir uma verdadeira ciéncia do numerc puro, distinguindo categoricamente o0s
nimeros como auxiliares do calculo dos nimeros considerados em si mesmo, entidades
abstratas e com propriedades.

Assim, ao longo da historia, a origem e a extensdio progressiva da nocéo de
numero estio associadas as necessidades da pratica e sé muito mais tarde esta no¢fo adquiriu
existéncia propria e forma logica.

Os Numeros Negativos

11



As formulagdes dos nlmeros negativos e dos niimeros complexos apareceram
mais ou menos simultaneamente,

A origem historica da nocio de nimero negativo se encontra na necessidade de
interpretar o resultado de uma subtragio do tipo @ — b quando a € menor que &.

A concepglo dos gregos excluia expressamente este caso mas 0s matematicos
indianos, que n#o valorizavam o rigor l6gico, j4 no século VII calculavam com numeros
negativos e no século XII distiguiam os valores positivo ¢ negativo de uma raiz quadrada.

No ocidente, a primeira interpretagio dos nuimeros negativos aparece com
Nicolas Chuquet (1445-1488), no século XV, mas por muito tempo ainda 0s matematicos,
sobretudo aqueles que conservavam os habitos de pensamento da tradi¢fo grega, hesitavam em
aceita-los.

O nimero negativo € definitivamente aceitc quando os gedOmetras
compreeendem que em certas classes de grandeza, como as distancias sobre uma linha reta ou
as duragdes no termpo, ha a considerar dois sentidos opostos, o que € exemplificado por Albert
Girard (1595-1632) quando afirma em sua Invention nouvelle em ['algébre, publicada em
1629, que a solucdo negativa se explica em geometria retrocedendo e o — recua onde o +
avangd.

Os Nimeros Complexos

Um fato realmente surpreendente que a histéria da matematica nos apresenta é
este: antes dos niimeros negativos serem considerados como verdadeiros niimeros, ja eram
praticadas e conhecidas quase todas as regras sobre ntimeros complexos, coisa que parece
simplesmente absurda, uma vez que os nlimeros complexos resultam de raizes quadradas de
nimeros negativos.

Segundo [4], o primeiro exemplo de raiz quadrada de nimero negativo foi
publicado aproximadamente em 75 DC por Heron de Alexandria (10 -75 dC), num célculo
sobre o desenho de uma pirdmide onde surge o ntimero /81 — 144, que, ndo provocando
problemas de maior monta, simplesmente foi trocado por /144 — 81 .

Em 1545 o matemaético italiano Gerdnimo Cardano (1465-1526) publicou a Ars
Magna, um livro que na época era o maior compéndio algébrico existente. Neste livro, entre
diversas outras idéias e descobertas que impulsionaram o estudo da Algebra, foi apresentada a
formula para resolugfo da equagio de 3° grau, famosa ndo s6 por sua conhecida briga e disputa
com Tartaglia pela autoria mas principalmente por suas conseqiiéncias no surgimento dos

12



numeros complexos.
A formula em questfo afirmava que, dada uma equagio do 3° grau do tipo
X rpx+g=0

(vale lembrar que qualgrer equacio na forma geral ax® + &x? + cx + d = 0 pode
ser colocada nesta forma),

uma soluco x € dada por :

A R E A :g__\/_.q;_?z 27
= 3 4T 08T {5187+ [5T

Mas o fato é que a aplicagio desta férmula em problemas praticos loge
comegou 4 apresentar resultados que desafiavam o entendimento dos matematicos da época.

Por exemplo, para a equacio
x}~15x~4 = 0,

por simples verificaglo constata-se que x = 4 € uma de suas raizes. As outras duas, menos
evidentes, sdo

2+ .3 e -2-J3.
Entretanto, se tentarmos resolvé-la pela férmula de Cardano teremos
x =32+ /121 +32- /121

¢ caimos ndo apenas na extracdo de raizes quadradas de nimeros negativos mas também na

extracdo de raizes cubicas de niimeros de natureza desconhecida.

Aqui estava uma questio realmente séria e que nfo poderia ser simplesmente
ignorada.

Quando nas equagbes de 2° grau a formula de Baskara (1114-1185) levava a
raizes quadradas de niimeros negativos, era ficil, € de uso corrente, dizer que aquilo indicava a
inexisténcia de solugdes.

Agora, no entanto, estava-se diante de equagdes do 3° grau com solugdes
evidentes, mas cuja determinago passava pelo caminho considerado impossivel ou inexistente
até entdo .

Os fatos indicavam claramente que os niimeros com que a Matematica vinha
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trabalhando ha séculos ja nfio eram mais suficientes para o estudo da Algebra.

O que estava havendo em meados do século XVI era algo semelhante ao que
ocorrera no tempo de Pitdgoras: uma necessidade da extensio do conceito de nimero ¢ as

perplexidades que acomparhavam tal fato.

C homem que conseguiu atravessar a ponte que levava aos novos numeros foi
Rafael Bombelli (1526-1572}. Ele procurava conciliar os resultados

5= 2+ 4121 + 2= J-121

obtidos pela férmula da Cardano para a equagio

¥ ~15x~4 = 0,
com a raiz x = 4, constatada pela simples observagio.

Em 1572, conforme ele mesmo revelou em seu livro L'4lgebra parte Maggiore
dell’Arithmetica, seu método baseou-se no pensamento segundo o qual

2+ /12T e J2-/~121

deveriam ser niimeros da forma
a+ J-b e a—J-b.

Assim supondo escreveu

J2+ /121 =a+ J-B e
#2- =121 =a- J<B,

de onde deduziuquea =2 e b = 1 pois

[2-2—,/3]3 = 2+ /7121 e
[2-/T] = 2-/730.
Assim,

x=[2+/T]+[2-JT]=4
como se desejava obter.

Ao realizar seus calculos, Bombelli também criou as seguinte regras para se
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operar com v—1:

(Y-D)(J/-Ty=-1
(- ~DT) =1
(= y=1)(=J=T) = -1

@EDE-D) =241

EDCEST)=F/-T

Criou também a regra para a soma de dois mimeros do tipo m + ny/~1 :
(@+bf~D)+(c+df~T)=(a+e)+B+d)I-1.

Estavam assim lancadas as bases para o desenvolvimento de um gigantesco
ramo da matematica, a teoria dos nimeros complexos ¢, mais ainda, para um fértil terreno de
desdobramentos, parte do qual € objeto do nosso estudo.

Foram quase 300 anos entre ¢ passo desencadeado por Cardano (em 1545) at€ a
formulagfio que conhecemos atualmente dos numeros complexos, percorridos muitas vezes
quase que por uma questio de fé e dos quais citamos a seguir os marcos principais.

Em 1629 Albert Girard utiliza, efetivamente, o simbolo -1 quando enuncia
as relagdes entre raizes e coeficientes de uma equagéo.

Os termos real e imaginario foram empregues pela primeira vez em 1637 por
René Descartes (1596-1650).

O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar /~1 por Leonhard
Euler (1707-1783) num manuscrito datado de 1777 mas s6 publicado em 1794,

Para os matematicos do século XVIII a notagfio /-1 era desprovida de
qualquer sentido mas era usada no sentido de uma fic¢fio conveniente, que podia ser utilizado
nos calculos como um intermediario cdmodo, para se obter as relagles procuradas entre as
quantidades reais, adotando-se um ponto de vista que lembra o dos hindus e traduz a tendéncia
do algoritmo algébrico a se tornar um formalismo puro.

O dinamarqués Caspar Wessel (1745-1818), em 1797, foi o primeiro a
representar geometricamente os nGmeros complexos, estabelecendo uma correspondéncia
bijectiva entre niimeros complexos e pontos do plano, o que, de certa forma, segue a linha da
representacdo dos nimeros reais numa reta.
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Johann Car]l Friedrich Gauss (1777-1855), em 1799, usou a interpretagéo
geométrica dos niimeros complexos como pontos do plano.

O simbolo i foi tornando-se aceito apds o seu uso por Gauss em 1801.

O trabatho de Wessel foi largado ao esquecimento, por ter sido publicado em
dinamarqués, e s6 anos depois, por volta de 1806, com outro trabalho, agora publicado em
francés por Jean Robert Argand(1768-1822) e que criava a mesma representagdo, os resultados
ficaram conhecidos e a gloria, indevida, ligada ac nome de Argand até os nossos tempos.

Em 1828, George Green (1793-1841) descobriu as Fungdes de Green que
descrevem as bases matematicas da Fisica Harmdnica. Fungdes de Green podem ser usadas
com respeito a qualquer Algebra de Divisdo. Na ocasifio em que Green as descobriu, as tinicas
Algebras de Diviséio conhecidas eram os Reais ¢ Complexos. Green usuou suas fungdes para
descrever a Teoria Potencial do Eletromagnetismo.

A expressdo numero complexo foi introduzida por Gauss em 1832.

Finalmente Willian Rowan Hamilton (1805-1865), em 1833, mostrou que o
conjunto dos pares de numeros reais, juntamente com a definicdo de uma multiplicagdo
apropriada, formam um sistema numérico e aquele misterioso / de Euler pode ser simplesmente
interpretado como um desses pares de numeros. Este € o ponto a partir do qual a moderna
formulacdo dos nimeros complexos pode ser considerada como tendo seu inicio.

O mesmo Hamilton, anos mais tarde, criaria os ntimeros quatérmios, a primeira
entre as varias generalizac8es possiveis que se insinuaram diante desta formulagdo algébrica e
geométrica dos nimeros complexos e que sdo o objeto de nosso estudo, como citamos na
introdugdo.

Em 1843, a Algebra de Divisdo dos quatémios foi descoberta por Hamilton
(1805-1865).

Em 1844, Produtos Geométricos Exteriores e Interiores n-dimensionais foram
introduzidos por Hermann Giinter Grassmann (1809-1877).

Em 1845, a Algebra de Divisio dos oct6nios foi descoberta por John Graves e
Arthur Cayley (1821-1895), que também fundamentou a Aigebra de Matrizes.

Em seu curso de 1863 na Universidade de Berlim, Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815-1897) demonstrou que uma nova extenso da nogfio de nimero é impossivel
se quisermos que a adicdo, a multiplicacdo, a subtraciio e a divisio conservem as mesmas
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propriedades que possuem sobre os nimeros reais, isto €, os numeros complexos sdo a Unica
extensio de corpo de dimensao finita sobre os reais que preserva todas as leis da aritmética.

Em 1858 Cayley introduziu as matrizes, sua adiglio, multiplicagfo, zero e
identidade. Mostrou também que os quatérnios podem ser formulados em termos de matrizes.

Em 1864, James Clerk Maxweil (1831-1901) formulou as equagfes de
Eletromagnetismo que ele escreveu na forma de Numeros Complexos e Vetores em seu artigo:
" Uma teoria dindmica do campo eletromagnético " .

Em 1867, Peter Guthrie Tait (1831-1901) escreveu seu livro sobre os
Quaternions, e Maxwell ¢ Tait discutiram os quatérnios em sua correspondéncia.

Em novembro de 1870, Maxwell escreveu um manuscrito sobre a Aplicacio
dos guatérnios ao Eletromagnetismo onde diz :

".. 4 invengdo do Calculo dos Quaternions por Hamilton é um passo para o
conhecimento de quantidades relacionadas ac espago que 56 pode ser comparada, pela sua
importdncia, com a invengdo de coordenadas triplas por Descartes.

Nesta época, Maxwell tinha uma idéia clara de que ondas deveriam ter uma
parte escalar e uma vetorial ¢ usou isto na sua formulagio quaternidnica das equacles de
Eletromagnetismo.

Em 1870 Benjamim Peirce (1809-1880) publica Linear Associative Algebras,
um dos primeiros estudos sistematicos dos niimeros hipercomplexos, trabalhando com tabuas
de multiplicag@o de 162 algebras. Seu filho, Charles Sanders Peirce (1839-1914), mostrou que
dentre todas as dlgebras com dimensfio menor que 7, existem apenas 3 que sio dlgebras de
divisio, os reais, 0s complexos e 0s quatérnios.

Em 1878 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) provou que as Unicas
algebras de divis&o associativas sobre R sdo R,C e H.

Em 1879 William Kingdon Clifford (1845-1879) publica Applications of
Grassmann's Extensive Algebra propondo uma modificacio na 4dlgebra de Grassmann e
formulando o que hoje é conhecido como algebras de Clifford.

Em 1898 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) redescobre
(independentemente) as algebras de Clifford mas € o primeiro a aplica-las a rotacBes em
espagos euclidianos.

Em 1898 Adolf Huwrwitz (1859-1919) demonstrou que as tUnicas 4lgebras
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normadas sobre R com elemento identidade sdo R, C,He K.

Em 1957 Raoul Bott (1923- ) e John Willard Milnor (1931- ) provaram que a
tnica algebra de divisdo adicional sobre R ¢ a dlgebra dos Numeros de Cayley, que forma um
espago vetorial de dimensfo 8 sobre R.
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Capitulo 2

Como falamos na introducfio, a concepcio dos hipercomplexos consiste no
prolongamento da nogéo de nimero complexo, dando origem a diversos sistemas algebricos.

No que se segue, iremos mostrar algumas construgfes de dois destes sistemas:
os quatérnios M ¢ os octdnios K. Primeire por intemédio do fornecimento de tabelas de
muitiplicagdo das unidades bésicas, o que se aproxima das idéias de Grassmann. Depois
usando a chamada construcdo de Cayley-Dickson, que produz uma segii€ncia infinita de
lgebras, cada uma delas a partir da anterior, duplicando-se a dimensfo em cada etapa. Em
particular, esta construg8o deixa claro porque H ¢ nfio comutativa e K € ndo associativa.

E bastante conhecida a histéria de como Hamilton inventou os quatérnios.
Fascinado pela relag3o entre os niimeros complexos e a geometria do plano R?, ele tentou por
muitos anos propor uma estrutura maior que fizesse um papel similar em dimensio 3. Na
linguagem moderna, isto significa que ele estava procurando uma 4lgebra de divisfo normada
tridimensional. Um dos resultados mais importantes deste capitulo € mostrar que isto era
realmente impossivel € nfo € por acaso que o primeiro caso de hipercomplexos com as
propriedades desejadas é de dimens#o 4.

As principais referéncias para este capitulo sfo [1], [2], [7], [91 ¢ [19].
2.1 A Construcio de Grassmann
O raciocinio comega por observar que um ntimero complexo

a+bi

pode ser considerado como um niimero generalizado do tipo

ae) + bey
no qual e; =1 € e =i sd0 unidades simbdlicas, sujeitas as seguintes regras de
multiplicagfo:
101
i i -1
Generalizando esta idéia, um hipercomplexo € representado por uma expressio
do tipo
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a1ey +.. . Tan€n

em que ai,...- ,d, Ss30 numeros reais e ej,.....e, sdo n unidades fundamentais da algebra

que se esta desejando construir, sujeitas a regras especias de calculo.
A ideia geral € proceder como para polindémios em €:,....,€x-

Assim, € facil definir a iguaidade e a adi¢do desses ntmeros, de modo que
associatividade e comutatividade sejam satisfeitas.

Para fazer com que o produto de dois hipercomplexos seja também um
hipercomplexo, € preciso construir a tabua de multiplicacdo para as unidades ey,....,e, . O
grau de liberdade € considerdvel e pode-se criar diferentes algebras construindo-se diferentes
tabuas de multiplicac8o. A escolha é governada pelas propriedades que se deseja preservar.

No que diz respeito & multiplicagdo, por exemplo, mostra-se que guando » > 2
e se deseja que a divisdo seja univoca e o produto de dois elementos do sistema s seja nulo
quando pelo menos um deles o for entdo é necessario definir o produto das unidades e,.....e,
obrigatoriame.ite sacrificando uma ou mais das suas propriedades primitivas.

Embora este tipo de construgio aparentemente produza uma fabrica de algebras
com qualquer dimens&o que se queira de forma bastante natural, o fato ¢ que 4 medida em que
a dimensio vai aumentando torna-se cada vez mais trabalhoso definir operagfes e demonstrar
propriedades apenas a partir de uma tabela relacionando as operagdes entre as unidades
basicas. Para se ter uma idéia, nos complexos, com duas unidades basicas, o produto entre dois
elementos quausquer envolve quatro produtos de dois fatores reais cada. Nos quatérnios, com 4
unidades bésicas, o produto de dois deles ja € expresso com o auxilio de 16 produtos. Para os
octdnios ja serdo 64 produtos e assim sucessivamente.

Assim, embora instrutiva e bastante intuitiva, a forma algebrica inspirada nas
idéias de Grassmann serd usada o minimo possivel e s6 na medida em que representar um
caminho mais claro no contexto dos fatos. Alguns destes citamos a seguir.

De uma forma geral, se X = ge; +...+axe, € um hipercomplexo onde e; = |
e ai,....,a, S3o nimeros reais , podemos escrever

X = aier +(azez...+aye,) e definimos:
aje; = S(X) como sendo a parte escalr de X,

(azez...+aqe,) = V(X) como sendo a parte vetorial de X,
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e desta forma X pode ser escrito resumidamente como

X = S(X) + {X).

E importante observar que S(X) sempre € um némero real ¢ que X € um nimero
real se e somente se F(X) € zero ou, equivalentemente, X = S(X).

A medida em que formos apresentando outros conceitos relacionados aos
hipercomplexos, algumas propriedades serdo imediatamente verificadas a partir destas simples

consideracdes iniciais.
2.1.1 Nimeros Complexos
Forma Algebrica

Tradicionalmente, um nimerg complexo € um nimerc das forma Z = a+ bi
onde a ¢ b s3o nlmeros reais e i € uma unidade simboélica satisfazendo a 2 = -1.

O conjunto dos niimeros complexos pode ser definido entdo como:
C={Z=a+bi/abe Re i =-1}.
Representacio Geométrica

Na tradigfo iniciada por Wessel, fazemos a identificagio geométrica de ca:
numero complexo

Z = a+bi com o par ordenado (a,b).

Uma das primeiras vantagens desta identificagfio € poder ver o nimero
complexo Z também como o vetor com origem em (0,0) e término em (a,b).

Operacoes

Dados

Z=a+bi e

W=c+di

as defini¢des de adi¢fio e multiplicagdo sdo, respectivamente :
Z+W=(a+c)+(b+d)i ; (D)

ZW = (ac—bd) + (ad + bc)i. (2)
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Parte Escalar ¢ Parte Vetorial

Dado Z = a + bi, denominamos

a como sendo a parte escalar de Z, denotada por 5(Z) ¢

b como sendo a parte vetorial (ou imaginéria) de Z, denotada por V(Z).
Conjugade

Dado Z = a+ bi, definimos o conjugado de Z por

a-bi = S(Z)- V(Z), denotado por Z.

Norma, Argumento ¢ Forma Polar

Para cada Z = 0, definindo 4 como o 4ngulo orientado no sentido anti-horério
determinado pelo semi-eixo positive das abcissas € o vetor 1074 ,0< 0 <2nenormadeZ
(denotado por N(Z) ou || Z|]) como a medida do segmento OZ, obtemos :

IN@)J? = a® + b2

Se N(Z) = 1 dizemos que Z é um niimero complexo unitario.

O &ngulo 6 ¢ denominado de argumento de Z e ¢ facil ver que

b

a sen @ = T e ax0 e

b
NZ)’ NZ)’
Z=a-+bi=N(Z)cosO+iN(Z)sen 6 = N(Z)[cosh +isen ],

cos 8 = 8 = arctg

conhecida como a forma polar de Z.

Desta forma um numero complexo também fica completamente determinado
pela sua norma e argumento.

Propriedades

Dados Z e W e Cvale que:
a)S(ZW) = S(WZ)

b)N(Z. W) = N(Z).N(W)
NZ+W=Z+W

HZW=2Z.W
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) [NV =272
£) Z pode ser escrito como Z = N(Z).[cos6 +isenBlonde 0 £ 6 < 2z

Demonstragdo de f)

Se Z=a+bi* 0, bastatomar Z' = —Z— + b i.

N N(Z)
Dai, Z = N(Z).Z'.
2.1.2 Numeros de Hamilton (Quatérnios)
Forma Algebrica

Um ntmero quatérnio ¢ um nimero das forma g = a+bi+ci+dk onde
a,b,c,d sBo nomeros reais e [, j , k sfo unidades simbolicas satisfazendo a

*10i j k-
1011 ik,
Pi-1 k|4
ikl
k k j o-l-1

O conjunto dos Quatémios € entdo :
H={g=a+bi+ci+dk/ab,c,d € R e i* =% =k = (ijb)* = -1}
Representacio Geométrica

Existe uma identificagfo natural de cada ntmero quatérnio ¢ = a + bi + ¢f + dk
com (a,b,¢,d) € R* mas, evidentemente, perdemos a visio geométrica intuitiva neste contexto.
No entanto, veremos que fazendo a restricio para subspagos de dimensfio 3 ganhamos
ferramentas para caracterizar movimentos no espaco.

Operacgdes

Dados
p=a+bi+cg+dk
g=m+ni+r+sk

Fazendo
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A = am—bn - cr—ds B=an+bm+cs—dr
Czcm-!—dn-i—ar-‘bs D=dm-cn+br+as
As definigBes de adigfio e multiplicac8o sdo, respectivamente :
prg=(a+m+B+mi+{c+ry+{d+sk (3)
p.q=A+Bi+Ci+Dk “4)

Observa-se claramente que a multiplicaco de quatérnios nfo € comutativa,
como ja era esperado a partir da propria tdbua de definicBo do produto das unidades
fundamentais. De fato

qg.p=A+{(an+bm+cs—dr)i+ (ar +cm +dn— bs)j + {(as + br + dm — en)k

Parte Escalar e Parte Vetorial

Dado g = a + bi + ¢f + dk, denominamos:

a como sendo a parte escalar de g, denotada por S(g) e

bi + ¢j + dk como sendo a parte vetorial (ou imaginaria) de g, denotada por
q).

Conjugado

Dado g = a + bi + ¢j + dk , definimos o conjugado de ¢ por

a-bi-c¢j—-dk=8(g)—V(g) , denotadopor 7.

Norma, Argumento e Forma Polar

Podemos associar também a cada niimero de Hamilton g uma norma

N(g) = Va* + b + ¢ + d?
e um 4ngulo solido ndo orientado 6 dado por

a sen 6 = JBE+ it + 42

N(g) ’ Ng)

cos @ =

Note que & esta bem definido pois
-1 <cosf<1 , 0<senf<1 , cost+sen?d =1,

e existe um tnico 8, 0 < @ < 7 que satisfaz estas condi¢des.
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Se N{g) = 1 dizemos que g ¢ um niunero quatérnio unitario.
Propriedades

Dados g e p € H vale que

a) S(p.q) = S(g.p)

b) Np.q) = N(p)Mg)

OPFTg=F+7

Dpg=97

O IN@P = 4.7

f) g pode ser escrito como

g = N(g){cos 8+ g'sen 6] onde N(g') = 1, 4’ imagindrio puro ¢ 8 € o angulo
associado a g, que € conhecida como a “forma polar” de g.

Demonstragdo f)

Considere

a senf = Vb% + ¢t + g

=a+bi+ci+dk , cosf = ’
q J N(g) N(g)

Tome

’ b i+ & j+ d k= Bi + Cj + Dk,

q -
Vb + e+ d? Vb:+ ¢t + d? Vb2 +ct+ d?

onde B = b , C= ¢ e D= d
B+t + 42 JBE 4+t +d? B+t +d?
Assim,

NMg)=/BE+CT+D* =1 e

g =a+bi+cj+dk=Ng)cosd +[Jb? +¢* +d* 1.[Bi+ Cj + Dk] =
= N(g)cosh +.[ /B2 + 2 +d .q' =

= N{g)cost + [N(g)senbl.q' = N(q) [cosh + q'.send].
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2.1.3 Nameros de Cayley (Octénios)

Forma Algebrica

Os  octbrios

formam uma

algebra

de

dimensic & com base

{1,e1,e2,€3,€s,€5,€6,e7, r € multiplicacdio dada na tibua abaixo, que descreve 0 resuitado de
muitiplicar o elemento da i-ésima linha pelo elemento da j-€ésima coluna.

Um octdnio € um nimero da forma

o = a+ bey + cey +des + eey + fes + geg + heq

onde a,b,¢,d,e,f,g,h sdo numeros reais e 1,e1,e2,€3,¢e4,€5,¢€6,€7, sdo unidades simbélicas

satisfazendo a tdbua a seguir

1

¥ e1 €2 €3 €4 es

;}?1331 62;83184‘65 € €7
%e1561§*1§€3;-82 es | €5 €7 €
§e2 g2 -3 -1 ‘el €4 | €7 | -84 | -€5
33 €3 €2 - -l er -85 €5 -e;;.‘
:e4‘e4 €5 ~€g -7 =1 e ;62583
:e5'e5§e4 -€7 | €6 | -€) -1?-e3§ez
€ €6 €7 €4 -e5§~ezle35-1;-f.::;‘j
;67;67?*662853843-835-62561E“I;

Téabua 1 - Multiplicagfio dos octdnios

Infelizmente, esta tabela € quase completamente obscura quanto aos motivos de

suas escolhas, diferentemente do que ocorre com C ¢ H, onde os resultados das operagdes entre

os elementos basicos quase que se impdem. Ao exibir esta tabela provavelmente Cayley ja

estava usando, sem mencionar, a construgio que hoje € conhecida como de Cayley-Dickson e a
formulacio matricial que veremos adiante. No entanto, algumas coisas interessantes que se
pode perceber facilmente por seu intermédio sdo :

+ l,e1,e1,e3,e4,e5,e5,87 S80 raizes quadradas de -1.

-¢; € ¢; ,nd3o comutam quando i #J ¢

€ ¢; = ~€g; e,

- a identidade ciclica dos indices
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€€ = €r > €yl sl = €pl com i,j € Z7.
- a identidade dos indices duplos
e =gy = eyey = en . com i,j € Zg.
O conjunto dos octénios € denotado por K
K = {a = a+bey+ces+de; +eeq +fes +ges + her [ a,b,c,d,e.f,g.h € K}
Representac@c Geométrica
Novamente somos tentados a fazer a identificagio de cada octdnio

o = a+ bey + cey +des + eeq + fes + ges + her com (a,b,c,d,e.f,g,h) € RS
Analogamente ao que ocorre com 0s quatérnios, identificagbes mais significativas e os fatos
mais interessantes necessitam de ferramentas adicionais, descritas mais adiante, a fim de serem

apreciados.
Operacdes
Dados
a=a-+ai€; +azez +aszes +aseq +ases +asges + azes
B =b+bier + baer + bies + bseg + bses + bges + brey
As defini¢Oes de adigio e multiplicagdo sdo, respectivamente :
a+f=(a+b)+{a;+be +..... +(a7 + by)er (5)
a.f==Ap+Aie1 +..... +Adqe7 (6)
onde
Ao = ab—a1by — aaby — azby — ashs ~ asbs — agbs — a1b7,
Ay = (aaby — asbz) + (asbs — asbs) + (a7bs — ash7) + (ab; + a;b),
Az = (asb1 — a1b3) + (asbs — asbs) + (ashr — arbs) + (aby + azb),
Az = (a1bs —azby) + (aghs — asbg) + (asb7 ~ a7bs) + (abz + azb),
Asg = (asby — aibs) + (asbas — azbg) + (arbs — azb7) + (abs + ash),

As = (a1b4 - a4b1) -+ (a;bs - a5b3) + (627])2 — a2b7) + (abs + asb),
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Ag = (azbs — azb2) + (asby — asbs) + (a1b7 — arb1) + (abs + ash),

A7 = (azbs — asbz) + (a3bs — asbs) + (ashy —arb ) + {aby + a7b).

Parte Escalar ¢ Parte Vetorial

Dadoa = @+ aier +aze; + ases + ases + ases + ageg + 17€7, denominamos:
a como sendo a parte escalar de ¢, denotada por S{a} ¢

(aie1 + azer + azes + agey + ases + dgeg + are) como sendo a parte vetorial

de a, denotada por V{a).

por &.

Conjugado

Dado o = a+aie; +azes +ases +ages + ases + ages + a7er, o conjugado de

a—(aie; + azer + azes + as€a + ases + ases + arer) = Sa) — V(a) , denotado

Norma, Argumento e Forma Polar
Podemos associar também a cada octdnio

a = a+bey +cez +dey + ees + fes + ges + hes

umanorma N(a) = Ja? + 5% +c2 +d? +e? +f2 + g2 + h?

e um angulo solido néo orientado 6 dado por

a ond = JPR+ER+d e+ [+ g+ i
Na) ’ N(a)

cos @ =

Note que @ esta bem definido pois

-1<cos§<1 , O<Lsenf<1 |, cos*8 + sen*d = 1,
e existe um unico 8, 0 < @ < « que satisfaz estas condi¢Ges.

Se N{a) = 1 dizemos que ¢ € um octdnio unitario.
Propriedades

Dadosa e fe Kvale que
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a) S(a.p) = S(B.a)

b) N(a. B) = N(a). N(B)

Ya+B=T+F

Hap=P.a

Y [N =@

f} a pode ser escrito como

a = N{a)[cos 8+ a'sen 8] onde N(a') = 1 e 8¢ o angulo associado a 2,
que € conhecida como a “forma polar” de a.

2.2 A Construcio de Cayley-Dickson

2.2.1 Uma Visfe Intuitiva

Como Hamilton observou, o niimero complexo Z = g + bi pode ser visto como
um par (a,b) de nimeros reais. Neste contexto, a adi¢@io e a multiplica¢@o ficam definidas por :

(a,b) +(c,d) = (a+c.b+d)
(a,b).(c,d) = (ac - bd,ad + bc)
E o conjugado de £ fica :

Z = (a,—b)

Podemos entfo definir os quatérnios de forma similar. Um quatémio pode ser
vistc como um par de nimeros complexos:

q e (a!b) a>b G Cg
¢ seu conjugado fica
g* = (a,b)* = (a,-b) abe C.

A adicdo € feita componente a componente, como habitualmente, ¢ a
multiplicac8o € definida por:

(a,b) ® (¢,d) = (ac —db*,a*d + cb).

Note que esta férmula ¢ analoga aquela definida para multiplicagiio de niimeros
complexos,
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{a,b).(c,d) = (ac — db,ad + cb),
onde o par {a,b) é constituido de nimeros reais.

O simbolo = de conjugagiio também poderia ter sido incluido neste caso e na
defini¢io de conjugado de um nimero complexo uma vez que o conjugado de um nimero real

coincide com o proprio nimero.

O jogo continua ! Agora podemos definir um octdnio como um par de
quatérnios. Conjugado, adi¢do e multiplicagfio sdo definidos usando as mesmas formulas que

usamos para os quatérnios.
a={ab) abe H,
a* = (a,b)* = (a*,-b),
(a,b) ® (¢,d) = {ac ~ db*,a*d + cb).

Esta maneira de construir novas algebras a partir de outra precedente ¢
chamada de construgfio de Cayley-Dickson e representa uma forma de chegar a novas
estruturas além de poupar um consideravel trabalho na prova de muitas propriedades.

Continuando com este raciocinio intuitivo, com estas construgfes serd que
complexos, quatérnios e octdnios t&m inverso multiplicativo ?

Para os complexos, pode-se verificar facilmente que

(@,0) ® (a,b)* = (a,b)* @ (a.b) = k(1,0) ,

onde k& € um numero real, o quadrado da norma de (a, ).

Isto significa que quando (a, 4) € nfo nulo, seu inverso ¢ dado por

(a,b)'l = w—-——(a’kl_))* .

Prova-se que 0 mesmo ocorre para quatérnios e octdnios.

Mas 1sso naturalmente nos leva a questiio mais intrigante : este é um processo
de construir uma seqiiéncia infinita de algebras de divisio, cada uma obtida da precedente pela
construcdo de Cayley-Dickson ?

Como veremos, a resposta passa pelo fato que, a cada vez que ¢ aplicada, esta
construgdo impele nossa algebra a ganhar um pequeno defeito. Primeiro, dos reais para os
complexos, perdemos a propriedade que cada elemento ¢ seu proprio conjugado, depois
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perdemos a comutatividade, depois perdemos a associatividade e por fim a propria
caracteristica de algebra de divisdo € perdida.

Para entender isso mais claramente, € necessdrio um pouco mais de
formalidade, que comegamos a desenvolver a seguir.

Definicao 19 { Conjugacio )

Dada uma dlgebra 4 , uma conjugacio em 4 € uma transformagfo linear
*: A~ A

satisfazendo a

a*”* =aqa e (ab)* = b*a”* , Y a,b € 4.

Definiciio 20 ( *- Algebra)

Uma *- dlgebra ¢ uma algebra 4 munida de uma conjugagao.

Definicdo 21 ( *- Algebra real )

Uma *- algebraérealse a=4a* , VagA.

Teorema 3 Comecando com qualquer *-algebra 4 sobre um corpo X,

a construgio de Cayley-Dickson da uma nova ' ~ dlgebra 4’ sobre X onde :

1) Os elementos de 4’ sdo pares (a,b) € 42

2) A adig8o e a multiplicac#io por escalar sio definidas de maneira dbvia:

(a,b)+(c,d)y=(a+c,b+d) N

k.(c,d) = (ke kd) ke K (&)

3) A multiplicagio ® entre elementos de 4’ é dada por

(a,b) ® (¢,d) = (ac—db*,a*d + cb) (9)

4) e a conjugacdo x' definida por

(a,b)*' = (a*,—-b) (10)

Demonstracdo

Claro que 4’ é espaco vetorial sobre X,
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Mostremos que ® ¢ bilinear.
[(a,5) + (c;d)] ® (myn) = (a+c,b+d) ® (m,n) =
=[la+m—nlb+d)*, (a+c)rn+mb+d)] =
= [am+cm—nb* —nd*,a*n+c*n+mb+md] =
= [am—nb* +cm—nd*,a*n+mb+c*n+md] =
= [am —nb*,a*n + mb] + [cm — nd*,c*n+ md] =
= {a,b) @ (m,n) + (c,d) @ (m,n).
Analogamente,
(a,8) ® [(e.d)] + (m,n)] = (a,b) ® {c,d) +(a,b) ® (m,n).
k(a.8)] @ (c,d) = (ka,kb) & (c,d) = (kac ~ d(kb)*, (ka)*d + ckb) =
= (kac — db*k*,a"k*d + ckb) = {comoke R)
= Kac —db x,a * d+cb) = k(a,b) ® (c,d)).
Analogamente,
(a,8) @ [k(c,d)] = K(a,b) ® (c,d)].
Agora, vamos provar que *’ € conjugacio
x' ¢ linear pois
[(@.b)+(c.d)]¥=(a+c,b+d)" =[(a+)*,~(b+d)] =(a*+c*,~b-d) =
= (a*,~b) + (¢*,—d) = (a,b)* + (¢, d)*
Analogamente prova-se que
[k(a.£)]" = K(a,5)]"
Por outro lado,
[(a.0)]" = (a*,~b)" = ((@*)",~(-b)) = (a,b)
Finalmente,

[(a,0) ® (¢, d}]” = [ac~db~,a*d + cb]” = [(ac —db*)*,~(a*d + cb)] =
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= [c*a* — bd*,~a*d — cb] = [¢*a* — bd",—cb —a*d] =

= [c*a* — (=b)(~d)*, (") (-b) +a’ (-d)] =

= [(¢*,~Dd(a",~-B)]" = (¢, )" ® (a,5)"

Lema 2 Seja 4 uma algebrae X = S(X) + V{X) € 4. A fungdo

x: 4 — 4
X — X*=38X VX

¢ uma conjugagdo em 4

Propriedades

Se A4 € uma algebra munida de uma conjugacéio *
DS = L+ X0,

Demonstracdo

T X+ X7) = 2USC) + V0 + S0 - VX)) = 5.
2) V(X) = —%—(X—X"‘).

Demonstragdo

-%(XwX*) = %»[(S(X) + V(X)) - S(X) + V(X)) = V(X
3) VX = -V(X).

Demonstracio
0=S(VX) = 3+ VX)) = 0= V(X) + V)",
HSX+ 1) = S(X) + S(D).

Demonstragéo
SX+Y) = %—[(X-i—Y)w(X-I*Y)*] = —;—[X%—YmX*_Y*] =
= LX-X7+ LY - 7] = 5(0) + (D).

5) [SO]" = S(X) = S(x).
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Demonstracéo
SO = L +x)* = L +X) = L(X+X7) = S,

S = Q0+ () = F0 420 = FH+X) = S

6) () = S(D).

Demonstracio

[SOT” = $(SU0 + 507" = £(SC0" +500) = $(0) +507) =
S(SCD) = £(SLD +5007) = 150 +S(0) = 5(X)

7 S8@X) =aS(X), Vae R

Demonstracdo

S@X) = Lax- (@07 = Lax-ax) = Lax-ax’)y = af (X-x) =as
8) 0" = SCOSEO* + VXV X)™.

Demonstragdo

X0 = (S0 + V) S0 + V)" = (SO0 + VXS + V07) =

= SCOSCO* + SOV + POOSE)* + VVN)* =

SCOSC)* +SAV0) + VDS + VOP)*] =

SIS = SEOVR) + POSK) + VD VD)™ = SOS)* + VOV
9) S(XX*) = XX* (em particular, XX* € R).

Demonstragdo

SOO) = L0 + (X)) = L0 + Xx) = XX

10) XX* = X*X.

Demonstragéo

XX = SOSE0* + VOV =

= SSC) + VXV = SOSCY) = VEOVX).

XX = SQOS@0) + VX VL) =
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= S(X)SX) + (-VXNDHVX) = SNSX) — VO VX,

1) SUE) = SSDSEO™) + STV,

Demonstragéo

SEX) = S8 + V) (S + X)) =

SUS) + VNSO +V(X)")] =

SISEDSXY* + SOVX)* + VINSEO™ + VO] =
SSCOSX)* + SO (VD) + VXS + VXONX)"] =
SIS - SOV + VDS + VOV =
SISCOSXY" + VX V(XY™ = SSXS0™) + SO VX)),
2.2.2 As Questdes Hereditarias

Lema 3 Seja 4 uma dlgebra. Se 1 € a unidade de A entdo:

a) 1 € seu préprio inverso multiplicativo.

b) 1 nfo € um divisor de zero.

Demonstragio

a)dbviopois 1.1 = 1.1 = 1.

b) Suponha que a.1 = 0 em A. Entiio, paratodo b € 4 temos
b=bl=b1+0=bl+al=((+a).l = bl=(b+a)l.
Multiplicando pelo inverso de 1 ambos os lados da igualdade acima:
b=b+ra= a=o

De uma maneira geral, prova-se que se g € 4 tem inverso multiplicativo entfo
a nfo € um divisor de zero.

Lema 4 Sejam 4, 4',% e x' como na construgio de Cayley-Dicksone 1 a
unidade de 4. Entao:

1) 1" = (1,0) é a identidade de 4.

2)X=<{al/ae R} éisomorfoar,
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3)B={(a,0)/a e A} éisomorfoad.

4H X' = {(x0)/x e X} éisomorfoalk
Demonstracdio

1 (a.b)® (1,00 =(a.1-0.5",a*.0+ 1.b) = (a,b).
Analogamente , (1,0) ® (a,b) = (a,b}.

2) Claro que X € um espago vetorial sobre R ( uma vez que 4 €) e o produto em
X continua sendo bilinear pois X © 4 => X € uma algebra.

Considere
fr X - R
gl — o

flal+8. D) =fa+pB).1)=a+f=fAa)+AB).

fB(a. 1)) = f(Ba).1) = o = Bfla).

A@D(B.1) =f@p).1.1) = fi@.p).1) =af=Aa)AB).
Para ver que /€ injetiva, observe quese ¢ = ff = ¢.1 = B.1.

A sobrejetividade de /'€ obvia.

3) Claro que B é um espago vetorial sobre R { uma vez que 4’ €) e o produto em
B continua sendo bilinear pois B < 4’ = B é uma élgebra.

Considere f: B —+ 4

(@.0) - a
f(@,0) + (5,0)] =fa+b,0] = a+b=fa,0)+/b,0).
fla@,0)] =fl(a.a,a0)} =f(a.a,0)] =a.a=a.f(a0)]
A(@,0) ® (5,0)] =flab—0.0%,a.0+5.0] =
= flab,0] = ab = f(a,0).f(b,0).
A bijetividade de £¢ ébvia.

4) Pelos mesmos argumentos anteriores prova-se que
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X' -X
{x,0) »x
¢ um isomorfismo entre algebras.
Definicdo 22 (Elementos Reais e Elementos Positivos)

Sejam 4, A'.* e *' como na construciio de Cayley-Dickson, X ¢ X ' os
mesmos do teorema acima. Dizemos que:

1ac A4 érealsea e X

2yae 4 épositivoseae X ¢ a = a. 1 paraalguma > 0.
Naed érealseaec X’

dyae 4 épositiveseae X' e a = (a.1,0) para algum a > 0,

Lema 5 Seja 4 uma élgebra e a € 4 real. Entdo ¢ comuta com todo elemento
de A.

Demonstracdo

Comoaéreal, 3a€Rtalquea = a.1. Dado b € A4 temos
b®a=0R@)=a.(b@)=a¢.(1Q@b)=(0.1)@b=a®b
Definicio 23 (Algebra Bem Normada)

Seja 4 uma algebra . Dizemos que A é bem normada se:
a)a+a*éreal , Vaed e

b) aa* = a*a € positivo, Va € 4 néonulo.

Definicio 24 (Algebra Alternativa)

Seja A uma &lgebra. Dizemos que A ¢ alternativa se a subélgebra gerada por
quaisquer 2 elementos é associativa.

Teorema 4 (Emil Artin) 4 ¢ alternativa se ¢ somente se

alab) = (aa)b (1) (ab)a=alba) (2)e (ab)h=albb) (3) Vab.c
€ A

Além disso, quaisquer duas das equacfes acima implicam na terceira.
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Usualmente toma-se a primeira e a iltima como a defini¢fo de &lgebra alternativa (veja [2]).

Os resultados seguintes mostram o efeito de repetidas aplica¢des da construgo

de Cayley-Dickson:

Teorema 5 Sejam 4,4, . ¢ ,, como na construgdo de Cayley-Dickson. Entdo:

1y 4’ nunca € real.

2) A € real (e, portanio, comutativa) < 4’ é comutativa.

3) A € comutativa e associativa < 4’ ¢ associativa.

4) 4 ¢ associativa ¢ bem normada <> 4’ € alternativa e bem normada.

5} 4 € bem normada <= 4’ € bem normada.

Demonstragdo

1) Suponha que 4’ € real = (a,0)* = (a,8) = (a*,~b) = (g,b) = b = 0.

2) Observe em primeiro lugar que, se 4 € real = a* = a . Logo,

ab = a*b* = (ba)* = ba = A4 ¢ comutativa.

=)
(a,b) ® (c,d) = (ac ~db*,a*d + cb) = (ac — db,ad + cb) =
= (ca—bd,ch + ad) = (ca~ bd*,c*b + ad) = (e,d) ® {a,b).

(=)

Inicialmente observe que se 1 € a unidade de 4 temos:

1.1* = 1*.

Conjugando membro a membro :

(1.1*)* = 1.

Logo,

lLi*=1

isto €, 1* =1

Dados 4,5 € 4, como 4’ é comutativa:
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pretendido.

b =1, temos

(a*, 1)@ (l,a) = (1,a) ® (a*, 1) ==

(a*-a,aa+1)y=(a*—a*, 1 +a%a) =

= g¥~ag=0 = a* = a.
3) Sejam {a,8),{c.d) ¢ (fL.g) e A"
(=}

Observe que como 4 é comutativa, (ab)™ = a*b*,

(a,0) ® [(c.d) @ (£ig)] = (a,b) ® [¢f—gd,c"g+fd] =

= [a(cf—gd") ~ (c*g +f)b*, a*(c*g +fd) + (¢f ~gd)B)] = (%)
= [acf - agd* — c*gh® — fdb*, a*c*g + a*fd + ofb — gd*b] (n
[{a.b)® (¢, d)] @ (f,g) = [ac—db*,a*d+cb] @ (fg) =

= [(ac — db*)f — g(a*d + cb)*, (ac — db¥Yrg + fla*d + ch)] =

= [(ac ~ db*)f - glad* + c*b™), (a*c* -~ d*B)g + fla*d +cb)] ()
= [acf— db*f — gad” ~ gc™b*, a*c*g — d*bg + fa*d + fcb] (12)

Comparando (/1) e (12) e tendo em vista a comutatividade de 4, chega-se ao

(=)

Como A’ € associativa, de (x) e (x %) acima:

lalcf— gd™) — (c*g +fd)b*, a*(c g+ fd) + (cf —gd*)b)] =
[(ac —db*)f — glad* + ¢*b*), (a*c* ~ d*b)g + fla*d + ¢b)] ,
Vab,cdfged

Em particular, parab = d = g = 0 temos

[a(cf), 0] = [(ac)f, 0] = A éassociativa.

Analogamente, da igualdade entre (%) e (* %) acima, fazendoa =d=g=0¢

[0,¢f] =[0,0c] = ¢f =fc = Aé¢comutativa.

39



4)

(=) Que 4’ ¢ bem normada segue do item 5).

Dados (a,8),(c,dye 4’ :

(a,0) @ [(c.d) ® (£.g)] = (a.b) ® [cf—gd",c’g+/d] =

= [a(ef-gd*) ~ (c*g +fD)b*, a™(c*g +fd) + (cf —gd")b)] =
= lacf— agd* — c*gh* — fdb*, a*c*g + a*fd + ¢fb ~ gd*b] =
(Fazendo f=c¢ ¢ g=d )

= [acc m add® — c*db™ — cdb*, a*c*d + a*cd + ccb — dd* 6] =

={acc ~add® - {c* +c)db*,a*(c* + c)d+ cch — dd™ b] = (A é bem normada)
e N — L—— S

€ R € R € R e R

=lacc—dd*a —db*(c* + ¢}, (¢* + c)a*d+ cch — bdd*] =
S e

= {acc - dd*a - db*c* ~ db*c , c*a*d + ca*d + cch — bd*d] = (13)
Por outro lado,

[(a.0) @ (c.d)] ® (f,8) = [ac—db~,a*d +cb] ® (fg) =

=[(ac ~ db*)f — gla*d + cb)*, (ac — db*)*g + fla*d + cb)] =

=[(ac ~ db*)f ~ g(d*a+ b*c*),(c*a* — bd*)g + fla*d + cb)] = (4 é associativa)
={acf~ db*f— gd*a — gb*c*, c*a*g — bd*g + fa*d + fcb] =

(Fazendo f=c¢ e g=d )

=lacc — db*c — dd*a ~ db*c*, c*a*d — bd*d + ca*d + cchb] =

=lacc — db*c ~dd*a - db*c*, ¢c*a*d + ca*d - bd*d + ccb] (14}
Tendo em vista que 4 € bem normada, temos que (/3) = (/4), logo,
(a.0) @ [(c,d) ® (c.d)] = [(a,0)® (c.d)] ® (¢, d)

Analogamente prova-se que

(a.) ® [{a.b) ® (c,d)] = [(a,0) ® (a,B)] @ (c,d)
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e chegamos que A'¢ alternativa.

5) Seja 1 aunidade de 4 ¢ 1’ = (1,0) a unidade de 4.

=)

{a,b) +(a,b)* = (a,b) + (a*,—b) = (¢ +a”,0).

Como 4 € bem normada, ¢ + a* € real =

JeeRtalque g+a" =01 =

{a+a*0)=(a.1,0) = a(l,0) = {(a,b)+(a,b)* €real

(a,b) ® {(a,b)* =(a,b) ® (a*,-b) =

= (ag* - (~B)b*,a*(~b) + a*b) = {ag™* + bb™,0).

Como 4 ¢ bem normada, aa* & bb* s#o positivos =
Ja>0,8>0¢eR tais que

aa*=a.1 e bb*=B.1 = (aa*+bb %,0) = (2.1 + . 1,0) =

= ((a + $).1,0) = (a + B)(1,0)

= (a,b) ® (a,b)* € positivo pois a + f§ € positivo.
Analogamente, (a,5)* ® (a,b) € positivo.

(=)

Como A' é bem normada, temos que {a,b) + (a,5)* = (a + a*,0) é real.
=JaeR talque(a+a~,0) =a(l,0) = {g+a",0) = (. 1,0)
= a+a* =a.l

= g+a* éreal

Como A’ € bem normada, temos que (a,0) ® (a,0)* = (aa*,0) € positivo.
=3 a>0eR tal gue (aa*,0)=0a (1,0}

= {aa*,0) =(a.1,0) = aa*=a.l

= aa* € positivo.
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Analogamente, a*a € positivo.
2.2.3 Mais Propriedades
1) Toda 4lgebra associativa é uma algebra alternativa.

2) Se X € uma &lgebra de divisio alternativa entiio X tem um elemento

identidade e cada @ € X nfo nulo tem inverso.

divisio.

3) Uma 4lgebra normada nfo possui divisores de zero, isto &, € uma éalgebra de

Demonstragdo de 1
A propriedade 1 € imediata.
Demonstracio de 2

Se X tem um tnico elemento, ébvio. Se X tem mais de um elemento, entdo

existeqg € Xcoma = 0.

ea = a. Logo,

e X,

Gnico.

X - ax).

Como a funcfio x - xa ¢ bijetiva, existe um Unico elemento e € X tal que

2 2

e‘a = e(ea) = ea = a. Pela injetividade de x — xa, e* = e. Dai, para todo x

e{ex) = e*x = ex . Pela injetividade de x - ex, ex = x.
Analogamente, (xe)e = xe? = xe. Pela injetividade de x - xe,xe = x.

Assim, ex = x e xe =x, isto € , e é o elemento identidade, necessariamente

Considere novamente ¢ € X com a # 0 e b tal que ab = e ( pela bijetividade de

Entio:
a(ba) = (ab)a = ea = a. Logo, ba = ¢ ,isto é, b é 0 inverso de a.
Demonstracdo de 3

0=ab= 0=lla.b|| = lall &) = lla] =0 ou ||[#] =0 = a=0ou
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Seguem destas proposi¢des que :

R € uma *- 4lgebra real comutativa associativa ¢ bem normada.
C € uma *- dlgebra comutativa associativa e bem normada.

H & uma *- algebra associativa ¢ bem normada.

K ¢ uma *- dlgebra alternativa e bem normada.

e dai segue que R,C, H e X sHo algebras de divisfio normadas pois, como veremos adiante, se
uma 4lgebra ¢ alternativa e bem normada entfo ela € normada e de divisdo. Segue também que
a algebra dos octOnios nfio € real, nem comutativa nem associativa.

Se continuamos a aplicar o processo de Cayley-Dickson aos octdnios obtemos
uma seqiiéneia de *- dlgebras de dimensdes 16, 32, ... etc. A primeira delas é chamada de
Sedenions, provavelmente em alusio ao fato que ¢ de dimenséo 16.

Segue dos resultados precedentes que todas as *- algebras desta seqiiéncia so
bem normadas mas nenhuma real, nem comutativa nem associativa. Todas tem inversos, uma
vez que todas 540 bem normadas. Mas nio sdo dlgebras de divisfo, uma vez que calculos
explicitos mostram que os Sedenios, e todas as outras algebras, tém divisores de zero. De fato,
os divisores de zero de norma 1 nos Sedenios formam um subspaco que é homeomorfo ao
grupo de Lie excepcional G2. (veja [2]).

A construgdo de Cayley-Dickson proporciona uma boa maneira de obter a
seqiiéncia R, C,H,K, e as propriedades bdsicas destas algebras, mas qual o significado desta
construcéo ?

Para responder a isto, ¢ melhor definir 4’ como a 4lgebra formada por
acrescentar a 4 um elemento / satisfazendo a i? = —1, junto com as seguintes relagdes

a(ib) = i(a*h), (a)b = (ab*)i, (ia)(bi™!) = (ab)* ¥V a,be 4 (15)

Transformamos 4’ em uma *- dlgebra usando a conjugagio original dos
elementos de 4 e colocando i* = -i.

E facil verificar que cada elemento de 4’ pode ser escrito univocamente como
a+ib paraalgum a,b e 4

e que esta descricdo da construgio de Cayley-Dickson torna-se equivalente aquela feita
anteriormente, se fizermos
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(a,b) = a+ib

Qual é o significado das relacBes em (J5) 7

Simplesmente que elas expressam conjugagio em termos de conjugacio !
Existe um jogo de palavras no duplo significado da expressio "conjugacdo”.

O gue realmente gueremos dizer € que (/5) expressa a operacio = em A como
uma conjugacio por i.

Em particular, temos:
a* = (ia)i~! = iai’') Vae 4

Note que quando 4’ € associativa, qualquer uma das relacdes em (/5) implica
nas outras duas. E guando 4’ nfo é associativa que realmente precisamos das 3 relagdes. Esta
interpretacio da construgfio de Cayley-Dickson torna mais facil ver o que acontece quando
repetidamente aplicamos a construgio comegando em R.

Em R a operagdo x nada faz, assim, quando fazemos a construgfio de
Cayley-Dickson, a conjugacdo por  ndo faz efeito em elementos de R.

’

Como R é comutativo, isto significa que C = R’ € comutativo. Mas C n#o real
uma vez que it = —i,

Vamos aplicar a a construgo de Cayley-Dickson a C.
Como C € comutativo, a operagio * em C € um automorfismo.

Assim temos uma algebra associativa 4 equipada com um automorfismo f e
podemos estender 4 a uma algebra associativa maior por (ad)juncdo de um elemento inversivel
X com

fa) = xax™! , paratodoa € 4

Como C ¢ associativa, isto significa que C' = H ¢ associativa. Mas como C nfo
¢ real, H ndo pode ser comutativa, uma vez que a conjugacio pelo novo elemento incorporado
i deve ter um efeito ndo trivial.

Finalmente, aplicando a construgdo a / , como H nio € comutativo, a operacéo
x em H nfo ¢ um automorfismo, mas sim um antiautomorfismo. Isto significa que nio
podemos expressar * como uma conjugaco por algum elemento de uma élgebra associativa
maior. Assim, H = K deve ser no-associativa.
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Exemplo 4 Nesta perspectiva da construgdio de Cayley-Dickson, o namero
guatérnio p = a+bi+ ¢j +dk pode ser visto como um par de complexos (Z, W) (detalhes
adiante, na secio 3.3.2) ou ainda como o elemento {a + i) + (¢ + di)j onde o novo elemento ;
satisfaz a j2 = ~1, j* = —j e as condi¢Bes colocadas em {I5).

Teorema 6 ( Frobenius)

Se 4 ¢ uma algebra de divisfio associativa sobre o corpo dos reais, entfio 4 €
isomorfaa R, Cou A

Demonstragdo

Suponha que 4 tem ordem (dimens8o) » sobre R e elemento identidade u.
Segue que quaisquer (n + 1) elementos de 4 s3o linearmente dependentes.
Em particular, se x € 4, entfo

X, X%, ,x" sio linearmente dependentes.

Entio, existem escalares o; € R n#o todos nulos tais que :

o+ ax+ asx’ ... +x" = 0 (16)

Pelo teorema fundamental da aigebra, (16) pode ser fatorizada como
Filx)F(x)...=0

onde F(x), Falx}, ... sdo fatores lineares ou quadraticos com coeficientes
reais.

Como uma algebra de divisdo nfio contem divisores de zero, podemos concluir
que pelo menos um dos fatores F'1(x), F2(x) ..... € zero.

Se ocorre de o fator nulo ser linear, entfio sua raiz ¢ quadratica.

Deduzimos que cada x € 4 ¢ a raiz de uma equacfo quadritica com
coeficientes reais.

Em particular, se ¢; = i, e, ..., €, 80 0s elementos de uma base de 4, entdo
podemos concluir que

€f+2ﬂj3j+'}’jﬁi = 0 . ’v’ﬁj,}geR

Mas, completando os quadrados,
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(e + Bip)* = (B? —y;)*u \ -y, € R
Definimos agora um novo conjunto de elementos de base de A por:
{ey =i, €h..oen’y = {ey = 4, e2+ Ba....en + Bau)

Entédo :

(¢ ) = (B} - ypu : -y, e R

Agora, Bi-y;>0 ou BF-y; <.

Se B? - y; > 0 isto implica que ¢; ' ¢ e; = u sdo dependentes e podemos

concluir que
(¢f')? = —afu paraalgum a; € R.

Agora introduzimos uma ouira base ainda :

/ !

e
{61 = #,Ez,,..,E,,} = {e; = i, *a-zé“ ,.._,"&";},
e entdo
E} =~y paracada j=2,3,...... A,

A parte restante da prova € mostrar que chegamos a contradigdes para »
diferente de 1,2 e 4.

Estas contradigGes acontecem primariamente por conta da condi¢fio que cada x
€ A ¢ a raiz de uma equagio quadrética real.

Casol:n=1.

Esta € a algebra gerada pelo tinico elemento da base e claramente coincide com

Caso2:n=2.

Esta ¢ a dlgebra que € gerada por 2 elementos {e; = u, E;} onde E tapeé
claramente 0 corpo dos nimeros complexos.

Caso 3 : Suponha agoraque n > 2.

Considere entdo a algebra gerada por {e; = u, E», E,..... .
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Uma vez que todos os elementos da algebra sdo raizes de uma equagdo

quadritica real, em particular, também E; + E; sfo. Assim,
(Eyt E3)? = E3 4+ EoEs + EsEy + E5 = 2pu+ E2Es + E3En.
Mas
(Ea+ E3)?—oa(Es + E3)—Bu=0 paraalguma, f € R
isto &,
24— E3Es — EvEy = a(Eq + E3) + Bu , a, B € R
Fazendo o mesmo raciocinio para &> — Ej3,
~2i 4+ E3Es + E3Ey = y(E; — E3)+6u R v, & € R.
Somando, obtemos .
lo+y)E;+{a~y)E;+{(f+8+4)u=10
Uma vez que g, E» e E; sfo linearmente independentes, entdo :
g=y=0 e f+d+4=0.
Dai,
ExE5 + EsE; = 28, digamos, onde e € R.
Entio
(E2+ E3)* = (2e-2u e
(B2~ E3)* = (-2 - Du.

Agora, seguindo 0 mesmo argumento como acima, ambos, (E: + E;)? e
(E2 — E3)? devem ser um miultiplo positivo de —u , isto é :

e—1<90 e -g—-1 <0,
Logo, (e~ 1)(~e~1)>0, istoé, 1-g2>0,
Introduzimos novos vetores base :

I=E, , J=futeh

J1—g2

Entdo
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=—y F=-yu e IJ+JI=0.

Por outre lado, ¢ facil mostrar que 7 € linearmente independentede p1, I eJ

uma vez que :
U= au+ Bl+yJ ) a,B.v € R
Multiplicando por I:
N =—J=qal-B+vii=al-B+v{aug+BJ+7J]).
De onde segue que y? = —1, 0 que implica que ¥y € R, contradicgo.

Isto mostra que uma algebra de divisfio consistindo de 3 elementos base, u, 7, J
¢ impossivel, uma vez que isto obriga sempre ao surgimento de um quarto elemento, X = IJ, e
entdo esta dlgebra € geradapor u, {, J ¢ K satisfazendo a:

IK = I(IJ) = —J , Kl = (INI = ~(JDI = J,
K= (NS =~ . K=JIN=J-)=1 ¢
K2 = ()W) = ~UNUD = ~PJ = —p,

que ¢ a familiar &lgebra (sobre R) dos Quatérnios .

Se agora consideramos » > 4, entdo existe um quinto elemento base £ tal que

Procedendo como acima, deduzimos :

IEs+Esl=au , JEs+EsJ=8u , KEs+EsK=y , a,B7v¢€R
Entdo,

EsK = Es(l)) = (EsI)J = (qu —IEs)J = aJ - I{Bu —~JEs) = aJ — IB + KEs.
Dai, adicionando F5X:

2EsK = aJ - I+ KEs + EsK = aJ— Bl +yp.

Logo,

2(EsK)K = a{JK) — BUK) + 7K.

Isto €,

2Es = al ~ B+ ¥K,
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o que contradiz a independéneciade 1 J, K e E.

Daqui, uma algebra de divisdo associativa s6 existe se n = 1,2, 4.
Se a restrigio de que a dlgebra seja associativa € relaxada entdo obtemos os nimeros de

Cayley de dimenséo 8.

No esquema a seguir podemos ver wm diagrama mostrando as relagbes entre as algebras

mencionadas.
Algebras sobre R
Miao Associativas Associativas
Algebra de
Jordan Algebras de Divisio
2 =
& 2
Z Normadas §
= =
£ g
S S
.R
.C
- 3
g 2
Z 2
g K H <
g g
& )
] -
lg r » E
Zz Algebra de Algebra das
Lie _ Matrizes
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2.2.4 Propriedades sob a Perspectiva da Construcio

Seja X=(a,8) 4 com a,f € A4, A4 bem normada As propriedades

anteriores e oufras adicionais podem ser vistas sob a perspectiva da construcio de
Caylev-Dickson, a2 maioria delas de verificacfo imediata. Como exemplo citamos:

(5(a), 0).

1) SUX) = (S(a),0), que identificamos a S{a).
Demonstracdo

F&+x) = L@+ @ -p] = L@+, 0] = Li2s@),0] =

2) VX = (Ha), B).

Demonstracdo

VX)) = X- 5 = {a,B) - (S(),0) = (0 -~ 8(¢), B) = (V(a), B).
2.2.5 Produte Interno

Teorema 7 Se 4 € uma algebra bem normada , podemos colocar uma estrutura

de produto interno em A4 definindo

(X,Y) = S(XT™).
De fato:
1) Como 4 ¢ bem normada, se X € nfo nulo entdo XX* > 0. Assim,
(XX ) = S(XX*) = XX* > 0.
SeX=0=XX"=0=0=SXr)=({XX).
Reciprocamente,
Se(XX)=8X)=0=XX"=0 =

= SISO + VIXVX)* = 0 = S(X)? = -VX)V(X)*™.
Podemos dividir a andlise em dois casos

Caso 1:Se F(X) = 0.
De S(X)* = -V(X)VX)* = S(X)? =0,
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ComoS(X) e R= S(X) =0 = X=0.

Caso 2: 8e V{X) = 0.

Como 4 € bem normada e V(X)) = 0 ternos

VOVO* > 0 = -VOVX)” < 0.

= S(X)o= ~V{XOV(X)* éuma contradigio.
Nkl

>0 <o
Logo, s6 é possivel ¥(X) = 0, o que acarreta X = 0.

DAY =SUX¥*) = L[XV* + (X¥*)*] = LXT + 1] =

= L{Tx + ()T = SO = {(rX )

3 Dadoae R,

(X,a¥ ) = S(X(a¥)*) = S(X(¥*a*)) =SX(T*a)) =aSXV*)=a*(X7).
H{XY +Z) = ST +2)*) = SX(T* +Z*) =

= S(XT* + XZ*) = S(XY*) + S(XZ*) =

={XY)+{X.2).

Observacao Note que em 4 = Ce 4 = H o produto interno assim definido
coincide com o produto interno euclidiano usual.

Desigualdade de Schwarz

Se em A esta definido o produto interno <X, Y > = S(X7*) entdo vale que

[(x7)| < (xX)(rY) , VX Yed

Teorema 8 Se em 4 esta definido o produto interno (X, Y ) = S(X7*), a
funcdo abaixo é uma norma em A.

hIl: 4 — R
X — X = {(xX)

Ficamos entdo com as seguintes relagdes: |X[|* = ( (X ) = S(XX*) = XX~ .
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Teorema 9 Se 4 ¢ bem normada e alternativa, 4 € uma algebra de divisio

normada.
Demonstracio

Basta provar que s¢ 4 é bem normada e alternativa entfo 4 € normada (pois
esta dltima condi¢fo implica que 4 sera de divis#o, como ja foi visto).

De fato, se 4 € bem normada a funcio

b4 — R
X = x| = J(xX)

¢ uma norma em 4 . Sendo 4 alternativa isto faz de 4 uma algebra normada
pois '
IXY1? = XY = XY(PX) = X (Y1) X = Xx-(¥v") = | X)) * | ¥)?

<R
= |X7|| = X1

Propriedades

Se 4 € bem normada, vale que:

D IS = S0,

Demonstragdo

ISCOI? = SIS = SHSY) = SX)>.

2) X1 = ”X{HEX* . para X # 0.

Demonstracdo

x—L e = XX
1x12 1xh?

NAX! = XX para X = 0.
Demonstracgéo

XY_1=X 1 X* = XX+ - XX = 1 X*XIX"IX,
X X onxpr o X
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4y (XX = X(¥X).
5) (FXVX = YOXX1) = 7.
S XX = XX NY =T

2.2.6 Angulos ¢ Forma Polar

Dado X € 4 e X # 0, podemos associar um &ngulo a X da seguinte forma:

Considere Y =S+ V(XD com VP N) =0 e x= “ V{X) i et (X} 2
=xéumnimeropuroe x| =1 = VX)) = |[VX) ||x =
— x= 500+ 700 = x| 38+ 78] < [ 22 4 1FD
Observe agora que
5;%]) R, HZ:%']}H eR, ~1% ﬁ%? e {}S-ﬁ—%’%)rmsl po1s
X2 = 1SCO + VO = SUS) + VIONSX) + VX)) =
= SSEOSX)") + SFEOV)*™) = IS + VX 1.
= [1XI1* = 1SN + VO 2 V0™
= ||Xl| = IFX)|| pois |X] e || V(LX) | so ndo negativos.

- vl

X
Analogamente,
--:>|1X|1221|S(X>u2mW&m%szmu 50 <1,
Finalmente,
(24l 1
NG R 14 o1 S ¢ o] R 1.4¢: o] R 2. ( K
x| X 11

Forma Polar
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Reunindo os fatos acima temos que na expressio

L)
X‘ﬁﬂ{nxz Hﬂi]’

podemos dizer que existe & tal gue

SC0. ey
xS T 050

cos@ = (% % x)

e X pode ser escrito como

= | X||[ cos6 +x senf | ,a chamada forma polar de X.
Isto nos permite associar um "&ngulo” sélido 6 a X, dado por (* * *).

Observacio Note que se X = (¢, ) € C com o, € R, aparte vetorial V{X)
de X é da forma

V(X) = bi, be Re podemos escrever:

mewmlmﬁﬁ @Jiwﬁgl§dﬁm”

vetor unitario x que aparece na demonstragio acima € a propria unidade bésica i.

Desse modo, continuamos a ter

S0 [ S0 T [ b ]2 -
-l € =l <1 g | i | 4] £ _ | =1 mas o fator que multiplica
X X1 X1 d P

0 vetor unitdrio x agora ganha a possibilidade de assumir valores negativos, 0 que permite ao
angulo 6 variar no intervalo [0,27), ou seja, o dngulo o dado pela forma polar de um niimero
complexo € orientado € se olharmos este mesmo nlmero como um quatérnio especial o seu
dngulo & , definido como em (*) , serdé dadopor@ = a ou @ = 27 —a.

Qutra conseqii€ncia importante quando X = («,f) € C é que, nesse caso, § ¢
X determinam completamente ¢ elemento X, o que ja nfo ocorre se ¥ € H ou X € K. Por
exemplo, se X € um quatérnio puro unitdrio e temos a informacéo de que o "dngulo” associado
aX ¢ ,g,r“ ainda que soubéssemos em relagio a que referencial (um plano, uma reta) X faz um

dngulo de isto ndo ¢ suficiente para determinar X. Para uma idéia desta situacgdo, veja o

4 -4
grafico a seguir, onde estamos vizualizando X no R?.
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No entanto, para ¢ mesmo X == !IX}I[cosé—sxsen&} #0ede¥=1c¢
elemento unidade de 4 temos que

<XY> _ <X1> _ SX1) _ SO
Xy X X0 24

= cosh,

que ¢ andloga & expressdo conhecida para o cosseno do &ngulo entre dois
elementos do R?

2.2.7 Angulo entre dois Elementos

Motivados pelos fatos anteriores, podemos definir um &ngulo nfo orientado A
entre X e ¥ por:

<XY> _ S, Y")
bxiry XYy

COSA =

que € uma definicfio significativa de angulo pois decorre da desgualdade de

Schwarz que
| S| =
[((x1)| = J(XO(LY) = (xX) [(LY) = X1,
Leen)l e SEFY L
rxXpi =i= i X <1 1 <cosi < 1.
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Isto €, podemos interpretar que o angulo # associade a X neste contexto mais
geral nada mais € do que o dngulo entre X e a unidade basica 1.

Suponha entdic X, ¥ € 4 nfo nulos e escritos na forma polar

X == HX”ECOS@ —%—xsen@} com x = fi Véﬂif WX unitario puro.
Y= ||¥}[cos® +y sen® | comy = T V(I}’}[g V() unitério puro.
Considere A o dngulo entre Xe ¥, § o dngulcentre x e y.
Temos entio:
cosh = LT > ST

€1 e/ el by

_ S[JXU[cosd +x send ][ 17|[cos® +y sen®@]]"]
= XTI B

ST X[ cos6 + x senf ||| Y1i[ cos® + y* sen® | | B
11171 B

_ S[HXH EfY]I[cosQ +xsen8]{:cos® -ysen@]] B
B lxfinry B

S 6 -
X [[cos +xse;;lz§{]”]{:;;ls® ysencb}] _

]

= S[ [ cos8 + x send ][ cos ® ~ysen®]] =

= §| cosBcos® —y cosBsen® + xsenfcos® —xy senbsend | =

A

g F(XT™)
= S[cosfcos @] ~ S[xy senfsen®@] = S[cosfcos @] ~ senfsen®S(xy) =
= c0sfcos D — senfsendS[xy].
Logo, cos A = cos@cos P — senbsen®Sixy].  (I17)

Como d € canguloentrexe y :

< X,y >

€088 = T
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Mas x ¢ y sA0 némeros unitarios puros, isto é,
y=¥m,.y =y, l=1.x=Vx,x ==, x| =L
Assim:

< XY >
o lHivl

25(xy) = ~25(x(=)) = ~280y*) = -2{x ,¥).

CO50 = = <xiy> e

= S(xy) = «~<x ,y} = — COS50.
Substituindo em (17) :
<X, Y >

COSA = T = cosfcos® — senbsen®STxy] = cosdcos® + senbsen®cosd

que ¢ a lei dos cossenos para tridngulos esféricos.
Terminologia Geométrica

Definicdo 25 ( Perpendicularismo e Paralelismo)
Dados X, Y € 4, 4 bem normada dizemos que

1) X e Y sdo perpendiculares se S(XY*) = 0, isto &, se < X, Y >= 0, 0 que
denotamosPorlX’ L Y.

2} X e Y s#o paralelos se V(XT*) = 0

Lema 6 Dado X € 4, 4 bem normada, entio S(X) L V(X)
Demonstracdo

< S0, V(X) >= S(SOVX*)

Mas V(X) (e V(X)*) sio nimeros puros.

Como 5(X) € R = SQOV(X)* também € puro =

= S(XO)V(X)* ndo tem parte escalar = S(SQOVXN)*) = 0
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Capitulo3

As transformacdes ortogonais e respectivas matrizes ortogonais ocupardo papel
de destaque na interpretacio geométrica da descricfio de certos movimentos em C, H ¢ K como
resultade das operacdes e transformacfes lineares definidas nestas algebras. As referéncias
para este capitulo sdo [21, [3], [7), 9], [12], [13], [14], [15], [18] e especialmente [19].

3.1 Transformacdes e Matrizes Ortogonais
Definicio 26 (Matriz Ortogonal)

Dizemos que uma matriz 4 n x » com coeficientes em K € ortogonal se suas
colunas {(ou linhas) formam um conjunto ortonormal {com respeito a uma base ortonormal de
K#y,ouseja, A4' = 44 =1,

Definicdo 27 (Transformagio Ortogonal )

Seja V' um espago vetorial munide de um produto intemo <>ef: V- Vuma
transformac3o linear. Dizemos que f'¢ ortogonal se f preserva o produto interno, isto €, se

<fu), fv) >=<uv> |, V u,vel.

E facil provar que 'é ortogonal se e somente se f preserva a norma associada a
< >,istoé,seesomentese [Aw)] = |« , vV ueV.

Teorema 10 Seja 7 um espago vetorial munido de um produto interno,
f: ¥V~ V uma transformacdio linear. Entdo / ¢ ortogonal se e somente se o conjunto
{fle1),...,en)} ¢ ortonormal para qualquer base ortonormal B = {ei,....,e,r de V.

Observe portantc que a representacdo matricial de uma transformacgio
ortogonal € uma matriz ortogonal.

O proximo resultado faz uma caracterizagfo das transformacGes ortogonais
quanto as suas propriedades algébricas.

3.1.1. Caracterizacdo Algébrica das Transformacdes Ortogonais

Teorema 11 Seja ¥ um espago vetorial munido de um produto interno,
f: ¥V — ¥V uma transformacio ortogonal, B = {ej,....,e, uma base ortonormal de Ve 4 a
representacdo maitricial de f em relacio a B. Entdo:

A'd.=] ou, equivalentemente, A4’ = 47\
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Observacio : Se 4 € ortogonal entéo detd = + 1.
De fato, como A'A.=1 ¢ detd = detd" , temos que:
1 = det] = det{d'4] = detA".detd = detd?]

Os proximos resultados buscam uma caracterizacdo das transformagdes
ortogonais quanto 4 sua representagfo matricial e efeito geométrico nos casos especificos de
R%e R

3.1.2. Representacdoc Matricial ¢ Geometria das Transformacbes
Ortogonais em R? e R

No R?

Teorema 12 Se R? estd munido do produto interno canénico e /@ R? — R? ¢
uma transforma¢io ortogonal, em relagdo & base candnica enifio a representacfo matricial de /'
tem uma das seguintes formas:

4= cosh ~gen b, B = cosf  sen@.
sen® cosé sen 8 —cosd
onde 0 <8 < 2nx.

Demonstracdo

ac
Considere {f] = .

Como '€ ortogonal, o vetor {a,b) é unitario =» 36,0 < 6 < 27, tal que
a = cos@ e b = send = (a.b) = (cosb,send).
Comeo (c,d) € unitério € deve ser ortogonal a {a,p) = (c,d) = +(—senb, cos).

Assim, hé duas possibilidades para a matriz [f] :

cosf —senb. cosf senf.

] = =4 ou Al = = B.
sen@ cosf sen @ —cosf

No primeiro caso temos det{f] = 1 e no segundo der[f] = ~1.

Note que A4 e B sdo prototipos das chamadas matrizes orfogonais e s&o
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essencialmente distinguidas pelos seus determinantes:
detd =1 , detB=-1

A interpretaciio geométrica do efeito destes dois diferentes tipos de
transformacles ortogonais nos interessa pois estes estdo associados a certos tipos de
movimento no R? gue estamos querendo caracterizar,

Teorema 13 Seja f: R? - R? uma tansformacio ortogonal cuja

.. . . . cosf —sen 8. .
representagdo matricial em relacfio & base candnica seja 4 = . Entdo f
' send cosb

representa uma rota¢do do planc em tormo da origem de dngulo 6.
Demonsiracdo

Podemos escrever

fi R =~ R?
(x.9) cos8 —sen @, x
. sen8d cos@ y

Considerando a forma polar do vetor (x,y), digamos,

(x,y) = Jx* +y* (cosa,sena),

temos que

cos@ —senf. cosa
Ffx,y) = JE+yr. =

senf  cos@ Seng

_ (m) cosf@ —senb. cosa _

sen®  cosé send

cosfcosa — senfsena
= (§x* +y%) =

senfcosa + cosfsena

“(m) cos(8 + a)

sen(6+a)
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Observe que neste caso o polinGmio caracteristico de 4 €
p(A) = A% ~2c0s8 + 1,

que ndo tem raizes reais salvo se 8 = O ou § = 7, isio &, um vetor do R? a0 ser rotacionado sé
recai sobre a mesma direco original se a rotagfio forde Gou .
Teorema 14 Seja f: R*? » R* uma transformaclo ortogonal cuja

cosE  sen d.

representacdo matricial em relagfo & base candnica seja B =
sen -—cost

].Entﬁoféa

reflexfio através de urna reta que passa pela origem ¢ faz um angulo de ‘%' com: o eixo dos x.

Demonstragdo

Observe que a reflexfo em relaco ao eixo dos x produz o seguinte efeito nos
elementos da base candnica:

(1,0) — (1,0)
0,1) — (0,-1)

) . .1 10
¢ a matriz desta transformacfo & o -1 I
Também,

8 _en b 8 . 6
cos 5 sin = [} OjI cosS  sin 2

sin g—— cos g

—ain 2 g
) st s:c;s2
8 in G é . &
) cos 5 sin 5 cos 5 sin 5 _
in8  _encf —gin & (A -
sin 5 cos 3 sin 3 cos 5
[ 028 28 6 0
_ cos 5 mn 5 2cos 5 Sin 5
88 28 28
Zcoszsm2 cos Z-e—sm 5

_ cosd  sind - B
sinf —cosé@
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= B =[R %]{reﬂexdo no eixo x]{R,g, )

Isto significa que o efeito geométrico da transformacéo linear associadaa B¢ o

de uma reflexfio em relaciio a uma reta que passa pela origem ¢ faz um dngulo {gé com © eiXo

dos x.

Observacdo Veja que tomando a forma polar do vetor (x,y),

(x,y) = Jx? +3* (cosa,sena),

temos que

Ty = c?sﬁ siné gy CoOsU _
sinf —cos# senc

cosfd  sin 8 cosd
= (yxF+37) . =
sind —cosh sina

cosfcose +sinfsing
= (=7 +3%) =

sinfcosg — cos@sing

_ (m) COS(@-“Q)

sin(f — )
Neste caso o polindmio caracteristico de B €

p(ﬂ‘) = }“2“19

que tem raizes reais A1 = I, A, = -1 e os auto-vetores serdio miltiplos de (cos —%,sin —%) e

(~sin —g—,cos .g,)_

A caracteristica importante de uma transformacéo que envolve uma reflexfio €
que ela ndo preserva orientagio. Em termo de matrizes, a caracteristica de uma matriz
ortogonal que corresponde a uma rotacio € que detd = 1 enquanto para uma matriz ortogonal
que inclui uma reflexfo € que detB = —1.

Dizemos entdo que uma matriz ortogonal 4 tal que detd = | corresponde a
uma rota¢io e quando detd = —1 a matriz 4 corresponde a uma reflexzo

No R}
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Lembremos inicialmente que se f: V-V é uma transformacio linear
ortogonal e F ¢ um subespago invariante por fentio F* também €.

Obeserve agora que se f: R° - R® ¢ uma transformacio linear entfo o
polindmio caracteristico de f € de grau 3 e tem pelo menos umaraizreal == 31 € R ev e R’
tal que Av) = Av com flv{ = 1isto €, v € um autovetor de f'correspondente ao autovalor 4.

Por outro lado, se /€ ortogonal, fpreserva norma = |[f{v)| = Iv|.

Ficamos entéo com 1= lvi= I =
[l =Allvil = A =1=4=12L

caso1Sei=1=fv) =v=1vy
e v gera um subespago W = {mv/m € R} de dimens8o 1 que ¢ invariante por /.

Logo, ¢ complemento ortogonal W+ de W tem dimensiic 2 ¢ também €
invariante por f.

Claro que frestrito a W continua sendo ortogonal { pois continua preservando
as normas dos elementos de W+ < R?).

Considerando {v;,v;} uma base ortogonal de W* = {v,vy,v2} é uma base
ortogonal de R? e em relagfo a esta base temos

Sy =v=1v+0v +0wm

e a representagdo matricial de f¢ do tipo

100
[fl = 0 ac onde
0 b d

a c
X ﬂi: b 4 j‘ ¢ a representacio matricial de f restrita ao subespago

invariante F*.

¥ = cosf@ —senf. ou ¥ cos8  sen . .
sen8 cosb senf —-cosf
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Logo,

1 0 0 10 0
=1 0 cosf —sen$. ou [fl=1 0 cosf sené.
0 senf cosé 0 senb -—cosé

caso 2 Se A = —1 = flv) = Av = —v ¢ por um raciocinio andlogo chegamos 3

-1 0 0 -1 ¢ 0
A= 0 cosf —send. ou [fl= 0 cosf senb.
0 senf cosb 0 senf —cost

Reunindo estas conclusdes, enunciamos o

Teorema 15 Se f: R? - R* € uma transformac8o ortogonal entfic existe uma
base ortonormal em relacfio a qual a representacdo matricial de / tem uma das seguintes

formas:
1 o 0 1 0 0
Al=1 0 cosf —senb. =Aou [fl=1 0 cosf senb. =R
0 sen@ cos8 0 senf -—coséb
1 o0 0 10 0
A= 0 cos@ -—senf. =Cou [fi= 0 cosf sen@. =D
0 senf co0s8 0 senB ~—cosé

No caso [f] = 4, temos det[f] = 1 e f ¢ uma rotag8o de § ao redor de v.

No caso {f] = B, temos def[f] = —1 e f ¢ uma reflexdo através do plano cujo
vetor normal €

ﬁ = mseng%«v} -+ cos-%vz

No caso [f] = C, temos det[f] = -1 e C pode ser escrita como

1 0 0 -1 00
C= 0 cos# —sin 8. 0 10 =
0 sinf cosé 0 01
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{400 I 0 0
= 0 10 0 cos@ - sin b.
%_(}{}1

e
e representa uma reflexfio através do plano cujo vetor normal € N = v, composta com uma

0 siné c¢osd

rotagdo de 4.

Nocaso [f] = D, temos det[f] = 1 e D pode ser escrita como

10 0 -1 00
D=1 0 cosf sing 0 10 |=
0 sinf. ~cosé 0 01
-1 0 ¢ I 0 0
= 0 160 0 cosf@ sind
0 01 0 sin 8. —cosé

- F by
¢ representa uma reflexfo através do plano cujo vetor normal € N = v, composta com uma
reflexfio através do plano cujo vetor normal ¢

—3 _ _@. -Q_
N = sen=vi -i-coszvz
Esta discussdo se estende ao R” e, lembrando os fatos discutidos em 1.5, como
quando f € ortogonal os auto-valores reais de f s¢ podem ser 1 e -1, se /€ ortogonal entdo
existe uma base ortonormal de ¥ relativamente & qual a matriz de f tem a forma (forma

racional de Jordan)
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i 00 ¢ 0 0 0 0 0 0

6 ... 0 ¢ 0 O 0 G 0 0

O ¢ 16 6 O 4] 0 0 G

0 0 -1 6 0 0 0 0 ¢
00 0 0 ... 0 0 0 0 ¢

0 6 0 0 0 -1 O 0 0 ¢

0 ¢ 00 0 O 0 0 0

0 0 0 0 0 O cosa; -senm 0 0

0 0 0 0 0 G semz; cOsSOy 0 0

8 0 6 ¢ ¢ O ¢ ¢ 0

¢ 0 0 0 ¢ 0O 0 0 COsSq, —Sengy
¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 sently €OSG) |

Sempre reduziremos as estes casos a5 andlises e interpretagfes do efeito de
transformacdes ortogonais em subespagos invariantes

3.2 Grupo Ortogonal

O conjunto de todas as matrizes ortogonais munido do produto de matrizes
(equivalentemente, o conjunto das transformagdes ortogonais /1 R” = R” com a operacdo de
composigio de fungdes) forma um grupo, chamado grupo ortogonal e denotado por O(n).

Como vimos, uma transformagfio ortogonal nfo necessariamente preserva
orienta¢do mas aquelas que a preservam sfo chamadas de rotacdo ou transformacfio ortogonal
especial € o conjunto destas transformacdes também ¢ um grupo, chamado grupo ortogonal
especial, denotado por SO(#).

3. 3. As Identificacgbes

Nosso objetivo agora € mostrar gue os produtos definidos nas algebras de C, H
e K esto relacionados a rotagdes e simetrias. Para tal iremos buscar identificar os elementos
destas algebras com elementos de outros espacos, especialmente com O(n) e SO(n).

Definicio 28 { Homomorfismo / Isomorfismo de Algebras)

Um homomorfismo entre duas algébras, V1 e ¥, sobre um mesmo corpe K €
uma funcéo

f: V1-—>V2
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satisfazendo a

a) flis+ 1ty = fs) + A1) , Y s5,te Vi
b) flas) = afls) ) Ys eV, Vaek
) flst) = fis)fo) , v s,t € Vi

Se ' for bijetora diremos que € um isomorfismo e que ¥y ¢ ¥ sfo isomorfas.
Claro que se f € injetora entdo f € um isomorfismo sobre sua imagem.

Numa prévia, a idéia € identificar por meio de homomorfismos (isomorfismo
sobre a immagem}) as seguintes estruturas :

C s Rz —— M{Z,R}

_,,,& .
Z=a+bi — (a,b) — {:a :]
b5 a

R* (a,b,c,d)
i
L — CxC b Moo s Mz
a —d —¢ -
g=a+bi+g+di (Z=a+di, W= c+bi) i: z 'W] d a b -
w Z c b a d
c —d a

R® s K
{a,b,c,d,e.f,g.h) o+ bey +cez +dey + ees + fes + geg + heq
{
Oxg

p=a+bitc+dk, qg=e~fi—gi-hk)

3.3.1. Para os Niimeros Complexos

Teorema 16 Sejam R* , C e Mz = {matrizes reais 2x2} vistos como
espagos vetoriais sobre R. Considere:

a) em C as operagfes de soma e multiplicagdo usuais como definidas em (/) e
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(2}

b) em M, z) as operacdes de soma e multiplicagio usuais
¢) em R? a soma usual e uma multiplicagfo definida por

{a,b).(c,d) = {ac — db,ad + ¢b)

Entdo, as funcBes / ¢ g abaixo sfo homomorfismos (isomorfismos sobre a

imagem).

R2 i-j:9- C > Mo

(0,6) — a+bi — [“ “E’]
b a

Demonstracdo:

A prova de que f e g sdo bijegfes € imediata. A condi¢Zo de homomorfismo de
dlgebras também € de verificaco direta.

Para a fungfo f

Dfi(a.b)+(c,d)] =flat+cb+d)=(a+c)+(b+d)i =

= (a+bi)+ (c+di) = fla,b) + Le,d).

D fila,b).(c,d)} = flac —db,ad + cb) = (ac — db) + (ad + cb)i =
= (a+bi).(c +di) = fla,b).fe,d) .

3) fim(a,b)] = flma,mb) = ma+ mbi = m(a+ bi) = mfla,b).

Para a funciio g

Della+biy+(c+di)] =glla+c)+(b+d)i] =
_ at+c —(b+d) N a -b . ¢ —d _
b+d a+c | | b a d ¢ |
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= gla + bi) + glc+di).
2 gl (a+ b (c+diY] = gllac~db)+(ad+ch)i] =

| ac-db —(ad+ch) | a b c —d |
ad+cb ac—db b a 1 d ¢
= gla+ bi) .glc+di).

3) g[Fn(a+bz’)} = g{ma + mbi) = [ ma. —mb —J =

mb  ma
mm[ @ =b ]mmg(a+bz').
b a

Em particular, temos as identificagdes de 1 ¢ / € C com as matrizes reais
abaixc

R 45 ¢ 5 Map

(a,b) — a+bi —

[
v |
[

i=0+1 —

3.3.2. Para os Quatérnios

Teorema 17 Sejam R H, Cx C, M, = {matrizes complexas 2x2} e

M gy ={matrizes reais 4x4} vistos como espagos vetoriais sobre R.
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Considere

a)em M, eemMygas opera¢des de soma e multiplicages usuais,

b) em H as operagdes de soma e multiplicagdes como definidas em (3) e (4),
c)para (a,b,c,d), (e,f.g.h) € Rle

A = ae - bf —cg —dh B =ch—dg+af+bde
C=df—bh+ag+ce D=bg—cf+ah+de

a soma usual ¢ uma multiplicagfo definida por
{a.b,c,d).{e,f,g, k) = (4,B,C. D),
d) em C x C a soma usual

¢ uma multiplicagio como definida na construcio de Cayley-Dickson, isto &,

para
Zw , (T,Vy e CxC, 4,B,C,D como em ¢) acima,
Z=a+di, W=c+bi, T=e+hi, V=g+fi,
(ZW).(TV)=ZT-VW,ZV+TW) = (4 + Di,C+ Bi)
Entfo, as fungdes f, g,/ e ¢ abaixo sdo homomorfismos
f g h @
R (. H > CxC — Moo — Man
a ~d -¢ b
(@bed)  a+tbi+ci+dk  {(Z=a+di,W=c+bi) [ v ] 4.4 b -
w 7 c —b a 4
b ¢ —d a
Demonstracdo:
Para a funcfo 1 :

1y fila,b,c,d) + (e, f,g. k)] =fla+eb+fic+gd+h)=

70



=(a+e)+(b+fi+(c+g)y+{d+hk

=(a+bi+ci+dk)+(e+fi+gi+hk) =flab,ed) +fefgh)

D flla.b,e.d).(e.figB)] =
=fld,B,C.D) = A+Bi+ Cj+ Dk =

={a+bi+ci+dk).{e+fi+gi+kk) = flabcd.flefgh)
3 fimla,b,e,d)] = flma,mb,mc.md) = ma + mbi+ mej + mdk =
= m{a + bi + ¢j + dk) = mfla,b.c.d)

Para a funclio g :
Dglla+rbi+o+dby+{e+fivrgi+hk)] =
=glla+e)+ (b+HNi+(c+g)y+{d+hik] =
={{a+e)+(d+R)i(c+g)+b+Hi) =
=(a+di,c+bi)+(e+hi,g+fi) =
=gla+bi+ci+dk)+gle+fi+gi+hk).
Dglla+bi+ej+db).(e+fi+gi+hk)] =
=glA+Bi+ Cj+Dkl =(Ad+Di,C+Bi) =
=gla+bi+ci+dk).gle+fi+g +hk).
Dgimla+bi+cj+dk)] = glma+ mbi+ mcj + mdk) =

= (ma + mdi,mc + mbi) = m{a + di,c + bi) = mg (a + bi + ¢j + dk).

Para a funcfo 4 :

Z+T ~(W+7)

DAZ W) +(LV)] = h[(Z+TW+V)] = [ W+V (Z+1)
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ﬂ[ z “f’}.[ T f}ﬂk(z,mw(z;m.
W Z vy T

DA(Z W)LV = h{(ZT - VW, ZV+TW)] =

ZT-VW —(ZV+TW) IV -V +TW)
Zv+IW ZT-VW) Zv+Tw ZT-TW

 z W T -7
- . - (TP,
w7 ][ .o ] WZW).h(T,V)

tendo em vista a comutatividade da soma e da multiplicacdo de mumeros

complexos.

3) hm(ZW)] = h[(mZ,mW)] =

N mZ —m(W) N mZ -~-mWw 3

- mW  (mZ) B mW mZ -
zZ W

—m[ _— ]-—mh(Z,W).

Para a funcfio ¢

Dados Z=a+di, W=c+bi, T=e+hi, V=g+fi ,
Tz W T -

1 + =

<y

W+V Z+T

(I R

[ zeT -(W+7) jl



d

(a+e)+{d+h)i =[{c+g)+{~b-1i]

{c+g)+B+hHi (a+e)+{~d-h)
- a+e —d-h —<c—g ~b-f
B d+h a+e b+f —-c-g |
c+g —b—f a+te d+h
b+f c+g —-d-h a+e
w“az-m-ce’—ﬂ:*~-E)m mewhwg——f
| d a b -c . h e f —g |
c b a d g ~f e &
b ¢ -d a f g —h e i
_q{ z W wwm T —?]
Wz v T
2)
T -7 | WY —(ZV + W)
VT WV +ZT
4 -D -C -B
3 A+Di ~[C-Bi] D 4 B -C
v C+Bi A-Di C -B 4 D
B C -D 4
‘a—dmc—b—me—h—g —f_—
| d a b -c roe f -g | _
c ~b a d g ~f e h
h—bc—~da_Lfg—heu
3 z -w r -V
wz % v
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3 Z W
ol m

osse

Z
ma —md ~mc —mb
md ma mb -—mc
mc ~mb ma md
mb me -—-md ma

z -Ww
= L .
¢ A

Em particular, temos as identificactes de 1, i, J

mairizes abaixo

R4 >

r

H — CxC

-
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~d -¢ -b
a b -c

-6 a d
c ~d a

E « H como as

Mgy
a —-d —¢ -b
d a b
-b a d
-d g
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10 0 0
0j+ 0k = (Z=1+0i W=0+0j) Lo 0o
= 7 F e = N = {4+ - —p
1=1+0i+07+ + i - 601 0
LG 0 01
90 0 -1 |
4o 0 0 1 ¢
Fw G4 15+87+ 0k — Z=0+0,W=0+1{ ~ i
P+ 1T+ 07 { i i) [ ;o ] 6 -1 0 0
1 ¢ ¢
00 -1 0
g -1 00 0 -1
J=0+0i++0k> (Z=0+0,W=1+0i) -
I 0 10 0 O
g1 0 0
g -1 9 ¢
. i . i 0 1 86 6 0
k=0+0i++lk—» {(Z=0+1iW=0+0)~ -
g ~ g 4 0 1
6 ¢ -1 0

Exemplo 5 Pelas identificagdes feitas, podemos ver o produto de 2 quatémios
como produto de matrizes reais

4o d b || e -h - - |

d a b -—c h e f -g
Pg=

c b a d g ~f e h

b ¢ -d a f g —-h e

3.3.3. Para os Niimeros de Cayley

Teorema 18 Sejam R?, K e Hx H, vistos como espagos vetoriais sobre R.
Considere

a) em R? 2 soma usual ¢ uma multiplicago definida por

(a,b,c.d,e.f,g.h). (u,v,x,y,m,n,0,t) = (4,B,C,D,E,F,G,H) onde
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A=au~-bv—cx—dy—em~fn-go-ht,
B=cy~dx+en—fin+ho—gt+av+bu,
C = dv—by+eo—gm+ft—hn+ax+cu,
D = bx~cv+gn—fo+et—hm+ay+du,
E = fu—bn+gx—co+hy—dt+am+ eu,
F=bm—ev+do—gy+hx—ct+an+fu,
G=cm—ex+fy—dn+bt—hv+ao+gu,
H=cn~fx+dm—ey+gv—->bo+at+hu

b) em X a adi¢do e multiplicac8o como definidas em (3) € (6) no capitule 2,

¢} em H x H a adic@o usual e uma multiplicacfio como definida na construcio

de Cayley-Dickson, isto é, para  {p,q}, (r,5) € HxH :

(.q).(r,5) = (pr —5G,Ts +rq).

Entdo, as funcBes fe g ,abaixo sdo homomorfismos

R? L K
(a,b,c.d.efg.h) — a+bey +cez + des + ees + fos + ges + her
X £ Hx H

a+be; +cez +des+eeq+fes+gesthey — (p=a+vbitcitdk, OQ=e~fi-gi—hk)

Demonstragdo.

Por construcgéo, f ¢ homomorfismo.

Para a funcgiio g

Dados
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o = a+bey +cey +des +ees + fes + ges + hey

B = u+ve; +xe; +ve; +mes + nes + oes +feg

a .B=A+Be + Cey+Dey+ Eey + Fes + Geg + Her
Considere

p=a+bi+g+dk,

g =e—fi—gi—hk,

Fo=u+viE vk,

s=m-—ni—of —tk

1) gla+f)=

= ((a+u)+B+v)i+{c+x)j+(d+yk(e+m)~(f+n)i-~(g+o0)~(h+0)k)

= (p,q) + (r.5) = gla) + g(B).

2) gla.B) =g(d + Be, + Cez + Des + Ees + Fes + Geg + Heq) =
= (A +Bi+ Cj+ Dk, E -~ Fi - Gj — Hk).

g(a)g(ﬁ) = (P-g) (?’,S} = (P""‘S‘ga ﬁs ”*"’9') =
= (Ly+Lai+Laj+ Lak,Ls+ Lei + Lyg+Lsk),

onde
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L, = au—bv—cx—dy—me—nf—og—1h,
Ly = cy—dx+av+bu+oh—tg—mf+ne,
Ly=dv—by+ax+cu+tf—nh—mg+oe
Ly = bx—cov+ay+du+ng—of —mh+ie,
Ls = cn—bn—co—di+ue+vf+xg+yh,
Lg = ct—~do—an—~bm—xh+yg—u + ve,
Ly =dn—bt—ao—com—yf+ vk~ ug +xe,
Ly = bo—cn—at—dm— vg+xf—uh +ye.

e comparando com

A=aqu—bv—cx—dy—em—fn—go—hi,
B =cy~di+en—jfm+ho—gt+av+bu,
C=dv-by+eo—gm+ft—hn+ax+cy,
D =px—cv+gn—jfo+et—hm+ay+du,
E=pf~-bn+gx—co+hy—dt+am+eu,
F = bm—ev+do—gy+hx—ct+an+fu,
G=cm—ex+fy—dn+bt—hv+ao+gu,
H=cn~fx+dm~ey+gv—bo+at+hu,

temos gue

gla) . gB) = (p.g).(r.s) = (A +Bi+ Cj+ Dk, E~Fi— Gj— Hk) = gla .B).

3) glma) =

= gl(ma) + (mb)e1 + (mc)es + (md)es + (me)es + (mfles + (mg)es + (mh)es] =

= ((ma) + (mb)i + (me)j + (md)k , (me) — (mf)i — (mg)j — (mh)k) =
= mla+ bi+cj +dk ;e — fi — gj — hk) = mg(a).

Em particular, temos as identificagdes em Hx H de 1, e1, ez, e3, €4, €s, €s
e e7; € K abaixo
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H=H
p=a+birci+dh g=e—fi-g/—-hk

T

K

a - bay +ce; +des +ees +fos + ges + hes

1

1= 1+ 0ey + 022 + a3 4+ Bz + Oes + Ges + ey (p=1+8i+0+0kg=0~-0-0 -0k = (1,0)
p=0+1li+W+0kg=0-0i-0/ -0k} = (L)
(p=0+0i+ Y+ 0kyg=0-0-G-0 =0
p=0+0i+0+1lhg=0-0-0G-08 =0}
(p=0+0i+0+0kg=1-0i~-0~08 = (0,1}
p=0+0i+0+0kg=0-1i~-0—0& = (0,1}
p=0+0i+0j+0kg=0~0i-1j—-0k = (C,~}
(p=0+0i+0i+0kg=0-0i~0f - L&) = (C,~&).

e = 0+ le; + Oez + Des + Jea + Oes + Geg + Uey
ey = O+ 0ey + lez + 023 + Ogy + Q23 + Oeg + Oer
g3 = 0+ 0e; + 0ey + les + Oes + Oes + Oeg + Oy
g4 = 0+ 0e; + 023 + Oes + lag + Oes + Qeg + (g7
es = 0+ ey + Ue1 + Oes + 02y + les + (eg + Uy
eg = 0+ Qg1 + 02 + O3 + ey + Oes + leg + ey

A A A A

g7 = 0+ Ogy -+ 02z + Dz -+ Dy + Des + Ogg + ley

3.4. Os Fatos Geométricos

As identificacdes acima, especialmente aguelas feitas com matrizes, permitem
uma viso geométrica das algebras de C, H e K através das ferramentas da dlgebra linear.

-3.4.1. Para os Complexos

Tendo em vista as identificaces feitas no teorema 16:

1} Considere a funcéo
fr ¢ — C
W — Zw

onde Z = g + bi é um complexo unitirio fixoe W= c+di.

/¢ linear ¢ podemos escrever

fi R - R
W={(cd — ZW=/(ab)(c,d)= (ac—bdad+bc)

Ainda pelas identificacdes feitas, podemos ver f como

J Mo — Moy
- ¢ -d a -b c —d N ac —bd —ad~ be
d ¢ b a d ¢ ad+bc ac—bd

¢ o valor de fnos elementos da base do R? é
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A1,0) = a & 1 0 ] _ i:a b  (a.b)

£ a 0 1
T2 U o - b —q |
=] ° ] { Z > (~b,a)
a —

il

b a 1 ¢

fownss ] .

Logo, a matriz que representa f em relacfio 4 base candnica do B? ¢

1 = N a —b
L b a |
Como Z ¢ unitério temos que [f] € ortogonal e tem determinante igual a 1. Pelo

exposto no capitulo 2, o produto de Z por W representa uma rotagio de /7 segundo o 4ngulo
argumento de £,

Portanto, a transformacgfo linear f caracterizada pela multiplicacdio pelo
ntmero complexo fixo Z = 4+ bi ¢ uma rotagio do R? e a matriz que representa /' coincide
com o representante de Z na identificagfo de C (ou R?) com M2 z). Este é um fato interessante
a ser notado pois ndo se repetira em dimensdes maiores.

a -b

Observe que os autovalores de [f] = [ 5
, a

] sdc {a— bi,a+ bi}, com
autovetores {{~#,1},{i,1}} respectivamente, ¢ que significa que [f] nfo tem autovalores reais
a menos que b = 0. Isto confirma o que ja era esperado: nenhum vetor do R? recai sobre a
mesma dire¢do quando é rotacionado de um angulo 8 em torno da origem, exceto se 8 = 0 ou
8 =, isto é, se Z € real.

2) Considere a fungéo
f:C - C
zZ — Z?

onde Z = g + bi se identifica a [ Z b :}
a

172 _ _ -
¢ 22 se identifica a a’-b 2ab = a -b @ —b )
2ab  a*-h? b a b a
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Podemos analisar o efeito produzido por f em Z quanto as partes real €
imaginaria de Z> por meio das fungGes

f1 ; R?‘ s B fz . Rz . R
{a,b) - a*-b? {a,b) - Zab

cujos graficos séc:

A: R - R fi: R - R
(a,b) - a?-b* (a,b) - 2ab

Por outro lado, observamos que o grafico de /> € o rotacionade do grafico de f1

(2
5]

por —4T—

De fato, considere a forma polar de Z
Z= ![ZH[cos@ + isen@]. Assim

7% = | Z||*[ cos20 +isen26 | = || Z||*cos26 +i | Z)| *sen26

e as partes real e imaginaria de Z2 sdo

81



Re(Z%) = ||Z)|*cos28 e Im(Z%) = |Z||*sen2b.

Para efetuar a rotacfo desejada pelo angulo —‘?’f- devemos fazer a multiplicacio

pelo complexo unitario
= 3oL ir
W= gcos 2 + 1 sen 4 },

o gue produz

(W2 = Hcos-sf- +isezz—3f- 1Z)i[ cost + 559’?9”2 =

= [1Z1[ cos( 2 + 8) + i sen( 3L + 9)“2 -

= };2;?{(:05(-52?5— +26) +§sen{~3§- + 29)] =

= j{Z!izcos{-%rm +20)+i|Z] %eﬁ(%@; +26).

Assim,

Re[(W2)*] = ||Z)*cos( 3 +26) = || Z|*sen26 = Im(Z2).
3) Para a fungdo

f: € — C
Z — Z° =a’~3ab?*+ (3a*h - b3)i

temos
Re(Z3) = a® ~3ab® e In(Z%) = 3a*h -5°

Considerando as fungdes da parte real e parte imaginéria

A R - R f: R - R
(a,b) - a®—-3ab? (a,b) — 3a*b~p?

cujos graficos sdo
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fi: RY - R H R = R
(a, b} - a® — 3ab? {a,6) — 3a%b ~ b3

As curvas de nivel abaixo também ilustram o efeito da rotacfio na parte real de

A R - R fr: R - R
(a,b) - a®~3ab? (a,B) - 3a*b-—b>
4) Para
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f: € —- C
zZ — Z*

temos as fungdes da parte real e parte imaginaria

fii R = R f: R - R
(a,b) — a*-—6a’b?+b* {a.b) - 4a*b-—4dab®

cujos graficos sdo

fi: R - R £ R o R
(a,5) > a*~-6a%h?+b* (a,b) - 4a%b—4ab?

As curvas de nivel abaixo também ilustram o efeito da rotag@o na parte real de

3

Z* por 3

84



R* o R fH: R - R
(a,6) - a*—6a*b* +b* (@,b) - 4a*b-— dab?

5) Generalizando para a funcfo
fiC-C
Z- 7"
temos que, se Z = || Z|i[ cosf + i senf ] :
" = ]}Zl}"[cosn9+isenn9] = ||Z]|" cosnd + i || Z]|"sen nb
€ as partes real e imagindria de Z” sdo
Re(Z™y = |Z||" cosnf Im(Z")y = §Z|"sen né.

Efetuando a rotagdo pelo angulo tomamos
7 3n
W= [cos 5 + [ sen=" > :!,

0 que produz

(WZ)r = [[cosé-’-r— +isen3E 3n :l|]Z|[[cos9+ i sen@]]

= [ 1z cos(3E +0) +isen(3Z +0)]]" =
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= HZ!i”[COS(%f;— +n6) + isen(w‘%rw + na)} =

= 1Z]"cos( 3L + u8)+1 2] "sen( I + nf).

Assim,

Re[(WZ)"] = 1§z;;”cas(-3§fm +78) = | Z||"sen nd = Im(Z")

Note tarnbém que a superficie do grafico de Re(Z™) tem simetria de rotacHo de

—%z?‘; pois
Zn = [Z[cos%@- +isen%§r- :HR = Z"[ cos2x +i sen2m | = Z".
6) Considere a funcio
f: ¢ — C

Z — AZ+ B AeBfixos, 4 =0
Pela forma polar, podemos escrever
Z = I{Zl][cos@%isen@]
A= | 4})[cos8. +isend, |
B = ||B||[cosO; + i send; |
AZ+B =
= |l 4[| [ cosBa + i senba || Z||[ cos6 + i send | + 1B ||[ cos By + i sendy | =
= [lA[| 1 Z]| [ cos(8 +8.) + i sen(0 +8.) | + 1B [ cosf, + i sendy |.

Assim, f{Z) = AZ+ B representa uma rotagdo de Z pelo dngulo argumento de
A, acompanhado de uma expansdo (ou contracio) pelo fator || A4 e seguido de uma translacfo
pelo vetor B.

3.4.2. Para os Quatérnios

1} Considere a fungéo
o H — H
qg — b4
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onde p = a+bi+cj+dk €um quatérnio unitario fixo .
Observamos inicialmente que f, ¢ lineare
Ilpg —pwll = lplg~-wi = lIplllg—wll = lig-wl,
isto ¢, f, € ortogonal.
Podemos calcular
S =p.l=p
Dy =pi=(a+bitci+dk)i=ai-b—-ck+di =~b+ai+d—ck,
iy =pj=(a+bitg+dk)j=ai+bk—~c—di=—c—di+aj+bk,
Lk =pk={a+bi+¢+diyk=ak-bji+ci~d=—~d+ci—bj+ak
Pelas identificacGes feitas no teorema 17 podemos escrever

fo R* - R* ‘

g = (ef,g:h) » p.q={(4,8.C, D)

Neste caso, o valor de f, nos elementos da base do R* fica
(1,0,0,0) = (a,b,¢,d)(1,0,0,0) = (a.b,¢,d),
J2(0,1,0,0) = (a,b,¢,d)(0,1,0,0) = (-b,a.d,—c),
12{0,0,1,0) = (a,b,¢,d)(0,0,1,0) = (—c,~d,a,b),
f2(0,0,0,1) = (a,b,¢,d)(0,0,0,1) = (—d,c,—b,a)

¢ a matriz de f, em relago a base canonica € :

a —b —-c -d
E ¢ -d ¢
L] = c d a b
d ¢ b a
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identificaa p.

4 ~d — b |
. d a b - , )
Note que [ f,] é diferente de gue € a matriz que se
c -b a 4
b ¢ -d a
A geometria da multiplicacio nos Quatérnios - Rotagdes no R*
Suponha agora p,g € H n#o nulos ¢ escritos na forma polar :
r= [cos@ +,3 sen@] com g'} = mif(’p) unitario puro e
= ligl[ cos® +g sen® | com §= ——L— ¥(g) unitario puro.
7= llgl[cos®+g sen® Jcom §= 1o V) p
Observe que se w € unitaric puro,
w=Vw) ¢ I=|wl|=[VW|=
ww = V(w)V(w) = —Vw)(-V(w)) =
_ VW __SEmEmW __Ivmw|® _
OIE 7o I2 o lI*

AA AR
Logo, pp=gg=-l.

Afirmac#o: Para qualquer Z € H o subespaco V = [Z, fy" Z] é invariante por f,.
De fato,

Jo(Z) =pZ = [0039 + ;’; sen@]Zm cost Z+sen91c\> ZeVe
1P 2 =pp 2) = [cosé) + p sen@]ﬁ Z =

= C‘OSQ(}/; Z)} + senf ﬁ;’; Z=
o

-1
#cosﬂ(ﬁZ)—seerZ& vV

Assim, dado X = aZ + b fS Z & V temos

L0 = f(@aZ+bp D =af(D)+bf(p Ly e V.

Em particular, para Z = 1 temos que ¥ = [1, }\3] ¢ um subespaco de dimensio 2
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invariante por f, €

By = {1, p} é uma base ortonormal para ¥ pois

A A 15
111 = |3 =se<15p>=m =5¢) =0,

Fazendoh = f, |+, como

A1y =pl = Er:os@ 5 55 sen@}i = cosf. 1 +sen9.f} g
h@) mpj:\rmicosé + jz\? sen@]ﬁm

= cosh ig + 4??3 send = —senf. 1 + cosb. g’},

a matriz de h em relacBo a §; ¢ da forma
cosf —send.
(#] = :
senf  cos@
Compare com a expressdo obtida no teorema 13.

Como f, € ortogonal, V* também € invariante por f, € tem dimensdo 2.

Considere g = f, | ,» € B2 = {v1,v2} uma base ortormal de V- .
Assim, identificando R? com V* pela simetria

- — R?

{viv2} — {en,e2)

a matriz de g em relagio a §; € da forma:

cosy —seny.
{g]ﬁz = ] ou

seny  cOSy
cos sen

[gls, = Y 4 :I para algum 0 < v < 27.
seny —cosy

Temos ainda que o &ngulo entre v, e sua imagem ¢€:

{(pvi,vi) = (p, 1) ( pois a multiplicacio 2 direita por v; também ¢ ortogonal) .
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De onde concluimos que:

{pvi,v1) = {p,1) = cos® ( Angulo associado a p).
Analogamente, o dngulo entre v, € sua imagem €
{pvz,v2y = {p, 1} = cosb.

Logo, g é uma rotagio de € no plano 7+

Assim , 8, = {vi,vz} ¢ uma base ortonormal de ¥~ em rela¢do a qual a matriz
de g é daforma

cos@ —senf.
&! “[ sen?  cosd ]

e f= {1, §,v;,vz} € uma base ortonormal de & em relacao 2 qual 2 matniz de
f» € da forma:

cosf —senb. O 0
senf  cos@ 0 0
0 0 cosf - senb.
0 0 senf cos@

el =

Em resumo, temos a seguinte proposicéo:
Proposicao 1
A fungdio multiplicagfo a esquerda por um numero quatérnio unitario fixo p
So H — H
g — Pq

¢ invariante no plano gerado por {l,j\:} ¢ em seu complememto ortogonal, sendo que em
ambos € uma rota¢do do dngulo 8 associado a p.

OBS: Outra maneira de chegar 4 mesma concluséo é verificar que para a matriz
[ f,]1def, em relagdo a base canbnica obtida inicialmente:

a0



b o~ -d |

a
5 a —~d ¢

Ll = c d a -b ’
d - b a

os autovalores de [ f] sfo

di=Asma—y-blact—d? | Az =iy =a+ b —c*—d%,
que sfo nimeros complexos € podem ser escritos como
Mmdr=a—ifbi+ct+dt | ds=di=a+ifbi vt +d.

De acordo com o exposto em 1.5, se m + ni € auto-valor de f, correspondente
ao auto-vetor u + iv, a matriz de [ f,] restrita ao subespaco gerado por {u, v} em relagdo 4 base
{u,v} de vetores reais relacionados é:

] = m n B a - b? 4%+ g2
g JBP 4ot 4 gt a

¥ M N
Mas como p = a + bi + ¢f + dk ¢ unitério, na forma polar de p,

p= IIpII[cosG +_£5 senG:l , 0<0 <,

30) e seng= IO _ riarrE

temos que cosf =
d 2] o]

Assim,

ol = =
g PP+t +df a

0 que coincide com o que j& haviamos concluido.

a ~ bt + [ cosf —send :I

senf cosf

2) Considere /m(H) o subconjunto de H formado pelos imagindrios puros ¢ a
fungio

fo: H -~ H
g — p.gp’
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onde p = a+ bi+¢j+dk ¢um quatérnio unitario fixo.
Observamos inicialmente que £, € lineare
lpgp™ —pwp Il = plg ~ wip™' | =
= {plllg=wlilp™ Il = lg—wl. isto &, f, ¢ ortogonal.

Por outro lado, se w € R, como fp{(w) = w, f, deixa invariante o subspaco R
dos reais, logo, deixa também invariante seu complemento ortogonal /m{H) , formado pelos
imagindrios puros.

Em outras palavras, se ¢ € imaginario puro ento p.g.p™! também € ¢ portanio a
transformac8o linear ortogonal f, restrita a Im(H) estd bem definida:

fp i Im(H) -— Im(H)
g — p.g.p”
Podemos calcular
o) =pip = (a+bi+ci+dk)ila—bi-ci—dk) =
= (a? + b — ¢ — d*)i + (2bc + 2ad)j + (2bd ~ 2ac)k,
1) =p.jpt = {a+bi+ci+dk)jla—-bi-ci—dk) =
= (2be - 2ad)i + (a* - b* + c? - d%)j + (2ab + 2cd)k,
fo(B) = p.kp™ = (a+bi+cj+dk)k(a - bi—¢j — dk) =
= (2ac + 2bd)i + (2cd — 2ab)j +(a® — b* — ¢* + d%)k.
Considerando
X = c(—ce + bg + ah) — d{de + ag — bh) + a{ue — dg + ch) — b{—be - cg — dh),
Y = —b(~ce + bg + ah) + a(de + ag — bh) + d(ae — dg + ch) ~ c(~be ~ cg ~ dh),
M = a(~ce + bg + ah) + b(de + ag — bh) — c(ae — dg + ch) — d(~be — cg ~ dh),

pelas identifica¢des feitas podemos escrever

92



fp M R3 - R3
g={gh - papl=XTM

Neste caso, o valor de f, nos elementos da base do R fica
F+(0,1,0,0) = {(a,b,¢,d)(0.1,0,0){a,~b,~c,~d) =

= {a? + b* — c? — d%,2bc + 2ad,2bd - 2ac),
_]},(0,@,1,@) = {(a,b,¢,d)(0,0,1,0¥{a,~b,~c,~d} =

= (2bc ~2ad, a* — b*+ c? — d*,2ab + 2cd),
12(0,0,0,1) = (a,4,¢,d)(0,0,0, 1)(a,~b,—¢,~d) =

= (2ac + 2bd, 2cd — 2ab, a* - b* - ¢* +d*),

e amatriz de f, em relacfo & base candnica € :

al4+ bt -t~ d? 2be —2ad 2ac + 2bd
[fl= 2bc + 2ad al-bt+ct-g° Zed — 2ab
2bd - 2ac 2ab +2cd a* —b* -t + 4%

A geometria da multiplicacdo nos Quatérnios - Rotacdes no R’
Suponha agorap € H, g € Im(H) nfo nulos ¢ escritos na forma polar :

r= [cosi? -{-j} sen@] com f; = V{p) unitario purc ¢

1
7@
g = lql[cos®+§ sen® | = ["(@)lI[ g sen® ],

com f}z ¥{q) unitario puro

S —
ILCH

Observe que 13 € auto-vetor de f, pois ( lembrando que ;f;\v ;/3 = ~1)

p@’) zpﬁpml = [cosQ +§ sene:!f} [cosB WIS sen@] =

S,

[cos@ p- sen@][cos@ > sen@] =
A

= [c0329 fn\ +cosfsend — cosfsend + sen’d :ﬂ =p.

Logo, para qualquer Z e & o subespago V' = | ﬁ Z] é invariante por f,.
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Em particular, para Z = 1 temos que V' = | 3] ¢ um subespaco de dimensio [

invariante porf € B1 = { j}} € uma base ortonormal para V.

Fazendo =1, | v gcomoh{gf}) =p£§p‘§ =§m§§,temos que 2 matriz de
4 em relacBio a f, ¢ da forma:

(A] = [1].

Como f, € ortogonal, I'* também ¢€ invariante por f, ¢ tem dimensfo 2.

Considere g = f, | ,+ e S2 = {vi,v2} uma base ortonormal de ¥+ .
Assim, identificando R* com V* pela simetria

L . Rz

{vi,v2} — {ejext

a matriz de g em relagio a 8, € da forma

‘ COSy —seny.
(glp, = ] ou

semy  COSY

cosy  senm
(glg. = 7 4 ] , para algum 0 < ¥ < 2r,
seny —cosy

isto €, g € uma rotacio ou uma reflexio em ¥+,

Mas o dngulo entre v, e sua imagem &

<V1, Pyi p‘1>
v 7t vl

<v§, Pvlp-i) = <v;,[c059 —i{r} sen@] v{cos@ —ﬁ sen@]) =

= <v;,pv1p‘1> =¢0s26 pois

= <v;,[cos€v1 —1{3 vwenQ} [cos@ “j} sen@]) =
= (vl, cos*Ovi ~ vy P cosOsend + P visencosd —p v1 p sen28> =
= cos*O(vy,vi) — <v1,v1 fﬁ>cos€sen9 + <v1,;/5 v;>sen900s6 - <v1, 3 Vi é\)}senzﬁ

Como
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<v;,v; ;’3} = <1,ﬁ> = 0 (poisa multiplicagfio 4 esquerda por v; € ortogonal),

<V1,§ v1> = {1? §> = (0 (pois a multiplicacio 2 direita por v; ¢ ortogonal},

A A

(o BBy ={vi b, (B B)B)= (i B b i 5D)) =
= <V§ Q, §w> = <Vl ﬁg —Vi 1§> = _<‘*’3 g’s Y1 é\?} =1,

(onde a pentlitima igualdade decorre do fato que se X e ¥ sfo imaginarios
puros e perpendiculares entfio XY € imaginario puro e XY = ~YX)

femos que

(vi, pyipt) =

= cos%8{vy, vy}~ <v;,v; §>cas€sen§ + <v1,§§ v;)sen@cos&—— <v;, Ez vy §>sen28
= £0s28.

Analogamente, o angulo entre v, ¢ sua imagem é

<Pv2p“1,v2> -
V2ot vl = {prapn) = cos20,

0 que significa que g € uma rotagfo de 26 no plano F-.

Assim , B2 = {vi,v2} € uma base ortonormal de V* em relagdio 2 qual a matr=
de g ¢ da forma

cos28 —sen2f.
[g] = )
sen28 cos26
e B= {ﬁ,v;, v2 ) € uma base ortonormal de Im(H) em relacfo 4 qual a matriz

de f, € da forma:

1 0 0
ol =1 0 cos20 - sen2é.
0 senZ28 cos26

Em resumo, femos a seguinte proposigfo

Proposicio 2
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A funcido

for Im(H) — Im(H)
q — pgp

¢ invariante no plano gerado por {3} e em seu complemento ortogonal, sendo que representa

uma rotagdo do éngulo 26 em torno de §

Exemplo 6 A rotagio em R® a0 redor do vetor (1,2,3) e com 4ngulo 6 = %—

pode ser dada pela funcéo

resultado.

Jo o Im{H) — Im(H)
g — pgp”!

onde p = {cos@ +p Senﬁj = i:cosﬁ s x5+ 30 senﬂ#«} =

6 JfiTi2ryaE 6

= cos% + G+ +3k) sen—zr_ii =

. J12 6
#_“ﬁ+<f+2j+3k)__1;}./§+ P J . 3k
| 2 JB 2 2 T2/id  Ji@ 2/

Podemos apreciar agora uma nova visfo sobre este caso com O proXimo

A Bijegio entre P e SO(3)

Como vimos, as rotagbes no R® também podem ser caracterizadas através da

algebra dos quatérmios.A construciio a seguir estabelece uma bije¢fio entre as matrizes de

rotagdo 3x3 e pares de quatérnios antipodas {g,~q} da esfera unitiria no R*>. Temos entio um
isomorfismo entre SO(3) e o espago projetivo P? (na verdade esta bijecio é um
homeomorfismo entre estes conjuntos como espacos topoldgicos).

de R*.

Identificamos cada quatémio ¢ = ¢+xi+yj+2zk como o elemento (4,x,y,z)

Destacamos entdo em R* dois subespacos especiais : R ¢ R>.De acordo com

nossas identicagBes, R € o conjunto dos quatérnios reais ¢ + 0i + 0j + Ok enquanto que R € o
conjunto dos quatérnios imaginarios puros xi +yj + zk. Dentro da tradi¢do do calculo vetorial
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de Hamilton, diremos também que R € o conjunto dos escalares e B> dos vetores.
Assim, em relagdo ao produto interno candnico de R* (que adotaremos
sempre), R* é ¢ complemento ortogonal de R.

J4 vimos que dados os quatérnics p & g com ¢ ndc nulo , o inverso
multiplicativo de g ¢ dado por

-1 . 4%
gt= e
lql?
lp-gll = lpitlqll.
Observe também que quando {igj| = 1 temos que ¢ =¢* ¢ [lg7'| = L

Segue daf que a esfera S* — R* pode ser vista como o conjunto dos quatérnios de norma 1 e €
umn grupo relativamente 4 multiplicacfo de quatémios.

Lema 7 Se o gquatérnic ¢ comuta com todo imagindrio puro entfo g € real
Além disso, se g € §° entlio g = 1.

Demonstracdo

Seg =a-+bi+c¢j+dk entdo

ig=-~b+ai-dji+ck e gi = —-b+ai+di —ck.

Como devemos ter ig = gi, concluimos quec = d = 0,ist0 €, g = a + bi.
Logo, ¢f = aj+ bk e Jjg = aj — bk.

Pelo mesmo raciocinio anterior, devemos ter b = 0, o que implica que g ¢ real.

Teorema 19 Existe um homomorfismo continuo sobrejetivo ¢ : §* - SO(3)

cujo nicleo é {1,~1}.
Demonstracdo

Considere a funcio

@ S - M(4)
u - @,: R* - R*

w = U.W.U

que a cada v € §° associa a transformacgo linear @,
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Considerada inicialmente em R* , ¢, é evidentemente linear e, como

fuw.u | = llwi,
@, : R = R* é ortogonal.

Também, para w € R, como ¢,(w) = w, 9, deixa invariante o subspago R dos
reais, logo, deixa também invariante seu complemento ortogonal R? , formado pelos
imagindrios puros.

Em outras palavras, s¢ ¢ = xi+y/+zk ¢ imagindrico puro entio ww.u™

também é ¢ portanto a transformaciio linear ortogonal ¢, : R® — R restrita ao R® estd bem
definida.

Em outras palavras, ¢, € O(3).

A matriz [p,] de @, :
{@u}={ wiwl wjout whkul ]

tem como colunas os vetores w.iu! , wuju' e wku' ,quedependem continuamente
deu g 5.

Temos det[p,] = +1 paratodou € §°.

Como $° é conexa e, para # = 1, temos

[p1] =

f- RN e B
O o= O

0
0
1

e det[p.] =1, segue que det[p,] = 1 paratodou € S°.

Logo, ¢, € SO(3) qualquer que seja u € S°, o que nos dd uma fungdo
continua

. §$ - S0OB)
u - g@,: R - R

w - wwuy’!

Claro que @, = @, - ¢, , de modo que ¢ é um homomorfismo de grupos.

O micleo de ¢ € formado pelos guatémios u € S° tais que w.w.u™! = w, ou
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seja,

uw=wu para todo we R’ . Pelo lema acima, concluimos que
Ker{p) = {1,—1}.

Em outras palavras, o{x) = ¢(y) <> y = tx.

Em particular, p ¢ localmente injetiva. Resta provar que ¢ ¢ sobrejetiva.

Como §° é compacto e SO(3) € conexo, basta mostrar que ¢ € uma aplicagfo
aberta.

( assim @(8?) serd um subconjunto fechado e aberto de SO(3), implicando em
9(5%) = SO(3)).

Observe que o € uma aplicagio de classe C® pois para cada ue S°os
elementos da matriz de ¢, sfio fungdes infinitamente diferencidveis de u.

Como ¢ € homomorfismo de grupos, seu posto € constante e pelo teorema dc
Posto (veja [13]), como ¢ ¢ localmente injetiva, seu posto € méximo, isto é, € igual a 3. Ex
particular, ¢ € uma submerséo ¢ portanto uma aplicagdo aberta.

Como o nucleo de ¢ é {1,-1}, por passagem ao quociente obtemos uma
bijecdo continua
T . PP~ 50(3)

Assim concluimos que cada quatérnio unitario (e seu inverso) determina uma
rotago no R

Qu R - R?

w = uw.u!

3) Considere a fungio
f+ H- H
p~p

onde p =a+bi+¢ +dk

Pelas identificacfes feitas no teorema 17, podemos ver f como
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f: Mar - Mug

— p— — —"2 e
a =4 —c -b a ~d —¢ -k gt — b2 — 4
d a & -c 5 d ¢ & -c 2ad
p= - p= e
¢ —b a d ¢c b a d Zac
b ¢ -4 u« EF ¢ -d a 2ah

{ 56 nos interessa a primeira coluna desta matriz).
Logo
p? = (a® - 5% - c? - d@%) + 2abi + 2acj + 2adk.

Podemos analisar o efeito produzido por f em p quanto as partes real ¢
imaginaria de p? por meio das func¢fes auxiliares :

fi: R* — R fr: RY — R
(a,b) ~ a®>~b?-c*—4g? (a,b) — 2ab+2ac+2ad
f3 : R4 - R j:; : R4 — R f5 . R4 Y
(a,b) — 2ab (a,6) — 2ac (a,b) — 2ad

e de imediato verificamos que se p é um quatémio onde ¢ = d = 0, obtemos exatamente os
mesmos resultados que encontramos na andlise da funcio fZ) = Z% onde Z é um nimero
complexo. No entanto, as semelhangas param por aqui pois, ao contrario do que 14 ocorria, ndo
existe relag8o de rotagdo ou simetria entre os graficos das partes real e imagindria de p? ou da
parte real com "parte” da parte imaginaria. Por outro lado, € evidente que as componentes da
parte imaginaria, relativa as funcdes 13, f4, € /5 s30 de mesma natureza.

Vejamos as principais diferencas.

Nas formas quadraticas de f; e f3 observamos que f; tem auto-valor zero e
Jfindo.

Para f3 as superficies de nivel 2ab = k no R? sdo do tipo cilindrico hiperbélico
para k # 0 ou o par de planos perpendiculares (a = Oou b = Q) parak = 0
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Zab =k # U

Para fi(restringindo ao caso d = 0) as superficies de nivel a* ~ b? ~ ¢? = k sho
do tipo:

a)Sek<o

alep?act=k<0

bySek =0
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0

g
li
o
8]
{
™
£
!
[a ]
]

cySek >0

a*—pt-c?=k>0

que reunidas produzem
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3.4.3. Para os Numeros de Cayley

‘Considere

p=a+bi+c+dk , O=e—-fi—g—hk
Eo=(1,0), Ei=(@.0), E=(0, E£E=(%0)
Eq =(0,1), Es=(0,-), Es=(0,), E7=(0,-4)

Tendo em vista a operagdo em H X H como na construgdc de Cayley Dickson
e as identificacdes feitas no teoema 18, podemos reunir os dois resultados como

a+ bey +ce§ + des + eey + fes + geg + her — (p, Q) — (a,b,¢,d,e,f, g, k),

1> (pp=1+0i+0/+0kQ=0~0i~0/~0k) = (1,0) - (1,0,0,0,0,0,0,0),
ey = (p=0+1+0+0,0=0~-0i-0G~0k) = (,0) » (0,1,0,0,0,0,0,0),
e — (p=0+0i+Y+0k0=0-0i-0-0k) = (4,0) -~ (0,0,1,0,0,0,0,0),
e3 = p=0+0i+0j+1k0=0~-0i- 0~ 0k) = (£,0) - (0,0,0,1,0,0,0,0),
eg — (p=0+0i+0+0kQ=1-0i-0/-0k) = (0,1) - (0,0,0,0,1,0,0,0),
es — (p=0+0i+0/+0kQ0=0-1i-0j-0k) = (0,-1) - (0,0,0,0,0,1,0,0),
eg — (p=0+0i+0/+0kQ=0-0i-1j~0k = (0, - (0,0,0,0,0,0,1,0),
e7— (p=0+0i+0/+0kL0=0-0i-0j~1k) = (0,-k) - (0,0,0,0,0,0,0,1).
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Assim temos que B = {Eo,E,E2,E3,Es,Es,Fg,E7; € uma base para 7 x H
que se idenfica & base canénica do R®.

1) Considere entdo a funcio

foo HXH — HXH
B=(rs) — fuB)=af

onde
a={pg) , p=a+bi+g+dk , g=-e+fi+gi+hk ¢ unitério fixo.
Calculando a matriz de f, em relagBo a B
fl(LO) = .. (L) =(.1-07, 7.0+19 =9 =
={a+bi+tg+dk,e+fi+tgi+hi)=
= a(1,0) + b(i,0) + c(j,0) + 4k, 0) +
+¢e(0,1) ~ A0,~) — g(0,~/) — h{0,-k) =
= qEo+ bE1 + cEz +dE3 +eFs ~ fEs — gEq — hE5.
Pelo mesmo tipo de célculo encontramos
fa(GO)) = (phig) = (ia—b~ck+dj, ie—f+ghk—hj) =
= ~bEq +ak) +dE; — cE3 — fE4 — eEs + hEg — gE7.
fu((.0)) = @Wjg) = (~c—id+aj+bk, —~g+ih+ej—fk) =
= ~cEo—dE) +aE; + bEz —gEs — hEs — eFs + fE.
fo((k,0)) = (pkkq) = (ic—d+ak~bj, ~ig—h+ek+fi) =
= —gEo+ cE; ~bE; + aE3 —hEs + gEs — fEg¢ ~ eEq.
falQ1) = (TP = (f+g+hk-e, a~ib-cj-dk) =
= —eFo +fE1 +gFEs+ hE3 +aFs + bEs + cEs + dE5.

fol(0,-0)) = (iq.~Fi)= (ie+f~ghk+hj, —ia-b-ck+d)) =
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= fEo +eEi1 + hEy — gE3 — bEs + aEs — dEg + ck7.
ful(0=)) = (7.~ B = (g-ih+e+fk, —c—id—aj+bk) =

= gFq~hE, +eE, +fEy — cEs+dEs +aks — bE7.
f2{(0,=k)) = (kT.-Fk)= (ig+h+ek—f, ic—d—ak—-bj) =

= hEq + gE1 —fEs + ¢E3 ~dEs ~ cEs + bEg + ak.

¢ a matriz de f, em relacdo a B fica:

i a ~b —¢ —-d - f g &k i
b a d ¢ f e -h g
¢c d a -b g h e -
] = d —-c b a h -g f e
e =f —g -h a -b -c -d
—f - -h g b a d —c
~-g h —e —f ¢ —-d a b
i -h —g f —e d ¢ =-b a §

Observe que, como o & unitario, a? + b2 + 2 + &> +e? +f2 + g2+ h* = 1.

Logo,

AAR 1 fllfelf = 1.,

at+ b2+t +dr+et v+ gt + B2

isto €, [fa] € ortogonal.

Mais ainda , det[f,] = 1, isto é, [f,] é uma rotacio em R® como veremos a
Seguir.

Os autovalores de [f;] séo

AMo=kr =24 = A4 ﬂam,/—bzmc"—dzmez—fzw—gz—kz \

As=As=rr=Ag=a+|-b2-ct—d? -l ~f gt~ K2

e representam numeros compliexos, o que significa que f, nfo possui auto-vetores reais, ou
seja, [ nio tem subespagos invariantes de dimensédo 1.
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Também, fazendo

a —~b -¢ —d - f g &

4= b a —-d ¢  B= f e -k g 5
c d a =b g h e ~f
d - b a h —-g f e
“e—-f—gmh— ma—é%*—d
Co ~f —e —-h g e D= b a d -c
-g h —e -~f c -d a b
~h —-g f - d ¢ ~b a

vemos que C = —B' ¢ a matriz de £, pode ser escrita como

m;{ ]

Sob outra formulagio, considere entfio a fungfo anterior como

4 B
-8 D

fao: K- K
B-ap

onde a ¢ um Cayley unitario fixo.
Observamos inicialmente que f, € linear e
lipg —pwl = llplg -~ will = lpllilg = wil = llg - wl,
isto &, f, é ortogonal.
A geometria da multiplicagio nos nameros de Cayley - Rotacées no R?
Suponha agora que a, f € K sdo ndo nulos e escritos na forma polar :

S — V{a) unitéario puro e

7l

g_._ 1
Tl

A A
o = [cos@ +Q sen@] com ¢ =

V(B) unitario puro

B = ]Eﬁll}:coscb +?3 Sen(I)] com

AAAA
Jasabemosque qo=ff= -1
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Afirmacio: Para qualquer Z € K o subespago V' = [Z, a 7] € invariante por fo.
De fato,

FolZy =aZ = {cos@ +5 serz@}Z = cosd 2+ senb o Ze V.
jﬁ32=wéam{mﬁé~3wwk3@=

= cos0( 4 Z) + senf o (& 7) =
= cos@(af\ Z) + senf ( 4o YZ = 0039(3 Zy—senBZ e V.

=1

Em particular, para Z = 1 temos que ¥ = [1, 3] ¢ um subespaco de dimensdo 2

invariante por fz €

B = {4, 52} € uma base ortonormal para ¥ pois

= 4] =1e {18y = —S08 gy _y

i)

Fazendoh = f; | v , como

(1) =al = [cosf) + 2 sene}l = cosf.1+s5end.0 e
h(&) =a0= [COSG + @ sen@] o=

A
= cost & + 04 senb = —send. 1 + cosb. a,

a matriz de 4 em relacdio a B € da forma
cos@ — senl.
[A] = :
senf  cosf
Isto €, no plano gerado por {1, 3] fo € uma rotacdo de 6.

Como f, € ortogonal, ¥* também ¢ invariante por f, e tem dimenséo 6.

Para concluirmos sobre a caracterizagio geométrica completa desta
transformacfo, observemos inicialmente que para qualquer S € V* (veja que f € imaginario
puro) ¢ angulo entre /o (B) ¢ f é fixo e iguala 6.
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De fato

wppy  ([co0+k send]B,B)  cos&(.B)+send {2 .B)

leplliBl leHiBHIET Bl

COS@{ﬁ,ﬁ} . S€H9<§ ﬁ,ﬁ}
1B 1811

(& 5.8y = (1) =0

= 038, pois

Fazendo g = f; | , {como f, ndo tem subespacos invariantes de dimensao 1),
sabemos que existe uma base orfonormal S; em V* tal que em relacfo a §; amatrizde g €

co58 — send. 0 0 0
sené  cosf 0 0 0
0 0 cosf —senB. O

[ S e B o]

(g]

it 0 senf  cos@ 0 0
0 ] 0 0 cosf - senf.
0 0 0 0 senf  cos@

ef={l, 3}- U B2 € uma base ortonormal de X em relagac a qual a matriz de 7, ¢ da forma:

cosf —senf. O 0
senfl  cosé 0 0

¢ 0 cosf@ - senf.
sen@  cosf 0 0

0 0 cosf - send.
0 senf  cosé 0 0
0 0 0 cosf —send.
0 0 0 senfl  cosé

S OO
Loun T e S e

0
0
0
¢
0

D0 O O D

[fe] =

[oe S e TS v TN o Y e )
Lon TN v S . B~ o)

0
0
0
Em resumo, 1emos a seguinte proposicéo:
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Proposicio 3
A funcio multiplicagfo 4 esquerda por um niimero de Cayley unitario fixo «

fo: K — K
B — of
¢ invariante no planc gerado por {i,@} e em seu complememto ortogonal, sendo que em
ambos & uma rotacio do dngulo £ associado a a.

OBS: Outra maneira de chegar 2 mesma conclusfo € verificar a matriz | /] de
fu em relacBo 2 base candnica obtida inicialmente:

i a ~b — -d - { g h
b a —~d ¢ f e ~-h g
c d - g h e -f

[fu] = d - b a h -g f e ?

g ~f -g ~h a -b —¢ —d
~f - -h g b a d -c¢
-2 h - —-f ¢ -d b

3 ~h —g f —e d ¢ -b a i

com o5 autovalores

M=Ay=As=di=a— [-B2-c2-dr-et-fiogl_p?

lsxleﬂfl?mls*a+mez—c2—d2~ez—f2mg2—h2

que sdo nimeros complexos e podem ser escritos como

M=la=ii=la=a-ifbr+l+dl+el+f2+gt+ b |

As=As=Ar=As=a+iJb2+ct+d®+e?+f2+ g+ h?

De acordo com o exposto em 1.5, se m + ni € auto-valor de £, correspondente
a0 auto-vetor u + iv, a matriz de [ f;] restrita ao subespago gerado por {u, v} em relacdo a base
{u,v} de vetores reais relacionados €:
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a Jbz+c2+d2+ez+f2+g2+izz

L JP v +et 4l gh v b2 a

Mas como o = a + bi + ¢f + dk, e+ fi + gj + hk € unitario, na forma polar de o

o= iiaii€c059+é sen@] , 0<b<nm,
temos que cosf = %%}?=a ¢ senf = Wn JPR P v+l gi e B

Assim, restrita a0 subespago gerado por {u,v} amatrizde [f;] &
7] = a —JB + et + d? | cosf -senfl
’ B+t + dP a senf  cosf
0 que coincide com 0 que j& haviamos concluido.
A geometria da multiplicacde nos Octénios Puros - Rotacdes no R’
_ 2) Considere Im(K) o subconjunto de XK formado pelos imagindrios puros e a
fun¢io

fo: B) —  ImK
B — a(Bal)

onde a éum Cayley unitdrio fixo.
Observamos inicialmente que £, € lineare
latga™) —a(wa™) | = Ja(ga™ —wa™)|| =
= lalg-wla™' | = ljallllg—wlllle™ Il = lig—wl,
isto é, f. éortogonal.
Por outro lado, se w € R, como f,{w) = w, f, deixa invariante o subspaco R

dos reais, logo, deixa tambe€m invariante seu complemento ortogonal /m(K) , formado pelos
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imaginérios puros.

Em outras palavras, se f ¢ imaginario puro entfo a.(f.a7!) também € e
portanto a transformacao linear ortogonal f, restrita 20s octdnios puros estd bem definida:

foi Im(K)y — Im(K)
g a(fa)

O raciocinio segue andlogo ac que foi feito para os nimeros quatérnios € sd
difers quanto aos recursos usados em determinadas passagens pelo fato de que X néo € uma
algebra associativa mas sim alternativa, quando entfio recorremos as propriedades pertinentes,
especialmente a identidade de Moufang.

Propriedades

Se X, Ye Z sBo nimeros de Cayley vale que

DX(YY) = (X107,

2XX)Y = X(XT),

HXX)Y = X (XD),

HADY* = X(TT),

SHXT)X = X(YX),

6)XTY)(ZX) = X(YZ)X (identidade de Moufang).
Para uma demonstrac@o destas propriedades veja [19].
Assim chegamos que

se a € K, f € Im(X)) s#o ndo nulos e considerando ¢ escrito na forma polar :

a=]|cos0+a senf| com & = —le(a) unitario puro,
P

)|
entdio & & auto-vetor de Je € para qualquer Z € X o subespaco ¥ = [ P Z] é invariante por fq.

Em particular, para Z = 1 temos que ¥ = | 3] ¢ um subespago de dimensdo I

o Ay
invariante por f; ¢ §; = { &} € uma base ortonormal para V.

Fazendo # = f, |y ,temos que a matriz de s em relagfio a B € da forma

(7] =[11,
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e como f, & ortogonal, V* também € invariante por f, ¢ tem dimens&o 6. Logo, existe uma base
B, ortogonal em ¥* de forma que ¥ = B U B2 € uma base ortogonal de X em relacio a qual a
matriz de [f,] € da forma

1 ¢ 0 0 0 ¢ 0
0 cos28 — senlf. 0 ¢ 0 0
0 sen26 cos28 0 O 0 0
=l=1 0 0 ¢ cos28 — senZ. 0 0
¢ 0 L sen28  cos20 0 0
6 0 G ¢ 0 cos28 - senlf.
¢ 0 0 0 0 sen2f  ¢os26 |

Em resumo, temos a seguinte proposigéo:
Proposicéo 4
A fungdo

fe: K — K
B — afa!

. . A
¢ invariante no plano gerado por {a} e em seu complememto ortogonal, sendo que representa

uma rotagio do dngulo 26 em torno de a.

3) Ja para a fun¢fo multiplicacio a direita por um unitario fixo a

®r: HXH — HXH
B=(ns) — Ox(f)=pa

de forma analoga a que fizemos para a multiplicacao a esquerda
Q((L,0)) =@q)=(a+bi+g+dk,e+fi+gi+hk) =
= Ko+ bF) +cEy +dEs +2E, -—fEs -—gEs — hEA.

Cr((1,0)) = (p,~ig) = ia-b+ck—di —le+f~gk+h =
= —pEs+aFE; ~dEs + cE3y +fEs + eEs — hEgs + gE7.

Or((50)) = (p.~q) = ~c+id+aj-bk g—ik-eg+fk =
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= —cEy +dE| +aE, — bEs +gEs + hEs + eEg — fE1.
Op((k,0)) = Up,~kg) = —~ic—d+ak+bj ig+h—ek—f =

= ~dEq —cEy + bEy + aEs + hEs — gEs + fEg + eE.
DR((0,1)) ={(~gp)= —if—gi-bk—e a+ib+ci+dk =

= —gly—fEi —gF2 — hEs + aEq —~ bEs — cEg — dE7.
Dr((0,~)) = (gip)= ie—f—~gk+l ia~b-ck+di =

= fEy ~eEy — b2 + gEs + bEg + aEs + dEg — cE.
Qp((0,~7)) ={gip) = ~g—ih+ej+fk —c~id+aj+bk =

= gFEo+ hE; — eEy + fE3 + cEs — dEs + aFg + bEq.
O{(0,-k)) = (gh,pk) = ig—h+ek~f ic—d+ak—bj =

= hFEy ng; "E“sz ~eFs +dE4+ cEs — bEg +ak4,

¢ a matriz de ®j fica:

b — -d —e —f —g —h
a d —¢ —f e

-d a b -g h e —f
c -b a ~h ~-g f e
f g h a b — —d
~f ¢ h —-g -b —a d -c
~g -h e f —-c —-d -a b
~-h g ~f e —-d ¢ -b -a

[Dz] =

B R O O D

Do mesmo modo, [@z]|[®z]' =1d e [®g]é ortogonal.
Porém , det [®r] = ~1, o que significa que [®] é uma reflexiio em R8.

Os autovalores de [Pg] séo

Al = Ay = A3 =A¢ta—J—bz—cz—dz—ez—fz—gz_hZ ,
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As=As=Ar=Ag=a+ J-bi-c2—dP—et—f2-g? —h?.

Também, fazendo

i a —b —¢ -d ] - [ g h
4= b a d ~c B= ~f - kR g
c ~d a & ~g =k - f
d ¢ -b a - g —f —e ]
i e f g &k ] i a b ¢ d
C- ~f e h ~g D = -6 a -d ¢
-g ~h e f - d a b
~-h g —f e -d - b @

vemos que C = —B' ¢ D' = D' onde D é a mesma matriz que aparece em [fy]
docaso 1) de 3.4.3,

¢ a matriz de @z pode ser escrita como

4 B
[@x] *-{: 5 D :{

Cometario Final

Concluimos esta discussfo enfatizando que as perspectivas de aprofundamento
sobre o tema sdo um incentivo para o prosseguimento da pesquisa, s€ja para a produgo de um
texto mais completo para divulgagfo, seja em possiveis aplica¢fes a teoria dos Codigos
Corretores de Erros.
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