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Resumo

O propésito deste trabalho € mostrar que o conceifo de computabilidade sobre es-
truturas abstratas ~ apesar de ndo acrescenfar nada genuinamente novo ao conceito
classico de computacio, formalizado pela teoria da recursio -, pode ser 1itil do ponto
de vista matemdtico se vigto como wm conceito genuino de compulagao. Tomamos
como motivagao, de um lado, ¢ problema proposio por Arnold de decidir algoritnica-
mente se wn ponto fixo de uma equacio diferencial € o ndo estidvel, e de ocutro, uma
solucho negativa deste problema que uliliza o conceito classico de funcio cormputdavel.
A partir da discussio gerada em torno desta solucio, tentamos mostrar que o conceito
de Turing-computabilidade ¢ inadequado, sob um certo ponto de vista, para tratar
problemas deste tipo. Tentamos mostrar que os modelos de computabilidade sobre

usados para tratar o problema de uma forma mals ‘realista’. Tambem discutimes al-
guns aspectos da teoria de computabilidade sobre os reais e sua relagio com sistemas
dindmicos com o objetive de entatizar nosso ponto de vista. Além disso, discutimos

oy

brevemente algumas implicagGes desta analise para a Tese de Church-Turing.
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Introducao

Vamos considerar a sepuinte hipdtesge:
Vamos conaid v osepuinte hipdt

,

¢ da Compulabilidade Abstrate. B possivel formular uma teoria absirata da

Hipete
computagao de tal forma que:

{1} leve em conta processos matemdticos que aparentemente envolvem aspectos
algoritmicos,

(2} possa servir de critério para expressar tals processos.

Este trabalho tem wm duple proposito:

o Mostrar em que fermos a hipétese da computabilidade abstrata, HCA, deve ser
entendida, ou seja, mostrar quais sao os processos matematicos gue aparecem
em (1} e em que tipo de questoes se faz necessdrio nma tal teoria da com-
putacao,

e Mostrar porque acreditamos que HCA ¢ verdadeira.

Os motivos gue nos levaram a formular tal hipdtese, e por consequéncla, em gie
termos HCA deve ser entendida envolvem alguns fatos que passaremos a considerar.

No Congresso Internacional de Matematica realizado em Paris em 1900, o entdo
famoso matematico David Hilbert enunciou uma bem conhecida lista de problemas
gue direcionou grande parte da atividade matematica deste séenlo. Desses, o décimo
problema de Hilbert consistia em encontrar um procedimento geral capaz de decidir
se uma equacao diofantina sobre Z possul ou nao soluches nteiras.

Com a formalizacao do conceito de agoritme e o desenvolvimento da ieoria
da recursao, também chamada de teoria da computabilidade, parecia possivel que
win tal algoritmo poderia nao existir. Trabalhando nesta diregio, Davis, Matijase-
vich e Robinson [DMR] resolveram de forma notivel o décimo problema de Hilbert,
mostrando gue de fato um tal algoritmo nho existe,

Com o objetivo de avahar a situacao dos problemas de Hilbert, a American Math-
ematical Sociely realizouw em 1974 uma conferéncia na qual, refletindo as principals

xi



tendéncias da pesquisa em matematica, uma nova lista de problemas foi proposta ™.
O matemaiico russo V. 1. Arnokd contribuin com as seguintes questoes relacionada a
uma guestdo particularmente recaleitrantie em quactes diferenciais:

Is the stability problem for stalionary points algorithmically decidable? The
well-known Lyvapunov theorem solves the problem in the absence of eigen-
values with zero real parts. In more complivated cases, where the stability
depends on higher order terms in the Taylor series, there exists no algebraic
criterion.

Let be g vector field be given by polynomials of a fized degree, with rationad co-
efficients, Does an algorithm exi
peint s stable?

f, allowing 1o decide, whelher the stationary

"

A similar problem: Does there exist an algorithm to decide, whether a plane
polynomial vector field has a limit cvde?

Em [dCD 4, 6, 71 da Costa e Dorla, utilizando basicamente as mesmas técnicas
de Davis, Matijasevich ¢ Robinson, e um resultado de Richardson [Ri], resolveram
o problema acima de forma negativa, isto é, provando que nlo existe um algoritimo
no sentide cldssico capaz de decidir se um ponto singular de um sisterna de equagdes
diferenciais é on ndo estavel. Mais precisamente, eles construfram wma famitia Alm)
enumeravel de sistemas de equagoes diferencials polinommals parametrizadas por m,
tal que o conjunto {m € N a origem é estavel em A(m)} ndo é recursivo.

Diante da solucio de da Costa e Doria, em [Ard] Arnold faz importantes obser-
: anhre como ¢ seu problema deve ser entendido:

{n my problem the coefficients of the polynomials of known degree and of a
known pamber of variables are written on the tape of the standard Turing
machine in the standard order and in the standard representation.

The problem is whether there exists an algorithm {an additional text for the
machine independent of the values of the coefficients) such that it solves the
stability problemn for the stationary peint at the origin (i.e., always stops
giving the answer“stable™ or unstable” ).

I hope, this algorithm exists if the degree is one. i also exists when the
dimeusion is noe. My conjecture has always been that there is no algorithm
for some sufficiently high degree and dimension, perhaps for dimension 3 and
degree 3 or even 2. 1 am less certain about what happeuns in dimension 2.

Of conrse the nonexistence of a general algorithm for a fixed dimension work-
ing for arbitrary degree or for a fixed degree working for an arbitrarvy dimen-

YThe mathematics arising from Hibert's problem’s, Proe. Symp. Pure Math., A M5, vol.
28, 1976,
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stort, or working for all polynomials with arbitrary degree and dimension
wonld also be interesting.

Integers were introduced in the formulation only to void the difficulty of
explaining the way the data are written on the machine’s tape. The more re-
alistic formulation of the problem would require the definition of an analytic
algorithm working with real numbers and functions (defined as symbols).
The algorithm should permit anthmetical operations, modulus, differentia-
tion, integration, solution of nondifferential equations (...}, exponentiation,
logarithms, evalvation of “computable” functions for “computable™ argu-
ments. The conjecture is that with all those tools one is still unable:

1. To solve the general stability problem starting from the right hand side
functions as symbols with which one may perform the preceding operations.

2. To solve the above problem for polynomial vectorfields with real or
complex coofficients.
3. To solve them with integer coefficients.

However as far as I know there are no words in logic to describe the above
problem and 1 have thus preferred to stop at the level of algorithms in the
usuad sense rather than to try to explain to logicians the meaning of the im-
passibility of the solution of differential equations of a given type by quadra-
tures {e.g., in the Liouville case in classical mechanics or in the theory of
second order ordinary differential equations). The main difficulty here is
that the solvability or nnsolvability should be defined in a way that makes
evident the invariance of this property under admissible changes of variables
defined by functions that one can construct from the right hand side of the
equations in a given corrdinate systers. In other terms we should explicitly
describe the structure of the manifold where the vector field is given, with
respect o which the equation is nonintegrable.

In the usual approach this structure is a linear space structure, and I think
it 15 too restrictive,
In any case ] would like to known whether you think vou have proved my
conjeciures on polynomial vectorfields with integer coefficients:

¢ [For some pair {degree, ditmension j;

» For some dimension;

o For some degree, the polynonials being given on the tape of the ma-
chine tn the standard form. I one of those andecidability conjectures
is proved, it would be inferesting to know for which pair {degree,
dimension}, or value of the dimension or value of the degree is the
undecidability proves.

A partir deste comentério de Arnold podemos extrair as seguintes observacies:

X1}



¢ Interpretar o sentido da palavra “algoritmo” que aparece na formulacdo original
em termos de maguinas de Turing é apenas uma primeira aproximagao, pois ¢

o 1nico conceito formal conhecido {por Arnold} que captura, segundo a Tese
de Church, a nogio de computabilidade intuitiva.

¢ (olocando o problema em termos da nao existéncia de cribérios algébricos,
Arnold coloca em evidéncia o carater algoritmico destes eriférios, que estariam

mais provimos de uma formulagio “mais realist

{abe lembrar aqui gue estas ohservagoes estdo diretamente relacionadas a uma

questdo muilo mais geral, a saber, sobre a existéncia de um conceito mais geral de
computaco, ja tratada por Kreisel em [Kril. '

A partir destas observacoes optamos por abordar os segnintes itens:

(1} Porque o conceito de Turing-computabilidade ndo é adeguado frente a uma

versao mals realisia do problema, ou sgja, em que sentido uma solucéo é

peracda,

(2} A partiv de (1}, analisar a possibilidade de formalizar o conceito de computacio
que permeia os critérios algébricos de estabilidade e a nogdo intuitiva de algo-
ritmo analitico. Mas isto pressupoe que estas nocdes carregam algum sentido
computacional Intuttivo, Qual seria entdo o sentido de ‘computével” induzido
por estas nogdes?

(3) Indicar gue sentido uma solucdo poderia ser esperada em vista de (2) e (3).

Acreditamos que seria interessante responder; pelo menos de forma aproximada
as gquestoes acima.

Nio ha nenhuma intencio neste trabalho de responder a todas essas questoes,
embora obviamente, o sentido de se considerar nma tal discussao € obter como pro-
dute final uma resposta precisa, seja ela positiva ou ndo. Vamos apenas fracar um
panorama geral de toda a problematica, esbogando o pressuposios e consequéncias,

Como subproduto desta analise, acreditamos obler argumentos gue suportam a
Hipdtese da Computabilidade Abstrata, atigindo assim os propésitos inicials.

A partir destas observacdes, optamos por estruturar este trabalbo da seguute
Maneira.

No Capitule 1 vamos rever alguns dos resultados de da Costa ¢ Dona relacionados
a incompletude e indecidibilidade em Analise ¢ a solugio apresentada por estes autores
do problema de Arnold.

A partir do material exposto neste capitulo podemos discutir com um pouco mais
de embasamento a observacdo de Arnold diante da solucae de da Costa e Doria e os
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motivos que levaram Arnold a formudagho do seu problema. Isto é feito no Capitulo
i onde, também com o objetivo de fundamentar os argumentos, hd uma pequena
apresentacio sobre a insolubilidade algébrica do problema de classificacio de pontos
singulares com velagdn & estabilidade de LyapuNOv. Por se tratar de wm assunto
bastante complexo, apresentamos apenas wm esbogo superficial das idéis envolvidas
relevantes a esta discussao.

A partiv deste ponto, acreditamos ter delineado de forma wm pouco mals precisa,
o sentido da ndo adequacio do conceito classico de algoritmo para tratar o problema
de Arnold.

No capitulo HI, somos levados a rever alguns trabalhos gque tém por objetivo con-
struir uma teoria de recursdo generalizada como por exemplo [Mosi, 2] e [Fri] e
também um caso particnlar desta teoria, tratado por Blum, Shub e Smale em {BSS].
A motivacio inicial é tentar capturar, pelo menos de forma aproximada, o conceito de
algoritmo proposto por Arnold. Acreditamos que o material exposto neste capitulo
fornece argumentos para susbentar o ponto central deste trabalho, ou seja, a hipdtese
HCA. Estaremos entdo, ao mesmo tempo, tentande estabelecer um ambiente para a
discussdo da possibihidade de wma solugao satisfatoria do problema de Arnold e, ten-
tando mostrar como a teoria da computabilidade abstrata adquire um novo sfafus
diante de problemas, como os do fipo de Arnold.

No Capitolo IV exploramos wm pouco mais computabilidade sobre angis, em par-
ticular sobre os reais, na direcdo de resultados de indecidibilidade. Talvez este seja o
capitulo mais téenico, onde estabelecemos algumas relaches entre recursividade sobre
03 reais e dimetgdo de Hausdorff. Como cousequéncia pode-se mostrar que o conjunto
de Mandelbrot ndo é recursivo sobre os reais.

Apresentamos ainda no ultimo capitulo, além de wma conclusdo algumas questGes
Gque nos pareceram pertinentes,

Umna ditima observacio: ent tedos os captiulos procuramos destacar os pontos gue
congideramos problemadticos, Talvez o aspecio mais interessante deste trabalho esteja

justamente localizado nag questbes ndo resolvidas que surgem durante a discusséo e

analise dos resultados.
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1. Indecidibilidade e Incompletude em Andlise

A. Algumas definices e resultados basicos,

Vamos rever alguns resultados cldssicos envolvendo indecidibilidade e incompletude
de sistemas formais.  Assim, por exemplo, provaremos o primeire teorema da in-
completude de Godel a partir da existéncia de conjuntos ermmerdvels recursivamente
nao-recursivos e, junfamente com a caracterizacio algébrica dos conjuntos recursi-
vamente enumerdvels obtida por Matijasevich, vamos obter uma versao do teorema
de Godel que serd utilizada na secdo C. Segnimos hasicamente [0d], onde todas as
demonstiracios omitidas podem ser encontradas.

Definigdo. A classe Prim das fungbes recursivas primitivas é definida indutivamente

poT:
(1) as fungdes iniciais Z{2) =0, S{z) = a+l eIz, .. ,xn) =2 coml <7 < n,
pertencem a Prim,
(2] composigho: se ¢, ¢y, ..., O € Prim, entdo ¥(¢y,.... ¢n) € Prim,
(3) recursiol se ¢(d) e (4, y, z) pertencern a Prim entio {7, y) pertence a Prim

onde,
P{F,0) = ¢{F)

r

L(I, Y+ 1 ) et ?(:I:? . :{5:}{:37 ¥ })

(4} as Unicas fungdes pertencentes a Prim sdo as fungdes definidas por aplicagoes
sucessivas de (13, (2) e {3).

Um predicado B{(¥) é recursivo primitivo se a fungio caracteristica de R, deno-
tada por 'y € Prim. Se R{Z.y) € Prin, entdo a operagio de g-recursio limitada
sobre R{(T,y) é definida por

aio miin, B{E, 1) se (dy < 2 )R(Z,y)
' G caso contrario

A funcio definida pela operagdo de g-recurséo limitada sobre win predicado recur-

sivo primitivo € um exemplo de funcdo recursiva primitiva (cf. [ECI). Outros exemplos

que serdo usados posteriormente sao

o Sy} mw 2<(utg-aiety—t)r2e {22 = (2 by~ 2) (2 +y — 1) 4 22)



o Nz} =y, pre.{Fy < 2}z = Ja,y))
& }‘{:} :dcf )”yi (:‘II i ") (J) {"‘)}

A funcdo J{r,y) ¢ uma das possiveis fungdes que enumeram os racionais?, que
neste caso sko vistos como pares de naturais. E claro, por construcio, que J : ¥ x
N — N ¢ uma bijecho e além disso, as funcdes K e J pertencem a Prim ¢ satisfazem
K{lzyhy=a HJeyy =y e JK{:,L{Z) = Z.

Se ¢ € uma funcio parcial entdao a notacho ¥~ 4 significa que ¥ é indefinida se
& é indefinida e ¢ =, ¢ se ¢ é definida. Se b e ¢ sio fangbes parciais ja delinidas,

entao @z} = ¢(x) quando ou ambag sdo indefinidas (¢ e 7) para 2 ou, ambas sdo

definidas (] ¢ ¢l} em 7 e neste caso ¢(x) = &z )

Definicao. A classe Parc das func¢des recursivas parciais ¢ definida indutivamente
PO
(1} as fungbes iniciais Z{al =0, 82y = a2+l e THay. . 2, = oy com 1 <0 <,
pertencem a Parc,

(2} recursda: se ¢, gy, ..., ¢y € Parc, entdo ¥{¢y,. .., ) € Parc,

(3} composicio: se &(¥) ¢ (¥, y, 2) pertencem a Parc entdo ¢(¥,y) pertence a
Parc onde,

Ty [}:! gdc‘f (,&(.F)

¥
; —

Py + 1) g U, 1,9 ( T 9))
{4} p~recursfo: se € Parc entao > € Parc onde,

L] AelE o )

?"‘i

PUE) oo py[(Vz < yHepld

{3} ay Gnicas funghes pertencentes a Parc sdo as funcdes definidas por aplicagdes
sucessivas de (1), {2), (37 e (4).

Uma fungio [ ¢ recursiva se f € Parc e [ & total, Le., | é sempre definida.

Teorema 1.1 {Forma pormal para fungbes recursivas parciais) Existe uma tuncdo
U € Prim e, para cada n > 1, existem predicados recursivos primitivos 7, tal que,
para qlmlquc‘i funcdo ¢ € Parc de n varidvels, existe um nimero ¢ {chamado indice
de o) tal que,

(1) wle.. . 20] & JyTide, :erl,.-.,:z:rﬁ.,;e;'_)
(2) wlon ool = Ulpyale, oo en, vl

Yesta consirucio ¢ andloga & de (BC, p. 40))



A partir deste resultado pode-se obter uma enumeragdo recursiva parcial das
tungoes recursivas parciais, ou seja, se p7 {on {e}"} é a e-ésima Tuncio recursiva
parcial de n vanaveis, i.e.,

() e {e Sy = Ulpy e, 2,90,

existe yma funcdo recursiva parcial de n 4 1 vartdveis tal que @(e, ) o~ ¢H{Z). Para
isto € suficiente definir (e, ¥} por

=T

Fa
e
LE

Ty g Ul{pyTale, T, y)).

Este resultade, conhecido como teorema da enumeracie, admite uma {formulacao
mais forte, devido basicamente a uniformidade do predicado T, em relacdo & 1, ou

I S 2 i, O i - R I v
seja, Se {Ly. ... e} = Papy - pEr, onde pr é o {4 1)-ésimo primo, entéo,

Teoreme 1.2, Existe uma funcao recursiva parcial g,.de,x), chamada de fungfo
pareial universal tal que se ¢ € wna funcgdo recursiva parcial qualguer de # varidveis
{n gqualguer), entéo existe nm indice e tal que

E—'iﬁi iujm pumv“ < rn)}

Pode-se obter resultados andlopos acs anteriores para conjuntos e relacdes.  Por
definicac, uma relacdo n-dria P € recursivamente enumerdvel quando o (Onjlll}i()
{7 : P(¥)} é o dominio de uma funcéo n-aria recursiva parcial @7 | Le., P(F) & (7).
O dorminio de @0 serd denotado por W2 Um conjunto A4 & racurswamente enu-
meravel se existe @, € Parc tal que (A}l Um conjunto é recursive se sua fungao

caracteristiva (4 € recursiva.

Teorema 1.3, {Forma normal para relagbes recursivamente enumerdveis) Uma
relacao P onedrla é recursivamente enumeravel se, ¢ somente se, existe uma relagdo
recursiva n -+ l-aria K tal gque

PEY & FJyR(T.y),
Le,, se, e somente se existe wmn numere ¢ {chamado indice de P tal que,

(F) & FEW! & TyTule, )

Demonstragdo. Se P € recursivamente enumerdvel, entio existe um e tal gue P = W,
e pelo teorema (1.1},
< Ayl (e, Ty



reciprocamente, se P{F) < JyR(F, y) com B recursiva, entao P é o dominio da funcho
recursiva parcial @(I) ~er pyR(E,y).0

Covoldrio 1.4, 1 E"m (’01‘1§tml‘{) A é recursive se, e somente se A e o complemento de A4,
denotado por A, sao ambos enumerdvels recursivamente

Demonstracio, Se A é recursivo entio €4 é recursiva ¢ A e A sio respectivamente
os dominios das fungdes parcials

ple) =

{ 1ose Gulx) =1

T caso contrario

(e} o {(} se Clulx) =0
U LT caso contrdrio

Por outro lado, se A e A sio recursivamente ennmerdvels entdo existem relagdes
recursivas f e () tals que

e A & dyRlxy)

reA & Qe
e como Yedy( Bix, e;)V(Q( ) vale, afuncio fla) = py{ Ble, y)v Qe y)) é recursiva

e, além disso, on Q Fflay ou Rz, f{2)) ¢ verdadeira. Isto mostra que o conjunto

A é recursivo pois,
o 1 se Rz, flx
O P
' 3 caso conirarno
& recursiva.

Combinando estes resultados podemos mostrar que existe um conjunio K recursi-
vamenle enumerdvel ¢ ndo recursivo: basta definir K como
rek & r2eW, & gl

pois se e, ) é a funcio que enumers todas as fungbes recursivas parciais, entio
S} ooger 2z, 2) 6 recursiva parcial e ¢ € K & d{x}]

Para mostrar que K nao é recursivo, hasta observar que se K fosse recursive, A seria
recursivamente enumeravel, mas 2 € X e 2 € W, le, Jutalquer € K S o e W,.
Maswe K ueW, eu Q W, < ue k. Uma (..(snl‘;radi{;-é.o.D

Vamos agora embutir X num sistema formal através do conceito de representabil-
idade ¢ mostrar como as propriedades de K interferem no poder de prova do sistema,
gerando alguns fendmenos como incompletude e indecidibilidade.



Se L & uma linguagem formal enmmerdvel fixada, entdo é ficil ver que o conjunio
de férmulas bem formadas e de sentencas de L podem ser identificados, atraves de
umn processo de aritmetizagio, a seus conjuntos de cddigos, respectivamente, F e S, e

além disso, estes conjuntos sao conjuntos recursivos”

Definigdo. Seja L uma linguagem formal enumerdvel. Um sistema formal Fem L é
um par {7, B} de conjuntos enumerdveis recursivamente contidos em 5 e interpretados
respectivamente, como os conjuntos dos (eddigos de} teoremas ¢ drrlas refutdvels

de F. O sistema F &
{

1} consistente se 7'V H =
(2) completo se TU R= 5

(3} decidivel se 1" ¢ K sdo recursivos

{4} indecidivel se 1" nio é recursivo

Dizemos que 77 = (I", R’} ¢ uma extensfo de F = (T Rlse Ly C Ly, T CT e

RCR.

Se A e B sdo dois conjuntos, entho A/B é definido usualmente como sendo o
conjunto {2 € A2 & B}

Um exemplo de sisterna formal ¢ a Aritmética de Peano PA gque assumiremios
como ja definido axiomaticamente. Fazendo isso, estamos assumindo como fato gue
o conjunto das formmulas bem formadas ¢ sentencas de PA 830 recursivos.

Definicio. Dado um sisterna formal F e uma funcio [, dizemos que:
(1} f ¢ representavel fracamente em F se, para alguma (Srmula ¢ da linguagem

de F.

fon iz =y & Fr @ T, )

(2} f € representdvel em F se, para alguma tornmda 5,

Jloy, oo xn) =y = Fe (T . T Y)
‘f(,_:?:}.'*. EEERCRES "-E:fi-) ?é ¥ = !"'_',r _*"P(Il PR ?n" ‘fz]

{3} f ¢ representdvel fortemente em F se para alguma {Srmula o, f é represen-
tavel por o e,

1

Bef. por exemplo [Od] ou [EC)



A idéta aqui é que wley, .. 2, 2) define wma funcio parcial de #4, ..., ¥, pois
2 € determinade unicamente e, além disso, esta funcao coincide com [ guando
f ¢ definida.

De maneira analoga, dado um sistema formal F e uma relagio R, dizemos que,

{1} R é representdvel fracamente se, para alguma fdrmula .

Rizg.. o x,) & brpl@,. . T)

{2} B é representdvel se, para algum ¢,

3‘?{';13-1? Cees l'ff:ri) = }_‘,Z" '7:‘{:?"] cLaiy )
T o B A - TP

Propogigde 1.5, Fn qualquer sistema formal consistente extendendo PA:
1} uma relagio é representavel se, e somente se, € recursiva

(2} wma relacio € representavel fracamente se, e somente se, é recursivamente
enimeravel

Teorema 1.6. {Godel) Se F ¢ um sistema formal e € wma extensio consisiente de PA,

entao F é indecidivel e mcompleto.

Demonstrocdo. O conpimio K @ recursivamente smnmeravel e assim, pela proposicas
§ 1 v 101 4

(1.5} existe uma Ormula ¢ que representa fracamwonte K| Le,

2 €K & br (T
Se F fosse decidivel, entac K seria recursivo, contradizendo as propriedades de K.
Aldm disso, X nao pode ser representavel por ¢ pois neste caso “x € K7 seria, pela
proposicao {1.53], recursiva e consequentemente X seria recursivo. Fntdo existe pelo
menos wm o tal que

x e KA Ve niplF)
Como A néo é recursivamente enumergvel, novamente pelo teorema (1,10}, pela repre-
sentabilidade fraca de K, se 2 € K entao o & K, e, Fr oF). Entdo F ¢ incompleto,
pots w{F) e ~@{T) ndo sdo provaveis em F.0

Podemos caracterizar algebricamente os conjuntos emumerdveis recursivamente e
obter uma expressac em termos de polinGmios para a sentenga o € S/{T U B} obtida
na demonstracao do teorema {1.61.



Teoresna 1.7, (Matijasevich) Urn conjunto ¥ é recursivamente enumeravel se, e
somente ge, existe um polindmio pyw{&, ¥} com coeficientes inteiros tal que

yeW & (g2, € Mi{ppld,y) = 8]

Se W, é definido por

v __ G

e w-u = ‘F’HHET&;(L(“" )7 }1 {”})l
entéo como consequéncia deste resultado, existe um polindmio P, tal que 2 € W, se,
= {} para algum ¥, Assim para todo W existe um indice ¢ tal

vt we B3 T
¢ somente se Pz 0
41
€W & e )]l © Je o) € W,
< (d ;z:}_ e, ), Fl =0
) polindmio £, ¢ chamado de polindémio universal e serd denotado por £,

Se F & um sistema formal e Ly, € Ly, entac F ¢ aritmeticamente consistente
se 0 modelo standard dos naturais ¥ ¢ wm modelo para todas as sentencas de Ly, que
sdo provaveis em F.

Proposicio 1.8, Se F & um sisterna formal que contém PA e é anbmeticamente con-
ststente, entdo existe um polindmio py, ..., 2, ) com coeficientes inteiros tal que
e (Vay .z, €W(plass. . 2a) > 0] e,
T .
Vo (Jay oo, € W)(plan, .o o) = 0)

Demenstracio. Seja A =4, {a € N bp ~(3F)VFP0{J{a,a), &) = 0}, Como os teore-
mas de F sdo enumeravels recursivamente, existe um indice & tal que A & Wy, Temos
a seguinte sitnacior

(1) ke W, + existe ¥ tal que P {J{kk )z) =1{, e

(2) ke W, by (38 P, (JE b} T) =

Se k€ Wy entao por {2}, Fr ~(FF) P ( J (f; kYL E) = 0, Como F é aritmetica-
mente consistente, pelo {tem (1) temos que Fr {38V P00 (J{E B, F) = 0, on seja,
novamente por {2}, k € W, Uma confradicio. Logo & & Wi Isto significa que

]7/J'_ w'?ta"j\”remn( ('Z' YJ\}‘ ) (
Por outro lado, como F é antmeticamente consistente e & € Wy, temos

17{ {EU) mms(t”(’z‘ ‘{R} F = } I

Definigigo. Uma fungido parcial [ de §* em N é qualquer fungio definida (parcial-
mente) sobre N' — N Vamos denotar por PF, o conjunto de todas as fungdes parciais

e
{



de B" em N. Um funcional F' é uma fnncio (parcial)
FoPFL X OxPF, xN" =N

O funcional Fee, . oo o, ) ¢ um funcional recursivo parcial se ele pode ser obiido
de oq,..., o e das funcdes iniclais por composicio, recursio priuitiva e p-recursio.
Dizemnos que Flay, .., 0, T) ¢ vestrito se oy, .. ., &, 330 fungdes totais.

Se f & uma funcio de N em N entdo {{y) =a (F(0), F(1) ..., flyd)

Teorema 1.9, (Forma normal para funcionais recursives parciais restritos} Existe
uma tungdo U € Prim e (para cada m, n > 1} predicados recursivos primitivos Ti,.,
tal que, para qualquer funcional recursivo parcial restrito F de (m, n)-drio, existe um

wimero ¢ {chamado indice de F° ) tais que:

(1} Flogn, - 0. 00 & Fh 06,2 oy, - () ) y)
(227 Flowe 1 9. 3 2 U{py T (6. T (g} ) - lgn ) y) )

De forma andloga ao caso de funcdes recursivas parciais, definimos ¢ como a
e-éaima funcdo de n variavels recursiva parcial em A4, ie.,

ot e Ul e, 7, {ca)(yhu))

Definicar. Um conjunto A é Turing-redutivel a um conjunto B, denctado por A4 <y
B. se existe um mdice ¢ tal que (4 ~ ¢f. A =p Bse A <y Be B <r A. A
relacdn =¢ € uma relacio de equivaléncia e as classes de equivaléneia definas por =

zao chamadas de T-graus.

B facil ver que se 4 ¢ recursivamente enumeravel entao A <p K ¢ qualsquer dois
conjunios recursivamente emumeravels sio equivalentes por =

Seja (2}, =4 * 0 expoente do n-ésimo primo na decomposicac de z”. Entdo ndo
& dificil ver gque {2}, é uma fungdo recursiva primitiva (cf. [EC}). Self ¢ T, sdo a

funcao e o predicado definidos pelo teorema (1.6}, entdo a fungao
Bler ) o UlpyTiales (whs (0 y)

¢ recursiva parcial. Sendo assim, ¢{a) oo ${A(2). L{2)) tarmbém é recursiva parcial
e, o{J{e,w)} oz ¥le, w)h Seja u tal que ¢z} 2 wunn{u, v, Agora. se A C W& um
conjunto qualquer e € ¢ um fudice qualquer ¢ aldm disso sabemos o valor de Caly)



para todo y € N, entdo, utilizando este fato,

PEWS ® Ml e UlpyTiale.r, (ea)lyhy)l

& e, pg’g}_f‘?“"}{m ) i
& (I {e, pyp )]

& puldle,ipi L

& e ety e w, (1.10)
onde yy = pyly (e, 2, {ca){y), v} Finalmente, usando o polindmio P,
r €W e Gy, ye € NPl J{u, J{e, g;sg_pic"*‘m"“"})_’)? o) = 0] (1.11)

B. As traducoes de Richardson.

Certas generalizaces de resultados da teorla de nimeros, como por exemplo, wma
versao do decimo problema de Hilbert para corpos em geral tratada em [Ph] , que em
sna forma original fol resolvido por Matijasevich gracas aos resultados desenvolvidos
por Davis, Putnam e Robinson, colocam novamente em evidéncia problemas envol-
vendo questdes de decidibilidade {veja por exemplo [Mazl]).

Bastcamenite, a principal técnica utilizada para mostrar a indecidibilidade de um
corpo K, € mostrar que os inteiros sdo definiveis na teora de K e, entio, aplicar de
forma adequada o resuliado de Matijasevich, ou o fato de gue existern subconjuntos
de N n&o recursivos {em [Ph] hé vérios exemplos que utilizam esta construcac). §
interessante ohservar que esta mesma téenica fol usada por Richardson em 1968 [Ri]
para mostrar que certos predicados existencials sobre os reais 330 indecidiveis. Em
linhas gerais, a idéia é construir, para cada polindmio fla.y) com coeficientes inteiros
definido sobre R X R, wmna certa funcido F(w,y} : R* x R — R, de tal forma que
o conjunto A = {y € Z 1 (dr € R"}{Fe,y) = 0)} coincide com o conjunte B =
{y € Z: (dz € WY fla,y) = 0}}. Como existem polindmios para os quais B nao
é recursivo, o conjunto A correspondente também ndo serd recursivo. Através desta
construcdo é possivel traduzir na linguagem da aritmética de sepunda ordem PA®
Le.. na linguagem da Andlise, predicados ndo recursivos sobre os naturais, obtendo
predicados ndo recursivos sobre os reais,

O feorema (1.6}, que em esséncia ¢ o primeiro teorema da incompletude de Godel,
garante que PAY ftambém ¢ mm sistema formal indecidivel e incompleto. Alédm digso a
formuda @ € Supe /{72 U ) € na verdade uma sentenca expressdvel em Ly, . Através

deste processo de tradugio, formalizado pelas chamadas tradugdes de Richardson
{abaixo dehinidas), podemos construir sentencas indecidivers envolvendo quantificacio




sobre os reals e, além disso, as expressoes destas sentencas envolvem apenas funcoes
elementares, como por exemplo, senos, somas € produtos.
Vamos rever alguns dos resultados obtidos por Richardson em (Ri|.

Seja X = {u; | ¢ € N} um conjunto de varidaveis e P wma dasse de expressdes
definida indufivamente por,

Pi={ev+eriepne € Pt U{en eepne € Py}
P = U ’)D.,{
el
Se 7 € P enéomaior indice tal que x,, ocorre em F entdo, 7 define de maneira natural
{interpretando 4 e - como as operagdes usuais sobre um anel ) uma fungio polmomial

com coeficientes inteivos play,. ... %, ) definida sobre B”, onde R* = @, K.
Definimos de maneira analoga a classe £ por,

So =Ty

E = Prisene, re, € & 4 U {fey] 1 ex € Eiq}

gy

el

Dado as interpretacdes usuals de <, sen, - e |- | no corpo dos reais B, cada f € &
define uma funcio flay, ..., x,) sobre R” para algum n adequado. A fim de facilitar a

exposicio nao vamos nos deter em guestées de lormalismo e usaremos as abreviagdes
usuals das expressoes acima. Assim, por exemplo, nem sempre serd ferta a distingdo
entre f € & e a funcdo f definida por f.

Para cada f € P vamos definir por inducio nas classes Py uma expressao af ¢ £
de tal forma que

{11 para qualquer @ € B, af(z)} > 1,

{2} para qualsquer 2,6 € R, com } § [< 1, af(z) >} fle+6)

A definicio pode ser feita da seguinte maneirra: se floy, ..., 2, %y entdo o

A definicdo pode ser feita da seguinte maneir se flay,.. ...} € Py entdo on
I = ¢, onde ¢ & uma constante, e neste caso of =, ¢! +2; ou flog, ..., 2,) = @
e entdo tomamos of = 2f +2. Se f &€ Pientdoon f =5+ 4 com s, € Py e
of = s+ of, ou f = g1, e neste caso tomamos «f = o5 - ool

Definigdo. A fancdo J, chamada de primeira tradugio de Richardson, que leva as
fungaes definidas pelas expressoes de P na classe de fungoes definidas pelas expressdes
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de &, é definida * por:

Bl e o mwdi{e,. o a,y) =

id

= {n+ D% e, Lo, )+ Z(sin? LY L E T | N
i=1
onde g; = af — f )
di;’
Dado fle.....zw) € P, afuncio 8{f{e. ...z whas, . o, y) serd deno-
tada por #f{ay, ... o)

Proposigde 1.12. ([Ri], [W]) Para cada f € P e y € 7 os seguintes {tens sdo equiva-
lentes:

(1} existe & € 2" tal que f{£, y) = 0,

(2} existe ¥ € R™ tal que Sf(F, y) =0,

(3} existe 7 € R™ tal que Af (4, y) < L.
Demonstracdo. Se y é um numero natural fixado, basta mostirar que, se gy, ..., a, € R.
Sflan .. ey < 1 entdo b, ... b y) < 1, onde b € o menor mi(‘m) tal que
Wy — a;] < 1/20 Isto implica que f{by,... hoyy) = U pols [ leva inteiros em mteiros.
Az outras equivaléncias sdo imediatas.

Vamos supor entdo gque 3 f({r gt < | para algum a € R, Entéo fla,y) < {/{n+1)
e (senwaglglo,y) < /{n + 1), Pelo teorema do valor médio n-dimensional, existem
¢ entre a; ¢ b; tal gue

Fhy) € Play) + 3 b — a(0/02:) [*e.0)

i b

¥l
< Play) + St —adgday),  ( pois e — ] <1)
i=1

Se mostarinos que [y — a;l < senwe;l, entdo,

H

by <

senwar|gi{a, )

=1
Como cada um dos termos dessa desigualdade é menor do que 1/{n 4+ 1}, teremos
FHby) < Ve consequentemente [(by) = (.

q : i i 1 . : NS IR T :
YPode-se tomar, pa definicao de 3F, |g:] em vez de g7. Fazendo isso, a proposicio (1.12) continua
valida. Mas na seqlo O o funglo 4F deverd ser polinomial, o gue justifica nossa escolha.

11



Vamos aupoz entao que x € R Entdo, existe zq € {0,1/2] e um inteiro £ tal gque

s=xy+kour=1~ux+k Como lsenwrz|= |[senw{z + k)| para qualquer inteiro &,
se r < |senwa| para @ € [0, 1/2], entdo | ~ o < |senwma]

Agora é facil ver {pelo menos graficamente) que x < |sen wal para z € [0,1/2].
Formalmente, fomando glz) = senwe—z, ¢"{o) < Dem (0,172}, ¢'10) =0 e ¢'(1 / )<

0. Portanto g{a) assume um minimo em 0, mas 0 < sen 70 = 0.0

Consequentemente, VZ € Z"f(£.y) £ 0 © (V¥ € RiIFf{d > .

Pefinicio. Seja ((z) =4 asenz ¢ &z} =, xsenz”. Considere as funcoes ¢{x)
definidas indutivamente por

e ()

A funcao v que leva as func¢bes definidas por expressdes da classe P oem fungdes
definidag pelas expressdes da clagse £, € definida. por

?{ f( S R ))( & U)

(g mwpi (el dale) () oy
¢ ¢ chamada de segunda tradugio de Richardson.

Proposicio (13, [Ril, [W]} Para cada y € Z e [ € P, os seguintes ftens sdo equiva-
lentes:

(1} existe & € 2% tal que [(7,y) = 0,
{2} existe 2 € R tal que ~f(x,y) < 1,

e

A demonsiraciao dessa proposicdo envolve basicamente a continuidade de 3f e o
fato de que para quaisguer reais oq,..., 2, € 0 > (, existe z € R tal que

) |<d, 1<i<n~—1 £ Palz) =1, {1.13.1)
Demonstracio. Vamos mostrar inicialmente (1.13.1) por inducio em n. Dados 2y, 22
e & > ) é sempre possivel obter z; e 25 tals que

g oAy | & ‘g!q

(1.13.2)



Basta tomar 2o = (2 + §/21Y7% e 2y > max(47/8, ol + 1) tal que zysenzy = ;.
Pelo Teorema do Valor médio e {1.13.2), para qualquer z entre 2y e 2y temese,

gz} — 2yl =

({z)—¢ ( &3 )l

< g~ 2 )|{senx + z cos )l gl < 2y
< (3= 2 )(z +1)
< b

Por outro lado, novamente por (1.13.2) existe z entre 2y e 2y tal gue £{z) = z,. Isto
mostra que (1.13.1} € vilido para n = 2.

Suponha por hipotese de indugdo que temos o resultado para n = k, Le., existe
27 € B tal que,

gok(gw) = Tpiy (iii;}

Novamente, pelo mesmo argumento para o caso n = 2 | existe um nidmero real z tal
que [{{z) —a| < & e &{x) = 2. Fazendo entdo as substituicdes em {1.13.1) obtemos
{1.13.3).

Finalmente, dado uma funcio f € P definida sobre R, se o ftem (1) & vilido,
entéo, pela proposicao {1.12) existern reals o5....,a, tal que Jf{ay, ..., a,,y) < 1, ¢
pot continuidade, existe & > 0 tal gue se |y —a; < &, entéo 3f(y, .. cyn.y) < 1. Por
{1.13.1), tomando #; == ¢, existe wm z tal que #{2) — a;] < 0. Tomando y; = vylz),
teremos v f(z,y) < 1. Reciprocamente, se existe um z ial que ~+f{2,y) < L, por
continuidade, existe & > 0 1al gue, se ay,. .. 4, 30 tais que

oz — oyl < d

holz) — agf < @

I{j}ﬂMI(:) - an—'i% = 4

i—‘n(zj = Ay

entdo #f{ay.. .. au,y) < 1 e assim, aplicando & proposi¢ao (1.12), os ftens {1} ¢ {2)
sao equivalentes, [J



. Os resultacdos de da Costa ¢ Doria.

Seja dy, (1) a meésima funigio recursiva parcial aplicada em n.

Definicio. A funcio
flm,n) = [l seom {'n).l .
1 caso contririo

¢ chamada de fungdo de parada

Esta fun¢io nio € recursiva pols, caso contrdtio, #{n,n} também seria recursiva ¢
assim K seria recursivo. Consequentemente # nao é representivel em PA.

Ent |
smallbf dCD1], da Costa ¢ Doria conseguiram obter, utilizando as tradugdes de
Hichardson, uma expressao para 8 na linguagem da Analise. Vamos vever aqui eshe
resultado e algumas de suas principais consequéncias.

Seja W uin conjunto enumerdvel recursivamente ¢ pwlzy, ..., 2, %) 0 polindmio
de Matijasevich definido pelo teorema (1.7} a partiv de W. Seja

I_}(\ L.E;r:‘ & 4 fff ) et

pwla. ) — L —ypwle oy + 1

Pelo teorema da enumeracio a fancdo oz, y] uy 0.{y) & recursiva parcial e portanto
existe um indice ¢ tal que
T‘:J(J" {f) &~ Hjé('}(iw "J‘})

Lembrando que W, denota o domiuio de ¢,

bz, ) =1 & J(m,n)eW,
e {Jeya EWpw (L2 Jimon)) =0 (teorema (1.7})

% Ay %

Por um teorema de Lagrange, para qualquer natural ¢ > 0 existem infeiros ay, as . oy
e iy tal que g = 1 4 E;‘:}_ (__ai:_)i?_ 15
W, podemos definir um polindmio Ly a partir do polindmio pyy definido pelo teorema
(1.7} da seguinte maneira;

tao, dado wm conjunto enumeravel recursivamente

LUty e o syt e o T B, B Bids - B s H ) e
=pwli, 14+ 2 (o) U D e L+ 3 e
i=1 — i=1

Sende assim, o teorema (1.7} continua valido para polindémios definidos sobre os in-
teiros, 1.e.,
Y < W e (:“313:51,1,'11?1;23 N & Z}(\Lw(.}’. y) = {})

14



Aplicando as tradugbes de Richardson a Ly, obtemos as seguintes equivaléncias:

Blmony =1 (3ey. .00 € 2w (o, 2ge J{m,a)) = 0
w (37 € R [BLw, (&, J(m,0)) = O] (proposicao (1.12)}
& {3z € R)vEaw (2, Jlm,0)) < 1]
0

& (El:r & R_‘}{.f.?(wr:j;z?? J(m,n}y > 0]

a

Se ola) = Use 2 =10 e oz} =, 1 caso contrario, entio,

Teorema 1.14. {da Costa-Doria, [dCD1])

B{m,n)=o{Clm,n)) ¢
. = B{W.,x, Jlm,n)) e
Hlm.n) e /_ L+ BOW., @, J(m.n))

dx

Se K e L sho tais que J(K{n), L{n)) = n, L{J{m.n]) =n e K{J{m,n)} = m,
entao f(n) =, HLn), Kin)).

A partir da expressio de 8 € trvial construirmos exemplos de problemas inde-
cidivels em analise. Considere por exemplo a familia de nimeros reais n 4 ré{n), onde
r & um irracional qualquer. Entdo nao podemos decidir se um membro da familia é
um inteiro ou wm irracional,

Aplicando esta mesma idéia, para cada m € ¥ seja Alm) o segumie sistema de
equacoes diferenciats definido sobre R x R:

&= it — ¥,

F)’ =1+ L3N R

O fhay, =g Pl — 172, cujas solucdes sio da forms
,! ), ] b ] j (s

( :1:(3’.5_)) s ph? ({:ost —sem) (;I‘())
y(ty/) T sent  cost Urs

L imediato que para qualquer m a origem de B é wm ponto fixo de Alm) e, pela

se f(m) = 0 entdo a origem € assintoticamente estdvel. Por outro
e o¢ valores 1 ou 0, a origem é assinfoticamente estivel se, e

forma das solugte
lado, como # 50 as
somente se, 0lm) = . Se

E =, {m € ¥ :0 éum ponto assintoticamente estavel de A(m}}

entao & ndo € recursive. De uma forma um pouco mais geral, mas ignalmente trivial,
para qualquer n € N, podemos construir wma familia Alm) sobre R” tal que a origem

de B* & um ponto singular de Alm) e o conjunto £ associado a familia Alm) nao é

15




recursivo: para o= I, basta considerar o sistema & = (§(m) — 1/2)x cujas solucdes

sdo da forma z{t) == =Yy, Para n > 2, basta definir A(m) por
k7 1= Ham¥ls

dy = el 2 <o,

onde p, = Hm) —1/2

U elemento arbitrario da famdlia A(m) definida em ambos o8 exemplos possui
wma expressao bastante complicada envolvendo polindniios, integrais imnprérias, etc..
Nao ¢ trivial, e inclusive algoritiicamente indecidivel, saber quando #(m) = @ ou
O(m) = 1. Mas, uma vez determinado, de alguma forma, o valor de 8(m}, o tipo
de estabilidade da origem também é imediatamente determinado, pols os sistemas
considerados sdo extremamente simples. O ponto cruclal, usando as palavreas de da
Closta e Dorla, € gue nds nio somos capazes de dizer a partir da expressio de A{m)
et qual caso estamos.

No caso do problema de Arpold, no caso onde os campos vetoriais sdo dados por
pelinbmios com coeficientes inteiros, a situacio ndo é trivial como nos casos acima,
pois a estabilidade é determinada em geral pelos coeficientes do polindmio gue define
o campo vetorial. Comeo os coeficientes sdo niireros inteiros dados, ndo podemos
aplicar o mesmo argumento acima, que se utilizaria da indeadibilidade algoritmica
do valor de algum dos coeficientes. Em outras palavras, nio nos parece possivel
reunir estabilidade e instabilidade de um ponto num mesmo sistemna A{m), como é
feito nestes exemplos, com a condicio adicional de que A{in) seja polinomial, pois a
funcio #{m) ndo-recursiva que distinguiria estes dois casos nédo € polinorial.

s sistemas definidos pelos teoremas acima nac sdo polinonuals da mesma forma
que a funcio

Flm.n) = { Lose T Mu(n) |

ST se TML(n) T
ndo & recursiva, embora para cada myg, ng dados, f{mg, ng) seja constante ¢ portanto
e I.'Si\{"a-.

Talvez tenha sido Kreisel em [Kr2] o primeiro a observar que os trabalhos de
Scarpellini e Richardson poderiam ser aplicados a problemas de estabilidade em
equagoes diferenciais, embora existam, neste mesmo trabalho, algumas observacoes
com relagac a preblema de Arnold, nao ba nenhuma referéncia explicita em utilizar
os métodos de Richardson para atacar esse problema.

Por ouiroe lado parece claro a partiv dos exemplos acima que podemos extrair um
resultado geral de incompletude e indecidibilidade. Levando em conta uma observagio
de Suppes neste sentido, em [dCD 5, 6, 7] da Costa e Doria conseguiram obter uma
soluclo negaiiva do problema de Arnold além de outros resultados sohre indecidibili-

dade e incompletude gue, apesar da simplicidade da técnica geral das demonstractes,
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possuem hmportanies consequeéncias e serao usados como referéncias nos capitulos [ e
L Basicamente o material exposto aqui € uma colecio de parte de [dCDS] e [dCDT].

Definigdo. Seja Lz a hnguagem formal de alguma teoria T wm predicado Ple) de
Ly ¢ ndo trivial se existem termos £ e (de Ly tal que T+ P{&y e T F P}, Um
predicado de 17 é decidivel se o conjunto

{r & N: existe um termo fechado v de T com {e} =n etk T{v)}

é recursivo {{v} denota o nimero de Godel de v).

Froposicdo 1,15, Seja T uma teoria aritmeticamente consistente e Lp,0 € Ly, Se
P& Lo é um predicado ndo frivial, entdo existe um termo ¢ € Ly que, se N é o
modelo standard dos paturais, N = FP(g) enquanto que T ¥ P} e T ~P{s).

Em outras palavras, qualquer propriedade nao trivial expressavel na linguagem de
1 é indecidivel,

Demonstrocdo. Basta delinir ¢ =4, a(p)f + (1 — o(p}i(, onde = P{&), + =P e p
¢ o polindmio definido pela proposicie (1.8) . Assim, se p > 0, N = V@p(&) > 0 e
portantoe N = P{¢). Mas se T r P(¢), como T' I P&} temos T YIp(F) > 0, uma
contradicdo. Se T b —P(g), entdo T+ P(() le, T'F J&p(F} = 0, novamente uma
contradicao. O

Uma cousequéncia imediata da proposigio {1.15) é a indecidibilidade de qualquer
propriedade P nao trivial t"\ipl'f“-‘\%'é"\?(:‘{ na linguagem de T, pois neste caso, existe um
termo ¢ que satisfaz P, mas T P} e T —P{<}. No caso do problema de Arnold
para catnpos veloriais polinomiais. este resultado ndo se aplica, pois o termo ¢ foi
conatruido em termos de 8, que ndo ¢ polinomial. Este obstdculo pode ser superado,
conforme [dCD 4, 6, 7}, da seguinte maneira.

A idéia basica de da Costa e Dorta é construlr wina fanwlia A{m) enumerdvel de
equacoes diferencials polinomials parametrizadas por g, L.,

."i:,‘ = j '};..m ( & )

m € N, definidas sobre um B* adequado, que satisfaga as seguintes propriedades:
{1} Para todo =, a origem ¢ um ponto de equilibrio de A(m).
{2} Se g, < O a origem é wm ponto fixo estavel enquanto que para g, > 0 ela é
instavel,

17



{3} O conjunto {m & N p,,, > 0} ndo é recursivo.

Esta construcio estad reapresentada aqui de tal forma gue os pontos considerados
obscuros — para nds -, estao isolados.

Vamos considerar entao, a seguinte familia e sistemas de equacdes diferenciais
parametrizadas por g € R

d=—y+a(p— (2 7))
§=ua+ylp— (27 +y%) (1.21)

Obviamente, para qualguer g, a origern é um ponto fixo de (1.21) e além disso o
sistema (1.21} satisfaz a condicdo (2) acima {ef. [HK] )

i

Seja punsly, #y, ... 2, o polindmio universal {que é definido sobre N com coefi-
cientes em Z}. Pelo teorema de Lagrange, para qualquer natural ¢ existem inteiros ap,
ay L os e g tal que @ =14+ 5L (@), Seja entdo p o seguinte polindmio,

[ZE TR PR S P RO SR SN R, ST Y} =0
4 4 1
oF p . 2 d 5 . . ) R
= p-‘u.-n:é-:.-'(ya b+ Z(_;E"i _,-'f'.) ERRN :-1 + Z(“j,-ﬁ ) 1 ?-I + Z(_“z::-i_) )
PE=31 i=1 i

Vamos considerar agora a Tuncio g lon, o Bawe Yio e o o, Yae | defimida por
- o A, ' b " T .

ol Bt o B et ) = {4 _)3(:3)‘)‘(:1:1 s eos Lgen 1

EES
Z{\.{fg )(!Ia ("{‘.’i? g B “‘1'_)_.} — 1 f!’g‘}
i=1
. L, .
onde g, = af =~p?). Observe que, se y; == sen 7y, teos, para cada m vaiural,

i
usando a proposigio (1,12},

(VE € B (7.7) < 0] & ((¥7 € B®)[Bpl#, m) > 1/
& ((VF € RMYBp(T, m) > 1]
& (VE € 2)p(#,m) £ 0] (1.22)
Portanto o conjunto A = {m € N: (V¥ € B¥ )1, (7. 7) < 0]} ndo é recursivo, pois A
nao € enumerdvel recursivamente.

Vamos considerar agora o seguinte sistema, definido em R,

.ii't RO

T T ouN



com ¢ = 1,... dv. Sobre condigdes iniciais adequadas, as fungdes,
(f
v (1

J o= send
)
it o= senwa ()
)
)

w08

H,?U
oft

= cos ;{1

580 sulugdes de (1.23) e entdo, conforme da Costa e Doria [dCD7, p. 1895], o vonjunto
B={melN (Vi€ RMpnle (0 o280 o yslt)) > 0]}

Ao é recursivo, pols pela primeira tradugdo de Richardson m € B <« (V7
2 p(F.m) # 0. Isto parece ser uma consequéncia de (1.22), TIas como -'r*- & uma
funcio ;‘}?ruid'ica do tempo #, entio B = {m € N (¥t € R){,{F(1), 7(1)) < 0]} pode
ser enumeravel recursivamente, pols como cada x.(1) é limitada, if’ﬂ}t)‘s

(71 € R)ptan (F(2), 4(8)) < 0] 55 (VT € R (7, 7)) < 0]

Como nao sabemos como contornar este problema preferimos isold-lo como wmna
hipdtese:

Hipdtese. O conjunto B = {m € N (V¥ € R){ .. (F0t), #(1)) < O]} nao é recursivo,
Considere agora a seguinte famiflia enumerdvel definida sobre R 2 ¢4 = 1, .. 4

"f == g+ if{.:!-i??a(:g:h PEPRPIPA 2 EYENN T AP ;E!am_) — 82 - 7?2_):
é _"L ?.}(.!’éil?l,(_:}:'].f! ceea Ty His e e ffhl) - 82 - ?,;2)?

j =

¥ o= iy,

B a1 123 TP (1.24)
=40

{i‘.'-.l,: L TR

?;') — e ;'3:?'_
Entao a origem ¢ um ponto estaciondrio deste sistema, que ¢ polinomial e além disso.
dado m,

o s¢ pura todo 1, p, (1) <0, entdo a origem € estdeel®. Basta notar que a fungéo

e [dCDT], da Costa e Doria apreseniam wma demonsiracio na qual a origem neste caso &
assintoticaments estével. Tto ndo ¢ possivel pols as coordenadus oy, 1, 20 & 4y que aparecern nas
curvas gue séo solugdes de Afwm) sdo Lodas fungoes pertddicas e portanio nio satisfazemn a condigio de
estabilidade assintdiica. Mas a demonstragdo ainda funciona se repassarmos estabilidade assintotica
por estabilidade, como fazemos aqui.




Voo BT R definida por

. . . N 1 ONTER L E
V0t o e Fre e D By ey Ty W oty o) = [1/2E" + 7 + &7+
~e 2R 2
+ 3yt A+ 2wl +wly)

& uma funcdo de Lyapunov com V' << (e I7 -0, onde {7 ¢ qualguer vizinhanca
da origem, pois
TR 2 22
Vom (85 4y e — £ — 1)

o se existe 1 dal que p{f) > 0 enddo a origem ¢ instdeel, Isto é equivalente ao
Lema (3.6} de {dCDT].

A partir destas observacoes associadas a hipélese acima, podemos con-
mictals de A{m) tal que o conjunto {m € N

a origem de A{m) é estavel} néo € recursivo. Portanto nfo existe wm algoritmo, ou

cluir gue existem condicoes
seja, uma wagquina de Turing que decida quando a origem de um sistema de equagdes
diferencials polinomiais é ou nao estavel.

A solugio negativa do problema de Arnold depende da nao recursividade de K|
i.e.. da nao recursividade de 8. Em outras palavras, se T” & uma teoria aritimeticamente
consistente e Lo C Ly entdo para algum m, T 0{m) = 0e T (m) = 1.

Mesmo que ndo possamos demonstrar com T se 8(m) = § ou nio, pode-se con-
siderar nma extensdo T de T' acrescentando os axiomas “8{my) = 07, 8(my} = 07,

.o ou sefa, § pode ser visto como wm oracule no sentide uswal. Da mesma forma
que no caso cldssico, o fendmeno de incompletude, e por consegnéncia o de indecidi-

bilidade, ¢ um fendmeno persistente pois podemos definir uma nova funcao ¢ 1al que
'HHm)=0e T/ 0(m)=1. Como a Huguagem da analise ¢ muito rica, podemos
contlunar este processo indefinidamente sempre encontrando wma expressdo para as
novas funcdes que se comportam como § em cada nova extensio de T Este fendmeno
de persisténcia da incompletude e indecidibilidade serd refomado no capitnle 1.

Definigdo. O jump de um conjunto A, denotado por A’ é a relativizacio de K & A,
e,

Y __ A A

reA SreW! S elizl
Pela defini¢io de T-grau pode-se mostrar que A <¢ B se, ¢ somente se, A* <p B
Podemos entéo estender a definigae de jump para graus, te., se @ ¢ um T-grau o jump
de a . denotado por @ ¢ o gran de A'. De uma forma mais geral, o n-jump AU de
A ¢ definido indutivamente por

_/1({}.} — 4 ,’4.{'?1_5_.1'} — ('.A.{_n)')!
e o n-jump a de a é o gran de A™ para gualquer conjunto A €a, ie.,
a? = a gty o (:a('”'))’f
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Vamos denotar por #7 como sendo o representante para o' (note que § € 0 ¢ A é
o jump de §).

Pela eguivaléncia (1.11) podemos, através da fungao 8§ definida pelo teorema (1,14}
obter wma expressio para a funcdo cavacteristica Cyn em PA? que pode ser definida
mndutivamente da seguinte maneira: para n = 0, Cyo{m) =4, 80m,m); e para n > 0

e alpum g adeguado,

Cf{,ﬁn_.;»-l_](???-j} =1 & me M‘:Zm

i ( gl }{‘.:}’Iz{)}

- (th* cee s Y e N)Ep&(‘ [(ﬁ‘} pi} ;f} - )5 i 00n ."fz) = [}]
) oy e PO
e P, T, ol J< ! t}}} = 1.27
e Hg iy . .
: SISLTIS
Jogo Cunrn {(m) ==, 0w, Sl pipy (egin) )

Se ' é uma teonia e LPA’ C Ly, vamos denotar por TV g teoria forntada pelos
axiomas e regras de T' mals o8 axiomas “ng € gimim Ly € oy que descrevem
o conjunto Bt

. r P y . M o . X - [T
Lema 116, Se TU7FH & aritmeticarnente consistente, entao o8 (2] se, e somente
: Yy AT ;

¢ para a..}.gum EERAT
..:1-,[11-1._}._1_3 l_fﬂjh Y b= N:]

el !m\:ﬁ {rrn) . )
[Pumie (J{plen ), T, pt pg » NI ) = 0]

A demonstracio do lema utiliza o mesmo argumento da demonstragdo do caso

nio relativizado. Como o complemento do conjunto $* ngo é enumerdvel recur-
{ g(m)) mu}

sivammente em B, existe um indice (@) = J{p(r), J(m, pfp, 1} tal que
(47} P2, (e(BEY, F) > 0] e, utilizando o mesmo argumento da proposicio {_H&), este

fato ndo pode ser demonstrado por T+,

Covoldrio 117, Be T é aritmeticamente consistente e Lp o C Ly, entio para:

;:’i{ P ].} - ( {,;( {;f_{ m { 'm::} ) } } ?

o Bl P, e ) e
( Q}(m)) [ B\ f“m LT, ( Q} )) dr

woer b b By Puginlz, e(Bm))
lvp— 1] —ap+ 1

‘Ig{ F}.p:} —def

--.'x:iqh: umn '{1‘10(1{3?0 M tal gne ME A7) = 0 mas para todo n < m + 1, T
T n} b{ 3{m-§—.l} = {}




Corvoldrio 1.18. Seja T como na proposigao (1.17), entdo existe ¢ € Ly e um modelo

M tal que M= Plo), 70 ¥ P(c) e 700 i = P,

Demonstragio, Se & e £ sio tais que T F P o T b = P(() entdo por um
argumento andlogo ao da proposicio {1.15), basta definir ¢ = £o{A"FH) &+ (ol —
3{?11-{“1:}3 o

Diante desses resultados € natural perguniarmos o gue acontece se acrescentarmos
a T todos os axiomas que caracterizam os conjuntos K. Isto pode ser feito da

seguinte maneira.

Definicdo. _
%Em'} et {(fi.'??;’> FE € w{u)}

laot1) s { @iw):)f

Jonsegquentemente a fungdo caracteristica de §* ¢ dada por
Consequentemente a func@o caracteristica de % ¢ dada por

(.‘{a(u P {rg},(m] { 111’ {?'31 j )
e se o T-grav de 0% ¢ denotado por 0% entdo se &Y = (067Y entdo WY é o
orau de $0T1 pois A € 0 se, e somente se, A’ € g,

Por win argumento similar ao do coroldrio (1.17), pode-se obier o seguinte:

Proposigico 1.18. 5e T' é aritmeticamente consistente ¢ Lp o < Ly, entdo paras

AU = (G (),

. @ B(YPymis (2, (1)) e
(ile {wl [ / iy e LR

) (E ((5 )) Jooo 1A B(‘; P, u_}.]__i?_.{l;'{':? (.;.:{_@W«’) })
Bloyp) = fypl — yp -+ 1

dx

existe um modelo M tal que M= At = g mas T®  4WTH = e T

Se £ e { sao sentencas de Lr, entdo € e { sdo demonsiravelmente equivalentes se
T'HE e (. Se Lpp C Ly entdo a sentenca £ € Ly ¢ aritmeticamente expressavel
em T se ¢ é demostravelmente equivalente em 7 a alguma sentenga de Lpy.

Proposigio 1.20. (Incompletude ndo aritmética) Seja 7" como na proposicao (1,19},
Entao dado gualquer propriedade nao trivial P em Ly

]
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{1} Existe uma familia de expressoes ¢, € Ly tal que o conjunto {m : P(g, 1} nio
@ Tecursivo.

(2} Esxiste mma expressio ¢ € Ly e um modelo M de 7' tal que M P{¢) enquanto
gque T Y Plsye T —P(c).

(3} ¢ € ¢ 1180 sdo expressaveis arilmeticamente.

Demonstragio. Sejam & e ¢ termos de Ly tais que T P&y e T'F 2 P((). Para (1}
basta tomar
S g ECgern{m) + (1 — Cyraqn{m )i

Para o ftem (2] tomamos ¢, = {390 4 ({1 — =) Além disso, como ja foi
observado, nem A2 gem Cpuan sio expressdvels aritmeticamente, O

Em vista destes resultados, em [dCD5) da Costa e Dorla observam que,

{...} in general nothing interesting can be decided and very lttle can be
proved {...} At the same fime we recelved notice that our results were at
first tiet with dishelief by researchers in dynamical systenis precisely due to
that very general incompleteness statement; it was then argued that those
resylts were correct but “strange’ due to some undetected conceptual flaw in
the enrvent view on the Joundations of mathematics.

)

Yei our assertions have a very clear, let ns say, pratical meaning: if what we
mean by ‘prool” in mathematics is algoritmic prool, that is to say, something
that can he simulated by a Turing machine, then very difficult problems
are to be expected everywhere at the very heart of everyday mathematiesl
activity.

]

What can we make out of that? We do not think that there is any essencial
flaw In the present-day view about foundational concepts; however we think
that our incompleteness theorems point out very clearly where the problem
lies. Nothing will be gained by adding ‘strongerand ‘stronger” axioms to
ont eurrent axiomatizations. But we certainly must strenghten our corrent
concept of mathematical proof. Turing-computable proofs are not encngh,
for Church-Turing eornputation is not enough. We must look beyvond.

Vamos preferir interpretar estes resuliados como evidéncia da inadequacdo do con-
ico pard questies abstratas de indecidibilidade, como por exem-

ceito de algoritmo clds
plo, as questées propostas por Arnold. Discutiremoes este ponto de vista nos proximos

capitulos.
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2. Revendo as Idéias de Arnold

liste capitulo deve ser visto como o gatilho temdatico deste trabalho. Vamos rever
a critica de Arnold a solugdo proposta por da Costa e Doria a seu problema e analisar
breveremte os motivos que levaram Arpold a formula-lo.

Tendo em vista estes objetivos, vamos rever num primeiro momento, um resul-
tado do préprie Arnold sobre nsolubilidade algébrica do problema da esiabilidade
para pontos singnlares de equacoes diferenciais. O que realmente importa aqui ¢ a
interpretacio deste resultado e sua rela¢do com a critica de Arnold,

Com isso pode-se precisar emn que sentido v conceito de algoritmo classico nao
é adequado, pois neste caso, 14 se pressupde ermn que fermos uma solugao deve ser
esperada. Isto nos remete a uma observagio de Kretsel [Kri]:

Mathematicians understand problems which leave open in whatl terms they
are to be answered, and recognize their solutions when they see them! for ex-
ample, Higman’s solution, by use of classical recursion theory, of the question:
Which finitely generated groups are subgroups of some finitely presented
group? Nebedy told him just how the word *which’ was to be narrowed

down.

Como subproduto desta analise discutiremos brevemente o sipnificado dos resul-
tados de da Costa e Dorla sobre mmdecidibilidade e incompletude frente a uma inter-
pretacao “mals realista” do problema de Arnold. Fazendo isto esperamos enfatizar,
por coniraste o que estamos tentando fazer.

A. Insolubilidade algébrica do problema da estabilidade.

0 estudo topoldgico de pontos singulares de campos vetorias, que inchil estabil-
idade das orbitas préximas a estes pontos, assim como o estudo de bifurcactes de
familias de campos vetorias é em esséncia o estudo do espaco de fungdes dividido em
varias partes correspondendo aocs virios tipos de degeneracoes {cf. [Ar3]). A fun
de contornar o problema da dimensionalidade infinita do espaco de fungdes, fot intro-
dugido wm aparato de aproximagdes fintto-dimensionais do espaco de funcoes chamado
de variedades de k-jatos que vamos passar a definir,



Defindcde. Sejami M e N variedades diferenciaveis e f, g 1+ M — N funcdes difer-
encidveis. Vamos supor que f(p) = g(p) = ¢ para algum p € M. Fntdo [ e ¢
sa0 l-tangentes em p se as diferenciais (df}), e {dg¢), coincidem enquanto fungdes
{{df ), (dg)y - LM — T, M, onde T, M denota o espago tangente de M em 2z). Dize-
mos que f e g sao k-tangentes em p se (df ) : TAM — TN é (k — 1)-tangente a dg em
qualquer ponto de T, M. A relagdo de &-fangéncia num ponto p entre duas fungdes é
na verdade nima relagao de equivaléncia e serd denotada por ~ .. Vamos denotar por
JHM, N)ps 0 conjunto das classes de equivaléncia sobre ~ , das fungdes f: M — N,
oude f(p} = g. O espago de k-jatos de M em N ¢é definido” por

J¥ (M, N} =, Uinayesd xn J '}“(_ M,N "}?_,‘ p

Dado wma funcho diferencidvel f: M — N o k-jato de f, denotado por 7% f, é wma
funcho definida de M em J¥{M, N} da seguinte maneira:

i* F(p) = a classe de equivaldncia de Jem JH(M. Nlpsto

Seja o = (..., ) uma neupla de inteiros ndo negatives. Entéo

— gy —f pude I e
dee T AP Pyt Quee ' ?

Proposigao

2.1, Seja I/ um aberto de R, pum ponto em U e f,¢: U/ — B™ fancoes
diferenciaveis.

Frtdo.

Sbent o =]
g & Tty = 20
frpeg & ——(p) = 5—(p}
F ™oy ¥ e P Do ¥
para qualquer @ com |o] < kel <4 < moonde f; e g sho as fngdes coordenadas

determinadas por f e g respectivamente e 2, sao coordenadas sobre {7,

A prova desta proposicdo pode ser encontrada em [GG|. Como corolaric deste
resultado temos que [ ~p, g e, e somente se, as expansdes de Taylor de [ e ¢
em p até ordern k coincidemn. Na verdade 7% f(p) é apenas uma forma invariante de
descrever a expansdo de Taylor de f em p até ordem A No caso em que M e N sao
os espagos B™ e R, respectivamente, podemos identificar 7% f(p) com a matriz dos
coeficientes da expansio de Taylor de £ em torno de p. Assim 7% f(9) é o conjunto de
todas as funcdes cujas expansdes de Taylor em torno de p coincidem até a ordem £.
Se g € 57 f{p) dizemos que ¢ é um representante de 7% f(p).

YE possivel mostrar que J* (M N possul nma estrutura natural de varledade diferencidvel {of.

GGl



Definigdo. Seja f 0 B® — R™ uma fungao diferenciavel e p um ponto singular de f,
ie.. f{p) = 0. Um jato j*f(p) é positivo em relacio i estabilidade de Lvapunov se
todos os seus representantes sdo estaveis, no senfido de Lyvapunov, em p. Dizemos
que j* f{p) é negativo se todos os seus reprosentantes sio instéveis em p, e 7 f(p) &
neutro com relagio 4 estabilidade de Lyapunov se 1% f(p) ndo é positive nem :{'1{-:ge1.f;i{»’o.

Eremplo. Se f : R* — R* é uma funcdo diferencidvel, p um ponto singular de [ e
Dfi{p) é a matrix do Jacobiano de f em p, entio € possivel mostrar que, se todos os
autovalores de D f(p) tém parte real negativa, p ¢ um ponto de equilibrio assintoti-
camente estdvel da equagio diferencial @ = f{z) (¢f. [HK]). Por outro lado se pelo
rmenos v autovalor tem parte real estritamente positiva, entio p € um ponto de equi-
librio mstavel, Assim, dado um ponto p e qualguer funcao diferenciavel f R - R®
singular em p, ¢ possivel caracterizar, através de um nimero fintto de igualdades e
desipualdades envolvendo as derivadas parciais de f em p, os conjuntos de 1-jatos
positives, negatives e neutros com relagac a estabilidade de Lyapunov.

Definicie. Seja p € B ¢ ¥V a classe dos campos vetorials para o8 quais p & um ponto
singular. O problema de determinar para quals campos vetoriais de V. p ¢ um ponto
de equilibrio estavel ou instavel ¢ algebricamente soltvel se as seguintes condicoes
sae satistertas:

{1} Semialgebricidade: Os conjuntos de N-jatos positivo, negative e neutro em
relacho & estabilidade de Lyvapunov sio subconjuntos de JY(R™ R") semial-
gébricos para cada N,

{2) Quase determinagio finita: A codimensio da subvariedade dos NV-jatos new-
tros na variedade JY{R" R") tende a oo quando N — oo,

Isto significa gue o conjunto das fungoes para as guals nae é possivel mostrar, a
partir de qualquer niimero de termos na série de Taylor, se uma dada funcio deste
conjunto satisfaz ou nho uma certa propriedade A, que neste caso é a propriedade
da estabilidade de Lyapunov ¢ nmito “magro”, Le., ele tem codimensio infinita no
espago de fungdes.

R. Thom mostrou gue o problema da classificagiio topoldgica de campos de vetores
¢ algebricamente solivel {¢f. [Ar31), mas no caso do problema da estabilidade, Arnold
mostron o segiinte resultado, que implica que o problema da estabilidade de Lyapunoy
¢ algebricamente nsolivel:

Teorema 2.2, {Arnold, [Arl]) Existe uma familia de jatos de codimensao 100 no no
espaco JO(R?, R?) cuja interseccio com 0 conjunto de jatos newtre nao é um conjunto

semialgébrico.
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Em vista desta impossibilidade,

There remains some hope Tor the existence of a nonalgebraic algorithm, nev-
artheless, Le., that the property of almost finite determinacy holds™: the set
of germs whose topological type (or stability ] is not determined by any finile
segment of the Taylor series may have infinite codimension.f Ar3]

B. Discussao.

A partir destas observacdes podemos inferir que,

{a} & bastante ¢laro gue o problema de Arnold como formulado originalmente em
[Ar2], foi colocado em func¢io da nio existéncia de critérios algéhricos:

Is the stability gproblem for stationary points algorithmically decidable? The
well-known Lyapouncv Theorem solves tha problem in the absence of eigen-
values with zero real parts. In more complicated cases, where the stability
depends on higher order terms in the Taylor series, there exists no algebraie
criterion.

{b1 O ponto central e que, fazendo isso, Arnold coloca em evidéncia o cardfer
algoritmico dos cridérvios de classificagio |, como é conhirmado pelo seguinte
comentirio e [Ar3] (ja citado):

There remains some hope for the axistence of a nonalgebraic algorithm, nev-
ertheless, Le., that the property of almost finite determinacy holds {...)

O ponto crucial é que a simples existéncia das condigdes (pla) = 1)V (pi(z) > 0}
que caracterizam o0s coinjunto de jatos positivos, negafivos ¢ neutros, juntamente
com a condicio de quase-determinacao finita, seria uma solucdo do problema, nao
importando se alguma destas desigualdades é decidivel ou nao.

I claro que o algoritmo algébrico em questiao nao ¢ equivalente a Turing-
computabilidade, pois considerando o sistema A{m)} definido no capitulo [, usado
para mostrar que o problema de Arnold € indecidivel, ag préprias condighes sohre
ity determinam se a origem & estavel ou ndo. Temos entdo, neste cago, um critério
algébrico.

Mas como vimes, o problema de Arnold tem wma solugae negativa. Para isto for
necessario precisar o sentido de “ser decidivel algoritmicamente”. Em vista da solucio
de da Costa e Dona, Arnold abserva que {cf. [Ar4]},

oo wm resultado relacionado ao principio de quase determinagio finita podemos citar {To]
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Integers were introduced in the formulation ouly fo avoid the difficulty of
explaining the way the data are writtes on the machine’s tape.The more re-
alistic formulation of the problem would require the definition of an analvtic
algorithm working with real numbers and functions (defined as symbols),
The algorithm should permit arithmetical operations, modulus, differentia-
tion, integration, solution of nondifferential squations {also for rnplicit func-
tions in situations where conditions for the implch function theorem are
violated ), exponentiation, logarithms, evaluation of “computable” functions
for “computable” arguments.

The conjecture iy that with all those tools one is still unable:

1- To salve the general stability problem starting from the right hand side
functions as symbols with which one may perform the preceding operations,

2- To selve the above problem for polynomial vectorfields with real or
complex coeflicients.

3- To solve them with integer cosflicients.

However as far as | know there are no words in logic to describe the above
problem and I have thas preferred to stop at the level of algorithms in the
usual sense (..}

Assim, admitindo a hipétese do contendo algoritmico dos criténos de classificagao,
a formulacdo do problema em termos de algoritmos cldssicos seria wina primeire aproz-
imecde a uma sohicdo, mas smadeguadae se interprefarmos o problema orginal em
funcieo da nao existéncia de critérios algébricos, que corresponde a lormulagao “mais
realista’.

F evidente neste ponto o contraste entre a forma de tratamento esperada ao prob-
lema de Arnold, expressa pela possibilidade de que o critério de quase determinacéo
finita seja satisfeito, e os resultados de da Costa e Doria expostos no capitulo anterior.

Como 34 ol observado no capitule I, podemeos interpretar os resultados de da
Costa e Doria sobre indecidibilidade ¢ incompletude geral {coroldrios {117}, {118} e
proposiches (1,19} e (1.20}], como uma evideéncia da inadequacio do

conceito de algoritmo classico para tratar peoblemas do tipo acima. Pois através da
identificacio de algoritmos e provas, incompletude e indecidibilidade se confundem, e
o (e importa aparentemente neste caso é a existéncia on nao de algoritmos ideais que
nao levam em consideracio se as operagoes envolvidas nestes critérios sido decidivels
I ETIN

Podemos extrair dessas consideracoes as seguinies problemas (ja citados na intro-
ducaol:

Problema 1. Existe um “contedde algoritmico™ permeando os critérios de classificagdo
de pontos singulares. Como formalizar a nocdo de algoritmo por traz desses critérios?



Problema 2. (ual o sentide de “computivel” induzido por estes novos conceitos?

Na verdade estas questdes sdo casos particulares de uma questio muito mais geral
considerada por Kreisel em [Kr1]:

Is there such a thing as e general concept of computation? or the related
question:

Is there such a thing as an extension of Chureh’s Thesis to general {absiract)
strulures?

Se a resposta para estas questoes forem negativas, talvez seja matematicamente
proveittoso ver os procedimentos algoritmicos implicitos por exemplo na estrutura da
teoria de classificacao de singularidades, ou no caso do problema de Arnold, como
computivels. Isto também € explicitado por Kreisel:

{1} if the answer is positive, we have to do with the analvsis of a concept,
apecifically a phenomenological analysis of the kind given by Turing for me-
chanical computations of number theoretic functions. The mathematics has
here much the same role as in the vatural sciences: to state rival hypotheses
and to help one to deduee from them a consequence, an experimentum crucis
which distinguishes between them; one will try to avold artefacts and svs-
ternatic error. Equivalence results do not play a special role, simply because
one good reason is befler than 20 bad ones. which may be all equivalent
because of systematic error.

{it} i the aswer iz negative, {...) It may still possible to use some idea of
‘general computation” in a metaphorical way for applications {which do not
in furn refer to the metaphorl. What one has to gnard agalnst is to imitate
mechanically the basic development of clagsical recursion theory. specifically,
at least many of the basic theorems were used in connection with Turing's
{genuine} analysis, not for their pure mathematical interest. It would be
guite unreasonable to suppose that generalizations of these same theorews
will be useful for applications of generalized recursion theory,

Esta posigio de Kreisel j& adverte contra a jnutilidade de uma generalizacio apenas
formal da teoria da recursdo, que nao traria realmente nenhum nove aparte a um
conceito genuinamente novo de computagao generalizada. Mas como veremos, apesar
de 0 conceito de computabilidade sobre estruturas abstratas ndo trazer de fato nada
novo, do ponto de vista conceitual, ao conceito de computagao, ele pode ser 1itil do
ponto de vista matematice ¢ ganhar wm novo sfalus conceitual.



3. Novos Rumos para a Computabilidade

Neste capitulo serdo discutidos, sem nenhwma pretensio de completude, algumas das
idéias de dois dos principais trabalhos cldssicos em teoria de recursio sobre estruturas
abstratas, que sdo [Mos 1, 2] e [Frl], além do trabalho de Blum, Shub e Smale
[BSS] que tem por ménto fornecer exemplos de aplicagio desta teoria sobre algums
estruturas particulares como por exemplo, anéis e em particular o corpo dos reais.
Acreditamos que os resuliados deste capitulo, jntamente com o material exposto
nos capitulos precedentes, suporfam as seguintes feses {j& colocadas na introducgio):

T1 A teoria da computabilidade sobre os reais, no sentido de [BSS], constitui uma
primeira aproximacao a nogao de algoritme analitico proposta informalmente
por Arnold {apud [dCD6}).

T2 Embora o conceito formal de computabilidade sobre estruturas abstratas nao
acrescente nada genuinamente novo ao conceito de computagio, ele pode ser
util do ponto de vista matematico.

A tese T2 deve ser vista com culdador néo se pode falar no conceilo de com-
nutabdilidade sobre estruturas nbstratas, pols dada uma estrutura A, é possivel definir
varias classes distintas de “funcdes computavels sobre A7 dependendo das capaci-
dades dos processos algoritmicos escolbidos gue definem estas classes . Sendo assim,
a relacio de inclusao entre estas classes depende da estrutura em questao.

Por outro lado o concelto de esquema de definigao efetivo, denotado por EDE.
introduzide por Friedman em [Frl], parece ser tao geral que captura qualguer ontra
nogas de computacao gerada por um algoritmo. Isto se deve ao {ato de que um EDE
captura a “topologia” de qualquer algoritmo, Le., 1 EDE descreve todos os caminhos
possivels de sequéncias de instrugdes de um algoritmo. Assim em T2, o conceito formal
de computabilidade sobre estruturas abstratas deve ser entendido como o concerto de
EDE.

A esséncia das diversas nocoes de computabilidade sobre estruturas abstratas é
declarar como computdvel as fungbes geradas por algoritmes abstratos®. Com isso,

Em [Mos 4, 5, 8! Moschovakis desenvolve uma teoria de algoritmos, chamada de teoria da
reenrgdo abstrata que val de enconbro a nossa andlise. Esperamos mum fture trabalbo, incorporar
estes resuliados aos nossos propositos.
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nao é levado em conta os possivels conteddos compntacionais das operacoes de cada
estrutura particular - onde, eventualmente, pode estar embutido alge novo do ponto
de vista conceitual, como veremos. () teorema (3.2) mostra que um EDE € equivalente
a wima maguina de Taring generalizada, e asstin o conteddo computacional de um
EDE, Le., 0 processo de computacdo envolvido, ¢ andlogo ao de uwma miquina de
Turing uvsual, Apesar disso, a generahdade de um EDE, e portanto a permissividade
do conceito de fungio EDE-computavel - que anula qualguer extensio do conceito de
computagdo gue possa estar embutido nas funcdes inicials ~ pode adquirir nm novo
status concettual:
o esta permissividade adquire uma certa funcionalidade em alguns processos
matemalicos gue aparentemente envolvemn aspectos algoritmicos,
o sendo assim, a teoria abstrata da computacdo pode servir de critério para
expressar tais processos,
K neste sentido que a tese T2 deve ser entendida.
{fabe ainda enfatizar agqui que vamos nos concentrar muito mais nas idéas do que
nas demonstracoes.

A. Computabilidade sobre estruturas abstratas.
Seja A um conjunto gqualquer, A% = AU {0} ¢ A" o fecho de AY sobre a operagio
(2.9} =5 {{r 91y}

Desta forma, os niimeros naturais 0, 1,2, ... séo identificados respectivamente com
0.(0,00,({0,00,0), ..., e assim N C A"

A sequéncia {(xy,...,1,) de clementos de A" ¢ ulentificada com o elemento
(r {me,. o (2000 ) de A% Se = {ay, ..., 2) entdo h{z) =, n e {2} =a 24
Além disso, para 5,0 € A, wls, ) =s e dst) =l pusr € A ze =dr = {(L0) ¢
7wl = 60 = 0,

Definicin. O conjunto PRIV é definido indutivamente por:
(1) Paratodo z € A" etodon €N, (1,n,2) € PRI
(2) Paratodoneital que 1 <i <1 {0on;+n0), 2on+1), Bin+24), (,n+1.0)
e {d,n+ 1,1) estdo em PRI
{3) Sege hesthoem PRI, (gle=n+1e(hly=mn, entdo (5.n, g, k) € PRI
(1) Sege hestioem PRI (g} = n+le(h)y = n+d entio (6,n+1,9,h) € PRI

Seja = 21, ..., ¢y uma lista de fungdes ¢ @ A® — PLA™) que pode inclusive ser
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vazia.

Definicao. Dado A, g{: W1, ..., onde cada ¢, € uma fungao n;-aria, e n € N, entao o
predicado *{ f}pr{u) = 2 é definido indwtivamente sobre A, i e n da seguinte maneira.
(G0 (= .i?..._,Z_). Se [ o= (0.n; + n,4) para algum n; € Ne, se {#, 2} C A" e
willy) = 2 entao {flpr(t. @) =2 (@ = :1:.';, ey Ay )

{C1) Se f={ln, y) ecx e A% entdo {fiprixe) = 2.

(C2) Se f=0n+1}e{w 2} C A", entio {] bor(z, @) = =

(C3) Se f=0.n +z) e s, e (s, 1)} C A, entdo {f}pr {s,t, ) = (5,1}

{C4q} Se f ={hLn+ L0} e{gmy, e} C A% entdo {Flpely, @) = 7y

{C4;) Se [ = {d,n+1,1) e {y, by, aj} C A*, entdo {flprly, ®) = dy.

{(C5) Se J = (5,n,4, i*) {9tprly. &) e {h}prle) =y, entao {flple) = =

(C6) Se f={B.n+1.9,h)e,

(a) h € }"fi’f ( e =n+4, 5 € A e {gtpe(y. @ }:: v, entdo {flpr(v.2) = =

{bJ ¥y = (s ) {f}i (“:33) I {/ }p.r(f-_«. 'L) = -{h}}-}_;_-_u_._-t.-,t.,?‘,_.,33} =z,
entao {7 bprl e;, 1=z

(C7) Se f={T.n7.4).7<ne
{g} _[}1"{"1'.3?5»'1.? Ty er s B Tjggs -2 ¥y ) =&

entao { fipr{®) = 2,

Fsta definicdo é andloga aos esquemas de Kleene [Ki11] para lungdes recursivas
primitivas, acrescentando @ como funcdes iniciais,

Definigdo. Uma fungéo ¢ 1 A" — P(A") é computdvel primitiva em ¢ sobre 4* se
existe f &€ PRI tal que para todo u & A™,

{1 pr () = {u)

e

Em ouiros termos, cada f € PRI define um funcional {fjpe(er. .o, @ ) sobre A%

Se 4 = § na definicio acima, entdo dizemos que ¢ é absolutwmente compuldvel
primileen em @ |

E possivel mostrar (¢f. (Masl]) que se @ é vazia e f{u) é computivel primitiva
sobre e leva N em N, entdo a restricdo de f a ¥ € recursiva primitiva noe sentido
usual.



Seguindo Kleene [KI1], o propésito de uma definigao indutiva usando indices, como
a definicdo do predicado {f}pr{u) = 2, é dar um sentido computacional a {f}Hu),
Da mesma forma que no caso cldssico, se {f} € PRI, entdo a propria definicio de
{f Hu) fornece um procedimento para computar {f} ‘médule’ as fungdes niciais de
@, gue podem inclusive nio ser classicamente computaveis, O que imporfa € que é
razoavel postular, come faz Kleene no caso classico, que a fun¢do que enumera a classe
das fungdes computaveis primitivas sobre @ também é computivel neste sentido. O
mesmo procedimento, quando aplicado neste caso mais geral, conduz a classe dasg
funcoes prime-computavels sobre A” definida por Moschovakis em [Mosl].

Mais precisamente, se [ 1 A" — P{A™) e filz) — 2 <4 & € [(x), entdo, uma
funcio ¢ A — P(A") é prime-computdvel em ¢ sobre A* se existe f € PRI, tal
gue para todo uw € A",

U prlw) = = & vlu) — <

onde PRI, ¢ definido indutivamente pelas mesmas cldusulas de PRI acrescentando a
clausula
(8,,?‘1 +am+ Ln) € PRI, para todo m,n

O predicado { ;‘}In« — z ¢ definido indubivamente pelas mesmas clausulas que
definem o predicado {f}pl(u) = z com as seguintes modificagdes: = é repassado por
— e a clausula (C8) é acrescentada, onde

(C8) Se f= B.n+m+lny e € PRI, e{a, y} C A entdo {f}prle, 2, y) = {e} @)

Um resultade de [Mosl] mostra que se g(i, @) é prime-computavel, definida e
gli, @) + A — A, entho a funcdo flz) = pyyloliie) = O] também & prime-
computdvel. Mas sohre um conjunto arbilrario A ndo existe em geral uma boa ordem
natural sohre a qual podemos vealizar uma operacdo de busca, como é necessario
para a definicio do operador g, Pode-se porém definir um operador de busca nio
ordenado v de forma analoga ao operador p:

vylgly, ®) — 6l — 2 Su gz 2) — 0

Note que vyigly, ) — 0] pode tomar valores em £{A"}.

Este operador pode ser entendido da seguinte forma: a busca é realizada por
um oraculo gue, embora nao possa percorrer todos os elementos de A™ num tempo
finito, pode procurar através de partes arbifrariamente grandes de A*, ou melhor,
este oraculo realiza uma busca sobre uma boa-ordem em A” que sempre existe {pelo

axioma da sseolha), ¢ o ordculo sabe qual €, emmbora “esta boa-ovdem pode ndo ser
definivel em termos de quaisquer conceitos gue um ‘computador humano’ entendera”

{cf. [Mosl]).



A classe de fungdes search-computdveis ¢ obtida a partir da classe de funcdes
prime-computavels como sendo o fecho desta classe com a operagdo de busca nao
ordenada. Como observa Moschovakis [Mosl].

it appears to us that Church’s thesis cannot be stated for abstract domains
with the precision with which it is stated for the natural numbers. By this
we mean that in the absence of more specific information about 4 and @,
one cannot define a class of fanctions on A® which & 50 intrinsic that one
can assert without reservation that it ig the class of all funciions on A4*
intuitively computable from . Instead we would suggest that the classes of
prime computable and search computable functions form natural bounds for
effective computability. We state this precisely as our {weak) abstract version
of Church’s thesis, for single-valued absolntely computable functions: people
who believe in the computability of arbitrary constants on an arbitrary set
would wish to omit the word “absolutely”, but we have our reservations on
this.

Lel ¢, E be subsets of A*. every single-valued, totally defined function on
to E which is the restriction to O of an absolulely prime computable function
is intwitively effectively computable (from ). Every single-valued lotally
defined function on (' o E which is intwitively effectively computable {from
w}ois the restriction to (' of an absolulely search computable function.

Isto sugere que o conterido compuiacional embutido na definicdo de funcio prime-
computdvel pode ser capturado pela nocdo formal de recursio, assumindo a Tese de
Church,  Em outras palavras, a nocao de prime-computabilidade sobre estruturas
abstratas ndo acrescenta nada genminamente novo ao conceity de computacao usual,
pols 0 processo computacional envolvido ndo leva em conta se as fungdes Inicias sdo
ou ndo computivels em algum sentido, mas simplesmente assume como computaveis
todas as funcdes inicials, que passam a desempenhar um papel andlogo ao de ardculos,
comoe na teoria classica. De fato parece ser possivel mostrar, como veremos, que uma
fungao prime-computavel em @ sobre um conjunic A” é computivel por uma maguing
de Turing generalizada sobre a estrutura {(Ae). E assim a analise de Turing pode ser
aplicada.

Por outro lado, aceitar gque a definicio de search-computabilidade possui um con-
tendo computacional implica em aceitar que o exiema da escelha envolve wm processo
computacional. Deve-se notar que o operador de busca {ol introduzido no processo de
computacan e nio dedarado como operagio inicial. Apesar disto, parece claro, em-
bora ndo demonstramos, que search-cornputabilidade pode ser capturada por prime-
computabilidade: basta considerar uma estrufura mals complexa onde o operador de
bugca pode ser declarado como uma funcio inicial. Isto aniquila o conteido computa-
cional do operador de busca, pois quando considerado como funcdo inicial, perde sen
status inicial.

34



Vamos nos deter win pouco mais na afirmacdo de que o processo de computacio
envolvido em prime-computabilidade nao traz nada genuinamente novo ao conceito
de computacio,

Em Fri], Friedmam observa que,

Turing's analysis (as improved by Kleene and others) gives a mathematical
analysis of confignrational computations: one operates only on a fixed finite
set of symbols which at each stage are arvanged in a finite configuration in
which the same symbol may occur in many different positions,

Baseado nesta observacdo pode-se dizer que uma méquina de fiﬁ‘uring descreve
uit procedimento algoritmico que avalia uma funcao parcial sobre o conjunto
{ag, . . 0.} de todas as sequéncias finitas formadas sobre o conjunto finito de sim-
bolos {ay,....a,}. Este procedimento algorfimico é exatamente a sequéncia de in-
strugoes realizadas por wna maquina de Turing a cada passo, Le., comparar configu-
racoes linerares e modificd-las de acordo com o resultado da comparacio”.

Assim temos am procedimento algoriimico que descreve comoe a maguina opera,
1L.e,, um conjunto finito de nstrugbes aplicado a uma estrutura particular cujo universo
¢ 0 conjunto {ap, ..., 4, 1" e as fungdes e relaces bdsicas sfo exatamente as operagles
e comparacoes na definicio de uma maquina de Turing,

A idéla crucial de Friedman ¢ abstrair esta nogdo de procedimento algoritmico
desvinculando-a de gualquer estruiura particular, nao especificando as operaghes e
testes basicos, ¢ nem o dominto de aplicacao.

Assim cada procedimento algoriitiico, guando aplicado & wna estrutura particular,
define uma funcie parcial sobre o dominio da estrutura deda a ebilidade de realizar
as operucies e testes basicos da estruture.

Mais precisamente, seja L uma Inguagem de tipo fintto ¢ ¢ A nma interpretacio
de L, e, um umverso nao vazio & com constantes, relaces e funcdes sobre & cor-
respordentes ao tipo . Um procedimento algoritmico finito, denotado por PAF, é

nma sequéncia finita 0y, .. ., [, onde cada £ tnstrucio de uma das seguintes for maam
o flay, oot
se Rixy,...,2,) ent8o ¢ caso contrario j
pare

Se estag instrucdes sdo interpretadas sobre uma certa estrutura relacional A com
dominio 12, te,, inferpretando todos os f e B como fungdes e predicados sobre 1), ¢ ;.

“Cabe lembrar aqui gue em [SB], Sieg ¢ Byrnes generalizam o concelto de maquina de Turing a
outras configuractes 2 também o argumenios de Turing, que snportam a tese de Choreh-"Tuning, a
estas novas maguinas, chamadas de K-graph machines.

1WA definicdo de Friedman ¢ mais enidadosn, mas ¢ ent esséncia a mesma.




y como variaveis tomando valores emn D, entdo um PAF se tranforma num programa
{usnal) que computa uma fungao parcial sobre D assumindo que o valor das fungoes
iniciais aplicadas a wmn elemento qualquer de D e relagées sao sempre fornecidos
quando necessirio (por exemplo por um oraculo). Neste caso vamos dizer que as
funcoes e relagdes inicials sio ‘computdveis a priori’.

Podemos adicionar A lista de instrugdes, varidvels e operacdes sobre os nimeros
naturais do tipo

¢ o= ()
¢=1n4t1
se ¢ = ¢y entdo ¢ case contririo j

Ui PAF qgue também uliliza estas Intrucdes sera denotado por PAF,. Se oz nimeros
naturals € as operactes acima podem ser simulados pelos elementos e operacdes da
estrutura entdo é infuitivo que PAF e PAF, coinecidem (cf. [Fri]).

Observe que estamos assumindo gue todas as operagbes de um PAF sdo com-
putavels g priori, Le., as operagoes de armazenar quaisquer elementos do universo de
A, caleular as funcdes basicas de A e decidir as relaghes basicas de 4. Dependendo
da interpretacio, a fungdo definida por um PAF pode ndo ser computavel no sentido
usual pois a definicio acima permite, por exemplo, operagdes nio computavels clas-
sicamente como, por exemplo, a capacidade de armazenar wm mibmero Irracional ou
comparar quaisquer dols numeros reais.

Vamos supor agora que, dado uma estrutura A, assumimos como compuiavel
{mesmo num sentido metaforico) as fungoes e relacdes basicas de A, A partiv deste

2t

pressuposto, wma guestio natural é saber se toda fungio “intuitivamente computavel”
sobre A & PAF ~computavel {sobre 4).

Uma primeira tentaliva de responder esta questdo € aplicar a mesma analise de
Turing, levada a cabo em [T], no contexto de estruturas abstratas. Isto pode ser feito
adicionando a wma méaquina de Toring usual a capacidade de, armazenar quaisquer
clementos do dominio de A, testar quande vma relacdo basica é valida e, se [ ¢
nwma fungao basica, substituir o conteddo de qualquer célula observada na fita por
flay, ..., 2,). Entéo espera-se que esta maguina de Turing generalizada, denotada
por MTg. produzs fungdes “vomputaveis” assumindo que as operacies e relactes da

estrutura sdo “computdveis”. Isto foi desenvolvido por Shepherdson em [Shl] e é uma
aplicacio do mesmo argumento usado por Turing {T].

Portanto, a partir desta Tese de Church-Turing relativizada obtida por Shep-
herdson, wma MTg ndo traz nenbum refinamento ao conceito de computagio, pois o
processo de comaputacao que estd envolvido nos passos de uma MTg € exatarmente o
mesme do que em wna maquing de Turing usual. Mais precisamente, uma maquina
de Turing opera sobre um nitmero finito de simbolos ordenados Iinearmente e a andlise
de Turing é uma analise matemdtica do conceito Intuitivo de computabilidade hnear.
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Assummindo a preovi que as operacdes e relagdes da estrutura sdo computdveis, o con-
ceito de computabilidade capturado formalmente - assumindo que a analise de Turing
é correta — pelas operagies de nma maguina de

Puring usual é exatamente ¢ mesmo

envolvido nutna MTg assumindo o hipdiese inicial.
Concluindo a relagio entre prime ¢ search computabilidade ¢ uma Tese de Church-
Turing relativizada, se C4{MTg) e C4(PAF,.} sdo as classes de fungdes computavels

respectivamente por uma MTg e PAF,, entdo {cf. [Fri]),

Teorema 3.1,
(1} Para qualguer estrutura 4, C4(PAF.) C (74 (MTg).
(2} Existe uma estrutura B* tal que Cg.(MTg) € CUg«{PAF,).

Pavece claro que uma funcao PAF -computavel sobre wma estrutura {4,@) pode
ser sinutlada por uma fungdo prime-computavel em @ sobre A, pois pela proposicio
(3.3} abaixo, as funcdes recursivas parciais sdo PAF -computaveis e além disso, o pro-

cesso de reenrsao untilizado na definicao da classe de fungdes prime-computaveis €
exatamente analogo ao caso das lungdes recursivas parcias. O que ndo é o caso de

search-computabilidade.

Problema 3. Como comparar a classe das fungdes serach-computavels em @ sobre A*
com a classe das funcoes MTg-computiveis sobre (A.p)7?

Voltando ao trabalho de Friedman, num segundo momento ele mostra que alguns
dos principais resultados bésicos da teoria da recursio cldssica ndo sao mais validos
guando considerados sobre estruturas em geral. Isto pode ser interpretado da seguinte
maneiral em termos conceltuais, o sentido do concetio de computacao envolvido no
processo de computabilidade sobre estruturas absiratas € no méximo equivalente ao
conceito de computacdo cldssico, embora as classes de fungdes computdvels sobre
outras estruturas ¢ eventualmente bem mals anpla.

Estas observagGes parecem ir na direcdo oposta de nosso objetivo, que & o de
formalizar um conceito aparentemente mais geral de computacio smbutido nas ob-
servagdes de Arnold. O ponto crucial na argumentacis a favor da tese T2, é que
computabilidade sobre estruturas absiratas, embora nio seja uma extensdo conceitual
de “ser computavel no sentido usual”, é mais permissivel do que compuiabilidade
clagsica. e isto parece ser suficiente para os propdsitos de um algoritme analitico como
proposto por Arnold,

Seja L uma Hpguagem de tipo finito ¢, Uma L-frmula ¢ € chamada de semi-
algébrica basica se ¢ pode ser definida como uma conjuncio finita de {Srmulas
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atomicas ¢ suas _1"1¢3§;e1.§5§¢35 de tal forma que se ¢ ¢ Ay AL A A, entdo se { # § nao
ocorre 4; = B e A, = =B, Como L possul um ndmero enumeravel de simbolos, é pos-
sivel identificar as [ formulas semialgébricas basicas ¢ com seus respectivos nimeros

de (Godel ().

Definigin. Um EDE de tipo (n,m, o) é um conjunto enumerave! de sentencas {strings)
da forma.
¢ = 1

onde ¢; e £; sdo L-formulas e L-termos respectivamnente, construidos a partir de um
conjunto finito fixado de varidveis {xy,... %0, V1,. .., 0} que satisfaz as seguintes
propriedades:

(1} Quaisquer duas sentengas ¢ — £ e 1 — £ tém antecedeuies incompativels, i.e.,

sedé Ay AL ANA e € By AN By, entdo A; = —f3; para algum ¢, j.

{2y O conjunto {{¢;,4;}|¢ € w} é enumerdvel recursivamente.

Um EDE de tipo (n,m, o) define uma funcao parcial f o D% —» f) opde [ é
o dominio de qualguer estrutura de tipo o 111tf~1])1et-c1-ndo w — | por “se ¢ & ver-
dadeira entao o valor da funcio definida por este EDE € {7, Mais precisamente, wma
fungdo f(xy,...,%,) é EDE-definivel se existe um EDE {c) Uy ety U1, . 'a-m) —
falug, oo U, oy 2 3 € wl, onde os u's e v's sko varidvels tc;mmif« cada ¢; & uma
L-térmula %P{}lld}ﬂ("bl ica basica, cada #; é um L-termo e exisiem elementos Uy, ...,y
de I tal que [ ¢ defimda pela digjuncio de todas as condigoes da forma

f(_ﬂﬁ]_.: ey "?-"rzi = { SRR ELITTR L5 IR a‘m_} B ({5-5(_;1?17 R A LS E R “‘m_)'

A condicio {1) da definicio de EDE garante gue [ estd bem definida; os elementos
fi.. .- 0, sa0 chamados de parfmetros da definicdc . Na verdade EDF ¢ uma

generalizacio da definicdo de fungdes recursivas por casos.
Teerema 3.2, Para qualquer A de tipo o, C4(FAP,) C CL(EDE) e C4{MTg) = C4(EDE).

A demonstracio detalhada se encontra era [Fri] e os detalhes sao bastante técnicos,
mas segundo Shepherdson [Sh2],

YA definicho de fungdo EDE-definfvel em [FM] € win pouce diferante da definigdo em [¥ri] que
pode ser vista como uma definicio local, onde os parimetros da definigdo sho as constantes da
estritiva. Isto altera a classe de funcdes EDBE-definivels sobre cada estrutura. Apesar disto, como os
outros conceitos também sdo locals nesie sentido, ¢ os resultados de comparagio envolvendo estes
coneeitos valem Jocalmenie, entio & facil ver que fmnbdém valem globalmente. ie., permit‘imb I 08
pardametrog das definigdes sejam. quaisquer elementos do universo das estruturas. A definicao dada
acima ¢ compativel com [FM] que & mais geral e adequada para 08 nossos propdsitos.
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The argument applies not only to FAP or MTg but to any conceivable kind
of computation and convince us that in the EDE’s he [Friedman) really has
captured the most general notion of computability over abstract strucinres.

Apesar de existirem estruturas para as quals a classe das fungdes EDE computavels
nao comcide com a classe das fungdes PAF, computdvels {cf. [Fr1]), se a estruiura
for suficienternente “rica”, entio as classes coincidemn, Este é o caso por exemplo de
COTPOS £ ANeis,

Uma estrutura A é w-rica se existe wina funglo injetora 1 N — A e funcoes pred e
FC PAF-computavels sobre A tal que ¥{pred(n}) = pred{v{(n), ... ¥ (n)), ¥isuc(n)) =

suc(ind, . . op(n)) e, Plzeroln)) = ZEF3(¢(n), . .. ,¥{n)), onde Teva é a restrigio de

wma formula atdmica aplicada a termos PAF-computavels.

neguindo a notacao usual, se x € o ndumero de Godel de um L-termo formal €,
entdo {2} denota a funcio definida por £,
Uma estrutura ¢ estrutural se € w-rica e para cada n existe uma funcio PAF-

computavel vel,(y.xz,....2,) tal gne se ¥ & o nimero de Godel de wm termo

vy, ..o}, entao,

vab, ({xh, ey, o) = {a e, oo )

Proposicio 3.3, Suponha que A é w-rica. Se fluy, ..., %, ) é recursiva parcial, entéo

existe uma funcdo Flyy, ..., ¥.), PAF computavel sobre A tal que (flzy, ... o)) =

), L)),

Demonstragio (esbogo). A classe das funges recursivas parciais € a menor classe de
fungoes sobre os naturals que contém os polinémios, o predicado zere (), e ¢ fochada
por composicio, recursdo primitiva e p-recursic. No caso dos polindmios, como A é
w-rica & proposicao claramente é verdadeira. Nao e dificil mostrar que as operagoes
gue definem a classe Parc podem ser simladas por um PAF {(como por exemplo em
[Od]]. T

Como estamos assumindo que L é uma lingnagem finita, é facil ver que a funcio

truth, {2} definida como sendo o valor verdade da féormula atdmica de nimers de Godel
x, & PAF-computavel, pois para estruturas w-ricas vale a proposicio (3.3} o fruth,(z)
& classicamente recursiva.

Proposicdo 3.4. Se uma estrutura A ¢ w-rica ¢ estrutural entdo (/4{EDE) = O 4(PAF).

Demonstragio: Suponha que f{xy, ..., 2,) é EDE-computavel. Isto significa que exis-
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terry funcoes recursivas primitivas p e ¢ tal que f{ay, ..., 2,) é definida pela conjuncio
de clansulas da forma:

Flay, ey =0l — 1, o a0y, o ap) se iy, oo 8ty )

onde 4 € o termo com nmero de Gidel p(d) e ¢ ¢ a 6rmula com nimero de Gadel
giz}. Observe que, como A é w-rica, as fungdes recursivas parciais sao PAR-definiveis
sobre A, Le, se f{x) ¢ recursiva parcial entio existe, pela proposicac {3.3), uma
fungao F, PAF-computavel, definida sobre A tal que ©{f{2)) = F{i(2)).

Como p e g sdo recursivas primitivas sejam F e (@ tais que @{p(i)} = Plg(e))
o lgle)) = Q7). Entdo [ ¢é definida pelo PAF que procura um ¢(i) tal que
truth o lQUP0 e, Zneag, . - 0y € verdadeira, e entdo fornece o valor el
was{ P '

3 ) T S PO OO P 7% B

{onsequentermente para corpos e anéis de caracteristica zero as funches PAF-
vompuiavels comcidemn com as funcdes EDE-computidvets.,

B. Maquinas sobre anéis.

Prescupado com problemas de complexidade de alguns algoritmos em andlise,
principalimente relacionados com a questio de como encontrar zeres de polinémios de
forma eficiente, 5. Smale [Sm 1, 2, 3, 4Jobservou que a nocio de algoritmo |, concebido
como uma mdguine de Turing, € inadequada para tratar tais tipos de problemas, pois
wma maquina de Turing ndo € capaz de caplurar a matemdtica envolvida.

Baseados em alguns exemiplos de sisternas dindmidcos, L. Blum, M. Shub ¢ 5.
Smale [BSS] comecaram a desenvolver umia teoria de computabilidade baseada em
um modelo de mdguinas sobre nnés. Neste novo modelo, os elementos de um anel B
sa0 tratados como ohjetos definidos axiomaticamente, ou seja, considerando-se suas
propriedades basicas.

No ¢aso do corpo R dow milineros reais, esta forma de concepcao difere de algumas
das outras abordagens propostas para wma teoria de computabilidade sobre R, como
por exemplo em [PRY. Nesses trabalhos o8 nitmeros reais sho tratados coma sequéncias
de nimeros naturais, o que conduz ao conceito de nidmero real computdvel, isto €, a
sequéncia de formagao ¢ definida por uma func¢ao recurssiva primitiva. Assim, o
conceito de computabilidade sobre os reais computivels se reduz ao conceito cldssico,
e os resultados de indecidibilidade classica, por exemplo se aplicam de forma natural,

Seia R owm anel ordenado, comutativo com unidade. Vamos denotar por H™ a
soma direta @7 B.

-

Seja & = (X, 1) um grafo orientado e conexo de grau .V, onde X é o conjunte dos
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nos de G e IV é uma Tamilia de elementos do produte X x X, a familia dos arces de
(+. Suponha gue (7 satisfaz as seguintes propriedades:
{1} 7 possut exatamente um né @y, {input node), tal que, para todo y € X,
(w1 g U,
(2} G possui exatamente um no xzy, {oulpud node), tal que. para todo vy € X,
(v ) & U7,
{3} o conjunto dm sucessores de um né r em G, denotado por 1'% {x) tem no
maximo dois elementos. Assim, [H{a) = {w(r)} com_pu.tc.!.t-zrm.al node}, ou
UEiey = {v_ (&), v (o)} (Branch fz.ocft.__).
Uma mdquina M sobre R ¢ uma dupla (,®), onde & é um grafo orientado
e conexo de gran N satisfazendo as condigdes (1)-(3) acima, e & é um conjunto de
fun.qf)es {c_:f}-h ooy @t definidas por,
Yoyt B B <, 4 a inclusio,

( B

( ) = 1,
(3) s wil= 2, ¢; 0 B — R éum polindmio e,
(4)

@; B — R™ é uma funcio polinormial,

dn Rm — I, 0 < m, & a projecao usual,

Os andis R, B e B™ sio chamados, respectivamente, de inpul, oulpul e slofe
apaces e serao denotados por 1, O e 5.

Vamos supor que M seja uma maguina sobre K com X = {1,..., N} o conjunto
dos nds e 5 o seu espago de estados. A funcdo H @ X x § — X X &, chamada
de endomorfismo computacional, é definida por H{n, 2} = (8(n. 2}, y(n.2)}, onde
An,a)=nsen = N e caso confrario,

n se lTEinY =0
w(n)  selTE{nY =1
Sln,z) = vin)y se |G} =2¢ ¢ufa) <0
nl. sellEn) =2e gz} =0
n se IE(n) =0
e além disso,
x sen =1 ou 5 {n) =2l on |Ihin}] =0

yin,ay=¢" . o
(.. dutx)  caso contrario
Assim, a computacdo de uma maquina M sobre nm anel A com 'i‘r'spuf v € Ié
m;nmvmadd POT UIMA SEQUENCIA 20, Z1 vy Shyev o 5 € X X 5, 2o = {1,y (¥} e
= Hizp ) k== 1, ... Usando a terminologia, de sistemas dmamuos esta sequencia
¢ chamada de 6rbita de Y.

Uma condicdo necessdria ¢ suficients para que uma sequéncia zp, 21, ... 8eja wma
computagdo de M € que

= {1 iyl para alpgum y € I



o= H{zey)d, k=12, (3.5)

Dada uma maquina M, podemos definir naturalmente a partir de H, a funcio parcial
“computada por M7, gar 1 [ — O, Se my e my 830 as projecdes usuals, entéo,

o) = o) se wmlm) = N,
Eapl) =y, L .
indefinida caso contrario.

Observe que oy estd bem definida, pois se mi{er, ) = 71z, ) = N, entao ez, ) =
;'_‘r‘.-?('::k‘z )

Vamos considerar, inicialmente, somente as sequéncias zp = {rny, x5} satisf
as equagdes {3.5) com a condicao adicional ny = N para algum T < oo, Se existe num
tal T para algum y € . entéo 1" = T'(y) é chamado de tempo de parada de M para
computar ¢a(y). O conjunto de parada de M, denotado por Qs ¢ definido por

endeo

Qur = Ugeniy € IIT(y) < T}

Se Réumanele g : B — RB" é uma fungo parcial, entdo  é uma fungio computivel
sobre I se existe wina maquina M sobre R tal que, o dominio 0, de ¢ coincide com
Qe parle) = eae) para 2 € Q.. Um conjunto ¥ C R* é decidivel sobre R se
existem maguinas M e M sobre R iaisque Y = Qg e B — ¥V = Oy

Vamos denotar por (e (M) a classe de fungdes computdveis sobre £,

Podemos caracterizar indutivamente Uy ( R) da seguinte maneira. Seja Pp a menor
classe de fungGes parciais f: B — R™ {I,m, < o), contendo as fungdes iniciais:

(1} fungdes polinomiais (sobre By f: B — R,

(2} a funcao caracteristica y : Oy = R — {0, 1}, onde

-1 mex < 8
X = 4 0 se o
1 ger g > )

e fechada sobre as seguintes operagoes:

s Composigio. Se f: Rl — R™ ey B™ — R estdao em Py, entio a com-
posiciio g o [« R — R ¢ definida por gf flal) e @, = f7'0Q,.

s ConcatenagBio. Se fi B — B™. (i = 1,...,k) estido em Pg e ¢ é o iso-
morfismo natural de B x -+ x B em RV entho a concatenacio

Fo={fi.....f): B — Bt & dada por Flx) = &(f{«),.. ., fi{#)) para
v € Qe =, Qe
s ITteraglo. Se g: B\ — R’ estd em Py, entdo G 22% x B — B! definida por

Ghry=ze G+ 1.0) = g{GLx)) esta em Pre
Qo ={{n2)c 22« Rln=0oun=1t+1e(t,x) e Qs Gla) e 0,}
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» Minimalizagdo. Dado F: Qp D 22% x B — R, a operacio de minimalizacio
define uma fungio parcial L : B — 22° onde L{x) = min(F({,2) = 0) =
min{t & Z2°: F{t,2) = 0}.
Utilizando algumas propriedades do endomorfismo computacional H associado a
uma maguina M, ¢ possivel mostrar os seguintes resultados {cf. [BSS)),

Proposicio 3.6. Cy{R) coincide com a classe Pg.

Proposicao 3.7, A classe das fungdes recursivas parcials elassicas sobre Z coincide com
oy (Z} .

Como B é wma anel ardenado comutative com unidade, sempre existe um homo-
morhismoe (preservando a ordem e injotor) ¢ 1 Z — K e portanto, para cada n, uma
extensio 7 1 Zlry, .., 1] — Eleg.. .o 2, tal que, se £ ¢ um polindmio sobre Z, en-
tao, se f{ar,. . zn) =, ol Dle(a o oplea)) = 2(y). Sendo assim, se é € Ty (Z)
podemos definir indutivamente uma funcio ¢ € Cur (), (a partir da definicio de ).
tal gue, #((2) C (2, e

phoB(a) = by e we (), T=1

Em outras palavras, todas as fungdes recursivas parciais classicas sobhre Z sdo simuladaos
por funcdes computiveis sobre & resbritas a ¢(2').

Seja B um anel e L a lingnagem formal nsual associada. Vamaos denotar por Cp{ R)
a ¢lasse das funcdes EDE-definivets sobre L.

Proposicio 3.8 Chy(BY= Cp(R), leyse f € CUy{R)e g e Cp{l), entdo | > g

Demonstragio.  Vamos usar dois resultados ainda nio dersonstrados (proposigao
(3.12} & teorema {(4.3)).

Vimos que classe Cp( ) colneide com a classe das fungdes FAP-computavels sobre
o reais. I facil transformar um PAF numa magquina sobre B.

Reciprocamente, se f £ Cy(R), entdo existe M tal que f = a0 Oy = Q.
Como 2y = Upeyfhary e pelo teorema (4.3), cada {37 € um conjunto semialgébrico
hasico de K com pardmetros no fecho algébrico de ayq,. ... 0, (a1,...,8, s3o todos
o3 coeficientes dos polindmios que ocorrem na definicio de M), uma aplicagio da

proposicio {3.12) conclut a demonstragio. U

Consequentemente para anéis ordenados de caracteristica zero as classes de fungoes
s, PAF .computéveis, EDE-computaveis, e (yy coincidem.

PAF-computive
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Frempla 3.9, A Tungao f(z) = /& ndo é computivel sobre os reais.

Demonstragio. Suponha que #'/? é definivel por um conjunto enumeravel de cldnsulas
da forma 2% = #,{z) se wil a.) . oud(‘ cada ;€ uma funcio racional com coeficientes
reats. Entao pelo menos nm dos @ deve ser satisfeito para um ntunero nio enuer avel
de elementos, ¢ portanto existem polindmios F, e @i tal que PHa) = xQ?{x) para
um nimnero nac enuteravel de 2’s, mas isto ¢ lmpossivel pois o g.t ait de P_.f(x-_) é par
enquanto que o grau de Q) é impar. U

Eremplo 3.10. ([Ck}) Toda funcdo f: ¥ — N é compuidvel sobre os reals.

Demonsiregdo. Dado um subronjunto S qualguer de N entdo 5 € recursivo, pois a
seguinte sequéncia ordenada de instrugdes computa a fungio caracteristica Cgn) de
S {(I{z) ¢ a parte inteira de @ que é computavel sobre os reais e 8 =, s18,... ¢ 0
nimero real definido port 5, = lse s e S, e s, =0se s, € 51

(lyy=mn
(ry g} s (J{2%0 ), 21(27 s))

e &, —xy = | ento (4} caso contriric (&)

3
Cslyy =1
p

(2)
(3)
(4)

{H) pare
(6) Csly) =0

{7} pare
Agora considere o polindmio

1 )
FPlr,m) = iﬁﬁl(” +m) A+ {m+ 1)

e o conjunto S = {Plz, f(2}) 1 » € ¥}. Entéo o seguinie algoritmo computa f{n):
(y=mn
(2} m =)

3) se CUs(Pln,m)) =0 entlo (4) caso contririo (6)

vd para (3)
](f;} =
P

A partir deste resultado, gualguer subconjunto de ¥ é recursivo sobre o3 reals,
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inclusive K. Isto trivializa qualquer problema de decisdo envolvendo subeonjuntos de
naburais,

Vimos no capitulo [ que imdecidibilidade é um fendmeno persistente, mesmo se
acrescentarmos todos os ordculos que decidem K2 para todo n. Note que existe um
salto conceitual aqui, pols todos os subconjunios de ¥ sio recursivos sohre os reais,

plo 311, Considere a seguinte familia de sistemas planares parametrizadas por
fa & R

# o=y ol p, — (27 +¢)

I;' =@+ ¥y (ﬁm - (*332 + yg) ) i*)

sabemos gue,

F - cy iy s . R el S ¥ ’

{1i para todo m € N, a arigem & um ponto de eguilibrio de {(x),

{2} se jty, < U a ovigem é um ponto fixo assintoticamente estavel de {*), enguanto

que para fiy, > 0 ela é instavel, Se j,, = 0 entdo a origem ¢ estdvel.

Considerando computabilidade sobre os naturats {lLe., 0 conceito cldssico), o con-
junto {m € N— {0} : a origem é assintoficamente estdvel } em geral, ndo € recursivo
no sentido usual - basta fomar ., = #{m} —1/2 ~ mas é ocbviamente recursivo sobre
08 TCALS.

() ponto crucial aqui ¢ que nao importa se nao é possivel decidir classicamente, ou
mesmo demonstrar, para fodo g € R, se p > O, 00 g < U, ou g =0, O que conta aqui
¢ que temos wm critério de estabilidade que se aplica « todos vs vasos, e,

(1} se u < 0 a origem € assintoticamente estivel,

(2} se pp > 0 origem & instdvel,

{3} se p = 0 a origen € estavel, ¢ que ndo leva em consideragio se € possinel on

nio decidir, dado . quando p satisfaxr (1], (2), ou {3).

Neste caso, o conceito de computabilidade sobre os reais captura esta wléia, pois
as condicdes que determinam a estabilidade da origem definem diretamente wm EDE.
O

De uma forma mais geral, suponha que f é EDE-computavel com

Flaeg, o oocmn) = Glog oot an, o) se @l o mnay, L a)

e o & sermialgébrica hisica, ou seja y; & wma intersegao finita de férmulas da forma

pilag e} <0 ou pier,. .., 2. = 0 onde cada p; € um polindmio sobre wm certo
corpo fixo que depende dos patdmetros aq, ..., 6p. Fim outras palavras cada conjunto
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A = {F € R" 1 ()} ¢ um conjunto semialgébrico basico de B, *? Porfanto o dominio
de [ € uma unido enumerdvel de subconjnutos semialébricos bédsicos de RO 1

Reciprocamente, suponha que Q{ay, ..., «,} ¢ um corpo com grau de transcendén-
cie finito, entio,

FProposicdo 3.12. Seja {2 = U2, ) onde cada £; é um conjunto semialgébrico hasico
de R tal que o conjunto dos pardmetros que ocorrem nos polindnyios de cada {3 estd

no fecho algéhrico de aq, ..., a,. Entdo (0 ¢ um conjuntc enumerdvel recursivamente

sobre R.

Demenstragio ([Fr2]). Suponha que temos uma relacho em x4, ..., 2, definida como
wma unido enumeravel de formulas @i(b; 1.0 by, 21, .., 20 ) livres de quantifi-
cadores onde todos os b ; estdo no fecho algébrico de aq, ..., @y, Assim, cada b,
¢ a solucio de uwm polindmio sobre Q{ag, ..., a,), e portanto existe wm polinomio
201, Ban ) tal que by é a dnica vaiz. Entao a nossa relacio original é uma
unide de relacdes definidas pelas {6rmulas

Efi}
‘:jk?fl reto yz{f)(%(?h e y}f(*) 2 P ) } /\ (,-9?_'_‘3'({{]_? vy B yfc{a})
=1

Pelo teorema de eliminagio de quantificadores de Tarski para corpos fechados reais {cf.
[vdD}, cada uma destas férmulas é equivalente a uma fSrmula livre de quantificadores
com as mesmas varidveis livres. B facial construir uma funcio d(n, 2} computdvel
sobre oz reals Lal gue din. 2} € 0 n-ésimo digito na decomposicao binaria de x. Assim,
se u é o nimero real definido por d{n,a) = 1 se, ¢ somente se, n ¢ o nhmero de
(zodel de wma dessas {ormulas livees de quantificadores, considere o PAF que, dado
Byseo sy, procura por w1 tal que din,a} = 1 e a formula com mimero de Gidel n
é verdadeira em wy, ... 2, O

A idéia por detras dos critérios algéhricos de Arnold ¢ bastante parecida com o
gue ocorre nos exemplos acima. Se interpretarmos o problema de Arnold como sendo
formmulado ern funcao da nado existéncla de critérios algébricos, e portanto, o sentido
do processo algoritimico envolvido no problemia nio é equivalente a uma maquina de
Turing, entdo, de acordo com o que for discutido no capitulo I, o conceito de EDE
parece ser suficienie para 08 propositos de um algoritmo analitico.

Problema 4. No caso do problema de Arnold nfo importa se as fungdes iniciais sejam

Pyeia por exemplo o capfiule 1V, secio A

BNo capitinlo 1V este resuliado é demonstrado divefamente a partir da definicio de maAguinas sobre
1

mndis,
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computévels, pois o problema seria soluvel se existisse wm algoritmo algébrico. Mas,
existe um processo sobre o qual pode-se argumentar do ponto de vista fenomenoldgico
- como faz Turing ao analiser a nocdo intuitiva de computabilidade - que ainda
pode ser chamado de computdvel e ao mesmo lempo ser pelo menos equivalente a
computabihdade sobre os reals, por exemplo?

Nao nos parece trivial estahelecer wma relacao entre o faio de um problema ser
algebricamente sohivel e ser EDE-decidivel, pois a formulagao dos critérios algébricos
envolve uma aproximagio mfinita e além disso, nao € claro o sentido de codimensio
infinita. Como observa Arnold [Ar3),

There remains some hope for the existence of a nonalgebraic algorithm, nev-
ertheless, i.e., that the property of alinost finite determinacy helds: the set
of germs whose topological type (or stability ) is not determined by any finite
segment of the Taylor series may have infinite codimension. The question of
whether this is so presents serions difficulties; iis formulation has to be made
precise, by indicating the exact sense of the word codimension’. The sets
in the space of k-jets whose eodimension has to be defined are not algebraic
and set-theoretical difficulties may arise. Thom conjectured that the answer
to this question is negalive.

We also mention the problem of algorithmical decidability of the stability of
a stationary point for a vector field with polynomial components over the
ring of integers.

Problema 5. Em vista dessas ohservagtes, é possivel estabelecer wma relacdo entre
critérios algébricos e EDE's?

A partir do que foi exposto acima, acreditamos que, mesmo que o conceito de
computabilidade que aparece na teoria de computabilidade sobre estruturas abstratas
seja uma metifora {cf. [Krll]), agui ele adquire um novo status conceitual, pois tem
uma funaonalidade se visto de fato como “computavel”.

Yhalver os resultados de [To] oferogam algima idéia.



4. Recursividade e sistemas dinamicos.

Lim dos resultados mais interessantes da teoria de recursae clissica é a existéncia de
conjunios recursivamente enumeraveis cujo complemento ndo € recursivamente enu-
meravel. Este resultado além de implicar importantes consequéncias matematicas,
como por exemplo a insolubilidade do problema da parada e fodas as suvas conse-
guéncias, (inclusive a solugao de da Costa ¢ Doria do problema de Arnold), tornou-se
nbieto basice de estudo de grande parte do trabalho que vem sendo desenvolvido em
teoria da recursao, como por exemplo a teoria dos graus de redutibilidade.

Usualmente, a construgio de conjuntos enumerivels recursivamente ndo recursivos
é baseada, na teoria clissica, na existéncia de fungoes universais. Este método, con-
forme [Mal,

(...} produces sets so far from the realm of ordinary mathematics that at first they
might appear to be irrelevant. (...} the situation is very diffevent {or recursion theory
over abstract models,

() obictive deste capiinlo é rever alguns destes exemplos. A idéia geral € a seguinte.
i evidente que sistemas dinimicos discretos e as méquinas sobre anéis de IBSS], ou
de forma equivalente, EDE's sobre anéis, estio intimamente relacionados come jd fo
observado no capitulo anterior. Na verdade, a partir de wma caracterizagio algébrico-
topelégica dos conjunto $, podemos estabelecer urna relagao entre estes conjunios e
dimensao de Hausdortt, um conceito bastante utilizado na feoria. de sistemas dinami-
cos. Estabelecer esta relacio é basicamente o propdsite da priuveiva secas . A partir
deste fato, e este é o contemido da secio B, pode-se mostrar que alguns objetos am-
plamente estudados nesta feoria nado sao recursivos sohre 0s reals, comoe por exemplo
alguns atratores, o conjunto de Mandelbrot e certos conjuntos de Julia.

A. Conjuntos recursivamente enumeraveis sobre anéis.

A existéncia de conjuntes recursivamente enumeraveis cujo complemento nao é
recursivamente enumeravel constitul wm ingrediente basico para gerar incompletude
numa teoria na qual estes conjuntos sdo representdvels, como revela a demonstragio
do teorema {1.12). Além disso, indecidibilidade também é definida nestes termos.

Por ountro lado, o conjunto X foi definido a partir da existéncia da funcao universal
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Funivcle, ) (Capitulo I). Uma questdo imediata: se M é uma estrutura qualquer e
existe uma funcao universal M-computavel, i.e., EDE-computavel sobre M, entao M
possui conjuntos recursivamente enumeraveis NAo recursivos’

U'ma andlise da definicio de K’ mostra que sempre é possivel a partir de uma
fungao universal computavel, construir um conjunto recursivamente epumeravel nao
recursivo. Mas esta téenica nao funciona no caso de computabilidade sobre os reais,
pois,

Tearemna 4.1 O corpo dos nimeros reais R nao possui uma funcao universal R-
computavel,

A demonstragao deste resultado utiliza o fato. ainda nao demonsirado de que, se
M é uma maquina sobre um anel R entao {1y é uma uniao enumeravel de subconjuntos
semialgebricos bisicos de R. Cabe lembrar aqui que se X C A", onde R é um anel
ordenado de caracteristica zero, entao X ¢é semialgébrico basico sobre R se existem
polinomios p,qy,....¢- sobre R tal que

X ={lm,conizs) € R vplas e =0 gl s2.) 5 03 = Laaand

Apesar deste resultado podemos mostrar que existem subconjuntos dos reais recursi-
vamente enumeraveis nao-recursivos sobre R, Basta observar por exemplo, e isto ¢ um
fato bem conhecido (cf. [vdD]). que conjuntos semialgébricos possuem um nimero
finito de componentes conexas. Esta simples propriedade topolégica nos permite con-
chiir. por exemplo. que o conjunto de Cantor nao é recursivamente enumeravel sobre
R. Mas conectividade nao é suficiente para caracterizar topologicamente recursaao sohre
05 reais. pois. como veremos, o conjunto de Mandelbrot nao é recursivo sobre os reais
e é conexo (cf. [DH]). Mesmo no caso algébrico a situagio geral nao é tao simples: se
R ¢ um corpo fechado real. entao um conjunto é recursivamente enumeravel sobre R,
se, ¢ somente se. ¢ uma umao enumeravel de conjuntos semialgebricos com paramet-
ros do mesmo corpo com grau de transcendéncia finito (proposicao (3.12]). No caso
de subanéis de R o problema foi resolvido por (By] e [Mi], mas o caso geral ainda é
um problema em aberto. No caso topoldgico pode-se estabelecer uma outra condigao
necessaria, mais fina que conectividade, para que um subeconjunto de R seja recur-
sivamente enumerdvel sobre R. Antes porém, vamos demonstrar o resultado acima
enunciado de que um conjunto recursivamente enumeravel sobre um anel / ¢ uma
uniao enumeravel de subconjuntos semialgébricos de R. Vamos utilizar o formalismo
de maquinas sobre anéis de [BSS|. mas evidentemente, este mesmo resultado pode ser
obtido utilizando EDE’s (cf. [FM. teorema 21]).

Dado uma maquina M sobre um anel R, vamos denotar por Dy r o conjunto
{y € TIT(y) < T}. Seja Tyrr o conjunto das sequéncias (ng.....ny) € XT+! que
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satistazem,para algum y € 1, as seguintes condicdes,

g = 1
n; = m(HY(1 e {y))), 1<i<T —1, e
Xr{ = \:

S opd - Nolripid o ' i m al i NG T -
E facil ver que, se By = Y UPEE] ~ 1), entao [Tayp| < 20838 T2 Dara cada

v € Vasr. seja
Qe = {y € Nm (H(1,6:(1)) = mepa (7). 1 1< T}

Entao, Qagy = Uner gy, Qi

Proposicdo {.2. S5e M é uma maquina sobre B com input space J, entao Qg é um

subconjunto semialgébrico basico de [

Demonstracio. Seia b(v,1) 0 i-ésimo branch node de vy e B, = X1 (U5 (w31 — 1),
Se y € Qay.., entio, para 1 <7 < B,

oy © T HPONL G())) <0 se mg (7)) = B(bly, ) on

Gupri) © w1, G(y))) = 0 € oy iyer (7} == BBy, 4)) {4.1.1)

OH seja.,
Qu.C [} wellCinh
1<i<H,
onde U{e ¢} & uma das designaldades de {4.1.1}. Por outro lado, é facil ver, por
indugdo em B, que 1 = % se, e somente se, By, = By € % 540 = R
1< B, Assim, sey € Myoiep iy € TIC(, 1)}, entdo, existe uma dmica v € Uy
tal que T _
Ty iy (V) = w LH (L 8000

Mas « tambén satisfaz esta condi¢do, logo ' = v e y € Qlp.. Agora, basta mostrar

qe duiygy 0 ml HOPNT, 8(y))), evtendido como wma funcido de gy, é um polinémio
sobre . Mas isto é dhvio por indugdo em B e pela definicio de ., O

Tearema 4.3, {1y & uma unido enumerdvel de subconjuntos semialgébricos basicos de

I

Demonsiragio. Qap = UpegQiagr B
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A partir deste resultado podemos mostrar, por exemplo, que o conjunte [ dos
irrucionais ndo € recursivamente enuwmerdvel sobre os reais. A demonstracio é bas-
tante simples: vamos supor por hipdtese que / é recursivamente enumeravel. Entio
existe wma maquina M tal que Qy = L. £ claro gque M tem pelo menos wn franch
node, A partir da demonstracio da proposigio (4.2}, existe wm nimero finito de
elementos ay. ..., q, € B tal que os coeficientes dos polindmios que aparecer em A
sao todos elementos do corpo Qlay,...,¢,]. Entio todos os polindmios que apate-
cen em todas as érbitas possivels finitas sdo polindémios sobre GQlay, ..., ay]. Como o
corpo dos reais tem grau de transcendéncia infinito sobre os raclonais, existe 1 € [
gque nao & algébrico em Qlor,. ., a,]. Como I é recursivamente enumerdvel, por
hipdtese, I é uma nniao enumerivel de conjuntos semialgébricos e portanto ¢ € [
satisfaz um mimero finito de igualdades e desigualdades (¢ € Qo). Mas 1 nio
az nenhuma igualdade, pois nao é algébrico sobre Qay....,a.]. Portanto, se

satist
o = (Lod{n))ey = Hzg }::\ = H'(mv,__]' é a Orbita de 1 e 4 & a sequéncia
(Lom (L @) mi(H o H(1,¢(0))), -, YY), utilizando a mesma notacio da demon-
stracao da proposicio (4.1 :},, existe um .f tal que o irracional ¢ satisfaz as seguintes
designaldades, para 1 <5 < B.,

Dy © w2l H ob(3.4) (L.é{n))) <0 se Ty i1l y) = B {87, 7)) ou
P53 Of"z(ff"b{’f LN >0 se My () = S (b(y.4))

Como gagy 0 T2 HI(1, 6y} 1) é wm polindmio, para cada 7, os conjuntos

{y € R dug 0w HOOI (1, 6(1))) < 0},
{?;" &R {:};}(’?J} o ?rg(j_-{ab{”h‘!}(.}_? (‘f)(‘?} ) = B}

sao abertos, e portanto (y. é uma intersecgdo finita de abertos, e, (. € um
subconjunto aberto de R, Mas entdo €y, € Qay contém racionais, isto é [ = {ly
contém ragionals, o que é um absurdo.

De certa forma esta mesma estrategia pode ser usada para demonstrar o teorema

f4.1%

Demonstracio do teorema (4.1}, Sela I, {e,xy, ..., 2, ) wina funcio universal sobre R
ie,se f R — R éuma flmga{:- computavel sobre R, entdo existe um indice ¢ tal
gue fle,. . oxn) = Unle, 2, - o2). Dado um indice e, Oy (o -y denota o dominio de
Ule, — )

A idéia geral da demonstracao é definiv f: R — R de tal forma que , dado wma
n+ l-upla o= {ag,. .., o) € R““, exista um e € R tal que fle) = o e além disso,
liile.mionl] ¢ [y ] < 20, Be ar, ... ar € R sdo tals que, todos os polindmios gue
ocorrem na maguina que define /i{«e, ) sdo polinémios sobre Qle, ar,.. ., a4}, como

by 4
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s (e 3] < 00 e e -y € uma unido enumerdvel de subconjuntos semialgébricos basi-
cos de R, entdo as coordenadas de f{ir) sdo nimeros algébricos sobre §{a, aq, .. ) (s
® € o oy entdo x € raiz de pelo menos algum polindmio que ocorre na drbita de ),
Mas isto ndo é possivel pois se @y(x, ), dofz,y). .. é wna enwmeracio dos polinémios
de duas vanidveis sobre Qlaq, ..., a;ﬁ) eparacada (7. 7) =4, .. lpstoJ1a e s dney €N

i) = (G-dsima raiz de ¢y (2, =), ... fagr-dsima raiz de &5, (2, —))

entao, corrforme [FWI} a mmagem de ¢ 3 3 nao é densa em R, mas

R =Tmf < 1) Tmogesy

{i‘j)e:{q?né—?

o que é um absurdo. O

No caso == I, uma primeira aproximacio para a defini¢do de f seria, a partir do
par {a, b} € R, definir uma fungao {up J) COMO -‘if."‘l‘Ir'l()' faple)=lsea=cour="h
e, caso contrario, £, plx} é 1;1(1&1111&4 £ claro quo & computavel sobre R e portanto
existe um ¢ tal que [, {e, =) < 2, Uile, 0} e Uy{e, 0}, e além disso fle) =, {a.h).
Mas, evidentemente, f nio estd bem definida como funcdo. A forma correta, neste
caso, € a seguinte:

-l =0,

i
Ll (ez)l ey <2,
LU a)ler<y

)
Y} se Qz o —)‘ Siel ( J
) se [ Qo] = 2 € U(2.y)
} 5e iQ{ i_)! = 3ell (.I' tj)
E claro que [ é sobrejetora, pois dado {(a,b) € B¥, se
 sea=5b=10
T ose(e£0Ar=qa=hjV
Vig=aVaz=bra<hViz=aVr=5bver=a+1Ab<agj
T caso contrario

*f{f}.-_.i‘;‘) ( a ) ey

entao . ¢ ¢ omputavoi sobre R e portanto existe eq, ) tal que z_’;'(_,_i.__;,}(_:xf:} oz Uy egamy, )
e pela definicao de f, flewan) = {@.b). Para n > 2 a construgdo ¢ andloga, embm a
as definicbes de f e £ sgjam muito mais complexas devido a quaniidade de casos a se
considerar,

Vamos passar agora a relagao entre conjuntos recursivamente enumeravers sobre
R e dimensao.

Se I7 é wm subconjunto ndo vazio de R o didmetro de {7 é definido como || =
sup{le — gl x,y € Ut Se {U:} é mmna familia enumeravel de subconjuntos de R”,
entio {U/;} é uma f-cobertura de U/ se [/ CUZ e 0 < |l < é
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Se ' é um subconjunto de Borel de R™, 5 wm niimero ndo-negativo e § > 0, entao

HIF) =, mf{z |5 4L} é uma é6-cobertura de F }

=1

Defindiede. Se F' é um subconjunto de B® e ¢ € um niimero nao negativo, entio a
medida de Hausdorfl s-dimensional de ¥ é definida como

HS del ;}-}f}}) ’}ig({r})

Pode-se mostrar que H*(F) é fato wma medida, Le: H@) = 0, se F' ¢ F entéo
HYF) < HYEY e se {F} ¢ uma colegiio emumerdvel de conjuntos de Borel disjuntos,
entdo ?-{“( ‘?T“II ) S HALE)

Conforme observa [Fal, a medida de Hausdorff generaliza as idéias de comprimento,
area, volume, etc. Pode-se mostrar, por exemplo, que se F C R” ¢ um subeonjunto
de Borel, entao H"(F) = ¢,vol"(F, onde ¢, ¢ o volume n-dimensional de uma bola
de raio 172 et R® {veja por exemplo [Ed]).

Sel> se{l;} é uma d-cobertura de F, entao
P LR DA I8
i i

e sendo assim, HEF) < §7*HHF}. Se HYF) < oo tomando o Emite § — 1 ternos
gue HYFY = 0 para t > 5. Portanto existe um valor sq tal que H*(F) salta de oo
para 0,

Defivicio. Seja F C R um conjunto de Borel. A dimensdo de Hausdorff de F ¢
definida como send{

dimy F' = inf{s : H(F) =0} = sup{s : H(F) = oo}

Se B C F entéo, para cada s, ¢ imediato que H{E) < HY{F) e assim
s | - b= .

dimg B < dimyg F. Além disso se Fi, F,. ... ¢ uma sequéncia de conjuntos é
claro que dimy UZ, Pl > dimy F) para cada 7. Por outre lado, se & > dimpy £}
para todo ¢, entdo HA(F) = 0, ou seja, HI(UZ F) = 0. Por consequéncia,
i UTS, F5 = supy Cicoo {dimy Fi}.

U exemplo cldssico. O conjunto de Cantor tem dimensdo de Hausdortl log, 3 {cf.
[Fa).



Se X é&um conjunio, uma medida exterior sobre X é uma funcio p : P{X) —
1, oc] satisfazendo:

() =0.
{2} se AC B, entdo u(A) < u(),
(‘}) }{‘(_.U?}GN 1;1 < me} ,‘!( er/}

Seja X um conjunto e ¥V uma familia de subeonjuntos de X com X C Jyep A e
@ ¥ - [0, 00] uma fungio qualquer,

p{ B} =, inf {Z U é uma cobertura enumeravel de B e U C V]
Asid

Lema {.4. A funcdo p acima definida é a unica medida exterior sobre X tal que
{1 } p( A} < oA} para todo A €V,

{2} se n & uma ontra medida exterior sobre X com (A} < cel(A) para alguma
constante ¢ e todo A €V, entdo 9B < cp{B) para todo B ¢ X.

A demonstracio desie resultado pode ser encontrada em [Ed] por exemplo, Este
resuliado é uma forma de construir medidas sobre X a partir de uma funcio ¢ e de
uma familia de subconjuntos de X que cobrem X. O problema é que se p ¢ uma
medida construlda desta forma entdo é possivel que nem fodos og subconjuntos de
Borel de X sejam mensurdveis sobre i, ou seja, ¢ possivel {cf. [Ed]) existir A ¢ X
tal que p(l) # p(E N A 4 p(E£/4) para todo B C X, uma propriedade quase
sempre .11:<,le§>ej<1.\-el. O fato & que isto pode ser superado através de wma construgio
que também fornece wn outro meétodo para a construgio de medidas. A idéia é a
sepuinte.

Sejam UV duas coberturas de X por subconjuntos de X, e 0 ¥V — [0, 00] uina
fungao. Se g é definida por ¢ e I pelo lema (4.4}, e se y € definida por ¢ ¢ ¥V, entéo
plAY = n{ A} para todo A T X, pols 5{A) < ¢l A) pars todo A € V e em particular
para todoe A € U

Assim, seja V uma familia de snbeonjuntos de wn espage métrico X tal que, dado

cere X, extiste Ae Veoma € AejA| <zew: VYV — [0, 00] uma fungio qualquer.
Se A, C V é uma s-cobertura de X . € e & a medida extertor definda pelo lema (4.4)

sobre A4, e ¢, entdo a fungdo g PIX ) — {0, 0o} definida por

LB =4 B () = sup po( )

£33

também ¢ uma medida extertor e além disso, og conjuntos de Borel sdo conjuntos
mensurdveis sobre medidas construidas desta forma {cf. [Ed]).
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E imediam que a medida de Hausdorfl s-dimensional ¢ uma medida deste tipo,
onde o( £} = [E%, Se A, ¢ a colecio de todos os hipercubos 4, n-dimensionais de
lado < ¢ de R™, omnde

":'3-4:‘ T def {(;7;1; - fn.} = R?r D S ) ﬂ bi' E}a kg é 5}
para algom (e, ..., a,), (b, ..., 4,) € R", entdo, dado E € R” a medida de Lebesgue

n-dimensional de [‘ ¢ definida como

LHEY s, 1111!.,”({:): = sup L1 {E),

Fgn i

onde LF ¢ a medida exterior definida pelo lema (4.4) sobre A, e @{A) = vol, 4 para
todo A e A,

Lema 4.5 Se B ¢ B* ¢ wn conjunto de Borel, entio existem constantes ¢, e d,, tal
que

LB < HY(B) < d,L(B)

Demaonstracdo. Vamos mestrar inicialmente uma propriedade simples sobre medidas
de Hausdorff. Dado um conjunteo B C R*, AB denota o conjunio {Ae € B" : x € B},
Agora, se {U;} é uma d-cobertura de B, entdo {M/;} & uma Aé cobertura de AR e

OB < A YU < X B)

ou seja, HAAR) < AHB). Pelo mesmo argnmento, fazendo as substituicdes ade-
quadas, temos MWHABY < H(AB), Lo, HY(AB) = AH{B).

Se Ay € um hiper-cubo n-dimensional de lado igual a 1 € claro que H"{Ay) ¢é finito
e portanto, para cada £, HX{ A4} = AHE{ A < CH{ALH (A,

Como L7 foi definida pelo lema (4.4} com p = vol, & ¥ como sendo a colecao de
todos os hiper-cubos A, n-dimensionais de R* de lado < 2, entdo, como HIH{AA,) <
HANLPAL), pelo lema (4.4) HI{B) < HY AL B) para todo subconjunto de R®,
ou seja, HBY < H ALY B

Por outro lado, dado ¢ > G e XA < g, se B C R® com |B| = =, entdo existe um
hiper-cubo Ay de lade 1 fal que B € A4y e wma bola By, de raio A/2 que* contém
B. Assim, £0{BY < e, A" = ¢,|BI", ¢ novamente pelo lema (44), LH{B) < ¢, H?(H)
para todo & CR*. O

Teorema {.6. Se F © R*, e F & um conjunto recursivamente enurmeravel sobre R,
entdo dimy F = m onde  <m <.

P}
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Demonstragdo. Como F & recursivamente enumeravel, existe nma maquina M sobre

Rtal que 7= Q3 = Up oyl p ¢ cada 3y 7 € um subconjunto semialgébrico de 7.
Vamos considerar o caso n = 1. Como os polindmios sao fungdes continuas, para

cada T, ou Qo é finito ou contém wm aberto. Se para todo T, Qarr & finito temos

dimy F = sup {dimyg Quet=10
JST<"{

Por outro lade se existe T tal que Q37 contém um aberto, e assim, wm intervalo
aberto B de R. Entdo, se m > 1, L7(B} = 0 ¢ para m < 1, H™{F) = oo, Logo, pelo
lema (4.5} dimgy Qa7 = 1. O caso n > 1 é andlogo, pois se existe 1" tal que Qyp nio é
finito, entdo Iy contém uma bola aberta B de R™ para algum m < n. m maximal,
Neste caso, LB} =0 se s > m e LB} = 0o se 8 < m, ou seja, pelo lema (4.3)
dimy Qa7 = m. Mas como

dimy Oy = sup {dimy Qpyr}

(e o

max{m € §: 37 € R Qs contém uma bola de R™}

Problema. Como completar a demonsiracdo para os casos n > 17 O

B. Recursividade e dindmica

Uma consequencia imediata da relacio entre recursividade e dimensio expressa
pelo teorema (4.6} ¢ a prande variedade de exemplos de conjuntos néo recursivos que
podem ser enconirados na teoria de sistemas dinamicos. Alguns dos exemplos mais

potaveis, alem dos atratores com dimensao de Hausdorfl nao inteira, sdo o conjuntos

gue aparecen cottt frequéncia em fendmenos disamicos envolvendo teragoes de lungées
complexas, como conjuntos Julia e o conjunto de Mandelbrot.

Esta secio nao é uma exposicéo sobre a feoria de sistemas dindmicos discretos,
nem wm levantamento dos principais resultados sobre o assunto. Vamos apenas rever
um pouco da teoria basica dos conjunios de Julia e Mandelbrot com o objetive de
fornecer os ingredientes necessdrios para mostrar que o conjunto de Mandelbrot é
nao-recursivo sobre og reais (cf. [Mal), assim como alguns conjuntos de Julia. Este
ultimo fato pode ser estabelecido mostrando alguns exemplos de conjuntos de Julia
com dimensac de Hausdorfl nao inteira. Este tmesmo resultado tambédm pode ser
ohiido como corolario da solucdo de um outro problema tratado em [BSS] que é o de
caracterizar topologicamente quals conjuntos de Julia sdo recursivamente enumeravels

sobre o8 reas.

As referéncias basicas para os resuliados sobre conjuntos de Julia ¢ Mandelbrot
eshocados aqui sio [BIj, [Br| e principalmente [Faj,
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Seguindo [FA] vamos considerar os caso de sistemas din&micos gerados por
polindmios f 1 ¢ = € de gran n > 2 com coeficientes complexos'™, ou seja, sis-
temas dinamicos gerados pela aplicaciio repetida (iteragio) de fungoes f(x). Assim,
dado um ponto w €€, & drbita de w é a sequéneia {1, ), definida indutivarente por
.;:;,i+,-1 == }’z.('.a,ﬁ_ '). Se zy = f?.('?.i}.je vames denotar 24 por i’z."(“”('-u;).

Caso a OF b]l;d; dt&- g & L.hct{-ﬂ-dda cicle.

Para wm ponto periddico zg de perido k definimos o autovalor p de zy como a
derivada de A% em z,. Usando a regra da cadeta temos

) Jipen ],
o= (V=)= 1T /=)
FE=11]

o que mostra que a derivada de f°F

& a mesma em todos os pontos do cclo

()} comportamento das drbitas dos pontos proximos de um ponto periddico z,
analisados através da série de Tavlor de f em torne de zg, sugere a seguinte definicio.
(J ponto w {ou ¢ ciclo) é chamado de:

{1} atrator se lp| <1,

{2} superatrator se p=10,

{3} repulsor se [p| > 1,

pi= 1

A principal questao relacionada ao estudo de sistemas dinamicos gerados pela -
eracio de polindmios complexos é a de determinar o comportamento da drbita de wmn
ponto 1w qualguer, ou em outras palavras, determinar a estrutura das érbitas. De
maneira analoga, para urga familia de polindmios, o principal problema & determi-
nar como o comportamente da orbita de um determinado ponto varia conforme os
pardmetros (ef. [Br], [Bl}L

{4] neuntro se

Dado um polindmic f o conjunto de Julia J{f) de [ pode ser definido como
sendo o fecho do conjunto dos pontos periddicos repulsores de £, O complemento de
J{fyéc dmadm (‘on,]unta de Fatou, ou conjunto estdvel ¢ denotado por F{f}.

Se f{z) = #* f‘l’lt&(} o (x) = 27 " e os pontos satisfazendo fo¥{g) = 2 sa,o os pontos
tte {expl z?rzpf(‘)’“‘ By { < 98 — 2}, que sdo repulsores, pois {{ f{2)%Y (2} =2
nestes portos. %L-l}.tau J (fieo (..11'(:11!0 wiitario Jz| = 1. Além disso J(f) = f ( JF)) =

FTHIYY e, se |2f < 1, f°%(2) - 0 quando K - oo, e se |2} » 1, f"’r‘ ) — o
guando K —- oo, Assim o conjunte de Jula de f é a fronteira entre o a:.c:en_}-1-.1:.[.:.-&(-}- che
pontos cujas orbitas fendem a 0 e para oo, Neste caso J{f) é bastante simples, mas

B Deave-se nbservar que a teoria permanece valida se f é nma fungio racional sobre o plano complexo
extendido ClU{oe} ouse § é nma fangio meromdrfica sebre CU{oc). Nestes casos, pouces resultados
140 sdo mais validos, mas o8 principais continuam validos (ol [B1]).




em geral o conjunto de Julla é extremamente complicado, com dimensio de Hausdorff
ndo inteira. ‘

Para estabelecer algumas propriedades dos conjuntos de Julia & inevitavel falar
sobre familias normais e um teorema devido a Montel (teorema 4.8).

Se 7 é um aberto em Ce g 2 L)~ C é uma familia de funcoes analiticas com-
plexas, entdo g, ¢ normal sebre U se gqualquer sequéncia de fungdes de {gx} possui
urna subsequéncia de fungdes que converge untformemente, ou a uma funcao analitica
limitada ou para oo, sobre qualquer subconjunto compacto de U7, . A familia {g} é
normal em w € I/ se existe uma vizinhan¢a V de U7 que contém w e {g:} é normal
e V.

Se considerarmos a esfera de Riemany, e, o plano compactificado C = CU {0},
entdo nma familia de funedes meromérficas {fi} - € C € — € é normal se, e so-
mente se, ¢ eqiticontinua sobre qualquer subeonjunto compacto de 17 (¢f. [AR]). Jsto
significa que se {/°%} & normal entdo pontos suficientemente préximos nac divergem

sobre ieracao.
Dado um polindmio f: C — C seja Jo( [} definido por

Jolfy =1z € ¢ afamilia {f**(2}} ndo é normal em z}

E mnediato que o complemento

£l fy =C/ Al f)
={z € C: existe um aberto V com

2 €V e {f) é normal em V}

& aherto, e portanto Jo{ f)  fechado.

Proposicio 4.7, Jo( f) = f(Jo(f)) = F(Jel ).

Demonstragio. Vamos mostrar que o complemento Fy{f} é invariante. Seja ¥V um
aherto com { f°%} normal em ¥ e { f°%} uma subsequéncia de { f°F}, Entao { fobtiny
possul uma subsequénecia { fPH YU} que é uniformemente convergente sobre subcon-
juntos compactos de V. Como f é continua, V) é aberto. Entdo se 12 é um
subconjunto compacto de fH{17), { e ¢ uniformemente convergente sobre o
compacto f{D), e assim { f°U%} é uniformemente convergente sobre D. Entio {f° }
é normal sobre f~HVY, fe.. Fo(f) © FHFo(f)). As outras inclusdes sio similares

lernbrando que se ¥V é aberto, f(V) ¢ aberto pelo teorema da funcio aberta. O

O seguinte teorema € essencial para derivar propriedades sobre Jy.
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Teorema 4.8, (Montelj Seja {9} wma familia de fungdes analiticas complexas sobre
um dominio aberto {7, Se {g;} nfo & uma familia normal, ent&ao para todo w € C com
nO MAXING Wk excecdo, temos gi{2) = w para algum 2 € {7 ¢ algum k.

Uma consequéncia deste resultado € que vizinhancas de pontos em Jy sdo espal-
hadas pelas theragbes preenchendo o plano complexoe todo, com excecao possivelmente
de um ponto.

FPraposicie {.9. Seja f um polinémio, w € Jol F) e U uma vizinhanggualquer de w.
Entdo W = Ui, 2517} é o plano complexo todo com excegio possivelmente de um

f=

unico ponto v, Além disso v & Jy(f) e v é independente de w e U/,

Demonstracio. Pela definicao de J,. a familia {£°%} nao é normal em w e, pelo
£ 0 . ¢
teorema de Montel, a primeira afirmacado é imediafa.

Vamos supor v € W, Se f{z) = v, como f(W)C W, = € W. Como C/W consiste
de no maximo um ponto, z = v, Entao [ é wn polindmio de grau »n fal que & anica
solucho de flz) —v =0 é v, ou seja, f{z) — v = ¢z — )" para alguma constante

Se z ¢ suficentemente priximo de v, entao f° ( v — § quando k£ — o¢. e a
convergéncia é unifor e 5{)1)1{“ {zeCifz—uv) < (20 1ff{"’”"”} Entdao { %} é pormal
em v, ou seja, v & Jo( [} e claramente v depende apenas de J. O

Uma consequéncia imediata deste resultado é que se int{Jy) # ¢ entdo Jy = C, pois
sew € ini(Jy) existe {7 aberto em iut{Jo) e pela invarianedia de Jo, Jo D U, g f() D
C— {E}, onde £ contém ne maximo um ponto. Como Jé fechado, Jy = C. Pode-se
derivar, a partir da caracterizacdo de familias normais dada pelo teorema de Montel,
algumas outras propriedades de JJy, como por exemplo,

e Ju(f) é ndo vazio
o Jyl f1= Jo(FOP) para qualquer inteiro positivo p.
o Jol /) é um conjunto perfeito, i.e, Jo{f} é fechado e sem pontos isolados.

A partir disto pode-se provar o seguinte teorema {classico).

Teorema 4.10. Se [ é wm polindmio®®, Jo(f) = J{ ).

Wirte resultado também vale no caso de fungles racionais of. [BI].
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Coroldrio §.11. Seja A wm subconjunto fechado de € tal que AU C/W =0, onde W
¢ o conjunto defimido pela proposic ao {(4.9). Dado wma vizinhanga U de um ponto
p € J, existe um inteire N tal que A C ¢°V (7). Portanto se D é um conjunto aberto
conexo ¢ D1 J 2§, entao exist N tal que F9(DN.JY = J.

Demonstragdo. Sefa w € U7 um ponto repulsor de periodo n e V wma vizinhauga de
wial que V C e V C g™ (V). Como ANC/W = e w e Jig),

o

AcC U gokn (1/—)
k=1
Por construcao ¢** (V) C ¢ VY C V) C ..., e como A é compacto, A C
¢V C "N para algum N = kn. O

Como consequéncia deste teorema, dado um polindmic f, existe wm & > 0 tal que
para qualquer x € J{f) existern pontos y € J(f) arbitrariamente prédimos de x tal
que | Fo¥a) — fo(y)] > 6 para algum k. Neste caso dizemos que | sensivelmente
dependente das condiges iniciais. Além disso, por defini¢ ao, os pontos periddicos
de f sdo densos em J{f}. Também é possivel mostrar {Proposicao (4.11)) que J{f)
contem pontos z cuja orbita é densa em J(f). FEsias trés condigdes caracterizam o
comportamento cadtico da agfo de [ zobre J{f). Asstin, dado uwm pohndmio [,
podemos decompor ¢ plano dingmico de f, i.e. €, em dols conjuntos disjuntos, o
conjunto de Juba de [, no qual a dindmica é cadtica, e o conjunto de Faiou, no qual
a dindmica ¢ bem compeortada.

Dado um polindrue f, pode-se decompor o plano dinamico em irés outros sib-
conjuntos disjuntos: o conjunto dos pontos cora érbitas hmitadas Ky =, {z € C :

litngee f%(2) # o}, 0 {'onjnut'o dos pontos corn orbitas nao limitadas A;{oo} =,
C/K; = {2 € C: limy_... f*(2) = oo}, ¢ a fronteira A; = K.

Sew € K; oww e A f entio como w & atrator, existe um aberto V contendo w em
Ky ouem Ay { no caso w = oo tomamos {z : {z| > r} para r su f‘icif’n'te‘mm‘ie gram‘k—*}
Isio implica que K; e Ay sao abertos, pois f%(z) € V para algum k, Le., zinf~ V],
gue € aberto,

Proposicio 4. 12 J{f) = 0K; = 0A4;.

Demonstracdo. Se » € J{f} entdo existe uma vizinhanca aberta {7 de z em J{f), e
¢

pela proposicio (4.9) o t..o.ilji.lﬂi.o FoHU7) contém pontos de A; parva algum & (A g é
aberto e portanto contém obviamente mais de wm ponto). Entéo existem pontos de

Ay arbitrartamente proximos a z, ou seja 2 € JA4 5.

Vamos supor que ¢ € 4y mas = € J(3) = Jo([). Entido 2 possui uma vizinhanca
7 sobre a qual {f°*} é normal em U, Isto significa que z possui uma vizinhanca
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aherta conexa V' sobre a qual {f°*} tem uma subsequéncia convergente ou a uma
fung¢ao analitica, ou a co. A subsequéncia converge para um ponto em VN {K U A,
gque € aberta e nio-vazia, e portanto sobre V, pois uma fungao analitica € constante
sobre um conjunto conexo se é constante sobre qualguer subconjunto aberto. Come
Up S (VY C Ap U Ky, temos V C Ay U K, contradizendo que = € 9K,

Seja w um ponte fixe de f, ie., f(w) = 1. A bacia de atragiio de w é o conjunio
Huw, [y =0 {2 EC: f“k{': z) — w quando & — oo}

De mauneira andloga definimos A{co, f}. A bacia de atragdo imediata de w, denotada
por A% {w, f1éo ("orijum;o aberto conexo maximal que contém w tal que { /7% é normal
sobre A% {w, f1. E claro que A*(w) C Afa) (varnos omitir f quando possivel).

No caso em que o conjunto de Julia de um polindmio possui pelo menos dois pontos
fixos atratores é possivel mostrar {c¢f, [Br]) sobre algumas condictes, que J consi
de curvas de Jordan, le., curvag simples e 'fﬁ-*(‘hadaﬁ;, Mais precisamente, se w e v
pontos fixos atratores de J{f} com A1) = Alw) e . i"(c!) = A{v), entdo J{f) ¢ wma
curva de Jordan. Além disso, se A*[w) = ;’l(m para um nico ponto fixo atrator w, ¢
FANC = §, onde C é o fecho do conjunto dos pontes exfticos das funcdes {(f )‘”‘ }
entao J{f) contém um nimero infinito de curvas de Jordan. Em [Br]. Brolin obtém
mats informacoes sobre estas curvas:

ter

SH0

Proposigde 4.13 Se w & um ponto fixo atrator de [ ¢,
{1y A*we) ¢ stmplesmente conexo,
{2} 04" (w) ¢ uma curva de Jordan analitica ou um arco analitico, entao 44 (w)
é um circulo ou um arco de um cfveulo.

Proposigie {.14. Se w ¢ um ponto fixo afrator de f e

(1) A*(w) ¢ s11'1‘1;)lesn'leni;e CONeXo,

(2} Ay N C = B, entao, se dA™(w) ndo € um arculo nem wma reta, dA*(w)

nao tem f ,d..tlg,er.tte em nenhum ponto.

As provas destas proposicoes nao sao faceis e dependem de uma série de outros
resultados sobre conjuntos de Julia. ) que nos interessa agui é gue podemos combinar
os resultados obtidos sobre os conjuntos de Julia e caracterizar topologicamente os
conjuiros de julia que sao recursivamente enumeraveis sobre os reais (teorema (4.17)).

Um conjunto [ é completamente invariante se F{(D)Y = De f~HD) =D

. posstivel mostrar {cf. [BY]) que o conjunto de Fafou nao pode ter mais do que
duas componentes simplesmente conexas diferentes e totalmente nvariantes. Conse-
gquentemente, como a fronteira é um subconjunto de J nao vazio, fechado e comple-
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tarnente invariante, ela deve ser J.

Usando técnicas bastante sofisticadas {cf. [BI]), Sullivan completou a classificacao
das possibilidades dindmicas do conjunto de Fatou de nma funcao meromérfica. Va-
mos apenas enunciar os resultados que caracterizam as possibilidades dindmicas do
conjunto de Fatou,

Uma componente conexa D é periédical” se existe um m tal que o) & per-
igdica, on seja, existe n tal que fO (D)) = oD}

-
+

Teorema {.13. {Sullivan) Qualguer componente do conjunio de Fatou é eventual-

mente periddica

Umn dominio de Sullivan de uma funcio racional ¢ : € — € ¢ mma componente
conexa periodica do conjunto F{g).

Assim para entender a dinamica do conjunio de Fatou basta considerar dominios
de Sullivan, e o segundo teorema de Sullivan classifica os dominios de Sullivan em
cince cormporiamentos possiveis.

Definigdo. Seja D um dominio de Sullivan de perfodo n e 5 = ¢°*. Entéo,

(1) ) é um dominio atrator se [ contém um ponto periddico p tal que 0 <
S p < te D= Ap, S
13 é um dominio superatrator se D contém wm ponto periddico p tal que p é
wm ponko eritico de S e D = A*(p, 5).

e,
W]
D,

(3% I é um dominie parabélico se existe um ponto periddico p em d0 cujo perfodo
divide 7 ¢ 5°%(z) — p quando & — oc para todo v € D.

(4} ) & wn disco de Siegel se D é simplesmente conexo e 1) é analiticamenie
conjugado a urma rotacio.

{3}y 17 é um anel de Herman se D é conformalmente equivalente a wm annulus
A={reC:0<r <z < ryrire € R} e afungdo Slp ¢ analiticamente
conjugada a mma rotagdo rigida de A

Teorema 4.16. (Sullivan) Qualquer dominie de Sullivan é de nm dos conco tipos
acima. Além disso,
{1} qualquer conjunto de Fatou possul um mimere finito desses dominios,
{2} no caso parabdlico S(p) = 1,
(3} os dominios parabdlicos e atvatores contém infinitas orbitas positivas de pontos
criticos,

W eventunly perindic.



(4} as fronteiras dos donunios de rotagao estdo contidas no fecho das orbitas pos-
tivas dos pontos criticos.

Teorema 4.17. ([BSS[} Seja g : C — C uma fungao racional. Se J{g) é recursivamente
enumerdvel sobre o corpo dos reais, entdo J{g} satisfaz um dos seguintes ftens,
(1) g} = 9 ¢ neste caso g é uma rofagdo ou urma constante,
(2} J{g) consiste de um dnico pouto e g & uma transformacio linear fracionaria
mas nas wma rofacan,
{3} J{g} ¢ um arco analitico real, e neste caso, se 0s pontos fixos de g sdo hiper-
halicos, o arco € o arco de um circulo,

{(4) J{g} & vma cwrva de Jordan analitica real, e no caso hiperbdlico J{g) é um
cireulo,

(3} J{g)=¢C.

Demonstracdo (esbogo).  Pelo corolario {4.11) ¢ possivel mostrar que ou .J é conexo
o possul um imero nao enwmeravel de componentes conexas. Comeo J € uma unido
enumeravel de conjuntos semialgébricos basicos, e cada um possui um namero finito
de componentes conexas, J deve ser conexo. Se imt(J) # &, entio J = & Se J &
vazio ou consiste de um nnico ponto segue-se que o grau de ¢ ¢ 1 ou 0 e os casos {a)
e {b) sa0 triviais. Entdo vamos considerar o caso onde J é uma unido enumerdvel
de conjuntos serialgébricos basicos que podemos assumir que sdo fechados. Como
coralario do teorema de Baire, existe pelo menos um desses conjuntos fechados que
possui interior nao vazio. Enido podemos encontrar wu arco analitico real [ neste
conjunto e, novamente pelo corolario {4.11), uwm ny > 0 tal que (/) = /. Mas se
[ tem ramos ou se cruza, entio I possul wm mimere finifo de ramos e de pontos de
cruzamento. Mas pelo corolario (4.11) os tamos ¢ os pontos de cruzamento devem ser
densos, um absurdo, Logo I é on um arco analitico ou nma curva de Jordan analitica.

Faltam os casos (¢} e {d} no caso de pontos fixos hiperbdlicos. Sabemos que o
complemento de J possul ne maximo duas componentes simplesmente conexas tolal-
mente invariantes, Pelo teorema (4,16) estas componentes sdo bacias de atracio de
urnt pento hiperbélico e pelas proposicdes {4.13) e (4.14) concluimos a demonstracio.
£)

Varmos passar a defimicio do conjunto de Mandelbrot.

Se S F) é o conjunto dos pontos criticos de um pohndmio f, entdo é possivel
mostrar que Q(f) © K, se, e somente se, J{[} é conexo e, se Q) 11 Ky = @, entéo
J{f1 é um conjunto totalmente desconexo, compacto e perfeito, ie., homeomorfo
a0 conjunio de Cantor. No caso de polmdmios quadraticos existe apenas um ponto
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critico, logo, J € conexo ou homeomorfo ao conjunto de Cantor. esta dicotomia
determina uma decomposicao natural do plano de pardmeiros.

Seja foiz) = 2% + e E fdcil ver que qualquer polindmio quadrético pode ser
conjugado analiticamente a um polindmio da forma plz) = 2* + ¢ (e, [Fal). Como
consequéncia, para estudar o conjunto de Julia de 'p(';lin?)mios guadraticos é suficiente
estudar a classe dos polindmios da forma p(z) = 2% + «

Definigdo. ) conjunto de Mandelbrot A ¢é definido por:
M =, {e e CJ(}.) é conexo}
Lim resultado classico ¢ qus
M={ceC: lit m PRy A :sc}
={cec e tel(ct+el+e... A oo}

() conjunto de Mandelbrot possui uma quantidade enorme de Informacho acerca
dos conjuntos de Julia J{1,), mas como observa Branner [Br], ndo ¢ trivial a partir
desta definican, que as componentes de C — ¢M determminam de fato a decomposicio
do plano de pardmetros em regides com comportamentos dinamicos gualitativamente
diferentes, e que a fronfeira de M ¢ o conjunto de bifurcacao, 1.e., o conjunio dos pontos
para o8 quais o comportamente dinamico muda gualitativamente. Mas preferimos
nae nos deter nesta discussio e sugerimos [Brj ou [Fa) onde outras referéncias a esta
questho podem ser encontradas. Vamos caminhar num ouiro sentido.

{abe observar aqui que, devido a wn resultado de Ruelle (ef. {Fa]),

dimny J{ f.} =

+ |el*/4log 2 + termos em [of’ e poténcias maiores

dimyg J{f.) é uma fungdo apalitica real de oo Isto mostra que muitos conjuntos de
Julia ndo sho recursivainente enumeravels sobre os reais.
Um ponto ¢ € chamado de ponto de Misiurewicz se a Grhita de 0 sobre f, é
estritamente préperiddica, Le., se zp = L0}, entdo 54 = 5 para algom N > 1 e
[ > 0. Por exemplo, se ¢ = i entho ¢ é win ponto de Misturewicz. E possivel mostrar

que se ¢ 6 um ponto de Misiurewiez J{f.)) = Ky

Seja f, - C — € uma familia de fun¢bes definida indntivamente por

file) = ¢, Fale) = (fooile))* 4 ¢
Fntio, dado ¢ a sequéneia 0, fi{o}, falc),. .. € adrbita de 0 sobre f,. Ser = max*( ey

entdo para lz] > r, 1P{2) [/§z| > 1, be E(: > 2, entdo {filc)] > 2 e entéo f{¢) — oc
quando n — oo, Assim, para ¢ € C— M temos f.(¢) — o0, e para ¢ € ..%1:'1' temos
(e} < 2. Entao para qualguer vizinhanca U familia fu]o 0 I/ — € ndo é normal.

64



Proposicdo {.18. Os pontos de Misturewicz sao densos na fronieira de M.

Demonstragio. Seja ¢q € OM ¢ ¢y ¥ 174, Supondo que a afirmagao ¢ falsa, é possivel
escolher uma vizinhanca U simplesmente conexa de ¢y tal que {7 nao contém 1/4 e
nesham ponto de Misiurewicz ¢ tal que a drbita de 0 sobre f. contém um ponto fixo.
{omo U7 ¢ simplesmente conexo e 1/4 & U, podemos escolher g5, 40 1 I/ — € como
sendo dois ramos da rafz /1 — dec. Entdo f.(¢) omite trés pontos:

Fley =12+ gi(e).  hle) =124 mlc) e o

Os dois pontos ky e hy sdo pontos fixos distintos de f, que coincidemn somente se
¢ = 1/4. Por uma construcho usual obtemos uma familia F, : U~ C que omite 0, 1

e 00, O sela

jr'ri- - / iy

by = foy ~ hq

A famiba {F,} ¢ normal e portanto { f.1 é normal. o que é um absurdo, 2
T | AT * X

Teoreme 4.19. O conjunto de Mandelbrot nao é recursivamente numerdvel sobre os

rEals.

Demonstracao {eshogo). Existern pelo menos duas demonstragoes parciats deste re-
sultado. Uma devida a Blum e a Smale [BS], ¢ outra devida a Mansfield {Ma]. Mas
ambas dependem de hipdteses niao demonstradas que sio, segundo estes antores, cer-

tamente verdadeirast®:

o [ipdiese de [BSE dimg{dM) > L
{Jom base nesta hipotese, se M € enumeravel recursivamente sobre R enldao M é

e o fecho de conjuntos semialgébricos basicos € wn conjunto semialgéhrico bisico,

jEL8) demos su Dor

onde cada 8; © C = R? ¢ semialgéhrico bésico ¢ fechado. Se dimp$; < 1 entdo

C
dimp{dM 005 < 1. Por ontro lado, se dimg S > 1, entdo dimg S, = 2, ¢ assim
w2

dimy(OM 1 5 < 1. Como 8; é fechado, dimpd5; < 1. Além disso como int{S;) ¢
int(M ). temos

dimpy(OM NS < dimg(dM N a8 < 1

¥oi demonstrado recentamente por Shishimura que a dimensio de Hausdor(f de g & igual a 2,

(5



Ol seja,
dimyoM = sup {dmzy(dM NS} <1

15i<on

contradizendo a hipdtese inicial.
& Hipotese de [Ma]: dimg(dM N 7Y ndo & inteira para qualquer aberto 17,

Observe que se M é enumeravel recursivamente sobre R ¢ w € M e w satisfaz
somente ineguagoes estritas, entdo existe um aberto I7 que contém w e U também
satisfaz estas inequacdes, ou seja, existern pontos z € C—M que pertencem ao conjunto
de parada da maquina que define M, que ¢ wm absurde, Assim, para mostrar gue
M ndo é ennmeravel recursivamente sobre R, basta mostrar que, para qualguer lsta
fy,.. . 4y & R de parametros existe wn ponto {#o, 4o} na fronteira de M (e portanto
ern M) tal que (g, yo) ndo satisfaz nenhuma equacio polinomial da forma p(r, y) = 0.
onde p é um polindmio sobre Qlmy,. ..., ). Suponha o contrdrio, Le., existe uma lista
de pardametros tal que qualguer ponto da fronteira satisfaz alguma equacio algébrica
sobre esta lista. Enido dM estd contida numa unido enumeravel de curvas algéhricas.
Mas pelo teorema de Baire, comoe M ¢ fechado e portanio completo, alguma destas
curvas algébricas tem interior em A4 nao vazio, digamos C,. Isto significa que existe
um aberto & R? tal que VN OM =N, Mas dimg (U N JM ) ndo é inteira pela,
lipotese assumida, enquanto que curvas algéhbricas tem dimensdo de Hansdorfl igual

i

al, O

Acreditamos que a evidéncia para ambas as afirmagdes acima provém de um resul-
tado de Tan Lei (cf. [Bre]) de que em torno de um ponto de Misturewicz ¢ os conjuntos
JUfy e OM sho "similares”. Como a dimensdo de Hausdorff de J{f,) é ndo-inteira en-
120, comoe os pontos de Misiurewicz séo densos na fronteira de M (proposicio (4.18)),
dimyg{OM O U} tambeém ndo ¢ inteira para qualquer UV,

Em [dCD8§|, da Costa e Doria observam que alguns teoremas intuitivamente &h-

vios, como por exemplo o Teorema da Curva de Jordan, possuem demonstracoes
bastante complicadas. Segunde estes autores,

How comes that the strict mathematical proof for those “Intuitively obvions”

facts is so involved? To answer it in a nuishell: mathematics restricts its proof

tools to digital, discrete, stepwise techniques, while we have used here some

kind of anclog-tike arguments,

A partir destas observacdes pode-se formular wma teoria de computacio, chamada
de H-computagao, que assume como computavel o segninte processo geoméirico:

Principio geométrico. Sempre podemos decidir quando duas curvas diferencidvels
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[smooth] tém wm ponto em comum numa regido limitada por um retangulo.

E facil ver, usando as tradugdes de Richardson que a funcho de parada # é H-
computavel.

Por outro lado, os teoremas (4.17) e {4.18) sugerem que conjuntos topologicamentie
mito complicados, como por exemplo os conjuntos de Julia que udo satisfazent as
condicdes do teorema (4.17), ndo sho recursivos sobre os reais. E dificil ndo notar
uma certa semethanga entre a simplicidade dos conjunto recursivos sobre os reais,
tes exemplos, e o principio geométrico acima.

pelo menoes nes
FProbiema 7. H-computacio ¢ computabilidade sobre os reais sao equivalentes?

Note que o principio geoméirico é muito mais justificdvel como wm processo com-
putavel do que computabilidade sobre os reais.



5. Conclusao e Algumas Observacoes Iunconclusas

Come vimos no capitulo I, a observacdo de Arnold a solucao negativa, proposta
por da Costa ¢ Doria, do seu problema sobre estabilidade de Lyapunov, pressupée
a possibilidade de um processo que amnda pode ser chamado de compulavel, ¢ além
disso, este “algoritmo analitico”, como ¢ denominado por Arnold, ndo é equivalente a
wma maquina de Turing, e sena mais adequado para tratar esse problema.

A idéra de “ser mais adequado’ J4 pressupde, como foi observado no capitulo 11, em
gue sentido uwma solucdo ¢ esperada, Combinando entfo estas observagoes, pode-se
induzir que existe uma no¢do intuitiva de um processo que ainda pode ser chamado
de computdvel e que nio é Turing-computavel.

Na verdade isto nac contradiz a Tese de Church, de gque o que pode ser efetivamente
computavel é computavel por wma maquina de Turing, pois como observa Gandy
[Gal, num trabalho excepcional. (¢ também Kreisel [Kr 1), ‘efetivamente computdvel’
significa ‘o que pode ser caleulado por um ser humano abstrato’, e além disso, a
analise de Turing em |[T], fornece argumentos para o seguinte “Teorema’ o que pode

ser efetivamente caleulado por wm ‘ser humano abstrato” € computdee!, Mas nao para
a tese de que o gue pode ser calevlado por win mecanismo € Turing-computdvel.

A palavra ‘absirate’ usada aqui, indica, conforme Gandy, que o argumenio nao
faz nenhum apelo a limitacées fisicas de tempo ou espaco. A palavra ‘eletiva’ significa
que 0 provesso ¢ determinista e gque deve terminar em um tempo finite. Deixando um
pouco a parte as objecdes de Godel A andlise de Turing®, que podem ser justificadas
apenas através de wima ‘teoria da inteligéncia’ {diseutidas por exemplo em [Wel, [Kr
3| ou [Wa)}, pode-se mostrar, como faz Gandy, que alguns passos cruciais da analise
de Turing nac se sustentarn com a hipdtese de que o caleulo estd sendo feito por um

mecanisme. Portanto, como ja fot observado, a analise Turing nédo fornece argumentos

para o seguinte:

Tese M. O gue pode ser computdvel por wm mecanismo ¢ computivel por uma
maguina de Turing.

YMas nio esgquecendo que tabvez tenba side Godel o primeire a chamar a atencio para a pos-
sibilidade de que o roneetio formal de computabilidade, obtido através da analise de Turing, seja
mmsuficiente para sapturar todos 09 processos meantais que poderiam ser chamados de computavers.



O que Gandy faz é limitar o significado de mecanismo®™. que ¢ nwito geral,
definindo quatro principios para mecanismos que tém por objetivo capturar formal-
merte a nogao geral de um dispositive mecinico determinista no qual o processo de
caleulo pode ser descrito em termos discretos. A parbir disso, pede-se enunciar tna.

versao mais definida da Tese M,

Tese P. Qualquer dispositivo mecanico determinista discreto satisfaz os quatro princi-
PIOS para. Mecanismos.,

¢ demonstrar o seguinte feoremas:

Teorema F. () que pode ser caleulavel por um dispositivo satisfazendo os principios
IV & Turing-computavel.

Nao nos parece muito dificil intuir que o concetto de computabihidade sobre estrn-
turag abstratas constitul um mecanismo, pois, como vimos no capitulo [, a andlise
de Friedman dos concettos de FAP, MTg mostra que a agdo simbdlica destes disposi-
tivos a cada inpul, visto como um termo formal, pode ser simulada por wma maguina

de Turing usnal {¢f. a prova do teorema (3.2)). B o conjunto de todas as agbes, ou
‘Grbitas’ possivels constitul wim EDE, que é em essencia uma relativizacdo da definicdo
de funcao recursiva parcial por casos. No caso de prime e search computabilidade,
isto pode ser visto diretamente a pariir da prépria definicao dessas classes de funcoes,
pois nestes casos, basta notar gue a analise de Kleene [K11] se aplica.

De fato, em [Sh2], Shepherdson modificou alguns dos principios de Gandy e de-
limitou, através de guatro principios I — IV, uma classe de mecanismos mais geral
(incluindo por exemplo dispositivos que operam em paralelo e sobre estruturas ab-
stratas totais € parciais) obtendo wn resuliado semelhanie ao teorema P, reforcando
o cardter mecanicista de na MTg?,

Teorema 5. =/ Qualgquer mecanismo que satisfaca os prineipios I'-IV' € equivalente a
uma MTg ou a wma MTg que opera em paralelo sobre todas as interpretagdes nas quals

“Mecanismo é um termo bastanbe rpreciso, mas esta sendo usado aqui para sigoifivar por exem-
plo, maguinas que operam um nimers acbibedrio de simbolos simultdnesmente, maquinas analdgicas,
teorias Hsleas mecanicistas no sentido de JKr2], ou mesmn leoriag fsteas num sentido mats amplo

UNeste caso & necessirio inclulr operaches em paralelo gue nao podem ser simuladas por um
procedimento serial se as estruturas consideravadas forem estruturas parciais {cf. [Shl]} Sendo

agsimy, como uma NTg é um procedimento serial, ela nio € mals universal ¢ deve ser repassada por
dispositivo gque opera e paralelo.
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ele & determinado.

DHante destes resultados acreditamos ndo ser totalmente discrepante afirmar que
ox critérios algéhricos de Arnold constituern um mecanismo. Em vista disso, podemos
formular a seguinte guestio,

Problesma 8. Os critérios algébricos de Arold satisfazem og principios de Shepherd-

son’

As dificuldades apontadas no capitulo [1 de se estabelecer de fato uma relacio
entre EDE’s ¢ as condictes de semialyebricidade ¢ guase determinagde finita que de-
finem estes critérios, constituem, em vista do teorema 5, um obhstdculo a uma possivel
solucdo positiva do problema acima.

Por outro lado, parece claro que se wma relagéo, ou propriedade P, defisida sobre
wn conjunto {7, é EDE-decidivel, entdo existe uma lista enumerdvel {possivelmmente
finita) de condi¢hes i tal que » € U & o satisfaz alpuma . Se permitirmos
guantificadores, como faz por exemplo [Mos2], entas dependende da uniformidade da
formula ¢ em relacdo a 4, a Hsta pode ser finita e entdo temos um resultado do tipo

Pley < pilx), fz=1,...,n) ()

Em outras palavras, (+) é um teeremo que determina condigbes necessdrias e sufi-
cientes para que um dado z € UV satisfaca P, Mas como F € genérica, gqualquer
teorerma deste forma possui wm conteide algoriimico. Se temos apenas condigdes
necessarias, entdo P é pelo menos ‘recursivamente enumeravel’) Le., eguivalente a
algum EDE finito sobre alguma estrutura adequada.

Talvez, resolver o problema de Arnold signifique, em dltima analise, estabelecer
urn mbmere finito condicBes necessirias e suficlentes sobre os campos vetorias que
determinarn os sistemas considerados, que por sua vez caracterizam os sistemas onde

- e ! g ‘3
temos estabilidade ou nio®?

¢ suficie _
stmplista, mas o proprio Arnold parece confirmar isto nos seguintes momentos,

sta interpretaciio, relacionando teoremas que estabecam condicdes necessarias

ites (1e., teoremas de classificagao completa) com algontmons, pode parecer

s om resposta & solucédo negativa proposta por da Costa e Doria [Ar4], logo apds
a formulacao de seu problema ¢ termos de algoritmws analiticos:

e acordo com esta interpretacio, uma solugho negativa envolvendo EDE’s sobre uma certa
estrutura, significa a impossibilidade de se estabelecer {#) {mesmo no caso i = 1., %) usando
fhrmulas semialgébricas basicas na lingusgem desta estrutura. E ¢laro que, para cada propriedade
P existe numa estrutura ua qual P ¢ EDE-decidivel: hasta declarar P eomno relagdo basica. Logo
EDE-indecidibilidade geral nunca é possivel. O problema entdo é qual estrutura escolher.
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However as far as I know there are no words in logic to describe the above
problem and I have thus preferred to stop at the level of algorithms in
the nsual sense rather than fo try to explain to logiclans the meaning of
the impossibility of the selution of differential equations of a given fype by
guadratnres™’ {e.g., in the Licuville case in classical mechanics or in the the
ory of second order ordinary differential equations). The main difficulty here
is that the solvability or unsolvability should be defined in a way that makes
evident the invariance of this property under admissible changes of variables
defined by Panctions that one can construct from the right hand side of the
equations in a given coordinate svstert. In other terms we should explicitly
deseribe the structure of the manifold where the vectorfield is given, with
respect to wich the equation is nonintegrable.

s mun comentario a respeito do significado da solugdo negativa de Smale para o
problema de classificacdo topoldgica de equacdes diferenciais [Ar3, p. 89}

stetns exist

He [Smale] showed that for phase spaces of large dimension, s
in the neighborhood of which there is no structurally stable system. [Ior
the gualitative theory of differential equations this result has approximately
the same significance as Liouville’s theorern on the impossibility of solving
differential equations by quadrature for the integration theory of differential
equations. It shows that the problem of the complete topalogical classifica-
tion of differential equations with high-dimensional phase space is hopeless
even if restricted to generic equations and nondegenerate cases.

Diante deatas obscrvacdes, os teoremas sobre incompletude e indecidibilidade em
teorias que extendem a Analise (voroldrios (1.17), {1.18) e proposicdes {1.19) e {1.20})
moestram wma vez mais que, computabilidade no sentido de Turing-computabilidade,
mumn certo sentido, nao é adequado para rvesolver um problema do tipo do de Arnold,
por exemplo, pois nao exclui a possibilidade de existéncia de um teorema do tipo
{«} gue é o tipo de solugio esperada. Uma solugdo negativa, usando Turing-
computabilidade, mostra apenas que alguma p; € indecidivel. Isto é o que acontece,
por exemplo, em {3.11}.

Mesmo que nossas interpretacoes estejam corretas e a teoria de computabilidade
sobre estruturas abstratas seja suficiente para os propdsitos matematicos, como os do
tipo levantados por Arnold, é possivel concebermos nma extensdo genuina do conceito
de computacao, onde estes problemas possam ser resolvidos de forma. satisfatoria.

SEste ¢ um resnltado garantido pelo teorema de Liouville, ou seja, equagdes lineares de segunda
ordem em geral, possuem sohigdes que naa podern sey expressas em termos dos coeficientes por meio
de operagdes aribméticas, solngdes de equagles algdbricas (inclusive as nao soldveis por radicais)
exXponencacio e ntegracio,
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