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Resumo 

O pwpo»Jto deste trabalho é mostrar que o conn~ito de comptl!-abílídade sobn: es
truturas abstratas apesar de nào i:lcresccntar nada genuinamente novo a.ü conceito 
d~issico de computaçáo, formalizado pela tt:'DrÍa da recursâ.o --·,pode SE'r útil do ponto 
de vistn. ma.lPm<:it.ico se visto corno um conceito genuíno de compuL~1çào. Tom<:nnos 
romo mot.ívat;.<i.o, de um lado, o problenm. propost.o por Arnold de decidir alg;oritmica
ment.e se uw pon\.o flxo de uma t_:qna(;ào diferencial P ou uà.o está.vd, ('de outro, uma 
soluçào negat.ív<t dest.e problema que utili~;a o couceito clássico de fuHçào compui.Avel. 
A partir da discussúo gerada enJ torno desta soluçií.o, Ü'ntamos mostrM que o conceito 
de Tnring-compntahilidade é in.culequ<:ldo, sob um certo p(mto (k vista., para l.r<ttar 
problemas deste tipo. Tentamos mostr<u- que os modelos df' computabílidade sobre 
eHt rnturas abstratas propostos por Moschovakis. Friedman e Blum d oJ. podem ser 
usados par<l tratar o problema. de uma. forma. ma.is 'realista·. Tambón discut.ímo;; ai
gnus a.sptxt.os da ieoria. de compnt.abilida.de sobrf' os reais e .sua. relação c.orn sislcnws 
diu;)micos com o objetivo de enfatizar nosso ponto de vistn. Além disso, disru! i mos 
hrevementf' algumas implicaçôes desta análise pa-ra a Tese de Church-Tnring. 
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Introdução 

Vamos considerax <i seguinte bipüt.ese: 

fhpáft:sc da C'ompu!abih:dade Aln:trafa. (; possÍn'l formular uma. teoria abstrata da 
computa.çào (te tal forma que: 

{ l) k've em conta pron::,;sos rnatermí.ticos que aparentemente envolvem <'1Spe\'.tos 
i'!lgorí tmicos .. 

(2) possa servir de critério pa.ra cxpress<lr tais processos. 

Este tra.ba.lho tem um duplo propósito: 

• !VIost.rar em que tern1os <t hipótese da computahilidade élbstrata, HCA, deve ser 
entf•ndida .. ou sej<L mostr<l.T (j_ll<'~Ís são os processos rnatemáticos qu{' aparecem 
em ( 1) e ern que t.ipo de questôes se faz necessário lllllil tal teoria da com
putaçáo. 

• i\Iosira.r porq11c acreditamos que HCA 6 verdadeira. 

Os motivoo; que nos levanun a formular tal hipótese .. e por conseqn{~ncia. em que 
termof: HCA deve ser f'nt-endida t'nvo]vem alguns fatos que pa.s~<u·emos a considerar. 

:\o Congres:-Jo fnternaóonal de Ma.tcmAtica .realizado em Paris em I 900. o entào 
famoso matemático l.ht.vid Hilbert enunciou urwJ. b(:tn conhecida lista de probkrnas 
que din'cionou grande parte da a.tividndc rnat.ern<itica deste súculo. Desses. o décimo 
prohlema de Hilbert consistia em encOIJtra.r um pron'dimento geral capaz de decidir 
:se nma eqwv;ào diofantina sobre Z possui 011 n<'i.o solu1;ócs intPiras. 

Com a fomudiza.çào do conceito de al!Jordmo t' o d{'Senvolvimento da. teoria 
da nYursão. tarnhém chmnada de tf'oria da compntabilidade, parecia possível qtw 
nm tal algoritmo poderia nâ.o existir. Trabalhaw.lo nesta diw•(ào, Davis, Ma.tijns<-'
vich e Robinson [DMR] resoln•rarn de forma notável o décimo problema de HilberL 
rnostra.ndo qut._· de fato urn tal algoritmo nào existe. 

Com o objetivo de avaliar il ::;Ítuação dos problemas de Hilbert, il Arnt'Tican Malh~ 
t:nwtical Soricty realizou em !97>'1 uma ronferôncia na quaL refletindo a.s principais 
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l<•ndf>ncias da pesquisa {'Jl\ Hld\ t'lfldl ]( êl. 11 t\\à llO\a lista de proiJ!~'lllilS roí proposta l. 

O lll<lV'Inátíco russo V. L Arno],j contribuiu com a.s seguintes questües relacionada a 
uma quest.ilo particulannciJte recalcitrante em qua.çôes diferCJ.ICiais: 

Is lhe .5/o!Jilit;v problem fur sla1iorwry puint.<> algorithmic(Jlly du-idablr'";' Tli(' 
well-known Lyapunov Ül('orew solvPs t.he probiem in the abs,~nce of eigcn
va.lues WÍ1 h zero real pn.rt.t;. In more compUca.tl?d cases. wlwn• tlw st.a.bility 
depeuds on higlli:'J" order tenns in the Ta}ilor serics, th('re exiots 110 algcbraic 
crit.erio11. 

Lfl !)I' a 1.wdor jicld fx: givcn by po!ynomwls of u .fixrA drgref, 1âlh ratúmaf co
cjfir·ir:nh:~. Dor·::; an. alyori!ltm u:ist, allou,in.g to decide, whc!htr lhe slnliouary 
point i::; stobh! 

A similiu problem; Does there cxist an a!gorithm to dccídc .. wl.tr:'ther a p.la.n.e 
pol_vnornial vedor field has a limit c_vrle"? 

Em [dCD 4, 6 1 7] da. Costa c Doria.. ut.ilizando lw.sicamcnte as mcénna):l técnicas 

de l.hvis. l\.:Jatijasevich c Hobinson. e um resultado de Hiehttrdson [Ri], resolveram 

o problema a("ima d<' forma negativa, íst.o é, provando qtw nào exist<, um algoritmo 
no sentido cl<i.:-;sico capaz de decidir se um ponto :-;ingular de um sistema de equações 
dífewncia,ís 0 ou nào estáveL \L-tis precisa.ment(', cks cons1rnÍram um;t l"an!Ília .6.(m) 

c-uurnerável de sist.cnns de equa<~Õcs dikrt:•nciais polinmniais paranwtrizadas por m .. 
ial qne o conj\!nto {mE N: a origem C, <~st.~í.vel em .ê:.(m)} nào é recursivo. 

Diante da. solnç.ào de da Costa e Doria., em [Ar4] Arnold fa.z, impor1.d-Htes oh;.;er
vaçÓ('é' sobre como o seu problema devt.\ ser cutendido: 

In m.v problem t.he coeffic:icnts of the polynomía.ls of known d0grcc ;md of a 
kno\'l'n nnmlwr of variah!es are written on tlu' tape of the sta.nda.n! TuriHg 
rnadlin(> in the st<mdard order anti in tlw standaxd. representation. 

Tlw problPm is \vhether tl1ere ex:i~;t.s au aJgodthm (<111 <:~dditiona! text for ÜtP 
madlill(' independent of thP v;Üues of the nwfflriE•rlts) such t.hat it solves tlw 
s1ability problPm for t!w st.ationary poitlt. aJ the origin {i.e .. ahvays s1.ops 
giviug t.h(' answcr'·st.a.ble" or ·'unst.able" ). 

I hop0~ this aJgorithm exists if t.lt(~ degrPP is one. h aJso exist.s \dwn lhe 
dimension is one. 1-Jy conjectiU'(' h as always beeo 1.ltat t.heH' is no algorl1 hrn 
for sonw suffici('lltly high degree and dimC'nsion, perhn.ps for dimeusioH :3 and 
<:kgrec :~ or even 2. I a.m l.ess cPrt.ain <:tbout. what happens in dinwusion 2. 

O f course thr~ no11exlstence of a general algoritl11n for a fixcd dimensioH work
ing for <trbitrary dPgree or for a. fixed d<>gree working for an arhitnn.v dimNl-

~--~~----

1 Thc mafhuno.tics arimrg from lhlbcrl"s prohhm 's. Proc. Syn1p. Pure Mat.h .. A.\f.S . \'Ol. 

28. J\)7(\. 
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sion, nr working for aJl polyaomials with arbitrary degn•p a.nd dimensiot1 
woald <dso be interestiug. 

Integers \Vl'l'P intJwhced lu the formulation onl,v to void tlw diflicu!ty of 
<>xphliHÍll?; tlte Wtly tlw data a.w written on t.he machine '.o; tape. Th.e morf' rt'
alistic formula-tion of tlw problem would requirc the definition of an rtnalytic 
algoríthm working witl1 real nmnbers a.nd ftmctions (ddined as symbols). 
The a.!gorithm should pcrmit a.ritlnneticaJ opera.tions. modulus, dífferentia
tion, imegra.tion. solution of noJJdifferNlt.iaJ f•qua:tions ( ... ). e.XJH.HIPI!Üa.i.ion, 

logarit.hms, evaJnation of "computa.blc" functions for ·'computa.ble'' argu
menls, The conjectureis that wlth a!! tho:::w tool.s Oll(' h; still l.m<tble: 

l. To solve the gemera! stability prohlem starting from the right hand side 
fnnctions as s,yrnboLs with which one ma.y rwrfórm t.fw precedíng opera.t.ions. 

2. To ~o.lve tlte a.bove problem l'or polyuomia! vectorfie!ds wit.h renJ or 
complPx coefficient.s. 

:~, ]b soh-'0 t.hem witlt integer codficient.':L 

However a.s far a.s I knmv tlwn' are no words in logic to dcscrihe the abovi' 
problern and I haxe thufl prdPrn~d to stop at the level of algorithms in Lhe 
usual sense ratlwr tha.n to t.r.Y to expla.in to logidaos tlte mea.ning of thP lm
posslUility of tlH" solu1ion of diffCrentia.l cquat.lons of a givcn type by quadra
\.ures (e.g., in the Liouville ra.se in dassícaJ mPdwn.ics or in t!w theory of 
scrond order ordina.ry diffcrcnlia,i eqnat.ions). Tl1e ma.in diffkult,v lwrP is 
that tlw solvability or unsolvabilit.y sliould he defíned i11 a way thal ma.l;:(•fi 

evídenl. Üi(' invarianre of thís property undcr admissible changes of <lariaNes 
ddim•d by fnuctions t.hat. one can construct from tlw rigln h<HHl síde of t.hc 
{'quat.ions in a gil:en corrdinat.~: system, In other t('rJm we should exp!icit!_v 
descritH• rhe structure oi' tlH:' m<mifold where thP vector lield is given. with 
respect to which the equa.t.lon is nonintegrable. 

h1 t.he usu;tl a.ppronch this strncture is ;-1liuear spact' st.rUct.lJrt'. <tud l think 
it ih too rc-strktivC'. 

ln any case I would like to known wlwt.lwr you think you have proved my 
conjectlJr~:•o: on polynornial vectorfidds with _integer roeffici~mt.~; 

• For some paü (degr('e, d.itnPHsion); 

• For some dlnwnskm; 

• For some <kgrec, thc polynouüds hei ng given on the ta.pe oi' lhe HHt

chÜ!t' in the standanl l(wm.. If one of those uwlecidabilit.v eon.ketur(!S 
ís proved, it wonld be interestíng t-0 kBow for which pair (d<:gree. 
dillJ<~nsion}. or valtw of the dimension or value of th~· degrP(' is Üt(' 

nndecidahllit.r prov~o•n. 

A partir dt'stc comentário de Arnold podcrnos extrair as seg;uint.cs ohsernu;óf's: 
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• lnterpret.ar o sentido da palavra. ·'algoritmo" que apa.rcce 11a fonnulaçào origina.] 
em t\'rrnotJ de rnáquinatJ de Turing é apenas urna primeira a.proxima\·ào: poitJ (:' 
o ,ínico conceito formal ronbecido {por Arnold) que captura, s<:>gnndo a Tese 
de Clmrch. a noçiLo de cornputa.bilida.de intuitiv<L 

• Colocando o problema em lermos da nào f~xistência. d\' niL<~rios ;,t]gébrico:-o, 
Arnold coloca em evidéncia o caráter algoritmico destes critérios. (jlll' estari<lnl 
ma.is próximos df' mn<l funnula<,·;:io '·rnais ri.·a.lisLa'·. 

Cabe lembrar aqui que estas observaçôes estào diretamente relacionadas a. umn 
q1u•st.ào mnito mais geral, a saber, sobre a f'xistéuci<l d(' lllTl conceito mais geral d~é.: 

n.>rnJ.Hlta(;ào. já tratada por J\reisel f'm [Krl]. 

A pa-rtir destas obscrvaçôes optamos por abordar os seguintes Ítens: 

(1) PorqLw o conceito de Turing-computabilidade nào é adequado frente a nma 
versão mais reaJista do problcm<-L ou Sf'j<\, em qu(-' sentido uma HOlU<.;iíi'J t.'· es
pcrad;,. 

(2) A partir di' (I), analism a. possibilidade de formalizar o conçeito de compui..<.u.;ào 
que permeia os critérios a.lgéhricos de estabilidade e a noção íntnitit'a de algo~ 
rit.rno a.na.lítico. lv'fa_s lsto prel'supóc que estas uoçóes carregam algum sentido 
computacional inl,uit.ivo. Q11a.l seria então o sentido de 'computável' induzido 
por <'Stas noçóes'? 

(3) Indicar que sentido nma solução poderia ser f;spera.da. em vi:Jta <k (2) e (;J). 

)u_Teditamos que seria iolerew>antc responder, pelo menos de forma a.proximada 
A.s questôes acirmt, 

;-.;;lo bá nenhuma inteJH,:ào neste trabalho de n:'spond<-~r a todas essas quest()f's. 
nnhora. obviarnente. o sentido de se considerar uma t.a.J dis('ussào é obter como pro
duto fína.J um<J resposta precisa. seja el.a positivo ou nào. Vamos n.peoas trcu,;a.r um 
panorama geral de toda a problemát-ica, <'Sl)(J(;a.udo os prí'ssupostos e const'qni':'ncias. 

Corno subproduto desta análi:Jt', acredit-amos obtrr argumentos que suportam a 
Hipót.cs(' da Compnt.abilidade Abst.rai.a., a.tigiudo rlssim o:;.; propósitos inid<-1is. 

A pa.rtir destas obs<:•rvaçôcs, optamos por estruturar este trabalho dn seguinte 

Tl)<lllf'JH'l. 

i\' o Ca.pÍLu!o 1 vamos n~ver alguns dos resultados de da. Cos1.<1 (' Dorla rdv:iouados 
<l íncompletude e indecidibilida.de em An<il\sc e a soluçào apresentada por estes autoH·::; 

do prohlcmn de Arnold. 

A p;ut-ir do m;_tt.erial <:xposto neste capítulo podemos discutir com mn poHCI) mais 
de cmhasanwlltO a. obserwu,;ào de Arnold diante da. soluçào de da Costa (' Doria. c os 
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rnot.ivos que levar<-ml Arno.ld a formulação do seu prohlcrn<.L Isto(~ feito 110 Capi1ulo 
ti OIH.lc, também com o objetivo de fuJHlmnentar os argumentos, há nma. pequena 
apre:-H:'lllaçào sohrf' a insolubi!ida.dc algébrica do problema. de das:oificaçào de pontos 
singuL:tn's com rehv;ào à estabilidade de LYAPFNOV. Por SE' trat~tr d<' urn assunto 
bastante complexo, apresentamos apt:onas um esboço superfícial das íd(~is cuvolvidas 
relevantes a esta discnssào. 

A p<utir deste ponto, <lcr<:'dÍ\.i'!.rnos t.cr delineado de forma. urn pouco mais prec1sa, 
o sentido d<t. uào adequação do conceito dássico de algoritmo pa.ra tratar o probkmn 
de Arnold. 

~o <'<'tpítulo IU, so.rnos levados a rever algurn:l trabalhos qtw t.()m por objetivo um
struir nnB teoria de recursilo generalizada corno por exemplo [Mosl, 2] e [Frl] e 

1innbérn um caso particular desta korin., tratado por Blum, Shu b e Srna lc em [BSSj. 
A mot.iv<wào iniclal é tenLtr 01pturax, pdo n1enos d(' fonna aproxirrmda, o conceito de 
algoritmo propo;.;to por Arnold. Acreditamos que o material exposto neste nq>Ítu[o 

forneCE' argmncnt.os para. sustent.a.r o ponto ceutral deste tra.balho, ou seja,, ;:1. ltip()t,cse 
HCA. Estaremos entào, ao mesmo iempo. tentando e::;inbclecer um ambiente par<:c a. 

di:;cus;-;ào da possibilidade de ltma solw:,:ão satisfatória do problema dt' Aruold c. ku
ta.ndo mostrax como a teoria dil cornputabilida.Je a.b;-;1 n-tta .adquire tnn novo .'itulu.s 

dia.llte de problewa.s. como oH do tipo de Arnold. 

~o Capítulo lV exploramos un1 pouco mais com]Hlí.<tbilidade sobre anéis. em par
ticular sobrf' os reais. na direção de resultados de indecidibilida.de. Ta.lw'z eslc S(ja o 
cn.pítulo mais t.h-uin>, onde est~1bekcernos algumas rdaçôes entre recursiYidadc sobr{' 
os rea.is c dimens~.o de JLw:odorff. Como consequéncia. pode-se mostrar que o conjunto 
de Mnnddhrot uào ?: rnrurslvo sobre()," rea.is. 

Apre:-::entamos aúHlil. no último capít.ulo, a1ém de uma. conclusão algumc1s questóes 
que nos pa.recerarn pert-in('rtÜ's. 

lima última. ohscrvaçào: em todos os capítulos procuramos destaca.r o:J pontos que 
~:ons-idera.mos prohlemá.tícos, 'l'.:dvcz o aspecto rna.ís interessa.nir dcst.c trabalho esteja 
justanwnte !tX<-llizado 11as questÔ(\S não resolvidas que surgem durante a discussào c 
anAlise dos resultados. 
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1. Indecidibílidade e Incompletude em Análise 

A. Algumas definições e resultados básicos. 

Vamo~ rever alguns resultados dássiqJs envolvendo indN:idibllidade e iucomplr;_tudc 
de sisü"mas fonnai~:;. Assim, por ex.;·mplo, prova.rcrnos o primeiro teor<'llli-1. da. in
comp!.ctude de COdd a partir da exi~ti\ncia. de conjuntos cnumcràveis recursivame!lte 
nào-recursivos c .. fun\.aJnente com a. cara.cterizaç.::io aJgébrica dos c.onjnntos rccursi
Yamente emuncn-ixeis obt.ída por l\'latija::wvich. vamos obter uma "\'enúto do teorema. 
de Ciôdel quf' será utilizada Jl<l sh:ão C. Seguimos basicanwnV' [Od], oTHk i-odas ns 
demonstr~HJws omitidas podem ser encontradas. 

DcJimçâo. A classe Prim das funções recursivas prirnitivas é definida indutivamente 
por: 

(l) c1s funções iniciais Z(.r) =O. S(T) =;r+ I eit(:r: 1 , ••• ,.c.,)= .r, coml :S 7 S: n. 
perkHC('m a Prim, 

(2) composição: se '1/•, !f)t, ... , rPm E Prim, então '1)(01 , •.. •. óm) E Prim, 

( ;J) recursão: se .P( :?) e .p(Z. y,::) pertencem a Prim ntt.<io '1./l( :i', y) pertence a Prirn 
ond(', 

;i'( .i'. O) =,,"' ç,{,l') 

1p(:"2.y+ J) =).,.ry(:'í'.y.lf'(:f!,y}) 

(4) as umcas funç()(>s pertencentes n. Prim sâo as funçôes deflnida.s por aplJça.çôes 
sucessivas df:' (l), (2) e (:.1). 

lTm predicado R(."i) é recursivo primitivo se a função cara.dt'rÍstica de 1?. deno
t-ada. por ('n. E Prim. Se R(.J!,y) E Prim, então a OP<'t'.a.(;ào de fl-recursão limitada 
sobre R.(:f, y) é definida. por 

. I'(")-· {JJtin.1)l(.J!,J;) flYSz 1. J,y --der O - "' ( 3y s c) ll(ci', y) 
ca.so contrário 

A l\m(;à-0 definida pda operação (k p-rccnrsào limitada sobre um predic<·Jdo rccur
sinJ primitivo é 11m exemplo de funçào recursiv<t primitiva. ( cf. [EC]). Out rof:i t:xcmplos 
q11c serão usados posteriormente sào: 

• .J(:t. y) =<!d fL::::;(r+y-2)(r+y-·1)+2.,.(2z =(,r+ -y- 2)( . .c + lJ- 1) +:?:c) 



e /\(::)=,H fU'"5:::(3y ~ :;)(.~· = J(;t.!f)i 

• /,(o)=,," fl!l<c,(3:r <: :;)(z = .I(T,!J)) 

A funçáo J{J\?)) (• IJnl<\ das possíveis funções que enumeram os raciottais1 • que 
nest.e caso sào vistos corno fHti"("S de JM-ltlra.is. f~ clHro, por constrU(:ão. que .} : N x 

N ---+ N { um;-l bije<;âo f:' além disso. a.s fnM;ôes f( e J prTtxnccm a Prirn e sa.t.ísfazf'm 
1\(.l(.q;)) =.r, L(J(:r·.y)) = 11 e ./(11(:), /.(Z)) = Z. 

S(• o é urna fnuçào parcial entào a not.açào li·' ':::::Jd tj) significa que t:'' f indefiniclil. se 
o é inddir1id<J c 1./• =M rb se ç? é defillida .. Se~/, e y) sã.o fmH,:Ôes parciais jA definidas. 
t'Jll.ilu ·t/•(:t:) ~ <:b(.r) quando ou ambas sào indefinidas ("<f'i e ?l) para x ou, <lllJhas s;Lo 
definida.s ('ti·l e y)l) em .r e neste caso ·t/>(,r) = ó(:r); 

De.flniçâo. A cla:-<S(' Pare das fnnçárs recu·r~<;ÚJO.B paniai::; é ddillida indutivamente 
por: 

( l) as funções iniciais Z(;t) = 0: SCr) =' .r+! c I['(:r 1 •••• l .r 11 ) = :r; com l ::S i :S n. 
pertencem a Pare, 

(2) recursão: ~c l.j.··~ 91 , ... , y).,., E Pare, então ·;j•( 91 , ••. , <;\n) E Pare, 

(:.1) composição: se 1p(.l) {' +'(:?",y,.::) pertencem <1. Pare então '1/{"i,y) pertence<\ 
Pare otHk. 

·</{17, O) :::::de~ (&(.7) 

~'.·(:f,y + t) ~de! cp{:l!.y,-1/>(.f,y)} 

(4) p-recursão: se+~ E Pare entào ·ó E Pare onde, 

(:J) ii:-> 11llKa.s fnm~Óf'"s pcrteucetJtes <1. Pare sáo as funçóes deflnidas por a.plicaçóes 
sucessivas ck (1). (2), (:})e (4). 

l.'ma ftm<)tü f (recursiva se f E Pare c f {,totaL i.e., I é sempre ddiníd<i. 

Twrrmu /.1. (Forma normal para funções recursivas parc,iais) Existe uma fulH~ào 

U E Prime. para cada n ~ L existem f>rt'dicados recursivos primitivos 7;,. t.al que. 
para qualquer funçào ·y E Pare í.k n variáveis, existe um númt•ro e (cba.mado índice 
de·:;·) tal que, 

(t) <;'(.1.'!-····J'.")l {::} 3yJ;.,(f'..TJ, ... ,J'n,Y) 

(:Z) cp(Yt~ · ·., Xn)l ':::::: U{/f.l/'f~l.(t:, Yt .... , .r,, yJ). 

?er;t.a construção é análoga à de [EC. p. 40]) 



A JMrtir desü~ r('snltado pode-se obter u1na t'~n\JIJI('raçào n•cursiva parcial das 
fuuçôt•s recursiva.'> paxci<tis, ou seja. ;';C y;1

- (ou {e-}") é a c-ésirna. função recursi1/a 
pa.rcla,l de n Yanan•Js. 1.c., 

exíste l!llli1 função recursÍV<1 parcial de n+ 1 variáveis t..al qw~ y(c,.r') ~ p~'(7). Para 
isto ú snflcienü' definir y(c,.r) por 

Estf• resultado. ("{)nherido como teorema da enumeração, admite 1H\li1 formulaçio 
m<tis forte. devido basica.menk a. uniformída.d(: do predicado T;., em relação a n, ou 

::1cja., :-i e \ :r1, ... , .rn} = p(!Pf1 
• • • P~.~~, onde p; é o {i + I )-ésirno prin1o. Cllt.âo, 

1f·orcma 1 .. ?. Exist-e uma fuw;ã.o recursiva parcíc1.l Yunh•(e.l.t), chamada. de funç.ão 
parcial universal tal que se ·ti, é unli't hmção recursiva parcial qualquer de n variáYeis 
{n qunlquer), então existe urn índice f tal qnc 

Pode-se obter rcsult<:1dos análogos aos aukriore:-1 paxa. conjuntos e rcla.çôerr. Por 

definição, uma. rcla<;ào 11-ária. F ~~ recursivamente enumerável quando o c.onjuJlt.o 
{:f: P(5')} é o dominio de uma full<;ào n-<iri<-l recursiva pardal y;', i.e .. F( ;f)<--+ 'f\-(.7)1. 
O dmnínio de y~;· será denotado por VV;1

• Um conjunto A é recursivamente enu
merável se f'Xistc y, E Pare tal que +(A )i. Crn ccmjulltO é recursivo &e sua fwl<;.ào 
ntraetcrística ('A é recursiva. 

Tforcmu 1.:'?. (Forma normal para relações recursivan1ente enumeráveis) t:rna 
rela.t,;àu P p .. á,ria. é• recursi\'n.nwnh· E'nunKT<Ívcl se, <'' sorncnte se, exist.P mna relaçáo 
rf'('Hrsiva. n + 1-á.ria H taJ que 

/'(i') q 3y 11( .i.y ), 

i.E' .. SE'. e somente se cxist.e um número e (chamado índice de fY ud que, 

Ucmoustmçáo. Se F é recur~ivarnente enumerávell f'niào existe um e t.al q·ue P = VV,-. 
e pelo t.f:'ürPrna ( 1.1 ). 



reciprocamente, se PCf) <::? 3y 11(7. y) corn R recursiva., entâo Pé o domínio da. hmçiw 

recursiva parcial y(:f) ::::d~t pyR(7.y).D 

Corolário J.J_ Um conjunto A 1; recursivo se, e somente se A c o complemento de A. 
denotado por A, ;-;ào ambos eHumeníveis recursivamente 

Ounon.-:lmrrio. Se A é recursivo f'Ittà.o CA é recursiva e A c A são rt'SJH'ct.ivam(-'ltlc 
os domínios das fl.nH:C1e;; parciú; 

ç( .r) {~ 
S{' CA(x) ~ l 

~ 

caso contrário 

V'ÍX) {~ 
seCA(T) =0 

~ 

Glso contrário 

Por outro lado, ::;e A c A s<w recun>ivarrwrJt.c t'lll.lllwravels entilo cxit4em rdaçóes 
recur:>ivas f{ c Q t.ais que 

,tEA '* 3yR(cr,IJ) 

'r E A '* 3y!J(ct, y) 

e como V:r.3y( R( :r, y) V CJ( 1:, y)) va.le, a ftmçào f ( J') = py( R( :r:,!/) V Cj(-r, y)) (; rccmsiwt 
e, além disso, ou Q(I,f(r)) ou R(:r,f(.r)) é venladeira. Jsto mostra que o conjunto 
A é recursivo pois: 

( , { l se J!(cr,f(:r)) 
A(,t) = (.) 

CiL"'O contrário 

Combina-ndo e-;tes resultados podemos mostrar que crL~te um conjunio A..~ ·recur8i

camullr· CJIUrnenird c uii.o lY'cw··;;iro: hasl.a. definir Jí..: corno 

poís S(' y{ (·,,.r) é a função que enurnera todas as funçóes recursivas parna1s, <>ntào 
ó{,r) :::::d..r y(:r,.r) {,recursiva parcial P .r E'!(: {:::? ç:{r)J 

Parn mostrar que X: n<l.o é ren1rsivo, bftsta ob~ervar que se X: l'ossc n-:cursivo, K seria 
recursivi'I.Jnentt- e1tumerávcl. mas ;r E X: {:} J' fi YV,-,, i.e., 3u tal que :t E Jt {:::?:r E VVu· 
:\I os u E [,· {:} u E W~ (·~ u rf. W, {::} l.t E/\·. Urna contradif:ào.D 

Va.mos <LROra embutir A.~ nnm sistema formal através do coJlu•it.o de representahil

idade e mostrar como <ls propriedades rlt> A..: interferem HO poder de prova. do sistema, 
gerando alguns fenômenos como Íllcompk~tude f' indecidihilidrtde. 



Se L é urna lingua.gc1n formal t''Hntnerá.ve! f-Ixada, entiío é fácil ver que o conjm1tn 
d(' fórmulas lx·m fornwdas e de sent.en(~as de L podem ser idnüifkados, atran;s de 
urn processo de arií.met.izaçi'to, a. :,;cus conjuntos de códigos. reHpectivanwnte, F i' S, e 
aJém disso. estes conjuntos sào conjuutos recursivos:~ 

lhfinú,:â.o. St•ja L urna lingmlgcm formal emunerá.vel. Ulll sistema formal :F em L é 
um par (T. R) de conjunt.os C\JUHlCniveis recursivamente contidos cn1 .S' ('interpretados 
rcspcct.i\'"ament.e. como os cmljunlos dos (código'! de) t.eor('JllitS e fómmlas rdut.áveis 
de :F. O sistema :F é: 

( l ) consistente se T' n R = 0 
(::!) completo se :t' U R= S' 

(:-fl decidível se T <' R sào recursivos 
' 

( d) indecidível se T nào é recursivo 

Di:;,emos que :F'= (T', 1?1
) é uma. extensão de F= (T, R) se L r c L;P. T C T f' 

R c R'. 

Se A (' IJ sào dois conjulltos, eni.ào A/ B ~ definido usua.lnwntc cm11o sendo o 
conjunto {.r E /1: :r tf. HJ. 

hu CX\'mplo de sisterna forma.] é <t. Aritmética de Peano PA que assumiremos 
como j<i definido axioma.licanwute. Fazendo isso, cst.amos <:tssuruindo como fato que 
o conjunto das fôrnmlas hem form<Jda.s e senteHç:as de PA são rccursivmL 

D1jiniçáo. Dado um sistcm<t formal :F e uma furH;ito f, dizemos que: 

( 1 ) f é representável fracamente ern F :;e, para alguma. fórmula :.;..., da linguag<'m 
de :F. 

(2) f é representável em F SE', par;l oJguma fórmula v::, 

f(.r:~, ... ~:t,) =·Y:::::? f-F'.P(Xl····Yn,YJl 

f( .r1 •.... :cn) f:. Y ::::::? ~-F •:.p(Y.~, .. · Y,, fi) 

{3) f é representável fortemente erlt :F se para alguma fórmula. y. f e r<'prest"ll· 

távd por . .p e. 



A idéia aquí {·que Y'(:rl ...... r,_,. z) define uma runçào péHCÍi"lJ d<· .l"J, ..••. r.'i pois 

:.: f. determina-do unica.meuie e, além ÜÍ::Jso. esta ftul<;itn coincide com f quando 
f é d('finida. 

De maneira. awí.loga, dado um sist.ern<~ formal F e uma rf>I<H.;ào !-?_,dizemos qnc, 

( 1) H é representável fracamente sel pa.r<l alguma fórmula -.p. 

{2} H é representável se, para algum ç, 

H(.ri····,:t:"):::::? f-r;:p{X1 •.•• T,) 

'H(,r1 , •.. , .c,) :::::? f-_'F ''f'(J:-1 .... :f:") 

Proposiçáo 1..5. Em qualquer sistema formal consisientc <'>:tendendo PA: 

(.l) unta. rehv;iio é represent.ávd :::e, e somente se. f- recursíva 

(2) U!lla rdaçào é represent.Avel fracmnente se, e sonH~ni.e se. é recursivain<'nte 
('HUinerável 

lf.·oruna /.fi. (Gõdel) Se F/· um sist-(•ma, fol'lnaJ e é uma extciJs<l.o consistente de PA, 
cni..à.o :F f:-1ndccidíwl e incompleto. 

Drmonslraçáo. O conjtmto A.: é recnrHiv;uncnt.e emmH:.TiÍ\d e assim, pela proposl("iW 
( l J)) existe 11m a fórmula y que rcpre~>cnta fracanwntc A.~, i. e., 

Se :F fosse decidível. cntào K seria. recursivo, contradizendo as proprieda.dc::: ck~ A..:. 
Além disso, A.~· náo pode ser reprc::;ent.Avel pot· y pois m*ite caso ; .. r E K'' ;.;eria. pela 
proposif;ii..o ( l.5 ). r·ecursí va e consequ(·ntemente A_: seria recursivo. Entào existe pelo 

HWllOS lllll f tal (\U(' 

,r E A.:· 1\ i;fF ''.P(X) 

Como r· niio é rcntrsivarncnh-' eHumt.'rÚvcL uovanwnte pelo t.<·orema ( 1.10). pela n'I-nc
s(·nt.abilidad<' f rara de x·. S(' :r E A.: entào ;1: rj_ JC, i.e., lf F y(Y). Entào F{- incompleto, 
pois ·ç(:'P) f~ ';,.-;(X) nào são prováveis em .:F.D 

Po(kmos caracterizar a.lgebricanwntc os conju11to~ cnutn(T<Íveis recursiv<:utK'll1-C e 
obter uma express.ào ('rn t-ermos de polinômios para a. sentença y' E S/ (TU 11} oht ida 
na demonst.raf;ào do üxnema ( l.fi). 

(í 



lí'onma 1.?. (Matijasevích) Um conjunto )i\) {'recursivamente~ emnnerúvd !:W. c 
someHte se. existe urn polinônüo Pw(.ê. y) cora coeficientes inteiros tal que 

então como consequi\ncia. dest.e resultado, ('xist.c um poli11Ômio P,, í.<tl que z E YV, se, 
f' son1entc S(' 1)4 (::: .•• 1) =O para. <tlgum ;C, Assim para t.odo }V existe um ímllu~ c tal 
(jU(' 

o E W 9 cp,,;,(e. o)l 9 ./(c,.:) E W, 
9 (3;i')F,(./(e.o).li =O 

o polínômío F, é chamado de polinômio univei'Sal e será denotado por em,iF· 

Se :F é um sistema [ormal c LrA C LF, entào :F (' aritmeticamente consistente 
se o modelo st.andanl dos ncüuu1is N é utTl modelü par~• todn.s <Js scHl.e!l\<tS de [PA que 
sào prová-veis C'lTI :F. 

Pmpo.5içâo 1.8. Se F é um sistema forrnal que contém PA e é a.rítmeticamente cou~ 
sist.enÜ'. então existe um polinômio p( :r1 , .•• , .r"') com coeficientes int.eiros tal que 

\I F (\l.r 1 •.. Y, E N)(p(.rr. ... , .r,.) > 0) c 

\(; (3cr 1 ... ;r,, E N)(p(cr 1 , ... ,,.,.) =O) 

Drmr.Hr..:;fmçáo. Seja A =dd {a- E N +.F ,(_35")P,mi 1_,(J(a,a).:r') = 0}. Como o~ teore
mas (k F sào cnunwnÍYcÜ; rccursiv.c1.mentc, existe um índict> h tal q1.1e /1 f• Wk· Temos 
a. ;.;(.:guink sit.w:u;ào: 

( l) k E w/, H existe :7 tal que Fun.it:( J(l .. , k). :7) =o. (:' 
121 k E vh H~ r ·13.r1P,,,,.(.J(k, k), .c1 =o. 
Se k· E }Vk eutiio por (2), f--_r ·-{3.-I')P,mq·(J(/.:,l.:),:l) =·O. Como F f. arit.metica·

mente consisV'IJL(-\ pelo Ítem (1) temos qut.' ffF '(3:?)P"n;,,(../(/,:,k),.t) =(L on S(-yt. 

novamente por (2), k rt. YV~,:. Frna. COlltradiçào. Logo k tf. wk. Isto significa que 

Por outro Indo. corno F ú nritnwt.icament.c consistente<' k rf_ W~;, temos 

\Ir (3i')P,, 1,.(.J(k,k).5') =O o 

Dfjinirâo. (.:ma função parcial f de W' em Nó qualquer rnnçào definida. {pa.rcia.l~ 

mente) sobre Nn---+ N. Vamos dc11otar por 'PF, o conjunto de todas as hmçóes parciais 



de N" em N. Cm funcional F 6 uma. função (parcial) 

F; P:F~., X ... X P:Ft.~)/ X W' ---)- N 

O funri(ma.! F{ CIJ, ••.• n: 11 , J:') é um funcional recursivo parcial se de pode ser obtido 
de n- 1 ••••• n, c das flmçóes iniciais por cornposiçào, recnrsâo primitiva e p-recursàu. 
Dizcrnof:l que F(n 1 , .•• , n.n,Y) ('restrito se n 1 , •.•• n, sào funçóes toL-tis. 

Se f é uma fun<;ào de Nem N então (f)(y) ~,'"' (f(O),f(l) ... .. f(y)) 

[f'on:ma 1.,9. (Forma normal para func.ionais recursivos parciais restritos) Existe 
U1l1il t'un<;áo U E Prim c {para ca.da. m. 11 _2 .t) pn:dicados recursivos primitivos I;n.u 
ta! que. para qu<~Jq1wr funcional rermsivo parcial restrito F de (m, n)-ário, cxisk llln 
nlÍJH('t·o c (chamado índice de F ) tais <:pw; 

(l) F(y,, ... • a •• .:l'll s- 3y'l;,,,(<, r. (g,)(u) .... (u.)(y).u) 

(1) ~"'1111 .... , g,. :C) "'Ut!'YT,,,,. (c <r. (11!) (y), ... , (y,) (y ). y) ). 

D(• forma análoga .n,o caso de fun(~úes recursiv.n,s parcm1s, definimos y;·1 como a. 

r--~éo;itna. [unçào de !I va.riá.veis recursiva parcial em IL i.e .. 

Definiçiio. {"m conjunto A é Turing~redutível a um conjunto B, denotado por A ~T 
I-1, se ~:•xistc nm índice c tal que CA ,...., r.p~. A ~-r !3 s<• A ~r !3 e !1 ~T A. A 
relaçào =T {: uma rdaç-)o (k equlva!êncÍ<:l <' as classes de equival{~ncÍ<l ddinas por ~T 
são d-t;-unadas de T~graus. 

E fá('! I ver que se A é n:cnrsivameute ennrnerável entán A '5::T A_.'('' quaisquer dois 
conjuntos rC("ttrsivcnncntc cmtmerávcís sào equivalentes por ~T-

Sejn {.r) 1, =dd "o <-;xpoente do n-ésimo primo na decomposição de .rl'. Então uào 
('·difícil ver que (.r), é uma função recursiwt primitiva (cf. [EC]). SeU e T"'·" são a 
ftmç<lo e o pn,díca.do definidos pck1 t<:'ürema. ( !.6), ('tltào a funçáo 

é HXt1rsim parciaL Sendo assim, q:{r) :::::::4•1 1/J(l,;(t)._ le(:t)) também é nxursiva. parcial 
e. o(J(c, U')) ':'::::: d'(t-, i.V). s("~ja 11 tal que ç)(;r) :::: '-Ç\rrd>;(a,:c). Agora. H' A c N (:, ltll1 

conjunto qu<1Jquc1· e c é um índice qualqu('r e a.iém disso sabemos o valor de CA (p) 



para todo y E N, entào, utilizando e~te fa1o, 

(LI O) 

onde :Yo = m/fu (f-', :c (c A) (!f), y). Fínabncnl.c, Uf:!ando o polinômio p1WW 

,cwA I" EN)'I' ,'/(' /(' ,(,,,)lwd)) )-IJ]( ) J '~ rv~ 9- _.j!h-···,Yn ,l "'""'\• ll,. f,fJofll •Yl·····Yn - 1.11. 

B. As traduções de Riehardson. 

CerL:l." ge-ncra.li:r,açôes de resultados d<:-t teoria <k mírneros, eorno por exemplo, uma 
versão do dóçimo problema de liilh(''rt para corpos em g<.·ral tratada ern [Ph] , que em 
sua forma orip;inal foi resoJ·vído por Matijn.sevich gra(~as aos rt?Ruhados des(~IJvol·vidos 
por D<~vis, Pnt.nn.rn e H.obinson. colo~.:a.m novamente em evidt:m:i<l problcma.s Cll\"t'.l!
vcndo que:üóes de decidibilidade ( veji:l por exemplo [l\1z] ). 

Basicarnente. a prlncipa.l técllica uti!iíéada para mostrar a inderidibilida.de de um 
corpo/{, t~ mostr<1,r que o::: inteiros sii.o definíveis na teoria ele f{ e, ent.ào, aplicar de 
forma o.dequ<tda o rcsultndo de J\-'la1ijasevich, ou o fato de qtu::' existeJu o;ubconjunt.os 
d(' N ni'to recursivos (em [Ph] há. vários cxcmplo,s que utiliuun est.a constng;ào). I;; 
inV'n'ss<mte observar que est<t nws1mt técnica foi nsada. por Rirha.rdson em 1968 [Ri] 
para mostrar qw' ce-rtos predicados exist.e11rla.is sobre os -raús sào indecidíveis. Eru 
linhas ~era.is, a idéia é (Onstruir.. para cada polinômio f(:r.y) com c.oefkientes inteiros 
ddínido sobre Rn x R. uma certa função F(,r, ;9) : R'' x R -> R, dt• tal forma qtw 
o conjunto A= {li E Z: (3:r E R''·}(F(:t.!J) =O)} coincide com o conju11to f3 = 
{y E Z : (3T E N")(f(:r.y) = 0)}. Como exi~tem polinômios para os qmtis B não 
(-, r('Cursivo, o conjtmt.o A correspondf•nt.e ta.rnbf.rn nào será recursivo. Atraq~s desti'l 
cousi.rw:.;ào (;possível traJ!.u::ir na lingnn.g(:'m da aritmética de scgllnda onkJJ1 PA2, 
i.e .. na línguagem da Análise prediuvlos não recursivos sobre os 11aturais. ohLcndo 
predicados mio rccnr~ivos sobre os rcuís. 

O teorema ( J .6), que em essêncitt é o primeiro t('orem<t da incowplctude dt~ Gôdd, 
g<tnuJte que PA2 também(; J:nll sistema formal indecidível<.' incompleto. Além dís::;o a 
fórmula y E /·/PA" /(I;,,;zURPAJ) é na verda.~.h: uma sçrrlença.expn~Hsável (•rn LFi\· Aü<:tvés 
deste jH'Oce:;so de tr<Hluçào, formalizado pda.s chama.das traduções de Richardson 

(alnixo ddinida.s): podemos co11s1xuir sentenças indecidíveis ('f! volvendo qna.ntifiraçito 

!I 



~obre os rea-is c. além disso, a.s exprc%Ócs desta~ seut.cnç.as envolVt:'lll a.pen<ls fun(,'Ôf'S 

dernenta.reb. corno por ext•rnplo. sciJO!:l. somas e produLoi:i. 

Vamos n'Vt:'r a.lguns dos r('r;nlt.ados obtidos por Hichardson em [Ri]. 

Seja)( """"' {~r,· I i E N} um conjunto de varl<iveis c P Uln<:\. classe de e;.;pre:;sôes 
ddiuida iudutiv<:tllH'llÜ' por. 

1"0 ={X} U {-1, 1) 

P; ={e.\,+ ft: Ck,c! E P;~J} U {cJ,, · f-1: q.,c1 E P;~d 

'P = u p, 
IEN 

St• Ti E P e n. é o Hl<lior índice tal <pw .rn ocorre em jJ entà.o, fi ddlne de maucira natural 
\.interpretando+ e· como as opera.çôes usuais sobre um nnel R) uma fnnç<:1o polinomial 

com coeficientes int.eiros p(:r1 , ••• • :rn) deíl11ida sobre Ft'. onde nn = EI'J':~~ H. 

Defiuimos de rnaneira anAloga a da.sse E por, 

Eu= Pn 
E;= Pi U {senr;.;: L~;; E Ei-J} U {_iekl: fk E E;-J} 

[ ~ U E, 
iEN 

Dado a.~ intf'rprctaçôes usJHÍs de +, sPn, · e I · I no corpo do::; reais R, (·ad;;t ] E E 
ddínc lUTl<t fm1çào f(J~ 1 , ... , xn) sobn~ R'1· pa,ra <~lgum n adf'qua.do. A firn de fa.cilita.r a. 
exposição náo vamos nos deter em questôe:; de l'onua.lismo c tJsaremo:-:: a.s a breviaçócs 
uswús das expre:::sócs ncirna. Assim. por exemplo, nem sempre sercí feita a dist-inçào 
eni re J E E e n. fun{;ào f t.--!efinida por]. 

Pan1 cada f E P vamos definir por induçào mu; classes P; nmn exprcssào o f E E 
dt~ t.<:tl forma qnc: 

(l) para qutdqncr :r E R".nf(:r} > l, 
(2) para. quaisq11('r :L h E R". com I 15 I:'S 1, nf(x:) >li J(:c +li) li 
A defiuiç<:'io pode ser fcíta da seguinte JTumcírra: se f(:r: 1, ... ,.r") E P0 entào ou 

f = c, ondi~ r· {, uma consU'Inte. e ner>te caso n I =,t~tl c ! +1: ou f( .r 1 , ..• , :c ,J = ,r; 
e elltAo tornamos o.f =d.., + '2. Se f E P; entào ou f = s +i. cum .'!,f E P;- 1 e 
n.f = ns + nt. 011 f = s · t. e neste ca:so tomcunos oJ = cL) ·n/. 

Dr::ft-'niçâo. A fnnçâo ;:-3. dw.rnada d{: primeira tradução de Richardson, <JUP leva as 
funçôcs dcfí11ida.s pdcu; expressÔes de 'P na classe de funçÔCS defiuidas fWla$ t'X[H'('SSÓ('S 
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Dado f(:;·1, ... ,.::r1,1.v) E P. h funç{w d(f(z1, ... ,.::n,w))CrJ., .... .c.,.y) ser<Í. deuo

t.nd1l por ;3J(.rl,···-:Cn.lf). 

PmpOi:!içâo l.J:l. ([Ri], [W]) Panl. C(Jl.\a r E p e y E z QS seguintes Ítcn:-i SÚ.() equiva-~ 
lent.es: 

( 1) cxisl.f' :f E zn tal que f(T y) =O. 

(:2) existe:?~~ R"' taJ que {Jf(:f,y) =O, 

(.'l) cxi~tc.YER" talque./Jf{,Y,y) < l. 

nc·rnowdraçáo. Se y é um rnímero natural fixado, bastit rnosl.rar que, ~e o:1 .... , a" E R. 

3f(a 1 ••••• a,,y) <L cntào f(b1 •... ,b.r;./J) < 1, onde b; é o meJJor inteiro t.a.l que 
lb; - o,l :S 1/2. Isto Ünplica. que f( b1 •••• l hn, lJ) = O pois f Jn:i"\ ínt.eir·os em inteiros. 
As outras equivalCncÍ;:;.;,; sào imediatas. 

Vamos supor (·•ntào qu(' r3 f(a, y) < l para aiglllll a E R11 . Ent.ào f( a, y) < lj(11 + 1) 

e (sen'Jfa;)g;(a,y) < 1/(n + 1). Pelo tr·orema do Yo...lor médio n-dinwnsiona.L exist.cn1 
f"; entre a; c• b; t..al quf' 

f'( b. y) <; / 1
( o, y I+ L )b,- o,)(iJjihc,)f'(c, y) 

:':S f 2 (a, y) +L Ih;~ a ;I g;(a, i!), l pois h-·· o;l ::; 1 ') 
,·=! 

• 
. f·(h.y):; f 2 (o.,y) + Lisemulilf!i(a.y) 

i;o;ol 

(:omo cada um dos knnos dessa. dE'sigua.ldade ~~menor do que 1/(n + "l). t.ercJnos 
f 2 (b • .lf) < l c cuHsequentemenl.e f(b.y) =O. 

'1 Pode--se wrnar, na definição de ).(, i.ifi i em vez de .tJ?. Fn2cHdo isso, a propos1çà.;) ( I. 12) continua 
vá.lida. I\·Iafi na seção(', a. funçào /i f den;r;Í. S(or poií.nomilll, o que justilica uossa escolha. 

I I 



Vamos supor ent.ào que x E R. Entúo, existe x0 E [fL 1/2] e um inteiro k t<d qm' 

,t = fo + k ou ,r"= l -~ :r:0 + k, Como isenr.xl = isemr(:r + kll pa.ra. qua.lqu('r inüciro k, 
se x S jst'llii.Tj para. .1' E [O, 1/2]. então lb;- a; I::; isenr.-o.J 

Agora. é fá.cil ver (pelo nwnos grafka.nH'nte) que :r s; iscn r.:rl pii.ra :r E [0, l/2]. 
FonnalrnenV', tomando g( :r) = sen rr:r- :r, g''( :r) < O em (O, l /2), g'(O) = O t' !/( l/2) < 
O. Portanto g(:r) itssmne um rnínirno <'mO, mas O:::; scn ~rO = O.D 

Consequent,ern('ll!-C, 'i:f E Z"f(;'F.y) -::f- 0 q ('i/i' E R)/lf(:l'._y) > 0. 

D~:jiniçáo. Seja ((:r) =,1er :rscn.r <-' Ç(x) =<~er ,rseo:r'1• Com~idt're as rrm<,~ôe:c: ~\(:t) 

definidas indutívamentc por 

r) 1(:r) =((,r) 

rf',(.r) = (((UJI 

(.r)= Ç('l/'i-d;r)) 

" </',Cri= C'lxJ 

2:S:i<n-t 

A funçio ;- qllc le·va. cts funçó"s defluidas por expressôes da classr-' P (:m funçOes 
ddlnidas pela.s expressóes da. classe r, é ddinida poL 

11II cc,,,,, :,, rnJ)Cr, v I 
~ :Jif I.: 1, , , , '. cc,, w) )( V, I :r), <h( :ti, , , , , >Í', (,r), 11) 

<' { chamada de segunda tradução de Ríchardson. 

ProprNúçâo i. I S. [Ri], [Wj) Para r.;-trlil y E Z c I E ·pl os segninks ítens sdo cquiva
knks: 

(1) existt~ :r E Z'" L<tl que .f(J, y) =O, 

(2) exist-e x E R tal que -r'f(.r,!J) < 1. 

t\ dcmonstr;H;âo dt•ssa proposição envolve basicamenü' a continuid;-ule de ;3f e o 
[a. to de qne pan-t quaisquer reais J'J, ... , :r., e !J > (L existe .:; E R tal (jUf' 

(;:;) - X i i < 6. j_ :5, i ::_; '11 - 1 ·t;\,(::) =.r" (LJ:U) 

Dnn.Ou8traçâ.o. Vamos rnostntr inicialmente ( l .LL 1) por indt1çà.o em -n.. Dados :r 1 , .r2 
e 8 >O é sempn· possível oht('r z 1 e .::2 1-a.is que 

((.:;2) = Xt• 

-"~ -- ::·;) > 2íT' 

1.1 



Bttst.a. t.oma.r .:-2 = (:-1 + ó/2)t12 e z1 > max(4~r/ô. i.t 2 1 + 1) tal que '"·:tc:ienz2 = :r 1 . 

Pelo Teorema do Vnlor médio c ( l.JJ.2}, para qualqnE>r : entre ;~ 1 e 2 2 tem-se, 

ic,,(z)- T,! = j((cc) "- ((zz)l 

:::; {:2-·- ::.:)l(:·wn.r + :rcos;~:)i, 
< (z1 "-zt)(z2 + I) 
<b 

Por outro lado. novamente por (L U.2) existe z entre .::: 1 e :::2 tal qu(' ((:::) = :t> bt.o 
mostra que (1.1:{.1) é válido para n ""'~ 2. 

Suponha por hipótese de indução qt~e t-emos o rer,mh<u!o para n ·::::: k._ i.c .. t'xist.e 
.-;~ E R tal que. 

l1i'JVJ "- Tzl <h 

j1;'2( ) "" "r,,j <h 

J-,r!,l<<~ 

( l.t:U) 

\iovanwnU'. pelo mesmo argumento para o caso n = 2 • existe um ntÍmero rea.l z ta.] 
que i({ z) - ,t· 1 1 < li e ((;:) = ;:~. Fazendo f'nt<-lo .as snbstiLui(;Ôf's ern ( LU.l) oht.cmos 
(Ll:,UJ, 

Fína.ltJH'llk, dado uma função I E P definida sobre- R". se o item ( J J /- v<1.lido. 
entiw, pt:li:t proposí<;ito ( 1.12) existem n-~ais a 1 •••• , On ta.l que df( a1, ••• , On <IJ) < 1, e 
por continuidade, existe 6' > O tal que W' IY;- a, I < b, (~nião ,i3.f(!h, . .. , !fn, _y) < t. Por 
(l.LU), tmmwdo :ri= Oi, cxíste um.::: t.a! que l·tf-';(z)- o;l <O. ·Tonmudo lf1 = (.:), 

teremos -if(Z,!J) < 1. Heciprocarnent-e, se existe um:: t.al que ;J(.r:.y) < L por 
continuidade, c:<i.«t.e /t >O cal que, se Ot •... an sáo ta.is que 

l·t,-:;1(.::)- ad < b 

jv,,(z)- a2 ) < Ô 

1'1'' (-) 11 I< ' ;·n~l -~- ~n-fl ·~(-' 

e·nt.ào 8f(u 1" ... a,,yj < e assim, aplicando <t proposição (l.U), os itens (l) <' (2) 
siio equivaJ('TJt.es. D 



C. Os resultados de da Costa e Doria. 

f)(jluiçrlo. A fmv.;ào 
r 1 l!(m.n)=lo 

6 charnada de função de parada 

se Ç·m (-n )l 
ca.so c.o!ltrário 

Esta funçào nào é ren.Jrsiva pois, ca.so contrário. O(tLH) t..awbémscria t'('cursiva c 

assim Á.: Sf'ria recursivo. Com-:equentemente fJ nà.o é representá.vel em PA. 

Em [ 
srnallhf dCllJ L da C~osta c Doria wnseguinun oh ter. utili?.t111do <'1.~ trE\.dl_H,'Ó~'S d{' 
Rich~trdson. 111na expressào para O rH1 lingna.gnn da An<.i.lisc. Vamos n~v~~r aqui esk 
resultado(' algunwB de s11as principais consequém·.ia.s. 

Sej;;1 lrV um conjnnt.o t~numcrávet recursivamente c pw(.r 1, •.. ,:tu,y) o poli11ômio 
de ·L'v1a.tija::;evích ddinido pelo teorema (J.í) a pa.riír de f··F. Sej<1 

Pr.Jo teoretnn da ernmll.'rii<,'ào a funçàü f?( .r, y) ::::::d.,r ;;;,c(Y) (~recursiva pa.rcí;d e port.a.nto 
exist.c um índice f tal qiH~ 

Lembnwdo que )!\;~. denota o dom{uío de 't-"',. 

IJ(111. u) = 1 {:::? J(m, n) E W,-

{::} (3:rJ ..... x, E N)pw,.l.ri, ... , xt., J(m, n)) =O ( teor('lllil ( 1.7)) 

Por um teon•m;1- \'le Lagrange, J>anl quaJqner na.t:ura.! a > O existem int..ciro8 a 1 , r1 2 • O:l 

c 11,1 tal qm~ 11 = 1 + I:i1= 1(a1)2. l:~ntào, dado um conjunto em1merá.vel rccnrsi\'amentc 
VV, podemos def!JJir um pülinôm.io Lvv a. partir do polinômio Pw ddlnido pelo 1eownw 
( 1.7) da seguinte maneira: 

L1-vCr1 ,t •.. • , :t 1 .·1, ... , Xi.l, .r ·.2. J";.::~, J';,4, .... X v A, Y) = .. 1d 

-1 4 .j 

= Pw(!l.l + I):r,_.) 2 
•...• 1 +}.)a;.;)', .... l +:Lia,.;)') 

i=l i= I 

Sendo assim, o teon~rna (I. 7) continua válido p<1ra polinômios definídos sobre os in·· 
tciros, i.e., 
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>\pliowdo as traduçôes de Richardson a Lw, obt.f•mos <->..s seguintes ('qniva.lência.,.;: 

(}(111.11) = 1 9 ( 3:r1 .... , :r.1, E Z)Lw,,{:rl .... , .r.k, J(m. 11.)) =O 

9 (3:iE R 1
'')[/3Lw,,(.ê~J(m,n)) =O] (proposiçào (1.12)) 

9 (3x ER)hLw_(.r.J(m,n)) < 1] 

9 (3.r E R)[li(W,.,T',J(m,ní) > 0] 

Teorema L ir (da Costa-Doria, [dCDlJ) 

O(m,n) = cr(C(rn,r~)) r. 

'( /'' B(vV,,or,J(m,,n)) _,, 1 Crn,n)=dd , , _.e (1 
--""I -r IJ(W,_..:,J(m,n)J 

Se A' t' L são tai~:> que J(K('II). L{n)) = n, L(J(m,n)) = 11 e lt'(J(rn,n)) m. 
cutào fJ(u) =,.k1 O(L(n), !((n)), 

A partir da expressão de O (; t.rivia.l construirmos exemplos ck probl<'·mas Íll(l('
cidíveis em análise. Considere por exemplo a -Lt.nlília de n úmero.':l reais n + rO( n ), onde 
r é um irracional quaJquer. Entào Hào podemos ck·ridir se um membro da família f· 
um inkiro ou um irracional. 

Aplicando esta mesma idéia., para cada 111 E N seja .3(m.) o seguinte sistema de 
~.:'quar;ôe" difcrcncia,is (_kfinido sobre R x R: 

:i-= tfm.t --y. 

Ú =X-+ /Jn,:lf· 

com flm =,hr O(m) ~ 1/2, cujas soluçôes s<-1.o d<t fonn<~ 

(
;r(!)) ., , (cosi 

·~c' m 
. y(t) ·-- senf 

-senf) 
cosi ("'o) 

Yu 

E imediato qne para qualquer nt a ori!f;em ele R1 é um ponto lixo de L:.(nr) e, pdn 
forma da.::; solll(,:Ões. se O(nr) = O enülo a origem (> a.ssintot.icanwnlc esi.áv<-'1. Por outro 
lado, í'Oll10 {) só a.s:-:;unw os valores 1 ou O. a orip;ern é assint.oticn.lll('!lt.c ('St<Í w:l se, e 
somente se, O(m) =O. Se 

E =dd {mE N: O{: um ponto assintot.ica.nwnte estkvel \k, ~(rn)} 

clliào ~~~não é n:cursivo. De uma fonna um pouco mai::; geral, ma.s igualmcni.í-: trivíaL 
para qualquer lt E N, podemos constrnir uma fa.mília .3(m) sobre R" tal qu(' <'I orig('lll 

de R" t~ unt ponto singular (k L}.(n1) e o coujuoto r; <tssociado R família .3(m) uào (, 
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recmslvo: para n = 1, bhst.<t considera.r o sist.f'JW1 .i'= (O(m.) ~ l/1h cujas sol1H;ôes 
são da forma .r(t) = f(G(m)-l/?)I;J'o· !'ara n ~ 2, basta definír i1(m) por 

L:::;i:SIL 

onde fim ::::-:: O{'rn) -·· 1/2 

Vm elenwnto arbítrArio da família ~(m.) dcflnid~t ern aTnbos o::; exemplos pos:::.ui 
uma (~Xfm'ssà.o bastante complicada (•nvolvendo polinômios, integrais irnprórias, de .. 
:'-J;to é tri\·ial. e inclusive algoritmicamt.~nte indecidíveL saber quando O(m) = O 011 

O(w) = I. \rlas. uma vez determinado, de alguma formn., o valor de O(m), o tipo 
de cstabilída.(k da origem também ê imedia.tarncnu· (h--terminado, pois os sist.eums 
consídc·n">dos são extremamf'nt.e simr>kf:i. O pout.o crucial, usando as pal<t.vrns de d,.-t 
Costa c Dori<L t· que nós não somos carmzes de dizer a partir da t'XpH·~sào de .:\(m) 
em qual caso estamos. 

I\o Ci-LSO do problema d(' Arnold, l!O caso onde os campos V<'toriais sào dados por 
polinômios com coeficientes inteiro:->, a sitnaçào nào é- trivial corno nos casos acima, 
pois a est-abilidade é determinada em geral pdos codlc:ientes do polinômio qne defltw 
o campo vetorial. Como os coeficientes sào número." inteiro;:;. dados, nào podemos 
aplicar o mesmo argumento acima, que se utilizaria da indccidibilidadf' ~1lg;oritmica 
do valor de algnrn dos coef-icientes. Em outras palm-Ta.s. n?to nos parece possível 
reunir estabilidade e instabilidade de um ponto Hmn me:Jmo sistema D.(m). como t· 
feit.o Jlestes exemplos. com'"' condi(}to adicional de qnc D.(m) seja polinomiaL pois ct 

fuuçào O(m) nào-recursiva qu(' distinguiria estt'S dois ra.sos nâo é polinornial. 

Os sist.ernns defiJJidos pdos teoremas acima nào sào polinorni.ais da nwsm;-t forma 

que d fun~J-w 

flrn,n)~{~ SP TJ-1m(1'1) .i 
S<' Ti14m(n) T 

não ó recursiva. nnbora. para cada m.0. n.0 dados, f(m0, no) seja nmstantc <' porümto 
n~Clll"Sl\'I.L 

'f~dvez tenha sido f-\reisd em [Kr2] o primeiro a observar que os trabalhos de 
Scarpdlini e Richardson poderiam ser aplicados a prohlnn;t-S de estabilidade (~m 
eqnaçôes díferencia.is, embora existam, neste mesmo trabalho, algunws observat;ôes 
com relaçào a problema de Arnold. tlào há. nenhuma refer~;ncia explícita em ntiliz.ar 
os mt;todos de Ridwxdson para aütCi'tr esse problema. 

Por outro lado pan~cc da.ro a partir dos exemplos ;-teima qne podemos cxtra.ir nm 

t"csnltado gcraJ de in completude e indecidibilidadt::•. Levando em conta Hnl<:t obsl'rvw;ào 
de SuprwK neste seutido. elll [dCD 5, 6, 7] da. Cost.a e Doria cmJseguirarn obter uma 
solu<;ào Jl('ga.i-iva. do problema d<" Arnold alón de outros resultados sobrt' indecidibili
dade <-' incompld.nde que, apesar dn simplicidade da. técnica gNal da.s demoHst.ra<~Ôcs. 
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rws:,uem irnport.antcs conscqJ.Jéncias e serào usados como n:kr(:nc-ias nos capítulos U e 
lll. Ba,sicaweute o rnateria.l exposto a.qui é uma. eoleçào de parte de [dCD5] e [dCD7]. 

!Jcfiniçáo. Se.ia 1.7 a linguagem forrnaJ de algum<l teoría T. um predinJdo P(.r) d(' 
LT é não trivial se existem terrnoi"i f, e (de LT laJ que 7' f- P(Ç) e T f- ·-.P((). lirn 
predinvJo de T é decidível se o ronjunt.o 

{ 11 E N : existe um t.enrlo fechado v de T coro {v} = n e I f- T( t')} 

é H'cursivo ( l v i denota o número de Gôdcl d\' u ). . . 

Fmpo.:úçáo 1./.5. St.:i<1 T 11ma teoria. a.rítmdicmnente con:'listente c LI'~<:! C Lr. Se 
P E Lp;._2 é um prcdic.:tdo nào triviaL então existe um termo< E L!'A'J qul'. se ;V(· o 
moddo standard dos n;-:tturais. N F 1-\ç) enquanto que T 1/ P(;.;) e T li ··-,P(i..). 

Em out.ra.s palavras. qualquer propriedade nà-o t.riviaJ <'xpressável na. linguagem de 
T é in(kcidívd. 

Lh mon-'>iraçiio. Basta. definir < =dei J(p )e + ( l ~ J(p) )(. ou de f- P( f), f- ---,F( () e p 
(.o polinômio ddinido [Wla proposição (1.8), AssittL se p >O, N F V:fp(;?) >O e 
purt.allto A')= P(.:..). ;\·las se T f- P(~·), como T f- P(Ç) temos T f- Vip(.'i) >O. mna 
contradiçào. Se T f----,[!(;,), entiio T f- P(() i.e., 1' f- 3:fp(.:Z) =O, novamentf' uma 
contradí(;fío. C 

Uma consequéncia inH•diat.a da proposiçào ( 1.1 G) ~~ a indeâdibilúlarü de qnRJqlJCr 

propriedade P nào trivial expressá.vd na línguagern de T. pois nest-<• caso. existe um 
termo< qtK' sat.isfa.2 J>, ma-S T 1/ P(.:;) c 1' if ---,f-1(.;,:}. ~o caso do problcrna de Arnold 
para. nunpos vetoriais polinomiais. es!.e resultado não S(~ aplica, pois o termo <:; fói 
construído em t.ennos de O, que uào i: polinomial. Este ohst-!tculo pode ser superado. 
codorm<~ [dCD 4 1 6, 7], da seguinte nuuwira. 

A idéia bás:ica de da Costa. f' Dori~\. é construir uma fa.mília L1(m) enumerável de 
eq\u:tçôes diftT('liCÍa.is polinornia._is parMnelrizadas por ll'm: i.c .. _ 

.i:= }~,Jr) 

m E N. ddinidas sobrf' um Rk adequado, que :-;a.t.isfa1;a as Sf'l:{Llintes propriedades: 

(l) Para todo Hl, a origern l- mn ponto de f'quilíhrio de ~(m). 

(2) Se /fm <O a. origem é 11m ponto fixo estável enqua.uto que para 11 .. m >O da i" 

instável. 
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(3) O conjunto {rn. E Nj Jlm >O} não é recursJvo. 

Esta. const.rnçiin 0st.á reapresentad<t a.qni de tal forma q1H' os pontos considcra.dos 
obscuros --- ptua nós ---, estão isolado~. 

Vamos considerar cutào, a segui11k farnilia -ck sistf•mas de equaçóes diferenciais 
pCl-l'illlld.rÍzadDs por Jl E R: 

j· = -y + J'(!/,- (:r:2 + !/)) 
!Í ='"+!/(fi- (.r'+ y')) (L21) 

Obviamente. par<t qurdquer p, a. origNn ó um ponto fixo d{' ( 1.21 ) e alérn disso o 
sistf'rna ( 1.2 J ) saLisfa_z a condivl.o (:!) a.cirna ( d. [HK]) 

Seja. p,,_iJIJ._ .r1 •••• , .t,..) o polinômio universal (que é definido sobre N com coefi
ciente;.:; em Z). Pelo teor(?ma, de Lo.gra.ngc. pa.ra qualquer nar.ural a existem i.ut..eiros a 1 • 

a2 • a:-\ e a .. 1 kd que a= 1 + L:;t= 1(a;f2
• S(ja en1-ão p o seguinte polínômio, 

'h: 

l::(yf)(gf( r 1, ... , ,.,,, "'))- I /2) 
i=J 

I ' i) '1 
O IH. c _q, = ü( ~) -:·P ). 

( J i 
Observe que. t~e !Ji sen ;r;r;. temos._ pn..ra e<u.!a. m nnt..ural. 

usando <l proposíçào ( l.12), 

IV.Z E R4" JIP.m ( J.1/) < O] 9 I (W E R4")[:Jpli'. m) > 1 /2] 
9 !(V:!' E R"')[i1p(FJn) >O] 

9 (V:f E Z" )[p(:f'. m) #O) !L22) 

Port.a.nt.o o COlljnnto _;1 = {1'n E N: (V:f E R41')[tt,-11 (.r'.J7) < Oj} 11ào é recursivo. pois A 
não(~ enumerável recursivamente. 

\'amos considerar agora. o s{'guint(' sistema, ddinido em RHh-+l, 

I I Jl) 

T; = U'i 

18 



com i = 1,, ... •lu. Sobre condiçóes iniciais adequadas, n_s funçô(:s . 

. c,(f) -::::.~ <>t~Jl t 
n·;(t) '"""" cos f 

y;(!) c::::o: scnr..r,(l) 

:::,(!)::o; rosr.:r;(l) 

c(t)=x 

são solu(;ôes de ( 1.2:1) e C!Jtào. ('Onforme da. Costa e Doria [dCD7. p. 1895] .. o conjunto 

nào E> recursivo. pois pela prinwir<'~ t.ra.duçào de Hichardson m. E B {::;> (V:7 E 
z(.:J;··l)[p(:!.m) f 0]. Isto pa.rete ser uma conseqnôncia fk: (1.22). mas como .r, é uma 

função pniódica do tempo t, entào B = {rn E N: (Vt E R)[p 111 {,r'(t),lj(l)_) <O]} pode 
ser enun.teráV<~l n>cursiva.mente, pois corno cada Ti(!.) é limitada., temos 

(Vi E R)[pm(í'(t),y(t)) <O] j? (V5' E R1')[11m(.i',!7) <O] 

Corno nâu sabemo:;.; como contorn<H este prnbk:ma preferimos isolá-lo como uma 
JtipÓ!.C-'SC: 

fhpótcsc O conjunto I3 = {n'l E N: (Vt E R)[.u,.,.,{.i1(t),.l7{t)) <O]} - . . 
11ao e recursn·o. 

Cousidere agora'" seguinte família. cnnmer<Í.vel definída tlohre R Hiu+-1 c.; = l,., .. -'lt•: 

• - 2 •j 

E. = --11 + (( fLm(Tt, ...• :c"'. J/h- ..• !J4,_,) -E, -r( j, 

,, = é.'+ IJ(fJm( :f]' ... ' X4o-, Ih' ... ' :Y-11-')- e -·- fJ 2). 

( 1.21) 

i-=0 

.r;= w; 

Então a. origem é um ponto esl.acionúrío deste sl~tcma. que é polinomial e a.km disso. 
dado n'l.. 

• se pam todo I, p.,,(f) <O. cufào a origun é c.-;távetf'. Hasta. notar que a funçào 
~-~------

"Ern [dCD7}. da Costa ~, Dor ia apresemam unm d<.:~monslraçiio na qual a orijlpm twsr.e raso é 
<lssinl<AÍe<HTJCH(-<_; u;tável. bto aào (; possÍv<•l pois m; eoord<'n&las J";.JJ;,.::; e ·w; (]IK :cpan•cern uas 
furvas qm' são soluções <.k .3.(m) são todas funçôes periódicas~~ f>orl<'utt.o niío satisf";-tzcm a condição d(c 
ç::;tabilidnde a<;simól ica. MMl a demonstração ctinda funciona se l'epa.ssarrno.s N;tabilidmk< a~sint.ótint 
por est.abilidad<.\ ('.omo fazemos aqllÍ. 
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\ : R''"T'li ·~R definida por 

''((' 1J. !h' ... ' y, . . ::1' < ••• z,., -1'1' ...• ;r,., 1Jlj •...• rr,., 1;) = ( l J:nre + q2 + {J+ 

+ Lü!/~ +::f+ :rf + w?)J 

(; nnw fnm,:ào dr LyapU1W'V com v~ o ('fll r -0. onde (J é qualquer vizinhança 
da. origem, poi~ 

• -"f. aL~tr· I tal rrac p,(t) >O cnfrlo rt origem/ iuAárd Isto{; equivalente ao 
Lema (:1.6) de [dCD7]. 

A partir destas observnçOes a.ssocÍ<Hhs a. hípótf'SC <tcil'na., podemos nm

dnir que existem cowlí(:ôe~ iniciais de .::J.('m) t.al que o conjunto {rn E N 

a origem de .6..(m) é c:-~tável} não é r<'Cursivo. Porümt.o niio existe um algoritmo. ou 
seja. uma máquiua de Turing qlle decida. quando a. origem de um sistema. d(' eqtH:~.çôes 
diferenci<tÍs polillomiais é ou não est.áv('l. 

A solnçiío negativn do problema de Amold depende da não recursividade de K, 
i.(·' .• da nâo recursivi<lii.de de O. Em outras palavras, se T é uma. Ü'Drio. a.rilrnet.incment.e 
("onsist.ente e L,-'1 Ç LT. etJ tào para. aJgnm m., T fi O( m) = O e T fi O{ m) == L 

f..-tesrno que n<"l.o possRmos d('nlünstrar com T se O(rn.) = O ou niio. pode-se nm~ 

sidt.'r<l.r uma extcusiio 1'' de 1' a.crt.-:sccntando os axiomas ''0("m0 ) = 0'", O(nll) :::-;;; 0", 
.... ou scj<t, () pode ser visto como um oráculo no sentido mmal Da mesma fonn;t 
qtw no caso clássico, o fenômeno (h~ incomplct.ude, e por consequ0ucia o de indecidi
hilidade, é um fcnômc·no persistcnk pois podemos definir uma nova fun(;âo O' tal qut> 
T' lf 01( m) = O c 'f'' lf O'( 1n) = l. Como <J linguagem da amill:w é muit.o rica., podi'JllOS 
continuar este pron'sso indefinidamente sempre encontr<:tndo urna expressão para ilS 

nov;1s funçôes que se comportam como f) em cada uova extensAo d(• T. Este fenômt•no 
de pcrsistt·ncia da in completude e indecidihilidade .será n~tornado no capítulo JlL 

1Jcjinir;áo. O ,jump de mn conjunto A~ deuoL:tdo por A' é a. relat.iviza.çào de K a A. 
1.('. 

.t: E A' Ç::? .r E YV;1 <=? y~\r )J 

I\:·la ddlniçào (k T-grau pode<w !llOSt.rar que .A S.T B se, c someute se, :1' '!::.T B'. 
Podemos entü.o est.n1ekr a ddiniç.à.o d(' jump pa.ra graus, i.e., se a(; um F-grau o jump 
de a, denot.;vlo por a'<:' o grau de A'. De uma forma mais geraL. o n-jump _4(r<-J de 
A é definido indutivamente por 

A(uJ= A 

c o fL-jurnp a(n) de a é o grande A(n} para qua!{jl.Wr conjunto A Ea. J.e., 
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Vamos denota.r por $('d como S<'ndo o representante pa.ra. olni (note que 0 E o e A,_'{, 

o jump dt• 0). 

Pda. equiqJéncia (1.]]) podemos. através da -fu1H)io () rkfinida pelo tcorenm ( !. t-'l) 
obtcl' uma uprr::ssâo pora a j1mçrio ta·mdcrú•tiw. C0i,.,J c:m PA 2 que pode ser definida 
indutivamente da seguinte maneira: para n =O, Cwo!(m) =,1,.1 O(rn, m): e para n >O 
(~algum rnu adcqu<-tdo. 

( ., - - I 1A•W("' 
'1tp,+11(ru._) = {:::? m E r r·,;, 

( co . )' I/( - "' (ci!l("'}{mo)) . . - IJ] 
{:::? ::lJ!J •... ,y,EN [Pu,•· m,pufll ,Jfi•···,.IJ-,;)-

I (., Í ' "( f 111 (c~p;_i}(rnu) ' .ogo . í)wf-li m1 ~::c,kr r1 tL, (m,p0 p 1 )) 

(1.27) 

Se T é \llllit icoria. e LpA< C LT, va.mos denotar por f'(m+l) a teoria. fornw.da. pdos 

a.xiorna.s (' rcgta.s de T mais os <lXiornas "no E wm.)''' ·'nl E 0(rn)". ' .. ,que de:·KH'\'eJH 
o nmjnnto W"'-l. 

[ 1 / ,. s 'l'(•c+l) • 'i . . t t. '"",; I I _.r:ma . P .• (' ,, E' an met.JC<i.rnent;:• cons1s ,entf'. en .ao 'f':', ·(.r t sP, e somente 

se. pari\. a.lgum ·1n0, 

'j'(111+ I) f---(:ly}]' ... 'y,, E N) 

[p.,-r,;,.( J(p(m.), J(m, p~; 1 ·p;··Jfl'"' 1 )(mDl)), Yt, · · ·, Yv) = O] 

;\ dnnonst.raç·lo do kma 11!-ili~a o mesmo a.rgunwnto da de-monst.raçào do ca~o 
não rclatlviza.do. Como o complemento do conjunto 0(m+l) não é enumeráv-el n'i_'lll'-

. 01· ) . ' d' "( ·)· f ( . f( . (•,lm()(m,,J, l 
SJV<UllCTlk f'Ul "', CX!SI.e Unl Jll'lCe c(vJ"") = · (p '1'1'/.) 1 , _m,p()'p 1 ' J) ta 4ue 

(lf.f)[P,~,_;r(<~(Vf(ml),.f) >O] e, utilizando o mesmo argumento da proposição (1.8). e:->Í.(" 

fato nào po(h' ser demonstrado por T(m+t). 

existe urn modelo M ta.] qnc Mf= _jJ(m+J) :-::: O mas para t.odo ·n < m + ! , T(n) li 
J{m+l) =O(' J'(n) fi -{J(m+t) = Ü) 
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C'orolririo 1.18. Sf'ja T como llit proposi~âo (1.17), entito existe ç E LT c um modelo 
M tal queMt= P(;), Tl'ii;IF(,) e 7'i'iry'~P(,). 

lJcmonstroçáo. Se Ç (' ç s;io tais que Ti"l f- P(Ç) (' ]'\nl r· ....,P(() e11t.ào por 1_uu 
argumento análogo ao ch proposiçilo {1.15), hasta definir c;= Ça(,i-J(m.+ll) + (o-(1-
.J(m+Jl). [] 

Diante desses resultados{· naturalJwrguut.annos o que a-<·ont.ece !·W <:lnt'Sct'nta.rmos 

a r todos o:; axiorna:'l que Cilraderi;:.;am os conjuntos r_~(n)_ Isto pode S('f f(>iio da 
segttilltE' matwira. 

0(,,,)- {(T '!)·r E 0i'lj -,lo! • •' . " 

0(,,+1} =,,., (01"}1' 

Conscquent.cmente a funçào característica de 0(wl é dada. por 

e se o T--grm1 de{!)('-'-') é denotado por O("'·l. entào se Q("'-'+l} = (Oi'-'-'1)' então oC_,+J} é o 

grau de 0Cv+J), pois A E o(wJ se, e somente se, A' E 0('"+ 1>. 
Por um tugurrlent.o similar ao do corolário (1.17), pode-se obter o s<-?guinl-e: 

J!i'"+'i ~ <'(G(<(0'""ll)i. 

( '(·("l•'l) -f"' ll(';P,,,,(:r,c(0H)Í),-•" I·· 
, f VJ ) -~ --·------------c r 

.. , , . -<<:· J + IJh P
11
,,,(.r, c(0l"-'l)) ' 

B(~tP) =,kl hPi- ~rP + 1 

existe um modt>lo M tal (jlH" M!= f]k+J) = ü rna.s TC-d f7 J(,AJJ 

·n( 1Ji•+l) = IJ) 

Se~ c ( sào sentenças de LT, entã.n Ç e ( sào demonstravelmente equivalentes se 
T f-- Ç +-+ (. Se Lp A C Dr então a. ~wnl.ença. ( E LT é aritmeticamente expressâvel 
em T se~ f demostravehnente Pquivaleute em Ta alguma sentença de DrA· 

Pmposl_.çâo !.20. (Incompletude não aritmética) Seja T como na proposição (L t9). 
Entào dado quaJqner propríwlade nito trivial P <'m L'/': 
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(1) Exíst.l' l11llil f<1mÍ1ia. de expressões <"..mE LT t.ôl que o conjunto {m: l)(...;nJ)} n<'lo 

e rerursn'o. 

(2) Existe Ulllit CXJ>rt.'ssào ç E LT f~ urn modelo M de T tal qtH' MF i'(;;) cuquant.o 
que TV P(>) e TV ~P(ç). 

Dcmoru:tm.çào. Sejam~(' ( L<:Tmos de /.1 ta.is que 1' f-- P{Ç) c T f- --,fJ((,'). Pa,ra ( 1) 
hasta. tomar 

'>.m =dd Ç(.'01'w+1)(rn) + (t- C'l!H~·+lJ(m))( 

Par;t o Ítem (2) tomamos""' = {;'a-(,iJ(;..;+ll) + ((o{l·- ;1lw+ll)). Além disso, como já foi 
observrtdo. nem ,~::l(..v+l) nem Cw.,.+lJ são expn~ssávei.':-1 aritmeticamente. D 

Em vi~t.<1 dest.c>s rcs1.dta.dos .. em [dCD5] da Costa e Doria obser\'a.nl que. 

( ... ) in g('JJeti-l.l not.hi11~ inü't<:'stiug e<UJ bc dPcided <~.nd very littk ran !w 
pnw0tl ( ... ) ;\t t.lw same time we recein~d notíre that.. onr results werE' at 
first mel wlth disbelícf b.v n'seardwrs in dynamic;-d syélt.ems prcrisely dne to 
th<lt very general incompktenf'ss statenwut; it. Will'i then arguol that those 
rt>Rults were corred bm 'st.rauge' dne to some nudet(:ctNl concept.ual fla.w iu 
the curn'ut. view on the l~)Hnda.tious of mat.lwma.tics. 

[ ' ···J 

'{d our nsseníons havt> a very cl('ar, let us say, protica{ mcaning: if what \Vf.' 
mf'an hy ·pronf· in rna1IH.'m<1tlrs is algoriimic proor, that isto ;;ay, sonwthin~ 
thaJ nu\ he simulated by a, Turing machitH', thcn very diffinth prnhh'HIS 
arE' to br t•xpett('d pvery\vherf' at t:lw ver,v :hPa.rl o.f evcryday matlwrnatical 
act.í\~Íiy. 

[ .. ] 
Wluü e<tn we make oH!. of t.ha.t'! VVc do not. think tha.t th.en~ Í~'> aJIY e:<.s<mcial 
fli-lW i o tlw lHf'St>nt-day virw a.boui .foundational c:onn:pt.s; howeVf'r wc tlünk 
tha.t our ilKontpl('teness lheorcms point out Vt'ry cle<1-dy \Vhere the problem 
lies. i\'othln~ will be gained hy addin?; 'strongerland 'stronpp.r· axioms to 

ou r· cnrrnlt axíoma.t.izatio11S. But. we certainl_v must st.rPllghten our rnrr1~ttt 
conrppt of mat.IJema.LicaJ proof. Turlng-romputabk proofs are> not f:'JH.mgh, 
for Church-TurÍIIg computat.Jon is not. Pnough. \Ve lllUétt look beyond. 

Vamos preferir inkrpreta.r estes resuh.ados como (vidéncio da inudcq-uaço.o do cou
rrilo rÜ: olgoril.mo dássú·o para qncs!Ôr:8 abs!·mta . .,: rle iader:idibdidruif, como por exem
plo. as qnPst..ôes propostas por Arnold. Discut-iremos f>ste ponto d<' vista nos próximoh 

capÍi.11lo~. 
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2. Revendo as Idéias de Arnold 

Est.<:~ capítulo deve ser visto corno o gatilho temático deste trabalho. Vmnos rever 
<'1 crítica de Arnold à soluçào propostd por da Cosli1 e Doria H seu problema e analisaT 

brevenwnte os motivos que leva.ram Arnold a formulá-lo. 

Tendo t'rn vista (~stes objetivos, vamos rever num primeíro rn()nwnto, um rc::ml
ta.do do próprio ,A.rnold sobre insolubilidade algébrica do probierlli-l da estabilidad(:' 
para pontos singulares de eqnaçôes diferenciais. O que realmente ímpo.r.t<J. ~1qui c a 
interpret.<u;ào dçste re:..-ultado e sua relação com a crít.ica de Arnold. 

Com isso pode-SE' prcósar <·m cpw sentido o couceíto de algoritmo dá.ssico nào 
é adeq11ado, pois neste CASO, j<i se pressupôe ern que termos uma solução deve s<·r 
esperada. hto nos remde a. urna observw~:ào de Krcísel [Krl]: 

1\Ja.tlwma.tici;uls unJPrstRHd problems which leavf' OJH'n in wha.t terms tlwv 

at'E' to be answered, and recog;nlze thelr soluti()ns \VhPIJ they see t.hem! for ex
ample, Higm an 's solu lion. 1Jy u:,e o f da.ssical l'E'(' ursio11 thcory, o f the q uest.ioJJ: 

\Vhich flnit0ly gcnerated groupti i:tn> snhgroups of some flnitPly presenteei 

group'? Nobody told him just ltow th<" \Vord ·whídt' \va.s 1.o be uarrmved 
dow11. 

Como ;;ubproduto desta análise discuti1·emos hrevcrnent.c o sigttificado dos rcsul-· 
tados de d;1 Cos1.a. e Doria sobre indecidibilidade e lncornp1etwh~ frent.e a urna int-cr
prctaçào ·'n1<1Ís realista." do problell\a de Arnold. Fa~endo Í:Jto cspera.rnoé:l enl"<üizar. 
por contraste o qu(' t~stamos tentando fazer. 

A. Insolubilidade algébrica do probletna da estabilidade. 

O est-udo topológico de pontos singulares de cmnpos vetorías, que indui e~tabil
idade das 6rbit<ts próximas h estes pontos. assírn como o estudo de hífurca.r.;ôcs de 
fa.mílía.s d;::· campos vet.oríns é em esst~ncla o estudo do f'spaç.o de funçôes dividido ern 
várí.:ts pArtes correspondcndo <lO::J vários tipos d(~ deg<'nerações (cL [Ar3]). A fim 
de contonwr o problema d<t dirnertsiorw.Jida.de infini\.a do espaço de funções, foi intro
duxido um aparato de aproxima(~ões finito-dimensionai:'l do espa(;o de hmçóes chamado 
de variedades de k-jato::; qnc vamos pn,ssar a definiT. 



D(jinirâo. Sejam J\.1 e ;_'\í variedades diferenciáYf'is e f, g : AI ----+ :V funçôes difer
enna.veJs. Vamos supor que f(p) = g(p) = q para ;-Ügurn p E AI. Ent.àü f c g 
sào l-tangentes em p se a~ dikreuci<-tis (rlf)p e (dg_)P coincidem enquanto fnnçôe~ 
((df)l'.(dg) 11 : '0,M----+ 1~:lf. ollde T~l\1 denota o t~spa.o:;o tangente de M em J.·). Dize· 
mos (jU(' I e g sào /.·-tangentes em p se ( ~"ZfJ : T :\I ----+ T :V é ( k - 1 )-t.anw'nÍ.(' a dg em 
qualquer ponto de T;, .. l/. A rela.çào de Á:-t.angência unm ponto p entre duas funçôes c:· 
na verdade 11m<:l rcla.çà.o de cquindéncia e será denotcvla por "'"'k.p· Varnos denotar por 
Jh( M. N ),.";o conjunto dils classes de equivalência sobre "'k.p das funçôes f : ;\1 ----+ /V. 
onde f(p) = q. O espaço de k-jatos de M em !V é ddlnido6 por 

] '('f '''I - U · J'( ·'·1 •\' I • il· , , -<lei (p,q)E.'IIxN• ,1. , '· p,q 

Dado uma funçào diferenciável f: A/ ---+ No k-jato de f, deuobtdo por J"f, é nma 
fnnçào definida de M em Jk( J1. ;V) da seguinte ma rwíra: 

Seja. rr = (l'r 1, .... ü.,,) HTn<l n.-upl<l de inteiros não negativos. Então 

()kxl . 

();rfl();r~2 ... [h·;:·n .f onde 

Pmposiçâo :!. f. Seja f l urn abcrt.o de Rn, p um ponto em U c f. g : U ----+ Rm Funções 
difercll("iAvcís. I<JJUlo. 

""'IJ o ' ( . __ . ·;)= 
D:r'' 

1 

pa.ra qwdquer o,· com lnl ~ k e 1 ~ i :S m mHk fi e g,· silo ns funções coor(knadas 
dE'terminadas por f e g respectivanwnte e .t; são coordenadas sobre U. 

A prova desta propos1çao pode ser cucont.ra.da. em [GG]. Corno corolário dnst.e 
resultado temos que f rvk,p g se. e somente se, cu; expansões de Taylor (k f (' g 

t'm p até ordem k coincidem. 1'\'a vcrda.d<~ .i"f(p) é apena.s umo. forrna üwa.riante ck 
dcscrC\Tr a cxpan:;ào de Taylor de f em p até ordem k. No caso em que :\1 e N são 
os e1paços R" t'' Rm ~ respectivament.c, podemos ídcni.ificar Y' f(p) com n matriz do~ 
coefkient.cs da. expil.ns~o de T;;1.ylor de I em i orno de p. Assim /'.f(p) é o colljunto dt• 
toda~ as fnnçóet> cujas expansões de Taylor ern torno de p coincidem até a ordem k. 
Se g E /'f(p) dizemos que y é um representante de j 1'f(p). 

''It possívd rnost.rar qne .Jk(M,S) possui mna estrutura natura! de variedade dif<·renriiÍwl (d. 
[GG]). 
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Dc.flniçiio. Sejü f :R'' ~ R"" uma. funçào diferenciável e p um ponto sillgular de f, 
i.c., f(p) =O. Urn jato/' f(p) é positivo em rela(~fio à estabilidade de Lyapunov S(' 

todo:s os seus representantes sào estáveis, no sentido de Lyapunov, em p. Dizf'mos 
qnt' /.:f(p) é negativo se todos os seus representantes são instáveis em p, c /fip) (~ 

neutro com relaçào à establlida{h~ de Lyapunov se .i''f(p) nào é positivo nem uega.tivo. 

E.rcmp!o. Se f : R11 ----+ R" é mna fun~:ão diferenci<i.vcL p um ponto singular de f e 
D f(p) é a rnaJl'ix do Jacobiano de f em p, eul.ito é possível mostrar que, se todos os 
autovalores de D f(p) térn parte real nf'gativa, pé um pont.o de equilíbrio assiutoti
Ci-l.nwnt.e estável da. equa.çào diferencial ;i· = f\ :c) ( cf. [HK]). Por outro lado se pelo 
rneuos urn autovalor tem p;u'tf' real estrit:arnente positiva, <'ntào pé nm ponto de equi
líbrio iust.ável. Assim, dado nrn ponto p e qualquer funçiío diferenciável f : R" --+ R" 

singular em fi, é possível caracterizar, através de um número finito de igu;:tlda..des f' 

desigmdda.d('s ('IJVolvendo as derivada.s pa.rcía.is de .f em p, os conjuntos de 1-ja.ios 
po:::itinJs, nega.tin)S e neutros com relação à estabilidade de Lyapunov. 

Dr:finiçáo. Seja p E R" (' V a. classe dos carnpos vetonms para o~ quais pé um ponto 
singular. O problema. de determinar para quais <:anrpos vetoriais de V, p {·um ponto 
de equilíbrio est.ávd ou instável é algebricamente solúvel se as seguillks condi<;óes 
sit.o sati:::fcita.~: 

( 1) Semia.lgebricidade: Os conjnut-os de /V-jatos positivo. negativo e neutro em 
relação à estabilidade de Lyapunm' sào subconjuntos de f'l (Rn. R11

) ~emial

gébricos p<tra cada. N. 

(2) Quase determinação finita: A codimensào da subva.riedade dos ".Y-jatos ncll .. 

t.ros na variedade JN (R", R") t.ellde a oc: quando JV --+ oo. 

Isto significa que o conjun1.o das funções paxa as quais nào é possível mostra.r- a 
partir de qualquer número de tcrrnos na s('rie de Taylor, se urna. dada hmç<lo dc~te 
nmj unt.o ~aJisfa.z ou núo mna certa propriedade il, que Hf'S{.ç caso (. a propriedade 
da estabilidade de Lyapnnov 0 limito ··magTo", i.e., ele tem codinwnsào infinita no 

espaço de fun;;ôes. 

IL Thom rnost.rou que o problema da da.ssificaçúo topológica de campos de veton•s 
é algebricanwnte solúwl ((~f. [Ar3]), mas no raso do problema da estabilidade. Arnold 
mostrou o segnint.e resultado, que implica quC' o problema da esta.bilid<td<.:' de Lyapunov 
é algebricamente Íl\Solúvel: 

Twrrma ;L:!. (Arnold, [Arl]) Existe uma famílla de jatos df' codimellsào JOO no no 
cspw,-o .P(R:1, R:-1) cuja intersecção com o conjunto de jatos neutro llão é utTl ronjnnto 
semialg(.brico. 
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En1 vista desta impossibilidade, 

There rernain;; some hope for iht' \:'xistence of a UOJlalgebraic a!gorithm. nev
f:rthe!ess. i.e., that the property of almost lülitc determiuaq.· holds7 : the s<?f. 
ofgerrns whose 1.opologica1 type (or stability) ís uot detennined hy <tny finite 
segmen1 of tl1e Taylor st~riPs ma.r have infin.ite codlmension.[Ar3] 

B. Discussão. 

;\ pa-rtír destas obstTViJ\;Óes podemos i o ferir que, 

(a) é bast;mt<' da.ro que o problerna de Arnold como formulado originalmente em 
[Ar2], foi (·olocado em funçào da nào existência d(' critérios algébricos: 

ls lhe ,;dabilily pmblon for slation.ary points o1gorilhmir:ally det~idabh? Tlte 
well-kHmvn Lya.pounov Theorem solves tha prohlem in the ahsencP of PÍg;en

\'allles wítl1 zero real p;nts. In more wrnplicated taJJes, \vhere the stability 
(kpeuds ou higlH:r ordN krms in the Taylor seríes, th('re exists 110 alqdwnú· 
crit.!'riml. 

(b} O pout.o Cl'nt.ral é que, fazendo isso, Arnold coloca em uridéncia o wrrikr 
algodtmim dos crilr!l·ios dt cla.98·1}t'caçiio ) como é confirmado pelo seguinh' 

comentário em [Ar31 (já citado): 

Thcn~ renw.in,; .~ome hope for th(' cxistence oJ a Honalgebrait: a!goríthm, rtev
ertheh~sD, L e., 1 hat th e· p row:rty o f ::~Jmost fi nil f' detPrmi nacy hold s ( ... ) 

O po11to ctucial é qne a simples existéncia das condiçóes (fl(.r) =O) V;(p;(:r) >O) 
quf' c<1.racterizarn os colnjunto df' jatos pof'itivos, negativos e 1wntros, juntanwuh~ 
cow a. condição de quase-detennirmçào finita., seria umn sohH;âo do problema. nào 
importaudo se alguma destas desigualdach:s (>decidível ou não. 

It claro que o algoritmo algébrico em questào nclo (> cquíwdente a Tnrillg
compnt.ahilída.(h•. pois considerando o sistenm 6.(m) defínído no capítulo L usado 
pa.ra moslra.r que o problema de Arnold ó indecidível, as próprias condiçôes sohl'c 
fi-,, determinam se a origem é esLivd ou não. T'emos ent.ào. neste caso. urn cri tório 
a.lg<~·brico. 

~vias rorno Yimos. o problema de Arnold tr:rn urna soluçào negativa. Pa.ra isto foi 
necessário precisar o sentido de '·ser dPcidível algoritmionrwntc''. Em vist.a da soluç<'w 

de da Costa e Doria .. 1\rrwld observa que (cf. [Ar4]), 

7(\)!JJO um resuh.ado relacionado ao p1·indpio de qua-Je (kterminaçüo finita podemos citar [To] 
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fntegPrs wcn' introdun:d in th~' formulatio:n only to avoid the difflculty of 
explaining the W<LY the data are written on the machilw's ta.pe.The more rc, 
alistic forrnn1at.iou of the prohiern would require the delinitiou of au anal.ytic 
algOl"ithm working· with r0n! numhers and fuuctions (delim:d a:; symhols). 
Thc aJgol'ithm slwuld permii a.rithmetinll operatio.ns, modulus. dífferentia
tioJL lntl'grat.ion, solntion of nondifferential -equations (also for iruplicit ftmc
tions ill situa.t.ions where conditiom; for th-e impliclt function tlworem a.n' 
''iolaü'd ), cxponentiatüm, 1ogarith n1s! e~·aJuatiou of ·'wmputahle" ft111ctíons 
for ''computahle'' arguments. 

Tlw conjectureis that with all tho.se tools nne is still unablc: 

1- T'o solve the general st~1-hility prnb.Jcrn starting from tlw right hand sidP 
functions as syrnhols \Viih whidl on€ rnay perfonn the preceding opPrations. 

2~ To solve the above problem for polynomial vcdorfidds wit.l1 rea.l or 
("omplex eodficifmts. 

3- To ~ohT r.hmn with iHtegf.'r rodficients. 

Howevcr as far as I know t.herc aro no \Vords in logíc to dí:'snllw the a.hoV{' 
prohlem and I have tlius preferred to stop at the ]evçl of algorithrns in thc 
nsna.l >wnse ( ... ) 

Assim, Mlrnit.indo a hipótese do conteúdo algorítmico dos critérios de classificaçào, 
a. fonnul<tçào do problerna em termos de aJgorit.rnos clássicos seria, mnn. primr:ira apro.r

imação a unw soluçào, mn.s inadequada .se intupret<tnnos o problema origina! em 
função da nii.o exíst,Ê'ncia. de cTÍ1 érios a.lgé-bricos, que corresponde a fonnuln.(fào "JlltÜs 

renliH.a''. 

f:: evidente neste ponto o ("Ontra.st.c entre a formü de traJarnent.o eiiperncht .<to prob
lema de Arnold, PXpressa pela possibilidade de que o critêrio de quase det.erminaçáo 
finita seja satisfeito, e os rf'sulta.dos de da Costa e Doria expostos no capitulo anterior. 

Como já foi ohservado no ça.pítnlo L podc:rnos int.crprct.R.r os rc;-;ultados de dn 
Costa e Doria sobre indecidihilídade c incompletll(k geral (corolúios ( Ll7), ( 1.18) e 
propo.siçôes (Li9) e (L20)). como urna. e\·irlônci.a. da iwv1equaçào do 

conceito de algoritrno d~íssico para tratar problemas do tipo acima .. Pois através da 
identifinH.;~o de algoritmos e provi'ls: incomplet.1.1de e indecidibílida.de E>e confundem, e 
o que imporia aparentemente neste caso é a existéncia ou mio de aJgnritmos idt'ais que 
nà.o levam em consideraçào SE' as operaçêH'S envolvida.s rwstes critérios são decidíveis 

ou nao. 

Podemos ('Xtrair dessas mnsiderações a.s seguintes problemas (já. cit?..dos na intro

dnçà.o): 

Prob!una f. Existe um ''conteúdo algorítmico" penneaudo os nit.0rios de cl<:l.ssifica<)io 
de pont.os singula.res. Como formalizar a noç.ào de algoritmo por traz desses critérios'? 



f-imblema :2, QuaJ o sentido <k '·complltável" induzido por estes novo1-: conceitos? 

I\ a verdade est.as qucstôes são casos particulares de uma questão muito mais g<"ral 
(·onsideradil. por Krcisel em [Krl]: 

/.c; lhtr'E stwh a thin[J a.~ u [!f1/.CI"Ill r:oncept of compulation'! or thr rdatul 
quesfÍOJI: 

IH lhtre such a fhiny a.~ ou u;len.-:ion of Chm·ch ·_, Thesís lo general (ab;.:;lract) 
sfr11lm·c<i' 

S<:· i:t resposta. para estas questões forem negativas~ talvez seja ma.tem.aticarnente 
proveitoso ver os procedimc~ntos algorítrnicos irnpllcitos por exemplo 11<1 estrutura dt~ 
teori<t de classihcaçà(> de singularidades, ou no caso do problema. de Arnold, corno 
computáveis. Isto tamhóu é explicitado por !\relsel: 

(i) if t.bt:' answer )s positíve, we haw to do wit.h t.lw a.Baiysis of a. collcept, 
apecifirally a phenonwnologicaJ analysis of !.IH'' ldnd given by Turing for me
chanknJ cornput;üious of rnmüwr t.heoretic fllndions. The mnthetnatits has 
lwn: much t:he same role as in the naturalscienccs: to sta.t.e riv;'Ll hypotlwses 
and. to hdp one to dednce from t.Jwm a consequcuc0: ;w experinwntttm cruds 
which distinguisbes bdween thcrn; one will try to avoid a.rtefacü; a.nd sys
tf'HHttic error. Equíva!ence results do not play a. spccial role, simpl_v hera use 
OIW good reason is bet.ter tlMn 20 bad ones. whirh may be a1l Nplivalent 

becaJJS(' of syst.ematic ('!Tor. 

(ii) If the aswer is negatiw. ( ... ) i! nuty st.ill possíble to llSt: sonw idca of 
·general computation' in a metaphorica.l \Va_v for a.pplica.tioml (wl1ich do not 

in tum refer to the met<t.phor). Wha.t onP h.a.s to gnard a.gaJl!st. isto imit.a.tf' 
mN:hanit:aUy the basir dfCvelopmcnt of da.ssical re<:ursion theor:v. specifka.Hy, 
a.t leiist. wan_y of the ha.sic tJteorems were usetl in conJJection \vith Turing's 
ff!/~HUÍJH') an.n.lyDis, not for t.heii· pure rnathNna.ticat interesL It wonld h e 
qn]t(' unreasona.ble to Sllppos(' that general.izations of these same tbeorems 
wíll be uscful for a.pplirations of generaJized. rE'clll"sion theory. 

Est.a posiçào de Kt·eisel já adverte c:out.rR a ioutilichde de uma gcnerali;:;aç;\o apen?ls 
for-mal da teoria da recursào. que não traria r-0aJmerile nenlmrn novo aparte a urn 
conceito germirw.menL(' uovo de comp\lt.a.,ão generalizada, !.'las corno veremos, apesa.r 
de o t·<mceit.o de comput.ahilidade sobre estruturas abstratas nào trazer de hüo nada 
novo, do ponto de vi:-;ta conceituaL iH! conceito de cornput.at,'ito, ele pode ser útil do 
ponto de Yist.a matemát\ço c ganhar um novo status cotHxit.uaL 



3. Novos Rumos para a Computabilidade 

I\esv· capít.ulo serào discutidos. sem nenhuma prf•tensito de completude, algumas das 
id6as de dois dos princíp<1 is t.rn.balhos clássicos ern teoria de recursào sohre estrut.ur<Js 
abstrata:::. que sào [Mos 1~ 2] c [Frl], a.lérn do tra.bcdho de Blurn, Slmb e Smalc 
[BSS] ({11<' tem por mérito fonwcer exemplos de aplicação desta v,~oria sobre aJgums 
estrut.urM> pa.rt.icula.rcs como por exemplo, anéis e em particula.r o corpo dos reais . 

. Acreditam.os qLv:~ os resultados deste ca.pítu!o~ j1.mta..rncnt<: nnn o m;:ttcrial exposto 
nos capítulos precedentes, suportam as seg·uínt.es teses (já colonvla,s ll<t in1roduçi"\.o): 

Tl A. teoria da cornputabilida.dc sobn.ê os reais, no se-ntido de [BSS], const-itui urna 
prirneira aproxima.çào à noção de a.lgoritrno analítico proposta iuformalrnent.e 
por Arnold (apud [dCD6]). 

T2 ETnbora. o conceito formal de comput.abilidade sobre estruturas abstrata$ nào 
acrescente nada genuinamente Hovo ao conceito d,;.o computaçào, ele pode Sf'l' 

lÍtil do ponto de vista matemático. 

A tese T2 dt:ve ser vista com cuidado: não se pode falar no conceíto dr com~ 
vutabilihdadc sobrr: f8frut-uras ab,<;(m.tas 1 pois dada urna estrutura A. (• possível ddínir 
drias classes distintas df' "funções computáveis sobre ;l"' dependendo da.s capaci
dn.rh·:-i dos processos algorítrnicos ('srolhidos qne ddinern estas classes Sendo assim. 
" rE'lat~ào de inclusiw enLre estas classes depende cl<t estrutura em questão. 

Por ontro lado o conce.ito de esquema de d-efinição efetivo1 denotado por EDE. 
iutroduzido por Friedrnan em [E'rl]. parece ser tào gE'ra.l que Utptura qualquer outra 
Hot,;à.o de compntaçào f!:Crarh por um nlgoritmo. l~to se deve ao fato de que um EDE 
capt.urél a. ·'topolog;ia" de qualquer Rlgorltmo, i.<~ .. _ um EDE descrew' todos os carninltos 
possÍYeis de ::;equências de instruçôes de um algoritmo. Assün em T2. o cooceif.o forma.] 
de cornputabilidadE' sobrt_: estruturas abstratas deve ser e!ltendido como o conceito de 

EDE. 

A esséoci.:1 das diYersas noções de computabilidade sobre estruturas ahstrata.s f> 
declarar conJo computável as funções geradas por (;/[!Oritmos ab.odr'(lfo88. Com isso. 

1:5[m [Mos 4, 5, 6J Mosdwvakts desenvolve uma teoria de algoritmos. duuuada d,~ teoria da 
rccnrsào abstrata que vai de <'-m·ontro a nossa análise. Esperamos num fuiuro t-rahal.ho, meorporar 
estes resultados ao:-; nos;;o;,; prop6;;ilos. 
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nào é leYado em conta os possíveis conteúdos cornputaciona.is das operar;ôe_s de cada 
estruturn particular -- onde, event.ua.lnwnte, pod(~ estar embutido a.lgo novo do pont.o 
de vistn conceitual. corno veremos. O teorema (:l.2) mostra. qu<, um EDE (~equivalente 
a. llllla. máquina de Turing generalizada, e assim o conteúdo computacional de um 
EDE. i.e., o processo de computação envolvido, <~ aoá.logo ao de uma. mú.qnina. de 
'Ilniug usna.!. Apcsm· disso. a generalidade rk um EDK c porta.nto o:L permissividade 
do conceit.o de furv;ão EDE-cornputável - que anula qualquer extensão do conceito df' 
comput;-1çào que possa. estar embutido nas funções iniciais pode adquirir um llOVO 

8! afu,<; conceitual: 

• esta permissividade adquire uma certa funcioJJalidade em alguns processos 
tnaJ..ern<Í.ticos que aparentemente envolvem aspectos algorítrnicos, 

• sendo assirn, a teoria abstrata da computação pode servir de critério para 

exprcssax tais processos. 

f; nest-e :·wntido que a tese T2 deve ser entendida. 

Cabe aiutla. enfatizar a.qui qne vamos nos concentrax muito mais na-s idéí<1s do que 

nas dernonstra\;ôes. 

A. Com_putabilidade sobre estruturas abstratas. 

S(-'ja A mn conjnnt.o qn;1lqner, A0 =A U {O} e A~ o fecho de A0 sobre ct operaçào 

Dt~st.a forma, os nümeros naturais O, l, 2, ... são identificados respectivament-e com 
IL (O. O). ( (O. O!. O), .... e assim N C A'. 

;\ seqni\ncia (J: 1 , ... ,,~:·n) de elementos de A.~ é identificada com o elemeuto 
(n._(.r 1 , ••. :(:r,.O} ... )) de A~. Se :r= (.rt ..... ,:rn) então !h(:r) =dd n e {:r); =dd J.';. 

Além disso: paras./ E A"', r.(.~, f)= se Ó(J.t) = t; para :J' E .A.1u: = !J.r = (0,0) (~ 

;ri) c~ MJ =O. 

Dc.finiçâo. O conjnnto P lU0 é definido intlntivamente por: 

(1) Pam todo z E A" e todo n E N, (J,n,z) E PR!. 

(2) Parii iodo n e i tal que 1 .S -i ::; I, (0. n; + n, i}, (2, n + 1 J, (:3,-n + 2i), (-1, n + 1, O) 
e ("!,n + J, 1) ('stão em PlU. 

( '') •.> Se q e h eiitào em P RI. (g)2 = n + 1 e (h h = 'n, então (!), n, g, h) E P H!. 

(!) Se g e h cst.à.o em P R I, (g ) 2 = n + 1 c (h)-;; = n + ·1, ent.fto (6, n + 1, .1· h) E P lU. 

Seja. r.p:-;;:;; -y1 •... ·-'-Pk urna. lista. de funções y A~""'"'"" P(A"") que pode inclusive ser 
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Drjinirâo. Dado ;L r.p= y 1, ••• , y 1 oi! de cada y, é urna funçào n:i-ária, e n E N. entiio o 
p1Tdículo · {f}pr(u) = ::: é definido indutivamen1-<' sobn-' A. i/' e n da seguinte maneira. 

(COJ (i= L .... l). S(; f= {O,ni + n.,i) para algum n; E N "'~se {ti,x} C As e 
·:,:;i(t,-) = ::: então {f}pr(t,. x) = .::. (x =:r r, ... , :tn)

(C'l) Se f= (Ln,y) ex E A\ então {f}pr(x) =r. 

(C?) Se f= (2.n + 1) e {x. r} C A'. então {I}pr(r,x) = z. 

( Cl) Se f = (3. n + 2) c { s, I, x, ( ·'· t)} C i\'. então {.flprh I, x) = (.dI. 

(Ct01 Se f= (Ln +UI) c {y.T<!f,X) C A'. elllào {flpri!J,xl = Krf. 

(C4 1) Se I= (4, n + 1,1) e {y, by, x) C A', entào {f}pr()/, x I = by. 

( C51 Se I =• (.5, n,g. h), {g }pr()f, x I = r r• {h}pr(x) = y. C'Jll.ào {.f}prl X) = z. 

(C'6) Se f= (6.11 + l..q,h) r•. 

(a) h E F/li, (h h= n +4, y E .4° e {g)pr(y.x) = z. então {I)pr(y,x) =.r. 

(b) y = (.d), {J'}pr(.s.x) = n. {I)pr(l.x) = u e (h)prln.e,s,l .. x) = z, 
mtào {flpr(y,x) = z. 

(C/) Se f= (7. n,j,g), j < n c 

f'lllào {j}pr(a~) = :::. 

Esta dd-lnir;;'w é a.náJoga aos esquemas de Kleene [Kll] para hHH;Ôcs reçursJvas 
primil iYas. a.crcsccnt..a.ndo r.p como funçôes iniciais. 

Dcjiniçiio. Uma função t/': A~-> P(A~) é cmnputável primitiva em ;p sobre A"' se 
existe f E P lU tal qtw pant t.odo u E A", 

{f}p,(u) = >p(u) 

Em OUÜ'OS termo~. cada. I E p H r ddine um funcional {f}pr( Y'l·. < < 'Yk· u) sobre A~. 

S<' A = 0 na ddiniçào acirmt, entào di;..;emos que ó é absolutarruntr- rompulávd 
ptimittl'fl em ip . 

1:: possível mostrar (d. [Mosl]) qw· s<~ tp ,;_,vazia c f(u) (~ comput.áwl primit.i\·;J 
sobre i..p e leva N em Nl entào a restri(,'ào de f a. N é recursiva primit.lva no s\}Utido 
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Seguindo 1\le('ne [K11]. o propósito de uma ddiniç.ào indutiva HStwdo índices, corno 
a. ddini\:ão do predicado {f1pr(u) =::~é dar um sentido comp~1tacional a {f}(u). 
Da nwsma forma que no caso dássicol se {f} E P lU, entRo a própri<t definição de 
{f}(u) for!Hxe un1 procedimento p<-Ha computar {f} 'módulo' a~ funi~Ôcei iniciais d<' 
r.p, que podem inclusivP nào ser classicamente computáveis. O que irnporl.<.t é qwc é 
razoávd postulür, como hz l\leene no caso clássico, que a função que cm1mcra. a. classe 
da,; fun<:óes comput.Aveis prirnitiva.s sobre tp t;unbún é compudvel neste sentido. O 
mesmo procedimento, quando aplicado neste caso mais geraL conduz à classe das 
fnnçô<-~s prim.t-cornpntá.veis sobre A~ definida por :VJoschov;1kis em [Mosl]. 

\'laís precísmnente, se f: A~ --+ P(A"') e f(J.") --+ :: {o},Jel ;:: E f(t), então, uma 
funçúo tj': A"'--+ P(.A~) é prime~computâvel em i.f! sobre .4~ se existe f E PH!.r tal 
que para todo u E A*. 

onde P H }P é definido indutivamente pelas mesmas cláusulas de P Hl acrescentando a 

rláusula. 
(B .. n +n1 + l,n) E PRfu paul. todo rn,n 

O predicndo {f}pr(u.l --+ :: é definido índntivarncul.e pelas mesmas clâusulas que 
dcfirwm o pr('dica..do {f}pr(u) =.;;com as s('guint.cs n1odificaçô('s: =é repa:,;sado por 
--+ e a cl~i.usu la. ( C8) é a.cresceutada, onde 

(Co) Se I = (8. 11 + m +I, n), e E P HI" e { x, y) C A' <énlào {f)pr( e, x, y) = {e} I x) 

t.'m resultado de [Mosl] mostn:1 que se g(i.x) é prtmc-<:-ornput.<:ivel, (ldinida. e 

.IJU~x) : A" --+ A"', entào a funçào .f(x) = P-iEN[!J(i,x) = O] também 0 prirru
comput.áv('!. }Í<t:"i sobre um conjunto arbitrário A nào existe ern geral uma boa ordem 
natural sohre a. qual podemos realizar uma opcr<H;ào de busca., como é JH'Cf_'ssário 
para R defiuiçâo do operador p. Pode-se porém definir nm operador de busca não 
01·denado ·c de forma auá!oga. ao operador p: 

~ote que t'y[g(y,x)--+ O] pode torna.r valores em /)(A"'). 

Este operador pode ser entr•ndido da scguiute forma: a busca t~ realiza.da por 
um or<:icalo que. nnbora. nào possa percorrer todos os elementos de AK num tPmpo 
tinil.o. podC' procurar através de partes axbitrariarnentc grandes de A~, OH melhor. 
este oráculo rcalita urna busca sobre 1lllli1. hoa-onlem ern A~ que ~emprc existe (pC'lo 
n.x:ionv1 da <-~scolha), '-'o oráculo Rahe qual f-:. crnhora , .. (•sta boa.-ordem podf' nào ser 

definÍ>'el ern termos de qna.isqH<:'r conceitos qne um 'computa.dor humano· {'l\t.euder;i'' 

(cf. [M"osl]). 



,-\ cla:s:w de fullçôes search-computáveis é obtida a. partir da dasse de funções 
primr-romputáveis romo sendo o fecho dE:'sta classe com a. opera.çào d<-' bnsca nào 
ordena.da. Corno observa Moschovakis [Mosl]. 

Jt H-PlH'ars to us dun Church's thesis e<WlJOt lw stated f()r abstract domains 
\VÍih lhe predsio11 with wllÍch it is stated for t.he naturalrnunhers. By this 
\VC JHPiUl that in thc a.bsence of more spC'ci!ic infonuation aboul A a.nd <p. 

one c<H!llo1 dd!Jw a dass of furwtions on A~ wltich it> sn .intrinsic thnJ onc 
can assert wit.lll)l}t res0rv<üion that it is dH.: dass of a!! functions 011 A~

lutuitlvdy computable from tp. lnstPacl we would sugges\. tha.t thC' d;u.;sf's o!' 
prinw cornputable aud search coruputable fu-nctíons forrn natural houlJ(ls for 
eifect.iw comput.abili!.y. \Ve st.atP tltis precisely as ou r (wt>al) ahstract ;wrsion 
of Church's the.si.s. for sing!P-valucd ahsolute'ly computable functious: pPopk 
who he.lieve in the cornputa.bility of arbitra.ry umi'it:a.nts on a.u <trbitrary ::-:1.~1. 

would wish to omit the word ";tbsolutely"', but we klvc om· reservations on 
this. 

Lei C, E bf 8nbscf8 o f ;1 *. ever]J ;,;i·n.glt>ndued, totally defined fnru·tio·n on (' 

l-o H whidt is thf f'f'.9lriction to C of an absof-uff·ly prírne wmvutnble fnn.ction 
is itduitively ejj'cdú1dy computoble (from <.p )- E:vcry $Ínglf--V(Iiucd totalty 
definnl functúm on (' to E U'hich Ú; intuithx!y (f]cctiwly c-omputablc (fror11 
~.p) i.s t!u rcsfridion to(.' of an obsolutdy 8earch computoble jimdion. 

lsto sugere que o conteúdo cornputacioua.l embutido na ddinlçào de funçào prim(
computável pode ser capturado pela noçào formal de recursáo._ ;:tssumiudo a Tese de 
Chur<h. Ern outras palavn1s, a noçâo dP prime"cornputabi\idadc sobre <'struturRs 

abstratas nào acrescen!.a nada genu-inamente nov·o ao conceito de computação usual. 
pQÍs o processo eomput.aciorwl envolvido nào leva em conta se as fuiH,:Ões inicia.is sào 
ou nào cornpután~is em algum sentido, mas simplesmente assume como comput.úveis 
t.odas as futH;ões iniciais. que passam a desempenhar um papel B-n<-Í.logo no de or.:í.culos. 
corno ua teoria d{Lssica. De fato parece ser possívt:l mostrar, como verernos. que nma 
funt.;ào primr-comput.ável em t.p sobre 1.un conjunto A" ó computável por urna nuiqui·na 

df Turing f}t:ncrali::ada sobre a. cstrutlm::1. (il,rp). E assim a análise de Turing; pode ser 
aplicada. 

Por outro lado1 aceitar que a dcfiniçào de scarch-computa.b.ilidade poswi um con-" 
r.eúdo computacional irnplica en1 aceitar que o (U:icmw da fsmlha Cll uol-rx Nm p!'Ot:C.'(";Q 

compuiaóonal. Deve-se notar que o operador de busca foi introduzido no processo de 
cornput.açào e nào d('darado corno operaçào inicial Apesar disto. paren, daro, em
bora nào demonstramos. qne srarch--romputabilídade pode ser capturada por rritnt
cornput-<:tbilida.de: basta considerar uma. estrutura. mais complexa mJde o opt-:rador de 
busca podf' ser d('(hrado cotno uma fnnçào inicial. lsto aniquila o conteüdo computa
cional do OtH~rador de busca, pois qnfl.ndo considerado como função iniciaJ, pf'rde seu 
slof-u.c< inicial 



Vamos nos deter um pouco mais na afinnaçào de que o processo de computaçào 
enH.llvido em primt-computabilida.de nào tra.z nada genuinamente novo a.o rorH't'ito 
de computa.çào, 

Em [Frl] .. Friedmam observil.. que. 

Turing"f:i ana!ysis (as improved hy Klee11e ami othcrs) gives a mathematícal 
;:Jnalysis of wnfigurational computations: onE' OjH'ratcs only 011 a fixed filli!P 

S('t of symhols whích a,t each sr.age are a.rra.nged in a. tini te con!igura.tion tn 

which the sa.me symbol may occu I" in many diJferenl. positions. 

Ba.seado ncstiJ observação pode-se dizer q1w 1nna máquina de Turing descreve 
nrll procedimento algorítmico que i-1\'alia tuna. fnoç<lo parcia.l sobre o conjunto 
{o.1 , ... , a,}" de toda.s as sequé11cias finitas formadas sobre o conjnnto finito de sím

bolo:-; { o1, .... o11 }. Este procediiiWl\!.o etlgorítmico é exatatrwnte a. scqtlhJcÜl d(' Íil
struçêws ren.tizadas por uma máquina. de Tnring a. cada passo. i.e .. compa.ra.r configu
raçócs !in('rar<:s e n1odificá-las de acordo com o resultado da compa.r<lçào';. 

,\ssim l<'mos um procedimento algorítrnico que descreve corno a. máquina opera, 
i .e .. uw con.iunt.o finito de illstrlH,;ó(~s aplicado a mna estrut.u r a. particular cujo universo 
é o conjunto { a 1, ••• , an} ~ c as funç:óes e relações básica,s sào exatamente as operM;ôes 
c comrwxaçóeo; na definiçào de uma rná.quina de Turing. 

A idéia. crucial de Fricdman é abstrair esta noçào de procedimento algorílmico 
desviru:ulcwdo-a de qualquer est.rutunt particuhr. nào coqwci!kando a.s operaf;ôes c 
J·eslt.~s básicos .. e nem o domínio dí' aplicação . 

. \ssinl cada proc~dinwnto algoritmico, qun.ndo aplicado a mna estrutura. part.icula.r, 
delinP mna rnnçi'to parcia.l sohre o domínio da cst.rutura. dar/(1 a abilidade de n.ah::ar 
as opt.raçÔf8 f tcsh:s IHL~icos da udr-v.tnm. 

Mais pr('cisa.ment.e, seja L uma linguagem de típo finito a e A uma interpreta.r;ào 
de L. í.e, llfll universo nào vazio U com constantes, rdações c funções sobre U cor
respondentes cw tipo 17. Um procedimento algorítmico finito, denotado por PAF, é 
uma. sequôncia finita 11 .... , lq onde cad<~, !, instnH;ào de um.a das seguilltes formas lU: 

li::::::: f(r,, ... J'n) 

se R(:~· 1 •••• , Im) então i caso contrário j 

pare 

S(~ {-'Stas instruçÓcs S<W interpretadas sobre llHli-l- Certa ('Sll'l!tura re\8ciona] Â COJll 

dornínio D. i.e" interpretando todos os f c H. como funçôes e predicn_dos sobre D. e .1';, 

''Cabe lembrar aqm qne em [SB1, Sié:g e Ryrncs generalizam o conC~cito de máqu!Jia de TuriHg a 
outras configurações c tatnb&m os argumentos de Turing, que suportam a tese d0 Chm•th-TuriHg, a 
Cf<ta~ JHwas mAqttinas. rhnmadas de K-yraph mMhincs_ 

W A dt'finir;ão d.-; Fnedunn é mais ruidadosa, mas Á em essenóa a mcsrna. 



y como varíáveis tomando vaJores f'lll [). euLào um PAF se tnmforma num programa 
(usua.!) que computa, uma. fun~:ào pa.rclal sobre D assumindo que o valor da.;; funçôes 
inicíajs aplicadas a um elemento qualquer de }) e r<-'lações sào sernp.rt' fornecidos 
quando nt'CCS5ário (por exemplo por um oráculo). Neste caso vamos dizer qm' a,<; 
funçôes c rcl<-l.çóes iniciais sào 'computáveis a priori'. 

Podemos adicionar à lista de iustrw:;ôes. vari<'í.veis e operações sobre os nÚm<:'ros 
na.t.nrais do tipo 

c=O 

c=n-+ 
se c 1 = c-2 então t. caso contrário j 

f_' m PAF que ta.rnbérn utiliza ('St.as intruçÔf's será denotado por PAF, .. Se os números 
naturais e as opera(;óes acinw. podem ser simulados pelos el('rnentos e operaçoes da 
''struiur<'J cnt.ào é intuitivo que PAF e PAF,_. coincidem (d. [l:"rl]l. 

Observe que estamos assumindo que t.odas as operaçúes de um PAF sào com
put.<iseis a priori, l.e .. as operaçÔ<'s de <HHUlzenar quaísqner dcnwnt.os do universo de 
A, cakular a.s funçóes básicas de A c decidir as rela<,·.óes bási<:a.s de A. Dep<'ndcndo 
da interpretação. a fuw;ào definida por um PAF pode não ser computável no sentido 
nsna.l pois a definição acima permite, por exemplo, opercu.;ôcs nà.o computáveis clas
sicamente corno. por exemplo. a capacidade de arrnacZenar um número irracion<Ll ou 
conq>arar quaisquer dois ulinwros reais. 

Vamos supor agora que, dado uma estrutu.ra A, assumimos como computável 
(m('srno num sentido ntetaf"órico) as !'unçôes e rela.çôes básints de A. A partir de;C;ti-~ 

pressuposto. uma qne::.;tào natura! é saber se toda. hmç;-l.o "intuitivamente computá\'cl'' 
::<obre A é: PAF"-cornpudxel (sobre A). 

Pma. primeira tentat.ivh de responder esta qucst.ào i~ aplicar a rnesrna análise de 
Turing:, le\·a.da a ca.ho ern [T], no contexto de estrut.ur<-i-5 abstrata.''- Isto pod(~ ser feito 
adic.iona-ndo a uma má.qnina de Türlng usual a c;:tpa.cidadc d<'", a.nnazenar quaisqtwr 
ckmentos do domínio de A, testar qu~111do uma rda,çào báBica é válida e. se f (, 
uma fnnç~:lo básica, substituir o con1J:údo de quaJquer céhda. observada. na. f-ita por 
.fl.r1 , ... ,:r 11 ). Então espera-SI" que <'SÍ·é-t máquina de Turing generalizada. denotada 
por MTg. produza funçôes "rotnputávc,is" assumindo que as operações c n:lações da 
cstrnt ura sào "compu távcis''. Isto foi desenvolvi do por Shepberdson ern [Shl] e é- uma 
aplinu;ào do rrwsmo argnmcnt.o mwdo por Turing [T]. 

Portanto, a. partir desta Tese de Church~Turing relativizada obtida por Shep~ 
herds011. uma MTg uào traz nenhum refinamento ao conceito de comfH!t<:u;ào, pois o 
processo de computação que ~~stá envolvido IJOS passos de uma MTg é exat.a.ment.e o 
mesmo do que em uma mdqui11a de Turing; usual !vhtis precisamente. umn. máquina 
de Tming oper<1 sobre um número finito dP símbolos ordeuados linE'armerüe f' a análise 
dt' ·Tnring é uma análise rnatetnática do concnit.o intuitivo de computabilídade !ine<~x. 



Ass11mindo a pnori qu(' <>s operaçües c relações do_ estrutura sào comjmt.áw~ís. o con
cci1o de computabilidade captura.do fQrmalmcnte ---assumindo que a aná!is(' ck Turíng 
(' correta - pdas operações de uma máquina de Tnring 1.!S1Hd é exaf.;tnwnÜ' o nwsmo 
f•nvolvid() muna MTg assumindo a hipátcsr inicial. 

Concluindo a rf'laçào entre prinu c st:arch compui-n.bilidadc e urna Tese de Chur("h
Turing relativízada., se C..4{MTg) e C..4(PAF,:) são as classes de funçôcs compuUí.vós 
respcct.ivanwlltc por urna MTg e PAFn cntào (cf. [Frl]), 

TcmY· mo .'l.J. 

( 1) Para qw:dquer estrutura A. C.A(PAFc) Ç C'..4(MTg). 

(2) Existe urna estrutura B* tal que C'w(MTg) rl:_ C'w(PAFc)· 

Parece cl<lfo qtK uma fmt\;ào PAF 1 .~computávc! sobre urna estrutura {!-Lrp} podf• 

ser simulada por urna função Jl-rirru'~computávd em r..p sobre A. pois pela propn"-i<_:ào 
(:t;)) ahrllxo. as fnnçôes recursivas parciais são PAFc-compuLiveis e alúrn disso. o pro
cesso de recmsà.o utilizndo na definição da. classe de ftmções prirnf-contput<Íveis é 
exaJamcllte ancilogo ao c<--t.so das funçúes recursivas p<1.rcias. O que nào é o ca.:oo de 
M'ftrch-cOJ n putabil ida de. 

Frobh ma :J. Corno c.ompa.rar a classe das funçôes scrach-compuli:Íveis em r..p sobn~ A* 
corr1 a. dosse das funçóc:s MTg-computá.v<'is sobre (A.rp)? 

Voltaudo <to 1-rabalho de Friedman, nurn segundo rnomen1o ek mostrH que alguns 
dos prin("ipais re!Hdtados búsicos da. teorüt da l"ecnrsào clá.ssicc1 nii.o são ma.is v<.ilidos 
qu;wdo considerados sobre estrnt.uras em geraL lsto pode ser interpretado da seguinte 
maneíra: em termos conceítuais. o sentido do conceit-o de cornputaçào envolvido 110 

pnK{'SSO de computa.bilidade sobre estruturas abstrata<; é no máximo equivalente ao 
conceito de compllt<u;;lo drissico. embora as classes de fun<;õcs computiiveis sobre 
outras estrutu.ras ó eventua.lmenk bern mais mnpla. 

Esta.':l ob.servaçóes parecem ir na direç-<l.o opost<l d<' nosso 1Jh.ict.ivo, cpw (' o de 
formalizar urn con("eit.o <tparentementt> mais geral de cornput.a,çà.o i~mbut.ido n<ls ob
servaçôcs de Arnold. O ponto crucÍ<tl na argulllent.açào <:t favor da tese T2. é qu(' 
nJlnpuLabilidadc sobre estruturas a.bst.ra.t.as, embora não seja nma c.rtcnsâo coou-dual 
de ··ser computAn:l no sentido uCJua!"', é mais ptTmi.~.'f/-inl do quE' cornputahilid<Hle 
ch1ssica .. e isto pa.rece ser suflcient.e pant os propós-itos d(' urn algoritmo analítico como 
proposto por Antold. 

Seja. L uma linguagem de tipo finito cr. c:rna L-f\Srnm!a y) é chmmtda de semi
algébrica básica se 6 pode ser ddinid<l corno uma. c.onjnnçào finita de fónnulas 



atômicas e sua.-; w;gaçóe::; dE' tal fonwt que se qJ (; A1 1\ ... 1\ .4,, entiio se i f:. j na.o 
ocorre .<""li= 13 e .41 =-,f]_ Como L po~:mi um número euurnerá.n;l de :;;Írnbolos, {: pos
sível ídentifkar ns L-fórrnulits semialgéhricas básicas ç corn c:eus r<.•spC"ct.ivos núnwros 
de nodt-'l (-y}. 

DrJiniçlio. 1_· m EDE df:- tipo ( n, m. fí) (;um conjunto enumerável de sent.ençn.s (stríngs) 
da formei 

onde 0i e l; sao L-fórmulas e L-termos respeciivarnentf', construidos a partir de 11!1! 

conjunto f-inito fixa.do de varíávels { .r 1 , .•• , :tn, -u1 , ••. , v,,.,_} que satisfaz as sf·gulntes 
propriedades: 

(l) Quaisquer dLtas scJJten{;as 6----+ l e ·1/'----+ l 1 t.ém antecedent-es incornpntívt'Ís. i.c., 
<;;(' 1.;'> é A1 1\ ... 1\ A, e Jj.· é Fh I\ ... 1\ Bm. entào il; = •B.'I para a1gnm i. j. 

(2) O conjunto {(çi;,t,-)li E w} é enumerável rerursivarnente. 

Um EDE de tipo ( n. m, J) define uma funçào parci-<JJ f : J)'l· ~-+ 1). ow.k f) é 
o domínio de qualquer estmtura. de tipo cr interpret-ando cp ----+ l por '·se Ç) { vn
dackira entào o \·alor da fuJH;ào definid(-1. por e~t.e EDE i: ('. l\rlaís precisa-menU\ uma 
fuJH;ào fCr 1 .... ,J' 11 ) é EDE~definível se existe um EDE {a\(uJ ... -.-u.n,-llt ..... ·crn)----+ 
t;( u 1 .... , Un, v1 .... , Vm) li E ,:.,: } . ond.e os u's e v's sào variáveis fonna.is, cada. Ói é urna 
L-fórmula semialg6brica bá-::;ica, caxla l; é um L-termo e existem elem('ut.os a1 ••.. , am 
de {) t.al que f ó ddi11ida pela dísjunçào de todas as condições da forma. 

f(:rJ .... ,:r,) = f;(:r 1 , •••• :r:,.,,a 1 , ••• ,a,) 

A condiçào ( 1) da deflniç.ào de EDE ga,ra.nte que f estR hem definid<t; os dcnwntos 
a 1 , •••• a, sào chamados de parâmetros da defi.nição 11 . l\a verdade EDE ó uma 
generalizaç.à.o da definlçà.o de funções nx:ursívct':! por casos. 

Tcornna .}.2. Para. qualquer A de tipo J., CA(FAPJ Ç (;A(EDE) c CA(MTg):::::::: C..4(EDE). 

A '--kmonstra<;àn d<:•ta.lhada se encontra. em [Frl] e os detalhes são bast.anl t' técnicos. 
mas segundo Shepherdsou [Sh2]. 

11 A ddhuçiln de funçào EDE-ddinívd em [FM] é urn pouco diferente da ddiuiçào em [Frl] que 
pode SCI' VJSta <·omo uma. definição local, onde os pa.ràrnd-ros rh definição sào as coH.si.ant-cs ,lil, 

<''Slrutunl. lsto alte:ra a. da,~se de fmv;ões EDE-ddlniveis sobre cada estrut-ura. Ap('SJH distn, <:omo os 
outros couceitüf:' 1-ambérn si\o locais nesu; Sf.~ntido. r~ os rermltados de compa.raçii.o cnvolvPndo iCSt.es 
c·onu:it.os vedem locahnent-e, então'' f;ici! ver <.{IW t-ambéJu valem globalmente. Í.e .. permitindo que os 
pariunvt.roo; das ddi11içôes scjanJ quaisquer d<'nwnt.os do universo daR est-ruturas- A deflni(;ão dada 
acnna é •:omp<tt.ivel rom [FM] que é mais geral e adequada para os JJOssos propósitos. 



Tlw a.rgument applies not n11ly t.o FAP or MTg bnt to rmy wm:eivablf:' kind 

of comput.a1ioH and convince us tha.t in the EDE's he [Friedma.n] rpaJJ,\- has 

captured tlw most geueral J\otion of cnmpntabilíty over abstract. st.ruct.JJn:s. 

ApesaT de existirem estruturas para as quais a classe das fuoçôes EDE cornput..Aveis 
niio mincide com a da,sse das fun(:ões PAFc computáveis (cf. [Frl]_l, se a estrutura 
for suflcieuterrwnte '·rica.''. cut.âo as classes coincidem, Este P o caso por exemplo de 
corpos c iJJWlS. 

l T1na c;.;trutura A é u.'-1'ÍCtJ se t'xiste uma fuuçào injeto !'i:~.,;, : N -+ /1. e fuu(~Ó('s vrul e 
.<<1IC PAF-computá v<-:is sobre A tal que 1/1(pn:d( n)) = pred( 1/-'{n ), .... 4'('n) ), tp( Mtc( n)) = 
sue( IJ:( n ), ... , ·1,h( n)) e. </•( .:erv( n)) = zerõ( -~,!-'( n ), ... , <A 11) ), onde ;;::(r o é a n~striçào de 
umo fórmula atômica aplicada a. termos PAF-computávcís. 

Seguindo a notação usual 1 se .r é o número de Códel de um L-termo formal I . 
e11t.<lo {:r} d<~nota a. função defiuída. por t. 

!!ma estrutura.<: estrutural .se é u.•~rica e para cada n f'Xlste unw. [\mçào PAf .. 
complltá.vel ua/,(y .. t 1, .... _,r,) tal qne se ;c 1; o lltÍrnero dt' Côdel de um termo 
l(r1, .... v 11 ), ent<"w. 

Proposiçâo .:1 .. '-J. Supouh~1 qu(-' A é ;..,:-rica. Se fCrt, ... , .r,_) é recmsiva parci;1l então 
existe uma fuw)lo F(y1 , .•.• YnL PAF cornput . .í.vd sobr<' A tal que </'(f{:7..' 1 , .•• ,.-rn)) -= 
F'(>/'(x,),,,,, 'i'(x,)), 

Dtmon .. <:fraçâo (r;Hboço)_ A classe das J.'unçôes recursivas parciais é ,1 menor dél.Sb'e de 
funçôf~s sobre os natnrais que contém os polinôntios, o pn~.dicado ::c.ro ( ;~.· ), e {: fechada 
por composição. recmsão primitiva. e p-recursào. No caso dos polinômios. corno A {~ 

....... -rica a proposição claramente é venladeíra. Não é difícil mostrar que a.s opera.çôes 
que definem a çJasse Pare podem ser simula.das por nrn PAF (como por cxt'mplo f'Tll 

lüd1 ' c ' j). 

Como es(;unos assumindo que L e urna linguagem finita, ó fácil ver qne a função 
fntih,(J') definidn corno sendo o va.lor venhdc~ da fórmula atômica. de mínwro de Gôdd 
.r. é PAF-cornputúvt'l, pois para estruturas w-rlcac; v;de a proposir;ào p.:n e truth.,(.r) 
é classicamente recursiva .. 

Propo.-:iiçâo :Lf. Se uma e;-;t.rutura A /.• u.·-ric.:~ e E~strntural (:•nt<'w C'A(EDE) = C..4.(PAF). 

Dcmonsfnt('rio: SupoHha qut:' ,{(.r 1, ... . J'n) é EDE-computávd. Isto sig11íflca. que cxís-

:m 



tcrn funções recursivas primítivas p c q tal que f(;r 1, ••• ,xn) é ddinlda. pclil conjunçiw 
de dáusuln.:; da forma.: 

onde l; f: o tcnno com núrnt.o:ro de Güdel p(i) e r/>; <;a fónmtln com m.Ímero d<' G()ckl 
q(i). Ohserve que. como A é ;:.;J-rica. as funções recursiva~ parcí~li~ sào PAF-ddlnívcls 
sobre A, i.e. 1 se f(:r) é recursiva parcial então existe, pela proposiçào o.:J), uma 
hlfl(;ào F. PAF··mmputávd, ddlnida sobre A tal que 11>(f(:r)) = P(t/'(:r)). 

Como p t' q sâo recursivas prirni1ivas sejam P e Q tai~ que t>(p(i)) = P(r;::(i)) 
t~ t/•(q(i)) = Q("l.i•(i)). Ent.ào I à ddinida pelo PAF que procnra um t•(i) tal que 
trulh ,.H( (J{ t>( i)). .r 1 ..... :r,. a 1 .... , a,.) é verdadeira, f: entào fornece o valor ·ual 

n+k(F(tdi)) .. rl·····:.r,,o 1, .... al.:). O 

Cousequcnterncnt.e para corpos P anéis de característica zero a:-> fnnçón: PAF" 
computáveis coincideJn com <J..s fuu(;ó{;s EDE-{:omputáveis. 

B. Máquinas sobre anéis. 

Preocupado com problemas de complexidade de alguns algoritmos em <tnálise. 
pri11cipa.lmente rdacion<1.dos com a questão dt' como encontrax zeros de polinõrnios de 
fonna clkienle, S. Srnale [Sm 1, 2, 3, 4}observou que a noçào de a.lgorit mo . concebido 
como mna Tnáquúw dr' Turing, é inndeqnada pa.ra tratcn tais tipos ck problemas. pois 
uma máquina. de Turing não é o1pa.z de capt.ura.r a nv:d .. emát.icii. envolvida. 

Baseados em algun.s exemplos de ~istemas dináuücos. L. Blum, M. Shuh e S. 
Smale íBSSJ corneçarn.rn n. desenvolver um<l Ü·'oria. de cornputabilidade haseada. em 
mn modelo de máquhtas >wbre nuf.is. Neste novo modelo. os elementos de um anel !? 
sào t.ra.tados como objetos definidos <l.xiomatlcarnente, ou seja, considerando-se snns 
propried11des básicas. 

:.i o ca.<;;o do cürpo R dos ntíweros reais. f'sta fornM de corKepçào difere de algumas 
das outrns a.horda.gens propostas para mna teorin de compnt.abilida.dc sohn~ R. corno 
por ('Xemplo em [PR]. Ne::;ses t.Tabalhos os nlÍmcros tT<JÍS sào tratados como scqnências 
de números naturais. o que conduz ao conc('ito de mimem rt:al cornpnt.rfrd isto (, a 
seqnência. de formaçào t: ddillida por uma fum;à.o recurssiva primitiva. Assim. o 
conceito d(' compntabilidnde sobre os reais computáveis se n::duz ao conceito clássico. 
c Oi resultados d(' indecidlbilidad<' clássica., por <·xernplo Sf.' aplicam de forma natural 

Seja R I.Utl anel ordellado, cornutativo <orn unidade. Vamos denotar por un a 
sollHl direta E.EY'i' H. 

Sejr1. (,' = (X. U) um grafo orie:utado c conexo df' grau N, oJid(:' )( /~o conjHttLo doe: 

~to 



nós de G e. [i {• urna família. d<' c'lernentos do produto X x X. ;-1 fa.rnília dos arc.os de 
G. Suponha que(; satisfaz as seguimes proprieda.des: 

{J) G possui exatammlt<> um nó :r 1 , (inp'llf norh1 tal que, para todo y E X. 
(y .. r,) !(c 1', 

('). ~J G possui (~xatanwote 11m nó :tN, (onfpn! node), tal que. para todo !I E .\'. 
(.r.v.y) !(c tr 

(:~) o conjunto dos sucesson-'s de um nó .r e1n G. d<'notado por rt,.(:r) tem no 
máximo dois elemento:'!. Assim. rt;(:r:) = {;{r)}, (compu.totionol node). ou 
r~.(.T) = (r_(.r).;+(x)}, (hm.nch node). 

c:rna máquina M sobre R é Ufll(l dupla. (G,<l>), onde G {~um. gulfo orlcnuv.lo 

E' conexo de gra.q N satisfazendo as condições (1}-(:J) acima, e W é- um conjnnto de 
funçôes {6 1, ••• :<fts} deHnida.s por, 

( l) (;) 1 : H1 ·-+ Rm. l :S m., é a indusào, 

(2) :w ll'rt;(,r;)l = I. 0; :H"' --+ H_m é tnua funt~ào polinomia.l, 

(:"1) se lr;t(.r,JI = '2. Ó;: H"'--+ R é um polinômio e, 
(-f) ós: Hm --+ IC. n :::; rn. r_, a projeçào uowtl. 

Os aJ1f.is H1. H"' t~ Jtn. sào chamados, n'-sped-ivamente, de inpuf, rn;lpu.t e 8loff 

·"JHU'I'8 e snà\) denotados por 7, O e S. 
Vamos supor que M s<:·ja uma máquina sobre R com X = { 1, ... , S} o conjunto 

dos nós e ,S' o seu t'spaço de e1:d.ados. A. fHnçiio H : X x S' --+ ){ x ~C!. chamadc1 
d<:' endomorfismo computacionaL r_, definida por H(n.:r) = (;'3(n.:r), \;(n.:t)). onde 
3(n.J·j = n se n =/\i e, cas-o contrilrio, 

J(n. or) ~ 

,, ;-dérn disso. 

1(n .. r) = {.r ( ·) 
On l 

" i(n) 
i (n)+ 
't(ll ) .. 

" 

se IJ'(\(n)) ~ 0 
se 1!'(\(n Jl ~ I 
se lfé\(nJI ~ 2 C On(.r) <O 
se lf/;(nJI ~ 2 <' 4rn\.r) :O O 
se I!'T,(n Jl ~O 

se n = l ou II't(n) = 11 ou jr't,,(n )I= O 
caso contrário 

Assim, a con1.putação de uma máquina A/ sobn_~ mn atwl H com inpul y E 7 é 
representada por urna. scquénda :::0 , z1 , ••. , :::h-, • •. , ::~, E X X S'. ::0 :::::.: ( 1. o 1 (y)) <-' 

::k = f{(_.:-~c_ 1 ), k = 1., _ ... Vsando a terminologia de &istcmas dinà.rnicos. {-;sta settuimcia. 
{> chamada <k órbita de y. 

Uma. condição J1('CC'S:-:;<-Í.ria c suficiente para que urna :sequência ::0 ,<:1, _ , St;Ja uma 
comput<-H;ào de Ai é qUf' 

para algum y E f 

li 



k = j, 2, ... 

Dad;\. uma mAqnirw :H. podemos rkfinir n<1.turalnwnte,a partir de f!, a fuJH~áo parcial 
'·computada por Ar. YAJ : 7--+ (), Se ;r1 e r.2 são as projcçôes nsnais, então, 

se r. 1(.-:1;) =.A'. 
caso ront.rd.rio. 

Ob::wrv(• qn(' -rM está. twrn definida., pois S(' ·JT1 ( ::k1) = li1 ( 

1Tz( .:;;~,;2 ). 

Va.mos considerar. inicialmente. somente ;1s !>eqnências ::~c= (nA: •. tk) salisra;;;cndo 
a;-;: cqtJ<t.çôes (:3.3) com a com!íçào adlcionalnT =;_V para algun1 T <·X. Se existe um 
t.a.l T pa.r<t algum !I E 7. então T = T(!J) é rha.mado de tempo de parada de Jl pn.r<t 
computar ÇM(Y ). 0 conjunto de parada de M, denotado por flM é definido por 

Se H é nm anel(~ cp : U1 
-----c> R''1 é uma fnllC,;ào parciaL então cp é uma função computável 

sobre n se existe uma máquina M sobre R t-al que, o domínio n"" de y coincide COlll 

n.\1 (' YM(T) = YM{:t) para X E n.r Um eoujunto y c W' é decidível sobre R se 
existem mAqninas jl e Ai' sobre H ta.is que Y = OM e R"-}'= n_·H'· 

Vamos denotar por C. 'M ( Fl) a classe de funçócs computáveis sobre R. 

Podemos ca.rart(-:rizar indut.ÍYameute C\1 (R) da seguinte maneira. Sf'ja Pn a rnenor 
rlasse de fun<;ócs parciais f : H1 ----+ R"'. (f, m, < oc ), contendo as fnoçôcs íuícíais: 

( 1) funçócs polinomiais (sobre R) f : H1 ----+ H, 

(2) a funçào nua.cterí.stica _\__ : í\ = R----+ {0: l }. onde 

{

-I 

\ c~ ~) 

e fechada sobre as seguintes opcra(ôcs: 

sc,r:<O 
sey::..-;;() 

se.r>O 

• Composição. ~-~k f : R1 ----+ /{"' e g : R_·m ----+ R" est.~o nn Pn. entiio a com
posição g o f : R 1 ----+ R 11 é dcfiuida. por g(f( :r)) f' H1!"! = f- 1 n!J. 

• Concatenação. Se f; : /-{1 ----+ R."''. (i = 1, ... : k) estão em h? e t-:, {• o tsü

morfisnH) natural de H"' I x ···X f?"\Jk em Rm 1+·"'''k, entào <l concatenação 
F = (f1 •••• , f;;) : R1 ----+ /-?_~''l +--·nq, é dada por F(x:) = 1/·Ud :r), ... , f!.:( :r)_) p<tril 
. 'l . - k () 

,~ EL-J -ni=l- f,· 

• Iteração. Se g : R1 ----+ R1 está em P11 , entào G : z?:O x H1 ----+ 111 ddlnida por 
(;(O .. r) = ct c G(l +I. o:)= g(O(I,.r)) está em Pfl e 

n,, = {(n,.r) E z:::n X H1ln =o ou H= t + 1 e (f .. :r) E nG. C(l,:r) E ~l,} 



• Minimalização. Dado F : nF ::2 z:;::o X E?1 --+ H, a. operação de minimaliza.<;i'JO 
dcfilll' mna ftmção parcinl L: R1 __,. z::::o onde L(.r) = min 1(F(t,.r) =O)= 
rnin{l E Z~ 0 'P(l,or) = 0}. 

(_;t.ilizando alguHMs propriedades do eudomorfismo computacional 1-f associado a 
uma. rnàquina M. ó possível mo, .. trar os seg-1úntes resultados (cL [BSS]i. 

J!mpo.siç!io 3.6. Cu(R) coincide com R cla.sse Pu. 

Proposu;iiu ;J. í. A classe das funçôcs tvcursivas pax("iais clássicas sobre Z coincid(' com 

CHIZ). 

Como H é urna anel orden<Hlo comutativo COJTJ unidade, st>rnprc exíst,c um homo
rnorfisrno ( preservandQ a ordr•m e injf''tor) ·y : Z __,. U e portanto, pttra cnda n, nllli'! 

extensào Ç5: Z[-r 1 ...... xn] __,. R[.1· 1 .... , :rn] tal qne, se f é um polinômio sobre Z. eu-
tão. S(' f(:r 1 ••••• :r.,.,) = y, ·:p(.f)(ç(:r 1 ) •...• ç(.rn)) = '.P(y). Sendo assim. se rjJ E Cu(Z) 
podemos deflnír indut.ivaJnente urna. f11nçiío (/)E C\r(ll). (a. partir da definit:.,~ào de o). 
ta! que ?'(<r?(Z1)) c: y(Z1), e 

.t E op(J), 7 = zt 
Em outras pal<wras, todas as funç(ws n.•cursivas parciais clássicas sobre Z sào 8Únulndo8 

por fuw;óes computáveis sobre H restritas a y(Z1
). 

Seja R um anel(' L A linguH.gem fonwd usual as...'iocinda. Vamos ch.'notM por C'v( /-?) 
a classe das funçôes EDE-ddiníveís sobre L. 

Dcrnonstraçdo. Vamos l.ISiH" dois resulta.dos <Linda não dernonstl'i\dos (proposi~·á.o 

( :t 12) (' leorenm ( 4.:))). 

Vímos que classe C'E( fi) colncíde com a. classe das funçóes FAP-cornput.áveí;; sobre 
o rea.is. I;~ fácil trallSforrnar um PAF mnna máquina. sobre R. 

Heciprocamcntc, ;;;e f E C'M(H), entào (>XistC' .iH tal que f= YM c U1 = O,H· 
Corno nM = UTENf(H,T e pelo h'ün'ma (4. . .'~), cada nM,T é 11111 conjuuto snnialgébrico 
bá~ico de R com parámet.ros no fecho <tlgóhrico de o 1 .... , an ( a1 , • •• , o.n s.:lo todos 
os coeficientes dos polinômios que ocorrem na definição de A.f), uma a.plicaçil.o dii 
propo<>i(,:ào (:).[2) conclui a demonst.raçào. O 

Com;equcnt.ement(·' para anéis ord('na.dos de cara.ct.crística zero as clctsS(~S de funçôes 
PAF-cornputáveis. PAf, .. ·comput<iveis, EDE-comp-utá.veis. c CM coincidem. 

J;J 



F'u·Jf'rplo .].9. A função f(:tj = .;:;: nào é computável sobre os reais. 

Dcmonstraçâo. Suponha. que .r112 é definível por um conjunto enumerável de c!.<íusulas 
da forma. '.t1

/
2 = f;(x) ~t· 'Yi(.r)', onde cr1da l; é uma funçilo racional com coeficientes 

reais. Entào pelo menoc; um dos deve ser sa.tisfeíio pa,ra. um número não cJJUnt(-'r<~vel 
de elementos.(' portanto existem polinômios P; e Q; t.a.l que P?Cc) = .r(jf(:c) para 
um mímero nào ('munerávd de .r's. mas isto(_~ impossível pois o grau de P/(x) {~par 
f'lHJUant.o (jUC o grau de .rO?Lr) é Ítnj>nr. O 

~- "' ' 

E:runplo .IJO. ([Ck]) Tod<t função .f: N-"--"-+ N é comp11tável sobre os n•<:lis. 

Dcmtm.:dm~·tl'o. Dado nm subconjunt.o ,<.,' qualquer de N euL~o S' é rf•cursivo. poi::.: <:1 

seguillt.e :wquéncÍJ ordenada de ins\.ruçóes comput.a a ftmç;'w ca.rnc1Prística C's( 11) de 
>.,' (/Cr) é a JBrte iuü:ira de .r que é cornputávcl ~wbre os reais e 8 ~""dd s 1s 2 ... <(o 

mínwro rea1 definido por: 8; ·= 1 se s E S, P .~, = O se 8; r;!_ S'): 

(I I y = n 

(~) (:rrJ2) = (i(2":r1),21(2"- 1,s)) 

(:3) se J' 1 --- .t:-2 = I então (4-) caso contrário (6) 

(l)l.'s(!J)=I 

(G) pare 

(G) C's(y) =O 

(7) pare 

, \gor<-l consid<'n' o polinômio 

l+n+m. 
P(o.m)=··-

2 
{n+m.)+(m+l) 

e o conjunt.o S = {P(.r.f(x)): .r E N}. Entào o seguinte a.lgorit.rno computa f(n): 

(!) y "'""''li 

(2)m=0 

pq se C-'s(F(n.m))=O então (4) caso contrário (6) 

("'1) 111 = li/ + l 

(0} vá para (3) 

((i) f(y) CC JU 

(7) pare o 

A partir d{'ste resultiido, qualquer subconjunto de N é n.•cursivo sobre os ren.is. 



lucloslve /\:, h:to trivia!íza qualquer problema de decisào envolvendo subconjuntos de 
na.l11rais. 

Vimos no r<lpÍt.ulo [ que indecidíbi!id<v.ie é um fcoômeno rwrsistcnte, Jnf'smo se 
ancsrentarlllos todo::: os or<Í.culos que decidem K}'fl) para t.odo n. Not.e que e-:xi:;t.c um 
salt.o conceitual aqui, pois todos os subconjuntos de N sà.o recursivos sohre os rca.is, 
i.e., todas as funçôes (\~in) <"' Cw_.,+,l siw computáveis sobre os n~ais. 

R:runplo S./i. Consídt'!'t' a. seguinte família de sistemas planares para.rnetrizn.dtts por 
fim E R: 

' 1 2 
.t = -y + .r(/1.,- cr~ + JJ )) 

!i =-r+ y(p,,. _ (.r2 + y2)) ! *) 

Sa.hemos qtw. 

( 1) para todo m E N, <:t origem é um pout.o de t:qnilíbrio de ( * ). 
(~) se J-1 111 <O a origem é um ponto f-ixo assintoticamente estável (k (*), ('JHjllillll.O 

que para. flm > O da é Ím<t<Í.vel. S(: J-l·m = ü <:ntào 11. origem f· estável. 

Considerando compnta.billdade .sobre O!-> naturais (i.e .. o conceit.o rlássico), n con
junto { m E N - {O} : a origc:~m é assintotica.nwnte estável } em geral. não é recursivo 
no sent.ído usua.! bast.a tomar p.'(l., = O(m.)- l/2 · mas é obvíametltf' recursivo :::obH' 
os ]'('(1[5. 

O ponto crucial aqui ú que não importa se nào é possívd decidir classicanwnl.<:'. ou 
!HCsmo dc·monst.rar .. para í.odo Jl E R, se p. >O, ou Jf <O. ou t' =O. O (jll"-' con!.n. aqui 
é que tunoi:l um cr-itério dl' cst.abilidade que -5f aplica a lodos o:; Ctl..~os. i.(',, 

( J) se 11 < O a origem é assintoticamente t'stávd, 

(:!) se !" >O orignn é inst.<i.vel, 

(:J} Sf' ;r= O a origem é esLheL <~que nâo lcna em cousidaaçôo Sf t; f!Oii..,ún.Z ou 
niio decidir, dado JL q·uan.do tr .salisf(c: ( !}, (!:!}, ou (:]). 

~este caso. o conceito de computn.bilida.de sobre os rerds capt~ua. est.n ldéía, pois 
as coudiçôes que dct.enninarn a estabilida.dc da origem ddlncm dirdarrwnte um EDE. 
o 

De mna forma ma.is geraL suponha que f é EDE-compuUivel com 

t..' y,- é semiaJg~~brica húsica, on seja 'P; é urrw int.erseçào finita de fórmnla.s da fonnil 
p1 ( .r 1, .... :t 11 ) < O ou P.í( Tt, ...• Xn) = O onde ca.d.a. Jl.i é urn polinômio sobre U!ll rcrto 
corpo fixo que dq)cnde dos parámet.r()s a 1, ••• , rt~c. Em outras palavra.s ca.da conjmtto 



A;= {.7 E R11 
: :p;(.f)} é um conjurü.o scmia.lgébl'ico básico de R. 11 Portanto o domínio 

de f é uma união enumerável de subcoJJjunt.os ticmialébrícos básicos de R. n 

Reciproc;un<~nte, suponha que Q(a 1 •... ,an) é um corpo com grau de transu•ndhl
cía f-lnit.o, cnt.rlo, 

Froposirâo :J.l.:!. Sda. n = u;~ln, onde ca.da .ni: é um conjunto S(•Jllialgêbrico básico 
de H tal que o conjunto dos parâmetros que ocorrem nos polinôrnios de cada ni está 
no r~'cho algébrico de ar •... ,""'· Então n <:·um conjunto enumerável recursivamente 
sobre R. 

Dcm.onslraçáo ([Fr2]). Suponha que temos uma relaçào em .r 1 , ... ,:rm defiuida como 
uma. ·união enumerável de fónnulas y;(b;,1, ... , b.,:.k(i), x 1 ..... .l'm) livres de quant.ili

cadorcs onde todos os b;..i ('St.âo no ft-•cho a.lg/'briro de o1 , ••• ,am. Assim, c;-1.da b,,J 
é a. sobJ(;ú,o de nm polinômio sobre Q(a1 , ... ,a~,.), e portanto existe um polinômio 
..Pi.j(a1 , ... ,ar,,,y) tal que fli . .i é a única raíz. E-ntào a. nossa. rdM;ào original {urna 
uniào dl' relaçôes definidas pelas fórmulas 

/di} 

::ÍJJJ, · · · · Y!.:{i)( y>;(.1JI, · · ·, Yh-UJ• :v1 ...... rn) (\ Y1.J(al .... , U.m, .1/k(i)) 
.i=l 

Pelo t eorerna. de diminaçào de quantificadores de Ta.rski para corpo.s fecha.dos reais (c f. 
[vdD]}, cada nma destas fórmulas é equivalente a. urrw fórmula livre de qu;-wtificadorcs 
com as rnesrrw.s variáveis livres. I:: fácial construir uma função d(n, ,r) cornput.Avel 
sobre os re<Jis tal que d(n,:r) é o n-Psirno dígito na decomposiçào binAria de J'. Assim, 
f-ie a ó o número real dt>finido por d(n,a) = 1 se, e somente se. 11 (·o número de 
(:óde! 1k uma dessas fórmula:=~ livres de quantificadores. considere o PAF que. dado 
,c 1 ••••• ,rr,,• procura por um ·n tal que d(n.a) = l e a. fórnmla com número de Gôdcl n 
;. H'rda.dei.ra em .r 1 ~ .•. , J',. O 

;\ idéia por detrás dos cntt•nos alga)ricos de /\rnold (~ bastante parecidc1 conto 
que ocorre nos exemplos acima. Se interprct.;u-m_o:-; o problema de Arnold como se!Hb 
formulado em funçào da nào exist('IHÚ de critério.:< alg{•brico.s, e portnnto, o sentido 
do processo algorít.mico erwolvido no problema. nào é equivalente a uma máquina de 
Turlng, ent.ito. df' acordo com o que foi discutido no ca.pit.nlo 11, o conceito de EDE 
parece ser i-m.fú·itulr par<l os propósitos de u.rn algorítrno analítico. 

Probluna 1. l\o caso do problema de Aruold nào importa st· as funçôes iniciai!:' sejam 

12 v~-:ja p()r e:w'mplo o capítulo JV, S(,çf'io A 
13:-io capítulo I V este result-ado é tkmonst.l·ado diretamt.~rlti:' a partir da ddiníçào de máquina.-; sobr1' 

emei,. 

JG 



computáveis. pois o problema seria solávd se existisse um a.lgorit.JlJO aJg(,hrico. \las~ 

e:xist.e nrn processo sobre o qual pode-se axgurncnta.r do ponto de vlst.a fenomenológico 
como faz Tming ao anali::-ar a noçA.o intuitiva de computabilida.de qw' ainda 

pork ser cham11do de comput.C:Í.\"t'l e ;u) mt:srno tempo ser pelo menos (~quivalcntf' <1 

computa bilidade sobre o~ n~ais. por exemplo'? 

~ào nos parece trivial estabelecer uma relaçào entre o fato de um problcrnct ser 
aJgebricarnent.e solúvel e ser EDE··decidlvel. pois a fonnula.(;áo dos critf,riüs alg6brico,o;; 
cnvolw, uma aproxirmu;ào infinita. e além disso, nào é claxo o sentido de codimensão 
infinita. ('o mo observa Arnold [ Ar3], 

There rPmains sonw hope tl1r thZ' exist0nç-e of a nona!gcbraic algorithm. ncv" 
Ntheles~, l.e., t.hat tlte property of a.lmost finitc deterrn)na.cy bohk the set 
ofgenn.s whose topological type (or st<tbility) iti not deterrnined h.v an,y fini1C' 
scgment of thc Taylor series rnay hase infinite codimensíon. The question of 
whetlwr this isso present.s sPrions diifi.t:ulties~ its fonnnla.tion has to he made 
prE'dse. by in.dica.ting the exact. sense of the word codirneusionH. The sets 
ln tlw sparc of k-jets whost' codirnension lias to he defined an' not algcbrak 
ami Sf.:'t·theoretical di!Hculr.ks rnay arise. Thom conj('ctmwl 1.l1U.t the ans\ver 
to tllis qaest.ioJJ is nega.tív('. 

We also HH'ntiou t.lw problem o f algorithmical decidability o f tlw st.<1 bility o f 
a stat.ion<lry point for a VC'dor fip]d with polynomi<1J componenls on;r t.he 
rinp; of irtl('!'!,l'fS, 

Pmblema S. Em vista dessa.s observaçócs. é poc;sívcl estabelecer uma rclaçào entre 
critérios algóbricos e EDE's? 

A partir do que foi {::.:posto acíma. arreditarnos que, mesmo que o con{·cito de 
compntn.hilidnde que apasece na teoria df' cornp11tabilldade sobre ('Strutmas a.bstra!.as 
seja unw metáfora (cf. [Krl]), aqni ele adquire um novo slafw;; conceit.uaL pois tem 
uma furwionnlidade se visto de faLo corno ';cornput.ável". 

14 Tcdn:z os r<:suhados de [To] ofer(~çarn a!gumz1. idéia.. 

4í 



4. Recursividade e sistemas dinâmicos. 

l!m dos resultados rna.is interessantes da teoria ck: recursào clássica é a existf~ncia d<' 
conjuntos recursivarnente enumeráveis cujo cornplernento náo é recursivamente enu
merável. Esk resultado além dr: implica.r importantes conseguéncia.s rnalemâ.tlcas, 
como por exemplo a .insolubilidade do problema da parada e todas a.s sua,:; conse
quêncins, (inclusive a soluçào ck da Cost.a. e Doria do probleJna de Arnold), tornon-S(' 

objeto básko de estudo de grande parte do trabalho que vem sendo desf~tJVolvldo em 
teoria da re-cursào. como por exemplo a teoria dos graus de redutihilidadé'. 

llsnalmente, a constrU<;ào de coujuntos enumeráveis recursivarnent-e nâo r('cursivos 
é baseada, na teoria clássica, na {'Xistência. de funções universais. Este método, ron~ 
forme [Ma]. 

( ... ) prodncps scts so far frorn th€ realm o[ ordinary matlwmatics that at firs1 they 
might a_ppea.r to be irre!e-v;wt. ( ... ) the situation ís very dift'erent for recmi:iion theory 
ovPr abstract models. 

O objetivo deste capítulo é rever alguns destes exG.mplos. A idêia gera! ê a seguint-e. 
I~~. P\'ideute que sisternas dinâmicos discretos c as mAquinas sohn· anéis de [BSS], ou 
dt' forrna equivalente, EDE's sobre anêis, estii.o intima.mente relacionados como já foi 
observado no capítulo anterior. Na verdade, a partir de urna camderizaçào a.lgébrico
topológica dos conjunto H Ar, podemos estabelecer urna relação entre f~':ltes conjuntos e 
dlmensâo de Hausdorff, um conceito bastaute utilizado na teoria de sistemas dinámi
cos. Estabelecer esta relação é basicamente o propósito da primeira s<.x_:ào . A partir 
(kste fato, (' E'ste é o conteúdo da seçào B, pode-se mostrar que alguns objetos am
plamente estnda.dos nesta teoria nào sào rc>cun>i1ms sobre os re<:tis, como por eX<''rnplo 
alguns atratores, o conjunto de l\Jandelbrot e certos conjuntos de .Julia. 

A. Conjuntos reeursivam_ente enumeráveis sobre anéis. 

A existÊ'llcia de conjuntos n~cursiva.mente enumeráveis cujo complemento não e 

recursivamente euurnerávd cm1stitui um ingrediente básico para. gerar incomplE'tnde 
numa Leoria !la qmd estes conjunto::\ sào repre5entáv'Ci:;;, como revela. a dçruon~tnv;ào 
do teorema. (1.12), Além disso, indecidihilidade tambón é definida nestes termos. 
Por out.ro !ado 1 o conjunto X.: foi definido a partir da existf·ncia da funçào universal 
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.,; , . (1.~) (Capítulo 1). Cma questão imediata: se .\1 é uma estrutura 11ualqu<>r e 
exbtt• uma fuução uni,·ersal .\f-computável, i.e .. EDE-computâ\·el ,obre .I/. <'lltào .1/ 
po-•ui ronjunto> recnrsi\-a.mentc cnumt•nivl'i' não recur~i, · os? 

l 'ma auáti~t' da definição de A: mostra qn<' sempre i> possi,·el a partir cl<> uma 
função uni,·er:;al computá,·el. construir um conjunto recursivamente cnunwrá,·c] não 
rccur~iv o. t- I a~ es ta técnica oão f11nc i on~ no ca>o <le computabilidade sobrl.' oo rt•ab. 
pois. 

1lot~ ma {1 O corpo dos números reais R não poss 111 uma fun ção UltivN·sal R
computá w l. 

\ demonstração des~e resultado utiliza o fato. ainda não demonstrado dr qu<'. ~e 
.\I c um~ máquina sobre um anel R então n" é uma união cnumerâ,·el d<> ~ubrmtJUttlo., 
>t mralgt'111'/NJ.• btí,tros de R. Cabe lembrar aqui ([U<' ~e \ ' C R". onde R i- um ano>l 
ord<tnado d~· característica zero. então X é seminlgébrico básico sobre R <t> "Xi~l('lll 

polinômios Jl. q1, .. .. qm sobre R tal que 

X= {(~ 1 ... .. x.) E Rn: p(.r1 ••••• .r2 ) = O.q;(.r1 . ... .. r") >O. i= l. . ... n} 

A posar de~ te resultado podemos n10st m r que existem subcoujun1.os do~ reais r!'cursi 
vamrnt <' <"n umeráveis uão-recur$ivos sobrr R. Has ta. observa r por exemplo, r isLo é 11111 
fato l)('m conbeddo (cf. [vdD]). que conjunto$ sem.ialgébricos possuem ulll lliÍll\l' ro 
fln i i o de• C'<ll11 pon e-ntes conexas. Es1 a si rn p l e~ p rOI)riroade topológica nos pNI11i 1 c· ron
rl11ir. por c·xrmplo. que o conjunto c.le Cantor não é rccursiYameme l'llu1neráwl sobn• 
R. :\la~ coni'Cti,·idade não é suficien1e p~ra <"araclerizar topologicamentt' rerur,ào -obre 
o' r<>ais. pois. como ,·cremos. o <"Onjunlo dC' ~landclbrol não é recursi,·o ~obr(' <>S !'<'aio 
e i- c-mwxo (d. [DHJ). :'.!esmo no ca<o a.lgt:bri<-o <1 'iluação geral não étâo simpl,,._: '" 
R i- 11111 corpo fechado real. então urn conjuut o 1; recursi,·amcnte enumer;h·cl solm• R. 
•<'. t' '011Wlll<' <;e. é tuna união euumcrá\'C'I clt> ronjunlos semialgébrico'l rom parámPI
ro' do rnMmo corpo com grau de tran~CC'Jl(li-nria fiuito (proposição (3.12)). No c-a•o 
cl<' ~~~ banéis de R o problema foi rt'!'oki<lo por (By] e [Mi]. mas o raso gera l ai nela é 
um proble-ma. <'m aberto. ~o caso topológico pode-se estabelecer uma oul. ra condição 
ncn·ss;iria, lllais fi11a que conerli,·idad<'. p<H'IL que um subconjumo de R SC'ja recw·
sivamenle enumerável sobre R. Ant<'S porém. vamos demonstrar o rcsult,a.clo acima 
enunciado dt• que um conjunto t•ecursh·nnwnle cuw11erável sobre um a n<'l H (. uma 
união enumerável de subcoujwttos S<>miAlgébrico~ de R. Vamos utilizar o fonnal ismo 
de máquinas sobre anéis de [BSSJ. mas c\·id<mlemenle. este mesmo resultado podc s<"r 
obtido lllili?.anclo EDE's {d. [FM. teorema 21]). 

Dado uma máquina J/ sobre um anel R. \amo• denotar por f! II.T o conjunt•> 
{y E 7 T(y) < T}. Seja f.lf.T o conjumo da., M'(Luêocias (no ..... nT) E X T-i· I <tU<' 
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satisfazern,para algum y E 7, as seguintes condiçôe.':'. 

11 () ;:;:;:,;: 1 

n; ~ rrt(ir'(l. <!'t(y))), 

NT =;v 
-~~i:ST-l,e 

}~ fáci! ver que, se 13M::;;; :L;';:,[ 1(1I'};(ill- l), ent<io 1rM.rl :S 2max(HMJ-:n_ Para cada 
~! E rMJ- sejn 

Proposição r::. Se .H é urna máquin<t Hohre F( CO!ll input spa.ce 7, cntito nM.T (' um 
subconjnnto sernia.]gf:.brico básico de T 

Dcrrumi;/raçáo. Seja b(r-. i) o í-ésimo bnmch nodc de 1 c li~,= L/~J!l'(j(r.;(-, ))i··· l }. 
Se y E nM_~,., cnt<lo, pitr<l l S i :'S l-L. 

0{>b.q O 7r2(1-Jo&(-<,i)(l,<,6(y))) < () 
li>~>h;il o r.2(1f0°b·.i) ( 1) <P(y))) ?. O 

se "&h,iJ+d')') = f3+(b(--'fli)) ou 

se "61';,i)+th) = ;J_(i>('(.i)) I 1.1.1) 

ll,u,, c n {y E JIC(i,y)j, 
l5)S:B-, 

onde C(i,y) é mna. das desigualdades de (--1.1.1). Por outro lado. é fá.cil vn. por 
indução em f:L,, que "l't = ; 1 se, •~ somente se, B~n = B"~" e nb(-·n.i)+l = H-!J(~, 2 JJ+I· 
l :S i :::_:; B.,]. :\ssim, S(' /} E n1Sl~):l., { y E T!C( i' y)}. então, existe uma {mira --r' E rA!,T 

- I ')-- (1/oh(c'.i)(l . ' ))) "!J(~;',i)-HÍ -~<J ,ÇJr\lJ. 

:\-Ias ~~ também satisfaz esta condiçào, logo ~f' = ~f e !J E r!·J>1 - Agora. basta mo;.;trar 
que if)b(~'·;l o r.2(Ho&(,Jl( 1, r{!(y)) ). cntendid.o como nnm furH;ào de y. é um polinômio 
sobre f{ ~tas isto é óbvio por indução em B, e pda defini(Jw de }J. O 

Teorema 4 ,}. r1 11.J (-~uma uniào eoumerável de subconjuntos semia.lgébricos básícos de 
7. 
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A paxtir deste resultado podemos mostraJ', por exemplo. que o conjunto l do.s 
irracionaL:• nào f: n:cur.c-.ivatntnlr en~rrncrávcl sobrr: o.<:; rc<Ii;;. A de-rnonstra.ção (· bos

tanlf: simples: v<unos supor por hipótese que I é recursivamente enumerável. Enti'io 
exi11te uma rná.quin.:1 ,H tal que !lu = f. t claro que A4 tem pelo rncnos um úrv.·11Ch 
nodc A partir da ckmonstraçào da proposiç~o (4.2). existe um número finito de 
clerncntos a 1, ... , a,_ E R tal que os f.'O('ficientes dof.! polinômios que aparecem em Jf 
são todo.s elementos do corpo Q[ah ... , a,J Entào todos os polinômios qtw <:Lpare
cern em Lo das as órbitas possíveís finitas sào polínômios sobre Q[a 1 •.•.• onl· Como o 
corpo dos r('a.is tem gr<ul de transceudência infinito sobre os racionais, existi" i E I 
qu(' nào (,' ;dgébrico em Q[o1, ... , a.,]. Como I é recursivmTl('flt.e enumerável, por 
hipótese. f é nma uniào enunwráv('[ de conjuntos semialgébricos e port-i:lnl-o i E l 

satisfaz um número f-inito de igua.ldades e desigua.ldadcs (i E nM_T)- Mas i não 
sa.Lisfaz n<:'nhurno. igmtldade, pois nào é algéhrl(.'O sobre Q[o 1,. , . , n,], Portanto. se 

::0 = (_!.ó1(r)),::1 = J-1(::0 ) ...•• ::1y = H(::N--J) é a órbita de i e "I(, a seqw'\ncia 
{ l , 7r1 ( 11 (1, r>('!:)), 7ft( l1 o ll ( l: <ft('i))) . ... , N), utillzando a lllf:\'iHl<'l not<tçào d!l demon
stra(;<:\o da proposi(.i"i.o (4.I ) .. existe um T tal que o irracional i sa.tisfa.z as s(-'guintes 
desig·ua!dadcs, p<1-ra l _;:; j _;:; R,. 

se rr~,~(.,,Jl+l(i) = ii+(li().J)) ou 

se irbh,í)+J(í) = rL(bh,i)) 

Como Ób(""Y . .i) o n"I(Hob(--,·.no. qí(y))) é um politlOmio, paril cada j, os conjunt-os 

{ !J E R : 1)h( -,,)) o 112 (H oh(! . .il ( 11 ó( i))) < 0}, 

{!! E R; ?~>b.jl o r.2 (1f""b-n (1. 0(i))) > ll}. 

sa.o abertos, e porüwto n.'H,-, é nma íntersecçiio finita de a.bcnos, 1.{', n:\-1.'( é um 
subconjunto aberto de R. ]'vla~ então D,H . ...,· C [h,r contém raciona.ís, isto é f = O.u 
contém racionais, o que é u1n absurdo. 

De çcrta forma esta mesma e!itratégia pode ser usada para d(~monstrar o h'<Jt"t:lll<-l 
(4.1 ); 

Dcmonst-raçâo do twrcma (J. f). Sej<-1. U,(r, .r1 : •.. , :r,) uma hmçào nnivers<tl sob r(' R. 
i.(-'., se f : R"' ~e R é Utna funçà{) comput-ável sobre R, então existe um índin;. c tal 
que f( .l'j,' . ' . J.,) = UJ c, :r I' ... :r,)' Dado um índice c nu,.,(e,-) denota. () domínio de 
(F"(c -· ). 

A idéia g<'ral da. demonstra<~ào é definir f: R ------1' Rn+l de taJ forma. qt1e. dado nma 

n + 1-upl<'l n = (o 1, ..... Cl:n+l} E R"+ 1, exista. um c E R tal <JLW f(c) =o e além disf:o, 
ul (c. 7<; o ü H e I nu) (L-) i < ·X>. Se al' .... a ~c E R si.o ta.is que, t-odos os polinônlios que 
ocorrem na máquina. qtw def-lnc U1 (c,-) sào polinômios sobre Q( c. a 1 , ... , O.k ). como 
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!flu 1 (~.~ 1[ < OC· e i1u1 (e,- l é uma união enumf•rável (h' ~ubconjuntos semia.lgéhricos bási
cos de R. entâo a.s coordenadas de J'(;r) são númuDs rtlgé>bricos sobre Q(.r l a1 ~ , •• , ak) (se 
J' E Du 1 (c.~l cnLào .T é raíz de pelo menos algum polinômio qne ocorre na. órbiti'l de .r). 
Mas islo n.'io t:~ possível pois Sf' ~) 1 (.r,!!). ó2 ( :r, !J) ... i:, uma enumeraçào dos polinômios 
de duas Yariá.veil) sobn:' Q(a1, ... , ak) e para çada. (i,j) = i1, .... i n+1, jl, ... . fntl E N 

então. conforme lFM], il. imagem de 1/'(i.j) não ú dvnsn ern Rn+l, ma:-; 

o que ó um absurdo. O 

n--Ll I j" R'=rnC u 

No caso tt ""-"' l. urna. primeira aproxinw.çào para a. definiçào de f seria, a partir do 
par (a, h) E R, definir uma. fuuçào Ç(a,l>)(:t) con10 ~·wndo: ((a,u)(.t) = 1 se ;r= a ou ;r= h 
c. caso contrário, ((a.D}(:r) é indefinida. E claro que Ç é computável sobre R c port.ant.o 
existe um f_ tal que jU1 ,(c,-JI s;; 2. U1(c,a)l c U1(c,b)J. c além disso f( e) =dc1 (a, h). 
I\hs. evidenlf•mcnte. f nào está bem definida cümo fnnçâ.o. A forma correta._ neste 
caso. (,'a seguinte: 

{ 

(0, O) 
. t) = (y,y) 

fi. . '"' (y. c) 
(y,z) 

se lih.'d~:.~d > :3 ou lnt; 1(:r.-JI =O. 
"' lflt,(.,.-)1 =I e 11,(x,y)l . 
se rncJ(;~.·-ll = 2 e !Fd_:r.y)l, UI, (:t,2)1 (' y < -~, 

s<' J!lu,~, __ ,J = :J e U,l.c.y)l. U,. (x. o)l e z < 11 

T;~ daro que f é sohrejet.ora,_ pois dado (a, b) E R2
, se 

S(' U = h= Ü 

se ( x 7' O 11 x = a = i> )V 
V(.r=aV .r= bl\a <h) V (;t= a V :r= bV .t =a+ 11\b<a) 

UlHO contráJ·io 

clltiio Ç(u.b) (· <:ompntável sobre R c portanto existe f-(a .. b) ta.l que ~·(,,b)(J') '::::' i"t(q.,,J.)· .r:) 
c pela defini1;ào de f, J(c(,t.&)) = {a._b}. Para n 2 2 a constrtH;ào é an<llog<t. embora 
as definiçôes de f c é, sejam nmít.o mais complexas devido a quantidade de casos a se 
considerar. 

Vamos passnr a,gorn. à rda.:.;ão entre conjunt.os t'ecursiv;_uneJJlf' ('llllrlK'rável:s !'obre 
R e dimcnsàu. 

Se l' (:um subconjunto náo vazio de R" o diâmetro deU é definido wmo I L' I "-"" 
sup{l:r- !JI: ;J:,,I) EU}. Se {U;} é uma família enunwrá.vel de snhronjnnt.os de R"._ 
ent.ào { CJ é l.lHHl ~-cobertura deU se {f C U/~ 1 U; c O< I f/, I < b. 
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Se F é um subconjunto de Horcl de R". s um número nào-negatlvo c b >O, ('Hlào 

' 
H~(F') =dd inf{L ICd$: {lfd ó nma. 6-colwrtura de F} 

1=1 

Drjiniçâo. Se I•' é um subconjunto de R" esc um nlÍmero tMD neg0tivo. cnt.ii.o a 
medida de Hausdorff b-dimen.sional de F é definida corno 

Pode-se mostrar que Hs(F) é fato li!Ylil medida, i.e: 1-C(I/J) =O, SE' F C E entào 
H·5 (F) S 1-fB(E) (~se {F;} é 1mn cokçào enumeni.vel de conjuntos de Borcl diduntos. 
então ·~-t·•(u-·:ec F)='<"' 'LI"([i'-) 1=c\ I, /....,;=] ) [, ,. 1 

Conl(:>rmc obserm [Fa], a medida de Ha.usdorff generalízn. as idéins de comprimento, 
área. volume. etc. Pode-se mostrar. por (:'Xemplo, que se F C R" é urn snbconjuuto 
(le Borel. ent~.o Hn(F) = cnvor'(F), onde Cn é o volume n-dímen:::;ional de uma bola 
de Ulio lí2 crn Rn (veja por cxcrnplo [Ed]) . 

.S(' 1 > .~ e {C;_} {:-uma í!-cobertma de F, então 

e sendo assim. H.[( F) :S 81-$11!( F'). Se 11.5
( F) < (X.! tomando o limite ó ---+O h'nlO~' 

qtte H 1(F) =O para t > .~. Portanto (•xisl-.e om valor .s0 ta.! que 'Hs0 (F') ~alta de x 

pa.n1. O. 

De)iniçâ.o. Sejrl F C R" um_ conjunto de Borcl. ,-\_ dimensão de Hausdorff de F é 
definida. corno sendo 

tf;rnu F= inf{.s '1-i'(F) =O)= snp{s '1-i'(F) =co} 

Se E C F entào, para cada. s, é ínwdiato que H"(F) ::; H.s(F) e a.sstm 
dlmf-1 L' :S: dlmu F. Além disso se- Fh f2 .... é uma. sequência ck conjuntos f> 
da.ro que dimu u;~ 1 I·; 2: dim11 Fj fMra. cada. j. Por outro lado, se ·" > dímu I,;. 
para todu i, ent.ào H 8 (Fi) = O, OlJ seja., H 3 (Uj',;Ji) = O. Por consequic11cia .. 
dirnu U'["; 1 Fi ·= sup 1:$i<cx,{dirnHI<}. 

Fm. crcmplo clfL.,Bico. O conjunto de Cantor t.ern dimensão de 1-L-msdorff log1 3 ( cf. 
[Fa] ). 



Se)( i- um conjuot.o, nma 1nedída exterior sobre .Y é uma funçiío fl ~P(X)--+ 

[0, oo] :-;atí::;fazf'ndo: 

li) p.(0)~0. 

(2) "' A ç: 13. enl.ito p(;l) S p( lJ), 

('l) p(UnEN 4,) S I:i~J p(!l,). 

Seja X um conjunto e V urna f;unília de subconjun!'.os de J( corn .. x· C UAEV A e 
y: V--+ [0, -:x:.]nma função qualquer, 

p(B) =,H inf{Í:.: :..p(/1): Ué l..llWI. cobert.ura enumerável de H e LI C V} 
AEif 

Ltma r r A fuw::ào p acimJ definida. f: a. tínica. rnedida ext.erior sobn' X tal que 

(I) ft(A) S y(:l) pata todo ;l E V. 

(2) se r1 é um.;1. outr<ot medida. exterior sohre )( com q(A.J _:S cp(A.) para algnma 

constante c e todo A E V, e1dào 'rJ(B) S Cft.(U) pnra. todo U Ç X. 

A demo11straçâ.o deste H~sultado pode ser encont-rada em [Ed] por excmp!o. Este 
rec;11lta.do é uma forma de construir medida.s sobre X a partir de urrw funçáo y e <k 
uma família de subconjuntos de )( que cobrem. X. O problema(, que 8(' p { uma 
mNlida construída desta forma entiío (• possível que nt•m t.odos os suhconjnnt..os de 
Bord de X sejam mensuráveis f'lohrf' p., ou seja. é possível (d'. [Ed]) exístir /I E X 
tal que p.(r./) i- p(E n A) -+ p(E/A) para todo };"' ç X, llHVt propriedrl.{k quase 
sempr(' iw.lescján;l. O fato é qtH-~ isto pode ser superado atravé:- de unm constn!(;ào 
qutc também fornece nm outro método para. a const.ruçáo de medidas. A idéia ó a 
sc·guiute. 

S(~am U ç V duas coberturas de "y por suhcon_juntos de X. c ç: V--+ [0,-:x::J uma 
funçào. Se I'· (• definida fH>r r..p eU pelo lerna ('1.4), (~se q é definida por ·y c V .. eutào 
p(A)::::: q(A) para. todo A Ç ),".pois 1J(.4)::::; y(A) para todo /-1 E V c em particular 
pMa. todo /I E U. 

Assim. s{~jh. V unMl~·unília de subconjuntos de um r.spaço m/trú.·o X U\ l que, dn.do 

E e ;r E X. existe A E V com _r; E A c IA-I ::; t c '-P : V --+ [0. '.x·J uma funçào qualquer. 
SE' Ao- C V é uma E-cobertura zk X, e flo é a medida. exterior ddinda pelo lema (4.-t_) 
sobre A, e ç. então a futH;ão p : P{ ).() --+ [O. 'X.l] delJnlda por 

também é mna. medída exterior e além disso, o~ conjuntos de Borel sao conjunt-o~ 
meusurfiveis sobre medidas cons(ruída~ dc;;ta forma. (cf. [Ecl]). 



(~ imediato que il medida <.k· Hausdorff s-dinwnsiona.l c uma medida dest.c tipo. 
ou de y( E) = ll;ls, S(~ A" é a coleção de t.odos os hipercubos :L: n-dimensionais de 
lado :::; :: de Rf', onde 

'1 - {('t' ,. ) E R"· a,< ,, < b, b - ,. < ') .,~d~! ·-1···-l''/i . (_:•·t __ ':' 1,:::::::~ 

para a!g·um (11 1, •..• an), (h, .... b,1) E R'", ('fltáo, dado E C Rn a medida de Lebesgue 
'!l-dimensionai de E ~ definida corno 

""(f' 1· '"('·') ""(E' 1.- _:,.} =def lln L L~ é = sup .!...r e --' ). 
o:-0 õ>U 

onde .C'!; é a medida ('Xt.erior definida pelo lerna (-4.-4) sobre A" e y(A_) = YoC,A para. 
todo A E A, 

Lt ma .f. i). Se B Ç R" {, um conjunto de Borel, -e-ntão existem constantf-'S r.n. e d, taJ 
(jtlf' 

Dnnon.:".traçrio. VH.mos mostrar inicialmente 1.1ma. propriedade simpk~;; sobre med.idas 
de Jl<tusdorfL Dado um conjunto B Ç R11

, ,\[] denola o conjnnto {) .. :r E R": :tE B}. 
AgonL se { U;} é uma b-cobertura de B, então p,UJ é urna,\_!) cobertura. de >..H(' 

ou seja., }{''(ÀB) :; N'Hs(B). Pelo mesmo argumento. fa.zendo HS substituÍÇÔt'S adc
qua.dils. temos )c'1i''(B) <; r('(.\B), i.e .. 1í''(À1J) = )c'W(B). 

Se /1 1 t'' um hiper-cubo n-dimensional de lado igual a 1 é claro que H"(A 1 ·)<;finito 

('portanto, p<-trH c<~.da .:::, H~().,AJ) = A"H~(Al):::; .c;:'(A\fH"'(At). 

Como L:: foi definida pelo lema (4.'1) com 'P = vol 11 e V como s('ndo a <'Ole<;ào de 
todos os hiper-cubos A.- n-dimensionais d(' Rn de lado 5 z, entào. como H~'(-\At) 5 
H" ( A 1 )C;'( A-,\). pelo lema ~ 4.4) H:( B) 5 Hn (A 1 ).C;'\1:3) para todo subconjunto de Rn. 
ou seja. 11'"(/J) <; H"(A,)l"(Bi. 

Por outro lado, dado.::: > O e .\ :5 E. se H C R" com IBI = .:::. (·ntiio existe um 
hiper-cubo A 1 dt~ lado ! t.al qu<' lJ Ç ,\_;1 1 e nma. bola 13_\j2 de raio A/2 que contém 
FJ. Assirn, .C~'l!J) :S c11 N' = cniB!", e novament-e pelo lemn (4.:1), .C~(B):; cnH~(li) 

para \odo BC R''. O 

Twrrma "{.6. Se F C R". c F é um conjunto renJrsívtunPnte enmnerá.vd ~obre R. 
entiio dimu F= 'IJl onde 0 _$ m 5 11. 
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lJcr!lonslraçào. Como F é recursivamente cnnmerável, existe urna mú.quincl M sobre 
R tal que F= nM = UTENUM,T e cada. nM,T é um subconjunto semi<tlgébriro de T 

Vamos considerar o caso n """ L Colllo os polinômios f-!ào funçôes cout{mms, pa.ra 
cada. T. ou n;\/,T é flnito ou contém mn aberto. Se pa.r<l todo T, n:H,T (',finito ternos 

dimu F= sup { dimu n,'H.T} =o 
J:S:T<cx. 

Por outro lado se existe T tal q1w n.<f.J.T contém urn t:tberto, e assim, um intervalo 
aberto B de R. Entào. sem> L C'"(B) =O e pa-ram<!, Hm(B) = oo. Logo, pelo 
kma ( 4.5) düuu f!,u = 1. O caso n > l ~: a.nálogo, pois se existe ']' tal que nAJ.T náo é 
finilo. ('flU"i.o Shu' contém 1Hllil bola aberta l1 de R111 para algum m:; n. m m<JXÍmal. 
..'JcSV' e<1.so. [,S(/3) =O se.~> me L''(B) = oo se 8 < m 1 ou seja, pelo knw. (-t5) 
dimu fl,\I.T = m. lVTas como 

dimu n,\1 ::c:: SUj) f dimu Qi\IT} 
u::;:;<-'-· 

= max{m E N; :::IT E R nM.T contém uma bola de Rm} 

Problcnw. Corno comp!et.ax il demonsu·;::tçi'i.o pa,rn_ os casos n > l '? D 

B. Recursividade e dinâmica 

C ma consequéncia imedinta. da relação entre recursividade e dimensão ('Xpn-'SS(:I 

pelo teorema ('LG) c'~ a grande Wl.J'il~da.de de cxcm_plos de conjuntos nilo JT<'HrsiYos que 
podem S('l' encontrados na teorÍH de sü;temas dinâmicos. Alguns dos exemplos m<'lifi 
notAveis. aJérn dos atratores com_ dimensão de Hausdorff u;tO inteira, sil.o o conjuntos 
que <t-paren.'lll Cülll frequl~uc.ia, t:'l\1 fcuÔrrK~llO::i diuà!llÍCüS CllVOJ veudo ÍLeraçÓes de ruw,-ôes 
cornplex11s. corno conjuntos .Julia. e o conjunt.o de !VIa.udelbrot. 

Esta seçúo nào é uma exposíçâo sobre a teoria de sistemas dinâmicos discreto~, 
nem um kvant.<nneuto dos principais resultados sobrf.· o assunto. Vamos apcna~ rever 
um pouco da u~oria. básica dos conjlmk>s de .Ju lia e Manddbrot com o objetivo de 
forrwccr os ingredientes neressáxioc; para mostrar que o conjunto de i\:Inmie!brot i: 
nào-recursivo sobre os reais (cf. [Ma]), assim como alguns conjuntos de Julia. E.st.c 
último fato pode ser ('Stabelecído mostrando alguns exemplos de conjuntos de Juliil 
com dimensão de llausdorff nào inteira. Este mesmo rPsultado tarnbém pode ser 
obtido como coroláxio da soluçào de um outro problema traütdo em [BSS] que(·, o de 
caracterizar topolog;icamente quais conjunt.oA de J-ulía. são recur:"iva.mente enumná\'els 
sobre os rra.is . 

. \s rdcr('nclas básicas para o~ resultados sobre co11juotos de Julia ';' lvfaodelbrot 
0sboçados aqui são [BlJ. [Br] e principalmente [Fa], 



Se-guiudo [FA] vamos considernx o::; caso de sistemas dinâmicos gerados por 
polinômios f : C __,. C de gra.u n ~ 2 corn codicicntes romplexos 15 ~ ou sep 1 sis
temas dinâmicos gNados pela a.plicaçiio repetida. (it.eraçã.o) de funçó('S fC-::). Assim, 
dado um pouto w E C~ a órbita de IU é a sequénóct (_;·,)n def-l11ida indutivcunent~' por 
:::,+1 =h(:::.,). Se 2t = h(-u.J), va.mos <.h:'notftr .:k+l por ft.o(k+Jl(w). 

Um pout.o .:o é periódico de período ~·:se .::k = z-0 e ::J f::- 2 0 para O < j < k. Neste 
çaso a órbi1 a. de .::0 é chamada ciclo. 

Pnra um pouto periódico .::0 de p<:>rído k dcfluimos o autovalor p de .:::0 como <1 

d('rivada. de hok em z0 . Usando a regra. da. ça.deia temos 

A:- I 

P ~ (F'J'(c:o) ~ IT f'( J, 
j""O 

o qm.' n1ostr<-t que fl (kriw1.dn de fok f. a mesma em todos os pontos do ciclo. 

O comportamento das úrbit.a.s dos pontos próximos de um ponto periódico ~ 0 • 

analisados aüa,vés da série de ·Taylor de f em torno de Z(.h sugere a seguinte ddlniçfw. 
O ponto w (ou o cido) é chamado de: 

(!) atrator .'W IPI < t, 

{2) super-atrator- se p =O, 

(;}) repulsor se IPI> 1, 

('1) neutro se IPI= 1. 

A principal questão relaciona.da <lO estudo d~, sistemas dinárnicos gerados pela ii
H'açào· de polinômios cornplexo:; P « de df'lt>rminar o cornportarnent.o da. órhit,-;1 de ltnl 

ponto 1c qualquer. ou em outras pa.lavra.s, determinar a estrutura das órbitas. Ü(' 

ntaJ\f:-ira análoga, para wna. famHia. de polinônüns, o principal proh!enut é detenni
nar corno o comportamento da órbita de um determinado ponto varia conforme os 
parárnetros (d·. [Br], [Bl}). 

Dado um polinômio f o conjunto de Julia ./(.f) de f pode ser dd-lnido como 
sendo o fe-cho do conjunto dos pontos periódicos repulsores de f. O complemento de 
./(f) é chamado conjunto de Fatou. ou conjunto estável e d~::'not.ado por F(f). 

Se f(::)::::-. :.:2, então rk(_::) = :2 211 e os pontos satisfazendo rk\ ::) '':::'::.::são os pontos 
de {exp(2;rip/(2k -1)): OS p S '2k- 2}, que sào repulsores, pois /(f(:fkf'(_:-)1 = 2 
nestes pontos. Enti'ío J(f) (o círcnlo <mitário 1.::1 =L Além disso J(f) = .f(J(fl) = 
.r-l(J(f)) f', S(' lzl < 1, r/\.(:::) ·-r Ü quando f{ ~c; 00, eSC' lzl > l, rg(.::)---+ X 
qua.ndo /\' ---+ oo. Assim o conjunto de Jufia de f é a fronteira e-ntre o (·onjmlto de 
pontos cujn.c: órbitas tendem a O e para oo. Neste caso J{.f) é hasi.a.nt<' simples, m<t.S 

15 DeHc-se observar 4ue a teoria rwrn1ane<:e v~.lida. se f é urna funçiío racional sobre o plano complexo 
f'Xtendido CU {c..:,} 011 se f é um!} funçilo mt'romór llca .~obre CU { oc-}. :'i e>;tes c·a.-.,o,;, poun.>s resultado-s 
n::io 5iio mais vcílidos. mas os principais wutinuiJ,IH válidos (cf. [Bl]). 
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t'lll geral o conjunto de Julia é extremam.eutc complicado, com dimensão de Hausdorff 
Hào inteira.. 

P<-1ra estabelecer algumas propriedades dos conjuntos de Julia é ÍmTitável falar 
sobre farnílüu; norrnais e um teorema devido <t iVlontd (teorema. ~L8). 

Se U é um ahcTLO em C (' .']k : {/ ......., C é mna fami'lia.. de funçôes analíticas com
plexas, cnt.ão g;, é normal sobre U se qualquer scquôncia. df~ funçôes de {gk} possui 
unw subsequi:ncía de flmç.óes qtw convcrgf.' uniformemente, ou a uma função analít.icn 
limitada ou para oo. sobre qualquer subconjt1nto comp<v:to deU . . A. família {gd é 
normal em w E t: se ('XÍste urna vizinhan(Et V de U que ront.érn w e {.q~c} é normal 
em F. 

Se considerarmos a. esfcr<t de RiemanJL i.e. o plano compaet.ifkado ê =cu rx}. 
ent.áo uma. família de funçôes mervrnórfkas {.h} : C C ê ......., ê é normal se, e so
mente Sf', i~ eqüicontínua sobn• qua.lq11er subconjunto compacto de f.! (cf. [Ah]}. Jsto 
significa que se {fof..:} {• norma.J cnLl.ü pontos suficientemente próximos não divergt'rn 
~obre iter<l(;ào. 

Da.do urn poliuômio f : C ......., C sej~t ..!0 (f) defi11ido por 

.lo(f) ={,:E C: a. família u·ok(z)} não é normal em.-:} 

E irnedia.t.o que o complemento 

r;,(f) =c(fo(f) 

={ z E C: existe urn aberto \/ com 

:E \/ (' {rk} (·normal em V} 

l aberto, e portanto J 0 (.f') f· fedwdo. 

Drnum.:c:fraçáo. Van10s n1ostrar que o complemento l;(J(f) <~ itlvarían1.e. Sej;;J. V urn 
aberto com {,rok} normal em v e {rk,} l.tma subsequÔnç;Ía de uok}. Entào u·o(k,+IJ} 
possui uma subsequ&ncia {Jo(k;+tJ} que é uniformemente convergente sobre subcon
juntos compactos de V'. Como f é contínua., /~ 1 ( V) é aberto. Entiw se J.) (. un1 

subconjunto compacto de ,r-1(F), {,ro(k:+tJ} é uuiformemente convergente sobre o 
compacto f(D). e assim {,ro(k;J} é unlfonnernent.e wnvergente sobre O. Ent.ào {_rok} 
{~ uonnal sobre f~ 1 (\/), i.c., F'0(f) C J~ 1 (Fü(f)J. As mn.ras illclusúcs são similares 
lembrando que se 1/ é abert.o, f(\/) é aberto pelo teorema da fun<,;-ào aberta. O 

O seguinte t.corcm<t é essencial para dcriv<u propriedade:-; sobre J0 . 



Teorono J-8. (Montei) Seja {gd uma família de funçóes <:tna!ltlcas complexas sobre 
Hlll domínio n.herto u. s(:' {gk} não é uma fa.mílíct norma.ll então pa,ra todo 1l' E c ('Olll 

no mAxlmo nnm exce.:;ão, t.emos gk(::) = w pa.ra a.lgllnl :::E (I c algum k. 

{'rna conscqnêncía deste resultado~ que vizinhanças de pontos em .10 sào ('SJla.l
hadas pelas itcraçôcs preenchendo o plano cornplexo todo) com ('Xccçào po::.:slvelnwnk 
dt· um ponto. 

PmJ)()-~içlio 4,9. Seja f um polinômio. ·w E ) 0(f) e l.I uma vizínha.nf~qualquer de w. 
Ent.ào ll' :::::: Uj~ 1 ,rok( [.') é o plano z·omplcxo todo com exceçào possivelmente de um 
úníco ponto u. Além disso v r/; J0(f) e r r:~ indcp{o:ndeutf' de-u: e L'. 

lJHnon8traçâ.o. Pd<J definiçào de ./0. a família {,rok} nào É' norrna! em w e. pr·lo 
teorr•ma df' ~Vlontd. a primeira. a.firmaçào é imediata .. 

Vasnos supor c tj H--··. Se f(::)= 'O, como f(lV) C ~V.:: t/- I+. Como CjH-- consiste 
de no mtí.ximo um ponto, :: = 1'. Entào f é nm polinôrnio de gnm o ta! que a única 
solnçân de f(-':) -1' =O é v. ou seja) f(.z) -~ t' =c(-:- v)" para alguma coustan\(' c. 

Se ::: ú suficieniemente próximo de-u. entào fok(::i- u ---+ O quando k ---+ --x. e <l 

ÇOHYergência é uniforme sobre { z E c : (:; - -u) < {2c )-l/(r;~ l)}. Eutào u·ok} é normal 

C"Ill u. ou seja, r r.J_ .J0 (f) c claramente r depende apenas de f. O 

Uma cousequéncia imcdíat.a de;.;i.(' resultado é que se int(./0 ) f::-1/J cnl-ào .10 =C, pois 
se w E iui-(Jo) cxísV: U aberto em int(./o) e pela inva.riància. de Jo. Jo ::J UnEN,ro"(C) ::J 
C- {E}, onde E contém no máximo um ponto. Como J0é fechado, .)0 = C. Pode-se 
dcrivcn·, a partir da ca.racierização de f<:nnília.s norma.is da.da pelo t.eorem;1 de :'vlontd. 
algumas outras propriedades de J0 , como por exernpl.o. 

• J0(f) é n<lo '.'azio 

• J0 (f) = J0 (f 01J) para qna.lquer inteiro positivo p. 

• J0 (f) ê um conjunto perfeito, i.e, Jo(f) é fechado e sem pontos isolados. 

A partir disto pode-se provar o scgulnt:e tnm?ma ( clêi.ssíco ). 

Trorcma 4.10. Se f Ó urn polinômiol6 , J 0 (f) = J(f). 

l>'iE:,:ü~ n~sulJ.ado i.!lmbém vuJe no caso rk ftmçóc~; nvionaís r:f. [Bl}. 
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Comlâr'io {11. S('ja, .4 um subconjunto fechado de é tal que A u êjH/ =V)._ onde H/ 
(;o conjunto definido pela proposi<; ao (4.9). Dado uma viánhança. U de urn pont.o 
p E .J, existe urn inteiro JV tal que A C g0 N(U). Portanto H' D é mn conjunto ~llwrto 
conexo e f) n J :;f.0. c11lào cxíst. N tal que f'v(JJ n .J) = .J. 

Dnnons!m\.·áo. Seja 1:c E U um ponto repulsor de período n e V mna vizinhaw;;a de 
w üll que F c C e V C i/"'( V} Como A n êjfV = 0 e w E J(g ), 

A C U g""'(I!J 
k=l 

Por mnstruçào gon( \i) C _q 0211
(\/) C go:ln(V) C .... e como A e compacto. /1 C 

_q":\'(l/) C .<f
0 N(U) para. algum/'-/= kn. O 

Como consequência deste teon~ma, dado nm polinômio f. existe um 6 > O ta.l q1w 
para qualquer J' E J(f) existem ponto::: y E .J(f) arbitrariamente próximos de .r ta! 
que lf"k{:r}- _ruk(y)j ~ !J paxa algum k. Neste caso dizemos qrw f sensivelmente 
dependente das condições iniciais. Além disso, por d(~fini(~ <W. os pontos periôdicos 
de .f sào deusos em ..!(f). Também é possível mostrar (Proposição ('l.ll)) que J(f) 
contém pontos :: cuja 6rbit.a é densa ern J(f). Estas três condiçôf's ca.ractc-rí;uHn o 
comportamento caótico da ação de f sobre J(.f). Assim. dado um po!ínômío f, 
podemos (hccornpor o plano dinâmico de f, i.f~., C, em dois conjuntos disjuutos. o 
conjunto de .Julia. de f, no qual a dinâ.rnica é caótica, e o conjunto d(·' Fa.Lou, no qnal 
a dinúmica é bem comportada. 

Dado um polinômio f, pode-se decompor o plano dinà.mico ern !-rt's oui.ros sub
conjuntos disjuntos: o conjunto dos pontos com órbita;:; limitadas h"J =dd {:: E C : 
lintk~-•x _rok(.:) f. ·X}. o conjunto dos pontos com órhit.as não limitadas .AJ(-x) =,~~r 

11 , { 1· }.,, 1 1· , '!\ '!f' C '-I= ::E C: Hnk-·.x:. (-::) = oc'f· e ;1 rontcua (; 1 = ( '-J· 

Se-u, E f(.r on w E A1 (~utáo como tu é atrator, existe mn aberto V omt.Podo w em 
1{1 ou em A.r (no caso tv =ex:;. tomamos{.:::: I::: I> r} parai' suflciciJt.emente graJtde). 
lsio implica que K1 c AI são abertos, pois F'k(:::) E V para algum k, i.c., .:inf- 1(\-'). 

que? alwrto. 

P.mpo.'i"Í{:âo ,{./;'.!. J(I) = (){{; = OA1 . 

ncnwn . .,lraçáo. Se:: E J(.f) cnt.ii.o exist(' urna vizinhan<,~a aberta. U de .z f'lll .J(f), e 
pela proposiçào (-UJ) o conjunto _ro~c(F) contém pontos d.:• A; para a.lgmn k {A; é 
aberto e portanto contérn obviamente mais de nm ponto). Então exist:ern pont.os de 
:11 arbíirarímnenv-.· próximos a;:.-, ou seja;.' E !JAJ. 

Vamos supor que:: E DA1 mas:: f/_ J(j) = ..10 (.{). Então.: possui Lmm vizinhança 
U sobre a qual {_rol.:} (> uonnal em(/. fst-o sig:niHca. qui":: possui unkt v-izinhança 
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aberta. conexa t/ sobre a qual {.fo~·} t.em uma subsequência conv(-~rgente ou n nm;1 
fnn<~ào analítica, ou a oo, A subsequêiJcia convt.~rp;e para um ponto em Vr1(1(1UA1), 
que é aberta e nào-vazia~ e port.a.nto sobrP V. pois uma funçào analítica é cont::t<wie 

sobre um conjunto conexo se i~ constant-e sobre qualquer subcor~juuto aberto. Cmno 
Ukf"k{F) C A1 Uh' h temos V C A1 U 1(1 . contradizendo que:: E di'<· f· O 

Scjn w um pon!.o fixo de f, i.e., f(w) = w. A bacia de atração de O' l-o conj11nt.o 

De maneira. <tnáloga definimos A( oo, f). A bacia de atração imediata de w, th-'not.ad~l
por Ax('w,f_) é o conjunto aberto conexo rnaximal que contém w i-al que {r"}{> normal 
sobre .A~('w,/). t claro que ,4~(-tl') C A(w) (wnnos omitir f quando po::'>&Ível). 

No caso em que o ronjunto de Julía de nrn polinômio possui pelo mcno~ dois pontos 
fixos at.ratores é possível mostrar ( cf. [Br]) sobre algmm1s condiçóes, que J consistf' 
de cnrvns de .Jorda.n. i.e., curvas simples c fech<H.las. 'L'vlnis precisamcilLe: se H' í~ I' sâ.o 
pontos fixos atratores de J(f) com A~{to) = A(w) c /\,.(r)= A(v). então .f (f) é· uma. 
curva de .Jorda.n. Ak:m disso, se A*(w) = A(w) para umlÍnico ponto fixo at-rator ·w. c 
J(f)n't" = 0. onde C é o fecho do conjunto dos pontos crit.icos das funç.ôes {(f- 1 )

0
"' }, 

cnt.ào J(f) cont.ém um número infinito de ctJI'Vi:l.tl de .Jorda.n. Em [Br]. l1rolin ubtém 
mais infonnaçóes sobrf' ('Stas curvas: 

Propo$iÇÕO f u Se w (> UJTl ponlo fixo atrator de r('. 
{ l) A"'{u•) é simplesm<~nte couexo, 

(2) âA*(w) é urna curva ck .Jordan a.nalítica ou um arco analítko. entào di1~·(u') 
é um círculo ou um arco de nm í'Írndo. 

Pmposú;ô.o r 1{ Se 'a· é um ponto fixo atrator de f e 

( j ) 

(~) 

A~ ( 111) é si1nplesmen1 e conexo. 

OA~(w) í\ f'= 0, então, ::;c iJA"(w) nao e um círculo JWm urna reta, DA"'(w) 

nào tem tangente em tH'Ilhum pont.o. 

As provas dest<1S proposiçôes nào sào fáceis e dcpcndern de uma sérÜ' de outros 
resultados sobre conjuntos de .Julia. O que nos interessa aquí é que podemos cüJnhína.r 
os re~uli.a.dos obtidos sohrf' os conjnnt.os th' .Julia e caracterizar topologica.meute os 
conjutuos de ju lia (jlH.:' sào nccursivanwnte em1mcrá vá-:: sobre os reais ( t.eorerna ( 4 .17) ). 

T!m conjunto D é completamente invariante se F(D) =[)e f- 1 (D) = [) 

}~ possín-·{~1 mostrar (c f. [Bl]) qlJ(~ o conjunto de Fa.ton niio pode ter mais do <pw 
duas componeutes sirnplcsmcnt.e conexas diferent(<~ c t-otalmente invariantes. Conse
CJ1.Wntcmcnte, como a fronteira(, urn subconjunto de J nào V<l.Zio. fechado e romplc-
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t.amente invari<wÜ.:', ela deve ser J. 

t.:sando técnicas hast.aJJt<' sofisticadas (c L [Bl]), Sullivan completou a. classificaçào 
das possibilidades dinâmicas do conjunto de Fatoll de uma funçáo mcromórfka. Va
mos apenas f-Oll1.1llC\i'lr os resultados que ca.rad.iTizam as po~sibilidadcs dináruica.s do 
<·onjlinLo dt.~ Fa.tou. 

[ma componcute conexa D é periódica 17 se· existe urn m tal que f 0 "'(JJ) e per
iódica. ou seja .. existe n t!l.l que P"'{{ 0 m(!J)) = f 0 '"(JJ). 

Tcornna 4.15. (Sullivan) Qualquer componente do conjunto dt' FaJou 6 ('\'("ntwd
lW'TJl.e periódica 

t'm domínio de Sullivan de uma funçào ra·cioua.l .9 : ê ~r é t'· uma. componente 

coJwxa 1wriódica do conjunto F(g). 

Assim p<lra entender a. dinàmica do conjuuto dC' Fatou basta considerar domínios 
de Sullivan. ('~o segundo teorema de Sulliva.n dassifica os domínios de Sul.!ivan ern 
cinro conlportantentos possíveis. 

Drjlniçâo. Seja l) um domínio de Sulli\'a.Jl df' pnríodo n e S = g0
". Então. 

(!) f) {, um domínio atrator se f) contém um ponto periódico p tal que O < 
IS'(p)j < I e D = ;\"(p, S) 

''') \- D é um domínio superatrator :-:e D cont6m um pont.o periódico p t.al que pé 
um ponto crítico de Se D =: :l*(p. ,S'). 

D é l.llll domínio parabólico se existe urr1 ponto pcríódico fi em;)]) ('Ujo JH'rÍodo 
divide n c ,S'"k(::) -+ p quando k--+ oo para. todo z E D. 

('1} D é um disco de Siegel SC' D é simplesmente conexo {C f) é ana.lit.ica.mentç 
conjug<Hlo a. mna rot.açào. 

(.1) i.) é um anel de Herman se D é collforma.lmente CfjlliYalente a nm annulus 
A::::..~{.::- E C: O::=; r 1 < ]:·J <r?., r 1.r2 E R} e a. funçào S'ln (; a.ll<tlit.iuuneTl1f' 
conjugada a unPl rotação rígida de /L 

Ttonma ,[.16. (Sullivan) Qualquer domínio d~~ Sulliva.n f..' de nm do." CO!lCO t.ipos 
acinHt- Alérn disso, 

( 1) qualquer conjunto d(' FaJon possui urn mímero fíuit.o desses domínios. 

{2) no C<:-L'!O parabólico S'(p) =L 

(:3) os domínios parabólico"(' a.tra.torcs cont.érn infinitas órbitas positivas de pontos 
crít.íços, 

ITI'H'II{unly petiodíc. 
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(-J) <:1s fronteiras do:-! domíníos de rotaç;:io estão contidcts no fecho das órbitas pos
ilivas dos pontos críticoo. 

TUJ'I'NIIIl 4- f'l. ([BSSJ) Seja g: ê--+ ê uma função raciolla.l. Se J(g) (~ renJrsi\-;.t-mentc 
ennmerAvcl sobre o corpo dos reais, entào J(g) sati:::~Ütz nm dos seguíntes Íkns. 

(l) .l(g) = 0 {'neste caso g tç uma. rotaçã.o ou UHJa consta.nte .. 

(2) J(g) consiste dt; um tÍuico ponto e g é uma t.r<:trtsfonnaçào linear fracionAria 
mas nào uma. rotação. 

(::)) J(g) é um a.rco analítico reaL e neste caso. se os pontos fíxos de !f sao hipE'r
bólicos. o a.rco é o .arco (\e mn círculo. 

ClJ J(g} (;,uma. curva de Jorda.n a,nalítica renl, e 110 cctso h_iperbólico J(y) 0 um 
círculo. 

íõ) J(!J) =é. 

Dnuotl.,-:;fmçáo (t.5boço). Pdo corolário (''l.!l) (~ pos0ível mostrar que ou J é cont:xo 
ou pol'sui um número nüü enurrwrávcl de r:omponenl.e.s concx;u;. Como J é uma. união 
enumerável de conjuntos semialgébricos básicos, e c<Hla um possui uru número flnii.o 
de componentes conexas, ./ deve ser conexo. Se int(J) i- 0. entào .I = ê. Se .J <·, 

vazio ou consiste de llfll único ponto segue-se que o grande g é 1 ou O e os ca:-;os (a) 
e (h) sáo triviais. Entâo varnos considerar o Gtso onde J é urna uuíào enumer<'Í\·el 
de coujuntos sí.•rnialgébricos básicos qne porkmos assumir que tl<io fechados. Corno 
corolário do korcrna de Baire. existe pdo menos um desses conjuntos fechados qwc 
possuí int<:-rior nào vnzio. Entii.ü podcrnos encontrar um a.rco <UJa.lítico r.;.·al f nest-e 
mnjunto e. novcuneH1A.' pelo corolário ( 4.! l).. um n0 ~ O tal que t:l""ü (!) ·= J. ?vh1s se 
f tem ramos ou se cruza. entào 1 possui um número finit-o de ramos e de pontos de 
cruzanteuto. :Y1 a.s pelo coroLirio ( "1.11) os ramos e os pontos de cruzameut.o devem ser 
densos, um absurdo. Logo 1 é ou mn arco a,nalítico ou uma curva dl'' .Jordan analítica. 

Fa.tt.arn 00 casos (c) e (d) no caso de pontos. flxos hirwrbólícos. Sabemos que o 
complement-o de J possui no máximo d11a.s cornponentes simph!0Ine11te cotwxas total
mente invnria.ntes. Pelo teon'nltt (4.16) estas componentes são baci;ts de atrar,:úo de 
um ponto hiperbólico e [Wlas proposíçóes (+.1:3) c (4.1<'1) concluímos a demonstra.ç/w. 
o 

Vamos passar a ddini(~ào do conjunto de Mandelbrot. 

Se H(f) { o conjunto dos pontos críticos de um polinômio f, ('Jlt.ào é possível 
mostrar qn<: n(f) C h".r se, e somente sc1 J(f) É' çoJwxo e, se H(f) n f{; = 0. então 
J(jj {• nm conjunt-o t.otalrnellk dcsn>Jwxo. cmnp<~cW e perfeito, i.c., homeornorfo 
ao fonjunto d<' CanLor. No caso de polinômio:o, quadráticos existe apenas llHl ponto 



crítico, iogo. J é conexo ou homeomorfo a.o nmjunto de Cantor. esta dicotomia. 
detennina. nrna decomposiçào na1,nra.l do plauo de parâmetros. 

Seja ./A::} = .:: 2 +c. I;: fácil ver que qualquer polinômio qu;-u-lrático pod(' ser 
conjugado analiticamente a. um polinômio da forma p(:::·) = :: 2 +c (cL [F'a]). Cou1o 
cons<•quôncia, para estudar o conjunto de Julia de polinômios quadráticos ó suficiente 
estudar a. classe dos polinôrnios da forma p(z·) = .::: 2 +c. 

Dtjiniçáo. O conjunto de Mandelhrot M é definido por: 

;_"\1 =.-rd {c E C: J(f,.) é conexo} 

Um r('sultado clássico é que 

{ 2 (' ' ) = c E C: c, c +c, c~+ c)-+ c, ... f+ oo_ 

O conjunto de l\-Ia.ndelbrot. poss<li uma quantidade enorme de Íilfonna.çào acerca. 
dos conjuntos de .lulúl J(fL mas como observa. Branner [Br], não é trivial a. pa.rt.ir 
desta def-iniçào. que as componentes de C- ()M det.~rmi11mn de fato a df'composi(,·ào 
do plano de pará.rnetros em regiôes coiil comportamentos dinámicos qtwlitat.ivanwnt(~ 
diJ(~rentcs. c que <t fronreira de .H é o nmj unto de bifutT<:tçào, i.c ,, o conjunto dos ponto::; 
para os quais o comporta.rnento dinâmico rnt~da qualit<1.t.ivamente. Ma~ preferimos 
nào nos deter nesta. discussào e :mg,~rintos [Br] ou [Faj O!Jdc outras referêncÍ<:H ;-1 csL:l 
quec;t.ào po(lt-~m s<'r encontradas. Vamos caminhar num outro sentido. 

Ca.be obc;ctTnr aqui que, devido a um resultado de Ru('lle (d. [Fa]), 

(liil1Jf J l.fc} = l. + jcj1 /4 !og 2 + terrnos en1 jr:j;3 e potê.ncias maiores 

e dimHJ(f.) é uma funçào ana.litica rt•al de c. lst.o mostra qu.f:'" muitos conjuntos d(' 
.Julla nào s-ão recurslvnxnente- enumeráveis sobre os reais. 

l_;rn ponto c é chamado de ponto de Misiurewicz se a órbita de O sobre I-- t· 
estril.illll<'llle préperiódica, i.e .. se ::0 = f,( O)) entào ;:k+l o:::: .::1 pa.r;:\ algurn /\. 2: f (' 
l > o. Por ('X(:mp!o, :'W c= i t•ntào c é llltl pont.o de lvftsimewicz. r:: possível mostrar 
que sP c é um ponto de ;\"[isíurcwicz J (f .. )) = A. j,. 

Seja fn ·.C---+ C uma família. de fun(;úes dE>finitla induli\ramcute por 

f,(c)=c, 

Entào. dado c a scquéncia. O, / 1(c}, h( c), ... t~ a.órbita de O sobn~ f,. Se r= max(2.icj) 

eotào paTa 1.:'1 >r, JP-:\z)l/lzl > l. Se lei> 2. entào l.fi(.c)j > 2 e ('nt.ào ./~,(c)---+ ::x; 

quando 11 ---+ -x:·. A.ssim, par<J c E C~ AI ternos f,Jc) ---+ ·X. e para r E :H temos 
jf,,(c)j:::; 2. Ent.ào par.1 qnalqm.•r vizinhauç.a U farníli<l fn]i.· : [J---+ C nào (~normal. 



Proposiçâo -{.18, Os pontos df' \'lisiurewicz sào densos na fronteira de A/. 

l)ernonsl'l·arâo. Seja r·0 E dAi(' r\J f:- 1/:1. Supondo qtw a. a.firmaçào é falsa,(, possÍ\'Cl 
escolher uma vizínharH,:a f r simplesmente conexa. de c0 L:d que {_ ·' !lào coutÓlll 1 /-'1 e 
Hl."llhnm ponto de ~-'lisiurewicz f' ta.l que a órbita de O sobre f: contérn um ponto fixo. 
Como f! é simplesmente conexo c 1/4 (j_ l', podemos t~~wolher g1 .g2 : U -+C corno 
,:,:eudo dois ramos da raíz Jl- iJc. Entào f,(c) omite trés pontos: 

h1(c) = 1/2 + fll(c), h2 (c) = l/2+r~z(c) 

Os dois pontos h1 e h2 s;:lo pontos lixos distintos de fn qne coinc.iJern somente se 
c= 1 (-L Por uma. construçào tumal oh ternos uma família !·;, : U --+ é que omite (L l 
e -:x.:. ou SI'~JH 

F =f,- h, 
H h:2 - h1 

.-\ família { Fa} (:. normal e portanto {f,.} é norma!, o que é um absurdo. CJ 

Twrrma 4.!!). O coujnut.o de l\landelbrot. nao e recursivamente nunwrávd sobre os 
n•anL 

Dcmon-rdmçâo (esboço). Existem pdo mE·nos duas dcmonst.r<t-çócs parciais deste re
sultado. \.!ma devida a Blum e a Srnale [BS]. ('outra. devida a. \-'la.nstield [Ma]. I\ifn.:c; 
mnha.s dependem de l1ipóteses nào demoust.rada.;; qnc sào. segundo estes autores. cer
t aJiwnü• v(•rdadciras 18 : 

• !lip(hcsc de [BSJ: dirnu(/JJJ) > L 

CorJt base nesta hip6ü~se. se A-f é enumerável recursivamente sob r(' R então :H é 
uma uniáo enumerável de conjuntos :'lemialgPhri(~o:c; básicos de R. Corno Ai é fechado 
(' o fecho de conjuntos semialgébricos básicos é um conjunto semialgéhrico básico. 
podemos supor 

AI= U S; 
i"" I 

oJlde cada ,.::;·; C C - R2 é sernialgébrico básico e fecl1n.do. Se dim11 S; _::; 1 ent.úo 
dimn(iJM n S;J :S l. Por outro lado, se dimu.':<, > L_ çntfio dim 11 S', = 2. c a::mm 
dimu(fJJ/ r! ,'l;) < l. Como S'; é fechax:lo, dimuiJSi _::; l. Além disso corno int(S';) C 
int.( M ). J.ernos 

---""--
16Foi demoustrado recentemente por Shishimura quf' (l dimensào de Hausdor(f de i:JM ~'igual a 2. 



dim11dM ~ sup {dimH(iJMnSi)} SI 
ts;i.s;<x• 

cont.rn.di:r;cudo a hipót.es'-' inicial. 

• !lipt)fe-'>r dr [Ma]: dimH(fJAl r1 l/) nào é inte-ira pn.ra. qualquer aberto {r 

Observe qne se Ai é enumerável recursivamente sobre R e 10 E OA1 e N' satísfaz 
somente inequ<1çôe;; estritas. ent.ào existe mn i'tbr~rto U que cont-ém tv e {i tamh/>m 
sai.isfaz estas inequaçôes._ ou Sl:'ja. ('Xistcm pontos z E e-M que pertencem ElO conjunto 
de par<Hla da máquina que define 1\1, que é UJll a.lmnnlo. Assim. para mostrar que 
.\1 nào é enumerAvd recursivanwnte sobre R, bast.ct mostrar qne, para qualquer lista 

a 1, •••• a11 E R df.' parâmetros exisü' um ponto ( .·t~o. l/o) na. fronteira de J\1 (e portarlto 
ern Jf) taJ que (.r0 , y0 ) nào sa.tisl~t;;; IH:'nlluma equação polinomial da. fonn<t JJ(J',!f) =O. 
onde pé um polinômio sobrC' Q(at, ... ,a,). Suponha o contrário, i.e .. existe uma lista 
de pa.rànwtros tal que qn;dqner ponto da fronteira. satisfaz alguma equaçào <Jlgéhric.a 

sohr(' esta lista. Então dA! esti contida. numa uHiào enumerável de rmvas aJgéhrica.s. 
\hts pdo teorema de Bairc, como .Af é fechado e portanto completo. alguma dest.as 
cmTas Hlp;ébricas tem interior em J1 não vazio. dig<trnos Cn. lst.o significa que existe 
nm aberto U c R2 ta.l que Li- n ()Ai= U n C'n· Mas dirnu(U n iJA1j nào (; illtf'ira p-ela 
hipót-ese assumida, enquanto que curvas R.lgébricas tem dimen:o;ào de Ha.usdor!I igual 
a I. D 

AcreditMnos que a. cvidi.',ncia para a.rnbas as a:fl.rrna.çües <teima provém de nm n.:sul
üHlo de Tan Lei (d. [Br]) de que ern i.orno de mn ponto de Míc;íurewicz c os nmjnuto;; 
J(fc) e f)M são "similan.•s". Corno a. dimcnsào de Hausdorff de J(j;.) é nào-inteira eu

t.à.o, corno os pontos de Misiurewicz sào densos na fronteira de 1\1 (proposição ( 4.1;)) ), 
dimrl(âM nU) tar:nh,_;rn uà.o é íntcíra para qualquer t:. 

Em [dCD8], da Costa e Doria observam que alguns teoremas íntuitivi-lnH~nü' ób
\<Íos, como por I':'Xemplo o Teorema da Curva ck• Jordan. possuem demonstraçóes 
bast.a.n\.e cornplicadns, SeglttH1o estes autores. 

How comes that t.he strict· mathPmatiod proof for t:hos(-' "ifll.uit.ível.v obvlmts" 
fact.s isso involved? To awnver it. itl a. nntshell.: rna.tlwmatks restrkt.s it.s proof 
t.ools to digital, discrde. stt•pwise terhniques, whilP we have used herP som<: 
kind o f analog~lil.:r· a rguments. 

A p;1rtir destas obsnva.çúes pode-se formular uma teoria de computaçào. dtmnad.a 
de H-nnnputa;;âo, que assttnw como <·ornpud.VE:'! o seguinte processo geomÊ't-rico: 

Princípio !Jf'Om/1-rim. Sempre pod('!JIOS decidir quando duas curvas difen:nci<Í.V~:is 
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[smooth] têrn um ponto l"lll cornurn numa regiâ.o limitada. por um retângulo. 

E fá-cil w·r, usando as t.raduçôes de Hichardson que a funçâ.o de parada O é fl
cornputá\·el. 

Por outro lado, os tcon'H\<'!.s ( ,j .1 í) e ( /1.18) sugerem que wnjunt-os topologicamente 
muito complicados, corno por E'XC'lllplo oo conjuntos de .Julia que não :-;atisfa.:;;em a.s 
nmdir;ôcs do teorema (4.17). nào sào recursivos sobre os rmis. I::. difícil nào notar 
uma cerL:1 scnwlham:;a entre a simplicidade do.s conjunto n·cursivos sobre os reais, 
pdo menos nestes exemplos, e o princípio geométrico <-teima .. 

Problema 7. f-f-rompllta.çào e computabilida.de sobre os reais sào equivakut(•s? 

Note que o princípio geomét.rico é rnuit.o rnais ju~tificável como tHll pror<'sso com
pud.wl do que C()tnp11Utbilida.d(-' sobre os reais. 

Gl 



5. Conclusão e Algumas Observações Inconclusas 

Como vimot:t no capítulo II, a observaçào de Arnold à soluçào nt'gativa, proposta 
por da Costa e Doria, do seu probkma sobre <.~st-ahilidade de Lyapunov, pressupÔ{' 
a possibilidad(' de um prrHY:-5.50 que ainda. pode ser chamado de compuhim:l, <:' além 
disso, ('Sf.c ·algoritmo analítico', corno é denominado por Arnol<L não (é equivale11te il 

uma rnáqoina de Turing, P seria. mais adequado para. tntíar esse problema. 

A .idéia de ·ser wais adequado' já pressupõe, O)lno foi observado no c<tpítulo JI. em 
que sentido Unlil soluçà.o é <:sperada. Combinando entào esta.s observaçócs. pode-::J(' 
induzir que existe urna noção intuitiva de um processo que aind.:l pode ser d1amado 
d<~ conJ.putável e que uào é Turing-cornputúvel. 

Na verdade isto nào controdiz a T('s(' f.h-: Clmrch. de que o qoe pode Sf~r ef('t.iYarnentA' 

computável é comput.á.vel por urrl<-t m~iq11Ína (k Turing. pois como ob:>t'rv<-l Gandy 
[Ga]. num trabalho ('XCC'pcíona.L (<· tambérn Kr~?iscl [Kr 1]), 'efetivamenh' comput<Í.\'d' 
s,ignifíca \) que pode ser ca!cula.do por um ser lwrna.no abstrato\ (' a.!érn disso, <J 

análise de Tnring em [T], fornece argumentos para o .:wguinte 'Tcorcrna'; o que por! r 
-~·r-r· rJ(-.tivamt":nle ca!r'l!frulo po-r 111n '8fT hunwno ab.c,dmio' t' comp-utrivd. l\·L-ts nilo para 
kl tese de que o qu( pode se-r calculado por 'll'lll- rneca.nisnw c' Turing-compidâw!. 

A pa.lavra ·a.bst.raJ.o' usad<l aquíl indic<l, conforme' (;;nHly, que o argnuwnto nào 

faz ncuhum apelo a lirnitaçôes físicas de tempo o:u espaço. A palavra 'efd.iva' :-Jignifi<:<l 
que o processo(· determinista. e que dnw íerminar em um tempo finito. Deixaodo um 
pouco a part-e as objcc_;Ô('S de (;()de! h análi;-;e d~, Turíng lí! l qut· p()(km ser just.ifi cadas 
aJwnas através de uma ·teoria da intclig('ncia' (discutidas por exemplo em [We]. [Kr 
3] ou [Wa]), pod(•-s~; most.rn.r. como faz Gandy, que alguns passos cruciais da análise 
de Turing ni'ío W' sustcotam com a hipótese de q~_w o cálculo cst.;-) sendo feito por mn 
n1ecani:-~mo. Portanto, como já foi obserwu.lo, a. anAlise Turing n;-io fornece argumeutos 
jH\Xil o seguint-e: 

lf.Ht' AI. O que pode ser computú.vd por tun meca.n1smo c comput.Avd por urna 
nuiqnina de Turing. 

1 ~1\-las não ('é'\1\l('C\mdo que !,{l.[w:z tcuha s1do Gódd o pnrnóro a ('hanmr a a!cwJio para lt po;;
~>ibilidadt; dç que o conceito formal de cOHlJHll.ahíiidade, obtido atravé:-; da ;cmft!ise de r!hríng, seja 
insnfitÚ'll10 para ,·apt.urar todos os pwcessos In(\ntr~is que pod<niruu st'r dHunn.do;; de computávci><. 
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O qtw Gc.tndy faz é timitar o significado de menwísn1o 20 . qlle é nmiLo g<'ral 
definindo quatro prindpio-5 para mccanumws que t.€-m por objetivo ra.pturar formal
mente a noçào gera.] de um disposít.ivo mecânico detenniuist.a no quaJ o pror('seJo de 
cáknlo pode ser fkscrito em t.ernHXi discretos. A partir disso, pode-se enmJcüu· uma 

vnsào nwis d<-'f-in.ida da Tese i\'l, 

Tc8c V Qualquer dispositivo mecânico d<:t.ennínist.a discreto satisfa.z os qua1ru princí
pws para rneOil'llSmos. 

Tt.·ort ma P. O qtw pode ser calculável por nm dispositivo satisfaz('ndo os prindpws 
l- IV é Turiug-com.put<ivcL 

:-Jào nos pnrt'ce muito dilkil int-uir que o conceito de computahilid<l.de sobr(' cstru
tmas ahst.rat.as constitui um rnecanismo, po.is, corno vimos no capítulo li L <l análise 
de Fricdmau dos conceitos de FAP, MTg tnosi-ra que a ação siruhólica destes disposi-
1)\'0:.J il cada iuput, visto corno urn terrno forrna.L pode Sf-~r simulada por uma mAquÍJta 

de 'l'uring usual (cf. a prova do teorema (:L2)). E o conjunto de todas as açÔf'S, ou 
'órbitas' possíveis constitui urr1 EDE, que é em es:>ência uma relativizaçã-o da. definição 
de fuw~ào n•o1rsíva p-arci;:J.l por ca.~os. 1'\o caso de prime c . .;ea/Y·h conJputa-bilidad(:. 
isto pode S<·'r vit:it<> diretanwnte a pmtlr da própria definição dessas classes de fnr](/:.es, 
pois rwstcs r.:tsos. basta noLa.r qw~ a anális<' de Kkt:nc [Kll] se aplica.. 

De fato, Pm [Sh2]. Slwplwrdson modificon alguns dos princípios de C;wdy e de
lilllitou. atrav(!.s de quatro princípios 1'- IV'. uma classe de mecanisrnos IH<ti~ geral 
(indnindo por f'xemplo dispositivos que operam em panlelo e sobre est.ru1llra.s ab~ 

:-;tratas totait:l c pn.rcia.is) obtendo um result<ulo sprndhante a.o teorema. P: rdün;.ando 
o carátf:r mf•canicista. de tlln<t MTg21 , 

Tuncnw .9. ,;j Qualquer mecanismo que satisfaça. os prinCJpws F-IV' é f'quivalcnie a 
urna MTg ou a uma MTg que opf'ra f'lll paralelo sohre todas as interpretaçôcs nas quais 

--------
"0\iW'iHlismo é um termo bastante impreciso, ma;.; está sendo usado aqui p;ua siguiticar por f'.X<'llJ

l-ilo. màqninas qw· openun um mímero arbitrário de sírnbolo:-5 simultáneanwHt<.'. rnáquinns anaJógH:as. 
t<;oria,-; físicas ll!f.'UJIJÚ:istas no Hcmido de [Kr2], nu I1!CI>IllO t-eorias fisicas num sentido \1\H!S amplo 
(d. [Ga]) 
, 21 1.\P.Slf' ntso é nccPssúrio incluir opentçõe.s em paralelo que uâo podem ser simulada .. ~ por um 
pron"dinwnto seri.ol iW ai! estrllfurwo eonsid~'THrMlas !\:>nm:J •õRlrutunw parrÜ!.Ís (cf. [Shl]). s~·ndo 

éL'lRlllL como nma. MTg 6 11m JHO(·etiimeato serial, da não f: mais W1ÍversaJ e deve ser rcpassnda por 
dispo;:;ihvo qut• opera. eru paralelo. 



D!aiJte destes resultados acreditamos nao ser t.ota.lment,e discrepa.ntc afirmar que 
os crité-rios ;-llgébrlcos de Arnold constituem um mecanismo.Ern vis!-<'~ dis.so, podemos 
formuhr a seguinle qut.'st.ào, 

Problr ma 8. Os critérios algébricos de Arnold satisfazem os pnnctptos de Shcph<-:rd~ 
son'? 

A::~ dificuldades <-lpont.adas no capítulo Ill de se estabelecer de fato uma relaçào 
entre EDE's e a.s condiq)es de .:;emia!grbrir:idadc c qua8c delr_-t·tninaçrl.o finita que dt·
füwm estes nit/~rios. coust.itneml em vista. do teoremaS, um obstáculo a uma possível 

solução positiva do problema acima. 

Por outro lado, pareu~ cla.ro que SE' 1H11<t relaçào, ou propriedade P, defiuida sobre 
um conjunto C, { EDE-decidíveL, <-'TJLt.o exist.c uma lista enumerável (possivelnwnte 
!'lnita) de condições y; tal qne .r E U S> :r sat.isf<1z alguma ç,-. Se perrnit.innos 
quanliJic;tdores. corno faz por c:xernplo [Mos2], então dept'ndeüdo da uniformidade di-1. 
fórmula Yi em rela.,klo a i, a lista pode ser fínit<t c então t-emos um resultado do Tipo 

, I ' u= , ... ,n; 

Em outras ptllavr;.J,o;, { *) é um tmrcma que det.cnuína condiç.ôes nccessánas e suli

fÍ<'HÜ's para que um dado T E U satísfaç<:i P. Ma.s como P f. genérica, qu.alqncr 
fw·n-rua dc'<fa forma yws;;.·uí wn confnído algodtm:ico. Se temos n.penas condições 
ncu'ss<Íri<'~s. entiío P {· pelo IJJcuos ·recursi\·arn<-'nle ennnHcnlvel', i.c., equivalente a 
algmu EDE finito sobre alguma e.strntura <td('qua.da .. 

Ti.tlvez, resolver o problema d(' Arnold signifique, em últirna. análise, estabelen-•r 
um ntirnero finito CtHHlit,:õcs lWCessál'ias e su.ficlent.es sobre os campos vet.orias (jlJC 

determinam o::; sistemas considerados, que por sua. vez caracterizam os sist cnws onde 
temos estabilid<td(' ou n<:'ÍI:.'J22 

Esta int.erpretaçào, rda.cíonaJdo teoremas (_j\1<" estaJw(~a.m concii<;ôes necc,;sArias 
e sufkii•Jltes (i.c., t.eon:'Hla.s ck dRssiHou:;à.o completa) com algoritmos, pode parecer 
:.;implistn. mRs o próprio Arnold parece confinnax isto nos seguintes rnomentos, 

• em resposta. à soluçiío negatlva proposta por da Costa e Doria [Ar4], logo após 
a formulaçáo dt' seu proLk'm<'l. c t.crmos de algoritmos anaJítícos: 

22 fk acordo tom esta interpretaçilr>. uma solnção ncg;at-íva envolw,udo EDE's so!Jn, uma ~~tcrta. 

<-'S\l'\Hnra, si,~niH<''' '1- intpossihilidade de '"'' N!l.ahdH't'f (*) (rw~~rno 110 <:a~;o i = l, ... , ·X·) u~-nnd<.> 

fórmulas sernialgébricas básicas na lingungcm desta <.estrutura. E daro qlw, para mda propriçdad<' 
P. t'xÚM' nma. estrutura na qual P 6 EDE-decidível: bast-a declarar P como rdaçào bríc;int. Lo,r;o 
EDE"indç•çídibilida.de geral nunca é possíveL O prohkma entào é qual estrutura escolher. 
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Ho\vcvc'r as üu as I knO\Ii tJwre are no wonls in !ogic to desrrilw r.he above 
prnblem and I llfWt' !.hus prefened to stop at the )C'vel of ;JJgorithms in 
the u;;ua.J Y'Hse ra.tlwr t.ha11 to try to explain to logir{;;uts tlw rnPaning: of 
the ímpossibility of thc soln!.ion of diff'erent.ial equ<ttiolls of a p;i\'('tl type by 
qua.dra.1nm~~:l (C'.g., in the Liouv]JlP casf' in dasslcaJ mechanics or in thié' tlw
ory ofsecond ordcr ordinary ditr(~rentí<tl Njuations). ·The main diffiudty lwre 
is tha.t. thc solva.bility or nnsolva,bilily should hP deliued in a way that m;lkes 
evidell{. ih~~ inva.riance of this property unde-r a.dmissiblP changps of variables 

dcfincd by funct.lons lhal OIJE' ca.u ronstruct. from lhe rlght. ba1td síde of the 
equa.tions iu a givell coonlinatc systerrL ln other terrns WP should cxp!icitly 
describe the structure of the tn<HÜfold \vhere thc VBctorfield is p;i\·Pn, with 
n'S[Wrf to wich the eqnalion is nonintt'grable. 

• num coment-ário a. respeit-o do signific~tdo da tlOlt.lí(ào nçg<Jtiva. df; Snw.k pcun o 

problem<-1 de cla.ssífica.çào topológica. de t>qu.açôes diferenciais [Ad, p. B9]: 

H(' [Smale] sllO\V·ed Ütilt. for phase span~s of la.rge dinH'nHion. :;ystnns exist 
ln the neip;hborhood of \vhir.h tlwre is 110 ::;trnrturall_y st<tblc systern. For 
the r:pw.lit.a.tive th('Or_y of diffen'Htíal equa.tious this result ha.s approximatdy 
t.ht> smne sig11ifi.cançc a.~ Liouvi.lle\; 1-heort:,nl on tiH• impossibil.ity of so!ving 

diffc'rié'ntiaJ cquations by qua.dra.t,me for t.he int.egra.tíon theor_v uf diH<:~reHlia.l 
cquations. lt sbows tl!at tlw problem of the complete t.opolop;ira.l tbssifica
tioll of difl(;rential eÇJuations with high-dluwnsionaJ pktse spa.cc' is hopt.•less 
even i f rPstricted (.o generic equa.tions ;utd nondegenerote rases. 

Díant.e Jest.aõ:' obscrvaç/w:-;. os teoren1as sobre íncompld-ud~' e indccidibilidade em 

t-eorias que exi,ent.lem i:t AnRlise (corolários { 1.17 ), ( J .18) e pmposi<;ócs ( L!!)) e ( 1.20}) 
rnost.n-1.1n mna. vez mais que, computabilídade no sentido (k Turing-computabilida.dc, 
Hum certo sentido, nào é adequado para H'solvcr um problema. do tipo do de Arnold. 
por t'xernplo, pois nào ~xdui a possibilidade doe exist.encia de um teorema do t.ipo 

( *) qne ,; o tipo de soluçào esperada. Uma :'ioluvlo negativa., usando 'fnríng· 

compui.a.bilidade, mostra apellit:-1 tpw alguma 'f\ {; indt·cidívcL Isto é o que acontece, 
por ('X(·mplo. em (:5.! 1 ) . 

.:\Jesmo que nossas interpretaç;ôe::i (~Steja.m corretas e a teoria. d(' computabilidade 
sobre <"s!.ruturns abstratas seja sutlci(-'nL<> para. os propósit.os rna.lernátícos, como os do 
tipo k·wwt.ados por Arnold, é possível con<·ebcrrnos urna exten:;;ão gcBuÍna do conn'it.o 
de corupntaçúo .. onde estes problem<:ts possmn ;;er resolvidos de forma sati:-1fa.tóri<t. 

:nEsl.c •' nrn r<"snll.ado g;Jntnt.ldo p('lo !.<"on•ma de Liouvillc, ou ;;ej,'t. (•qtw.çõc~ !incan-'s ,_k segunda 

ordt:'m <~m w.·ral. possuem soluçÕ<'ió que nào podf'm SN cxpr<·ss;_h~ Pin terrnof! dos coditient.<·s por nwio 
d0 üpt'raçôes aritm(t.ica.s, sohJI;<'Jf"S d,, equaçÕl's a!g(brica~ (indusive <t.s mlo RoflÍV<"Ís por radicais) 
(~xporwucíaçào c: inlcgraçào. 
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