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INTRODUCAOQ

O presente trabalho divide-se em trés Capitulos.

No primeiro Capitulo estudamos o problema

(P1) 0 em 481

{ - Au = Af(x,u), em Q
u

onde Q é um dominio regular e f: x R —» R é uma fungdo de classe C'

que satisfaz a seguinte condigao:

(£f,) Existem fungdes continuas Ih,gi:ﬁ —» R, i=1,...,k e
constantes Cl,...,de, tais que :
i) 0= hl(x) < gl(x) < C1< hz(x) < ...< gk_l(x) < Ck_1< hk(x) < gk(x)

vx € Q.

ii) £(x,0)

v

o >0, VxeQ.
0

iii) f(x,u) < O, vx € Q, Vu e (gl(x),hud(x)) i=1l,...,k, onde
k+1(x) = to.
f(x,u) > 0, vx € Q, Vu e (hi(x),gi(x)) i=1l,...,k.

iv) fu(x,gi(x)) = r< 0 em Q para certas constantes negativas

rI,o-.,I'k.

O objetivo é estudar a existéncia de solugdes, e como mudangas no
sinal da nd@o 1linearidade f, dao 1lugar a existéncia de solugdes
midltiplas.

O problema (P1) tem sido amplamente estudado na literatura por
autores como Clément e Sweers [C-S], de Figueiredo [d.F], Hess [H],
Dancer e Schmitt [D-S], Sweers [S], Brown e Budin [B-B], entre outros.
D.G. de Figueiredo, no seu trabalho [d.Fl] estuda o problema (Px) no
caso particular em que o dominio Q satisfaz certas condigdes de
simetria e a nado linearidade f ndo tem dependéncia em x. Naquele
trabalho, de Figueiredo mostra a existéncia de 2k-1 solugdes ordenadas
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do problema (P), deixando em aberto o problema sobre dominios gerais.
O nosso resultado principal deste Capitulo extende o resultado de

de Figueiredo a dominios gerais. Precisamente o nosso resultado é o
seguinte:

TEOREMA.- Seja Q um dominio reqgular e f:Q X R —— R uma fungdo de
classe C! que satisfaz (£,) e

(fz) x e Q tal que F(x,,9,(x))) < F(x,,9,,(x)), vi=1l,...,k-1,

i+1
onde

s
F(x,s) = J f(x,t)dt.
0

Entdo, existe A> 0 tal que Vva = A, © problema (P,) tem 2k-1
solugdes ordenadas ou entdo tem pelo menos 2k solugdes das quais pelo
menos k estao ordenadas.

A demonstragdao deste Teorema é feita pelo método das sub e
supersolugdes. Transformamos o problema de achar solugdes de (P,), mo
problema de achar pontos fixos de certo operador T:C(Q) —> C(Q). A
existéncia de subsolugdes e supersolugdes ordenadas do problema (P”
(Lema I.5, observagdo depois do Lema I.8), permite aplicar os
resultados de H. Amann, sobre a existéncia de trés pontos fixos para
certos operadores (Lema I.2) e de existéncia de pontos fixos minimais e
maximais em certos intervalos ordenados (Lema I.l). Em todo o Capitulo
trabalha-se com um “conceito fraco"” de solugdes (Definigdao I.4), porém
na demonstragdo do Teorema I.3 no final do Capitulo, mostramos que de
fato, estas sdo solugdes cléassicas.

O segundo Capitulo estd dividido em duas segdes. Na primeira (EDP)

estudamos o problema
- Au = f(u), em QQ
(P,)

9230

7n v em 3Q

onde Q é um dominio regqular, e na segunda (EDO) o correspondente
problema para equagdes diferenciais ordindrias:
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- u"= f(u), em (0,1)
(P)

u’ (0) =u (l) =0

Em cada caso, o objetivo é achar solugdes ndo constantes, e
estudar como mudangas no sinal da ndo linearidadef, produzem existéncia
de solugdes miltiplas.

A ndo linearidade f neste caso, é uma fungdo oscilante que muda de
sinal. Mais precisamente, f tem exatamente r zeros, todos simples,
a<a<...<a isto &, f(a)=0 e £’(a )=0.

Se definimos o funcional ¢ por:

¢:H' (Q)—R

¢(u)=.% J |Vu|2- [ F(u), no caso EDP,
Q Q

e por ¢:H1(0,1)——eR
1 1

¢(u)=—;‘- J (u’)?- JF(u) no caso EDO,

0 o]

-]
onde F(s)=J f(t)dt. Entdo o problema de achar solugdes de (PZ) e (P3),

0
transforma-se no problema de achar pontos criticos do respectivo

funcional ¢.

Assim o ingrediente fundamental no estudo do nosso problema é o
Teorema do Paso da Montanha (Teorema II.l1l.7), uma versao de H. Hoffer
[H] que sob certas condigdes garante a existéncia de pontos criticos de
¢, do tipo passo da montanha (Definigdo II.l1l.6).

Observemos que as fungdes constantes u= a onde a, sao os zeros
de f,sao pontos criticos do funcional ¢. Se i & impar, vemos que u, é
um ponto de minimo local estrito do funcional ¢ e portanto nao pode ser
do tipo passo da montanha, se i é par damos condigdes para que u, nao
seja do tipo passo da montanha (condigao (f‘)).

Na demonstragdo de nossos resultados de multiplicidade, usamos
também elementos da Teoria do Grau.
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Para enunciar os resultados principais precisamos das seguintes

condigdes:

(£,)

para certas

(£,)

para certas
(f,)
(£,)

(£,)

(£,)

|£(s)|s a|s|“+ b com

l1s o <—§;% se N = 3 e

s 0 < se N = 2,
constantes positivas a, b.
|£/(s)|= c|s|a+ d com

4 >
ls 0 <5z se N=3 e

1= 0 < se N = 2

constantes positivas c, d.

f(s) >0 Vs < a .
f’(al) < A= 0 se i é impar
A< f’(aj) # Ak vk =z 3 se j é par,

onde os A sdo os autovalores do problema de Neumann
-Au = Au em Q, du/an = 0 em 98Q.
Se o dltimo zero a de f é tal que f’(ar) > 0, isto é se r
par, entao existe b > a tal que

a | b

r

|[ f(s)ds|s J f(s)ds
a a

r-1 r

3s > 0 e c >0 tal que uma das seguintes alternativas vale:

i) sf(s)-2F(s) = cs Vs = s
ou
ii) sf(s)-2F(s) = cs ve = 8 .

Os sequintes sao os resultados principais do Capitulo II:
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TEOREMAS :

II.1.1.- Suponhamos que feC!'(R,R), satisfaz (f1)’ (fz), (£
que o nimero de zeros de f é impar r=2¢+1.

3) e (f4)l e
Entao o problema (Pz) tem pelo menos 2¢ solugdes nao triviais,

u, v, u, Vv cee,U,, V e satisfazem
1! Tt T Yot v 1Ugs Vy qu

alsll1 I V15a3su2, vzsass. ® ® & o &8 0 0 00 0 00 .sazl-lsue’ v£5a2£+1
II.1.2.- Suponhamos que feC!(R,R), satisfaz as condigdes (fl)-(f6) , €
que F satisfaz a condigao:
(F) |F(s)]|

para certas constantes positivas e, k.

es’+k vs =0

1A

Além disso suponhamos que o nimero de zeros de f é par r=2¢.
Entdo o problema (P)) tem pelo menos 2¢-1 solugdes nao triviais,
u, Viresesses Uy ,V, ,u, que satisfazem

\'4

=a
-1

asu’vsasu,vsas.........su Sll
1 1 1 3 2 2 S

1’ 1" 2

No caso EDO, obtemos resultados semelhantes sob condigdes menos
restritivas. De fato,

IT.2.1.- Seja feCI(IR,IR) com um nimero impar de zeros r=2{+1. Suponhamos
que f satisfaz (f3) e (f4). Entao o problema (P3) tem pelo menos 2¢
solugdes nao triviais U, V., U, V,, «co0,u, vV, que satisfazem

asu' vsasu' vsas..............tsa vsa
1 1 1 3 2 2 5

2 Upr VpSay, . em (0,1)

I1.2.2.- Seja feCl(IR,IR) com um nimero par de zeros r=2!{. Suponhamos gque
f satisfaz (f3), (f4) e (fs). Entao o problema (Pa) tem pelo menos 2¢-1
solugdes ndo triviais U, Viy Uy Vo, eeee,Uy v V) s Uy, que
satisfazem

alsull v1saasQ..............sazz-ssut-1' v

t-1saz£-1sutsb em (0,1)

Gragas & possibilidade de aplicar a Teoria de Bifurcagdao no caso de
EDO, na segdo 2 deste Capitulo, além dos resultados enunciados acima,
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obtemos resultados de existéncia e multiplicidade no caso em que a
fungdao f nao satisfaz a condigao (f,) . Precisamente o resultado é o
seguinte

TEOREMA II.2.17.- Suponhamos que feCl(R,R) tem exatamente r =zeros
consecutivos, todos simples, que satisfaz (f3) e f’(axrﬂgnz para algum
kz2 e para algum ie{l,...,r}. Entdao o problema (P3) tem pelo menos k-1
solugdes ndo triviais.

O terceiro Capitulo tem a mesma estrutura do Capitulo II, isto é

consta de duas segdes; na primeira (EDP) estudamos o problema

(P,)

{ -Au = A f(u) em Q
a

u, . _
u(x)+e Eﬁ(x)—o em 4Q

onde Q é um dominio limitado, com bordo regular.
Na segunda segao (EDO), estudamos o correspondente problema para

equagdes diferenciais ordinarias

-u’’= Af(u) em (0,1)
(B,) u(0)-€ u’(0)=0
u(l)+e u’(1)=0

Em ambos os casos, a ndo linearidade f & como no Capitulo II, isto
é, f:R —> R é de classe CI, e existem niameros reais al,...,ak;
bx""'br- que sao zeros simples de f, tais que

a<b<a<b«...... <b <a,
1 1 2 2 1

1!
e

(f1) Existe uma constante c >0 tal que
fl(ai)<-c Vi=1'...’k.

(fz) f nao muda sinal nos intervalos

("”lal) ’ (akl"'“’)
(ai,bl) i=1,...,k.

(bi,a ) isl’ooo,k-lo

1+1
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Supomos também neste caso que 0 < a .

-

No caso em que € = 0 (problema de Dirichlet), é bem conhecido que
existe Az> 0 tal que para todo A = A, os problemas (P4) e (Ps) tem uma

solugdo positiva u, com b1< max u < a .. desde que f satisfaga a
condigdo de &area:

a

j+1
J f(t)dt > 0 vi=1,...,1

a
J

e que esta condigao de &area é necesaria e suficiente para obter tal
resultado de existéncia. Por outro lado, os resultados do Capitulo II,
mostram que no caso do problema de Neumann, uma tal condigao de Aarea
nao é necesaria. Isto motiva o estudo dos problemas (P,) e (P), com o
objetivo de descobrir para que valores de £ é necesaria alguma condigado

de area. Nossos resultados neste caso sdo os seguintes:

TEOREMA III.l.2.- Seja f a fungdo definida na apresentagao do problema,
satisfazendo (f1) e (fa)' Suponhamos que Q satisfaz a condigao da
esfera interior uniforme.

Sejam o, B > 0 tais que

ai+ B < b1< a .-~ o vi=1l,...,k-1.

Entao para todo € > 0, existe A°> 0 tal que para todo A = Ao o
problema (P4) tem, para cada i=1l,...,k-1 pelo menos trés solugles

ositivas u u u tais que:
P 11! 217 Ta3y! q

a-asusa+2@pg
1 11 1

a - asau s a +
i+1 31 1+1 B

uils 11.21s u31 Vi=1,‘..,k-lo
TEOREMA III.2.2.- Seja f:R — R satisfazendo (f1) e (fz).

Sejam a, B > 0 tais que a+ B < b1< a - o Para todo £ > 0

existe Az> 0 tal que, para todo A =z Ay © problema (Ps) tem, para cada
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i=l,...,k-1, pelo menos trés solugdes positivas wo,u,, u, tais que

21

a-asu s a+ ra - aas=susa _+
i 11 i B i 141 3t 1+1 B

Uy Uys Uy

Na demonstragdo destes resultados utilizamos novamente os Teoremas
de H. Amann ja& usados no Capitulo I. Desta vez construimos subsolugdes
e supersolugdes classicas dos problemas (P,), (P.) (Definigao III.1l.1)
e a regularidade das solugdes se seque da Teoria de Schauder.

Observamos que no caso de se ter a nao linearidade f com
dependéncia em x e definida como no Capitulo I, ainda sao validos
nossos resultados de existéncia e multiplicidade. E suficiente
considerar as fungdes g, de classe C° (Observagao III.1l.3).

Também é conhecido que sobre dominios simétricos as solugles
positivas do problema de Dirichlet, sd3o simétricas, mais precisamente
as curvas de nivel das solugdes positivas tem a mesma geometria que o
bordo do dominio Q.

Por outro lado, vemos que para o problema de Neumann as solugles
ndao sao necesariamente simétricas (Exemplo III.2.5). Gragas a obtengao
de estimativas na fronteira para as solugdes de (Ps), para € > 0
suficientemente pequeno, conseguimos, no caso EDO, com as mesmas
técnicas usadas por Gidas, Ni e Nirenberg [G-N-N], provar gque as
solugées do problema (Ps) sdo simétricas, no intervalo [0,1] com
relagao a % . Neste sentido podemos afirmar que as solugdes de (P,) sdo
simétricas, numa vizinhanza do problema de Dirichlet.

O nosso resultado é o seguinte:

TEOREMA III.2.3.- Existe €,> 0 tal que para todo £ < g, toda solugao do

problema (Ps) é simétrica em (0,1) com relagao a % .
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CAPITULO |

EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUGOES
PARA O PROBLEMA DE DIRICHLET

APRESENTAGCAO DO PROBLEMA:

Neste capitulo estudamos o problema de autovalores

~Au = A f(x,u), Q
(P,)
A { u=20 , 8Q

onde Q é um dominio regqular, limitado de R"e f: 3 x R°—> R é uma

fungdo de classe C' que satisfaz as sequintes condigdes:

(f,) Existem fungdes continuas h:, g; tQ — R, i=1l,...,k

ll
e constantes C;,...C, _; tais que:
i) 0 = hi(x) < g (x) <Cc< hz(x)<......< gk__l(x) <ec _, < hk(x) <
< g, (x) vx € Q.

ii) £(x,0) =r >0 Vxe Q
iii) £(x,u) < 0, VX € Q, Vs € (g,(x),/h (%)), i=1,...,k,

onde h (x) = + o.

k+1
f(x,u) >0, VYxeQ, Vs e (h (x),q9 (X)) i=1l,..0000,k.

iv) fu(x,gi(x)) sr < 0 em Q para certas constantes negativas L oyeerE,

(fz) Ix, € Q tal que F(xo,gl(xo) < F(xo,qu(xo)) vi=1l,...,k-1,

s
onde F(x,s8) = J f(x,t)dt.
o
No estudo deste problema usamos o método de sub e supersolugdes.
Aplicamos um Teorema de existéncia de trés pontos fixos de H.Amann [A]

e um Teorema do mesmo autor sobre a existéncia de pontos fixos minimais



e maximais em certos intervalos de fungdes.
A seguir damos os resultados de H. Amann que usaremos na nossa
demonstracgao.

I.1.- LEMA.([A] Coroléario 6.2)

Seja (E,P) um espago de Banach ordenado e seja [x,y] um intervalo
ordenado nao vazio em E, suponha que f:[x,y] — E é uma fungao
compacta crescente tal que x = £f(x) e f(y) = y. Entao f tém um ponto

fixo minimal e um ponto fixo maximal

1.2.-LEMA. ([A] Lema 14.1)

Seja X um retrato de um espago de Banach e seja f:X — X uma fungao

compacta. Suponha que X e X sdo retratos disjuntos de X , e sejam Uj

j=1,2 , subconjuntos abertos de X tais que Uj c XJ, j=1,2. Mais ainda

suponha que f(Xj) c Xj e que f nao tem pontos fixos em Xj\ Uj, j=1,2 .
Entdo f tem pelo menos trés pontos fixos distintos x, X, X, com

X e XJ, j=1,2 e xe X\ (X, UX).

ESTABELECIMENTO DE RESULTADOS

O resultado principal deste Capitulo, Teorema I.1l, d& uma
resposta parcial a um problema deixado em aberto por D.G. de Figueiredo
em [de F.1l] sobre a existéncia de solugdes ordenadas do problema (P1)

para dominios gerais. O resultado principal e o sequinte:

1.3.-TEOREMA

Seja Q ¢ R”, um dominio limitado de classe c>*

0 <a<l1l, e
f:Q x R —— R uma fungdo de classe ct que satisfaz (f1) e (fz).
Entao, existe A, positivo tal que para todo A = A, © problema (P))
tem 2k-1 solugdes ordenadas ou entdo tem pelo menos 2k-1 solugbes das
cuais pelo menos k estdao ordenadas.

A demonstragao deste Teorema serd dada no final do capitulo apés
algumas definigdes e Lemas.

A seguir damos a definigdao de subsolugao, supersolugao e solugao



para o problema (P1) .
1.4.- DEFINIGAO

1) Uma fungdo u € C(Q1) é uma sub(super) solugdo de (P1) se
us (z)0 em 89, e

J (u(-Ap) - Af(x,u)p) = (=) 0, Vp € D' (Q)
Q

onde D+(Q) = {q) € C: (Q) / ¢(x) =2 0, ¥x € Q}

2) Uma fungdo u € C(Q1) é uma solugdo de (P), se u=0 emon e

[ <)

o (Q)

J (u(-4¢) - af(x,u)p) =0, Vo € D(2) = C
Q

OBSERVAGAO:

Da hipétese (fz) vemos que para todo i=1l,...,k, existe 01>0

e Bx(xo) tal que hi(xo) < Bi(xo) < gl(xo) e
8,(x,)
J (f(xo,s)—ai)ds >0, Yw € [O,Bi(xo))
w
Seja 0 < ¢ < min {o-x,...,crk, %‘- f(xo,O)}
entdo, para qualquer i=l,...,k
8,(x,)
J (f(xo,s)-a)ds >0, Yw € [O'Bx(xo))
w

No restante do Capitulo, quando nd3o colocarmos o dominio de
integragao nas integrais, entenderemos que se trata de Q.



I.5.~-LEMA

Para todo i=1,..,k, ve > 0, existe A > 0 tal que VA > Ax’

existe uma fungao Vi, € CZ(R), tal que
hl(xo) < Vhi(O) < B‘(xo) + € ; vil(r) <0, vr > 0

e tal que a fungao
+
whi(x) = VRI(A Hx-xou)

é uma subsolugao de (PA)'

DEMONSTRAGAO:
Fixemos i € {l1,...,k} e € > 0.
Suponhamos que B, (x ) + & < gi(xo). Seja fl e C'(R) limitada,
tal que
1
fi(s) = f(xols) =30 Vs e [O'Bl(xo)] ’

fi(s) = f(xo,s) - % o, vsz 0,
£ (s) <0, Vs = B (X)) + € ,
fi(s) > % f(xo,O), vs s 0.

Suponhamos também que fl tem um dnico zero bi, no intervalo
[B,(x,), B,(x,) + €]. Entéo existe X > 0 tal que VA > A o problema

- Av = A fl(v) em B(0,1)
(P,,) {

v=20 em 8B(0,1)

tem uma solugdo v, satisfazendo

Al
1) \-rh(x) > 0 vx € B(0,1),
2) GM (x) = \-rM(lIxII),
3) x'r;“ (r) < 0 vr € (0,1],



4) h (x ) < v, (0) <B (x)) + .

A existéncia da solugao Gii(x) com as propriedades acima, é
garantida pelos resultados em [H], [C-S]. [de F.l], [G-N-N].

Consideremos agora o problema de valor inicial

w _ =1 ., _
-u —E—_u A fl(u)
(Q,) u(l) = YAl(l) =0
’ — ’
u’(l) = VAl(l) <0 .
Pela unicidade da solugao u, de (QA) vemos que V, (x) = ul(uxu)
vx € B(0,1). Definindo
Gh(x) vx € B(0,1)
\'4 (x) =
Al { a, (Ixl) vx € R" \B(0,1)
temos que Vau satisfaz:
_ n
( -Aav, = f (v,)) em R
= n
vll(x) = vll(uxu), Xx e€R
(8) 1 h (x]) < VAi(o) < b,
vli(l) =0
{ vi (xr) < 0 vr > 0 .

Com efeito, sé6 falta verificar a dltima desigualdade para r > 1.
Se r >1 é tal que vil(r) =0,
entao

-u;(r) = A fl(uh(r)).
Como uh(r) <0 entao
£ (u,(r)) >0

logo ux(r) < 0. Assim r deve ser um ponto de midximo para u, . Tomando
r como o infimo do conjunto {s > 1 / ui(s) = 0}, vemos que isso é um

absurdo.



Seja & > 0 tal que

(*) fl(s) < f(x,8) Vs € [O,Bi(x) + €] , vx com lix-x Il < 61
Seja A, > A suficientemente grande tal que A, > 8?,
entao
vli(hlal) < VAx(l) = 0.
Se Hix-x Il =z & e A=A
o 1 1

temos que

vy, (Alx-x 1) < v, (A8 ) < 0,

Agora usando a desigualdade de Kato,
-A|u| = - sign (u) Au

no sentido das distribuigdes temos para w,,s com A > lx’ o seguinte:

J (—Ap)whl= % J (=Ap) (vkl(xux-xou) + IVAI(A"X'XO")l)dx

s % [ w(-AVM(Mlx-xou) -sign (VM) AVM(MIx-onI))dx

= J w(-Avll(Aux—on))dx =J ¢(1-h) (-Avll(hux-xon))dx
v).1>0 B(xo,ﬁi)
onde
1 se v, < 0
h = 1/2 se v, = 0
0 se v, > 0

Logo, usando a equagdo em (§) e a propriedade (*) e, além disso,

lembrando que f(x,0) > 0, obtemos:

[ (-qu)wM <

ehaf(x,0) + J e(1-h)af (v, (Alx-x_I))dx
B(xo,al)

< lo [hAf(x,O) +(1-h)a f(x,vkl(lux-xon))]dx




= lef(x,wll(x)) dx vp € DT (Q)

Isto mostra que a fungao

— + -
whl(x) = vll(hux xou)

-

é uma subsolugado de (P,).

< . +
Observemos que, além disso, w

At é uma subsolugao estrita.

Do Lema I.5 temos que para cada i=1,...,k, existe A > 0 tal que para

todo A > A, o problema (P1) tem uma subsolugao L tal que
0= wll(x) < Cl em Q
whl(x) =0, x e 8Q
Agora para cada i=1l,...,k, consideremos a fungao
. f(x,wli(x)) 8 5WA1(X)
f (x,8) = f(x,s) whl(x) =8 s C1+1
f(x,Cl+1) s = C1+1 )

Entao f! : Q x R — R & continua e limitada.

I.6.-LEMA
Se u é uma solugdo do problema
~-Au

A fi(x,u) em Q

(P, )
u 0, em a0 _
Entao WXJ(X) = u(x) = Cl+ em Q e consequentemente u é solugdo de

1
(,) -

DEMONSTRAGAOQ

Seja u uma solugdo de (P;) e seja

ot = {x € Q :C , < u(x) } .



Queremos provar que af = ¢. Suponhamos por contradigao que b = ¢.
Temos

J (u-C, ) (-Bp)dx s [ £ (xouix)) - £0x,C )]w dx = 0, v ¢ « D ().
n+ + Q+ i+l

Entao, u-CLue C(§+) é sub-harménica e ndo negativa em Q+, logo u-C“1

atinge seu maximo no bordo de ot , mas u-—CH1 = 0 em BQ+, portanto
u-¢C¢ =0 ou seja usCcC_ em Q" o que é uma contradigao. Logo
Q = ¢.

Se Q = { x € Q :u(x) < LW (x)} entdo analogamente ao feito acima,

prova-se que Q = 0.

Isto conclue a demonstragao do Lema.

OBSERVAGAO:
Da teoria linear sabemos que o problema;
- Av = A fi(x,u) em Q
v=20 em 40

tem exatamente uma solugdo v € C(Q) para cada u € C(Q) fixa. Podemos
definir entdo, o operador solugao K :C(Q) — C(Q) por v = Ku
onde v é a dnica solugdo do problema acima.

E sabido que este operador é compacto sobre C({l) com a norma do
maximo.

Seja F:C(Q1) — C(Q) o operador de Nemytski associado a fungao £!,
isto é:
F(u)(x) = f'(x,u(x)) Vvue C(Q), vx e Q
entdo F é continua e limitada. Logo o operador
T :C(Q) — C(Q)
definido por T(u) = ¢ (KF)(u)

é um operador compacto, e u & solugdo de (P;) se, e somente se u = Tu.



I.7.- LEMA
Se u é uma subsolugdo do Problema (P;) entdao T u = u.
DEMONSTRAGAO

Seja u uma sub-solugdo de (P;), entao,

[2(-20) - £(x,upplax =0, v « 0¥ (Q).
Usando o operador T definido acima obtemos:
J Tu (-A¢) - f(x,u)w]dx =0, Vo € D(Q).
Logo
J (u-Tu) (-Ap) = 0 , vp e DT (Q)
Seja at = {x € @/ u(x) > Tu(x) }

entao Q+ é aberto e temos
J(u-Tu) (-Ap) =0 vp e DT (")

se o = ¢ entdo u-Tu é uma fungdo sub-harménica e ndo negativa em Q+,
assim u-Tu deve atingir o seu maximo no bordo de Q+, mas u-Tu =0 em
an+, logo usTuemQ o0 que é uma contradigao.

Da mesma forma prova-se o
I.8.-LEMA

Se u é uma supersolugdo do Problema (P;) entdao Tu = u.
OBSERVAGAO

Definamos as fungdes u u, da sequinte forma:

AL’

Al Al

= max {uM ‘

ullu w)uu}



Onde as constantes Ci sdo as dadas na condigdo (fl) e as fungodes

w sdao aquelas definidas no Lema I.S.

At

Entao u

s u
Al

- ~ 1
A1eq S0 subsolugdes de (PA ) e

= - 1
u =su sdo supersolugdes de (PA )

paré A > max {Al,.....,hk} e u, = u em Q.
DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA I.3

Dividimos a demonstragdo em duas partes, na primeira mostramos a
existéncia das solugdes no sentido da definigdo 1.4 e na segunda parte
mostramos que estas solugdes sdo solugdes no sentido cléassico.
l.- Existéncia.-

Provaremos que para cada i fixo i = 1,...,k o problema (P;) tem
trés solugodes u r= 1,2,3 tais que

* * *
) Yay * Y < Yot < Y <uL, i Y SuF U, < U1t
Coloquemos
X = [uM,uhl], X1 = [uM,ui] ’ X2 = [u)u+1’u1+1] e f = T.
Gragas ao Lema I.1, T tem um ponto fixo minimal em X, seja u esta
solugdo minimal, entao um(_:g) > uMu(z) para algim x € Q ,pois
L € uma subsolugdo estrita de (P1)'

Definamos V, por

V,= (g, ln{ueX / u(x) > (um(z)*ru,uﬂ(zs))/n
gse u € Xz\Vé entao,

u(x) s (u (x)+u, . (%))/2 < u (x),

10



logo u nao pode ser um ponto fixo de T, portanto podemos pér U= V2.

Por outro lado se u é um ponto fixo de T em X entdo pelo principio
do maximo u(x) < ul(x) para todo x em Q. Assim podemos colocar
U={ue X1/ u(x) < u(x), x € Q).

Desta forma estamos nas hipéteses do Lema I.2, portanto existem
trés pontos fixos distintos de T , u = 1,2,3, nas condigdes (*).
Além disso podemos escolher u eu como os pontos fixos minimal

,1 r,3
e maximal respectivamente, cuja existéncia é garantida pelo Lema I.1.
Para completar a demonstragdao da existéncia, de pelo menos 2k-1
solugdes, notemos que pode acontecer que, para algum i, tenhamos

u u . Se esta situagdao ocorrer para todo i, entao temos

3,l= 1,1+1
2k-1 solugdes

u _,u

u u u
1,17 2,17 73,1’ '

u u ...l.....u u u
2,27 73,27 "2,3" 3,3’ ’

u
2,k-17 3,k-17 2,k’ 3,k
ordenadas, do problema (P1)' Se o anterior ndo ocorrer para todo i,

entao o problema (P1) tem mais que 2k-1 solugdes.

2.-Regularidade.~

Seja u € C(Q2) uma solugdo do problema (PA) no sentido da definigdo 1.4
isto é

Ju(-Aw) = AJf(x,u)w ,r Vo € D(Q).

Como u é continua e f é de classe C', tem-se que a Gnica solugido v do

problema

-Av = A f(x,u) emQ, v =0 emaQ

é de classe C (Q), isso implica que

Iu (-4p) = A [f(x,u) p = Jv(-Aw),

e portanto

J(u-v)Aw =0V peB(Q)n H(Q) .

11



Seja w a solugdo do problema
-Aw =u-vemQQ, w= 0 em 3Q,
entao w e HZ(Q)n H;(Q), e portanto

[(u—v)Aw = 0,
assim I(u-v)2 = 0, logo u =v e temos que u é& de classe clr %,
Agora temos que
f(x,u(x)) e c'’% e Ju(-qu) =2 Jf(x,u)¢,

donde

JVqu = 2A Jf(x,u)w ’
e resulta que u € cre

Isto conclui a demonstragao.

12



CAPITULO II

EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUGOES
PARA O PROBLEMA DE NEUMANN

§ 1.- EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS
APRESENTAGAO DO PROBLEMA

Nesta segdo investigamos a existéncia e multiplicidade de solugdes
do problema

-Au = f(u) em Q
(P))
2 u 0 sobre 38Q
an
N < P 2, a
onde Q s R ,N =z 2 ,é& um dominio de classe C 0<x <1 ' am

representa a derivada normal exterior na fronteira 4Q de Q, e f:R — R
é uma fungao de classe c! com exatamente r zeros consecutivos, todos
simples, A< @< seeensas a}.Lembremos que a &€ um zero simples de f se
f(a)= 0 e £’ (a)=0.

Observemos que se a é um zero de f, entdo a fungdo constante u = a
é solugdo do problema (P,), chamaremos a estas de solugdes triviais.

Trata-se aqui de encontrar solugdes ndo triviais.

Se definimos o funcional ¢ :H'(Q) — R por

$(u) = %J [vul® - J F(u) ,
9] Q

u
onde F & o potencial F(u) = I f(s)ds

(o]

entao ¢ é& de classe CZ(HI(Q),IR) e vemos que o problema de achar
solugdes do problema (Pz), transforma-se no problema de achar pontos
criticos de ¢.

13



A fim de ter o funcional ¢ bem definido fazemos as sequintes

hipéteses de crescimento de f,

(f1) |£(s)]| = a |s|o + b com
N+2
150<—ﬁ72- se N =3 e
1l =0 < o se N = 2

para certas constantes positivas a, b.

Quando precisarmos trabalhar com a sequnda derivada de ¢ faremos a

seqguinte hipétese de crescimento para f’:

(£,) |[£(s)]| = c[sld +d com
l =0« ﬁéf_ se N=23 e

l=0c<oseN-=2,

para certas constantes positivas c,d.
ESTABELECIMENTO DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Para enunciar os resultados principais, precisamos das segquintes
condigdes:
(f3) f(s) >0 , Vs < a,

(f4) f’(ai) <A = 0 se 1 é impar
A< f'(aj) * A vk 2 3 se j é& par

onde os A sdo os autovalores do problema de Neumann

-Au = Au em Q , g% = 0 sobre 480Q.

(fs) Se o dltimo zero a de f é& tal que f’(ar) > 0,

isto &, se r é par, entdo existe b > a tal que :



a b

r
| J f(s)ds | = J f(s)ds

a a

r-1 r
II.1.1.- TEOREMA

Suponhamos que f e Cf(R,R), satisfaz (f1)’(fz)’(f3) e (f4), e que

o nimero de zeros de f é& impar r = 2¢ + 1. Entdo, o problema (P)) tem
pelo menos 2¢ solugdes nao triviais, U VU,V eeoeeeeaa,,V, que

satisfazem

a su,V 5a sll ,v sa s............sa
1 1 1 2 2 S

=1,,vV, = a
3 £

28-1 (A4 2841 °

Para enunciar o resultado seqguinte precisamos da sequinte condigéao

(fs) 3 So>0 e c>0 tais que uma das seguintes alternativas
vale:

i) sf(s) - 2F(s) = cs, Vs = s
ou

ii) sf(s) - 2F(s) =z cs, Vs = s

II.1.2.- TEOREMA

Suponhamos que f e Cx(R,R) satisfaz as condigdes (fl)-(fs), e que
F satisfaz a condigao
(F) |F(s)| = es®+ k, Vs

para certas constantes positivas e, k.

v
o

Além disso suponhamos que o nimero de zeros de f & par r = 2¢.
Entao, o problema (Pz) tem pelo menos 2¢-1 solugdes ndo triviais,
ul'vl’ ® & & & 0 0 s 0 0 00 ,u£-1,v£_1,u£, que Satisfazem

a su,v sa su,v,Sa S .....e0eeS W, ,v, Sa, su,
DEMONSTRAQAO DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

A demonstragao dos Teoremas II.l.l1l e II.l.2, que serd dada no
final desta segdao, obtém-se da aplicagdo iterada dos Teoremas II.1l.3 e
I1.1.4, os quais enunciamos a sequir e que demonstramos apés uma série
de Lemas.
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IT.1.3.- TEOREMA

Suponhamos que f € CI(R,R), satisfaz (f1)'(fz)’(f3) e (f4), e que
o nimero de 2zeros de f é r = 3. Entdo o problema (Pz) tem pelo menos

duas solugdes nao triviais u, v, que satisfazem a su,vs=a, em Q.
II.1.4.- TEOREMA

Suponhamos que f € Cf(R,R), satisfaz as condigdes (fl)-(fs), F
satisfaz a condigdo (F) e que o nimero de zeros de f & r=2. Entdo o
problema (Pz) tem pelo menos uma solugdao ndo trivial u, que satisfaz

als u em Q.

Lembremos algqumas definigdes e notagdes

II.1.5.~ DEFINIGAO.
Seja B um espago de Banach real e ¢ :B — R um funcional de
classe C!.
Dizemos que ¢ satisfaz a condigdo de Palais-Smale (P-S), se dada
uma sequéncia (u)) < B tal que
i) ¢'(un) —— o e
ii) 3¢ > 0 tal que |¢(un)| s c,
entdo (u,) tem uma subseqiiéncia convergente em B. Uma seqiiéncia que
satisfaz (i) e (ii) serd chamada uma seqiiéncia de Palais-Smale.

II.1.6.-DEFINIGAO.

Seja B um espago de Banach e U ¢ B um subconjunto aberto ndo vazio
e ¢ e CI(U,R), seja u e U tal que ¢'(u°) = (0 e ponhamos d = ¢(uo),
dizemos que u, é do tipo passo da montanha, se para toda vizinhanza V
de u,, V ¢ U, o espago topolégico V n ¢-1(-m,d) é nao vazio e nao
conexo por caminhos.

Denotamos por Cr(¢,d) o conjunto dos pontos u € U tais que
¢’(u) =0 e ¢(u) =d.

No futuro cada vez que aparecer I I, entenderemos que se trata da
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1 1

norma de H (1) ou de H (0,1) segundo o contexto. No caso de tratar-seda
norma em outro espago [E, escreveremos "'"E' Assim mesmo, quando nao
especificarmos o dominio de integragao nas integrais, entenderemos que

se trata de Q ou (0,1).
Na demostragao de nossos resultados usamos o seguinte Teorema [H].

II.1.7.- TEOREMA (do Passo da Montanha)
Seja B um espago de Banach real e ¢ € CI(B,R) um funcional que
satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Sejam e r e dois pontos distintos de B e definamos o conjunto:
r: = {f e C([0,1]1,B)/ f(i) = e, i=0,1}

d:= inffel..supoStsl o(f(t)).

Entdo, se d > C = max {¢(e°),¢(e1)}, o conjunto Cr(¢,d) €& nao
vazio.
Se além disso, os pontos de Cr(¢,d) sdo isolados em B,

existe u, e Cr(¢,d) que é do tipo passo da montanha.

II.loBa- LEMA
Suponhamos que f satisfaz (f1) e

. -1
(f7) 1%g%§gp s f(s) <0

Se (un) < HI(Q) é uma seqiiéncia tal que:

II.1.9.- |9’ (u )v| = |JVunVV - [ f(u)v| s g livi, Vv e H' (Q)
onde (en) c R+, e - 0. Entao, Hu;n é limitada. Onde u = u+- u .
Observagao: A demonstragdo deste Lema & andloga a demonstragdo do Lema
6.5 [dF 2] onde este mesmo resultado é provado para certo funcional
¢:H; (Q) — R.

DEMONSTRAGAO do LEMA II.1.8
Pela hipétese (f7) temos que existe c > 0 e 8 > 0 tais que
f(s) = -cs,vs s -3, ora pela continuidade da f, vemos que existe k > 0

17



tal que f(s) z -cs-k , vs = 0.

Pondo v =u o em II.1.9 , obtemos

| -J(Vu: )2- J f(-u: )u: | = enuu: I

e concluimos que

I(Vu-)as e lu_Il - J f(-u )u_ s ellu_ N - CJ (u” )% + k,[ u_
n n n n n n n n n
logo

n

Hu: 1= enuu; Il +(1—C)J (u; )2 + k[ u

Temos dois casos :

i) Se 1l-¢ s 0 , entdo
- 2 - -
la fi"™s € lla It + kJ u
n n n n
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta
tu 0? s e a0 + kilu Il s e #lu_ 0 + kiu_ I
n n n n 2 n n n

L

-

donde resulta que uu;u é limitada.

ii) Se 1-c > 0 , entao

la~u% s e #u"n +(1l-c)iu_ 1+ kuu”n
n n n n n

assim,
-2 - -
cllui®s gilu it + k la l
n n n n

donde resulta que uu:u é limitada.

II.1.10.- LEMA

Seja Q:HI(Q) — R um funcional e K:HI(Q) —_— HI(Q) um operador
compacto. Suponhamos que $’= I-K. Se toda sequéncia de Palais-Smale é
limitada entdo & satisfaz a condigdao de Palais-Smale.
DEMONSTRAGAO.
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Seja (un) c HI(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, como K é compacto

e (u) é limitada entao (Ku ) tém uma subsequéncia (que continuamos

chamando (Kun)), convergente em HI(Q) ,Kug———e V.
Ora, un-Ku;:(I-K)u;=¢’(un) ——» 0 , portanto u— Vv o que

conclue a demonstracgao.

No seguinte Lema precisamos da condigdo

(£) lim inf s'f(s) > -1
8 8->+0

II.1.11.- LEMA
Suponhamos que f satisfaz (f1)’ (fﬁ), (f7) ’ (fe) e que F satisfaz

a condigao (F). Entdao o funcional ¢ satisfaz a condigao P-S.
DEMONSTRAGAO.

A idéia da demonstragdo é a mesma que em [C-M].
Seja (un)c Hl(Q) uma sequéncia de Palais-Smale, entdo 3 (en) < R+,

€ — 0 e C>0, tais que
(P-S)1 |¢(u )] = |%J |va_|*- J Fu)| =¢C
(P-S)2 | ¢ (un)v| = II Vu Vv - J f(un)v | = g_lvit, Vv e HI(Q)

Gragas ao Lema II.l.8, Hu;u é limitada, entao s6 temos que provar

que u’l é limitada.
Suponhamos por contradigdo que Hu:H —_— + ®

u

Sejau = —2 entdo u « H'(Q) para todo n, e existe
fa il
n

u € HI(Q) tal que

u —>
“n

fracamente em Hi(Q)

e

a— u em LZ(Q)
_r‘ -
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u— u g.t.p. em Q

Temos
#luy) J |vug | J Flug) 1 J u? i [ F(u;) ) J
uunu2 2 uunu2 uunn2 22 uunu2 uunu2

-

Gragas a propriedade (F) temos que

+.2

¢(un) 1 1 u; (up) Q F(-u;
— 2 772 I I 2" € [ ; ~ K 14 -J ]
unH Uunﬂ

2 2 2
la_ | ha_1u ha_ Il
| n I n n

Passando ao limite temos que

isto implica que u # 0.

Por outro lado,

2¢(un) - «p’(un)un = J f(un)u]n - ZJ F(un)
Se em (f6) satisfaz-se (ii) temos que 3 R > 0 tal que

c ut- R s f£(uh)ut - 2F(u’) ,
n n n n
e temos que

c J u;- R|Q| s J f(u;)u; - 2J F(u;) =

J[Vu;|2- 2[ F(ur) - J|Vu;|2 + J £(u)uy

= 2¢(u}) - [ Vunv§; + J f(u;)u;

20
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= 2¢(u)) - ¢’ (u)ul ,

assim

+ + +
II.1.12 o J u - R|Q| = 2¢(u;) - ¢’ (u_)u_ .

Por outro lado,

2¢(u ) = J |Vun|2- 2J F(u)) =

= Jqu;|2 + J |Vu;l2 - 2J (F(u;) + F(—u;)) s C .
Logo,

+ + + -
2¢(un) = J|Vun|2 - 2[ F(un) =C + 2J F(-un) = C
onde C representa diferentes constantes.

Resulta de II.1.12 e da desigualdade acima que
+ , + +
c J u sSR|Q] +C - ¢’(uju s R|Q| + C + g lul

onde a idltima desigualdade vale por hipétese, logo

u+
C n < c + £
+
la
n

ou seja

Passando ao limite vemos que g; —> 0 o que contradiz o fato u = 0.
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Se em (fﬁ) satisfaz-se (i), entao, existe R = 0 tal que

+. + + +
f(un)un - 2F(un) s - Cun + R

Logo
+ + +, +
C u = ZJ F(u)) - J f(u Ju + R|Q|

[+ _+ +. 4+ + _ + +
= | vu  vu - f(u Ju - J Vu, Vu + ZJ F(u ) + R|Q|

+ _ + + + 2 -2 -
I Vu Vu - f(un)un- J[Vun| +J|Vun| + 2 J F(un)-2 JF(-un) + R|Q]

¢’(un)u;- 2¢(u ) + [ |Vu;|2- 2[ F(u ) + R|Q

= C + ¢'(un)u;- 2¢(un) = C + enuu;u v

logo
+ +
u s C + e_fu_l
n n n
onde C representa diferentes constantes, o que novamente implica o

absurdo u = 0 .

II.1013.-LEMA

Suponhamos que f satisfaz (f1)'(f7) e

. -1
(fg) lim sup_, 8 f(s) < 0.

Entdo o funcional ¢ satisfaz a condigao de Palais-Smale.
DEMONSTRAGAO.

Seja (un) c n‘(n) uma sequéncia de Palais-Smale, entao (un)
satisfaz (P-S)1 e (P-S)2. Pondo v = u em (P-S)2, obtemos
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2 =
|J|Vun| - {unf(un)| = € llu i, entao

2 2
J]Vun| + Jun = enuunn + Jun (f(un) + un)

ou seja

Ilullzsellull+[u (f(u) + u)
n n n n n n

n

Pondo K = L soun(f(un)+ un) ’

n

usando o Lema II.1.8 e a continuidade de f, temos Kn = K para alguma
constante K, e entao

IT1.1.14 la 1?2 = e i+ K + J u (f(u) + u).
n n n uZon n n
n

De (fg) temos que existe ¢ > 0, k 2 0 tal que f(s) = -cs + k, vs =z 0;
usando este fato obtemos de II.1.14 que

uuuzseuuu+K+J (1 - C) u?+ kJ u
n n n n

u 20 u =0
n n
Entao
2 2 2 2
|vu |+ |u'+ c u’- u“ s eglluill + K + k u
n n u?_on ~u20n n n uZOn
n n n
Ora
2 2
(un)" u =0,
Ju =0
n
logo

|[vu |? + ¢ u’s ellull + K+ kiu i
n u=on n n n

onde temos usando a desiqualdade de Cauchy-Schwarz.
Por outro lado, se c s 1 entao

2 2
CJ|Vun| s J|Vun|
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esec>1 temos que

2 2
u® s c u® ,
n n
u 20 u 20
n

n

-

ora, como lu il é limitada, existe C’> 0 tal que
n

C’tui® = gllull + K + kilu 1,
n n n n

donde uunu é€ limitada.
IT.1.15.- LEMA

Suponhamos que f satisfaz (f1)’ (fz) e (f4) entao os pontos
criticos de ¢ , dados por u, = a,, nao sdo do tipo passo da montanha.
DEMONSTRAGAO.

Primeiro consideremos o caso f'(ai) < 0. Temos que

A
¢"(ai)v2= |ov|3- £/(a,) Jvz.

Se f’(ai) = -1, entao
-
¢"(a)v? = [uv|® + ng = Ivi’.
L
Se f'(al) > -1, entao f’(ai) + 1 > 0 e temos que

¢“(al)v2= J]Vvlz— f'(al) [vz

= -f'(a,)[flvvl2 + IVZ] + [£7(a)+ 1] J’lvvl2

z -f’(al) ivi’> com - f'(al) > 0.

Em qualquer caso vemos que a; é um ponto de minimo local estrito e
portanto ndo pode ser do tipo passo da montanha.

Consideremos agora o caso em que f’(aj) > 0.

Primeiro observemos que a, é um ponto critico nao degenerado. Com
efeito, se a, for degenerado, entdao existe v € HI(Q), vx0 tal que
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¢*(a)(v,w) = 0 vw e H'(Q), isto & |vvww - f’(aj)[vw =0 vw e H(Q)

isto implica que f’(aj) é um autovalor do problema

-Au = Au em QQ
du  _
m - 0 sobre 8Q

o que é uma contradigdo com a hipétese (f1)' Podemos supor por

translagao que as= 0 e ¢(aj) = 0. Aplicando o Lema de Morse podemos
escrever ¢ na forma

$(p(u)) = - gux®+ 2 iy’
com x = P u e HI(Q)-, y = PTu e HI(Q)+ para u de

norma pequena. Seja u de norma pequena tal que ¢(p(u)) < 0 e ponhamos

ut=P—u+tP+u=x+ty, 0=t=1,
temos
- _ 1,2 1.2 .2 _1 2, 1 2
¢(go(ut))— -2-I|xll + 3 toyli = Vi nxn=+ 5 lyl
= ¢(¢(u)) <0, vt € [0,1]
Logo u = u e a projegao P u = x estio na mesma componente conexa

1
por caminhos.

Observemos agora que }‘2 < f'(aj) ou equivalentemente que

u, < g’(a) implica dimH' (Q)~ = 2.
De fato, seja V = span {pl,goa} o subespago gerado por {wi,(pz}
onde ®, € uma autofungdo do problema
-Au + u = yu em Q, g—}nl=030bre anN
associada a 1, i=1,2. Entao
«;S"(aj)v2 = Ivi?- g'(aJ)J‘v2 < 0, vww eV, vz20
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J«
1

g’(aj) K, han?

’ vu e V, u =20

Logo V ¢ H'(Q) .

Se agora consideramos duas fungdes u, u, de norma pequena com
¢(¢(ui)) < 0, 1i=1,2, temos d(p(P ui)) <0 para i=1,2, entao
P-ui e H'(Q)~ com dimH'(Q) = 2. Logo existe um caminho em H'(Q)~ que
une P u e P u,, assim u eu, estdo na mesma componente conexa por

caminhos. Consequentemente a nao pode ser do tipo passo de montanha.

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA II.1.3.

Dado € > 0 consideremos uma fungdo f: R - R de classe c', tal que:

f(s) = £(s) Vs € (a1 - €, a + €)

f(s) >0 Vs = a - ¢

f(s) <0 Vs =z a_+ ¢
e tal que lim s} f(s) < 0 e

S~

f(s) s -as Vs =z 8 > a +¢€
para algim s e algim A > 0. Seja

¢(u) = 5 | |vu|®~ | F(u) ,
onde
s

F(s) =J £(t) dt
0

Uma aplicagdo direta do principio do maximo, mostra que os pontos
criticos de ¢ sdo também, pontos criticos de ¢. Pelo Lema II.1l.13,
vemos que ¢ satisfaz a condigdo de Palais-Smale. Da demonstragdo do
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Lema II.1.15 vemos que a e a sao pontos de minimos locais estritos do

funcional ¢, assim pondo e=a, e=a no teorema do Passo da Montanha
vemos que

d = inffer Sup _ ¢(f(t)) > ¢ = max {¢ (eo),¢ (el)}
é um valor critico de ;, onde
r= {f e (([0,1], HI(Q)A) / £(0) = e, £(1) = e}

Se os pontos criticos em Cr(¢,d) nao sdao isolados em HI(Q) entao ¢
tem uma infinidade de pontos criticos. Se os pontos em Cr(;,d) sao
isolados, entao existe u e Cr(;,d) que é do tipo passo da Montanha e
entao, pelo Lema II.1l.15 u=a, i=1,2,3 e logo existe pelo menos uma
solugdo nao trivial do problema (P).

Para mostrar a existéncia da segunda solugdo faremos primeiro

algumas consideragdes.
II.1.16

Existe R > 0 tal que ¢’(u)u > 0 vu € 8B, onde 3B, é o bordo da

bola BR = B(0,R), com centro em zero e raio R, em HI(Q).
DEMONSTRAGAO.

Pela construgdo de f temos que

lim sup s-lf(s) <0 e lim sup s-lf(s) < 0.
8 5> ~» S &> +ow

Estas desigualdades e a continuidade de f, implicam que existe
€ >0 ec >0 tais que
f(s)s < -es® + ¢, vs € R.

Concluimos que
1 1 1

3’(u)u = [ |Vu|2 - J E(u)u > J |Vu|2 + € J uw? -c

0 (o] (o]

Se e >1,

;’(u)u > tui?- ¢

Se ¢ s 1, ¢’ (uju.> etur®- c,
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entdo existe R > 0 suficientemente grande tal que se llull = R entao,
$’(u)u > 0.

II.1017.-
Tem-se como consequéncia da observagdo 1.16, via uma homotopia
com a identidade que d(¢',BR,0) = 1.

I1.1.18.-

_ As fungbes u = a, i = 1,3 sdo pontos de minimo local estrito
de ¢ e por tanto sao pontos criticos com indice de morse igual a zero.
Assim d(a’,Bi,O) = (-1)o =1 onde
B;=: B(ai,e), i=1,3 com € > 0 suficientemente pequeno.

Temos por excisao que escolhendo R tal que B;ﬁg c BR resulta:

FS ~ A
d(¢’,BR\(BIUBa),0) + d(¢',Bl,0) + d(¢’IB3lo) =1
Logo

d( ¢’,B \(BuB,),0) = -1

I1.1.19.-

Para completar a demonstragdo do Teorema II.l.3, precisamos
ainda o seguinte resultado ([H],Teo.2.).

Consideremos a sequinte condigao:

(¢) Seja H um espago de Hilbert real e ¢ € c?*(H,R), suponha que

¢’= I-K onde I é a identidade de H e Kt H — H é um operador

compacto. Além disso suponhamos que para todo u, e Cr(¢), o

primeiro autovalor A da linearizagao ¢"(uo) € £(H) em u_, é

simples desde que A S 0.

TEOREMA: [H]

Suponhamos que a condigdo (¢) vale e que u 6 € H é um ponto
critico isolado do tipo passo da Montanha. Entdo, o grau local de
ug é -1.

I1.1.20.-

0 funcional ; satisfaz a condigdo (¢)

Demonstragao.-

Seja u, um ponto critico de ¢‘e seja A um autovalor de ¢"(u°),
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entdo existe v € HI(Q) v # 0 tal que ¢"(u°)v = Av, esta igualdade
é equivalente a
<¢"(uo)v,w> = <AV,Ww> , Yw € HI(Q)

ou seja,

J Vvww - J %’(uo)vw = A [ J Vviw + va], Yw € Hi(Q)

ou equivalentemente,

(1-2) J Vviw = J (£/(u_)+a)vw , vw € H'(Q)
Logo ¢"(uo)v = AV se e somente se
I1.1.21 [Vva =1 J [f’(uo)v+Av] w r VW € HI(Q)
1-a

como f’(uo)v+lv e L? (Q) entao, Vve HI(Q) e por tanto v € HZ(Q).

Por outro lado somando va a ambos os lados da igualdade II.1.21

A

vemos que ¢"(uo)v = AV se e somente se (A,v) é solugcdao do problema

- =1 (s
Av + v = (£ (u0)+1) v em Q
(PA) av
50 =0 sobre 3N

Seja agora A o primeiro autovalor de ¢"(u ), e suponhamos que

A

= 1 - = = =
A= 0. Entao, 1:—: >0, e se v € uma solugdao ndo nula de (Pl1)' entao

1

J’(W)2 + J V¢ = li_a f (E'(u°)+1) vé,

consequéntemente f’(uo(xo))+1 > 0 para algum X, € Q.
Seja (Pu) o problema
-Av + v = u(f'(uo)+1)v em Q
av
3 = 0 sobre 40N

O primeiro autovalor M de (P#) é positivo e simples [M-M], [H-K].
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Afirmamos que Moo= I%X_ . Com efeito, como Iéi_ é um autovalor
1 1

de (Pu), se a afirmagado for falsa entao

-1
1 . K,
K, < T:i: ou equivalentemente A1> " '
uw -1
observar que isto é uma contradigao se for autovalor de ¢"(uo),
1
ul-l

de fato um autovalor

M

logo basta provar que nestas condigdes,

1
de ¢"(uo), mas depois dos cdlculos acima, isto & consequéncia imediata

do fato de M, ser autovalor do problema (Pu).

Isto conclue a demonstragdo da afirmagdo II.1l.20.

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA II.l1.3 (Completada)

Mostramos a existéncia de uma sequnda solugao.

Seja u, a solugdo do tipo passo da montanha encontrada
anteriormente; estamos supondo que ¢é isolada. Gragas as observagodes
IT.1.19 e 1II.1.20, temos que d(;',B,0)=-1 onde B é uma bola

suficientemente pequena com centro em u. Seja R grande tal que

A
BuBluB3 c BR e us=a € BR, u, é um ponto critico ndao degenerado de ¢

A

com indice de morse = 2. Se u, for o dnico ponto critico de ¢ em
A= BR\(Efj%UE)’ entdo

0 = d(;’,BR\(ﬁiuﬁauﬁ),O) = (-1)k
onde k z 2 é o indice de morse de u,6 o que é um absurdo, logo a tem
pelo menos mais um ponto critico u = u, em BR\('ﬁluﬁauﬁ),O). Logo (P))

tém uma solugdo ndo trivial u = u.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA II.l.4.

Seja f:R — R tal que f(s) = f(8) Vs =2 a e lim sup £é§l< 0.
89~w

Entdo, o funcional ¢ : Hl(n) — R

30



p(u) = 3 JIVul"’- J F(u),
S

onde ﬁ(s) = J %(t) dt,

0
satisfaz a condigdao de Palais-Smale. De fato ; satisfaz as hipétesis
do Lema II:1.11.

Como ¢(ai) =z ¢(b) e a e um ponto de minimo local estrito de ¢,

A A

entdao estamos nas hipdteses do Teorema Passo da Montanha e portanto o
funcional ¢ (e logo ¢) tem infinitos pontos criticos ou pelo menos
um que é do tipo passo da Montanha. Como a e a nao sao do tipo passo

da Montanha (Lema II.1.15) isto conclui a demostracgao.

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA II.1l.1

. . ~ 1
Para cada i=1l,...,¢ consideremos uma fungdo de classe C

fl: R— R tal que fi(s) = f(s) V s e [a2h1’am+1]
f(s) >0 Vs < a
1 21-1
e f(s) <0 Vs > a
1 2141
Gragas ao Teorema II.1.3 , o problema
-Au = fi(u) em Q ;g% = 0 sobre 8Q ,

tem duas solugodes U, v, tais que a ,Su,vsa

1-1 2141°
E claro que para todo i , u., Vo sdo solugdes de (Pz). Isto

conclui a demonstragao.

DEMONSTRAQEO DO TEOREMA II.1l.2

Se £ = 1 , aplica-se diretamente o Teorema II.l.4. Se ¢ =z 2, entédo
definimos £f :R — R tal que f(s) = f(s) ve sa, e f(s) <0
vs > a7 entdo por aplicagao do Teorema II.l.1, resulta que (Pz) tem
28-2 solugdes nao triviais W V.opeeely oV, o tais que

a su v sa su v sa s. L I J ...su v sa [ ]
1 1’ 3 2’ 72 5 e 17 "8 28-1

1
Ora, definimos f : R —> R tal que f(s) > 0 ve < a, e

f(s) = f(s) Vs = a Aplicando o Teorema II.l.4 ao

2l-1°

problema
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-Au = f(u) em Q ; gz =0 em 8Q ,

compléta-se a demonstragao.
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§ 2. EQUAQ()ES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

APRESENTAGCAO DO PROBLEMA.

Nesta parte investigamos a existéncia e multiplicidade de solugdes
do problema:

(P3) - u" = f(u) em (0,1); u’(0) =u’(l) = 0.

onde f:R — R é, como na segao 1, uma fungdo de classe ¢! com
exatamente r zeros consecutivos, todos simples, a, < a, < ...< a .

Também como na segdo 1, investigamos a existéncia e multiplicidade
de solugdes ndo triviais. Porquanto no caso de equagdes diferenciais
ordinarias podemos aplicar técnicas da teoria de bifurcagdao, obtemos
resultados mais amplos que no caso de equagdes diferenciais parciais.
Mais precisamente, damos uma resposta positiva a questdo da existéncia
e multiplicidade de solugdes no caso que a nado linearidade f nao
satisfaz a condigao (f4), neste caso os A sdo os autovalores do
problema

-u’’ = Aau em (0,1) , u’(0)=u’(1)=0.
ESTABELECIMENTO DOS RESULTADOS PRINCIPAIS.

I1.2.1.-TEOREMA

Seja f € CI(R,R) com um nimero impar de zeros r = 2¢{+1. Suponhamos
que f satisfaz (fa), (f4). Entdao o problema (Pa) tem pelo menos 2¢
solugdes nao triviais U,V ooV, que satisfazem:

A4 S U,V S a8 S ¢oec. S A
1 1’ 3 ° * 28

g S vy sa em (0,1)
II.Z-Z.- TEOREM

Seja f € Cl(R,R) com um nimero par de zeros r = 2¢{. Suponhamos que
f satisfaz (fa)’ (f‘) e (fs). Entdao o problema (P3) tem pelo menos 2¢-1
solugdes ndo triviais U, eeer O, 4V, ,u,, gque satisfazem

asu,v sa s .....sa, su ,v, sa,su s b em (0,1).
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DEMONSTRAGAO DOS RESULTADOS PRINCIPAIS.

Os resultados principais, Teoremas II.2.1 e II.2.2 tém
demonstragdes completamente andlogas as dos Teoremas II.l.1 e TII.1l.2
respectivamente, por esta razdao as omitiremos. Como no caso de
EDP,estas demonstragdes, resultam de uma aplicagdao iterada de dois
Teoremas mais particulares( Teoremas II.2.3 e II.2.4) gque enunciamos
abaixo. A demonstragdao do Teorema II.2.3 é a mesma que a do Teorema
II.1.3 com as mudangas obvias e a omitiremos. A demonstragado do
Teorema II.2.4 tem uma pequena diferenga com a do Teorema II.1l.4

e a daremos apos uma série de Lemas.

II.2.3.-TEOREMA

Seja f € Cl(R,R) com r = 3. Suponhamos que f satisfaz (f3) e (f4).
Entao o problema (P3) tem pelo menos duas solugdes nao triviais, u e
v, que satisfazem

a =u, v sa enm (0,1).

II.2.4.-TEOREMA

Seja f € CI(R,R) com r = 2. Suponhamos que f satisfaz (fa), (f4) e
(fs). Entao o problema (P3) tem pelo menos uma solugdo nao trivial, u,
que satisfaz

a s u = b em (0,1).

II-205.-LEMA
Seja u uma solugdo do problema (P3) e seja x, € [0,1] tal que

u(xo) = max u(x). Entao f(u(xo)) z 0.

I1.2.6.-LEMA

Seja u uma solugdo do problema (P1) com f satisfazendo (fo)'
Entao u(x) = a, vx e (0,1).

Os Lemas II.2.5 e II.2.6 sado consequéncias imediatas do principio
do méximo.
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OBSERVAGAO

Se ueH =:H1(0,1) e definimos o operador Ku :H — R por
1

(Ku) (v) = J (u+f(u))v
0o
vemos que o operador K :H — H definido por esta relagdao é um operador
compacto.

Por outro lado, se ¢ :Hl(O,l) — R é o funcional definido por
1 1

¢<m=%J(WF—IFw)

0 0

s
onde F(s) = J f(t)dt. Entao,
o 1 1

¢’ (u)(v) = J u'v’ - J f(u)v vv € H'(0,1)

logo
1 1 1

¢’ (u)v = J u’‘v’ + J uv - J (utf(u))v = <u,v>H1(o 1) (Ku) (v)
o 0 0

Vemos assim que ¢’ é da forma I-K, com K compacto.

IT.2.7.-LEMA
Seja V¥ : Hl(O,l) — R um funcional, e K : H1(0,1) - Hl(O,l)
um operador compacto. Suponhamos que ¥’= I-K. Se toda sequéncia de

Palais-Smale & limitada, entao ¥ satisfaz a condigao PS.

A demonstragao é andloga a demonstragdo do Lema II.1l.10.

II.2.80-LEMA
Suponhamos que f satisfaz (f7) e seja (u) < Hi(O,l) uma sequéncia

tal que
1 1

|¢’(un)v| = |J u/v’- J f(un)vl s g livil, vv € H'(0,1).
o o
onde ¢ é o funcional definido na observagdao acima e (en) é uma
sequéncia de nimeros reais positivos convergente a zero.
Entdo uu;u é limitada, onde u=u'-u" e u'- mix {u,0} & a
parte positiva de u.
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Demonstra-se na mesma forma que o Lema II.1l.8

Para o sequinte Lema precisamos da seguinte condigao:

(f6’) 3s tal que uma das seguintes alternativas vale:
i) f(s) + s s 2F(s) - sf(s) Vs = s, ou
ii) f(s) + s = sf(s) - 2F(s), Vs = s
s
onde F é definida como antes por F(s) = J f(t)dt.
0
IT.2.9.-LEMA

Se f satisfaz (f6'), f_,) e (fe) entdo ¢ satisfaz a condigédo de
Palais-Smale.

DEMOSTRACAO
Seja (u) < Hl(O,l) uma sequéncia de Palais-Smale, ou seja (un)
satisfaz
1 1
4 — ra - 1
IT.2.10 | ¢ (un)vl = |J u; v J f(un)vl < g v, vv € H(0,1)
0 0
+
com (en) <R, € —> 0, e
1 1
= 1 ry\2_
IT.2.11 |¢(un)| = | 5 J (u’) J F(un)|s C
0 ()

onde C é uma constante.

Gragas a observagao anterior e ao Lema II.2.7, s6 temos que provar
que (u ) é limitada.
Suponhamos que f satisfaz (fg.i) (no caso em que f satisfaz (ii)
a demostragao é& andloga).
Pondo v = u em I1.2.10, temos
1 1
I1.2.12 |J (u;)z- J unf(un)l s g llul,

o o
de II.2.10 e II.2.11 temos que

1
| J (u f(u) - 2F(u ))| = 2C + € lu H
o]
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e pela hipétese (fé.i)

[ (f(u )+ u ) = J’ (2F(u ) - u £f(u))
uzs uxs

n (¢} n 0

1

= Kn+ J (2F(un) - unf(un)),
0

onde - K = J (2F(un) - unf(un))
u =8
n [o]

Como llu:IIH1(o’1) é limitada ( Lema II.2.8) e H'(0,1) < C([0,1])

e dado que £ e F sao continuas, temos que (K) e limitado, ou seja

existe K tal que K =K, vn. Logo
I1.2.13 J [f(u) + u] s K+ 2c + € llu i
n n n n
uzs
n 0
Por outro lado, de 1II.2.12 tem-se

1 1

J (u;‘)2 s e llull + [ u f(u )

o o
e logo
1
llulIZSCIIuII+Ju(f(u) + u)
n n n n n n
o
e temos
IT.2.14 a 1%s & fa o +J u (f(u) + u) + J u (f(u) + u)
n n n n n n n n n
u =8 u z8
n O n O
Da hipétese (f)) 3C > -1 e s > 0 tal que f(s)= Cs Vs 2 s,
entao f(s)+s =z (C+l)s Vs = s. Sem perder generalidade podemos supor
que s, = 8 e temos que f(s) + 8 >0 vs 2 8¢ entdo da desigualdade
I1.2.14 resulta
lat® s eflull + K + lu J (£(u) + u)
n n n n o u 28 n n
n 0
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Agora por 2.13 e pela imersao Hl(O,l) —» C [0,1] resulta:

la® s ellull + KR +Cllu i( K +2 C + e llu il ).
n n n n n n
Logo
(1 - Ce ) ||u||se+L+E(K+ZC)
n n n H ul

-

© que mostra que lu Il €& limitado.

II.2.15.-LEMA

Seja f satisfazendo (f7) e (fg). Entdo o funcional ¢ satisfaz a

condigao P-S.

Demonstra-se na mesma forma que o Lema ITI.1l.13.

IT.2.16.-LEMA
Suponhamos que f satisfaz (f4), entdo os pontos criticos de ¢ ,
dados por u, = a . nao sao do tipo passo da montanha.

i
Demonstra-se en forma analoga ao Lema II.1l.15.

DEMONSTRAQﬁO DO TEOREMA II.2.4.

Separamos a demonstragao em duas partes; na primeira provamos uma
estimativa a priori para as solugdes de (P,) e na segunda aplicamos o
Teorema do passo da Montanha.
l.- Estimativa a priori.-

Afirmagdo: Se u é uma solugao de (P,) entdo llull = b.

Com efeito, sunponhamos que u # cte. e seja u(x)) = max u(x) com

0 sxs1, gragas aos Lemas II.2.5 , II.2.6 temos que u(xo) z a,

u(x) = a vx e (0,1).

Afirmamos que u(xo) > a.

Senao, u(xo) =a e u"(x) 20 vx e (0,1). Temos trés casos;

X, = 0, X, = 1 e 0 < X <1,

Mas em qualquer destes casos, o principio do midximo conduz a
contradigdo. Com efeito:

Se 0 < x, < 1, entaous az.-Se X, = 0, entao u’(xo) <0 e se

x, = 1 entao u’(xo) > 0. Logo u(xo) > a,.
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Suponhamos que 0 < x, < 1, entao existe € > 0 tal que u’(x) >0

vx e(x_ - £, x_ ). Seja x definido por

X = sup {x € [0,x  -e] / u'(x) = 0}

entdo u’(x) = 0. Ora, multiplicando (P,) por u’ e integrando entre x e
x_, obtemos
o
u(x_)
1, ., 2 , 1 s 7= 2 °©
0 = -5 (u'(x,))" + 5 (u'(x))" = f B f(s) ds
u(x)

o que implica que u(x_) = b.
Se x = 0 entao, existe € > 0 tal que u’(x) < 0, vx € (0,¢g).
Seja x definido por
X = inf {x € [g,1] / u’(x) = 0},
entao multiplicando (Pl) por u’ e integrando, agora entre x, e x,
obtemos a mesma estimativa, e analogamente se X, = 1. 1Isto prova a

estimativa uuums b.

2.-Aplicagdo do Teorema do Passo da Montanha.

Definamos agora, % :R —> R de classe C' tal que
%(s) = f(s) para a s 8 s b
f(s) >0 para s < a e

f(s) >0 para s > b, satisfazendo 1im sup s-If(s) <0 e (f6'),
A S-> -

entdo pelo Lema II.2.9, ¢ satisfaz a condigdao (P-S). Observemos tamwém

que ¢(a1) z ¢(b). Como a, é um minimo local estrito de ¢, podemos

colocar e, =2a, e = b no Teorema do passo Montanha, e assim, temos a

1
existéncia de um ponto critico u de ¢ tal que:

¢(u,) =d =: inf sup ¢(£f(t)), e u #a pois d > ¢(a).
feI’ Ostsl
Se os pontos criticos de Cr(¢,d) sdo isolados, existe u e Cr (¢,d)

do tipo passo da montanha e pelo Lema II.2.16, u, * a. Isto conclui
a demonstragdao.

O resultado abaixo mostra existéncia e multiplicidade de solugdes
do problema (Pz) no caso en que f nio satisfaz a condigdo (f‘).
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I1.2.17.-TEOREMA

Suponhamos que f € Cf(R,R) tem exatamente r zeros consecutivos,
todos simples, que satisfaz (f3) e f'(airﬂgnz para algim k =z 2 e para
algim i € {1,...,r}. Entdo o problema (P3) tem pelo menos k-1 solugdes
nao triviais.
DEMONSTRAGAO. -

Para demonstrar o Teorema II.2.17, estudamos, via teoria de

bifurcagao o problema ndao linear de autovalores

-u* = Af(u) em (0,1)
(P,) {
u’(0) =u’(l) =0

e aplicamos os resultados com A = 1.

Pondo v = u-a, e gl(v) = f(v+ai) o problema (PA) se escreve na

forma
-v" = Ag.(v) em (0,1)
(P, *
1,2 v/(0) = v/(l) =0
Observemos que gl(O) = 0 e que entdao (A,0) é solugao de (Pi,A)

VAeR, Vi=1,...,r.
Usando a férmula de Taylor obtemos o problema equivalente

_ -v" = Agi(O) v + Ah(v) em (0,1)
(Ps )
1,2 v/ (0) =v/(l) =0
onde h(v) = o(livii) perto de v = 0.
Se G(t,s) & a fungdao de Green para o operador £(v) = = v"+ gv,

com condigdes de Neumann, o problema (Fi A) transforma-se na equagao
14
integral equivalente

(I,

l,l) v = (Agi(O) + €) Lv + Gi(l,v), onde

1 1
Lv = [ G(t,s)v(s)ds e Gi(l,v) = A [ G(t,s)h(v(s))ds
o o

Pondo u = A gi(O) + &, pode-se escrever o problema (Ii,A) na forma
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(I;,4)  V-HLV = G, (u,v) = 0
onde
- u-¢€
G (u,v) =G, ( ' V)
* T g{(0)
Seja E = {v e C'[0,1] / v/ (0) = v/ (1) = o}
com a norma usual lvil, = max |v(s)| + méx |v’(s) |
oss=1 0=s=1

-~

Os operadores L e Gi sao compactos e éi = o(lvl) perto de v = 0,
uniformemente sobre intervalos limitados de pu.

Queremos estudar o diagrama de bifurcagao da equagao (Ii,u) com
relagdao a reta de solugdes triviais (u,0).

Os valores caracteristicos de L sao exatamente os autovalores

de £, ou seja os autovalores do problema de Neumann:
-v" + gv = uv em (0,1); wu’(0) =u’(l) =0,

cujas solugdes sao (uk,vk) com pu = K+ ¢ y V, = cos knt, k = 0,1,2,..
Entdo os possiveis pontos de birfucagdo sao do tipo (uk,O). Ora,

todos o0s autovalores K, sdo simples. De fato mostremos que
Ker(uk - .‘8)2 c Ker(uk - ¥).
Seja v e Ker(u, - 2)2, entao
(uk- 2)v = c cos knt
para alguma constante real c.
Multiplicando esta igualdade por coskmt, obtemos:

(ukv - ¥v) cos knt = ¢ cos?® knt,
ou equivalentemente
(ugv + v"- gv) cos knt = c cos® knt,

integrando entre 0 e 1, temos:
1 1 1

(e+k2n2) Jv cos knt + Jv"cos kmt - e‘[ v cos xnt

o (o] o]

1
2
c J cos  knt
o

donde
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1
0 = CJ cos2 xtt dt
o
o que implica c = 0.

Portanto (uk— 2)v = 0. Conseqiiéntemente Ker(uk - 2)2 < Ker(uk - 2)

Ora, aplicando os resultados em [R; Teo.l1.10 e 2.5], vemos que
para todo k = 0,1,....., existe uma componente conexa Gk de solugodes

(,v) de (I;

Para (I, u) temos o seguinte diagrama de bifurcagao
’

) tal que €k é nao limitada en R X E e (uk,O) € Ek.

fhall
E

3 ntee  anttag 2 g

Voltando as variaveis (A,u) temos que vk-1,2,... e Vi=l,..,r

existe uma componente de solugdes de (I, G < R x E, ndo limitada

A)’ k, 1
tal que
2_2
£(a)) ’
Temos o seguinte diagrama de bifurcagdo para o problema original

hui

1"

% _
v,
Viiay

82 _ |

g S

Aplicando dos Lemas II.2.5 e II.2.6 e gragas a estimativa a priori
achada na demonstragiao do Teorema 2.4, temos que se (A,u) com A > 0
é uma solugdo de (P,) entdo existe M > 0 tal que all s M.
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Ora, integrando (PA) entre 0 e t, temos:
t
-u’(t) = A J f(u(s))ds
o

e dai
t

lus(t)] = a J | £(u(s))|ds
0

Pela continuidade de f e a 1limitagdo de u, existe K tal que
Ilu'u°° s aK.

Logo para as solugdes de (Ph)’ (A,u) con A > 0, u estd limitada na
norma de E, lul, = AK + M. Isto significa que as solugdes u estéo
limitadas para A limitado.

Observemos tambén que se k =z 1, entdao as solugdes (A,u) € Qk’i tém
pelo menos um zero (simples) e portanto A # 0, pois para A = 0 as
inicas solugdes sdo as constantes, isto significa que as ramas de
k2r?

bifurcagao devem "ir para a direita" desde o ponto ( ’
£'(a))
1

a)

i

se i é par, e "para a esquerda" se i é& impar, isto justifica o diagrama

acima.
Do anterior vemos que para todo k-2,3,...e para todo i par. Gk i
14
= . k + 1)2112
contem pelo menos uma solugao do tipo ( a) "’ u).
1
Se f'(a” - k°n® entdo para todo j < k, @Jl contem pelo menos uma

solugdo do tipo (l,u) com u ndo constante. Isto conclui a demonstragao
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CAPITULO il

EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUGOES
PARA O PROBLEMA MISTO

§ 1.- EQUAGOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

APRESENTAGAO DO PROBLEMA

Seja f:R —> R uma funcgdo de classe C' e 0 < a<b<ac<bc<...<
<a, 2 k - 1 zeros simples de f tais que:
(f1) Existe uma constante ¢ > 0 tal que
f'(a)) < -c vi = 1,...,k.

(fz) f ndo muda sinal nos intervalos
(—wlal)l (akl+m)
(bl,al+1) i = l,a.o,k - 10

Seja Q ¢ R” um dominio limitado com bordo regular. No caso em que
0 (problema de Dirichlet) é bem conhecido que existe Ao> 0 tal que
para todo a = A, os problemas (P,) e (P) tem uma solugdo positiva u

com b < max u < a,,, desde que f satisfaga a condigdode area

€

a
i
J £(t)dt > 0 vi s i

a
J

e que esta condigdo de &rea é necessaria e suficiente para obter tal
resultado de existéncia.

Por outro lado, os resultados do Capitulo II, mostram que no caso
do problema de Neumann, uma tal condigdo de drea ndo & necessaria. Isto
motiva o estudo do problema misto
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-Au = A f(u), Q

(P4) du
u + ¢ I = 0, an

onde A, € sdo parametros reais positivos.

O objetivo desse estudo & determinar os valores de A para os quais
o problema (P4) tem solugdes positivas e para que valores de € > 0 é
necessaria alguma condigao de drea para a existéncia de tais solugdes.

Nas demonstragdoes dos Teoremas deste Capitulo, usamos novamente os
resultados de H. Amann usados no Capitulo I.

O conceito de solugdo aqui, é o conceito de solugdo classica, isto
é:
III.1.1 DEFINIGAO:

u é solugdo do problema (P,) se u e Cz(ﬁ) e satisfaz pontualmente
as equagoes

- Au = A f(u), Q
du _
u + ¢ i o, an.

Uma fungdo u € Cz(ﬁ)é uma sub(super) solugao de (P4), se

- Au s (z) A F(u), Q

au
u(x) + € 3=(x) s (2) 0, aq.

Considerando o mesmo operador T:C(Q)——C(Q) definido no

-

Capitulo I para este conceito de solugdo, vemos que u € C(Ql) é solugao

de (P‘), se e somente se u é ponto fixo de T.

Nesse caso a reqgularidade seqgue da Teoria de Schauder.

ESTABELECIMIENTO DE RESULTADOS
III.1.2.-TEOREMA

Seja f a fungdo definida na apresentagdo do problema, satisfazendo
(f1) e (fz). Suponhamos que Q1 satisfaz a condigdo da esfera interior
uniforme.
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Sejam a, B > 0 tais que

al+B<b1<a“1—a vi=1,...,k - 1.
Entdao para todo € > 0 existe A > 0 tal que para todo A = A, ©
problema (P4) tem, para cada i

positivas u ., u

l,...,k - 1, pelo menos trés solugoes

AL tais que

a-a=u =a+ B8
11 1

a — o4 =1u s a +B
i+1 31 i+l

u =u =4 Vi=1,ooo,k-lo

DEMONSTRAGAO

Seja 8 > o tal que os vetores normais ao bordo de Q passando por
pontos diferentes de 40 nao se interceptam em ﬁa, onde

Qa={xe9/d(x,69)<6}.

Reparametrizemos ﬁa na forma sequinte
X € ﬁa — (8(x),t(x)),

tal que s(x) é o dnico ponto de 80 tal que
d(x, Q) = d(x,s(x))

t(x) = :d(x,8(x)).

Seja

a -«
v(s,t) = (a1 - a) + — t

Para t(x) = 0, isto &, para x € 40, temos
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v(s(x),0) = a -a,e

a, - «
av . av - - 1
ag (%) = gy (s(x),0) = =
logo
v(x) = ¢ g% (x) =0 vx € 8Q.

Seja agora B(s) o primeiro valor de t para o qual v(x,t) = a .,
caso ele exista, senado B(s) = §.

Entao vs € 8Q, B(s) > 0 e por compacidade do bordo 49,
{:= inf { B(s): s € 8Q } é positivo.

Seja ¢ uma fungdo de classe C°({l) tal que

p(x) =1 vx € Q

Cr2
p(x) =0 vx € Q \ Q3C/4
e
0 s p(x) =1 Vx € Q .

Se 0 < £ < a definamos
El(x) = p(x) v(s(x),t(x)) + (1 = ¢(x)) (a1 - &)
para x e ﬁa
e

u(x) =a - ¢ para x € Q \ Qg
é claro que a - as=s gl(x) < a  para todo x € Q.

Como - Agl é limitado e f(x,gi(x)) > 0 em Q temos que existe X}>0
tal que

~Au s f(u) emQ

para todo A = Xl, donde u, é subsolugao do problema (P4) para todo
Az XI. ’
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Trocando a por a, constroi-se de maneira andloga ao que fizemos
. -~ 2, =
anteriormente, uma fungao u s c°(Q), tal que

a-a=u(x)<a, vx € Q
e acha-se Xi> 0 tal que, para todo A = 'Xl, u ¢é subsolugido do problema
(P,) -

Por outro lado, é facil ver que

quaisquer constantes Cx’i =

l,...,k com al< Cl< bx’ onde colocamos bk=+oo, sao super-solugdes de
(P,) -

Se Ao= max { _Xl,xz,...., Xk} , entao para todo i = 1,...,k as
fungdes
u, sdo subsolugdes de (P,) VA = Al
Cl sdo supersolugdes de (P4) VA = Ao.
Pondo para cada i1 =1,...,k = 1

x21 = [21+1’ c1+1]

e aplicando os resultados de H. Amann [A] obtem-se para cada i = 1,...
oo,k = 1, trés solugdes de (P ) u
4

11’ u

u_ tais que
21!’ T3 q9
u su su a- su s a+ e
11 21 31’ - ¢ 11 i B

- <= u s C
a o 31 1+1

1+1

Para acabar a demonstragdao do Teorema & suficiente observar que
podemos escolher C1 tal que

< = +
al cl al B
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III.1.3. - OBSERVACOES

1l - Como no caso do Capitulo I, pode acontecer que u =u, . Se
esse for o caso para todo i, obtemos 2k-1 solugdes ordenadas do
problema (P4).

2 - Se considerarmos o problema

- Au = A f(x,u) em Q

au _
u(x) + ¢ En (x) = 0 em 8Q.

onde f: iIx R —— R é a fungdo definida no Capitulo I, o nosso
resultado ainda vale. E suficiente observar que em tal caso, as
constantes C, ainda sao supersolugdes e que as subsolugdes sao dadas
por

u(x) = e(x) v (s(x), t(x)) + (1 - ¢(x)) (g9,(x) - &)

onde
g,(x) - «
v (s(x), t(x)) = (9,(x) - a) + ( = )E(x)

49



§ 2.- EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
APRESENTAGAO DO PROBLEMA

Nesta segdo estudamos o problema

-u’’= A f(u) em (0,1)
(Ps) u(0)-e u’(0)= 0
u(l)+e u’(1)=0

onde f é a mesma fungdo definida na segao 1.

Obtemos os mesmos resultados da segdo 1, e obtemos também alguns
resultados de simetria das solugdes de (P.) para ¢ >0 suficientemente
pequeno.

A demonstragdo da existéncia e multiplicidade das solugdes, faz-se
de forma andloga a demonstragao do Teorema I.2 deste Capitulo. Por esta
razao nao a repetiremos. O estudo das simetrias das solugdes &

desenvolvido aqui aplicando as mesmas técnicas usadas por Gidas,Ni e
Nirenberg em [G-N-N].

ESTABELECIMENTO DE RESULTADOS
IIT.2.2.-TEOREMA

Seja f:R — R satisfazendo (f1) e (fz).

Sejam a e B reais positivos tais que a +f<b <a -a. Para todo €>0
existe A0>0 tal que para todo Az , o problema (Ps) tem, para cada
i=1,...,k-1, pelo menos trés solugdes positivas u.,ou . u, tais

que
a-o s < a +8; “a¢ s u sa _;
i u, i Bi an"® 31 1417

a s u =2u
11 21 31
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III.203. - TEOREMA
Existe €,> 0 tal que para todo £ < €, toda solugao do problema

(P.) é simétrica em (0,1) com relagao a %.
DEMONSTRAGAO

Seja u uma solugao positiva de (Ps). Para v € [%,1) consideremos
os intervalos

Iv = (v, 1), Jv = (2v - 1, v).
Para x € Tvdenotamos por x’o ponto simétrico de x com relagao a v
¥ =2v - x e jv'
Para v suficientemente perto de 1 temos que
IIT.2.4 - u’(x) <0 e u(x) < u(xv) Vx € Iv

fazemos decrescer v até atingir um primeiro "valor critico" v tal
que III.2.4 ndo vale para v < v.

Afirmamos que v = % . .

Suponhamos por contradigdo que v > 5 .

III.2.4 vale para v > ¥ e por continuidade temos

u’(x) <0 e u(x) s u(x;) VX € I; .

Suponhamos que para todo x e I; u(x) = u(xv), definamos v em

(1¥ , 1) por

v(x) = v(xY) = u(x) vx e [1Y, 1]
entdo v é simétrica em [ lv, 1 ] com relagdo a v. E facil ver que se €

é suficientemente pequeno entao u(0) < a e u(l) < a . Isto &, a

simétria de v em [1Y, 1 ] implica que
u’(0) =z - u’(1) e u(0) < u(l).

Entao
u(0) = ¢ u’(0) 2 - ¢ u’(l) = u(l)

51



o que é uma contradigao.

Esta contradigao implica que

u(x) s u(xv) Vx € I; e u(x) = u(xv) em I; .

Aplicando um resultado de Gidas-Ni Nirenberg [G-N-N] (Lema 2.2)
temos que

u’(v) <0 e u(x) < u(x’) vx € I .

Ora como u’(v)<0 entdo existe & >0 tal que u’(x)<0 vxe(v-5§,1).
Assim pela definigdo de U vemos que existe uma seqiiéncia (vj) com %<vj,
crescente que converge a V¥ e uma seqiiéncia (xj), xj € Iv tal que

v J

- J
u(xj) E u(xJ ).
(xﬂ ou uma siibsequéncia dela (que continuamos chamando (xj))

| % | %4

converge a X € TU, entao xjj — > x J. Tem-se

v —
u(x) = lim u(xj) = lim u(xjj) = u(x")

logo x = xV =¥ .

Ora pelo Teorema do Valor Médio, para j suficientemente grande
v
existe Y, (xj,xjj) tal que u’(yj) 2 0. Como y,— v, entdo u’(v) =z 0,

o que é uma contradigdo. Logo vV = % .

Um raciocinio andlogo mostra que v =z % logo v = % e a solugdo u é

« oo s = 1
simétrica com relagdo a 7.

O sequinte exemplo mostra que as solugdes do problema de Neumann
ndo sdo necesariamente simétrica no seu dominio

II1.2.5 - EXEMPLO

Seja I = (c,d) um intervalo real, £f: R — R uma fungao de classe
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C' com exatamente dois zeros (simples) a,a,a <a
f(s) > 0 Vs <a

Se u é uma solugdo do problema

-u’’ = f(u) em (c, d)
u’(c) = u’(d) =0,

suponhamos que u é simétrica nao constante, entao
u(c) = u(d) = a .
Se u(c) s a_ entdao u tem maximo em c+d .
2 2

c+d c + d)
e )

u( =—5—) > a, e u’ ( =0

logo o problema

-u’’ = f(u) em c+d
u’(c) = u’( ——7——) =0

tem uma solugdo ndo simétrica.

Se a, < u(c), a situagao & andloga.
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